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Ah:tragt

We deal with the most important features of the Knuth-Bendix completion procedure
considered as search problems. There are four indeterminisms in this algorithm
ordering, computation of normalforms, interreduction and selection of critical pairs. They
are represented as search trees in order to show the programmer’s choices when
implementing such an algorithm. The problems are outlined by examples and some
possible heuristic criteria for their solutions are given.

Wir betrachten den Knuth-Bendix-Vervollstandigungsalgorithmus unter dem Aspekt von
Suchproblemen. Die vier Indeterminismen : Ordnung, Normalformbildung, Interreduction
und Auswahl des nachsten kritischen Paares werden als Suchbaume uniform dargestellt,
um die Wahlmoglichkeiten eines Programmierers bei dem Implementation einer
Vervollstandigung aufzuzeigen. Die auftretenden Probleme werden an Hand von Beispielen
geschildert und Ansatzpunkte fir Heuristiken zur Losung dieser Probleme gegeben.

1. Einfihrung

Im folgenden werden wir den von Knuth und Bendix in [KB70] entwickelten
Vervollstindigungsalgorithmus auf Suchprobleme hin untersuchen. Der A*-Algorithmus
([Ni80]) bietet dann ein Losungsverfahren fiir diese Suchprobleme. Insbesondere konnen
damit (noch zu entwickelnde) Heuristiken zum schnellen Finden von Li&sungen
herangezogen werden. Ziel dieser Arbeit ist nicht die Entwicklung solcher Heuristiken
sondern die Betrachtung des KB-Algorithmus als eine Menge von Suchproblemen, um
Entwicklern von Vervollstindigungssystemen die dabei bestehenden Freiheiten aufzuzeigen.
Ein Suchproblem wird beschrieben durch einen Suchbaum, der den aktuellen Stand der
Suche beschreibt.

Wir werden zundchst eine informelle, motivierende Beschreibung des KB-Algorithmus
geben (Kap. 2) und diese dann, nach einer Zusammenstellung der Grundlagen und
Notationen (Kap. 3), soweit prazisieren, daB wir die jeweiligen Suchprobleme und ihre
Stellung im Algorithmus angeben zu kOnnen. In Kapitel 4 werden dann die Suchprobleme,
die bei der Knuth-Bendix-Vervollstindigung auftreten, in einer einheitlichen Form, eben
den Suchbaumen, dargestellt. Fiir jedes Suchproblem werden auBerdem einige Kriterien
angegeben, die von Heuristiken fiir das jeweilige Problem benutzt werden kOonnen.

Die Beschreibung der Suchprobleme wird sehr allgemein gehalten, um moglichst viele der
bekannten Vorgehensweisen zu enthalten. Dadurch kann ein Knoten sehr viele Nachfolger
haben. Fiir konkrete Anwendungen muBl deshalb eine Vorauswahl in Form von Strategien
getroffen werden, wie wir es in unseren Beispielen, der besseren Darstellbarkeit wegen,
tun (vgl. 4.3., 4.4b.).

2. Der KB-Algorithmus

Ausgangspunkt des KB-Algorithmus ist eine Menge E von Gleichungen. Die Seiten einer
Gleichung sind Terme, eventuell spezialisiert zu Worten oder Polynomen. Ziel des
KB-Algorithmus ist die Konstruktion eines eindeutig terminierenden Regelsystems R aus E.
Als erstes sind dazu Gleichungen s=t zu Regeln 1-=r zu richten. Dazu wird eine Ordnung



> auf den Termen bendtigt, so daB I>r gilt. Durch zusatzliche Bedingungen
(Wohlordnungen, Simplifikationsordnungen) an solche Termordnungen entstehen die
Reduktionsordnungen, die die Termination von Regelsystemen garantieren. Allerdings ist
der Ablauf des KB-Algorithmus zu einer festen Regelmenge sehr von der Wahl dieser
Reduktionsordnung abhangig. Einige Ordnungen kOnnen zudem wahrend des Laufes
erweitert werden. Eine Regel kann auf Terme angewendet werden, indem Teilterme des
Terms, auf die die linke Seite der Regel paBt (mit einem Match), durch die substituierte
rechte Seite ersetzt werden.

Um eindeutig terminierende Regelsysteme zu beschreiben, bendtigt man noch den Begriff
der Konfluenz. Ein Regelsystem R heiBt konfluent, falls sich zwei verschiedene Terme,
die sich durch Anwendung von Regeln aus einem Term ableiten lassen, durch beliebig
viele weitere Anwendungen von Regeln aus R zu einem gemeinsamen Term reduzieren
lassen. Ein konfluentes, terminierendes Regelsystem heiBt dann eindeutig terminierend. Die
Konstruktion eines eindeutig terminierenden Regelsystems zu einer Menge von Gleichungen
ist nicht immer moglich. Der KB-Algorithmus, der diese Konstruktion vorzunehmen
versucht, terminiert dann entweder nicht oder bricht ab, weil die benutzte
Reduktionsordnung eine neu entstandene Gleichung nicht richten kann (fail).

Der zentrale Punkt der Konstruktion eines eindeutig terminierenden Regelsystems durch
den KB-Algorithmus ist die Hinzunahme neuer Gleichungen, um die Konfluenz des
Regelsystems zu erzwingen. Diese Gleichungen entstehen durch kritische Paare zu schon
vorhandenen Regeln. Welche kritischen Paare erzeugt und welche dieser erzeugten Paare
zur Bildung neuer Gleichungen wann benutzt werden, beeinfluBt stark die Effizienz des

Algorithmus.

SchlieBlich wird bei den meisten Varianten des KB-Algorithmus versucht, das aktuelle
Regelsystem minimal zu reprasentieren. Dazu werden neue Regeln benutzt, um iltere
Regeln zu reduzieren. Diese Interreduktion hangt ebenso wie die Reduktion der kritischen
Paare davon ab, welche Normalform eines Terms beziiglich des aktuellen Regelsystems
auf welche Weise gebildet wird.

Sowohl Reduktion als auch kritische- Paar-Bildung konnen modulo einer Gleichungstheorie
erfolgen. Damit ist bei Vergleichen zwischen Termen nicht mehr die syntaktische
Gleichheit, sondern die Gleichheit bezliglich dieser Theorie zu benutzen. Eine oft
benotigte Theorie ist die gleichzeitige Assoziativitdt und Kommutativitit mancher
Funktionssymbole (AC), wie zum Beispiel bei der Addition "+” und Multiplikation ”*” von
natiirlichen Zahlen. Alle vorher beschriebenen Teile des KB-Algorithmus werden auch
hier bendtigt, so daB unsere weiteren Uberlegungen auch auf die Vervollstandigung
modulo einer Theorie Anwendung finden kOnnen.

3. Grundlagen

Sei F eine Menge von Funktionssymbolen und U eine Menge von Variablen. Die Menge
T der Terme ist rekursiv wie folgt definiert. Ist x € UV, so ist x € <. Ist f € SF ein
n-stelliges Funktionssymbol, und sind ty,...,t;, € <T, dann ist auch f(t;,--sty) € <T.

Eine Ordnung > auf Termen heiBt Noethersch, falls es keine unendliche Kette t,....t,,... €
T gibt, mit t;>t>. >t >... .

Eine Funktion o : U > <T heiBt Substitution, falls es nur endlich viele xq,....x, € U gibt



mit o(x;) + x;. GemaB der rekursiven Struktur der Terme wird o durch o(f(ty,...t,)) =
f(o(ty),...,0(t,)) aul Terme fortgesetzt.
Ist R ein Regelsystem, 1,1y, 1,1, € R und gibt es einen Term s in 1; (Schreibweise:
1;[n«s]) an der Stelle n, s keine Variable, und eine Substitution o, so daB ofs) = ofl,)
gilt, dann heif3it

Co(ly[neo(rr)]) | oty >
ein kritisches Paar von 1;»r; und 1,>1,. Allgemein beschreibt das Quadrupel
(1;=r1,,1,1,,n,0) die kritische Stelle zu diesem kritischen Paar.
Die Anwendung einer Regel (Reduktion) wird formal so beschrieben. Sei t € <T und I=r in
R. Ist s ein Teilterm von t an der Stelle n und gibt es eine Substitution ¢ mit o(l) = s,
dann kann t zu t[n<o(r)] reduziert werden (Schreibweise: t = t[n<o(r)]).

4. Suchprobleme beim KB-Algorithmus

Aus der Beschreibung des KB-Algorithmus in Kapitel 2 lassen sich vier Indeterminismen
herausfiltern, die bei der Implementierung von Vervollstandigungsalgorithmen prazisiert
und damit determiniert werden missen.

- Wahl der Reduktionsordnung

- Normalformbestimmung

- Interreduktion eines Regelsystems

- Behandlung kritischer Stellen durch Erzeugen neuer Regeln
Leider konnen diese vier Punkte nicht unabhangig voneinander gesehen werden, da zum
Beispiel die Notwendigkeit der Erweiterung einer Reduktionsordnung nur dadurch entsteht,
daB neue Gleichungen, die aus kritischen Paaren entstehen, zu Regeln gerichtet werden
mussen. Ebenso wird die Interreduktion natirlich nur dann benotigt, wenn neue Regeln
erzeugt werden, usw.
Wir werden deshalb bei der genauen Untersuchung eines Punktes davon ausgehen, daB die
anderen Punkte irgendwie realisiert sind, missen aber zum Beispiel beim Punkt “kritische
Stellen” bericksichtigen, daB ein Term mehrere Normalformen haben kann.
Zur Darstellung der vier Punkte als Suchprobleme benutzen wir Baume. Dann sind
folgende Elemente zu einem Problem zu spezifizieren:
Die Wurzel des Baumes beschreibt den Ausgangspunkt der Suche, die (inneren) Knoten
des Baumes beschreiben Zwischenschritte bei der Losung, die Kanten die Ubergidnge von
einem Knoten in einen anderen, unter Beriicksichtigung von Ubergangsregeln, und die
Blatter schlieBlich Endpunkte, die entweder Losungen des Problems darstellen, oder das
Wissen, daB dieser Zweig des Baumes zu keiner Ldsung fiihren kann (fail-Blatter).

4.1. Die Wahl der Reduktionsordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir die ganze KB-Vervollstandigung unter dem Aspekt der
Reduktionsordnung. So gesehen besteht die Hauptaufgabe darin, ein Termpaar mit der
Ordnung zu richten, also den groBeren Term zu bestimmen. Da Partialordnungen als
Reduktionsordnungen benutzt werden, muB es bei zwei Termen keinen groBten geben.
Diese Aufgabe wird, abgesehen von der initialen Wahl der Ordnung, dadurch zum
Suchproblem, daB manche Ordnungen, wie z.B. die RPO ([Der85]) oder LPO ([KL80])



erweiterbar sind. Dadurch ist bei zwei unvergleichbaren Termen eine Wahlmdglichkeit
gegeben, was sich in folgender Suchbaumstruktur ausdriickt.

Wurzel : Ein Gleichungssystem E und ein leeres Regelsystem R

innere Knoten : Ein Gleichungssystem und ein Regelsystem

Blatter : Ein leeres Gleichungssystem und ein eindeutig terminierendes Regelsystem
oder fail.

Kanten : Termordnungen

Ubergang : Die Nachfolger M (mit Ordnung >p,) eines Knotens N (mit Ordnung >y)

entstehen dadurch, daB entweder aus dem Regelsystem durch
kritische-Paarbildung neue Gleichungen erzeugt werden und durch
Anwendung der Termordnung >p4 der betreffenden Kante Gleichungen aus
E gerichtet und in R aufgenommen werden, oder nur in N noch nicht
richtbare Gleichungen aus E nun richtbar werden. Dabei gilt fir die neue
Ordnung >pg : >N € >ppe Ist diese Bedingung nicht erfiillt, dann ist M
fail.

Es gibt viele Reduktionsordnungstypen, die fiir feste Gleichungsmengen unterschiedliche
Ablaufe des KB-Algorithmus bewirken. Manche dieser Ordnungstypen kann man, den
Umstanden gemaB, verfeinern, wie zum Beispiel die RPO, die mit einer Vorordnung
arbeitet. Startet man mit leerer Vorordnung und erweitert diese Vorordnung nach Bedarf,
so entsteht eine Kette von Ordnungen > € >, € ... € >,, wie bei den Knoteniibergangen
gefordert.

Andere Ordnungen haben diese Eigenschaften nicht, so daB nach Wahl einer solchen
Ordnung in einem Knoten N entweder alle Blatter von N aus mit fail beschriftet sind,
oder alle Blatter von N aus dasselbe Regelsystem enthalten oder fail-Blatter sind.

Im folgenden Beispiel konnen wir natiirlich nicht alle bekannten Reduktionsordnungen zur
Verzweigung im Baum benutzen. Wir beschranken uns auf einen Typ, die LPO, und
variieren die Vorordnung.

Die LPO > zu einer Vorordnung >p ist wie folgt definiert (vgl. [KL80]). Es ist

t = f(tg,... t)>g(s1, +Sm) = 8

falls a) 3
oder b) f >p g und VJ t > sj
oder c¢) f =g und ty..t, >* sq..5,, und Vj : t > S

Zusatzlich gilt t > x fir alle t, in denen die Variable x vorkommt.
Wir starten die Vervollstindigung mit leerem >p und dem Gleichungssystem

f(g(a,x),x) = h(x,x)

f(y,b) = h(y.c)

glz.c) = k(c)
Zunachst sind nacheinander diese Gleichungen zu richten. Dies kann schon auf mehrere
Arten geschehen. Ordnungen, die zu unvergleichbaren Seiten einer Gleichung fiihren und
damit fail-Knoten erzeugen, werden wir nicht beriicksichtigen.



f(g(a,x),x) = h(x,x)

f(y.b) = h(y.c)
glz.c) = k(c)
f>c h > a
e,
f(g(a,x),x) = h(x,x) h(x,x) = f(g(a,x),x)
f(y,b) = h(y.c) h(y,c) > f(y.b)
glz.c) = k(c) glz.c) = k(c)
g >k : g >k
f(g(a,x),x) = h(x,x) h(x,x) = f(g(a,x),x)
f(y,b) = h(y,c) h(y.c) > f(y.b)
g(z.c) > k(c) glz.c) > k(c)
f>»b
g > b f>c
k>c
f(g(a,x),x) = h(x,x) h(x,x) = f(g(a,x),x)
f(y,b) = h(y,c) h(y,c) > f(y,b)
g(z.c) > k(c) g(z.c) = k(c)
h(g(a,b),c) = h(b,b) f(k(c),c) = f(c.b)
h>k k >h
h>c / k>c
e ~
f(g(a,x),x) = h(x,x) f(g(a,x),x) = h(x,x)
f(y,b) = h(y,c) f(y,b) > h(y,c)
g(z.c) > k(c) glz.c) > klc)
h(g(a,b),c) = h(b,b) h(g(a,b),c) = h(b,b)
h(c,c) = k(c) k(c) = hlc,c)

Je nach Wahl der Ordnung kOnnen also verschieden lange Pfade mit vollig verschiedenen
Endregelsystemen entstehen.

Eine Heuristik fur dieses Problem konnte zur Bestimmung eines kurzen Pfades zu einem
Nicht-fail-Blatt folgende Kriterien benutzen :

- Aussehen des aktuellen Regel- und Gleichungssystems, eventuell vorkommende
bekannte Regeln wie A-, D- oder C-Eigenschaften von Funktionssymbolen.

- Ahnlichkeit des aktuellen Regel- und Gleichungssystems mit vom Benutzer
vorgegebenen Regeln.

- GroBe des Regel- und Gleichungssystems

etc.



4.2. Bestimmung von Normalformen cines Terms

Die Bestimmung der Normalform eines Terms ist eine haufig benutzte Operation des
KB-Algorithmus. So miissen nach der Bildung eines kritischen Paares die beiden das Paar
bildenden Terme auf Normalform gebracht werden. In der Regel braucht man nur eine
Normalform, aber da wahrend der Vervollstandigung das aktuelle Regelsystem meistens
noch nicht eindeutig terminierend ist, kann es mehrere Normalformen zu einem Term
geben.

Als Suchproblem kann die Operation "Normalformbildung” zu einem festen Regelsystem R
so beschrieben werden.

Wurzel : ein Term

innere Knoten : Terme

Blatter : irreduzible Terme (beziiglich des aktuellen Regelsystems R)

Kanten : Tripel (n,1>r,0), mit
n Position in einem Term, 1->r Regel des aktuellen Regelsystems und o
Substitution.

Ubergang : Der Nachfolger M eines Knotens N mit Kante (n,1->r,0) entsteht dadurch,

daB an Position n des Terms t von N or) gesetzt wird, weil o(1) = t/n
gilt.

Da eine Regel an verschiedenen Positionen eines Terms anwendbar sein kann und die
Anwendbarkeit fiir alle Regeln getestet werden muB, konnen die entstehenden Baume sehr
groB werden. Insbesondere gibt es in den Baumen sehr viel Redundanz, wie das folgende
Beispiel zeigt.
Das aktuelle Regelsystem R sei
R = { I: f(x,a) > a,
2: f(by) > b}
und der Term
£(f(b,f(b,a),c)
o

/@yéa}) (12dy<fb.a)}) ™S (2. {xeb})

f(f(b,b),c) f(b,c) f(b a),
(1,2,{y<b}) (e 2{y<c}) A yea}\ (1,1,{x<b})
f(b,c) f(b,c) fla,c)
(e,2,{y<c}) (e,2,{y<c})
b b



Es gibt 2 Normalformen b und f(a,c), wobei b auf 3 Arten erzeugt werden kann. Fiir die
Effizienz des KB-Algorithmus ist es wichtig, diese Operation mit wenig Schritten
auszufiihren. Andererseits kOonnen bei manchen Strategien zur Bildung von kritischen
Paaren alle Normalformen bendtigt werden (siche [Sa86] und 4.4b.). Deswegen wird es
ganz von den Anforderungen der jeweiligen Variante abhdangen, welche Strategien und
Heuristiken hier zur Anwendung kommen.

Mogliche Kriterien sind

- Ahnlichkeit zu einer gewiinschten Normalform (z.B. die andere Seite des
kritischen Paares und ihre Normalformen).

- Systematische Strategien zum Finden genau einer Normalform (inner- oder
outermost Strategie, etc.)

Bei der Implementierung eines moglichst vielseitigen Vervollstandigungssystems sollte der
Maoglichkeit, eine Menge von Normalformen zu erhalten, Rechnung getragen werden.

4.3. Interreduktion

Um die Effizienz von Vervollstandigungsalgorithmen zu erhdhen, versucht man, das
aktuelle Regelsystem R moglichst klein zu halten. Das heiBt insbesondere, daB keine linke
oder rechte Seite einer Regel in R mit anderen Regeln aus R reduzierbar sein sollte.
Kommen neue Regeln in das Regelsystem, so muB R umgeformt werden, um dieser
Bedingung zu geniigen. Diese Interreduktion hangt natiirlich von der Reihenfolge ab, in der
versucht wird, eine Regel auf Reduzierbarkeit mit anderen Regeln zu testen. Deshalb
ergibt sich folgendes Suchproblem.

Wurzel : ein Regelsystem R

innere Knoten : Regelsystem R

Blatter : Regelsystem R, wobei fiir jede Regel 1-r € R gilt : 1 und r sind
beziiglich R\{l>r} irreduzibel.

Kanten : 2 Mengen von Regeln R,,; und R;,.

Ubergang : Der Nachfolger M eines Knotens N mit Kante (Rgy, Rj,) entsteht

dadurch, daB die Regeln aus R_,, im Regelsystem Ry, des Nachfolgers
nicht mehr vorkommen und durch die Regeln aus R;, ersetzt werden.
Bezeichnet Ry das Regelsystem des Knoten N, so gilt also

RM = RN\Rout Y Rin'
Weiter gilt fir jedes 1-r in R, daB entweder 1 oder r beziiglich
Ry \1=>1} reduzierbar ist.

Die Interreduktion benutzt die Bildung der Normalformen aus 4.2.. Betrachtet man ein
beliebiges Noethersches Regelsystem R, so kann es Regeln 1;>r; und 1,>r, geben, sodaB
l; oder r; mit 1,>r, reduzierbar sind, etwa zu 13 und r3. Sind 14 und r4; Normalformen
von 13 und r3 beziiglich R\{l;>r;}, so haben R; = R\{l;>r;} U {l1,>r1,4} (falls 1, > 1)
und R die selben Aquivalenzklassen, aber R enthidlt redundante Information. Deshalb kann
man R; als “kleiner” als R bezeichnen. Dies wird besonders deutlich, wenn l4=r, gilt.



Dann hat R; eine Regel weniger als R und damit gibt es auch weniger kritische Stellen
(und damit weniger Schritte bei der Vervollstandigung ).

Konnte eine Regel zu einer anderen reduziert werden, so kOnnen mit dieser neuen Regel
andere Regeln nun reduzierbar werden und der Prozess iteriert sich. Allerdings bricht
dieser Prozess bei Noetherschen Regelsystemen ab. Da die Interreduktion im
KB-Algorithmus nach jeder neuen Regel durchgefiihrt wird, sollte im Suchbaum ein Ast
zu einem Blatt gefunden werden, bei dem moglichst wenige Reduktionsversuche und
Normalformbildungen benotigt werden. Dabei ist es sehr hilfreich, daB vor einer
Interreduktion das Regelsystem R aus einem Regelsystem R;,,, das in sich interreduziert
ist, und einem Regelsystem R ., = R\R;,, besteht.

Im Beispiel in Bild 1 gehen wir davon aus, daB immer nur eine Normalform eines Terms
berechnet wird. AuBerdem benutzen wir beim Ubergang von einem Knoten zu einem
Nachfolger jeweils nur eine Regel aus R,.,, um alle anderen Regeln in R auf
Reduzierbarkeit zu testen. Natiirlich sind auch andere Strategien denkbar, wie zum
Beispiel immer eine Regel aus R;,; mit allen Regeln aus R,., zu testen, aber dadurch
hiatten die Knoten zu viele Nachfolger um sie hier darzustellen. Sei also

R = Rint Y Rneu ’

Rine = {h(c.f(b.x))>b, i(g(x.y))>y, f(b.glc.d))>b}, Ryey = {h(x.y)>y, i(x)>x}.

Die Kanten sind zur besseren Lesbarkeit nicht mit R_,, und R,;,, markiert. Die Elemente
aus R, sind natiirlich die Regeln, die nicht mehr vorhanden sind und die Elemente aus
R;, sind die neuen Regeln, die zu R, hinzukommen. Die Elemente von R ., stehen in
den Knoten oberhalb des Striches.

An diesem Beispiel ist erkennbar, daB das interreduzierte Regelsystem auf Pfaden
verschiedener Lange erreicht werden kann. Fir die Effizienz der Vervollstandigung sollte
natlirlich ein moglichst kurzer Pfad gewahlt werden. Aber die Interreduktion kann auch zu
verschiedenen Blattern filhren, wie das nichste, stark gekiirzte, Beispiel zeigt.

f(a,x)>a
f(y,d)=>d

g(f(a,d))>g(a)
h(f(a,d))>a

h(a)~>a
g(h(d))>a
r # \
e N
7/ AN
e \
e ~
/ AN
e AN
f(y,d)>d f(y,d)>d
f(a,x)~>a f(a,x)>a
h(a)~>a h(d)~>a
g(h(d))>a h(a)=>a
gla)>a
gld)>a



Bild 1 R
e \
i(x)>x h(x,y)>y
f(b,x)>b glx.y)>y
i(g(x.y))>y i(x)>x
h(x,y)>y h(c,f(b,x))>b
f(big(c,d))"’b f(b.g(c.d))>b
™~
P .
gx.y)>y i(x)>x h(x,y)>y
f(b,x)=>b S f(b,d)=>b
—_— f(b,x)>b _
i(x)>x h(x,y)>y g(x.y)>y
h(x.y)>y i(g(x.y))>y i(x)>x
f(b,g(c,d))>b h(c.f(b,x))=>b
f(b,x)=>b g(x.y)>y g(x.y)>y h(x.y)=>y
i(x)>x i(x)=>x i(x)>x f(b,d)=>b
h(x,y)=>y h(x.y)=>y h(x,y)=>y g(x.y)>y
g(x.y)>y f(b,x)>b f(b,x)>b i(x)>x
h(c,f(b,x))>b
g(x.y)=>y g(x.y)>y g(x.y)>y f(b,x)>b
i(x)>x i(x)=>x i(x)>x
h(x,y)=>y h(x,y)>y h(x,y)>y f(b,d)>b
f(b,x)=>b f(b,x)=>b fb,x)>b <«—w— g((x y)=>y
i(x)>x
h(x.y)=>y

Es sind folgende Kriterien zur Einschriankung des Suchraums denkbar :

- Gestalt der Regeln : wenige Funktionssymbole ( = klein), viele verschiedene
Variablen ( = allgemein anwendbar)

- Ahnlichkeit der Regeln mit gewiinschten Regeln

etc.
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4.4. Kritische Paare

Die zentrale Idee der Vervollstandigung ist die Erzwingung der Konfluenz eines
Regelsystems durch Hinzunahme neuer Regeln. Dazu sind zuniachst Terme zu erkennen,
die zu Divergenzen bei der Reduktion fihren (kritische Stellen) und dann sind diese
Divergenzen durch gezielte Aufnahme einer oder mehrerer neuer Regeln in das
Regelsystem aufzuldsen, also die Konfluenz herzustellen. Dabei kann eine kritische Stelle
durch verschiedene Mengen neuer Regeln aufgeldst werden (siehe 4.4b). Dies fiihrt zu
einer groBeren Anzahl an Verzweigungen. Das eigentliche Suchproblem besteht aber in
der Abfolge in der Behandlung der kritischen Stellen (siche 4.4a).

4.4a) Abarbeiten kritischer Stellen

Durch die Vervollstandigung soll ein konfluentes Regelsystem entstehen. Man kann an
Hand der Regeln feststellen, ob ein Regelsystem schon konfluent ist, indem man die
kritischen Stellen auf Konfluenz untersucht. Mit einer kritischen Stelle sind immer zwei
Regeln verbunden. Eine kritische Stelle zwischen zwei Regeln ist eine Position n in einer
der Regeln 1->r1, sodaB 1/n mit der linken Seite der anderen Regel s>t unifizierbar ist.
Der Term of(1)[n<o(s)], wobei o der mgu zu 1/n und s ist, 1dBt sich dann mit beiden
Regeln reduzieren. Zum einen entsteht mit 1>r ofr) und zum anderen mit s-t
o(1)[n<o(t)]. Die Terme o(r) und o(1)[n<o(t)] heiBen dann kritisches Paar.

Zur Beschreibung des Suchproblems kritische Paare” benutzen wir die Menge CP zu
einem Regelsystem R, die alle die kritischen Stellen zu Regeln in R enthilt, von denen
noch nicht bekannt ist, ob sie in R zusammenfiihrbar sind.

Wurzel : Ein Regelsystem R und die Menge CP aller kritischen Stellen zu R.

innere Knoten : Ein Regelsystem R und eine nicht-leere Menge CP.

Blatter : Ein Regelsystem R (eindeutig terminierend) und eine leere Menge CP
oder fail.

Kanten : Ein Element aus CP der Form (I=r € R, s>t € R, n Position in 1, o)
und eine Menge NR neuer Regeln.

Ubergang : Fir das Element aus CP, das an der Kante steht, wird das kritische Paar

gebildet und dieses kritische Paar ist in dem System R des
Nachfolgeknotens, das aus dem System des Vorgangers durch Addition
der Menge NR hervorgeht, zusammenfiilhrbar. Die Menge CP des
Nachfolgeknotens . wird um alle kritischen Positionen, die mit eventuell
neu hinzugekommenen Regeln gebildet werden konnen erweitert, wahrend
das an der Kante stehende Element aus CP geldscht wird. Soll die
Interreduktion benutzt werden, so gilt auBerdem fiir das System R, daB
es interreduziert ist.

Beim Ubergang von einem Knoten zu einem anderen wird also eine kritische Stelle durch
Hinzunahme einer Menge von Regeln NR “unkritisch”, das heiBt, es gibt einen Term, auf
den beide Terme des kritischen Paares zu dieser Stelle mit dem neuen Regelsystem
reduziert werden konnen. Durch das Abarbeiten einer kritischen Stelle kdnnen auch
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andere kritische Stellen "unkritisch”, d.h. zusammenfiihrbar werden. Wenn diese Elemente
aus CP dann abgearbeitet werden, ist die Menge NR leer. (Man kdnnte natiirlich auch an
eine Kante mehrere Elemente aus CP schreiben. Dadurch wiirde allerdings die Anzahl der
Nachfolger eines Knotens drastisch erhoht. Deswegen haben wir darauf verzichtet.)
Weiter konnen Verfahren, die Kriterien zur Bestimmung und Elimination “unkritischer”
kritischer Stellen, wie z.B. die Verfahren von Kapur et al. ((KMN88]) oder Winkler
(wi84]), benutzen, als Heuristiken zur Begrenzung des Suchbaumes angesehen werden.
Eine kritische Stelle ist allgemein dann nicht mehr “kritisch”, wenn das dazugehorige
kritische Paar konfluent ist. Das Garantieren der Konfluenz wird in 4.4b. beschrieben.
Das Ziel weiterer Heuristiken wird es sein, einen moglichst kurzen Pfad zu einem
nicht-fail-Blatt zu finden. Deshalb sollten durch Heuristiken solche kritischen Stellen
abgearbeitet werden, die entweder zu michtigen (fiir die. Interreduktion !) Regeln oder zu
Regeln, die im eindeutig terminierenden Endsystem vorkommen, fiihren. Durch die
Interreduktion werden Regeln und Gleichungen durch andere ersetzt oder geldscht. Alle
kritischen Stellen mit diesen Regeln und Gleichungen sind damit hinfallig. Wie oben bei
“unkritisch” gewordenen kritischen Stellen werden diese kritischen Stellen durch Kanten
mit leerer Regelmenge NR abgearbeitet.

AuBerdem fiihrt jede Regel, die wahrend des Ubergangs von einem Knoten zu einem
Nachfolger in das Regelsystem aufgenommen wird, zu neuen kritischen Stellen, die in die
Menge CP des Nachfolgers aufgenommen werden miissen.

Bevor wir den Suchbaum fiir ein Beispiel aufbauen, muB noch geklart werden, wie eine
kritische Stelle zu behandeln ist, damit sie danach “unkritisch” ist.

4.4b) Behandlung kritischer Stellen

Das Problem, die Konfluenz kritischer Stellen zu garantieren, 138t sich im Prinzip auf die
Normalformbildung von Termen zuriickfihren. Aus einer kritischen Stelle gewinnt man ein
kritisches Paar, also zwei Terme. Eine kritische Stelle ist oder wird “unkritisch”, wenn
diese beiden Terme zusammenfihrbar sind, also einen gemeinsamen Nachfolger haben.
Diese Nachfolger entstehen durch Reduktion der Terme mit dem aktuellen Regelsystem.
Gibt es keinen gemeinsamen Nachfolger der Terme, so wird die Konfluenz durch
Hinzunahme neuer Regeln, die aus Nachfolgern der Terme gebildet werden, erzwungen.

In vielen Verfahren wird zu beiden Termen jeweils eine Normalform gebildet und aus
diesen Normalformen eine Regel gemacht, sofern sie nicht gleich sind. Da, wie in 4.2.
gesehen, Terme wahrend des Vervollstindigungsprozesses mehrere Normalformen haben
konnen, kann es dabei also vorkommen, daB zwei Terme eine gemeinsame Normalform
haben, diese aber nicht erzeugt wird, und deshalb eine unndtige Regel (= unnétige
Erweiterung des Suchraums) erzeugt wird.

Andererseits kann es in manchen Anwendungen vorteilhaft sein, alle Normalformen der
beiden Terme zu bilden und dann mehrere Regeln zu erzeugen, eventuell auch dann, wenn
es eine gemeinsame Normalform gibt. Zum Beispiel kann man so manchmal vermeiden,
aus zwei unvergleichbaren Termen eine Regel machen zu miissen, was ja gleichbedeutend
mit einem Abbruch des Algorithmus ohne Erfolg wiare.

Deswegen haben wir in 4.4a die Kanten nicht nur mit dem Element aus CP beschriftet,
sondern auch mit den hinzugenommenen Regeln, da ja eine kritische Stelle auf mehrere
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Arten (= mit mehreren verschiedenen neuen Regelsystemen) abgearbeitet werden kann.

Im folgenden Beispiel werden wir eine kritische Stelle jeweils nur auf eine Art
abarbeiten, da wir zunachst zeigen wollen, daB die Wahl der abzuarbeitenden Stelle schon
zu sehr unterschiedlichen Regelmengen fiihren kann.

Wir betrachten folgende Regelmenge :

R = {a(b(a(x)))>b(a(x)),
c(x)=a(x),
c(x)=>b(x)}

a(b(a(x)))>b(a(x))
c(x)>a(x)
c(x)>b(x)
CP = {I: (c(x)=>a(x), c(x)>b(x), e, {x<x}),
2: (a(b(a(x)))>b(a(x)), alb(a(x)))=bla(x)), 11, {x<b(a(x))})}

1,{b(x)>a(x), 2, {a(b(b(a(x))))>b(b(a(x)))}
a(a(a(x)))>a(a(x))}
b(x)>a(x) a(b(a(x)))>b(a(x))
c(x)>a(x) c(x)>a(x)
a(a(a(x)))>a(a(x)) c(x)>b(x)
CP = {2, a(b(b(a(x))))>b(b(a(x)))
3:(a(a(a(x)))>a(a(x)).dto.,11,{x<a(a(x))}), CP = {1,
4:(a(a(a(x)))>a(a(x)).dto.,1.{x<a(x)}} 5:(a(b(b(a(x))))>b(b(a(x))).dto,
| ' 111,{x<b(b(a(x)))})}
| |
| |
| |
b(x)->a(x) a(b™(a(x)))>b"(a(x))
c(x)>a(x) c(x)=>a(x)
a(a(a(x)))>a(a(x)) c(x)>b(x)
CP = {} : CP = {1,..}
S. Fazit

Wir haben in diesem Bericht die vier beim KB-Algorithmus auftretenden Suchprobleme
vorgestellt. Dabei haben wir diese Suchprobleme in einer einheitlichen Form dargestellt
und erldutert. AuBerdem versuchten wir, zu jedem Suchproblem Ansatzpunkte fiir die
Entwicklung von Heuristiken zu geben. Nun sind noch die Auswirkungen des
Suchproblemansatzes auf die Effizienz der Vervollstandigung gegeniiber dem
herkdmmlichen (linear nur einen Zweig betrachtenden) Ansatz niher zu betrachten.
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Die Wichtigkeit der Zurliicknahme einer getroffenen Wahl bei der Reduktionsordnung
wurde schon in vielen Systemen erkannt. So bietet zum Beispiel das System RRL [KZ86]
durch die “undo”-Operation Backtracking-Mdoglichkeiten =zu frilher vorgenommenen
Entscheidungen, die im wesentlichen mit der Ordnung zusammenhiangen. Damit kann die
Berechnung nach Entdeckung eines fail-Blattes an einer friiheren Stelle in anderer Weise
wieder aufgenommen werden. Allerdings sind weiterhin durch die Ordnung bedingte,
unendliche Berechnungsfolgen (Divergenz) moglich, die durch Wahl einer anderen Ordnung
vermieden werden koOnnten. Eine Implementierung des KB-Algorithmus als Suchproblem
mit dem Schwerpunkt Reduktionsordnung konnte in diesem Fall Abhilfe schaffen!
Allerdings besteht auch dann das Manko, das auch auf alle anderen hier vorgestellten
Suchprobleme zutrifft, namlich, daB eine solche Implementierung einen sehr groBen
Speicherbedarf hat, da immer mehrere Knoten des Suchbaums und dadurch mehrere
Regelsysteme und die dazugehOrigen Verwaltungsinformationen gespeichert sein miissen.
Versucht man nun, die GroBe des Suchbaums durch Heuristiken klein zu halten, so kann
im speziellen Fall der Wahl der Reduktionsordnung gerade die Ldsung, die zu einem
endlichen Regelsystem fiihrt, {iibergangen werden. Allerdings dirften die erwiahnten
“Ahnlichkeits”-Heuristiken, die als ein  Schritt in Richtung wissensbasiertes
Vervollstandigen angesehen werden kOonnen, sehr geeignet sein, die gewinschten LOsungen
nicht zu eliminieren.

Das Suchproblem der Bestimmung der Normalform eines Terms und damit verbunden das
Suchproblem des Findens eines interreduzierten Regelsystems wird bei einer
Implementierung meistens weniger effizient sein als lineare Implementierungen dieser
Funktionen. Wie wir in den Beispielen gesehen haben, werden die selben Blatter auf
vielen, unterschiedlich langen, Pfaden erreicht und die Anzahl der wirklich verschiedenen
Losungen ist meistens nicht groB. Fir Wortersetzungssysteme wurde im System COSY
[Sa86] das Finden der Normalform(en) eines Terms als Suchproblem implementiert. Dabei
gab es in einigen Beispielen, trotz des hoheren Aufwands beim Berechnen der
Normalform(en), durch die groBere Auswahl an kritischen Paaren Effizienzgewinne.
Insbesondere wenn der Vervollstindigungsprozess durch “Ahnlichkeits”- Heuristiken
gesteuert werden soll, sind moglichst viele LOsungen der beiden Probleme interessant,
sodaB der hohere Aufwand gegeniiber linearen Implementierungen durch
Effizienzsteigerungen beim Gesamtalgorithmus wettgemacht werden kann. Dies liegt in der
in 4.4b) geschilderten Verzahnung beider Teiloperationen mit der Abarbeitung kritischer
Stellen begriindet.

Das Suchproblem der nachsten abzuarbeitenden kritischen Stelle schlieBlich stellt eine
groBe Moglichkeit zu Effizienzsteigerungen dar. Auch in linearen Implementierungen ist
hier der Aufsatzpunkt fiir Heuristiken, nur konnen diese nur das aktuelle Regelsystem und
die aktuellen kritischen Stellen zur Beurteilung und Auswahl heranziehen. AuBerdem kann
eine einmal getroffene Entscheidung nicht mehr riickgangig gemacht werden.

Implementiert man die Vervollstandigung in der in 4.4. geschilderten Weise als
Suchproblem, so kOonnen die Auswirkungen der Wahl einer kritischen Stelle zur
Bearbeitung im Nachfolgeknoten und dessen Nachfolgern festgestellt werden (d.h. wie groB
ist das Regelsystem nach der Interreduktion, wurden nicht-richtbare Gleichungen erzeugt,
wieviele neue Regeln wurden erzeugt, etc.). Je nach Ergebnis kann der Nachfolgeknoten
mit hoher oder niedriger Prioritat weiterentwickelt werden. AuBerdem kann in jedem



Schritt an einer anderen Stelle des Baumes weiter entwickelt werden.

Da die Knoten auf der selben Ebene des Baumes vgllig unabhiangig voneinander sind,
ergibt sich hier auch die Moglichkeit der Parallelverarbeitung. Leider besteht ein groBes
Problem dieser Art der Implementierung der Vervollstandigung in der groBen Zahl von
Nachfolgern eines Knotens. Mochte man alle Nachfolger in der in 4.4a) beschriebenen
Art berechnen und weiterverfolgen, so werden die Grenzen der Speicherkapazitit eines
Rechners schnell erreicht.

Deswegen empfiehlt es sich, jeweils nur einige durch Heuristiken bestimmte Nachfolger
des aktuell ausgewdhlten Knotens zu berechnen. Diese Auswahl kann durch ahnliche
Kriterien wie bei linearen Implementierungen erfolgen. Nach einigen Schritten sollten
dann alle erzeugten Knoten beurteilt werden und nocheinmal ein groBer Teil davon
eliminiert werden. Im Zuge dieser Beurteilung konnten auch neue Knoten erzeugt werden,
die die "guten” Teile (Regeln und wirklich "kritische” Stellen) mehrerer anderer Knoten
in sich vereinigen, sodaB die Berechnung der nun eliminierten Knoten nicht vGllig unndtig
war.
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