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ZUSAMMENFASSUNG

Der Resolutionskalkiil mit Paramodulationsregel wird zu einem
mehrsortigen Kalkiil erweitert. Als Grundlage filir das automa-
tische Beweisen erhdlt man mit diesem Kalkiil einen stark re-
duzierten Suchraum und einfachere Beweise. Die Vollstdndig-
keit, die Korrektheit und der Sortensatz, der den neuen Kal-
kiil mit seinem einsortigen Gegenstilick in Beziehung setzt, wer-
den bewiesen. Ergebnisse {iber Grundtermersetzungen und Unifi-
kation in einem mehrsortigen Kalkilil werden vorgestellt. Die
Implementierung eines automatischen Beweisers flir den neuen
Kalkilil wird beschrieben. Die Vorteile der Methode werden an-

hand ausgewdhlter Beispiele belegt.

ABSTRACT

The resolution calculus with paramodulationrule is extended

to a many-sorted calculus. As a basis for Automated Theorem
Proving, this many-sorted calculus leads to a remarkable
reduction of the search space and also to simpler proofs.
Soundness and completeness of the new calculus and the Sort-
Theorem, which relates the many-sorted calculus to its one-
sorted counterpart, are shown. In addition results about
groundterm rewriting and unification in a many-sorted calculus
are obtained. The practical consequences for an implementation
of an automated theorem prover based on the many-sorted calculus
are described. The advantages of the proposed method is verified

by certain examples.
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"As a rule," said Holmes, "the more
bizarre a thing is the less mysterious
it proves to be. It 18 your common-—
place, featureless cases which are
really puzzling."

A.C. Doyle, The Red-Headed League

0. MEHRSORTIGE KALKULE UND AUTOMATISCHES BEWEISEN

Sorten finden hdufig Verwendung beim praktischen Gebrauch der Pra-
dikatenlogik erster Stufe. Man schreibt beispielsweise Formeln

wie
(i) Vx:8.9%(x) bzw. 3Ix:S.0(x) ,

d.h. "flir alle x der Sorte S..." oder "es gibt ein x der Sorte

S..." und behandelt diese Ausdriicke formal als Abklirzungen flr

(ii) Vx. S(x) o ¢(x) bzw. 3Ix. S(x) A o(x) .

Man verwendet also sortenrechte Formeln (wie z.B. in (i))als
bequeme Kurzschreibweise filir gewShnliche prddikatenlogische
Formeln (wie z.B. in (ii)). Fast alle Mathematikbilicher sind
in einer solchen (meist impliziten) Sortensprache geschrie-
ben, wobei die Verwendung bestimmter Alphabete meist die Sor-
te der bezeichneten Objekte angibt, wie z.B. i,j,k ... fiir

natiirliche Zahlen, X,4,% ... flir Vektoren usw. Aber Sorten
beeinflussen dariliberhinaus die Herleitungen von Formeln aus ge-

gebenen sortenrechten Formeln: Ist beispielsweise P ein auf der
Menge der ganzen Zahlen Z definiertes einstelligen Prddikat, so
wird man aus Vx:Z. P(x) nicht P(V2) herleiten wollen. Mit der
Verwendung von Sorten werden Beweise vereinfacht, da ein mehr-
sortiger Kalkiil fir Schllisse in mehrsortigen Theorien besser
geeignet ist, und es ist daher nicht weiter verwunderlich, daR
die Verwendung sortenrechter Formeln sowie Herleitungen, die

die Sortiertheit von Formeln berilicksichtigen, im praktischen Ge-



Gebrauch der Pré&ddikatenlogik zu finden sind. Damit stellt sich
die Frage, ob und wie weit die Vorteile, die ein mehrsortiger
Kalkil bietet, nicht auch flir das automatische Beweisen nutz-
bar gemacht werden k&nnen. Doch was genau ist unter einem mehr-
sortigen Kalkilil zu verstehen und welcher Art sind die Vorteile,

die er bietet?

Mehrsortige Kalkiile Die Entwicklung eines mehrsortigen Kal-

kiils aus einem (korrekten und vollstdndigen) einsortigen Kal-
kil 148t sich wie folgt skizzieren: Gegeben sei eine Menge von
Sortensymbolen, die durch die sogenannte Untersortenordnung ge-
ordnet ist. Jedem Variablen-, Konstanten- und Funktionssymbol
(des einsortigen Kalkiils) wird genau ein Sortensymbol, die so-
genannte Ergebnissorte, zugeordnet. Die Sorte eines Terms ist
dann durch die Ergebnissorte des &duBersten Symbols dieses Terms
bestimmt. Weiter wird jeder Argumentstelle eines Funktions-
oder Prddikatensymbols (des einsortigen Kalkiils) genau ein Sor-
tensymbol, die sogenannte Argumentsorte (flir die Jjeweilige Ar-
gumentstelle) zugewiesen. Bei der Bildung der Formeln des mehr-
sortigen Kalklils, den sortenrechten Formeln, dlirfen nur solche
Terme als Argument eines Funktions- oder Prddikatensymbols ver-
wendet werden, deren Sorte eine Untersorte oder gleich der Ar-

gumentsorte flir die entsprechende Argumentstelle ist.

Die SchluBregeln des mehrsortigen Kalklils sind die SchluBre-
geln des einsortigen Kalkiils, jedoch mit der Einschrdnkung,

daB aus sortenrechten Formeln nur sortenrechte Formeln durch
Anwendung der eingeschrdnkten SchluBregeln gewonnen werden kon-

nen. Bezeichne nun |—= ¢, daB die Formel & ein Theorem des mehr-

'}
sortigen Kalkiils ist und HYP lE ®, daB ¢ aus der Menge der (sor-

tenrechten) Hypothesen HYP im mehrsortigen Kalklil ableitbar ist.
Weiter sei angenommen, daB man einen Wahrheitsbegriff fir sor-

tenrechte Formeln habe. Dabei soll IFEQ die Allgemeingliltigkeit
einer sortenrechten Formel bezeichnen und HYP IHT ¢ fir die se-

mantische Implikation stehen. Natilirlich ist man nur einem mehr-



sortigen Kalkilil interessiert, der vollstdndig und korrekt ist,

d.h. IE und IFE miissen so definiert sein, daB

(1) |F§ ¢ gdw. [E'®

fir jede sortenrechte Formel ¢ gilt.

Angenommen, die Beziehung (1) gilt. Dann ist es weiter von In-
teresse, welches Verhdltnis zwischen den Theoremen des mehr-
sortigen und denen des einsortigen Kalkiils besteht. Um einen
Vergleich beider Kalkiile zu erm&glichen, werden die Zuordnun-
gen von Konstanten- und Funktionssymbolen zu.ihren Ergebnis-
und Argumentsorten sowie die Untersortenordnung durch eine
Menge prddikatenlogischer Formeln, der Menge AZ der Sorten-
axiome, dargestellt. AuBerdem wird fiir jede sortenrechte For-
mel ¢ (wie z.B. die Formeln in (i)), deren Relativierung @
(oder auch Sortenbeschrdnkung) gebildet (wie z.B. die Formeln
in (ii)). Dabei werden Sortensymbole als einstellige Pradika-
tensymbole verwendet, um cdie Ergebnissorten der Variablensym-
bole anzugeben. Mit Hilfe dieser Begriffsbildungen 148t sich
nun die Beziehung zwischen den Theoremen des einsortigen Kal-
kiils und denen des aus ihm hervorgegangenen mehrsortigen Kal-
kiils angeben: Die Definitionen von Fgundlkf sollen so beschaf-

fen sein, daB sie den Forderungen

(2.1) I ¢ gdw. a° |- ?
(2) und
z
(2.2) |—Z ¢ gdw. A" |— ¢

fiir jede sortenrechte Formel ¢ genligen. Forderung (2) heiBt der
Sortensatz, (2.1) ist sein modelltheoretischer Teil und (2.2)
der beweistheoretische Teil. Mit dem Sortensatz werden also bei-
de Kalkilile miteinander in Beziehung gesetzt. Dariliberhinaus

zeigt der Sortensatz die Vorteile des mehrsortigen Kalkiils auf:



Man erhdlt im allgemeinen eine kiirzere Herleitung mit kleineren
Formeln aus einer kleineren Menge von Hypothesen, wenn man IE )

A
anstatt AZ |— & beweist.

Ursache dafiir ist, daB Aussagen {liber Sortenbeziehungen im ein-
sortigen Kalkiil explizit hergeleitet werden miissen, wdhrend die-
se im mehrsortigen Kalklil in die SchluBregeln gleichsam einge-

baut sind.

Zusammenfassend 1l&dBRt sich die Beziehung zwischen ein- und mehr-

sortigem Kalkil durch folgendes Diagramm darstellen:

(3)

Dabei bezeichnet (3) die Korrektheit und Vollstdndigkeit des ge-

gebenen Kalkiils.

Arbetten zur mehrsortigen Prddikatenlogik Die Untersuchungen

zur mehrsortigen Prddikatenlogik reichen ca. 50 Jahre zuriick.
Die in diesem Zeitraum vorgelegten Arbeiten waren durch die
Beobachtung motiviert, daf bestimmte axiomatische Systeme mehr
als eine Klasse fundamentaler Objekte enthalten, wie z.B. Punk-
te, Geraden und Fl&dchen in der Geometrie. Daher ist es eine na-
tlirliche Vorgehensweise, verschiedene Klassen von Variablen-
symbolen zu verwenden, deren Wertebereiche auf die verschiede-
nen Klassen der gegebenen Objekte beschrdnkt sind. Um diesen
Sachverhalt formal zu erfassen, wurden - ausgehend von unter-
schiedlichen Kalkilen erster Stufe - verschiedene Arten mehr-
sortiger Kalkiile entwickelt. Allen vorgeschlagenen Kalkililen

ist gemeinsam, daB sie den (jeweiligen) Sortensatz erfiillen,



d.h. daB sich diese mehrsortigen Kalkiile beziiglich ihrer M&ch-
tigkeit nicht von ihren einsortigen Gegenstlicken unterschei-
den, wobei aber Herleitungen im mehrsortigen Kalkiil i.a. ein-

facher sind. Im einzelnen sind folgende Arbeiten zu nennen:

In seiner Dissertation stellte J. Herbrand eine mehrsortige
Version seines Kalkilils vor und gab einen Beweis flir den beweis-
theoretischen Teil des Sortensatzes an [Her30]. Dieser Beweis
ist jedoch fehlerhaft, da Herbrand nicht erkannte, daB bestimm-
te Herleitungen in seinem einsortigen Kalkiil nicht in Herlei-

tungen des mehrsortigen Kalkiils iibertragen werden k&nnen.

Dieser Fehler wurde von 4. Schmidt erkannt [Sch38]. Schmidt
entwickelte eine mehrsortige Version eines Hilbert-Kalkiils
ohne Untersorten und bewies den beweistheoretischen Teil des
Sortensatzes filir diesen Kalkiil [Sch38, Sch511].

H. Wang definierte eine mehrsortige Version eines Hilbert-
Kalkiils ohne Untersorten und ohne Funktionssymbole [Wan52].
Wang bewies die Vollstdndigkeit und Korrektheit seines Kalkiils

und den modelltheoretischen Teil des Sortensatzes.

Dieser Beweis war jedoch fehlerhaft, wie von P.(C. GZilmore ge-
zeigt wurde. Gilmore erweiterte den Kalkil von Wang durch Un-
tersorten und gab einen Beweis fiir den beweistheoretischen Teil

des Sortensatzes fiir diesen erweiterten Kalkiil an [Gil58].

T. Hatlperin stellte einen Kalkilil vor, der als Verallgemeine-
rung von Wangs mehrsortigem Kalkiil aufgefaBft werden kann
[Hai57]. In diesem Kalkiil kdnnen Sortenbeziehungen durch be-
liebige Formeln ausgedriickt werden, anstatt durch atomare For-
meln, d.h. mit einstelligen Prd&dikaten. Hailperin bewies einen
Satz, der dem beweistheoretischen Teil des Sortensatzes ent-

spricht.

A. Oberschelp schlug verschiedene mehrsortige Versionen eines



Kalkilils von Montague und Henkin [MH56] vor. In diesen Kalkiilen
sind sowohl Funktionssymbole als auch Untersortenbeziehungen

zugelassen. Oberschelp bewies sowohl die Vollstdndigkeit und
Korrektheit dieser Kalkiile als auch die jeweiligen modelltheo-

retischen Teile der zugehOrigen Sortensdtze [Obe62].
Verschiedene mehrsortige Kalkiile, die auf dem Kalkil des natir-

lichen SchlieBens basieren [Gen34], wurden von 4.V. Idelson un-

tersucht [Ide64].

Automatisches Beweisen Mit der Entwicklung des automatischen

Beweisens und den damit verbundenen Implementierungen von Beweis-
systemen auf Rechenanlagen bildeten Logikkalkiile zunehmend die
CGrundlage zur Berechnung von Beweisen. Die Vorteile mehrsorti-
ger Kalkile blieben dabei nicht unbemerkt (vergl. [Hay71,

Hen72, Coh831]). Auch verwendeten verschiedene Beweissysteme

Arten mehrsortiger Kalkiile [Wey77, Cha78, BM79], allerdings oh-
ne die Eigenschaften dieser Kalkiile theoretisch untersucht zu
haben. Durch die Entwicklung des automatischen Beweisens er-
halten die zitierten Arbeiten zur mehrsortigen Prddikatenlogik
(die in diesem Gebiet bisher unbeachtet blieben) eine prakti-

sche Bedeutung:

Die meisten Beweissysteme basieren auf einem Kalklil erster Stu-
fe, dessen SchluBregeln die Faktorisation, die Resolution und
die Paramodulation sind [Rob65, WR73], und dessen Formeln

(auch Klauseln genannt) in skolemisierter konjunktiver Normal-
form vorliegen [Lov78]. Ein solcher Kalkil soll hier RP-Kalkiil
genannt werden. In dieser Arbeit wird der IRP-Kalkiil, eine
mehrsortige Version des RP-Kalkiils, entwickelt sowie eine Defi-

nition der E-Unerfiillbarkeit von Mengen sortenrechter Klauseln

gegeben.

Die Korrektheit und die Vollstdndigkeit des IRP-Kalkilils wird
bewiesen. Weiter wird gezeigt, daB dieser mehrsortige Kalkiil

den Sortensatz erfiillt. Die in dieser Arbeit vorgestellten



Ergebnisse lassen sich in folgendem Diagramm zusammenfassen:

1
S ist IE-unerfiillbar «J—l—* SE [EEE o
(2.1) (2.2)
A
gUAZ ist E-unerfiillbar 4—?57-+ SElJAZ [Eﬁ o

Dabei bezeichnet SE die Erweiterung einer Menge S von Sor-
tenrechten Klauseln durch die Menge aller funktionalreflexiver
Axiome [WR73], g(gE) ist die Menge aller relativierten Klauseln
aus S(SE) und o steht flir die leere Klausel. Der Begriff "IE-
unerfillbar" steht flir die E-Unerfilillbarkeit einer sortenrech-
ten Klauselmenge, wobei wie iiblich unter E-Unerfiillbarkeit die
Unerfillbarkeit unter der Beriicksichtigung der festen Deutung
eines bestimmten Prddikatensymbols F als syntaktisches Gleich-
heitszeichen verstanden wird. Mit |—=—=% und Fﬁ@ werden Herlei-

LRP
tungen im IRP- bzw. im RP-Kalkilil angegeben.



1. UBERSICHT

Zundchst werden sortenrechte Termersetzungen betrachtet, da
wesentliche Aspekte von E-Interpretationen mittels Termer-
setzungssystemen beschrieben werden k&nnen. Die dafiir ent-
wickelte Technik, Termersetzungen mittels bestimmter partiel-
ler Funktionen, den sogenannten Selektoren,und durch Selek-
toren induzierte Relationen zu beschreiben, erweist sich da-
bei als niitzliches Handwerkszeug. Mit den so gewonnenen Er-
gebnissen kann danndie Vollstdndigkeit des IRP-Kalkiils im Ba-

sisfall (engl. ground case) bewiesen werden.

Es wird gezeigt, daf die Vollstdndigkeit flir den allgemeinen
Fall nur dann gegeben ist, wenn die geordnete Menge der Sorten-
symbole eine bestimmte Struktur besitzt. AuBerdem mufB im Fall
der Paramodulation die Menge der zu widerlegenden Klauseln spe-
zielle Reflexivitdtsklauseln enthalten, um die Vollstdndigkeit
des IRP-Kalklils zu erzwingen. Es wird gezeigt, daB diese Ein-
schrankungen spezifisch filir den £RP-Kalkilil sind, da sie durch
das Prinzip der grdBten Allgemeinheit bedingt werden, das

grundlegend flir den RP-Kalkil ist.

Es wird dann gezeigt, daB diese Einschrédnkungen lberfliissig
sind, wenn der rRP-Kalkil um eine zusdtzliche SchluBregel, die
sogenannte Abschwichungsregel, erweitert wird. Diese Regel ist
spezifisch fiir einen mehrsortigen Kalkiil, da sie nicht anwend-
bar ist, wenn die Menge der Sortensymbole einelementig ist.
Damit ist der RP-Kalkil als Spezialfall des rRP-Kalkilils anzu-
sehen. Es werden spezielle Resultate iiber die Unifikation im
LRP-Kalkiil vorgestellt, mit deren Hilfe dannder Vollstindigkeitssatz
fir den IRP-Kalkil im allgemeinen Fall bewiesen werden kann.
Der theoretische Teil der Arbeit wird durch den Nachweis der
Korrektheit des tRP-Kalkiils und durch den Beweis des Sorten-

satzes abgeschlossen.

Die Nitzlichkeit des fRP-Kalkiils fiir das automatische Beweisen



wurde durch eine Implementierung in einem Beweissystem,der
Markgraf Karl Refutation Procedure [BES81, Ohl82], nachge-
wiesen. Es wird gezeigt, welche Anderungen allgemein erfor-
derlich sind, um ausgehend von einem Beweiser filir den RP-

Kalkiil einen Beweiser fiir den TRP-Kalkiil zu erhalten.

Der praktische Einsatz des IRP-Kalklils im automatischen Be-
weisen bewirkt eine drastische Reduzierung des Suchraumes
und kilirzere Widerlegungen kleinerer Mengen kleinerer Klau-
seln. Die Zusammenhdnge zwischen der "Sortiertheit" von Be-
weisproblemen und den Vorteilen, die der rRP-Kalkiil gegen-
iber dem RP-Kalkiil bietet, werden anhand ausgewdhlter Be-
weisprotokolle der Markgraf Karl Refutation Procedure ver-
deutlicht.

Ein flir mehrsortige Kalkiile besonders geeignetes Teilgebiet
des automatischen Beweisens ist die Automatisierung von In-
duktionsbeweisen. Es werden die Vorteile eines mehrsorti-

gen Kalkils in diesem Teilgebiet erldutert und mit Problem-
18sungen verglichen, die bei aus der Literatur bekannten In-

duktionsbeweissystemen verwendet wurden.

AbschlieRend wird der hier vorgestellte Kalkil mit einem
aus der Literatur bekannten, mehrsortigen Kalkil vergli-

chen. Eine Liste weiterfiihrender Fragestellungen schlieft die

Arbeit ab.
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In dieser Arbeit werden folgende mathematische Kurzschreibwei-

sen verwendet:

id

| M|
M\N

M x N

gdw.

Identitdtsfunktion

Restriktion einer Funktion f auf eine Teilmenge M

ihres Definitionsbereichs
t ist Element des Definitionsbereichs wvon £
nicht £(t)y, d.h. £ ist flir t nicht definiert

f ist eine Funktion mit Definitionsbereich M und

Wertebereich N
Funktionalkomposition

metasprachliche Negation, z.B. steht x { y fir

nicht X <Yy

Kardinalitdt der Menge M
mengentheoretische Differenz
kartesisches Produkt der Mengen M und N

Abkiirzung filir M\{L}

kennzeichnet das Ende einer Fallunterscheidung in

einem Beweis

kennzeichnet das Ende eines Beispiels, einer Defi-

nition oder eines Beweises

kennzeichnet die Herleitung eines Widerspruchs in

einem (indirekten) Beweis

Abklirzung flir genau dann wenn
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2. GRUNDBEGRIFFE DES RP-KALKULS

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Beqriffe fiir den
RP-Kalkil und die in den nachfolgenden Abschnitten verwende-
ten Schreibweisen eingefihrt. Die zentralen Begriffsbildungen
aus der formalen Logik und dem automatischen Beweisen werden

dabei als bekannt vorausgesetzt (vergl. [EFT78, Men64, Lov781]).

Syntaktische Begriffe Seien ¥, F und P paarweise disjunkte

Alphabete, wobei » eine unendliche Menge von Variablensymbolen,
F eine nicht leere Menge von Funktionssymbolen und P eine nicht
leere Menge von Prddikatensymbolen ist. Beziliglich einer als ge-
geben vorausgesetzten Stelligkeitsfunktion flir Funktions- und
Prddikatensymbole bezeichnet dann 7 die Menge aller wohldefi-
nierten Terme iber » und F und AT die Menge aller wohldefinier-
ten atomaren Formeln (oder kurz Atome) iiber », F und P. € ist
die Menge aller Konstantensymbole, d.h. derjenigen Funktions-

symbole mit Stelligkeit O.

Ein LZiteral ist ein Atom, auch positives Literal genannt, oder
ein Ausdruck der Form A, auch negatives Literal genannt, wobei
A ein Atom ist. Flir jedes Literal L bezeichnet |L| das Atom und
L das Komplement von L. Das Prddikatzeichen von L ist P gdw.
ILI = P(t,...

len mit gleichem Prddikatzeichen heiBt komplementdr, falls das

tn) flir irgendwelche ti € T. Ein Paar von Litera-

eine positiv und das andere negativ ist. LIT steht flir die Men-
ge aller Literale. Eine Klausel ist eine endliche Menge von Li-
teralen und o bezeichnet die leere Klausel. Die Klauselsprache

£ ist die Menge aller Klauseln iber », F und P.

Sei D eine Menge von Termen, von Literalen oder von Klauseln,
dann ist vars(D) die Menge aller in D auftretenden Variablen-
symbole. D heiBt varzablenfremd gdw.vars({ql}) N vars({r}) =9
fiir alle q,r € D mit g # r.

Der Index gr wird als Abkiirzung flir Grund (engl. ground), d.h.

Variablenfreiheit verwendet. Beispielsweise ist ein Grundterm
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ein variablenfreier Term und Tgr bezeichnet die Menge aller
Grundterme. ATgr’ LITgr und £gr sind entsprechend definiert.
Das Prddikatensymbol E € P wird als syntaktisches Gleichheits-
zeichen verwendet. SE bezeichnet die Erweiterung einer Klausel-
menge S durch die Menge aller funktionalreflexiven Axiome
[WR73]. Die Menge aller Gleichheitsatome ATE ist gegeben durch
ATE = {E(qr)lg,r € T}.

Substitutionen und Unifikatoren Eine Funktion o € (T-T) heiBt

Substitution, wenn sie folgenden Bedingungen geniligt:

(1) ooco = o ’
(2) Ol¢ = id )
(3) of(t1...tn) = f(ct1...0tn) , und

(4) {x € V]|ox # x} ist endlich .

Durch die Forderungen (2) und (3) ist jede Substitution o ein-
deutig durch ihre Einschrd&nkung olvaufv bestimmt. Diese Eigen-
schaft wird nachfolgend oft genutzt, indem Substitutionen ¢ mit
ox, = t; (wobei X, €0, t. € T\{xi} und 1<i<n) jeweils durch
eine Menge von Paaren {x1+t1,...,xn+tn} reprdsentiert werden.
Wegen Bedingung (4) sind diese Mengen immer endlich. e ist die
Identitétssubstitution und SUB steht filir die Menge aller Sub-
stitutionen. Die Anwendung von Substitutionen auf Literale,
Mengen von Termen und auf Mengen von Literalen ist wie gewohnt

definiert.

Der Definitionsbereich (engl. domain) einer Substitution o ist
durch DOM(c) = {x € ¥|ox # x} definiert. Der Wertebereich (engl.
codomain) von o ist gegeben durch COD(c) = o(DOM(c)). Fiir V c ¥
und 6, A € SUB sagt man, daB 6 und X\ auf V iibereinstimmen, kurz
8 = A[V1, gdw. 6x = Ax flir jedes x € V. Das nachfolgende Lemma
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wird in den spdteren Abschnitten h&ufig verwendet:

Lemma 2.1 Seien 6, X € SUB, t € T und V, W c ». Dann gilt:

(1) = [V] ist eine ZAquivalenzrelation '

(2) 6= X[V U W] gdw. 6 = A[LV] und 6 = A[W] , und

(3) wenn vars({t}) « Vv und 6 = A[V], dann 6t = At .

Eine Umbenennungssubstitution v flir eine Teilmenge V von ¥ ist

eine Substitution mit folgenden Eigenschaften:

(1) DOM(v) =V ,
(2) COD(v) < ¥ , und
(3) v ist injektiv

\Y%

Eine Umbenennungssubstitution fiir eine Klausel C oder eine Klau-
selmenge S ist eine Umbenennungssubstitution fiir die Menge aller

Variablensymbole in C bzw. in S.

Flir eine Substitution ¢ und eine Klausel C heifBt oC eine Instanz

von C, und falls oC € Egr’ eine Grundinstanz von C.

Eine Substitution ¢ ist ein Unifikator einer nicht leeren Menge
D von Termen oder Atomen gdw. |oD[=1. In diesem Fall unifiziert
o die Menge D und D heiBt unifizierbar. o heiBt allgemeinster
Unifikator von D gdw. o D unifiziert und auBerdem 6 = foc fir

jeden Unifikator 6 von D gilt.

Selektoren Eine partielle Funktion & € (T-T) heiBt Argumentselek-
tor gdw. es eine natiirliche Zahl k(8) gibt, so daB fiir jeden Term
f(t1...tn) mit k(8)<n gilt: 6(f(t1...tn)) = tk(s)' SEL bezeich-

net die Menge aller Argumentselektoren. Eine partielle Funktion
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a € (T-T) heiBt Selektor gdw.

(1) o = idIT oder

(2) a ist ein Argumentselektor oder

(3) a entsteht durch Funktionalkomposition endlich vieler

Argumentselektoren.

SEL™ ist die Menge aller Selektoren und SEL+ steht fir
S
SEL \{lle
gen von Paaren aus ¥ x T dargestellt werden kdnnen, lassen

}. Bhnlich wie Substitutionen durch endliche Men-

sich Selektoren durch endliche Listen (oder Zeichenreihen)
natiirlicher Zahlen reprdsentieren (wobei einem Selektor

a = GnO...°61, 6i € SEL, die Liste <k(6n),...,k(61)> zuge-
ordnet wird). Diese Listen sind in der Literatur als Occurrences

oder Positions bekannt (vergl. [Ros73, HO801]).

Jeder Selektor o induziert eine symmetrische und transitive
Relation v T xT durch: q ~ T gdw. a(g)+, a(r)+y und g unter-
scheidet sich von r hochstens in dem durch o selektiertem Un-
terterm. < ist eine partielle Ordnungsrelation auf SEL" x SEL”
definiert durch: o < B gdw. a = §°f8 flir irgendein ¢ € SEL+.
Diese Ordnung ist vertrdglich mit der Untertermordnung auf
Termen, denn o selektiert einen Unterterm des durch B selek-

tierten Terms.

Ein Paar von Selektoren o und B8 heiBt schwach unabhingig,
abgekilirzt o L B, gdw. a ¢ B und a % B. o und B sind unabhdn-
gtg, abgekirzt o 1 B, gdw. a ¥ B und o % B, wobei a< g fir

o< B oder a = B steht.

Fir eine Menge I von Literalen, ein Paar q,r von Termen und

einen Selektor o ist g r eine Abklirzung fiir g ~ T und

—)
oT
E(a(gq)a(r)) € I. Das folgende Lemma wird spdter hdufig ver-

wendet (vergl. [Ros731]):
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Lemma 2.2 Seien q,r € T, o,8 € SEL*, I c LIT und ¢ € SUB.

Dann gilt:

(1) Wenn g ~r und a(gq) = a(r), dann g = ¢ '

(2) g o r gdw. o(q) 3 a(r) und gq ~ T '

(3) aq eI ¥ gdw. a(q) 3T a(r) und g & i

(4) wenn g R dann oqg & or ,

(5) wenn a(gq)¥, dann ca(g) = a(oq) '

(6) wenn a 1 B und g 7 r, dann o(g) = a(r) , und

(7) wenn o L B und g I q' LT fir irgendein g' €T,

dann g I £ o b £lir irgendein r' €7X .

Die Anwendung von Selektoren a € SEL+ auf Atome ist genauso de-
finiert wie deren Anwendung auf Terme. Fiir Literale definiert
man o (L) = a(|L|). Flir ein Paar von Literalen L und K ist L ~ K
definiert wie flir Terme, wobei jedoch zusdtzlich gefordert wird,
daB L und K nicht komplementdr sind. Damit ist dann auch L 1 K
definiert. Setzt man jetzt noch ile(L)f, so gilt Lemma 2.2

auch flr Literale.

Grundtermersetzungssysteme Ein Grundtermersetzungssystem ist

eine Menge gerichteter Gleichungen P = {E(qi ri) € ATgr[i € J}

fir J <« WN. = ist definiert durch: g =n

—2 bezeichnet die Reduktionsrelation bzgl. R, d.h. g —p T

fir ein Grundtermpaar gq,r gdw. g TR T fir irgendein a € SEL™.

r gdw. E(gr) € R.

Wie iblich steht JZR fir die transitive Hiille von —, und S,

fir die reflexive Hiille von ;:P'

Fir eine Folge Gqre-- von Grundtermen (n=1) und eine Folge

*In+1
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Gqree.pa  VOD Selektoren ist 97 77 9p---9 eine R-
1

e
n o qn+1
n

2 % 7 .
Reduktion von q,4.q aus 4, der Linge n gdw. a4 ET»R SOPRE

9h o R 9n+1 gl
n
R heiBt symmetrisch gdw. =p eine symmetrische Relation ist.

;:R ist eine Aquivalenzrelation, falls R symmetrisch ist.

In den nachfolgenden Abschnitten sollen auch Grundliterale
durch Grundtermersetzungssysteme R verdndert werden. Dazu de-
finiert man fiir ein Paar L und K von Grundliteralen L —z K

gdw. L =g K fir irgendein o € SEL+.

Flir eine Literalmenge I ist das in I enthaltene Grundtermer-

setzungssystem R(I) gegeben durch: R(I) = I N ATEr.

Ablettungsregeln und Deduktionen Res(C,L,D,K,0) = o¢(C-L) Uoc(D-K)
bzeichnet die Resolvente der Klauseln C und D beziliglich der kom-
plementdren Literale L € C und K € D, wobei o ein allgemeinster

Unifikator von {|L|,|K|} ist. Eine Substitution o faktorisiert

eine Klausel C und oC ist ein Faktor von C gdw. ¢ ein allge-
meinster Unifikator einer Teilmenge von C ist oder o = yot gilt,
wobei 1 C faktorisiert und y ein allgemeinster Unifikator einer

Teilmenge von TC ist.

Par(C,L,D,E(gr),a,0) = o(C-L) U o(D-E(gqr)) U {cK} ist der Para-
modulant der Klauseln C und D bzgl. der Literale L € C und

E(gr) € D gdw. ¢ ein allgemeinster Unifikator von {a(L),qg}

ist, oL Y oK und a (oK) = or gilt (bzw. o ist ein allgemein-

ster Unifikator von {a(L),r}, oL s oK und o (oK) = oq), wobei

oK das Modulantliteral genannt wird (vergl. [Lov781]).

Flir eine variablenfremde Klauselmenge S und eine Klausel C be-
zeichnet S |- C die Existenz einer Deduktion von C aus S, d.h.
es gibt eine Liste von Klauseln <B1""'Bn> mit B = C und

Bi € S oder Bi = viRi, wobei 1<ic<n, Ri ist eine Resolvente,
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}

ein Faktor oder ein Paramodulant von Klauseln aus {B1,...,Bi_1

und vy ist eine Umbenennuncgssubstitution fir {B1,...,B }. In

i-1
diesem Fall hat die Deduktion die Ldnge n. Eine Deduktion der

leeren Klausel o aus S wird wie iblich auch eine Widerlegung von
S genannt. S Iﬁ C bezeichnet eine Deduktion ohne Paramodulanten

und S LF C eine Deduktion ohne Resolventen.

Semantische Begriffe Filir eine Klauselmenge S bezeichnet Sgr die
Menge aller Grundinstanzen der Klauseln in S. Fiir die Berechnung
von Sgr wird im folgenden davon ausgegangen, daBf F und P minimal
sind, d.h. jedes Symbol aus F und aus P wird in mindestens einer
Klausel aus S verwendet. Damit wird erreicht, daB Tgr das Herbrand-
Universum und ATgr die Herbrand-Basis von S ist [Lov78], wenn zu-
sdtzlich angenommen wird, daBf ¢ = {c} falls S kein Konstanten-

symbol enthdlt.

Eine Grundliteralmenge I < LITgr ist eine Interpreation gdw. fir
alle Le€I 1° ¢ I gilt. I heiBt reflexiv gdw. E(t t) € I fiir
alle t € Tgr' I ist E-abgeschlossen (engl. E-closed) gdw. fir
alle L € T und alle K € LITgr gilt, daB K € I falls L P K

flir irgendein a € SEL+ (bzw. falls L — K). Eine reflexive

R(I)
und E-abgeschlossene Interpretation heiBt E-Interpretation. Fol-

gendes Lemma wird in spdteren Abschnitten h&dufig verwendet:

Lemma 2.3 Fir jede E-abgeschlossene Interpretation I gilt:

(1) Wenn I reflexiv ist, dann E(gqr) € I gdw. E(rq) €I .

R(I)

(2) Wenn L € I, K € LIT,, und L —» K, dann K € I.

Eine Interpretation I erfillt eine Grundklausel C gdw.
INC=+@. Ierfillt etne Klausel C gdw. I jede Grundinstanz
oC von C erfillt. I erfiillt eine Klauselmenge S gdw. I jede

Klausel aus S erfiillt. In diesem Fall ist I ein Modell von S
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und S ist erfillbar. Ist I eine E-Interpretation, so ist S
E-erfiillbar, I ist ein E-Modell von S und I E-erfillt S.



3. GRUNDBEGRIFFE DES LRP-KALKULS

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe fiir den
IRP-Kalkil und die in den nachfolgenden Abschnitten verwende-
ten Schreibweisen eingefilhrt. Dabei werden die zentralen Be-
griffsbildungen aus der mehrsortigen Logik (vergl. [Obe62])
den Begriffsbildungen des RP-Kalkiils angepaBt, um so eine mdg-
lichst nahtlose Erweiterung des RP-Kalkiils 2zu einem mehrsor-

tigen Kalklil zu erreichen.

Sorten und Signaturen Sei $ eine endliche und nicht leere Men-

ge von Sortensymbolen. Die Untersortenordnung <g von $ ist eine
reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf $ x $.

s, heiBt Untersorte von S, und s., Obersorte von Sqr falls

1 2
S1 =g Sy Sq <4 Sy steht fir s, ¢ S, und Sq ¥ S,. 84 ist eine
direkte Untersorte von Syr S Ky Sy gdw. S, <g Sy und

S, g 8 <4 S, fir kein s € $. Die Menge aller gemeinsamen Unter-

sorten S4 []S S, zweler Sortensymbole Sq und S, ist gegeben

durch {s € $%|s SS sS4 und s Ss

ten maxS(S) einer Sortensymbolmenge S < § ist definiert als

sz}. Die Menge der maximalen Sor-

{s € S]s *s s' flir alle s' € S}. Ist $ aus dem Kontext bekannt,

so werden Indizes nicht geschrieben - beispielsweise steht dann

IN

fir <g-

<$,<> ist eine Wohlordnung, denn $ ist endlich und < ist irre-
flexiv und asymmetrisch. Diese Tatsache wird spdter in Beweisen
verwendet. Im folgenden werden nur noch geordnete Mengen von Sor-
tensymbolen <$,<> betrachtet, die ein maximales Element Sq be-
sitzen, d.h. s < Sq fiir alle s € $. <$,<> hat eine Baumstruktur

gdw. fir alle s, Sqr S € $ mit s, > s < S, gilt, daBg S, < s,

2 1

oder s, = s,.

Flir eine geordnete Menge von Sortensymbolen <$,<> bezeichnet §"
die Menge aller endlichen Zeichenreihen von Symbolen aus $, wo-
bei e fiir die leere Zeichenreihe steht. Fiir jedes s € $ und je-

* .
des w € § sei DS eine Menge von Variablensymbolen, FW 2 eine
14
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Menge von Funktionssymbolen und Pw eine Menge von Prddikaten-
symbolen, so daB diese Mengen paarweise disjunkt sind. Zusidtz-
lich wird gefordert, daB E € Ps s und daB Fe 5 + @ flir jedes

’

oo

in <$,<> minimale s gilt. Eine $-Signatur ¢ ist dann eine Fami-
l . & — . *

ie Zw,s von Mengen mit Zw,s vs U Fw,s U Pw, wobei w € § und*
s € $. Fir ¥ =lJDS, F =lJFw,S, ¢ =LJFe,S und P =lJPw, mit w € $§

und s € $, werden Terme, Atome, Literale usw. wie in Abschnitt 2
definiert, Dabei ist die Stelligkeit eines Funktions- oder Pradi-
katensymbols durch die Ldnge der entsprechenden Zeichenreihe w

festgelegt.
Syntaktische Begriffe Die Ergebnissorte (engl. rangesort) [al

eines Variablen- oder Funktionssymbols a ist s, falls a € DS\JFW &
14

(fir irgendein w € $%). Die 1.te Argumentsorte (engl. domainsort)

[m], eines Funktions- oder Pré&ddikatensymbols m € F U
i Sq+++SysS

PS g ist s,, falls 1<i<k. Die Sorte [t] eines Terms t ist s
10+ Syp

gdw. t € DS U Fe,s oder t = f(t1...tk) und [f] = s.

Fiir einen Term t und einen Selektor o mit a(t)+y ist die a-maxima-

le Sorte von t, bezeichnet mit [t]a, gegeben durch:

(1) [t]a =[t], falls o = ile ’

(2) [tlqg =[f]i, falls t = f(t1...tn), a(t) = ti und o € SEL ,

(3) [t] =[6(t)],, falls o = B8 mit g € SEL und § € sen”

B’
Fiir Selektoren a € SEL+ wird die ac-maximale Sorte eines Atoms
genauso definiert wie flir Terme. Filir Literale L definiert man

[L]a = [ILI]a. Das folgende Lemma ist einfach zu beweisen:
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Lemma 3.1 Seien gq,r € T, a,B € SEL* und ¢ € SUB. Dann
gilte

(1) Wenn B € SEL+, dann [q]BOd = [u(q)]B ’

(2) wenn g € ¥ und o(qg)+v, dann [q]a = [oq]a ’

(3) wenn g r und o ¢ B, dann [a(g)] = [a(r)] , und

w

(4) wenn q r und a ¢ B, dann [q]a = [r]a .

™

Offensichtlich gilt dieses Lemma auch filir Atome und Literale.

Ein Term t heiBt sortenrecht oder ein I-Term bzgl. einer ge-
gebenen $-Signatur I gdw. fiir jeden Selektor a mit a(t)+ gilt:
fa(t)] < [t]u' Ein Atom A heiBt sortenrecht oder ein IT-Atom
gdw. A € Pe oder [a(A)] < [A]a fir jeden Selektor o mit a(A)+.
Ein Literal L ist sortenrecht bzw. ein i-Literal gdw. |L| sor-
tenrecht ist. TZ bezeichnet die Menge aller r-Terme, ATZ steht
fiir die Menge aller I-Atome und LITZ ist die Menge aller £-Li-
terale. Folgende Lemmata finden in den spdteren Abschnitten

hdufig Verwendung:

Lemma 3.2 Seien q € TZ’ r € T und o € SEL.
Dann gilt:
Wenn q o Ey a(r) € TZ und [a(r)] < [r]a, dann r € TZ'

Lemma 3.3 Sei s € §, £ € Fs1...sn,s und f(q1...qn) € T.
Dann gilt:
(1) DS U Fe,s c TZ , und

(2) f(q1...qn) € T gdw. a4 € T, und [qi] < s

fir jedes i mit 1<is<n.
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Offensichtlich gelten diese Lemmata genauso fiir Atome und Li-

terale.

Eine endliche Menge von i-Literalen heiBt sortenrechte Klausel
oder t-Klausel. Die mehrsortige Sprache L, ist definiert als
die Menge aller sortenrechten Klauseln. TZgr bezeichnet die

Menge aller variablenfreien I-Terme. ATZgr’ LITZ und LZ

gr gr

sind entsprechend definiert.

Gelegentlich werden Sortensymbole als einstellige Prddikaten-
symbole verwendet. In diesen Fdllen wird s € Ps flir alle s € $§
angenommen. LITS (LIT?) bezeichnet dann die Menge aller (I-)
Literale der erweiterten Sprache ES (Eg). Ein Atom oder Lite-~
ral, dessen Prddikatzeichen ein Sortensymbol ist, heiBt Sor-

tenatom bzw. Sortenliteral.

Sortenaxiome und Relativierungen Die Menge der Sortenaxiome a”

fir eine $-Signatur I ist eine kleinste Teilmenge von L;, die

folgenden Bedingungen geniligt:

(1) {s(a)t € AL, falls a € F ,
e,s

(2) {51(x1),...,§k(xk), S(f(x,...%.))]) € al,

falls X € Dsi, f € Fs1...sk,s und X5 * xj’ ’

(3) {51(y), s,(y)} € al, falls y € P, und s, < s und

1 1 2 !
(4) AZ ist variablenfremd .

AZ ist endlich, falls F endlich ist.

A
Die Relativierung ¢’ einer r-Klausel C ist eine r-Klausel aus
s .

EZ mit

,...,En(xn)} U C ,
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wobei X € Ds und {x1,...,xn} = vars(C). Die Relativierung
A i
SZ einer I-Klauselmenge S ist diejenige Teilmenge von E; mit

A ) A
s? = (¢’ e £§Ic € s}

A A A
Ist ¥ durch den Kontext bekannt, so wird C anstatt CZ und S

A
anstatt SZ geschrieben.

Substttutionen und Unifikatoren Eine Substitution o, die
0<TZ) c TZ erfiillt, heiBt I-Substitution. SUBZ bezeichnet

die Menge aller I-Substitutionen. Eine I-Umbenennungssubsti-

tution v flir eine Menge D von Variablensymbolen, Literalen
oder Klauseln ist eine Umbenennungssubstitution fiir D mit
[vx] = [x] fir alle x € ». Offenbar ist jede I-Umbenennungs-

substitution eine f-Substitution.

Flir eine I-Klausel C und eine r-Substitution o heiBt oC eine
t-Instanz von C und falls oC € EZgr' eine I-Grundinstanz von

C. Das folgende Lemma ist einfach zu beweisen:

Lemma 3.4 Seien e,o.E SUBZ und X € SUB. Dann gilt:

(1) Wenn 600 € SUB, dann 6cac € SUBZ ,
(2) wenn 6 = Xoo, dann 68 = §o¢ filir irgendein § € SUBZ ,
(3) o(LITZ) = LITZ , und

(4) G(EZ) (= £Z

Eine Menge D von i-Termen oder I-Atomen ist I-unifizierbar
gdw. D durch irgendeine I-Substitution ¢ unifiziert wird. In
diesem Fall ist o ein t-Unifikator von D. o heiBt allgemein-
ster I-Unifikator von D gdw. ¢ € SUB, und o ein allgemeinster

Unifikator von D ist.
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Eine I-Substitution u heiBt Abschwichungssubstitution flir eine

Menge V < ¥ gdw. u folgenden Bedingungen geniigt:

(1) COD(]J) c D ’
(2) CcobD(p) N Vv =@ ’
(3) iy ist injektiv , und

(4) [pux] < [x1, falls x € DOM(u) .

Flir jedes V < 0 bezeichnet ASUB(V) die Menge aller Abschwdchungs-
substitutionen fiir V. Offenbar gilt ¢ € ASUB(V) und ASUB(V)c:SUBZ
fir alle V < V.

Grundtermersetzungssysteme Die I-Reduktionsrelation -, p eines

Grundtermersetzungssystems beziiglich einer gegebenen $-Signa-

. _ + g
tur I ist gegeben durch :2 T a n (TZgr x TZgr)' =5 bezeich
net die transitive Hiille von -, . und J;ZP die reflexive Hiille

+
von —o. R heiBt f-maximal gdw. =p = j;ZR gilt. Das folgende

Lemma wird im weiteren oft verwendet:

Lemma 3.5 Seien R ein I-maximales Grundtermersetzungssy-

stem, q,,4, € Tgr und ao,B € SEL”. Dann gilt fir i € {1,2}:

(1) Wenn qq =3 95 dann q; € TZgr , und
(2) wenn 4y BR 9y © < B und a(qi)+,
dann [u(qi)] < [qi]a .

Ablettungsregeln und Deduktionen Die Resolvente R zweier I-
Klauseln ist eine f-Resolvente gdw. der allgemeinste Unifika-

tor, mit dem R gebildet wird, eine r-Substitution ist. Wird
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eine rI-Klausel durch eine I-Substitution faktorisiert, so ist
der entstehende Faktor ein I-Faktor. Ein Paramodulant

P = Par(C,L,D,E(gr),a,c) zweier z£-Klauseln C und D ist ein I-
Paramodulant gdw. o € SUBZ und [or] < [oL]a (bzw. [ogl < [cL]a,
falls or durch oq ersetzt wird). Flir eine z-Klausel C und eine
I-Substitution p heiBt pC eine abgeschwdchte Variante von C
gdw. u eine Abschwidchungssubstitution flir irgendein V ovars(C)
ist. Offenbar ist jede I-Resolvente, jeder I-Faktor, jeder I-

Paramodulant und jede abgeschwdchte Variante eine I-Klausel.

Flir eine variablenfremde I-Klauselmenge S und eine I-Klausel C
bezeichnet S LE C die Existenz einer :-Deduktion von C aus S,
d.h. es gibt eine Liste von r-Klauseln <B1""’Bn> mit Bn = C,
Bi € S oder Bi = vy Ri’ wobei 1<i<n, Ri ist eine rI-Resolvente,
ein I-Faktor, ein I-Paramoaulant oder eine abgeschwdchte Varian-
te von Klauseln aus {B1,...,Bi_1}, und v, ist eine I-Umbenen-
nungssubstitution fir {B1,...,Bi_1}. In diesem Fall hat die I-
Deduktion die Ldnge n. Eine I-Deduktion der leeren Klausel o

aus S heiBt auch I-Widerlegung von S. S |z C bezeichnet eine

IR

t-Deduktion ohne I-Paramodulanten und S Eﬁ C eine ¥-Deduktion

ohne f-Resolventen.

Semantische Begriffe Fir eine I-Klauselmenge S bezeichnet S

rgr
die Menge aller I-CGrundinstanzen der r-Klauseln in S. Eine In-

terpretation I I-erfiillt eine I-Klausel C gdw. I jede I-Grund-
instanz oC von C erfiillt. I f-erfiillt eine I-Klauselmenge S
gdw. I jede Klausel aus S I-erfiillt. In diesem Fall ist I ein
L-Modell von S und S ist I-erfiillbar. Ist I eine E-Interpre-
tation, so ist S IE-erfiillbar, I ist ein IE-Modell von S und I

IE-erfillt S. Das folgende Lemma ist leicht zu beweisen:
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Lemma 3.6 Sel S < £Z und I < LITgr eine Interpretation.

Dann gilt:

(1) S ist f-unerfiillbar gdw. SZgr ist unerfiillbar ’

(2) S ist IZE-unerfiillbar gdw. SZgr ist E-unerfiillbar ,

(3) SZgr c Sgr , und

(4) wenn I S Z-erfiillt, dann I-erfdllt I N LITZgr

ebenfalls S

Wie man sich leicht Uberzeugt, gilt 3.6 (4) im allgemeinen
nicht fir die IE-Erflillbarkeit, da es E-Interpretationen I
gibt, so daB I N LITZgr weder reflexiv noch E-abgeschlossen

und damit keine E-Interpretation ist.

In den nachfolgenden Abschnitten steht jetzt <$,<> immer fir
eine partiell geordnete Menge von Sortensymbolen, @ fiir eine

$-Signatur und S fiir irgendeine variablenfremde I-Klauselmen-

ge.
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4, Dre ABSCHWACHUNGSREGEL

Im Unterschied zur Erweiterung eines Hilbert-Kalkiils zu einem
mehrsortigen Kalkiil, die man gewinnt, indem Ableitungsregeln
und logischen Axiome des gegebenen Kalkiils in geeigneter Wei-
se eingeschrdnkt werden (vergl. [Obe62]), kommt bei der Er-
weiterung des RP-Kalkiils neben diesen Einschrdnkungen noch
eine zusdtzliche Ableitungsregel, die Abschwdchungsregel, hin-
zu. Diese neue Regel, mit der aus Klauseln die abgeschwdchten
Varianten dieser Klauseln hergeleitet werden, ist unabdingbar
fiir die Vollstdndigkeit des mehrsortigen RP-Kalkiils, d.h. der
RP-Kalkil ohne Abschwidchungsregel ist unvollstdndig.

Diese Unvollstédndigkeit ist eine Folge des "Prinzips der groR-
ten Allgemeinheit", das den RP-Kalkiil gegeniiber Hilbert-Kalki-
len auszeichnet: Im RP-Kalkiil k&nnen (abgesehen von Faktoren)
aus gegebenen oder hergeleiteten Formeln (Klauseln), im Gegen-
satz zu Hilbert-Kalkililen, keine Instanzen dieser dieser For-
meln hergeleitet werden. Eine Prdzisierung dieser flir das auto-
matische Beweisen wichticen Eigenschaft liefern Wos und Robinson
mit dem Begriff des konservativen (conservative) Kalkiils bzw.
der konservativen Ableittungsregel [WR73]. Wie die beiden nach-
folgenden Beispiele zeigen, muB man aber gewisse Instanzen

von Klauseln, ndmlich solche, bei denen Variable durch neue
Variable kleinerer Sorte ersetzt werden, im fRP-Kalkiil herlei-
ten kdnnen, um I (E)-unerfiillbare r-Klausmengen im IRP-Kalkiil

zu widerlegen.

Die Unvollstdndigkeit des rRP-Kalklils ohne Abschwdchungsregel

hat zwei Ursachen:

(1) Im ZRP-Kalkll gilt der Unifikationssatz nicht mehr (vergl.
Abschnitt 7). Dies betrifft die Bildung der filir eine I-Wi-
derlegung erforderlichen r-Resolventen, I-Faktoren und I-

Paramodulanten.
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Beispiel 4.1 Sei $ = {A,B,C,D} mit D « B « A und
D « C « A. Sei weiter P € PA, d € Fe,D’ Y
und w € DD. Die r£-Klauselmenge S = {{P(u)}, {P(v)}} ist

f-unerfiillbar, denn S = {{p(d)}, {P(d)}} ist unerfiill-

Lgr
bar. Aber weder ¢ = {u<«v} noch 1t = {v<u} sind I-Substitu-

u € By, VE D

tionen (s. a. Satz 7.1 in Abschnitt 7), d.h. keine I-Re-

solvente kann mit Klauseln aus S gebildet werden. Mit Hil-
fe der Abschwdchungsregel kann jedoch folgende r-Widerle-
gung von S gebildet werden (wobei der Lesbarkeit wegen auf

I-Umbenennungssubstitutionen verzichtet wird) :

(C1) vu. {P(u)} , gegeben

(Cc2) vv. {P(v)} , gegeben

(W3) vw. {P(w)} , abgeschwidchte Variante uC1 von C1
mit y = {u<w}

(R4) o , I-Resolvente von C2 und W3, denn
0 = {v«w} ist eine r-Substitution.

Paramodulation ist unvollstdndic im IRP-Kalkiil ohne Abschwda-
chungsregel: Flir den RP-Kalkilil ist bekannt, daB E-unerfiill-
bare Klauselmengen, die bezliglich Faktorisation und Paramo-
dulation abgeschlossen sind, auch unerfiillbar sind [WR73].
Dagegen findet man IE-unerfiillbare I-Klauselmengen, deren
AbschluB bezliglich r-Faktorisation und i-Paramodulation

nicht f-unerfillbar ist.

Beispiel 4.2 Sei $ = {A,B} mit B « 2 und sei P € PB,
{b1,b2} c Fe,B’ u

{{P(b1)}, {E(xy)}, {P(bz)}} ist tE-unerfiillbar, denn
SZgr {{P(b1)}, {E(b1,b2)},...,{P(b2)} ist E-unerfiillbar.

Aus S koénnen vier Paramodulanten abgeleitet werden, ndmlich

{x,y} c DA und z € DB' Die r-Klauselmen-

ge S

{(P(x)},{P(y)},{P(x)} und {P(y)}, von denen wegen [x] =
[yl £ [P]1 keiner eine r-Kiausel und damit auch kein I-Pa-
ramodulant ist. Mit Hilfe der Abschwdchungsregel findet man

jedoch folgende r-Widerlegung von S (bei der der Lesbarkeit

wegen auf I-Umbenennungssubstitutionen verzichtet wird):
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(C1) {P(b1)} , gegeben

(C2) vx,y {E(xy)} , gegeben

(C3) {ﬁ(bz)} , gegeben

(W4) Vvx,z {E(xz)} , abgeschwichte Variante uC2 von C2
mit p = {y<«z}

(P5) Vz {P(z)} , i-Paramodulant von C1 und W4

(R6) o , I-Resolvente von P5 und C3.

Beide Beispiele zeigen, daB erst mit Verwendung der Ab-
schwdchungsregel I (E)-unerfiillbare r-Klauselmengen auch
t-widerlegbar werden. DafB dies immer gilt, wird mit dem
Beweis des Vollstdndigkeitssatzes flir den IRP-Kalkilil (Ab-
schnitt 8) gezeigt.

Nun kann die Vollstd@ndigkeit eines Kalkiils trivialerweise im-
mer durch Hinzunahme zusdtzlicher Ableitungsregeln erzwungen
werden. Folgende Uberlegung zeigt jedoch, daBR die Hinzunahme
der Abschwdchungsregel die (in einem intuitiven Sinn) klein-
ste flir die Vollstdndigkeit hinreichende Erweiterung des mehr-

sortigen Kalkiils darstellt:

Man kann den RP-Kalkiil als einen Spezialfall des IRP-Kalkiils
auffassen, bei dem die lMenge der Sortensymbole $ genau das
Element So enthdlt. Da fiir jede Abschwidchungssubstitution u
(ux] < [x] fiir jedes x € DOM(u) erfillt sein muB, [ux] < [x]
fir § = {so} aber immer falsch ist, gilt DOM(u) = @ bzw. uy=«¢.
Damit gibt es keine echten abgeschwdchten Varianten, und der
IRP-Kalkiil mit einelementiger Sortensymbolmenge ist identisch
mit dem RP-Kalkil.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB die Abschwdchungsre-
gel lediglich dazu dient, einen vollstdndigen, mehrsortigen
Kalkil in méglichst einfacher Anlehnung an den RP-Kalkiil zu
definieren. Wie in Abschnitt 11 gezeigt wird, kann bei einer

praktischen Realisierung des IRP-Kalkiils durch einen automa-
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tischen Beweiser auf eine direkte Implementierung dieser Regel
verzichtet werden, wobei dann der implementierte Kalkiil im Sin-

ne von Wos und Robinson [WR73] konservativ ist.
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5. SORTENRECHTE TERMERSETZUNGEN

E-Interpretationen und E-Modelle lassen sich formal mittels
Grundtermersetzungssystemen bequem handhaben, wenn die E-Ab-
geschlossenheit einer Interpretation I iber die Reduktions-

relation R(I) definiert wird.

Flir die Vollstdndigkeit der I-Paramodulation (im Basisfall)
sind Grundtermersetzungssysteme und deren I-Reduktionsrela-
tion von besonderer Bedeutung. Wie spdter gezeigt wird, héngt
die Vollstdndigkeit der I-Paramodulation im wesentlichen da-
von ab, daB die Relationen ;LR und j;ZR fliir gewisse Grundterm-
ersetzungssysteme R auf Tqu x TZgr iibereinstimmen: Gesucht
wird ein Kriterium fiir Grundtermersetzungssysteme R, das hin-

reichend ist fir

Dabei besteht das Problem darin, daB bei einer Reduktion

+ . : ; )
qQ —p T mit g,r € TZgr im allgemeinen Terme als "Zwischen-

ergebnisse" anfallen, die nicht sortenrecht sind. Dies sei

an einem Beispiel erl&utert:

Beispiel 5.1 Sei $ = {A,B}, f € IA,B’ g € FB,B’ a,b € Fe,A
und c,d € Fe g+ Dann ist R ={(i) a = g(c), (ii) g(c) = g(d),
(iii) g(d) = b} ein Termersetzungssystem mit f(a) j;P f(b), da

(i) (ii)

(») £(a) &) £(ge)) i) £(gay) G £y

eine R-Reduktion ist. Wie man sich leicht Uberzeugt, ist dies
die einzige R-Reduktion von f(b) aus f(a). Da diese R-Reduktion
aber mit f(g(c)) und f£(g(d)) Terme enthidlt, die nicht sorten-

recht sind, ergibt sich

Welcher Forderung miisste nun R geniigen, um doch noch

f(a) ;:ZR f(b) zu ermdglichen?
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Wie man sieht, wird bei der R-Reduktion (%) ausgehend von dem
sortenrechten Term f (a) zundchst eine "sortenfalsche" Erset-
zung vorgenommen, die dann aber im Verlaufe der R-Reduktion
"berichtigt" wird, da man ja zuletzt den sortenrechten Term
f(b) erhdlt. Wenn man nun die gerichtete Gleichunag (i), die in
() aus Tqu herausfilhrt, mit der gerichteten Gleichung (iii),
die wieder nach TZgr zurlickfliihrt, zu einer neuen gerichteten

Gleichung

(iv) a = b

zusammenfaft und R um (iv) erweitert, erhdlt man die neue R-

Reduktion
(iv)

f(a) —— f£(b)
und damit

f(a) —— . £(b)

a IR

Dieses Beispiel legt nahe, die Transitivitdt eines Grundtermerset-
zungssystems & zu fordern, d.h. = =-;R’ um j;R = ;:ZR auf
TZgr X TZgr zu garantieren.

Folgendes Beispiel zeigt jedoch, daB die Transitivitdt allein

noch nicht hinreichend ist:

Beisptel 5.2 Seien $ und R gegeben wie in Beispiel 5.1, wobei
R jedoch anstatt (ii) die gerichtete Gleichung

(ii') c = d

enthdlt. Da die Reduktion (x) aus Beispiel 5.1 auch hier die
einzige R-Reduktion von f(b) aus f(a) ist und (%) nicht sor-

tenrechte Terme enthdlt, gilt immer noch

£ (a) —Ftazg £(b) ,

obwohl jetzt =, = % erfullt ist. m



33

Das Problem ist hier, daB die Transitivitdt nicht ausgenutzt
werden kann, da nur der Unterterm c des Terms g(c), der

f(g(c)) sortenfalsch macht, und nicht g(c) direkt ersetzt wird.

Es muB also gefordert werden, daB R mit ¢ = d auch g(c) = g(d)
enthdlt. Ist R auBerdem transitiv, so ergibt sich wie im vor-

herigen Fall

und damit dann

£(a) 5., £(b)
Flir ein Grundtermersetzungssystem P fordert man also, daB R
transitiv und abgeschlossen beziiglich —s2 ist, d.h. man for-

dert

Da hier =, < T vorausgesetzt wird, ist, wie man sich

x T
R Lgr Igr
leicht Uberzeugt, diese Bedingung dquivalent mit

+
= =

R~ xR '

d.h. mit der -Maximalitdt von R.

Zusammenfassend ergibt sich folgencder Hauptsatz, der in diesem

Abschnitt bewiesen werden soll:

L-Reduktionssatz Sei R ein I-maximales Grundtermerset-

zungssystem. Dann gilt
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Das Hauptproblem beim Beweis dieses Satzes ist der Nachweis,

daB

>
Igr Tgr IR

gilt. Dies 1&Bt sich durch Induktion iiber die Ld&nce n einer

R-Reduktion

€T

(1) 9y =2 9, --- 9, 5; SR 479041 nqr

fg

zeigen: Es wird ein konstruktives Verfahren angegeben, mit dem
aus jeder R-Reduktion (1), die {qz,...,qn} ¢ TZgr erfiillt, eine

E-Reduktion 9, » T r gewonnen wird, die kilirzer als

2° Fn-1 7 9n+1
die gegebene R-Reduktion (1) ist. Damit k&nnen Schritt fiir

Schritt alle Terme q; ¢ TZ p aus der gegebenen EK-Reduktion

entfernt werden und man erhdlt zuletzt eine R-Reduktion von

A1 2US dqy in der alle Terme sortenrecht sind, d.h. fir die
+

1 g 9peq 9iLE.
Das konstruktive Verfahren 148t sich wie folgt skizzieren:

Zundchst wird aus (1) eine R-Reduktion

(2) Ay g == qi,,,qj_1 _ qj, (2<i<j<n+1)

i-1 *5-1

ausgewdhlt, fir die as_q

) sortenrecht sind, aber an der Posi-

= aj—1 gilt und in der alle Terme
“i-1<qi)”"’“i-1(qj-1
tion %5 _q in qi,...,qj_1 der Signatur nicht genligen. Die Exi-
stenz einer solchen R-Reduktion wird durch das I-Reduktions-

lemma (5.1) gesichert.

Mit Hilfe des Verschiebelemmas (5.2) wird dann gezeigt, daR
(2) immer noch eine R-Reduktion ist, wenn jeder Selektor

ay (i<h<j-1), fir den op < o, _; gilt, in (2) durch a;_, ersetzt
wird. Fir Beispiel 5.2 entspricht dies dem Ubergang von
f(g(c)) ~2 f(g(d)) mittels c =z d nach f(g(c)) ~p f(g(d))
mittels g(c) = g(d), der in einem Grundtermersetzungssystem

R mit —s2 © =z immer m&glich ist.
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Die Ersetzung der Selektoren o, durch @l in (2) garantiert,

danR oy 1 %41 gilt. Damit kannhdas Vertauschungslemma (5.3)

angewendet werden, wonach es eine R-Reduktion zu (2) gibt, in
der die Reihenfolge der Ersetzungen so vertauscht wurde, daRB
die erste Ersetzung nun mittels des Selektors LR vorgenom-

men wird, d.h. es gibt eine R-Reduktion der Form

(3] gy 4 == F, b F, . i g = g,
i-1 aj_1 i 4y i+1 J-1 aj—2 ]
Da = o;_4 9ilt, 1&8t sich (3) mit Hilfe des Transitivi-

A .
j-1
tdtslemmas (5.4) zu der R-Reduktion

4) 934 52 °F
i-1

r. — Jd.

i+1 =1 aj—2 Jj

verkliirzen. Damit ist eine R-Reduktion

(5) qq 2 9y «vv A4 g7 i 5 e 9y 37 9neq
1 i-1 n
der Ldnge n-1 gefunden worden, also eine R-Reduktion von Ip+1

aus g, die klirzer ist als die gegebene R-Reduktion (1).

Nachfolgend sollen nun die bendtigten Hilfss&dtze und anschlieBend

der f-Reduktionssatz bewiesen werden:

Lemma 6.1 (z-Reduktionslemma) Sei R ein I-maximales Grund-

termersetzungssystem und

(1) ay ar G2 c0r dn g2 Aner

(n>1), eine R-Reduktion mit q, €T und {qz,...,qn}ctTZg

rIn+1 “Igr
Dann gibt es Indizes i und j mit 2<i<j<n+1, so daB flir alle h

re

mit i<h<j-1 gilt:
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Beweis Da {q2,...,qn} ¢« T gilt, gibt es irgendwelche Terme

Tgr
q € {qz,...,qn} und dazu Selektoren B € SEL+ mit B(g)+ und
[B(g)]l ¢ [q]B. Sei nun a ein solcher Selektor, der minimal be-

zliglich < ist, und sei g, €in Term der R-Reduktion (1) mit
(5) a(qm)+und [a(qm)] $ [qm]a, (2<m=<n)

Sei g, der erste Term links von g_ in der R-Reduktion (1),
i-1 m

der

(6) [Ot(ql_1)] < [C_{l ] ’ falls OL(qi_1)¢ (l—1<m)

~1"a

erfillt und sei qj der erste Term rechts von S in (1), der
(7) [a(qj)] < [qj]a, falls a(qj)¢ (m<7)
erfiillt.

Die Existenz von q5 -1 ist gesichert, da q, in (1) links von
d, steht und als I-Term [a(q1)] < [q1]a fir u(q1)¢ erfiillt.
Ebenso garantiert I € TZgr die Existenz von qj.

Da q;_, der erste Term links von q_ in (1) ist, der (6) er-
flillt gilt sicher a(qi)¢ und [a(qi)] £ [qija. Die folgende

Fallunterscheidung zeigt, daB damit auch a(qi_1)+ wahr ist:

Fall (z) o <o, .: Aus q, — . g, und a(qg,)+ ergibt sich
—_— =1 i=-1 aj-q R &i i

mit Lemma 3.5 (2) [a(qi)] < [qi]a, d.h. dieser Fall ist unm&g-
lich.vd

Fall (ZZ) a % as_q: Mit a5 _q ngTeR a; erhdlt man ai_1(qi_1)+
und damit auch u(qi_1)+.¢

Fall (iii) o L a;_4: AuS q;_4 —p q; ergibt sich mit Lem-

i-1
ma 2.2 (6) a(qi_1) = a(qi), und da a(qi)¢ gilt, muB a(qi_1)¢

gelten.#
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In jedem (mdglichen) Fall ergibt sich also a(qi_1)+, und mit

(6) erhidlt man

(8) algy_4)v und La(q;_4)1 < [q;_41, (i-T<m) .

Auf die gleiche Weise 1l&Bt sich a(qj)+ beweisen, und man er-
hdlt mit (7)

(9) a(qj)+ und [a(qj)] < [qj] (m<j) .

Q

Mit q;._ und qj hat man also Terme der R-Reduktion (1) gefun-

1
den, die der Signatur an der Stelle o geniigen. Folgende Uber-

1
tion (1) gefunden hat, bei denen die Signatur an der Stelle a

legung zeigt, daB man damit auch die Terme qi,qj_ der R-Reduk-

durch q;_ —»Rcﬁfwmﬂetzt" wird, wobei dieser "Sortenfehler"

1

erst mit qj_ —2 qj berichtigt wird (vergl. Beispiel 5.1).

.
Andernfalls miisste flir irgendein h mit i<h<j-1 [a(qh)] < [qh]a

gelten, falls a(qh)¢ wahr wéare:

Fall (z) ish<m: Dann ist g, und nicht g;.q der erste Term
links von q, in der R-Reduktion (1), der [a(qh)] < [qh]a, falls
a(q )+, erfillt.vp

Fall (Z7) h = m: Wegen (5) ist dieser Fall unmdglich.v g

Fall (Z727) m<h<j-1: Dann ist ay und nicht qj der erste Term

rechts von an, in der R-Reduktion (1), der [a(qh)] < [qh]
falls a(qy)v, erfiillt.v@

al

Damit ist also

(10) a(qgy)¥und la(q,)] # [q ], fir alle h mit i<h<j-1

bewiesen, d.h. alle Terme zwischen den Indizes i und j-1
(einschlieBlich) in der R-Reduktion (1) geniigen an der Stelle

a nicht nur der Signatur. Allerdings gilt, daB alle durch o



selektierten Unterterme dieser Terme sortenrecht sind: Gibe

es ndmlich einen Index h' mit i<h'<j-1, so daB a(qh.) nicht
sortenrecht wire, so Tusste ja [G(a(qh.))] § [a(qh.)]6 =[qh.]60a
flir irgendein § € SEL mit é(a(qh,))¢ gelten. Da jedoch §ca < a
gilt, steht dies im Widerspruch zur Minimalitdt von a. Man er-

hdlt somit

, fir alle h mit i<h<j-1

(1) alqy) € Ty

Es soll nun bewiesen werden, daR

(12) a = a9

gilt: Nimmt man an, (12) sei falsch, so ergibt sich o < Ay _q

a Lo g oder o < as_qr d.h. a <a, 4 oder o $-ai_1.

Fall (7) a <o, 43 Da q,_, anT*R q; wegen (1) und a(qi)+
wegen (10) gilt, erhdlt man mit Lemma 3.5 (2) [a(qi)] < [qi]a,

d.h. einen Widerspruch zu (10).V#

Fall (27) a $ ay_qt Wegen g, _, E;:TqR q; erhdlt man mit Lem-

ma 3.1 (3) [a(gy_4)1 = la(g,)] und mit Lemma 3.1 (4)
[qi_1]a = [qi]a. Wegen (8) ergibt sich somit [a(qi)] s[qi]a,
d.h. ein Widerspruch zu (10).vd

Genauso zeigt man

(13) o = aj_1

Mit (12) und (13) erhdlt man jetzt (2), aus (12) und (11) er-
gibt sich (3),und mit (12) und (10) ist (4) bewiesen. ®
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Lemma 5.2 (Verschiebelemma) Sei R ein I-maximales Grundterm-
ersetzungssystem und 94 57 dy --- 9, E; Ine17 n>1, eine R-
Reduktion mit {a1(q1)""’a1(qn+1)}Cngr’ Dann gibt es Se-

lektoren 81""’8n € SEL*, sodaB filir alle h mit 1<h<n gilt:

(M a1 g7r 9 g7 93 -+ 9y sn’n SN I

1 2
(2) Bh = aq falls Gy <oy , und
(3) Bh = Oy s falls ay *'a1

Beweis Dieses Lemma wird mittels Induktion {iber die Ldnge n

der R-Reduktion gezeigt:

Induktionsanfang n = 1: Das Lemma gilt trivialerweise.#

Induktionsschritt: Sei q, 5? a, q, 5: g1 5;17 d,4, €ine
R-Reduktion mit {a1(q1),...,a1(qn+2)} & TZgr' Als Induktions-

hypothese wird fiir jede R-Reduktion der Lidnge n die Existenz
einer Folge von Selektoren 81""’Bn € SEL* angenommen, die

die Bedingungen (1), (2) und (3) erfillen.

Fir o e o definiert man B und erhdlt mit der In-

n+1 n+1 = Sp41

duktionshypothese eine Folge von Selektoren 61""’8n’8n+1 mit

den gewilinschten Eigenschaften.

Sei nun o < a Dann gilt o = Boa1 fiir irgendein B € SEL+

7°
n+1 80a1 R qn+2'

n+1
und somit @

n+1
Mit TLemma 2.2 (3) ergibt sich

a1(qn+1) R a1(qn+2) und dp41 o 9pqp- Da nach Voraussetzung
a1(qn+1),u1(qn+2) € TZgr gilt, erh&lt man a1(qn+1) —:a a1(qn+2)

und somit a1(qn+1) =n a1(qn+2), denn R ist f-maximal.

Mit 941 (;1 40 ergibt sich dann In+1 &?QR AP d.h. mit
8n+1 = oy uiid der Induktionshypothese erhdlt man eine Folge von
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Selektoren 81""’Bn’8 die die Bedingungen (1), (2) und

(3) erfillen. ¢m

n+1’

Lemma 6.3 (Vertauschungslemma) Sei R ein Grundtermersetzungs-

system und q, 57 dy +-- 9y J; dpe1r n>1, eine R-Reduktion

mit o, L o fir alle i mit T<is<n. Dann gibt es Terme

S0 daB 4y g Ty g Ty ... T, g dpy

Fapessq .. € T
2 1 n-1

n gr’

eine R-Reduktion ist.

Beweis Das Lemma wird durch Induktion liber die Li&nge n der BR-

Reduktion bewiesen:

Induktionsanfang n = 1: Das Lemma gilt trivialerweise.d#

Induktionsschritt: Sei 99 7295 --- 941 5 9heo eine R-
1 n+1

Reduktion mit a, L flir jedes i mit 1<is<n+1. Als Induk-

o
i = "n+1
tionshypothese wird angenommen, cdaB das Lemma fiir alle R-Re-

duktionen der Ldnge n gilt. Also gibt es Terme TareeerTiyg €Tgr,

so daSB q, E;:? r, E; Ty +o+ Touq 5 9p4p ©ine R-Reduktion ist.
Damit ist auch 99 a7 9, apF7 L3 eine R-Reduktion und da nach

Voraussetzung a, Lol gilt, erhdlt man mit Lemma 2.2 (7)

4 —p ¥, ETAR ry fiir irgendein r, € Tgr' Also hat man Ter-

n+1
greeer T4 € Tgr gefunden, so daRB q4 T n r2———+R r3 e
n+1 o

rn+1 &;*R qh+zgilt.m

me ¥

Lemma 6.4 (Transitivitdtslemma) Sei R ein I-maximales

Grundtermersetzungssystem und 9129 -+ 9 T 91’ n=1,

eine R-Reduktion. Dann gilt 91 722 941 -

Beweis Es gilt i ¥ 9541 und a(qi) =2 a(qi+1) fiir alle i mit
1<i<n. Also gilt a(qi);:zg a(qi+1), denn R ist I-maximal, da-

mit auch a(q1)j;ZR a(qn+1), da —sp transitiv ist und
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schlieBlich a(q1) =2 a(qn+1) wegen der f-Maximalitdt von R.

Mit g 3 Di49

und der Transitivitdt von ~ ergibt sich a4

und mit a(q,) =p alg ,4) erhdlt man q; —p q, 4.8

AbschlieBend soll nun der Eauptsatz dieses Abschnitts, der

v-Reduktionssatz bewiesen werden:

o qn+1

ersetzungssystem R gilt:

Satz 5.5 (z-Reduktionssatz) Flir jedes

r-maximale Grundterm-

R rgr Tgr IR
’ n—mn 3 + + m + -
Beweis o" Mit —2 o] —:a und ( gr TZgr) =R erhdlt man
Fon (T «x T ) > S .d
R Igr Igr IR

"c" Der Beweis wird indirekt gefilihrt,

es Terme q1,q

+ n+1 € lZgr

nicht 97 75r In41 gilt: Sei

(1) 4y 77 95 --- 9d

%9

eine R-Reduktion von 941

—
n o qn+1
n

indem man annimmt, daB

gibt, fir die zwar q4

st
R 9h+1

aber

aus q, mit minimaler Ldnge. Da 90

€ T und q, —%*ZR ptqr gilt n=2 und

9n+1 rgr

{qz,...

yd T

Zgr'

Nach dem I-Reduktionslemma (5.1) gibt es dann Indizes i und j

mit 2<i<j<n+1, so daB fir jedes h mit i<h<j-1 gilt:

(2) g _q = &5 4

(3) a;_q(q) €T,

& gr

(4) Ca;_q(q)] 4 [thai_1

(£

und

Im folgenden wird nun der durch i und j bestimmte Teil
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der R-Reduktion (1) betrachtet: Da ai—1(qi-1) =n ai_1(qi),

) = (qj) und R I-maximal ist, gilt mit Lemma

05-1(d5-9) =g %41
3.5 (1) oy _4(q;_4) € TZgr und aj_1(qj) & TZgr' Unter Berilck-
sichtigung von (2) und (3) ergibt sich damit {ai_1(qi_1),...,
ai—1(qj)}c ngr’ und man erhdlt mit dem Verschiebelemma (5.2)

eine Folge von Selektoren 81—1""’8j—1 € SEL*, so daB fiir al-

le h mit i-1<h<j-1 gilt:

(6) d:_1 775 9; 7p 9. eee i 4 775 9. ,
i-1 Bi_1R i BiR i+1 j-1 Bj_1R J

(7) Bh = as_q falls ay < as_ g , und

(8) Bh = ay falls oy £ @y 4

Mit (2) und (8) erh&lt man

(9) Bj—1 = o,y

Als ndchstes soll nun gezeigt werden, daB filir jeden Selektor

mit i<h<j-1 B8 erfiillt ist:

Bh ht %51

Wegen (7) gilt Bh = o, und damit na-

Fall (7) & > o
s Lt i -1

=17 %nf
tirlich auch 8, 1 ai_1.¢

Fall (Z7) «.
e i

man B

_1 L oy Damit gilt ay {-ai und mit (8) erh&dlt
h

also B

-1

= a il ai_1.¢

h h'

Fall (Z711) Gy _q <oy Aus dy EH»R 941 und ui_1(qh)¢ (wegen
(3)) ergibt sich mit Lemma 3.5 (2) [ai_1(qh)] < [qh]a' und

i-1
damit ein Widerspruch zu (4).v#

Damit ist Bh Loas g fir jedes h mit i<hs<j-1 bewiesen. Wegen (8)
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gilt B. = ay und mit (9) erhdlt man schlieBlich:

i-1 -1
(10) B8y L Bj—1 flir jedes h mit i-1<h<j-1 .

Aus (6) und (10) folgt jetzt mit dem Vertauschungslemma (5.3)

die Existenz einer Folge von Termen ri,...,rj_1 € Tgr' so daB
(11) 9, sz =9 ¥; z=—g T, w Fu_qg 5%
i-1 Bj—1 R "1 81—1 R "i+1 j=1 Bj-2 R 25
und damit
(12) a39 37772 %1 &, R Fi+
i-1 i-1

gilt, denn Sj—1 = a,_, wegen (9) und Bi—1 = a;_4, wegen (8).

Aus (12) erhdlt man mit dem Transitivitdtslemma (5.4)

(3 a3y g r *

i-1 i+1

Damit hat man eine R-Reduktion

91 57 92 - qi-1’oTiT’

7 Tt By Tie2 vt T B3 ol Ger o Tna) St

-2 %
von q ., aus g mit Ld&nge n-1 gefunden, d.h. die R-Reduktion (1)

ist nicht minimal.Vm

Der r-Reduktionssatz agilt offensichtlich auch flir R-Reduktionen
von Basisliteralen und wird im nachfolgenden Abschnitt in folgen-

der Fassung verwendet:

Flir jedes r-maximale Grundtermersetzungssystem R gilt:

+ +
—n n (LITZgr X LITZgr) = —sp -



6., DIE VOLLSTANDIGKEIT DES XRP-KALKULS 1M BASISFALL

In diesem Abschnitt wird der

Vollstdndigkeitssatz fiir den TRP-Kalkiil im Basisfall Wenn

E - o
Igr I

SZgr E~unerfillbar ist, dann gilt S

bewiesen. Bevor jedoch ein formaler Beweis flir diesen Satz ge-

geben wird, sollen einige Vorbetrachtungen angestellt werden:
f-Deduktionen unterscheiden sich von Deduktionen durch

- die Einschrénkung der allgemeinsten Unifikatoren auf I-Sub-

stitutionen und

- die Beschrédnkung der :I-Paramodulation durch die Sortenrecht-

heit der Modulantliterale.

Da im Basisfall jeder allgemeinste Unifikator die leere Sub-
stitution ¢ ist - also eine I-Substitution - ist jede para-
modulationsfreie Deduktion |§ aus einer sortenrechten Basis-
klauselmenge offensichtlich auch eine r-Deduktion |= aus die-

IR
ser Menge, d.h. flir jede sortenrechte Klauselmenge S gilt:

{CEf:Z |S l

a7 Zgr-ﬁc}={cecgls — C} .

r "Igr R

Damit ist jede Widerlegung einer sortenrechten Basisklausel-
menge auch eine rI-Widerlegung dieser Basisklauselmenge, d.h.
der IRP-Kalkiil ohne Paramodulation ist im Basisfall trivialer-
weise vollstdndig.

Auf r-Deduktionen |— aus Basisklauselmengen trifft dieser

P
Sachverhalt nicht mehr zu, da die Beschrédnkung der I-Paramo-
dulation durch die Sortenrechtheit der Modulantliterale auch

im Basisfall wirksam ist, d.h. hier gilt nur noch:

{C € EZgr|SZgr ['fo) Cl} <« {C € Egrlszgr |§' c}



Die r-Paramodulation bewirkt also eine echte Verfeinerung der
Deduktionen im Basisfall. Damit hdngt die Vollstdndigkeit des
IRP-Kalkiils im Basisfall allein von der Vollstédndigkeit dieser

Verfeinerung ab, die folgendermaRen formuliert werden kann:

() Wenn {C € EgrlsZgr IF C} unerfillbar ist, dann ist
E o5
auch {C € EzgrlsZgr iZP C} unerfiillbar.

Um (*) zu beweisen, werden die folgenden Klauselmengen defi-

niert:

Definition 6.1
E

Par (S) {C E EngSZgr FE &l

Par_(S) = {C € EZ ISE

z gr'°Tgr 55 C!

(ceg |sE -

gr ' Szgr 5 C, wobei keine Klausel in

RPar (S)

LF allein durch Paramodulation in ein posi-

tives Gleichheitsliteral entsteht}
2]

Da die Unerfillbarkeit von Par(S) &dgquivalent mit der Unerfiill-
barkeit von RPar(S) ist [Lov781], ist (x) bewiesen, wenn aus

der Erfiillbarkeit von Par_(S) die Erfiillbarkeit von RPar(S)

z
geschlossen werden kann. Dies 148t sich folgendermaBen bewerk-

stelligen:

Zundchst werden sogenannte IE-beschrdnkte Interpretationen einge-
fiihrt, und es wird gezeigt, daR Parz(s) eine IE-beschrdankte
Interpretation als Modell besitzt, vorausgesetzt ParZ(S) ist
Uberhaupt erfiillbar. Weiter wird gezeigt, daB jede fE-beschrdnk-
te Interpretation ein I-maximales und symmetrisches Grundterm-
ersetzungssystem enthdlt. Damit kann die sogenannte Reduktions-—
hiille 1* einer IE-beschridnkten Interpretation I eingeflihrt

werden, von der dann gezeigt wird, daB auch diese wieder eine
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Interpretation ist. Abschliefend wird dann bewiesen, daB die
Reduktionshiille I* einer IE-beschrdnkten Interpretation

RPar (S) erfiillt, vorausgesetzt I ist ein Modell von ParZ(S).

Kernstiick des Vollstdndigkeitsbeweises fiir die Paramodulation
ist der Nachweis, daB jede bezliglich Paramodulation abgeschlos-
sene Basisklauselmenge ein E-Modell besitzt, vorausgesetzt,
diese Menge ist iberhaupt erfiillbar: Man zeiagt, daBR jedes mi-

nimale Modell von Par(S) ein E-Modell ist [WR731].

Ubertrdgt man diesen Beweis auf die f-Paramodulation, d.h.
auf minimale Modelle von Parz(s), so erhdlt man jedoch kein
E-Modell mehr, sondern ein Modell M, das mit einem E-Modell

M* auf LITZgr Ubereinstimmt, d.h. fiir das gilt

M= M*n LITZgr
wobei hier erst einmal vorausgesetzt wird, daB M* {iberhaupt
existiert. Ursache dafilir ist, daB alle Literale in Parz(S)
sortenrecht sind. Diese Eigenschaft einer Interpretation,

mit einer E-Interpretation auf LITZgr ibereinzustimmen, wird
durch den Begriff der fE-beschrédnkten Interpretation beschrie-

ben:

Definition 6.2 Sei I eine Interpretation. I heiBt I-re-
flexiv gdw. E(qq) € I fiir alle qQET, - I ist tEF-abgeschlos-

sen gdw. flir alle L € T und alle K € LITZgr mit
L —2(1) K, K € I gilt. I wird eine IE-beschrdinkte Inter-
pretation genannt, gdw. I r-reflexiv und rE-abgeschlossen

ist und auBerdem I < LIT gilt.m

Igr

Als erstes wird nun bewiesen, daBR jedes erfilillbare ParZ(S) ein

rE-beschrdnktes Modell besitzt:
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Lemma 6.1 Wenn Par_(S) erfiillbar ist, dann gibt es eine

%
tE-beschrénkte Interpretation, die Par_(S) erfiillt.

z

Beweis Sei M ein minimales Modell von ParZ(S). Es wird gezeigt,

daBR M fE-beschrdnkt ist:

Igr
gilt und M ParZ(S) erfillt, gilt offensichtlich E(qg) € M,

d.h. M ist I-reflexiv.#

r-reflexiv: Da {E(gqg)l}l € S?gr c ParZ(S) fir jedes q € T

LE-abgeschlossen: Sei L € M und K € LITZgr’ so daB L —QR(M) K

gilt, d.h. L M K fir irgendein o € SEL+. Nimmt man an, dafB
M N C %+ {L} flir jedes C € ParZ(S) gilt, so ergibt sich wegen

MnNn©cC @, daB (M - L) N C #@. Somit erfillt (M - L) ParZ(S)

im Widerspruch zur Minimalitdt von M.V Also gilt

(1) M n ¢, = {L} flir mindestens ein C, € ParZ(S)

und wegen E(a(L)a(K)) € M mit der gleichen SchluBweise

(2) M n CE ={E(a(L)a(K))} flir mindestens ein CE € ParZ(S) .

Sei nun C der Paramodulant von CL und CE bezliglich L und
E(a(L)a(K)), d.h.

(3) C=(C - L) U (CpmE(a(L)a(K)))U {K}

Da K € LITZgr’ gilt [a(K)] < [K]a. Wegen K = L ergibt sich
mit Lemma 3.1 (4) [K]a = [L]u und damit dann [a(K) ] < [L]a.
Also ist C sogar ein I-Paramodulant, d.h. C € Par_(S) und

T
deswegen

(4)y MncCc = ¢ .

Mit (1), (2) und (3) erhdlt man M n C = M N {K} und wegen
(4) dann K € M, d.h. M ist IE-aboceschlossen.#
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M < LITZgr: gr fir irgendein L € M.
Dann gilt auch L € M N C fiir jedes C € ParZ(S), denn jede Klau-
sel in Parz(s) enthdlt ausschlieBlich I-Literale. Damit ist dann
(M = L) auch ein Modell von ParZ(S) und M war nicht minimal ge-

wdhlt. v{e

Angenommen es gilt L € LITZ

Das durch Lemma 6.1 gesicherte IE-beschrénkte Modell von Parz(s)
soll nun zu einem Modell fiir RPar(S) erweitert werden. Dazu wird

folgende Eigenschaft fE-beschrdnkter Interpretationen bendtigt:

Lemma 6.2 1Ist I eine IE-schrédnkte Interpretation, so ist
R(I) ein r-maximales und symmetrisches Grundtermersetzungs-

system.

Bewets Zuerst wird die Symmetrie von R(I) bewiesen:

. +
beliebige Terme mit g *p(1) T und sei o € SEL

rgr
ein Selektor mit a(E(t1 t2)) = t1 flir irgendwelche Terme t1 und
t,. Dann gilt offenbar E(qq) & E(rq) und E(a(E(gq)) a(E(rq))) =

E(qr) € I,d.h.

Seien gq,r € T

E(q q) 21 E(r q)

Wegen der r-Reflexivitdt von I gilt E(gqg) € I. Weiter gilt
E(rq) € LITzqﬁxmidaher mit der IE-Abgeschlossenheit von I
E(rq) € I, d.h. r =2(1) q.#

R

Um die r-Maximalitdt von R(I) zu beweisen, muB =R(I) = _AZR(I)
gezeigt werden:
"c" Offenbar gilt =R(I) & _*P(I) und =R(I) c (TZgr x TZgr)’

denn I ist IE-beschrédnkt und erfiillt, daher I c LIngr' Also
. +
gilt =p 1y € “zp(1) € “za(r) "

d.h. es

n n 3 i +
o'  seien q4,9 €T Terme mit dq —;p(7) Ip4q?

n+1 Igr



gibt Terme oree-rdy € TZgr’ nxz1, und eine Folge von Selek-
toren a1,...,an, so daR

(1) d, E? dy «e- 9y E; s

eine R(I)-Reduktion ist. Durch Induktion iiber die L&nge n

der R(I)-Reduktion (1) wird jetzt bewiesen, daB

91 (1) 9n+1

gilt:

Induktionsanfang n = 1: Sei o € SEL” ein Selektor, der
a(E(t1 t2)) = t, fir alle Terme ty und t, erfiillt. Dann
gilt oc(E(q1 q1)) = 99 T7a(1) 92 T oc(E(q1 q2)) und mit

17

E(q1<;1)15 E(q1<q2) erhdlt man mittels Lemma 2.2 (3)
(2) Blagay) g Plag )

Mit q4:9, €T gilt E(q1 q2) € LITZgr’ und wegen der I-

Igr
Reflexivitdt von I gilt E(q1 q1) € I. Aus (2) folgt dann

mit der rE-Abgeschlossenheit von IE(q1<q2) € I,d.h. q, 2R (1) q2.¢

Induktionsschritt Sei qy 7 9, 42 eine R(I)-

o 9n41 oo

1 n+1
Reduktion mit q4 ;:ZP(I) dp4o- Als Induktionshypothese wird
‘ +

angenommen, daB flir jede R(I)-Reduktion q — r mit Lan-

ZR(I)
ge <n, nz1, q *2(1) T gilt. Insbesondere gilt dann

9 2g1) 92 und 9y *p(1) 9p4pr 4-b. Elagqy) € T und

E(q2 qn+2) € I. Sei der Selektor a wie im Induktionsanfang
gewdhlt. Dann gilt E(q,q,) ~ E(q;q,,,) und E(a(E(qqq,))

oc(E(q1 qn+2))) = E(q2 qn+2) € I, d.h.

(3) Elayay) g1 Eldq dpyy)

3

und I IE-aboeschlossen ist,

Da E(q.I q2) € I, E(q1 qn+2) € LITZgr



erhdlt man mit (3) E(qyqu,,) € I, d.h. qq =p 1y 9., .78

Die Reduktionshiille einer IE-beschrédnkten Interpretation I
erhdlt man, indem I um alle Literale erweitert wird, die
ausgehend von Literalen aus I vermdge j;R(I) hergeleitet wer-
den konnen, wobei jedoch positive Gleichheitsliterale von

dieser Erweiterung ausgeschlossen sind:

Definition 6.3 Flir jede rE-beschridnkte Interpretation I

ist deren Reduktionshiille 1* gegeben durch:

* E + i . ;
I*=I U {K € LITgr\ATgrlL —2(1) K fiir irgendein L€ I}.®

Im allgemeinen enthidlt die Reduktionshiille I* auch Basisliterale,
die nicht sortenrecht sind. Interessant ist jedoch, daB I* be-

zUglich I keine zusdtzlichen sortenrechte Basisliterale enthdlt:

Lemma 6.3 Flir jede rLE-beschridnkte Interpretation I gilt:

I
I =1 n LITZgr #

gr’ denn I ist IE-be-

¥

Beweis "c" Es gilt I €« I* und I c LIT,
schrankt. Also gilt auch I < I* n LITZgr
"S" Sei K € I* N LITZgr' Fiir K € I ist der Satz bewiesen, also

wird im weiteren K € I*\I angenommen. Nach Definition 6.3 gibt
es dann irgendein L € I mit L ;LR(I) K. Nach Annahme hat man
K € LITZgr und wegen der rE-Beschrdnkheit von I gilt I < LIT
d.h. L € LITZgr‘ K
daher mit dem I-Reduktionssatz (5.5) L _QZF(I) K, d.h. es gibt

14

Lgr
Da R(I) nach Lemma 6.2 I-maximal ist, gilt

eine R(I)-Reduktion

L =L, — L
o

L — L = K
1 o

2 """ "n n+1
1 n

mit {L1,...,Ln+1} c LITZgr' Durch Induktion iUber n kann unter
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Verwendung der rE-Abgeschlossenheit von I leicht {L1,...,Ln+1}<:I
gezeigt werden, womit insbesondere dann K € I bewiesen ist.¢gm

Es soll nun gezeigt werden, daB die Reduktionshiille einer ZE-

beschrdnkten Interpretation wieder eine Interpretation ist:

Lemma 6.4 Die Reduktionshiille I* einer :fE-beschridnkten In-

terpretation I ist eine Interpretation.

Beweis Der Beweis wird indirekt gefiihrt, indem die Annahme,
daB {Q,QC} c I* filir irgendein Basisliteral Q, zum Widerspruch

gefliihrt wird:

Nach Definition 6.3 gibt es Literale L und K€ in I mit

c % c
L — Q und K —QR(I) Q s

Wegen K® JLR(I) QC gilt offenbar auch K JLP( Q, und da R(I)

2 (1)
nach Lemma 6.2 symmetrisch ist, erhdlt man Q :LR(I) K. Mit
L —» Q und der Transitivitdt von oy ergibt sich damit
R(I) R(I)
(%) L =5 K .

Angenommen, es gdlte K € ATgr. Dann hat man wegen K ::R(I) Q,

o € ATgr und nach Definition 6.3 Q € I. Damit gilt Q € LIT;

und somit natiirlich auch chlengr. Man erhdlt also

o € I* n LIT, . und mittels Lemma 6.3 dann o€ € 1, d.h. I ist

keine Interpretation.V

Also muB K § ATir gelten: Mit (*) erhilt man jetzt K € I*. We-
gen K€ € 1 gilt K® € LITZgr und damit auch K € LITZgr' Man er-
hilt also K € I n LITZgr und mit Lemma 6.3 dann K € I. Somit

gilt {K,kK°} = I, d.h. I ist keine Interpretation.vm
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Mittels Lemma 6.4 188t sich nun die Existenz eines Modells fir

RPar (S) beweisen, vorausgesetzt ParZ(S) ist erfiillbar:

Lemma 6.5 Wenn ParZ(S) erfiillbar ist, dann ist auch

RPar (S) erfillbar.

Beweis Nach Lemma 6.1 gibt es ein IE-beschrédnktes Modell M
fir Par;(S). Also ist nach Lemma 6.4 die Reduktionshiille M*
von M eine Interpretation. Durch Induktion Uber die L&dnge der
: E
Deduktion SZgr IP
C € RPar(S) erfillt:

C wird nun bewiesen, daB M* jede Klausel

Induktionsanfang C € S?gr: Mit Sggr c ParZ(S) erhdlt man
C € Par (S) und damit auch M*NC # @, denn M erfiillt

Par (S) und es gilt M < M* . d

Induktionsschritt Sei C = (C, - L) U (Cp - E(a(L)a(K))) U {K}
ein Paramodulant der Klauseln CL’ CE € RPar(S) beziiglich L und
E(a(L)a(K)). Dann gilt
(1) L ~ K
und nach Definition 6.1

E
(2) L € ATgr .

Als Induktionshypothese wird M* n Cp ¥ @ und M* n Cp #* @ an-

genommen.

Falls M* n (CL - L) *# @ oder M* n (CE - E(a(L)a(K))) # @, so

gilt auch M* N C # @ und der Induktionsschritt ist bewiesen.

Im folgenden wird nun angenommen, daB M* n (C;, = L) = @ und
M* N (C, - E(a(L)a(K))) = @ gilt. Mit der Induktionshypothese
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erhdlt man L € M* und E(a(L)a(K)) € M*
und nach Definition 6.3 insbesondere
(3) E(a(L)a(K)) € M 8

Mit (1) und (3) gilt I‘;ﬁqK und damit

*

(4) L =2 m)

K

R (M) L. %it (4)

2 (M) K und mit (1) und (2) K ¢ ATgr, d.h.
nach Definition 6.3 K € M". Damit gilt dann M nc = (K} *+ @.¢gm

Wegen L € M* gibt es irgendein Q € M mit Q o

erhdlt man dann Q =

AbschlieBend wird nun der Vollstdndigkeitssatz fiir den IRP-

Kalkil im Basisfall bewiesen:

Satz €.6 Wenn SZgr E-unerfiillbar ist, dann gilt
SE =— o.
Tgr 'Z

Beweils Wenn SZgr E-unerfiillbar ist, dann ist wegen SZgr c Par(S)
auch Par(S) E-unerfiillbar. Mit Theorem 1 aus [WR73] ist dann

Par (S) unerfiillbar und damit auch RPar(S) [Lov78]. Wegen Lemma
6.5 ist dann auch ParZ(S) unerfiillbar und nach dem Kompaktheits-
satz [Lov78] gibt es eine endliche, unerfiillbare Klauselmenge

P < Par.(S). Mit der Vollstdndigkeit des RP-Kalkiils [Rob65] er-

z

hidlt man P |= o, und da jede Deduktion.|§ aus einer Basisklau-

R
selmenge auch eine I-Deduktion FE@ ist, gilt P Lfﬁ o. Wegen
p ¢ Par.(S) gilt S© _ |=—= C fiir alle C € P und damit dann
o z rgr 'IP
S = o.=m

rgr I
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/. UNIFIKATION IM XRP-KALKUL

Einer der wichtigsten Sd8tze der Unifikationstheorie 1. Ordnung
ist das Unifikationstheorem [Rob65], das fiir jede Menge unifi-
zierbarer Terme die Existenz eines allgemeinsten Unifikators
sichert. Das Unifikationstheorem ist dariiberhinaus von zentra-
ler Bedeutung flir den Nachweis der Vollstdndigkeit des RP-Kal-
kils [Rob65].

Bevor die Problematik bezliglich der Unifikation unter Sorten
diskutiert wird, soll zundchst ein Lemma bewiesen werden, das
gestattet, r-Substitutionen allein durch Betrachtung ihrer Ein-
schrdnkungen auf die Menge der Variablen ¥ von gewdhnlichen Sub-

stitutionen zu unterscheiden:

Lemma 7.1 Sei o € SUB. Dann ist o € SUBZ gdw. flir jedes
X € V gilt: ox € TZ und [ox] < [x].

Bewers "=" Mit o € SUBZ gilt o(T.) < TZ und insbesondere auch

g (V) < TZ’ d.h. ox € TZ fiir alle x € V.

Angenommen, es gdlte [ch] - ¢ [xo] fir irgendein X € L, Sei

f erF fir ein beliebiges s € $. Dann gilt zwar f(xO)E'TZ,

[xo],s
aber of(xo) = f(oxo) ¢ TZ nach Lemma 3.3 (2), denn [ch] £ [XO]
[f]1. Also gilt o(T ¢ T und damit o € SUBZ.V¢

5)

"e" Durch strukturelle Induktion {liber t wird gezeigt, daR
ot € TZ flir jedes t € TZ’ falls ox € TZ und [ox] < [x] fir
jedes x € N gilt:

Induktionsanfang t € €: Dann gilt ot =t € T, nach Lemma
3.3 (1) .4

Induktionsanfang t € ¥: Nach Voraussetzung gilt ot € TZ.¢

gilt nach

Induktionsschritt t f(t1...tn): Mit t € TZ
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Lemma 3.3 (2)

(1) [ti] < [f]i , 1<i<n ,

und

(2) t, €T , 1<is<n

Als Induktionsvoraussetzung wird

(3) oti € TZ , 1<izn

angenommen. Fir t, € Y gilt nach Voraussetzung [oti] < [ti]
und fir ti ¢ Y erhdlt man mit Lemma 3.1 (2) [oti] = [ti], d.h.
in jedem Falle gilt

(4) [oti] < [ti], 1<is<n
Mit (1) und (4) erh&lt man

(5) [ot.) < [£31,, 1<isn ,
1 1

und (3) und (5) ergeben dann mit Lemma 3.3 (2)

f(ct,l...otn) = ot € TZ.?m

Das folgende Korollar wird im weiteren h&ufig verwendet:

Korollar 7.2 Sei o € SUBZ und t € T. Dann gilt [ot] < [t].

Beweis FlUr t € » erhdlt man nach Lemma 7.1 [ot] < [t] und

flir t ¢ V ergibt sich mit Lemma 3.1 (2) [ot] = [t]l.=

Folgendes Beispiel zeigt, daB der Unifikationssatz nicht ohne
weiteres auf die Unifikation unter Sorten ilbertragen werden
kann, da es f-unifizierbare Termmengen gibt, deren sdmtliche

allgemeinste Unifikatoren keine I-Substitutionen sind:
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Beispiel 7.1 Sei $ = {A,B,C,D} mit D «B « A und D «C <« A.
M= {u,v}, 0 = {u«d,v<d},

. . y -
Sei weiter u € LB’ v € DC’ d € Fe,D’

Gq = {u«v} und o, = {v<ul.

Offenbar ist 0 eine Z-Substitution, die M unifiziert, aber
beide allgemeinsten Unifikatoren von M, n&mlich P und Oy
sind keine I-Substitutionen, d.h. M besitzt keinen allgemein-

sten f-Unifikator.m

Damit ist der IRP-Kalkiil zundchst einmal unvollstdndig. Um die
Vollstdndigkeit doch noch zu erreichen, muB der rRP-Xalkil in
geeigneter Weise eincgeschrdnkt bzw. der Unifikationsbegriff

entsprechend erweitert werden. Diese Uberlegung motiviert fol-

gendes Vorgehen:

Zundchst kann gezeigt werden, daB das "nifikationstheorem auch
flir die Unifikation unter Sorten gilt, vorausgesetzt, die zu
unifizierenden Termmengen besitzen die Eigenschaft der soge-
nannten Sortenvertriglichkeit (oder r-Vertrdglichkeit). Wei-
ter kann nachgewiesen werden, daB alle I-unifizierbaren Term-

mengen I-vertrdglich sind, wenn <$,<> eine Baumstruktur hat.

Verbietet man also im IRP-Kalkil, daB ein Paar von Sortensym-
bolen eine gemeinsame Untersorte besitzt, so ist die Vollstdn-

digkeit des rRP-Kalkiils wiederhergestellt.

Will man jedoch diese Einschrdnkung nicht in Kauf nehmen, so
ist der Begriff des allgemeinsten Unifikators (unter Sorten)

in geeigneter Weise zu modifizieren:

Beispiel 7.2 Seien alle GrdBen wie im Beispiel 7.1 gegeben
{w«d}. Offen-

roet[vars (M) ].

und gelte auBerdem w € DD’ v = {u<~w,v<w} und X

bar ist 1 ein I-Unifikator von M und es gilt ©
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T ist zwar kein allgemeinster Unifikator, denn z.B. gilt

o * 00T, aber jeder I-Unifikator 06 von M kann wie in Bei-

1
spiel 7.2 mit Hilfe von t dargestellt werden, d.h. man findet

immer eine rI-Substitution A mit 6 = )\or[vars(M)].m

Der I-Unifikator 1 kann also im IRP-Kalkiil die Rolle eines
allgemeinsten I-Unifikators libernehmen. Dieses Vorgehen, das
die Einfiihrung neuer Variablen (wie etwa w € DD in Beispiel
7.2) voraussetzt, ist aus der Unifikation unter Gleichheits-
theorien [SS82] bekannt. Die Unifikation unter Sorten, die

diesem Ansatz folgt, wird in [Wal84bl] untersucht.

Das Unifikationsproblem fiir den ©RP-Kalkil 148t sich aber

auch auf eine andere Weise 108sen:

Beispiel 7.3 Seien alle GréBen wie in Beispiel 7.1 gegeben

und g#lte auBerdem {w,z} < DD’ u = {uew,v<z}, A1 = {w<«d},
Az {z<d}, T, = {z«w} und T, = {w«<z}. Dann ist p eine Ab-

schwdchungssubstitution, d.h. u € ASUB(M), und sowohl T als
auch t, ist ein allgemeinster I-Unifikator von uM. AuBerdem

2
gilt o = Aioriou[vars(M)] fir i e {1,2} .m

In diesem Beispiel wird also ein f-Unifikator ¢ flr eine
Termmenge M mittels einer Abschwdchungssubstitution u und
eines allgemeinsten I-Unifikators T flir die durch u abge-
schwdchte Termmenge uM dargestellt. DaB dieses Vorgehen im-
mer moglich ist, wird nachfolgend im I-Unifikationssatz
bewiesen. Es unterscheidet sich von dem ersten Ansatz dadurch,
daB die Einflihrung neuer Variablen und die eigentliche Unifi-
kation getrennt behandelt werden. Von Vorteil ist dabei, daB
im rRP-Kalkiil der gleiche Unifikationsbegriff wie im RP-Kal-
kUl verwendet wird: Die Vollstdndigkeit des rRP-Kalkilils wird
jetzt mit Hilfe der Abschwdchungssubstitution (bzw. der Ab-

schwdchungsregel) erzwungen.

Eine zus&dtzliche Motivation filir das gewdhlte Vorgehen liegt

darin, daB Abschwdchungssubstitutionen bzw. die Abschwdchungs-
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regel zusdtzlich zur Unifikationsproblematik fiir die Vollstdn-
digkeit der Paramodulation im IRP-Kalkiil notwendig sind (vergl.
Kapitel 8).

Mit Hilfe der Abschwdchungssubstitutionen 188t sich also ein
vollstdndiger IRP-Kalkiil theoretisch einfach definieren. Fir
die praktische Realisierung auf einem Rechner ist jedoch der
erste Ansatz, also die Einfiihrung neuer Variablen wdhrend der

Unifikation, vorteilhafter (vergl. Kapitel 11).

Zundchst wird nun gezeigt, daB fUr die Klasse der sogenann-
ten sortenvertrdglichen Termmengen der Unifikationssatz fir

die Unifikation unter Sorten noch gilt:

Definition 7.1 Sei D c TZ unifizierbar. D ist sortern- oder
I-vertrdglich gdw. flir alle x,y € vars(D) mit 1x = 1y
[x] < [y] oder [x] = [y] gilt, wobei 1 irgendein allgemein-

ster Unifikator von D ist.m

Es ist offensichtlich, daB diese Definition unabhd&ngig von

der Wahl des allgemeinsten Unifikators t von D ist.

Lemma 7.3 Sei D c TZ r-unifizierbar. Wenn D I-vertrdglich

ist, dann gibt es einen allgemeinsten r-Unifikator von D.

Beweis Sel 0 € SUBZ ein Unifikator und t € SUB ein allge-
meinster Unifikator von D. Dann gibt es eine Folge von Sub-

stitutionen t,,...,T_ € SUB, n>1, fiir die gilt:
1 n

S
Q
o)
]
a
I

{yi}, fiir jedes i mit 1<i<n und irgendein

¥ SV
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(3) COD(Tn) ny=g,

(4) COD(Ti) n COD(Tj) ¢, fir alle i,j mit 1<i,j<n und i * j,

und

(5) DOM(Tk) N DOM(t @, fir alle k,1 mit 1<k, 1l<n und k *1.

1)
Flir jeden Index i mit 1<i<n wird jetzt eine Ordnungsrelation Si
auf DOM(ri) U {yi} definiert durch

(6) u <, v gdw. [ul] < [v], fir alle u,v € DOM(Ti) U {yi}

Jede Relation Si ist konnex, d.h. u Si v oder u Zi v flir alle

u,v € DOM(Ti) u {yi}, denn es gilt tu = T,u Sy, T T,V o= oTv

[v] oder [u] = [v], da D nach Voraussetzung ZI-

IN

und damit [ul

vertrdglich ist und DOM(Ti) U{yi} c vars(D) gilt.

Da Si konnex ist, gibt es mindestens ein minimales Element X
beziiglich <5 in DOM(Ti) U {yi}, d.h. X, <5 X fir alle
¥ € DOM(ri) u {yi}. Man definiert nun die Substitutionen

o o o durch
"n-1"' &

1,--.

~
Q
Il

{yi+xi} ° Ty fir jedes i mit 1<i<n, und

Da jedes o4 durch eine Variablenumbenennung aus T entsteht,
sind Oqreees 440 tatsdchlich Substitutionen. Aus der Uni-
fikationstheorie weifl man auBlerdem:

(9) oot ist ein allgemeinster Unifikator von D.

Als ndchstes wird gezeigt, daB gilt:

(10)[oix] < [x], flir jedes x € ¥ und fir alle i mit 1<i<n.



60

Fall (7) x €& DOM(ri) u {yi}: Dann ist t,x = x # y.,, also

0iX = X und damit insbesondere [oix] = [x].Hd

Fall (i7) x € DOM(Ti) U {yi}: Mit (2) erhdlt man X =Y,

. in
i
DOM(Ti) U {yi} ist, gilt X, <, X und damit [oix] = [xi] < [x].#

IN

und wegen (7) dann 04X = X, Da X minimal bezliglich
Mit (2) und (7) erhdlt man COD(oi) = {xi}, d.h. 0.X €E NV c TZ
fir jedes x € V. Wegen (10) ergibt sich dann mit Lemma 7.1
(11) o4 € SUBZ, fiir alle i mit 1<i<n,

und wegen (8) erhdlt man mit Lemma 3.4 (1)

(12) o € SUBZ.

Angenommen, es gilte X € ¥ fiir irgendein x € V. Mit (3)

hat man dann T,X T X und damit
Lot x] = [ox] < [x]
wegen (12) und Lemma 7.1.
Mit X ¢ ¥V flir irgendein x € ¥ erhdlt man 0T X ¢ ¥ und somit
[crnx] = [ecrnx] = [ox] < [x]

wegen Lemma 3.1 (2), Lemma 7.1 und (9). Also gilt in jedem

Fall:

(13) [ornx] < [x] fir alle x € V.
Als ndchstes wird gezeigt, daB
(14) ot X € TZ flir alle x € ¥

gilt, d.h. es wird [a(ornx)] £ [crnx]a, fiir jedes o € seL”t
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mit a(ornx)+, bewiesen:

Fall (1) a(GTnX) ¢ ¥: Dann gilt oT X ¢ ¥, und mit Lemma 3.1

(2) und Lemma 2.2 (5) erhdlt man [a(ornx)] = [ea(crnx)] =
[a(ecrnx)] und [GTnX]a = [ecTnXJa' Wegen (9) gilt 6 = eocorn
und daher [a(ornx)] = [a(6x)] < [eX]a = [ornx]a, denn 6x ETE

und o (68x)V.H#

Fall (17) a(crnx) € V: Dann gilt

(15) u(rnx) € ¥, und

(16) a = 80p fiir irgendwelche § € SEL, B € SEL".

Da B(TnX) ein Unterterm eines Terms aus COD(t) ist und 1 all-
gemeinster Unifikator von D ist, muB es einen Unterterm g eines
Terms in D geben, fir den gilt:

(17) tq = B(Tnx) , und

(18) ¢ (q)v

Mit (16), (17) und (18) erh&lt man u(Tnx) = 6(B(rnx)) = §(1q) =
w8 (qg) , d.h.

(19) a(Tnx) = 1 §(q).

Wegen COD(o) < ¥ und (19) gilt a(cTnx) = ou(rnx) = o016 (q) und

insbesondere
(20) [a(OTnx)] = [ot68(q)].
Mit (15) und (19) erhdlt man §(g) € ». Angenommen, es gdlte

§(q) € DOM(Tn). Nach (3) hat man dann t68(q) € », was (19)
und (15) widerspricht. Also gilt 6(q) € D\DOM(TD).
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Durch Fallunterscheidung wird nun

(21) lots(g)] < [&8(qg)l

bewiesen:

Fall (z7.1) &(q) € DOM(ri) U {yi} fliir alle i mit 1<i<n:
Dann gilt ot68(gq) = 08(gq) = 8§(g) und insbesondere
Loté(g)] = [8(q)l.#

Fall (772.2) 6(q) € DOM(ri) U {yi} flir irgendein i mit

1<i<n: Damit erh&dlt man o16(qg) = orié(q) = 0y; T X; mit
[xi] < [8(q)], da X, bezliglich <, minimal in DOM(ri) U{yi}

ist. Also hat man [otd8(g)] < [§(g)].H#

Da g ein Unterterm aus D c TZ ist, gilt mit (18)

[§(g)] < [q]s. Mit § € SEL und (18) erhdlt man g ¢ ¥ und
nach Lemma 3.1 (2) dann [q](S = [qus. Mit (17) erh&lt man
[rq]6 = [B(TnX)] = [t_x] = [TnX]a, also [§(qg)] < [TnX]a.

§ n "8cpB
Wegen o € seLt gilt T X ¢ V¥ und damit nach Lemma 3.1 (2)

(22) [8(g)] < EOTnX]a'

Mit (20), (21) und (22) erhdlt man abschlieBend [a(OTnxﬂ s[ornx]a

und (14) ist bewiesen.

Wegen (13) und (14) gilt mit Lemma 7.1 cot, € SUB, und mit

(9) ist ooty ein allgemeinster r-Unifikator von D.m

Mit Hilfe von Lemma 7.3 werden nun die beiden Hauptresultate

flir die Unifikation unter Sorten bewiesen, ndmlich

- der Unifikationssatz fir den Fall, daB <$,<> eine Baum-

struktur hat, und

- fliir den allgemeinen Fall der r-Unifikationssatz.
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Satz 7.4 Sei D c TZ r-unifizierbar. Wenn <%,<> eine Baum-
struktur hat, dann gibt es einen allgemeinsten :r-Unifika-

tor von D.

Beweis Sei 0 € SUB,, ein Unifikator von D und seien X,y € vars (D)
mit tX = 1y, wobei 1 ein allgemeinster Unifikator von D ist.
Dann gilt 0tx = Oty und da t allgemeinster Unifikator ist, er-
hdlt man 6x = 0y. Wegen 0 € SUBZ qilt mit Lemma 7.1

[x] > [6x] = [0y] < [y] und damit dann [x] < [y] oder [x]>[y],
denn <$%,<> hat eine Baumstruktur. Also ist D I-vertrdglich und

besitzt damit nach Lemma 7.3 einen allgemeinsten r-Unifikator.®

Flir geordnete Mengen von Sortensymbolen <$,<>, die keine Baum-
struktur besitzen, wird die Existenz eines allgemeinsten I-
Unifikators fir eine r-unifizierbare Termmenge mit Hilfe einer

Abschwdchungssubstitution erzwungen:

Satz 7.5 (Z-Unifikationssatz). Sei D < TZ’ V < » und 0 € SUBZ

mit vars(D) « V und 0 unifiziert D. Dann gibt es I-Substitu-

tionen y,0 und A mit
(1) wu € ASUB(V) '
(2) o ist allgemeinster Unifikator von uD, und

(3) © = Xogoul[V] .

Beweis Sei {x1,...,xn} = {x € vars(D) |[6x] < [x]},{z1,---,2n}CZU\V

mit z, €% 1<i<n, und p, u ein Paar von Substitutionen mit

fox. 1’
i

(4) n = {x1+z .,xn+zn} , und

1.

{z1+®x1,..

—_
ul
N
=
Il

., 2 _<0x_ 1.
n n



Offenbar gilt u, nu € SUB, und u € ASUB(V), d.h. Bedingung (1)

ist erflillt. Es wird nun bewiesen, daR
(6) @epop = 0[V]
gilt, d.h. es ist ouux = 0x fiir alle x € V zu zeigen:

Fall (7) x € DOM(u): Es gilt x = X flir irgendein i mit

1<i<n, und mit (4) und (5) erhdlt man eﬂuxi = @ﬂzi = @Oxi = @xi.

Fall (Z7) x ¢ DOM

p): Da x € V und y € ASUB(V), gilt
X € COD(u) = DOM(u)

(
1) und damit dann Ouux = Oux = OX.@
Da 0 ein Unifikator von D ist, ist mit (6) @oﬂou auch ein Uni-

fikator von D, d.h. 0oy unifiziert uD.
Folgende Fallunterscheidung zeigt, daB
(7) [opux] = [x] flir alle x € YD\DOM(u) gilt:

Fall (7) x € DOM(u): Es gilt x = z; fUr irgendein i mit 1<is<n,
und mit (5) erhdlt man [Oﬂzi] = [@@xi] S [@xi] = [zi].¢

Fall (i7) x € DOM(u): Dann gilt [oux] = [0ox] = [x], da
x § DOM(u).#

Es wird nun gezeigt, daB uD I-vertrdglich ist: Seien

X,y € vars(uD) mit tx = 1y fiir irgendeinen allgemeinsten
Unifikator t von uD. Dann gilt OuTx = eﬁTy, und da 0ou Uni-
fikator und 1t allgemeinster Unifikator von uD ist, ergibt
sich oux = ouy. Wegen vars(uD) N DOM(u) = @ erh&dlt man dann
mit (7) [x] = [oux] = [ouy] = [y], d.h. uD ist I-vertrig-
lich.

Offenbar gilt Oou € SUB,, d.h. uD ist I-unifizierbar und
mit Lemma 7.3 gibt es daher einen allgemeinsten r-Unifika-

tor o von uD, womit Bedingung (2) erfiillt ist.
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Da 0oy ein Unifikator und ¢ ein allgemeinster Unifikator von
uD ist, gilt Qopog = Goﬁ, also auch @oﬂooou = Qopop und mit

(6) schlieBlich ©eueoon = 0[V]. Mit A = @ou € SUB, ist dann

auch Bedingung (3) erfiillt.m

Offensichtlich gelten sowohl Satz 7.4 als auch der f-Unifika-

tionssatz ebenso fiir r-unifizierbare Mengen von I-Atomen.
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8., DIE VOLLSTANDIGKEIT DES LRP-KALKULS IM ALLGEMEINEN FALL

In diesem Abschnitt wird der

Vollstdndigkeitssatz fir den LRP-Kalkiil Wenn S ZE-uner-

fillbar ist, so gilt SE FE o

bewiesen. Dabei wird genauso vorgegangen, wie beim Beweis des

Vollstdndigkeitssatzes fiir den RP-Kalkil [Lov781]:

Zundchst werden die Lifting-Lemmata fir I-Resolution und I-
Paramodulation bewiesen, mit deren Hilfe das Lifting-Theorem
flir den ©RP-Kalklil gezeigt werden kann. Der Vollst&ndigkeits-
satz wird dann leicht (wie im RP-Kalkiil) aus dem Lifting-Theo-

rem gewonnen.,

Im Unterschied zum Vorgehen fiir den RP-Kalkiil miissen aufgrund
der Resultate liber die Unifikation im IRP-Kalklil die Lifting-
Lemmata bezliglich der Abschwidchungssubstitutionen (bzw. der
abgeschwdchten Varianten) entsprechend modifiziert werden. Die
Probleme bezliglich der Paramodulation im IRP-Kalkiil (siehe Ab-
schnitt 4) erzwingen eine zusdtzliche Anpassung des Lifting-
Lemma fiir die I-Paramodulation. Diese Anderungen bewirken dann
auch eine entsprechende Anpassung des Lifting-Theorems filir De-

duktionen im rRP-Kalkiil.

Um die Lesbarkeit der Beweise nicht unndtig zu erschweren, wird
im folgenden auf die explizite Angabe von I-Umbenennungssubsti-
tutionen verzichtet. Statt dessen wird angenommen, daf alle Klau-

seln in einer r-Deduktion variablenfremd sind.
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Lemma 8.1 (Lifting-Lemma fir I-Resolution) Seien A und B
variablenfremde Z—Klauseln,HXEAlnuiLBG]3komplementére Lite-
rale und 0 ein r-Unifikator von {ILAI,!LBI}. Dann gibt es
einen I-Faktor A" einer abgeschwdchten Variante von A, einen
r-Faktor B* einer abgeschwdchten Variante von B, ein Paar

* e a® und L € B*, abgeschwdchte

A B
*
Varianten pA und pB* und I-Substitutionen X und ¢ mit

komplementdrer Literale L

Res (0A,6L,,0B,0Ly,c) = XRes(pA*,pL;,pB*,pL;,c).

B’E

Die Aussage dieses Lemmas 148t sich in folgendem Diagramm zu-

sammenfassen:
J+F+W+

B TR, Res (pA*,pL%,0B*,0LY,0)
I-Instanz I-Instanz
A ReS(pA*,oLZ,pB*,pLE,c)

J

R
A, 0B —m Res(eA,eLA,eB,eLB,e)

BZld 8.1 Das Lifting-Lemma fiir die I-Resolution

Beweis Mit V = vars(A U B) gibt es nach dem Z-Unifikations-

satz (7.5) T-Substitutionen u, y und ), derart, daB

A

(1) uw € ASUB(V) ’
(2) vy faktorisiert upA ,
(3) © = X_oyoulV] , und

A

(4) yuL =vyuK fir alle L,K € A mit OL = OK.
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Wegen (1) ist pA eine abgeschwdchte Variante von A und yul
ist wegen (2) ein r-Faktor von uA. Genauso erhdlt man I-Sub-

stitutionen v, § und A so daB vB eine abgeschwdchte Varian-

BI
te von B ist, §vB ein I-Faktor von vB ist und auBerdem gilt:

(5) o = XBOGOv[V].

Da man davon ausgehen darf, daB yupA und §vB variablenfremd

sind, gibt es wegen (3) und (5) eine r-Substitution 2 omit

—
(o)}
-
>
I

AA[vars(yuA)] , und

—

~J

-
>
I

AB[vars(GvB)]

Sei nun A* = YUA, B” S§vB, VA vars(A* u B*) und L* = yul,
falls L € A, oder L” svL, falls L € B. Dann gilt fiir jedes
Lea 2L = X*YuL = AAyuL = 0L wegen (6) und (3). Genauso

zeigt man A»'L* = oL flir alle L € B und man erhilt:
*x_ %

(8) » L = oL , fiir alle L € (A U B).

Insbesondere gilt also ALyl = 0|L | = elLgl = x*|Lg[, d.h.

¥ unifiziert {IL;I,ILEI}, und nach dem f-Unifikationssatz

(7.5) gibt es r-Substitutionen p,c und ) mit
(9) p € ASUB(V™) ,

(10) 0 ist allgemeinster Unifikator

von {p|L pIL;|} , und

*
al,
(11) A" = Aogop[V"] )

Wegen (9) sind pA* und pB* abgeschwdchte Varianten, und wegen

(10) ist die £-Resolvente von pA* und pB* beziiglich pL; und

pL; definiert.

*

Angenommen nun, es gdlte x*(A* - L;) + AA" - x*LA. Dann gibt
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es irgendein L* € A" mit L* % L; und A L” =

hdlt man 0L = 6L, und mit (4) dann LY = yuL

Damit ist

(12) A5 (@a* - 1Y) = 2"2* - 2 "1

A
bewiesen und genauso ergibt sich
(13) A" (B* - L) = 1"B" - AL} .

Damit erhdlt man dann abschlieBend

A ReS(pA*,pL*,pB*,pLE,c)

o

= * * * - *
Ao (pA oLA) Ao (pB oLB)

= X x o 1% * - Tx
op (A LA) U Aop (B LB)

= 3k (A* — T* * (B* — T,*
A¥ (A LA) U X*(B LB)
= kK — kT F *R* — \kT,*

(A*A A LA) U (A*B A LB)
= (6A - GLA) U (6B - GLB)

= Res (SAIQLAIBBI eLBIE)

A*L;. Mit (8) er-
*
= YuLA = LA.V

denn p|v* ist injektiv

wegen (9)

mit (11)

mit (12) und (13)

S

Lemma 8.2 (Lifting-Lemma fiir r-Paramodulation) Seien A
und B variablenfremde r-Klauseln, LA € A und LB==E(q.r)€ B
Literale, o € SEL+ ein Selektor mit a(LA)+und 0 ein I-Uni-
fikator von {a(LA),q} mit [er] < [OLA]a’ Dann gibt es einen
r-Faktor A" einer abgeschwdchten Variante von A, einen I-
Faktor B” einer abgeschwdchten Variante von B, Literale

LY € A" und L) = E(q* r) € B*, abgeschwdchte Varianten

A* * B " ; .
oA und pB  und I-Substitutionen X undoc mit

* * * *
Par(@A,OLA,OB,OLB,a,e) = APar(pA ,pLA,pB ,pLB,a,O)

_ * *
und [opr ] < [OpLA]a.
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Die Aussage dieses Lemmas 1l&Rt sich in folgendem Diagramm zu-

sammenfassen:

W+F+W+P
A,B ——m— Par(pA*lpLZIpB*lpLEIQIO)

r—-Instanz r—-Instanz

A Par (pA* IQLRIDB* IQLEIQIU)

4 =
P
6A, 6 B——7M —— Par(@A,GLA,eB,SLB,a,E)

Bild 8.2 Das Lifting-Lemma fir die I-Paramodulation

Beweis Angenommen, es gidlte r € » und [r] ¢ [oL,] . Sei
V= vars(A U B), r' € ¥, \V und t, T und © € SUB_ mit
1 = {rer'}, T = {r'«or} und 0 = 0ot. Mit 0 € SUBZ gilE
[or] < [r] und wegen [r] £ [OLA]a > [0r] dann [or] < [r].
Damit erhdlt man [tr] = [r'] = [or] < [r], d.h.

(1) © € ASUB(V)

Man iberzeugt sich leicht, daB auBerdem gilt:
(2) @ = o[V] , und

(3) Qo1 = @[V]

Fir r ¢ » oder [r] < [@LA]u definiert man t = 1t = ¢ und 0=0.
Auch dann gilt (1), (2), (3) und B ist in jedem Fall eine ab-

geschwdchte Variante von B.

Mit (2) und (3) zeigt man, daB 0O ein r-Unifikator von {a(LA),Tq}
ist. Genauso wie im Beweis des Lifting-Lemmas filir -Resolution
(8.1) findet man I-Substitutionen u,y,v,8,0,A und . derart, daB
uA und vtB abgeschwdchte Varianten von A bzw. tB sind, A*==YuA
ein r-Faktor von upuA ist, B* = §vtB ein r-Faktor von vtB ist und

daB auBerdem gilt:
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(4) , € ASUB(V") ,

(5) ¢ ist ein allgemeinster Unifikator von {an%Q,pq*} §

(6) A = AOGOQEV*] ’

(7) 2" = 8L, fiir jedes L € (A U 1B) ,

(8) A (a* - L;) = 2" a" - x*L; , und

(9) A" (B - 1y =2"B" - "L .
wobei V¥ = vars(A* U B*), q* = §vtg und L” eine Abkilirzung ist

fiir yuL, falls L € A oder fir &§vL, falls L € tB.

Seien K und K' Literale mit LA ~ K, o(K) = r, L; o K' und

a(K') = r*, wobei r” = §vtr. Dann gilt mit Lemma 2.2 (4,5)

(10) OL, : 0K und o (6K) = or i
(11) OpL; & opK' und a(opK') = opr* , sowie
(12) ALY ~ A™K' und o« (A"K") = 2 "

A a

Aus (12) ergibt sich mit (7) OL. ~ 2*K' und a(A*K') = Otr und

A o
daraus mit (2) und (3) @LA . A *K' und a(A*K') = Or. Mit (10)
erhdlt man dann A K’ - 0K und u(x*K') = o (0K), woraus mit

Lemma 2.2 (1) schlieBlich folgt:

(13) A*K' = oK



Daraus ergibt sich

A Par(pA*,pL¥,pB*,pLX,a,0)

B
= Ao (pA* - pL7)

- ¥ — T
xop (A LA)

= A*¥ (A*X — T,*
A¥ (A LA)
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U Ao (pB* - pL¥) UXx{opK'},

U dop (B* - L¥) U{AxopK'} ,

U x*(B* - Lg) U {A*K'} ,

= (A*A*-X¥LX) U (A*B* - A*L¥) U {A*K'} ,
= (8A - 8L,) U (6B - 8Lg) U {6K} 3
= Par(eA,eLA,eB,eLB,a,e) ’
Weiter erhdlt man
[cpr*] = [opévtr] < [tr] ’
[tr] < [GLAJQ ’
[oL,] = [opyuL,] = [opL ] g

d.h. [cpr*] < [ch;]a

wecen (11)

denn pIV* ist in-
jektiv wegen (4)
mit (6)

mit (8) und (9)

mit (7), (2), (3)
und (13)

mit (10).

mit Korollar 7.2,

nach Definition
von T,

mit Lemma 3.1 (2),

Als ndchstes wird nun das Lifting-Theorem fiir den IRP-Kalkil for-

muliert und bewiesen:

eine I-Deduktion aus SE

1

fiir die B, = Aka gilt.

rgr
<C ,...,Cm> aus SE, so daB es zu jeder Klausel Bi’ 1<i<n,

€ SUBZ, 1<k<m, gibt,

eine Klausel Ck und eine Substitution A

Satz 8.3 (Lifting-Theorem fiir den rRP-Kalkiil) Sei <B1""’Bn>

Dann gibt es eine I-Deduktion

k

Beweis Der Satz wird durch Induktion {iber die Ld&nge n der I-

Deduktion <B,,...,B_> bewiesen:
1 n
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E _ .
Tgr’ d.h. B1 = AC filr

irgendein C € SE und irgendein )\ € SUBZ. Damit ist <C> eine

Induktionsanfang n = 1: Es gilt B, €s
t-Deduktion aus SE mit der erwilinschten Eigenschaft.@

Induktionsschritt n > 1: Als Induktionsvoraussetzung wird an-

genommen, daf der Satz fir jede r-Deduktion aus Sggr mit einer

Ldnge < n gilt:

Fall (z) Bn+1 € Sggr: Wie beim Induktionsanfang findet man
eine Klausel C € S und eine r-Substitution A mit Bn+1 = AC.
Nach der Induktionsvoraussetzung ist dann <C1,...,Cm,C> eine

I-Deduktion aus SE mit der gewlinschten Eigenschaft.g

Fall (z7) Bn+1 = Res(Bi,Li,Bj,Lj,e) mit i,j<n: Nach der In-

duktionsvoraussetzung gibt es Klauseln Ck und Cl sowie r-Sub-

stitutionen Xk und Al, Aka und Bj = chl'
Da Ck und Cl als variablenfremd angenommen werden, gibt es
auch eine I-Substitution 6 mit 0C, = A, C, = B, und 0C, =

k k7k i 1

)\lcl =Bj.

1<k,l<m mit Bi =

Mit dem Lifting-Lemma fir I~Resolution (8.1) erhdlt man dann

von C, bzw. C r-Fakto-

+2 k 1’
abgeschwdchte Varianten

abgeschwdchte Varianten C und Cm

m+1
ren Cm+3 und Cm+4 1 bzw. C
C und Cm+6 von Cm+3 bzw. C
< +5
B m+7°

von C n+2’

und eine I-Resolvente
m+4

sowie eine I-Substitution X mit

m+5

m+7 von Cm

= AC

und Cm+6

n+1

Nach der Induktionsvoraussetzung ist dann <C1,...,C ’

m
. . E . o
Cm+1,...,Cm+7> eine I-Deduktion aus S mit der gewlinschten
Eigenschaft.g

Fall (i1i1) B 41
und [r] < [Li]a: Wie in Fall (ii) gibt es Klauseln C, und C

= Par(Bi,Li,Bj,Lj,u,e) mit i,Jj<n, Lj = E(qr)

k 1

= B, und 0C, = B.
i J

sowie eine I-Substitution 0 mit oC 1

k

Da SE ein funktional-reflexives Axiom flir jedes Funktionssym-
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bol enthdlt, darf man annehmen, daf8 fiir irgendein Lk € Ck

mit 0L = L, (L, )V gilt.

k k)

. _ ' .
Sei Ll E(g'r') € Cl mit @Ll

= [OLk]a und nach dem Lifting-Lemma fiir Z-Paramodulation (8.2)

= L.. Dann gilt [or'] = [r] < [L.]
3 i a

gibt es abgeschwdchte Varianten C und Cm 5 von Ck bzw. Cl’

m+1 +

bzw. C abgeschwdchte Va-

r-Faktoren C und C von C
m m

+3 +4 m+1

rianten Cm+5 und Cm+6 von Cm+3 bzw. Cm+4’

ten Cm+7 von Cm+5 und Cm+6 und eine f-Substitution A mit
B

n+] = ACm+7. Nach der Induktionsvoraussetzung ist dann
<C1""’Cm'cm+1""’cm+7
wliinschten Eigenschaft. gm

m+2'
einen f-Paramodulan-

> eine I-Deduktion aus SE mit der ge-

Die Vollstdndigkeit des IRP-Kalkiils kann nun mit Hilfe des

Lifting-Theorems leicht gezeigt werden:

Satz 8.4 (Vollstdndigkeitssatz fiir den IRP-Kalkiil) Wenn S

LE-unerfiillbar ist, so gilt SE PE o.

Beweis Wenn S nE-unerfiillbar ist, so ist SZgr E-unerfiillbar

und nach dem Vollstdndigkeitssatz fiir den rRP-Kalkiil im Ba-

sisfall (Satz 6.6) gilt SE = o, d.h. es gibt eine :I-De-
Igry 2

duktion <B1""’Bn> aus SZgr mit Bn = o.

Mit dem Lifting-Theorem fiir den IRP-Kalkiil (Satz 8.3) erhdlt
man dann eine I-Deduktion <C.,...,C,,...,C > aus SE und eine
1 k m

I-Substitution A, mit Bn = Aka. Wegen Bn = o gilt auch

k
Cx = o. Also ist <C1,...,Ck> eine I-Widerlegung von SE, d.h.

E
S IZ o.®



75

ANMERKUNGEN

Funktional-reflexive Axiome Die Vollstdndigkeit des IRP-

Kalkiils wurde nur fiir Klauselmengen bewiesen, die alle funk-
tional-reflexiven Axiome enthalten. Brand hat gezeigt, daB
diese Voraussetzung fiir den RP-Kalkil nicht notwendig ist
[Bra75]. Es ist zu vermuten, daB dieses Ergebnis auch auf

den IRP-Kalkil idbertragen werden kann.

Die Abschwichungsregel 1In Abschnitt 4 wurde gezeigt, daB der

LRP-Kalkiil ohne Abschwdchungsregel unvollstdndig ist. Ohne
die Abschwdchungsregel 1l&8t sich die Vollstdndigkeit durch

einige zusdtzliche Forderungen dennoch erreichen:

Ein mehrsortiger Resolutionskalkiil (d.h. ohne Paramodulation)
ist vollstédndig, falls <$,<> eine Baumstruktur hat. Dies er-

gibt sich unmittelbar aus Satz 7.4.

Der rRP-Kalkilil ohne Abschwdchungsregel ist vollstdndig, wenn
<$,<> eine Baumstruktur hat und die zu widerlegende Klausel-
menge S alle funktional-reflexiven Axiome und alle Konstanten-
Reflexivitdten, d.h. Klauseln der Form {E(cc)}, fir jedes

c € € enthdlt, falls eine Klausel in S ein Literal der Form
E(xt) oder E(tx) (mit X € ¥ und t € T)enthdlt:

Wegen Satz 7.4 ist die Abschwdchungsregel nicht notwendig, um
die Existenz der allgemeinsten I-Unifikatoren zu sichern. Wie
im Beweis des Lifting-Lemmas flir die I-Paramodulation (Lemma
8.2) zu sehen war, ist jedoch im allgemeinen eine zusdtzliche
Anwendung der Abschwdchungsregel notwendig, wenn in einem Pa-
ramodulationsschritt ein Term durch eine Variable ersetzt
wird. Wie man sich leicht iliberzeugt, kann auch hier auf die
abgeschwdchte Variante verzichtet werden, falls alle funktio-
nal-reflexiven Axiome und alle Konstanten-Reflexivitdten gege-

ben sind.

Wird die Vollstdndigkeit auf diese Weise erzwungen, so geht
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ein wesentlicher Vorteil des RP-Kalkiils verloren: Mit den
funktional-reflexiven Axiomen und den Konstanten-Reflexivi-
tdten kdnnen jetzt alle I-Grundinstanzen der vorgegebenen

Klauseln erzeugt werden.

Verfeinerungen Die I-Paramodulationsregel ist so stark, dasB

eine wichtige Verfeinerung (engl. refinement) unvollstdndig

wird: Der RP-Kalkiil bleibt vollstdndig, wenn die Paramodula-
tion in positive Gleichheitsliterale verboten wird [Lov78].

Als Konsequenz muB im RP-Kalkiil die transitive Hiille des Pr&-
dikates E nicht berechnet werden, d.h. Herleitungen der Form
E(q,r),E(r,s) | E(gs) sind nicht erforderlich. Leider sind
gerade diese Herleitungen unabdingbar filir die Vollst&dndigkeit

des IRP-Kalkliils:

Beispiel 8.1 Sei S = {{P(b1)},{§(b2)},{E(b1a)},{E(abz)}}

eine I-Klauselmenge mit $ = {A,B}, B « A, P € PB’ {b1,b2}CJ;'B
und a € Fe,A' Offenbar sind weder {P(a)} noch {P(a)} r-Klauseln,
d.h. diese Klauseln k&nnen nicht durch r-Paramodulation aus S

hergeleitet werden. Aber mit dem I-Paramodulanten {E(b1b2)}
von {E(bTa)} und {E(abz)} sind die r-Klauseln {P(bz)} und
{§(b1)} durch r-Paramodulation herleitbar und jede dieser I-

Klauseln fihrt zu einer I-Widerlegung von S.m

Das Problem besteht hier in der Berechnung der transitiven HUl-
le von E. Dabei ist zu vermuten, daB I-Paramodulation vollstan-
dig bleibt, wenn nie in Unterterme von positiven Gleichheits-

literalen paramoduliert wird, ausgenommen Unterterme, die sich

an einer Argumentstelle des Prddikatensymbols E befinden.
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9, Die KoRREKTHEIT DES XRP-KaLKULS

In diesem Abschnitt wird der

Korrektheitssatz fir den TRP-Kalkil . Wenn S LE o gilt,

so ist S fE-unerfiillbar

bewiesen. Dabei wird genauso vorgegangen wie beim Beweis des
Korrektheitssatzes fiir den RP-Kalkilil [Lov781]:

Man beweist mit dem Korrektheitslemma, daB jedes Modell einer
Z-Klauselmenge alle daraus abgeleiteten I-Klauseln erfiillt. Da-
mit ist dann der Korrektheitssatz einfach zu zeigen. Beim Be-
weis des Korrektheitslemmas wird folgendes Lemma h&dufig verwen-
det:

Lemma 9.1 Seien A,B € EZ und 0 € SUBZ mit A < B und 0A € EZgr'

Dann gibt es ein ) € SUBZ mit

(1) © = rx[vars(A)] , und

(2) AB € LZgr

Bewetis Sei {x1,...,xn} = vars(B)\vars (2), {t1""’tn} c TZgr
mit [ti] < [xi], 1<i<n, und sei §,)X € SUBZ mit
§ = {x1+t1,...,xn+tn} und A = 008, Offenbar erfiillt A» die Be-

dingungen (1) und (2).=®

Obwohl die Aussage dieses Lemmas trivial ist, veranschaulicht
es einen wesentlichen Umstand beziiglich der Korrektheit des
LIRP-Kalkilils: Die Existenz der im Beweis verwendeten Terme ti
ist nur deshalb garantiert, weil flir jedes in <$%,<> minimale
Sortensymbol s ?e,s # @ vorausgesetzt wird (vgl. Abschnitt 3).
Wird diese Forderung aufgegeben, wobei man dann "leere" Sor-
ten erhdlt, so gelten weder Lemma 9.1 noch die restlichen Sat-

ze dieses Abschnitts. Der rRP-Kalkil ist dann inkorrekt, da
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man eine I-widerlegbare I-Klauselmenge S angeben kann, fir

die SZgr = @ gilt, die also r-erfiillbar ist.

Tatsdchlich handelt es sich hierbei um die Verallgemeinerung einer
Bedinguncg, die die Korrektheit des RP-Kalkilils sichert: Man
fordert € * @, falls eine Klauselmenge S kein Konstantensym-

bol enthdlt (vergl. Abschnitt 2). Damit wird die Korrekhtheit

des RP-Kalklils erzwungen, da flir jede nicht-leere Klauselmen-

ge S dann Sgr + @ gilt.

Lemma 9.2 (Korrektheitslemma fiir den IRP-Kalkil)
Sei M ein ZE-Modell von S und sei C € £2 mit S FE C. Dann
wird C durch M f-erfillt.

Bewers Der Beweis wird durch Induktion ilber die Ld&nge n der

I-Deduktion von C aus S gefihrt.

Um die Lesbarkeit der Beweise nicht unndtig zu erschweren, wird
auch hier auf die explizite Angabe von I-Umbenennungssub-
stitution verzichtet. Statt dessen wird angenommen, daB al-

le Klauseln einer f-Deduktion variablenfremd sind.

Induktionsanfang n = 1: Es gilt C € S und damit, daB M C
r-erfiillt, denn M ist ein IE-Modell von S.#

Induktionsschritt n > 1: Sei cn+1 € £y mit S FE Cn+1, wobei

n+1 die L&nge der I-Deduktion von Cn+1 ist. Als Induktions-

hypothese wird angenommen, daB8 M jede I-Klausel Ci mit S PE Ci

t-erfiillt, vorausgesetzt, flir die Ld&nge i der I-Deduktion von

c; gilt isn.

Sei 0 € SUBz mit G)Cn+1 € EZgr' Es wird gezeigt, daB dann

6C 41 N M+ @ gilt:

€ S: Wie beim Induktionsanfang wird C durch
nNM#+ @.¢@

Fall (1) Cn+1

M z-erfiillt. Also gilt OCn+1
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Fall (77) Abgeschwidchte Varianten und Faktorisation: Sei

Cn+1 n+1
te Variante oder ein r-Faktor von Ci ist. Mit der Induk-

tionshypothese erhdlt man M N 6C_ 4 = M N 00oC, # P.#

= oCi, i<n, mit S FE Ci’ wobei C eine abgeschwich-

Fall (777) Resolution: Sei C

n+1 = ReS(CiILiICjILjIO)I
i,j<n, mit S LE Ci’ S LE Cj und ¢ € SUBZ.

Es gilt Cn+1
r=Substitution A mit @Cn

c o(Ci U Cj) und nach Lemma 9.1 gibt es eine

= XC und Ao (C, U C.) € L .
n i J z

+1 +1 gr

Mit der Induktionshypothese erhdlt man dann M N AoC, #* ¢
und M N Ach + @.

Fall (2Z7.1) AcLi ¢ M oder AaLj ¢ M: Mit XOLi ¢ M erhdltman
M N (xoCi - xcLi) # @ und wegen (xoCi - AcLi) c Ao(Ci - Li)C:G)Cn
dann M N @Cn

+1

1 F @. Mit AoL, ¢ M kommt man zum gleichen Ergeb-

nis.fd

Fall (ii¢.2) AoL; € M und AoLy € M: Es gilt oL, = cL§, also
auch 1oL, = xoLg. Damit erhdlt man’{AcL?, AoL;} < M, d.h. M

ist keine Interpretation.Vdd

Fall (iv) Paramodulation: Sei Cn+1 = Par(Ci,L,Cj,E(qr),a,o)
mit i,j<n, S !E Ci' S FE Cj und ¢ € SUBZ. Sei weiter K € LITZ

mit oL v oK und a (oK) = or.

Es gilt Cn+1
r-Substitution A mit @Cn

& c(Ci U Cj U {K}) und nach Lemma 9.1 gibt es eine

- ACn+1 und XG(Ci U Cj u {K}) € LZgr'

Mit der Induktionshypothese erhdlt man dann M N Aoci # ¢ und
M N AGCj * Q.

Fall (Zv.1) AocL € M oder AcE(gqr) ¢ M: Wie in Fall (iii.1) er-
hdlt man M N 0C 41 * D.d
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Fall (Zv.2) 2oL € M und XcE(gqr) € M: Mit Lemma 2.2 (4) erhdlt
man AoL ~ AcK und mit Lemma 2.2 (5) a(AoL) = Aoq und a(AcK) =

Aocr. Damit gilt AoL =M AcK, d.h. \oL *R(M) AoK, und wegen der
E-Abgeschlossenheit von M dann MoK € M. Also gilt M N {AoK} # @,
und mit {AcK} < 0C 41 ergibt sich abschlieBend M N 0C 41 + (. dpm

Die Korrektheit des IRP-Kalkiils ist jetzt einfach zu zeigen:

Korollar 9.3 (Korrektheitssatz filir den rRP-Kalkiil)

Wenn S |= o gilt, so ist S IE-unerfillbar.

I

Beweis Mit S LE ound M N o=@ ergibt sich mit dem Korrekt-
heitslemma (9.2), daB keine E-Interpretation M S r-erfiillt,
d.h. S ist fE-unerfiillbar.m
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10, DErR SORTENSATZ

Soweit wurde der IRP-Kalkiil eingefihrt, und die Vollst&ndig-
keit und Korrektheit des neuen Kalkiils wurden bewiesen. Es

soll nun der Zusammenhang zwischen dem neuen Kalkiil und dem
bekannten RP-Kalkilil hergestellt werden. Dies geschieht durch

den

Sortensatz fir den ITRP-Kalkiil
A
(i) S ist ZE-unerfiillbar gdw. (S U AZ) E-unerfiillbar ist;

z

A
(ii) sE| o gdw. (SEUA) |~ o .

el

Der modelltheoretische Teil (i) des Sortensatzes verbindet die
semantischen Begriffe des RP- und des IRP-Kalkiils, der beweis-
theoretische Teil (ii) setzt die Ableitungsrelationen beider

Kalkiile in einen Zusammenhang.

Natlirlich muB nur ein Teil des Sortensatzes (also (i) oder (ii))
direkt bewiesen werden. Der jeweils andere Teil ergibt sich
dann mit Hilfe der Vollstdndigkeit und der Korrektheit des RP-
und des IRP-Kalkliils.

In diesem Abschnitt wird ein direkter Beweis fiir den modell-
theoretischen Teil des Sortensatzes gegeben. Beide Richtungen
der Aquivalenz in Teil (i) werden getrennt bewiesen. Zundchst
wird gezeigt, daB aus der rE-Unerfiillbarkeit von S die E-Uner-
flillbarkeit von (§ u AZ) folgt: Man beweist, daBR jedes E-Mo-
dell von (§ U AZ) auch ein IE-Modell von S ist (Lemma 10.3).
Zum Bewels dieses Lemmas werden zuvor einige Eigenschaften

von Modellen der Menge der Sortenaxiome AZ untersucht:

Lemma 10.1 Sei M ein Modell von AZ, t € Tqr und Sqr S € 3

mit s, < s und s1(t) € M. Dann gilt s(t) € M.
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Beweis Durch Induktion in <$%,<> wird s(t) € M bewiesen:

Induktionsanfang s ist minimal in <$,<>: Dann gilt sq = s

und nach Voraussetzung s(t) € M.#

Induktionsschritt s ist nicht minimal in <$%,<>: Als Induktions-

voraussetzung wird angenommen, daB das Lemma fiir alle Sy S

mit s; «<s gilt. Fir S = s gilt s(t) nach Voraussetzung. Sei

daher S, < s angenommen: Dann gibt es ein S5 € 3 mit S, < sy

und s, <« s. Nach Definition von A’ gilt {Ei(x),s(x)} € A" mit

X € DS und damit auch
i

= z
{si(t),s(t)} € Agr .
Mit der Induktionsvoraussetzung erhdlt man si(t) € M und damit
s;(t) € M. Da M aber Al erfiillt, gilt M n (5, (t),s()} *= @,

d.h. s(t) € M.¢gw

Definition 10.1 Der Kern M® fiir die Menge der Sorten-

axiome AZ ist gegeben durch

M' = {s(q) € LIT?® |s € $}. =

Igr

Der Kern MZ ist offenbar eine Interpretation, denn er enthdlt
ausschlieBlich positive Grundliterale. Im folgenden wird ge-

zeigt, daB MZ in jedem Modell von Al enthalten ist:

Lemma 10.2 Fiir jedes Modell M von A’ gilt M® < m.

Beweis Sei M ein Modell von AZ, q € TZgr und s € $ mit [g]<s,
d.h. es gilt s(q) € MZ. Durch strukturelle Induktion iliber g

wird s(g) € M bewiesen:

Induktionsanfang q € Fe s mit s, < s: Nach Definition von AL
=
%

erhdlt man {s,(q)} € A", Da M A" erfillt, gilt s (q) € M und
mit Lemma 10.1 s(g) € M, denn Sq < s.¢
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Induktionsschritt q = £(q,...q,) mit £ € F
1 k 51"'Sk’sk+1’

Sp41 S Sr 9y € ngr ;nd [qi] < s fir alle i mit 1<ic<k:

Dann gilt Si(qi) € M”. Als Induktionsvoraussetzung wird

si(qi) € M fiir alle i mit 1<i<k angenommen.

Nach Definition von A® gilt {§1(x1),...,§k(xk),s

(f(x1...xk))} € AZ mit X, € Dsi und damit auch

k+1

- - )
{s1(q1),---,sk(qk),sk+1(f(q1--.qk))} € Agr .
Mit der Induktionsvoraussetzung erhidlt man Ei(qi) ¢ M und
damit M n{§1(q1),...,§k(qk),sk+1(g(q1...qk))} =
M n{sk+1(f(q1...qk))} # ¢, da M A" erfiillt. Also gilt
sk+1(f(q1...qk)) = sk+1(q) € M und mit Lemma 10.1 dann

s(g) € M, denn s < s.@gm

k+1
Mit diesem Ergebnis kann nun die eine Richtung des modell-

theoretischen Teils des Sortensatzes bewiesen werden:

A
Lemma 10.3 Sei M ein E-Modell von (S U AZ). Dann wird
S durch M rE-erfiillt.

Beweis Sei C € S und 0 € SUBZ mit oC € SEgr' Dann gilt

¢ = 5 } e §
eC = ( s1(q1),...,sn(qn) U ocC) Sgr ;
wobei a; € TZgr S; € S und [q ] < S fiir alle i mit 1<ic

Da M ein E-Modell von (S U A ) ist, erfiillt M natilirlich
auch A%, und wegen Lemma 10.2 gilt Mt M. Mit Definition
10.1 erhdlt man S (q ) €M und damit s, (q ) € M flir jedes

i mit 1<ic<n. Also gllt M N OC =MDN @C ¥ ¢, denn M erfiillt
mit (g U AZ) auch jede Klausel Oe € ggr' Also wird 0C durch
M erfillt. Da C und 0 beliebig gewdhlt waren, ist M ein E-
Modell von SZgr und damit ein IE-Modell von S.®

Um die andere Richtung des modelltheoretischen Teils des Sor-
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tensatzes zu zeigen, wird bewiesen, daB aus der rE~Erfiillbar-
keit von S immer die E-Erfiillbarkeit von (g U AZ) geschlossen
werden kann. Dies ist jedoch nicht so leicht zu zeigen wie im
vorherigen Fall: Wie man sich leicht iiberlegt, erfiillt nicht
jedes IE-Modell M von S auch (g v AZ),dennM enthdlt im allge-
meinen keine Sortenliterale. M muB also zu einer Grundliteral-

menge M* erweitert werden, so daB

(1) M* alle Sortenliterale interpretiert,

(2) mM* E-abgeschlossen ist , und
(3) M* ein Modell von (§ U AZ) ist

Dies geschieht, indem M zun&dchst durch den sogenannten M-Kern
zu einer E-Interpretation M' erweitert wird, die (g U AZ) I-
erfiillt. In einem zweiten Schritt wird M' dann mittels des
sogenannten $-Komplements zu einer E-Interpretation M* erwei-
tert, in der jedes Sortenatom L falsch ist, d.h. LS € M*,
falls L in M' nicht wahr ist, d.h. L € M'. Diese E-Interpre-
tation M* deutet also jedes Sortenliteral, und es wird dann

A
mit Lemma 10.6 gezeigt, daB M* ein Modell von (S U AZ) ist.

Es werden nun die erforderlichen Modellerweiterungen defi-
niert und daran anschliefend wird gezeigt, daB mittels die-
ser Erweiterungen aus E-Interpretationen wieder E-Interpre-

tationen gewonnen werden.

Definition 10.2 Der I-Kern [I]| fiir die Menge der Sorten-

axiome al bezliglich einer E-Interpretation I ist definiert

als

B S E o .
[1] = {s(t) € LITgrlS(q) € M” und E(gqt) €I filir ein q(ETZgr}.m
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Definition 10.3 Das $-Komplement 1€ einer E-Interpretation

I ist gegeben durch

1€ = {s(t) € LITZrls(t) ¢ I und s € $l=m

In den beiden folgenden Lemmata wird nun gezeigt, daB die Er-
weiterung einer E-Interpretation um den I-Kern (vorausgesetzt
Ic LITqr) oder das $%-Komplement wiederum eine E-Interpreta-
tion ist.

Lemma 10.4 Sei I < LITgr eine E-Interpretation. Dann ist

(I U [1I])ebenfalls eine E-Interpretation.

Beweis (I U [I]) ist eine Interpretation: Es wird gezeigt,
dag fiir jedes L € (I U [1]) gilt L ¢ (T v [I]).

Fall (Z) L € I: Es gilt L® ¢ I, denn I ist eine Interpreta-
tion, und L€ ¢ [I], denn [I] enth&lt ausschlieBlich Sorten-
atome, aber LC ist kein Sortenatom, da nach Voraussetzung

L € LIT .. Also gilt L° ¢ (Tu 1] .¢

Fall (i7) L € [I]: Da [I] nach Definition 10.2 nur positive
Literale enthdlt, ist LS ein negatives Literal und mithin
LC ¢ [I]. Weiter gilt L€ ¢ 1, denn LC ist ein Sortenliteral,
und nach Voraussetzung gilt I < LITgr‘ Damit erhd&lt man

L ¢ (1 u [1]).¢¢d

(I U [1]) ist reflexiv: Offensichtlich, denn I ist reflexiv.#

(L U [1]) ist E-abgeschlossen: Sei L € (I U [I]), K € LITgr

+ .
und o« € SEL mit L 7?(1 U fI1)
K€ (I U J[I]) gilt. Da E(a(L)a(K)) € (I U [I]), aber [I] nur

Sortenatome enthdlt, gilt E(a(L)a(K)) € I und damit

K. Es wird gezeigt, daRB
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Fir L € I erhdlt man K € I < (I U [I]), denn I ist E-abgeschlos-
sen. Fiir L € [I] gibt es nach Definition 10.2 irgendwelche s € §,
t € Tgr und g € TZ mit

gr
(3) s(g) € M* , und
(4) E(gt) € I.
Mit (1) erhdlt man L ~ K und mit (2) dann
(5) K = s(r) , fiir ein r € Tgr'

Seien Gqr0, € SEL mit a1(s(t)) = t und az(E(q't)) = t. Dann gibt

es ein B € SEL” mit o = 8°u1 und aus (1) erhdlt man mit Lemma
2:2 (3) & -1 - Damit gilt aZ(E(q‘t)) 1 az(E(q:r))sowie
E(qg t) iy E(gr) und mit Lemma 2.2 (3) dann

2
(6) E(gt)

g;a;I E(qr) .

Mit (4) und der E-Abgeschlossenheit von I erhdlt man jetzt
E(qr) € I und zusammen mit (3) nach Definition 10.2 s(r) € [I].
Mit (5) gilt schlieBlich K € [I] < (T U [I]).¢m

Lemma 10.5 Sei I eine E-Interpretation. Dann ist

(I v Ic) ebenfalls eine E-Interpretation.

Beweis (I U I°) ist eine Interpretation: Sei L € (I U 1%).
Es wird L ¢ (I u I°) gezeigt: Fiir L € I erhilt man L€ ¢ I,

denn I ist eine Interpretation und L ¢ 1€ nach Definition
10.3. Fiir L € I€ erhilt man L° ¢ I nach Definition 10.3 und
L ¢ IC, denn IS enth&lt ausschlieBflich negative Literale.
In jedem Fall gilt also L€ ¢ (I u I°).¢
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(I v IC) ist reflexiv: Offensichtlich, denn I ist reflexiv.@

(T U IC) ist E-abgeschlossen: Sei L € (I U IC), K € LITér

« € SELY mit L = (1 u 1°) K- Es wird gezeigt, das K € (I U el
gilt: Da E(a(L)a(K)) € (I U Ic), aber I1° nur negative Sorten-

literale enthdlt, gilt E(a(L)a(K)) € I und damit

und

(1) L -7 K .

Fir L € T erhdlt man K € I < (I U Ic), denn I ist E-abgeschlos-

sen. Fir L € I° schlieBt man mit (1) LC =1 K€ und mit Lemma
2.3 (1) dann K — LS, Angenommen, es cdlte k¢ € I: Dann ist

oI
LS € I, da I E-abgeschlossen ist, und mit Definition 10.3 er-

hdlt man L € 1°.v Also gilt KC ¢ I und nach Definition 10.3 dann
KeEI® c (I u 1% .¢nm

Wie man sich leicht Uberzeugt, erhdlt man zu jeder E-Interpre-
tation I mit (I U IC) eine E-Interpretation, die jedes Sorten-
literal L deutet, d.h. fiir die L € (I U I%) oder L € (1 U I%)
gilt.

Es wird nun gezeigt, daB flir jede rE-erfiillbare I-Klauselmenge
S mit Hilfe des I-Kerns und des $-Komplements ein E-Modell fiir

A
(s U AZ) gefunden werden kann:

A
Lemma 10.6 Wenn S rE-erfiillbar ist, so ist (§ U A’) E-

erfillbar.

Beweis Sei M ein minimales IE-Modell von S. Dann ist M ein

E-Modell von SZgr c LZgr’

gilt M c LIT - Nach Lemma 10.4 ist dann (M U [M]) eine E-

und wegen der Minimalit&t von M
Interpretation und mit Lemma 10.5 ist
*

M* = MU [M]) U MU [M]DE

A
ebenfalls eine E-Interpretation. Sei jetzt C € (S U AZ), d«h.
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C = {51(x1),...,§n(xn)} U D

mit D € £§, wobei D kein negatives Sortenliteral enthédlt.

Dann gilt vars (D) = {X1""’Xn} und [xi] =S5 fliir jedes i
mit 1<i<n. Sei weiter © € SUB mit 0 = {x1+t1,...,xn+tn} und
CoD(e) « T _, d.h.

gr

_ = = A z
ocC = ({51(t ),...,sn(tn)} UoeD) € (SUA )gr .

1

Es wird gezeigt, daB M*  oC erfiillt.

Fall (1) s;(t;) € [M] fiir ein i mit 1<is<n: Es gilt

s; () ¢ (MU [M]), denn M enthilt keine Sortenliterale,
und mit Definition 10.3 erhdlt man Ei(ti) €e Mmvu [M])C. Dpa-
mit gilt S, (t;) € M*nec, d.h. M* erfiillt ocC.g

Fall (i) s,(t,) € [M] fiir jedes i mit 1<i<n: Nach Defini-
tion 10.2 gibt es dann Terme Qqre--r9y € TZgr mit

z
si(qi) € M” und E(qi'ti) €M

fir jedes i mit 1<i<n. Sei A € SUB mit A = {x1+q1,...,xn+qn}.
Wegen Si(qi) € MZ gilt ) € SUBZ. Es wird gezeigt, daB gilt

(MU [M]) N AD # ¢

Fall (77.1) s(r) € D fiir ein s € $ und ein r € T: Mit D € £§
gilt s(Ar) € LIT?grundlnitDefinition 10.1 dann s(ir) € MZ.
Da E(Ar Ar) € M erhilt man mit Definition 10.2 s(xr) € [M]
und wegen s(Ar) € AD schlieBlich s(Ar) € (M U [M]) n AD.d#

Fall (277.2) s(r) ¢ D fiir alle s € $ und alle r € T: Dann gilt
c =0, d.h. D € S und damit AD € S;qp- Da M Sy erfillt, er-
hdlt man M N AD # @ und damit auch (MU[M]) n AD + @.#

Also gibt es ein Literal L € D mit AL € (M U [M]). Seien nun
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3 S .
Qqreeerly € SEL und K1""’Kh+1 € LITgr mit

{aqrenasay} = {a € SELY |« (L) € vars(D)} ,

K,] = AL 7

Ky @ Kj+1 '
aj(Kj) = )\aj(L) , und
o‘j(Kj+1) = @aj(L)

fir alle j mit 1<j<h. Dann gilt Kh+1 = 0L und

K — und damit

S aoruuh ®2 o Fa @eu [u) Kt

*
X1 22w v [u]) Fner v

. aj(K = 0x, = ti und E(qiti) € M, wobei

j+1)

d@rlaj(Kj) = Axi =4g;

X, € vars(D).
1

Mit K, = AL € (M U [M]) ergibt sich dann nach Lemma 2.3 (2)
Kp,q = 6L € (MU [M]). Damit gilt oL € (M U [M]) n oD, d.h.
M* erfiillt oC.p

Da C und 0 beliebig gewdhlt waren, ist M* ein E-Modell von
A A
(S U AZ)gr und damit ein E-Modell von (S U AZ).a

AbschlieBend kann nun der Sortensatz bewiesen werden:

Satz 10.7 (Sortensatz fiir den IRP-Kalkiil)
z - ;
(i) S ist tE-unerfiillbar gdw.(é U A”) E-unerfillbar ist;

A
(ii) gf LE o gdw. (SE U AZ) |— o.

Beweis (i) Wenn S rE-unerfiillbar ist, so ist wegen Lemma
A
10.3 (8 U A%) E-unerfiillbar. Ist (8 u A’) E-unerfiillbar,

so ist wegen Lemma 10.6 S IE-unerfiillbar.@
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(ii) Mit SE LE o erhdlt man nach dem Korrektheitssatz filir den
IRP-Kalkiil (Korollar 9.3), daB S° IE-unerfiillbar ist. Damit

ist nach Teil (i) des Sortensatzes (QEU AZ) E-unerfiillbar. Al-
so gilt (gEU AZ) |- o, denn der RP-Kalkiil ist vollstdndig [Lov78].

Mit (QE U AZ) |— o gilt nach dem Korrektheitssatz fiir den RP-
Kalkil, da8 (SC U A’) E-unerfiillbar ist [Lov78]. Damit ist nach
Teil (i) des Sortensatzes SE tE-unerfiillbar, und mit dem Voll-
stdndigkeitssatz flir den IRP-Kalkiil (Satz 8.4) gilt dann

SE LE o.¢@dm
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11, EIN AUTOMATISCHER BEWEISER FUR DEN XRP-KALKUL

In diesem Abschnitt wird die Realisierung des IRP-Kalkiils

durch einen automatischen Beweiser beschrieben. Dabei werden
ausgehend von einem Beweiser fiir den RP-Kalkiil diejenigen An-
derungen angegeben, die erforderlich sind, um einen I-Bewei-
ser, d.h. einen Beweiser fiir den TRP-Kalkiil zu erhalten. Diese

Anderungen betreffen

- den Ubersetzer filir die Eingabesprache,
- das Skolemisierungsverfahren .
- den Unifikationsalgorithmus und
- die Berechnung der Faktoren, Resolventen und Paramodulanten.

Der Ubersetzer Der Ubersetzer liberpriift, ob eine Eingabe den

syntaktischen Regeln und denen der statischen Semantik einer
Sprache erster Stufe K (mit den iliblichen Junktoren und Quanto-
ren) genligt. Als 'Code' wird eine Formel erster Stufe in einer
flir die weitere Verarbeitung geeigneten Reprdsentation erzeugt.
Die Regeln der statischen Semantik milissen so gedndert werden,
daBR ausschlieBlich Formeln aus der Menge der sortenrechten For-
meln erster Stufe KZ c K akzeptiert werden: Fiir jede atomare
Teilformel A einer Eingabeformel hat der Ubersetzer zu iiber-

prifen, ob A sortenrecht ist, d.h. ob

A€ P_ oder [a(A)] < [A]  fir alle « € SELT mit «(R)+

gilt. Dieses Problem tritt auch bei Programmiersprachen mit
Sorten (bzw. Typen) auf, wie z.B. PASCAL oder ADA, und kann
daher mit den bekannten Techniken des Ubersetzerbaus geldst

werden.

Um eine Menge von Sortensymbolen $, eine Untersortenordnung <s
und eine $-Signatur I zu definieren, muB die Sprache Kz ent-
sprechend erweitert werden (vergl. [Wal82bl).Diese Erweiterung
zieht dann zusdtzliche "semantische" Tests nach sich, in de-
nen z.B. Uberprift wird, ob <_ tatsdchlich eine Ordnungsrela-

S
tion ist.
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Das Skolemisierungsverfahren Bei der Skolemisierung einer For-

mel erster Stufe, die in einer bestimmten Normalform vorliegt,
wird jedes Auftreten einer existenzquantifizierten Variablen y
in einer atomaren Teilformel durch einen Skolemterm t ersetzt,

und alle Existenzquantoren werden eliminiert.

Der Skolemterm t besteht aus einem neuen Funktionssymbol f, an-
gewandt auf eine (mdglicherweise leere) Liste von Variablensym-

bolen (x 'Xn)’ wobei jedes Variablensymbol X allquantifi-

1+
ziert ist und das Variablensymbol y, das durch t ersetzt wurde,
im Gliltigkeitsbereich genau der Allquantoren fiir die Variablen-

symbole x P Xy liegt.

TR
Die r-Skolemisierung, d.h. die Skolemisierung fir den IRP-Kal-
kil, wird flir Formeln aus KZ genauso durchgefiihrt. Dabei muB

jedoch die Signatur & flir die neuen Funktionssymbole zu einer

Signatur 1* erweitert werden. Man setzt

f € FS v o gdw. [xi] = s, und [yl =s ,
1 n

wobei f, X und y wie oben definiert sind. Es ist offensicht-

lich, daB die I-Skolemisierung sortenrechte Formeln (aus KZ)

in sortenrechte Formeln (aus KZ*) tiberfiihrt.

Folgende Uberlegung zeigt, daB die I-Skolemisierung von Formeln
aus KZ deren I~ (Un)Erfiillbarkeit erh&lt: Aus [Obe62] erh&dlt man
die semantischen Beagriffe fiir KZ und insbesondere eine Definition
flir die I-Unerfiillbarkeit von Formeln aus KZ' Sei nun X° die
erweiterte Sprache von K, in der Sortensymbole als einstellige
Praddikatensymbole verwendet werden. Dann gilt nach dem Sorten-

satz aus [Obe62]:

6 € K* ist z-unerfiillbar gdw. ({6} U AY) < k° unerfiill-

bar ist.

Folgendes Diagramm veranschaulicht die Umformung von Formeln

erster Stufe durch Skolemisierung und I-Skolemisierung:
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(1)
<4 € Kg,1> st (181 v a¥) < «®
(5) (2)
~ A ¥ A X S
<9 € Koy, L*> —_— ({3 ua”) = ({$} UA") =X

—~
w

(4) )

Bild 11.1 Skolemisierung und I-Skolemisierung

Hier bezeichnet $ die Formel, die durch (I-)Skolemisierung aus
einer Formel ¢ bei den Ubergdngen (2) und (5) entsteht. Bei den
Ubergdngen (1) und (4) wird eine Formel durch die Vereinigung

ihrer Relativierung mit der Menge der Sortenaxiome ersetzt.

Unter der Voraussetzung, daB bei der (f-)Skolemisierung in (2)
und (5) jeweils gleiche Variablensymbole durch gleiche Skolem-
terme ersetzt werden, kann die Aquivalenz (3) bewiesen werden.
Damit hat man gezeigt, daB jede I-skolemisierte Formel E € Kz*
Z*—unerfﬁllbar ist gdw. ¢ EKZ Z-unerfiillbar ist, denn die Uber-
gdnge (1) und (4) erhalten cie Unerfiillbarkeit nach dem Sorten-
satz aus [Obe62], und der Ubergang (2), der die Skoclemisierung
im einsortigen Kalkil bezeichnet, 148t die Unerfiillbarkeit eben-

so unverdndert [Lov78].

Der Unifikationsalgorithmus Im Kern eines jeden (Robinson-)

Unifikationsalgorithmus werden Variablensymbole x mit Termen t
unifiziert. Die Ergebnissubstitution, dargestellt durch {x«t},
wird mit weiteren Substitutionen dieser Art durch Funktional-
komposition verkniipft, wodurch ein allgemeinster Unifikator fir
die Menge der Terme (oder Atome) entsteht, die dem Unifikations-
algorithmus als Eingabe vorgelegt wurde (vorausgesetzt diese
Menge ist Uberhaupt unifizierbar). Jeder Unifikationsalgorith-

mus enthdlt daher eine Folge von Anweisungen der Form:
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(1) 44 x = t then return ({})
(2) 44 x € vars({t}) zthen stop/failure
(3) netunn ({x<«t})

Btld 11.2 Unifikation von Variablen und Termen

Bei der Unifikation im IRP-Kalkilil gibt es nach dem I-Unifika-
tionssatz (Satz 7.5) einen allgemeinsten f-Unifikator fiir eine
Menge I-unifizierbarer Terme im allgemeinen nur nach Anwendung
einer Abschwdchungssubstitution. Der Unifikationsalgorithmus
wird daher zu einem I-Unifikationsalgorithmus abgedndert, in-
dem Anweisung (3) in Bild 11.2 durch eine neue Folge von Anwei-

sungen ersetzt wird:

(3.1) 44 [t] <_ [x] then rneturn ({{x<t}})

3
(3.2) 44 t€V on [t]ﬂs[x] = @ then stop/failure
(3.3) 44 [x] ‘g [t] then return ({{t<+x1})
(3.4) Let {s1 ..... sk} = max ([t] Ry [x1) :
(3.5) Lef {21,-..,zk}<:0,'so daB 'z, bisher nichtvenwmdetvm;der
(3.6) neturn ({{x+z1,t+z1},...,{x+zk,t+zk}}) umd[zi]==si

Bild 11.3 ~Unifikation von Variablen und Termen

Der r-Unifikationsalgorithmus liefert als Ergebnis eine Menge
von I-Unifikatoren und nicht, wie im einsortigen Fall, einen
einzigen Unifikator, da im allgemeinen ein Unifikationsproblem

im IRP-Kalkiil mehrere allgemeinste L&sungen besitzt.

Man kann zeigen (vergl. [Wal84b]), daB der r-Unifikationsal-
gorithmus, angesetzt auf eine Menge von I-Termen D mit einer
Fehlermeldung terminiert, falls D nicht I-unifizierbar ist

und andernfalls mit einer Menge von I-Substitutionen

U(D) = {T1""’Tn} als Ergebnis anh#lt. Dabei ist U(D) eine
kleinste Teilmenge von SUBZ mit folgender Eigenschaft: Flir je-

des i mit 1<i<n gilt
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(1) My € ASUB(vars (D)) ’
(2) oy ist ein allgemeinster r-Unifikator von uiD .
(3) Ty T O 0My [vars (D) ] ., und

(4) fiir jeden r-Unifikator 6 von D gibt es ein ) € SUBZ
und ein Tj € U(D) mit 0 = Aorj[vars(D)].

Falls D sowohl I-unifizierbar als auch I-vertrdglich ist (veral.
Abschnitt 7), so gilt U(D) = {1}, wobei 1t ein allgemeinster I-
Unifikator von D ist, denn wegen der I-Vertr&dglichkeit ist immer
genau eine der Bedingungen in den Anweisungen (3.1) und (3.3)
von Bild 11.3 erfillt.

Berechnung der Faktoren, Resolventen und Paramodulanten Wie schon

in den Abschnitten 4 und 7 angedeutet, kann bei einer Realisierung
des IRP-Kalklils durch einen automatischen Beweiser die explizite
Berechnung von abgeschwdchten Varianten vermieden werden. Im fol-
genden wird eine Implementierung vorgestellt, bei der abgeschwédch-
te Varianten gleichzeitig mit den Faktoren, Resolventen und Para-

modulanten berechnet werden:

Faktorisation Sei A eine Klausel in einer :r-Deduktion, und sei
B c A mit |[B|=22 und

U(B) = {T1,...,Tn} .

Um die Vollstdndigkeit zu garantieren, muB der I-Beweiser jede
z-Klausel

mit 1<i<n berechnen. Jede dieser :-Klauseln ist nach dem :-Uni-

fikationssatz (Satz 7.5) ein r-Faktor einer abgeschwidchten Varian-
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te von A. Die Vollstédndigkeit ergibt sich dann aus dem Lifting-
Theorem fiir den £RP-Kalkiil (Satz 8.3).

Resolution Seien A,B Klauseln in einer :r-Deduktion, und seien
LA € A und LB € B komplementédre Literale mit

U({ILAl,lLBI}) = {T1,...,T }

Um die Vollstdndigkeit zu garantieren, muB der I-Beweiser jede
r-Klausel

Ti(A-L ) U Ti(B—LB)

A
mit 1<i<n berechnen. Jede dieser i-Klauseln ist nach dem I-Uni-
fikationssatz (Satz 7.5) eine I-Resolvente von abgeschwdchten
Varianten von A und B. Die Vollstdndigkeit ergibt sich dann aus
dem Lifting-Theorem flir den TRP-Kalkil (Satz 8.3).

Paramodulation Seien A,B Klauseln in einer I-Deduktion, und
seien L € A, E(qr) €B und o € SEL+, so daB {o(L),g} Z-unifi-
zierbar ist. Falls r € ¥ und [r] F?s [L]a = @ oder r € ¥ und

[r] $$ [L]a gilt, so gibt es keinen I-Paramodulanten von A

und (einer abgeschwichten Variante von) B, denn es gilt dann
[er] ¢ [oL] fir alle & € SUB..
S o z

Einen f-Paramodulanten erhdlt man also nur, falls mit r € ¥
auch [r] [] [LJQ # @ gilt und falls mit r ¢ ¥ auch [r] <s [L]a
gilt. Sei {51,...,sk}==maxs([r] FTS [L]u), und sei {z1,...,zk}
eine Menge von Variablensymbolen mit [zi] = S, die in der -
Deduktion bisher nicht verwendet wurden. Flir [r] $s [L]u defi-
niert man Mqreeerly € SUBZ durch uj = {r+zj}, 1<j<k. Andern-
falls definiert man k = 1 und Hy = €. Offenbar ist jede Klausel
ujB eine abgeschwdchte Variante von B und es gilt [ujr] $s [L]a

flir alle j mit 1<j<k.

Aus dem Beweis des Lifting-Lemmas filir die I-Paramodulation

(Lemma 8.2) ist bekannt, daB {a(L),ujq} t-unifizierbar ist.
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Also gilt

U((a (L) ,u5q)) = {TQ,...,ng} s 8 .

Um die Vollstdndigkeit zu garantieren, muB der I-Beweiser jede
r-Klausel

Ti(A-L) u Tz(B—E(qr)) U{T:?.K}

mit 1<j<k und 1Sisnj berechnen (wobei TEK ein Modulantliteral
ist). Jede dieser Klauseln ist nach dem r-Unifikationssatz
(Satz 7.5) ein r-Paramodulant von abgeschwdchten Varianten von
A und B. Die Vollstdndigkeit ergibt sich dann aus dem Lifting-
Theorem flir den IRP-Kalkiil (Satz 8.3).

Nach jeder Berechnung eines r-Faktors, einer I-Resolvente und
eines I-Paramodulanten miissen dann alle Variablensymbole der
jeweiligen neuen f-Klauseln mittels geeigneter -Umbenennungssub-

stitutionen ersetzt werden.
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12, AutomMATISCHES BEWEISEN 1M RP-KALKUL

In diesem Abschnitt sollen die praktischen Vorteile des :IRP-
Kalkilils diskutiert werden. Anhand ausgewdhlter Beispiele wer-
den L&sungen von Problemen, die in der einsortigen Prddikaten-
logik formuliert sind, mit den LOsungen der mehrsortigen For-
mulierungen dieser Probleme verglichen. Als Beweissystem wird
dabei die Markgraf Karl Refutation Procedure (MKRP) verwendet
[ESS80, BES81], ein an der Universitdt Karlsruhe entwickelter
automatischer Beweiser, der auf der erweiterten "Connection-
graph"-Methode basiert [Kow75, ESW78, SW80, Eis81, Wal81]. Die-
ser Beweiser wurde, wie in Abschnitt 11 beschrieben, filir den

LRP-Kalkil ausgebaut.

Einen ersten Ansatzpunkt fiir den Vergleich beider Kalkilile lie-

fert der Sortensatz (Satz 10.7). Man erhdlt

- eine kleinere Menge von

- kleineren Klauseln
und damit
- klrzere Widerlegungen

wenn SE IE o anstatt(gEU AZ)P— o gezeigt wird. Jedoch stellt
ein Vergleich zwischen (I-)Widerlegungen von s® und gE u AZ
die Unterschiede zwischen beiden Kalkililen verzerrt dar, da
Klauselmengen i.a. nicht in der Form QE u AZ vorliegen. Bei-
spielsweise kann die Klauselmenge S = {{P(x)}, {P(y)}} sowohl
im RP-Kalkiil als auch im IRP-Kalkil mit § = {so} in einem
Resolutionsschritt widerlegt werden. Dagegen liefern Relati-
vierung und Sortenaxiome die Klauselmenge g U AZ = {{Eo(x),
P(x)},{go(y),ﬁ(y)}} U {{s_(c)}}, deren Widerlegung mindestens

zwel Resolutionsschritte erfordert.

Einen objektiveren Vergleich erhdlt man daher, wenn durch Axio-

matisierung erster Stufe gegebene Probleme mit ihrer "sortier-
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ten Version" verglichen werden, die man erhdlt, indem (einige)
einstellige Prddikate durch Sortensymbole und (einige) Axiome
durch die Untersortenbeziehung und die Signatur kodiert werden.
Dies soll anhand eines im automatischen Beweisen wohlbekannten
Problems vorgefiihrt werden: Das nachfolgende Beweisprotokoll
zeigt die LOsung des MKRP-Systems fiir das sogenannte "monkey-
banana"-Problem, wobei die (einsortige) Axiomatisierung aus

[Lov78] verwendet wird:

B 3 2 2 2 2 2 2 22 R R R R R T R R R R R R R 22X 22222222222 2 2 2 R 22 2R it dd

MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 12-OCT-83

DATE: 2-NOV-83 16:40:31

* % % * *

*
*
*
*
*
i'iiﬁ.ti*****ﬁ*****tf****l**it**ﬁ*tti'iit**ﬁ****iﬁtt**it*ttttttt*tttttit*t*"tt

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
ALL X,Y ANIMAL(X) AND CLOSE.TO(X Y) IMPL CAN.REACH(X Y)

ALL X,Y ON(X Y) AND UNDER(Y BANANA) AND TALL(Y) IMPL CLOSE.TO(X BANANA)
ALL X,Y,2 IN.ROOM(X) AND IN.ROOM(Y) AND IN.ROOM(Z) AND
CAN .MOVE.NEAR(X Y Z) IMPL (CLOSE.TO(Z FLOOR) OR UNDER(Y 2))
ALL X,Y CAN.CLIMB(X Y) IMPL ON(X Y)
ANIMAL (MONKEY)
TALL(CHAIR)
IN.ROOM(MONKEY)
IN.ROOM(BANANA)
IN.ROOM(CHAIR)
CAN.MOVE.NEAR(MONKEY CHAIR BANANA)
NOT CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
CAN .CLIMB(MONKEY CHAIR)

THEOREM:
CAN.REACH(MONKEY BANANA)

CLAUSES:
AXM1 : ALL X:ANY Y:ANY NOT ANIMAL(X) OR NOT CLOSE.TO(X Y)

OR CAN.REACH(X Y)
AXM2 : ALL X:ANY Y:ANY NOT ON(X Y) OR NOT UNDER(Y BANANA)

OR NOT TALL(Y) OR CLOSE.TO(X BANANA)

AXM3 : ALL X:ANY Y:ANY Z:ANY NOT IN.ROOM(X) OR NOT IN.ROOM(Y) OR
NOT IN.ROOM(Z) OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X Y 2) OR CLOSE.TO(Z FLOOR)
OR UNDER(Y 2)

AXM4 : ALL X:ANY Y:ANY NOT CAN.CLIMB(X Y) OR ON(X Y)
AXM5 : ANIMAL(MONKEY)

AXM6 : TALL(CHAIR)

AXM7 : IN.ROOM(MONKEY)

AXM8 : IN.ROOM(BANANA)

AXM9 : IN.ROOM(CHAIR)

AXM1@ : CAN.MOVE.NEAR(MONKEY CHAIR BANANA)

AXM1l : NOT CLOSE.TO(BANANA FLOOR)

AXM12 : CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)

THM13 NOT CAN.REACH(MONKEY BANANA)
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AXM3 --> AXM3.FAC1l : ALL X:ANY UNDER(X X) OR CLOSE.TO(X FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X X X)
OR NOT IN.ROOM(X)

AXM3 --> AXM3.FAC2 : ALL X:ANY Y:ANY UNDER(X Y) OR CLOSE.TO(Y FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(Y X Y)
OR NOT IN.ROOM(Y) OR NOT IN.ROOM(X)
AXM3 ~-> AXM3.FAC3 : ALL X:ANY Y:ANY UNDER(X X) OR CLOSE.TO(X FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(Y X X) OR NOT IN.ROOM
OR NOT IN.ROOM(X) OR NOT IN.ROOM(Y)
AXM3 --> AXM3.FAC4 : ALL X:ANY Y:ANY UNDER(X Y) OR CLOSE.TO(Y FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X X Y)
OR NOT IN.ROOM(Y) OR NOT IN.ROOM(X)
AXM1 + AXM5 --=> RES1 : ALL X:ANY CAN.REACH(MONKEY X)
OR NOT CLOSE.TO(MONKEY X)
THM13 + RES1 --> RES2 : NOT CLOSE.TO(MONKEY BANANA)
RES2 + AXM2 --> RES3 : ALL X:ANY NOT TALL(X) OR NOT ON(MONKEY X)
OR NOT UNDER(X BANANA)
RES3 + AXM4 --> RES4 : ALL X:ANY NOT UNDER(X BANANA) OR NOT TALL(X)
OR NOT CAN.CLIMB(MONKEY X)
RES4 + AXM12 --> RES5 : NOT TALL(CHAIR) OR NOT UNDER(CHAIR BANANA)
RES5 + AXM3 --> RES6 : ALL X:ANY NOT TALL(CHAIR)
OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR NOT IN.ROOM(BANANA)
OR NOT IN.ROOM(CHAIR) OR NOT IN.ROOM(X)
RES6 + AXM9 --> RES7 : ALL X:ANY NOT IN.ROOM(X) OR NOT IN.ROOM(BANANA)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
OR NOT TALL(CHAIR)
RES7 + AXM6 —-> RES8 : ALL X:ANY CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR NOT IN.ROOM(BANANA) OR NOT IN.ROOM(X)
RES8 + AXM8 =--> RES9 : ALL X:ANY NOT IN.ROOM(X)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
AXM1l + RES9 -=> RES10 : ALL X:ANY NOT CAN.MOVE.NEAR(X CHAIR BANANA)
OR NOT IN.ROOM(X)
RES10 + AXM1@ --> RES1l1 : NOT IN.ROOM(MONKEY)
RES11l + AXM7 --> RES12 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:
AXM7 AXM1@ AXM8 AXM6 AXM9 AXM3 AXM12 AXM4 AXM2 AXM5 AXM1 RES1 THM13 RES2 RES3
RES4 RES5 RES6 RES7 RES8 RES9 AXM1l RES18 RES11 RES12 .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 2-NOV-83 16:42:18.

Bild 12.1 Die Ldsung des einsortigen "monkey-banana"-Problems
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Eine mehrsortige Formulierung des "monkey-banana"-Problems und
dessen LOsung im IRP-Kalkiil durch das MKRP-System zeigt nach-
folgendes Protokoll. Dabei steht (vergl. [Wal82bl):

SORT s1,...,sn:s fir si <<S sn ;,  1<is<n ’
TYPE c1,...,cn:s fir cy € Fe,s , TI<is<n ’
TYPE P(s,...s ) flir P € Ps1"'sn , und

ALL x1,...,x :s fir die Allquantifizierung der xi € DS, 1<i<n.

LA RSS2ttt s s a2 a2 22222 2222222222202 X

* *
* MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 12-0CT-83 *
* *
» DATE: 2-NOV-83 16:46:27 b
* *
* *

(222222222 2222222222222 223222222 R 22222 2 22222222 2222222222 222222222t R X2 2228

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
SORT ANIMAL, TALL:IN.ROOM
TYPE BANANA,FLOOR:IN.ROOM
TYPE CHAIR:TALL
TYPE MONKEY :ANIMAL
TYPE CAN.REACH(ANIMAL IN.ROOM)
TYPE CLOSE.TO(IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE ON(IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE UNDER(IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE CAN.MOVE.NEAR(ANIMAL IN.ROOM IN.ROOM)
TYPE CAN.CLIMB(ANIMAL TALL)
ALL X:ANIMAL ALL Y:IN.ROOM CLOSE.TO(X Y) IMPL CAN.REACH(X Y)
ALL X:ANIMAL ALL Y:TALL ON(X Y) AND UNDER(Y BANANA) IMPL CLOSE.TO(X BANANA)
ALL X:ANIMAL ALL Y,Z:IN.ROOM CAN.MOVE.NEAR(X Y Z)
IMPL (CLOSE.TO(Z FLOOR) OR UNDER(Y Z)) .
ALL X:ANIMAL ALL Y:TALL CAN.CLIMB(X Y) IMPL ON(X Y)
CAN.MOVE.NEAR(MONKEY CHAIR BANANA)
NOT CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)

THEOREM:
CAN.REACH (MONKEY BANANA)

CLAUSES:
AXM1 : ALL X:ANIMAL Y:IN.ROOM NOT CLOSE.TO(X Y) OR CAN.REACH(X Y)
AXM2 : ALL X:ANIMAL Y:TALL NOT ON(X Y) OR NOT UNDER(Y BANANA)

OR CLOSE.TO(X BANANA)
AXM3 : ALL X:ANIMAL Y:IN.ROOM Z:IN.ROOM NOT CAN.MOVE.NEAR(X Y 2Z)
OR CLOSE.TO(Z FLOOR) OR UNDER(Y Z)

AXM4 : ALL X:ANIMAL Y:TALL NOT CAN.CLIMB(X Y) OR ON(X Y)
AXM5 : CAN.MOVE.NEAR(MONKEY CHAIR BANANA)

AXM6 : NOT CLOSE.TO(BANANA FLOOR)

AXM7 : CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)

THM8 NOT CAN.REACH(MONKEY BANANA)
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ALL X:ANIMAL Y:TALL Z:ANIMAL CLOSE.TO(X BANANA)
OR NOT ON(X Y) OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)
OR NOT CAN.MOVE.NEAR(Z Y BANANA)

AXM2 + AXM3 =--> RES1

RES1 + AXM5 --> RES2 : ALL X:ANIMAL CLOSE.TO(BANANA FLOOR) OR NOT ON(X CHAIR)
OR CLOSE.TO(X BANANA)

AXMl + RES2 --> RES3 : ALL X:ANIMAL CAN.REACH(X BANANA) OR NOT ON(X CHAIR)
OR CLOSE.TO(BANANA FLOOR)

AXM6 + RES3 --> RES4 : ALL X:ANIMAL NOT ON(X CHAIR) OR CAN.REACH(X BANANA)

THM8 + RES4 --> RES5 : NOT ON(MONKEY CHAIR)

RES5 + AXM4 --> RES6 : NOT CAN.CLIMB(MONKEY CHAIR)

RES6 + AXM7 --> RES7 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

AXM7 AXM4 AXM5 AXM3 AXM2 RES1 RES2 AXM1 RES3 AXM6 RES4 THM8 RES5 RES6 RES7

THE THEOREM 1S PROVED. END OF PROOF 2-NOV-83 16:47:22.

Bild 12.2 Die LOsung des mehrsortigen "monkey-banana"-Problems

Folgende Tabelle vergleicht die Statistik beider Beweisldufe.
Dabei ist der Wert fir ZnitZal links ein MaB flir den Umfang des
initialen Suchraumes und der Wert fir 7links generated ein MaB
flir den Umfang des gesamten Suchraumes, der wdhrend eines Beweis-
laufs erzeugt wurde. Der Wert fir steps executed ist proportional
zum tatsdchlichen Suchaufwand und level of proof gibt die Such-
tiefe an. Die Werte fir R-1Zmnks, P-1links und F-1links bezeichnen
die Anzahl der potentiellen Resolventen, Paramodulanten oder
Faktoren, also der Klauseln, die wdahrend des Beweislaufs hdtten
erzeugt werden k&nnen. Die Werte flir das mehrsortige Problem

sind in der ersten, die fiir das einsortige Problem in der zwei-
ten Spalte der Tabelle wiedergegeben. In der dritten Spalte wird
der Aufwand flir die mehrsortige L&sung in Prozenten der einsorti-
gen L&sung angegeben. Die vierte Spalte schliefBlich stellt die
Prozentwerte graphisch dar, d.h. je kleiner die schwarze Fldache
in einem Rechteck ist, desto grdBer ist der Vorteil des IRP-Kal-

kiils fir den entsprechenden Eintrag.
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IRP RP IRP/ *100

RP

CPU seconds 3.3 1.4 29 | |
steps executed 7 16 44 -:]
links generated 22 99 22 - I
R-Links 22 95 23 BT ]
P-links o o 100 EisTEn
F-links 0 4 0 } j
initial links 8 23 35 -:—_]
R-links 8 19 42 EE 020
P-links o o 100 e S
F-links 0 4 ) l ]
clauses generated 15 29 52 _::
initial 8 13 62 BEEEEE
deduced 7 16 44 -::

resolvents 7 12 58 __—:]

paramodulants (o] (] 100 _

factors o 4 (o] [ l
literals generated 28 75 37 -:]
initial 14 24 58 _:
deduced 14 51 28 - 1
level of proof 7 12 58 —:|
clauses in proof 15 25 60 _:

Bild 12.3 Beweisstatistik fiir das "monkey-banana"-Problem
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Ein Vergleich der statistischen Werte beider Beweisldufe zeigt
die typischen Vorteile des IRP-Kalkiils im automatischen Bewei-

sen, namlich eine

- drastische Reduzierung des Suchraumes bei gleichzeitiger
- Verringerung der Suchtiefe, womit dann eine

- Verminderung des Suchaufwandes
fir das Auffinden einer Widerlegung verbunden ist.

Es ist offensichtlich, daB dabei der Grad der Verbesserung pro-
pertional zum Grad der "Sortiertheit" des betrachteten Problems
ist. Man wird beispielsweise nicht erwarten, daB automatisches
Beweisen im IRP-Kalkil mit einelementiger Sortensymbolmenge vor-
teilhafter ist als im RP-Kalkiil. Damit erscheint der Vorteil des
LRP-Kalkiils noch bemerkenswerter, da die im "monkey-banana"-Prob-

lem verwendete Sortenstruktur, d.h. <S,$$>, sehr einfach ist.

Genauer betrachtet ergibt sich filir Deduktionen im IRP-Kalkiil
ohne Paramodulation, daB der Grad der Verbesserung (relativ
zum RP-Kalkiil) direkt abhdngig von der Komplexit&t der Untersor-
tenbeziehung ist. Gilt beispielsweise fiir eine Sortensymbolmenge
$, daB "

Paares komplementdrer r-Literale trivialerweise auch ein allge-

leer ist, so ist jeder allgemeinste Unifikator eines

meinster I-Unifikator. Damit ist dann jede Deduktion Lﬁ gleich-

zeitig eine r-Deduktion | und man kann aus der Sortierheit

5o 7
einer Formelmenge keinen giweistechnischen Nutzen ziehen. Dies
gilt allerdings nicht, sobald paramoduliert werden mufB, da dann
auch Termpaare zu unifizieren sind: Enth&dlt nd&mlich eine Klausel—
menge mindestens eine Klausel mit einem Literal der Form E(xq)
(oder E(gx)) mit x € » und q € T, so kann im RP-Kalkiil jeder Un-
terterm t € ¥ aus einer Klausel der betreffenden Klauselmenge

in einem Paramodulationsschritt durch g ersetzt werden, da {x,t}
immer unifizierbar ist. Im IRP-Kalkiil dagegen konnen nur noch
Unterterme t ¢ ¥ mit [t] <g [x] durch g ersetzt werden, da fir
[t] *s [x], {x,t} nicht r-unifizierbar ist. Damit ergibt sich

im allgemeinen eine bemerkenswerte Reduzierung des Suchraumes,
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die umso groBer ist, je kleiner die Kardinalitdt der Untersor-

tenrelation <s ist.

Dieser Sachverhalt soll anhand eines Beispiels veranschaulicht
werden: Gegeben seien zwei Mengen A und B mit je einer Verknlip-
fungsoperation f:A x A » A und g:B x B » B sowie einem Homomor-
phismus h:A -» B. Zu zeigen ist, daB g auf Bild(h) x Bild(h) idem-
potent ist, falls f idempotent ist. Folgendes Protokoll zeigt
eine Axiomatisierung des Sachverhalts und einen Beweis des Satzes

im IRP-Kalkil. Dabei steht (vergl. [Wal82bl):

TYPE f(s,...s ):s fir f € FS1"'Sn'S '

q=r fir E(qr) wund ANY fiir So°

LA AR AR AR R ARl Rl sl e i e R R T S SR ]

* »
bl MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 12-0CT-83 %
* *
= DATE: 14-NOV-83 15:47:11 *
* *
* *

123222222222 R ARl R 2Rl R R 2 T2 2 X222 22 E RN TR R

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
TYPE F(A A):A
TYPE G(B B):B
TYPE H(A):B

ALL X,Y:A H(F(X Y)) = G(H(X) H(Y))
THEOREM:
(ALL X:A F(X X) = X) IMPL (ALL Y:A G(H(Y) H(Y)) = H(Y))

SKOLEM SYMBOLS:

TYPE C_1:A
CLAUSES:
AXM1 ALL X:A Y:A H(F(X Y))=G(H(X) H(Y))

THM2 : ALL X:A F(X X)=X
THM3 : NOT G(H(C_1) H(C_1))=H(C_1)

THM3 + AXM1 --> PARl : NOT H(F(C_1 C_1))=H(C_1)

PARl + THM2 --> PAR2 : NOT H(C_1)=H(C_1)
AXM@ : ALL X:ANY X=X

PAR2 + AXMO --> RES1 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

AXM@ THM2 AXM1 THM3 PAR1 PAR2 RES1 .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 14-NOV-83 15:48:18.

Btld 12.4 Die Losung des mehrsortigen "Idempotenz"-Problems
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Verzichtet man in diesem Beispiel auf die Signatur, so erhdlt

man denselben Beweis im RP-Kalkiil:
L2322 2222222222222 2222 X2 2222222 222222222222 2222222222222 X222 X2 X2 X222 222 R 2]

MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 31-OCT-83

DATE: 14-NOV-83 15:50:02

* *
* *
* *
* *
* *
* *

L2 R R A R R R R R R R R 2222222222 R 222 2222222222 X2 2222 2222 22222 R 2t RS 2]

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
ALL X,Y H(F(X Y)) = G(H(X) H(Y))

THEOREM:
(ALL X F(X X) = X) IMPL (ALL Y G(H(Y) H(Y)) = H(Y))

CLAUSES:
AXM1l : ALL X:ANY Y:ANY H(F(X Y))=G(H(X) H(Y))
THM2 : ALL X:ANY F(X X)=X
THM3 : NOT G(H(C_1) H(C_1))=H(C_1)

THM3 + AXM1 --> PARl : NOT H(F(C_1 C_1))=H(C_1)

PARl + THM2 =--> PAR2 : NOT H(C_l)=H(C_ 1)

AXMO : ALL X:ANY X=X

PAR2 + AXMP --> RES1 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

AXM@ THM2 AXM1 THM3 PAR1 PAR2 RES1 .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 14-NOV-83 15:53:15.

Bild 12.5 Die L&sung des "Idempotenz"-Problems ohne Sorten
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Folgende Tabelle vergleicht die Statistiken beider Beweisldufe:

IRP RP IRP/ *100

RP

CPU seconds 1 1.4 74 _:
steps executed 3 3 100 —
links generated 21 36 58 _::]
R-links 1 1 100 | i i
P-links 20 35 57 _:
initial links 14 26 54 e
R-1inks © o 100 BT
P-links 14 26 54 B
F-links 0 0 100 —
clauses generated 6 6 100 —
initial 3 3 . 100 _
deduced 3 - :3 100 —
resolvents 1 1 100 —
paramodulants 2 2 100 —
factors (o] o] 100 —
literals generated 6 6 100 _
initial 3 3 100 —
deduced 3 3 100 L e R |
level of proof 3 3 100 —
clauses in proof 7 7 100 _

Bild 12.6 Beweisstatistik fir das "Idempotenz"-Problem im

IRP-Kalkiil und ohne Sorten

Hier sieht man deutlich, daB der Wegfall der Sorten, wie erwar-
tet, keine VergdBRerung des Suchraumes bzgl. m&glicher Resolu-

tionsschritte bewirkt (der Wert fiir R-links bleibt unver&ndert),
aber die Anzahl der moglichen Paramodulationsschritte stark an-

steigt. Ursache dafiir ist, daB alle Terme der Form G(...) und
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H(...) im IRP-Kalkil mit x, also der rechten Seite der Gleichung
F(xx) = x, nicht I-unifizierbar sind, diese Terme jedoch im RP-

Kalkil mit x unifiziert werden konnen.

Dabei wurde im RP-Kalkiil noch nicht einmal der zu zeigende Satz
bewiesen, da durch den Wegfall der Signatur die Mengen A und B
identifiziert werden.Um eine dquivalente einsortige Formulierung
zu erhalten, miissen die Formeln des "Idempotenz"-Problems rela-
tiviert werden. Damit erhdlt man dann folgende L&sunag im RP-Kal-

kil:

AARA R AR A R A R e R R R R T T R R TR TR

*
* MARKGRAF KARL REFUTATION PROCEDURE, UNI KARLSRUHE, VERSION 31-0OCT-83 *
* *
® DATE: 14-NOV-83 15:54:54 *
* *
* *

LA R AR R R AR AR R Rl R R R R R 2 R R 222 R R 222222222222 222222222 X2 2R t R 2R

FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
ALL X,Y A(X) AND A(Y) IMPL H(F(X Y)) = G(H(X) H(Y))
THEOREM:
(ALL X A(X) IMPL F(X X) = X) IMPL (ALL Y A(Y) IMPL G(H(Y) H(Y)) = H(Y))
CLAUSES:
AXM1l : ALL X:ANY Y:ANY NOT A(X) OR NOT A(Y) OR H(F(X Y))=G(H(X) H(Y))
THM2 : ALL X:ANY NOT A(X) OR F(X X)=X
THM3 : A(C_1)
THM4 : NOT G(H(C_1) H(C_1))=H(C_1)
THM2 + THM3 --> RES1 : F(C_1 C_l)=C_1
THM4 + RES1 --> PARL : NOT G(H(C_1) H(C_1))=H(F(C_1 C_1))
AXM1 + THM3 --> RES2 : H(F(C_1 C_1))=G(H(C_1) H(C_1)) OR NOT A(C_l1)
RES2 + THM3 --> RES3 : H(F(C_1 C_1))=G(H(C_1) H(c_1))
PAR1 + RES3 =-=-> RES4 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:

THM3 AXM1 RES2 RES3 THM2 RES1 THM4 PAR1l RES4 .

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 14-NOV-83 15:56:01.

Bild 12.7 Die L8sung des "Idempotenz"-Problems im RP-Kalkiil
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DaB die L&sung des "Idempotenz"-Problems im RP-Kalkiil einen
stark vergroBerten Suchraum bedingt, zeigt nachfolgende Tabel-
le, in der zum Vergleich die Beweisstatistik filir die L&sung im

LRP-Kalkiil noch einmal aufgefiihrt ist:

IRP RP IRP/

CPU seconds 1 3.7 28 ) -:

—

H

steps executed 3 5 60
links generated 21 119 18 l ]
R-1links 17 14 g 1
P-links 20 112 18 g ]
F-links 0 1 0 | |
initial links 14 37 38 B 00
R-1links 0 3 0 | |
P-links 14 33 42 Lk
F-links o 1 0 I 1
clauses generated 6 .9 67
initial 3 4 75
deduced 3. 5 60
resolvents 1 4 25
paramodulants 2 1 200
factors o o 100
literals generated 6 12 50
initial 3 7 43
deduced 3 5 60
level of proof 3 3 100
clauses in proof 7 9 78

Bild 12.8 Beweisstatistik fiir das "Idempotenz"-Problem im

YRP-Kalkiil und im RP-Kalkiil



AbschlieBend soll ein Beweisproblem diskutiert werden, das
einige Zeit eine Herausforderung fiir das MKRP-System (und na-
tlirlich auch fiir andere Beweissysteme) darstellte. L. Schubert
von der University of Alberta prédsentierte 1978 folgendes Prob-
lem, um die Leistungsfdhigkeit automatischer Beweiser zu pri-

fen:

Wolves, foxes, birds, caterpillars, and snails are
animals, and there are some of each of them. Also
there are some grains, and grains are plants. Every
animal either likes to eat all plants or all animals
much smaller than itself that like to eat some plants.
Caterpillars and snails are much smaller than birds,
which are much smaller than foxes, which in turn are
much smaller than wolves. Wolves do not like to eat
foxes or grains, while birds like to eat caterpillars
but not snails. Caterpillars and snails like to eat
some plants. Therefore there is an animal that likes

to eat a grain-eating animal.

Folgendes Protokoll zeigt eine mehrsortige Axiomatisierung
des Schubert-Problems und dessen L&sung durch das MKRP-Sy-
stem. Dabei steht (vergl. [Wal82bl]):

EX x:s fir die existentielle Quantifizieruny des Variab-

lensymbols x € DS.
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FORMULAE GIVEN TO THE THEOREM PROVER:

AXIOMS:
TYPE W:WOLF
TYPE F:FOX
TYPE B:BIRD
TYPE C:CATERPILLAR
TYPE S:SNAIL
TYPE G:GRAIN
SORT WOLF,FOX,BIRD,CATERPILLAR, SNAIL:ANIMAL
SORT GRAIN:PLANT
ALL W:ANIMAL (ALL X:PLANT EATS(W X)) OR (ALL Y:ANIMAL SMALLER(Y W) AND
(EX Z:PLANT EATS(Y Z)) IMPL EATS(W Y))
ALL X:CATERPILLAR ALL Y:BIRD SMALLER(X Y)
ALL X:SNAIL ALL Y:BIRD SMALLER(X Y)
ALL X:BIRD ALL Y:FOX SMALLER(X Y)
ALL X:FOX ALL Y:WOLF SMALLER(X Y)
ALL X:WOLF ALL Y:FOX NOT EATS(X Y)
ALL X:WOLF ALL Y:GRAIN NOT EATS(X Y)
ALL X:BIRD ALL Y:CATERPILLAR EATS(X Y)
ALL X:BIRD ALL Y:SNAIL NOT EATS(X Y)
ALL X:CATERPILLAR EX Y:PLANT EATS(X Y)
ALL X:SNAIL EX Y:PLANT EATS(X Y)

THEOREM:
EX X,Y:ANIMAL (ALL Z:GRAIN EATS(X Y) AND EATS(Y Z))

SKOLEM SYMBOLS:
TYPE F_1(CATERPILLAR) :PLANT
TYPE F_2(SNAIL):PLANT
TYPE F_3(ANIMAL ANIMAL):GRAIN

CLAUSES:
AXM1 : ALL W:ANIMAL X:PLANT Y:ANIMAL Z:PLANT EATS(W X) OR
NOT SMALLER(Y W) OR NOT EATS(Y 2Z) OR EATS(W Y)

AXM2 : ALL X:CATERPILLAR Y:BIRD SMALLER(X Y)

AXM3 : ALL X:SNAIL Y:BIRD SMALLER(X Y)

AXM4 : ALL X:BIRD Y:FOX SMALLER(X Y)

AXM5 : ALL X:FOX Y:WOLF SMALLER(X Y)

AXM6 : ALL X:WOLF Y:FOX NOT EATS(X Y)

AXM7 : ALL X:WOLF Y:GRAIN NOT EATS(X Y)

AXM8 : ALL X:BIRD Y:CATERPILLAR EATS(X Y)

AXM9 : ALL X:BIRD Y:SNAIL NOT EATS(X Y)

AXM1@ : ALL X:CATERPILLAR EATS(X F_1(X))

AXM1l : ALL X:SNAIL EATS(X F_2(X))

THM12 : ALL X:ANIMAL Y:ANIMAL NOT EATS(X Y) OR NOT EATS(Y F_3(X Y))
THM12 + AXM8 --> RES1 : ALL X:BIRD Y:CATERPILLAR NOT EATS(Y F_3(X Y))
THM12 + AXM1 =--> RES2 : ALL X:ANIMAL Y:PLANT Z:ANIMAL EATS(X Y)

OR NOT SMALLER(Z X) OR NOT EATS(Z F_3(X Z))
RES2 + AXM5 --> RES3 : ALL X:WOLF Y:PLANT Z:FOX EATS(X Y) OR

NOT EATS(z F_3(X z))

AXM7 + RES3 =--> RES4 : ALL X:FOX Y:WOLF NOT EATS(X F_3(Y X))
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RES2 + AXM4 --> RES5 : ALL X:FOX Y:PLANT Z:BIRD EATS(X Y) OR
NOT EATS(Z F_3(X z))
RES4 + RES5 --> RES6 : ALL X:BIRD Y:FOX NOT EATS(X F_3(Y X))
AXM9 + AXM1 =--> RES7 : ALL X:BIRD Y:PLANT Z:SNAIL W:PLANT EATS(X Y)

OR NOT EATS(Z W) OR NOT SMALLER(Z X)

RES7 + RES6 =--> RES8 : ALL X:SNAIL Y:BIRD Z:PLANT NOT EATS(X Z)
OR NOT SMALLER(X Y)

RES8 + AXM3 --> RESS ALL X:SNAIL Y:PLANT NOT EATS(X Y)

.

AXM11 + RES9 ==> RES10 : EMPTY

THE FOLLOWING CLAUSES WERE USED IN THE PROOF:
AXM11l AXM3 AXM1 AXM4 THM12 RES2 RES5 AXM5 RES3 AXM7 RES4 RES6 RES7 RES8 RES9
AXM9 RES10

THE THEOREM IS PROVED. END OF PROOF 20-DEC-83 12:53:08.

Bild 12.9 Die Losung des Schubert-Problems im IRP-Kalkiil

Bislang wurde (soweit bekannt) das Schubert-Problem noch von
keinem anderen automatischen Beweiser gel&st. Auch das MKRP-
System ist bis heute nicht in der Lage, die einsortige Origi-
nalversion des Problems [Wal84a] zu beweisen. (Ein Beweislauf
wurde nach 100 CPU-Sekunden abgebrochen. Das System hatte bis
dahin 151 Resolventen berechnet und einen Suchraum von ca.
2.500 R-links erzeugt.) Dies ist umso bemerkenswerter, wenn
man bedenkt, daB der Karlsruher Beweiser gegenwdrtig eines der

leistungsfdhigsten Beweissysteme ist.

Die Ursache filir diesen MiBerfolg erkennt man leicht, wenn man
die Beweisstatistik filir die LOsung im IRP-Kalkiil mit den Wer-
ten von Schuberts handgerechnetem Resolutionsbeweis [Sch78,
Wal84al vergleicht (wobei die Werte unter der Rubrik ZnitZal

links aus dem erfolglosen Beweislauf des MKRP-Systems stammen) :



IRP RP IJRP/RP *100

CPU seconds 7.1 - -

steps executed ) 10 - -

links generated 46 - -

R-links 46- - -

P-links (¢} . -

F-links 0 - -
initial links 12 102 12 N ]
R-1links 12 94 13 - ]
F-links 0 8 0 [ |
clauses generated 22 60 37 _::]
initial 12 27 44 -::j
deduced 10 33 30 - ]
resolvents 10 33 30 - J
paramodulants o o 100 —
factars o o 100 RS
literals generated 32 221 15 -j |
initial 16 65 25 P ]

deduced 16 156 10 I

level of proof 8 20 40 -____—_:I
clauses in proof 17 54 32 -::

Bild 12.10 Beweisstatistik fiir das Schubert-Problem

Bedenkt man, daR der Umfang des Suchraumes exponentiell mit der
Suchtiefe wdchst, so ist nicht weiter verwunderlich, daB bei
einem Verhdltnis der Suchtiefen von 8 zu 20 und einem veracht-
fachten initialen Suchraum die Situation flir einen Resolutions-
beweiser im RP-Kalkiil hoffnuncgslos ist.

Die Verwendung des IRP-Kalkiils im automatischen Beweisen vermin-

dert also nicht nur den Aufwand bei der Beweissuche (im Vergleich



zum RP-Kalkiil), sondern vermag dariiberhinaus die Leistungsstdrke

eines automatischen Beweisers deutlich zu steigern.
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13, MEHRSORTIGE KALKULE UND DIE AUTOMATISIERUNG VON INDUKTIONS-
BEWEISEN

Ein fiir mehrsortige Kalklile besonders geeignetes Teilgebiet des
automatischen Beweisens ist die Automatisierung von Induktions-
beweisen. Hier werden Aussagen iber Strukturen bewiesen, die
durch mehrsortige Wortalgebren bzw. abstrakte Datentypen (im
Sinne von [GTW77] beschrieben werden konnen. (Die Arbeiten zur
Entwicklung einer Induktionskomponente fiir die Markgraf Karl
Refutation Procedure [BES81] gaben auch urspriinglich die Moti-

vation flir die hier vorliegende Arbeit.)

Die automatische Durchfiihrung von Induktionsbeweisen 1&d8t sich
wie folgt skizzieren: Die Induktionskomponente i{ibernimmt alle
induktionsspezifischen Aufgaben, wie etwa die Auswahl der all-
quantifizierten Variablensymbole, ilber die bei einer vorgeleg-
ten Formel die Induktion gefiihrt werden soll und die Auswahl
eines addquaten Induktionsschemas, mit dessen Hilfe die vorge-
legte Formel bewiesen werden kann. Ergebnis ist eine Menge von
Formeln, die mittels des Induktionsschemas aus der vorgelegten
Formel gewonnen wurden und deren Konjunktion (unter einem In-

duktionsaxiom) hinreichend filir die vorgelegte Formel ist.

Diese Formeln werden dann einem "konventionellen" Beweiser zum
Beweis vorgelegt. Dieser Beweiser verfiigt lber spezielle Stra-
tegien, die auf SchluBweisen, wie sie typischerweise bei Induk-

tionsbeweisen anfallen, zugeschnitten sind [Aub76, BM79, Hut83].

Kennzeichnend flir das Gebiet der Induktionsbeweise ist die
Mehrsortigkeit der untersuchten Strukturen. Beispielsweise tre-
ten schon bei der Formalisierung von Sachverhalten aus der Arith-
metik zwel Klassen unterschiedlicher Objekte auf, die durch eine
Sorte nat fiir natlirliche Zahlen und eine Sorte l7st flir endliche
Listen (oder Folgen) natiirlicher Zahlen dargestellt werden kon-
nen. Da natlrliche Zahlen und Listen von natiirlichen Zahlen dis-
junkt sind, besitzen die zugeordneten Sortensymbole auch keine
gemeinsame Untersorte. Sollen nun beispielsweise in einem, auf

einem mehrsortigen Kalkil basierenden, Induktionsbeweissystem



die Addition natirlicher Zahlen und die Konkatenation von Li-
sten natilirlicher Zahlen formalisiert werden, so enthdlt die

Axiomenmenge unter anderem Formeln wie etwa

Vninat.plus(o n) = n , und

Vi:1list.concat(empty L) = L.

In einem einsortigen System dagegen muBl etwa

Vn.nat(n) > plus(o n) =n , und

Vi.1l7st(l) > concat(empty 1) = 1
geschrieben werden, woraus sich beispielsweise die "sinnlose"

Formel

Ve .nat(x) A list(x) > plus(c x) = concat(empty x)

ableiten 1dBt. Im mehrsortigen Kalkiil dagegen ist der Suchraum
durch die Signatur und die Untersortenordnung so eingeschrankt,

daB die Herleitung solcher "sinnlosen" Formeln vermieden wird.

Gerade dieser Vorteil eines mehrsortigen Kalkilils wird von den
bisher bekannten Induktionssystemen, die eine Art Sortenkonzept

besitzen, nicht ausgenutzt:

Das System von Aubin [Bub76, Aub79a, Aub79b] verwendet Sorten
(genannt type constants), um die Formelmenge auf sortenrechte
Formeln einzuschrdnken. Weiter wird die Sorte von Variablensym-
bolen verwendet, um die Induktionsvariablen zu bestimmen und

fiir vorgelegte Formeln addquate Induktionsschemata zu erzeugen.
Die SchluBregeln des Aubin'schen Systems, soweit sie nicht mit
Rekursion, den zu axiomatisierenden Strukturen oder Induktion
befaBft sind - also der "konventionelle" Beweiser - nehmen auf
die Sortierung der betreffenden Formeln keinerlei Riicksicht.
Beispielsweise kann mit der Regel specZalization (vergl. [Aub79al)
aus plus(c n) = n die Formel plus(o empty) = empty gefolgert wer-

den. AuBerdem gibt es im Aubin'schen System kein Konzept fir



Untersortenbeziehungen.

Das System von Boyer und Moore [BM79] verwendet Relativierun-
gen und Sortenaxiome. Daflir sind bestimmte einstellige Prddi-
katensymbole als Sortenprddikate (genannt recognizer) gekenn-
zeichnet. Um die Redundanz zu mildern, die in diesem System
durch fehlende Einschrdnkungen der Herleitungen durch Sorten
entsteht, werden Sortenatome speziell behandelt (vergl. [BM79]:
"Using Type Information to Simplify Formulas"): Fiir jedes neu
eingeflihrte Funktionssymbol f wird berechnet, welche Sorten-
prddikate auf einen Term f(t1...tn) in Abhdngigkeit von
t1""’tn zutreffen kdnnen. Diese Information (genannt type
prescription) wird dann dazu verwendet, Sortenatome (falls mdg-
lich) aus einer Formel zu eliminieren. Beispielsweise wird im
Boyer/Moore-System berechnet, daB nur das Sortenprddikat lZstp
auf einen Term der Form flatten(t), t € T, zutrifft. In einer
Herleitung des Systems kann daher ein Sortenatom der Form
listp(flatten(t))durch true und ein Sortenatom der Form
litatom(flatten(t)) durch false ersetzt werden (wobei lZtatom
ein weiteres Sortenprddikat ist). Gegenliber der Verwendung
eines mehrsortigen Kalkilils hat dieses Vorgehen aber zwei Nach-

teile:

(1) Die durch die type prescriptions gegebene Information ist
oft zu gering, um einen Beweis voranzutreiben. Ursache dafiir
ist, daB - wie in jedem einsortigen Kalkiil - jeder Term als
Argument jedes Funktionssymbols auftreten kann. Beispielsweise
werden natilirliche Zahlen im Boyer/Moore-System mit dem Sorten-
prddikat numberp und die Addition natlirlicher Zahlen mit dem
Funktionssymbol sum gekennzeichnet. Von einem Term der Form
sum(axy), X,y € ¥, kann jedoch nur ermittelt werden, dafB das
Sortenprddikat universe auf sum(xy) zutrifft. Diese Informa-
tion ist jedoch nutzlos, da universe fir alle Terme gilt. Es
ist daher im Boyer/Moore-System erforderlich, unerwiinschte Ar-
gumente mit Hilfe von Sortenprddikaten auszugrenzen, d.h.
Relativierungen zu verwenden. Im vorliegenden Beispiel h&tte
man sum so zu definieren, daB flir Argumente ¢ und g, auf die

numberp nicht zutrifft, numberp(sum(t q)) trotzdem gilt - etwa
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durch die Festlequng sum(t g) = o, falls =(number(t) Anumber(q)).

(2) FaBt man den Teil des Boyer/Moore-Systems, der nicht direkt
mit induktionsspezifischen Aufgaben befaBft ist, als Kalkilil er-
ster Stufe auf, so erhdlt man einen einsortigen Kalklil. Mit der
Sonderbehandlung der Sortenatome wird dabei lediglich die Aus-
wahl der Herleitungsschritte beeinfluBt. Schlisse liber Sorten-
beziehungen miissen explizit gezogen werden, d.h. durch die Be-
rechnung und Verwertung der type prescriptions. Damit weist
diese Komponente des Boyer/Moore-Systems alle Nachteile auf,
die ein auf einem einsortigen Kalkiil basierendes Beweissystem
im Unterschied zu einem auf einem mehrsortigen Kalkiil aufge-

bauten automatischen Beweiser hat.
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14, SCHLUSSBEMERKUNGEN

Fir den RP-Kalkiil wurden zahlreiche Verfeinerungen, wie etwa
Set-of-Support, Linear Resolution, Hyperresolution Uusw. vor-
geschlagen und auf Vollstdndigkeit hin untersucht. Um nun die-
se Ergebnisse filir den IRP-Kalkiil nachzuvollziehen, erscheint
es vorteilhaft, wenn der beweistheoretische Teil des Sorten-
satzes, d.h.

AE Z)I E

(ST UA™)|- o gdw. S |= o

T
(fir jede Signatur ¢ und jede I-Klauselmenge S) direkt bewie-
sen wird. Solch ein direkter Beweis wiirde ein konstruktives
Verfahren beinhalten, Widerlegungen von g U AZ in r-Widerle-
gungen von SE zu lbersetzen. Es ist zu vermuten, daf in den

meisten Fdllen anhand dieses Ubersetzungsmechanismus gepriift
werden kann, ob die Vollstdndigkeit einer Verfeinerung auch

im IRP-Kalkil gilt.

In seiner Ausdrucksstdrke entspricht der RP-Kalklil der S-Lo-
gtk von Oberschelp [Obe62], allerdings mit einer Ausnahme:

Die S-Logik kennt polymorphe Funktionssymbole, d.h. Funktions-
symbole, deren Ergebnissorten in Abhdngigkeit von den Argument-
sorten bestimmt werden. Definiert man beispielsweise (in der

S-Logik)

plus € Fzz,z n an,n mit =n ¢ B 1
so gilt [plus(gqr)l= z, falls [g] = 2z oder [r] = z und
[plus(gr)] = n, falls [g] = [r] = n. Mit der Verwendung poly-
morpher Funktionssymbole wird es notwendig, die Sorten aller
Unterterme eines Terms t zu berechnen, wenn die Sorte von t

bestimmt werden soll.

Im ©RP-Kalkiil lassen sich polymorphe Funktionssymbole nur
durch zusdtzliche Axiome (mit zusdtzlichen Funktionssymbolen)

beschreiben. Flir das oben angegebene Beispiel schreibt man etwa
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plus € Fzz B "

’

add € F , und
nn,n

add(xy) , mit n <_ 3z

Vx,y: n. plus(xy) s

als eine dquivalente Formulierung. Die S-Logik ist dabei dem
LRP-Kalkll Uiberlegen, da alle r-Deduktionen, die die im Bei-
spiel angegebene Gleichung verwenden, in der S-Logik entfal-
len, da sie iiber die polymorphen Funktionssymbole in den Ab-

leitungsmechanismus eingebaut sind.

Die Erweiterung des IRP-Kalkilils um polymorphe Funktionssymbo-
le setzt eine entsprechende Erweiterung des I-Reduktionssat-
zes und des f-Unifikationssatzes voraus (die nicht trivial er-
scheint), um die Vollstdndigkeit des so erweiterten Kalkilils zu

beweisen.

Natlirlich kann die Ausdrucksstdrke eines mehrsortigen Kalklils
noch weiter gesteigert werden, etwa indem Beziehungen zwischen
Sortensymbolen nicht allein durch eine Ordnungsrelation ausge-
driickt werden dirfen (vergl. [Hai57, Coh83]). Dies ist aber

fir das automatische Beweisen nur dann von Nutzen, wenn Folgerun-
gen aus den jetzt formulierbaren Sortenbeziehungen nicht wie-
der explizit hergeleitet werden miissen, sondern wie im IRP-Kal-
kiil in den Ableitungsmechanismus verlagert sind, da nur so eine

Reduzierung des Suchraumes ermdglicht wird.
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