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Uberblick

Operationen sind in algorithmischen Spezifikationen oft re-
kursiv beschrieben. Um bei der Implementierung solcher
Spezifikationen effiziente Programme zu erhalten, ist es
notwendig, Rekursionen in eine repetitive Form zu tberfuh-
ren. Ausgehend von einem Klassifikationsschema fir rekursive
Funktionen werden zwei Techniken zur Entrekursivierung vor-
gestellt, die auf der abstrakten Ebene arbeiten.

Zundchst werden einige Transformationsschemata von Bauer und
Wossner [BaWd 81] libernommen, modifiziert und erweitert, und
in einem deterministischen Transformationsregelsystem zusam-
mengefaft, wobei es wesentlich ist, die Semantik der verwen-
deten Operationen zu berilicksichtigen. AnschlieBend wird die
heuristische unfold/fold-Methode von Darlington und Burstall
[DaBu 77] beschrieben und einige ihrer Anwendungsmoéglichkei-
ten dargestellt.

Abstract

Operations in algorithmic specifications are often described
recursively. To obtain efficient programs for implementing
such specifications, it is necessary to transform recursive
functions into iterative ones.

Starting with a classification scheme for recursive func-
tions, two technics for recursion removal are proposed,
which work at abstract levels. At first some transformation
schemes from Bauer and Wdssner [BaWé 81] are modified,
augmented and combined in a rule based transformation sy-
stem, where it is essential to consider the semantics of the
operations used. Subsequently the heuristic unfold/fold
method of Darlington and Burstall [DaBu 77] is described and
illustrated by examples.






Wenn nicht mehr Zahlen und Figuren
Sind Schlussel aller Kreaturen,
Wenn die so singen oder kilissen

Mehr als die Tiefgelehrten wissen,
Wenn sich die Welt ins freie Leben
Und in die Welt wird zurlickbegeben,
Wenn dann sich wieder Licht und Schatten
Zu echter Klarheit werden gatten
Und man in Marchen und Gedichten
Erkennt die ewgen Weltgeschichten,
Dann fliegt von Einem geheimen Wort
Das ganze verkehrte Wesen fort.

Novalis
(aus: Geistliche Lieder)
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Kapitel 1 Einfilthrung

1. Einflihrung

Diese Arbeit umfaBt theoretische Betrachtungen von Methoden, die
rekursiv definierte Funktionen durch Programmtransformation in
repetitive Formen lbertragen.

Unter Programmtransformation verstehen wir jegliche Veranderung
eines gegebenen Programms unter Verwendung syntaktischer
und/oder semantischer Informationen Uber dieses Programm, wobei
rorrektheit und Termination erhalten bleiben.

Ziel der hier betrachteten Programmtransformationen ist die
Effizienzsteigerung von Algorithmen. Denkbar wére auch Programm-
transformation zur Vereinfachung von Programmstrukturen, z.B. um
die Voraussetzungen zu schaffen, von einer Programmiersprache in
eine andere (ibersetzen zu kénnen, oder um eine Verifikationshil-
fe zu geben.

In der vorliegenden Arbeit soll ausschliepflich die Elimination

rekursiver Funktionsdefinitionen durch Programmtransformationen
behandelt werden, wobei eine Funktion rekursiv heift, wenn sie
sich direkt oder indirekt auf sich selbst stiitzt (s. Kapitel 2).

Alle p-rekursive Funktionen kénnen in dquivalente nichtrekursive
transformiert werden. In Programmiersprachen (wie ALGOL, PASCAL,
SIMULA), 1in denen das Formulieren von Rekursionen erlaubt ist,
wird das Problem mit Hilfe eines Kellers (stack) gelést, 1in dem
Parameter und Protokollvariablen abgespeichert werden. Damit
wird jedoch das eigentliche Problem nur verlagert von der Pro-
gramm- auf die Datenstruktur. Das Ziel dieser Arbeit ist es, zu
zeigen, daP unter gewissen Bedingungen auf die oben beschriebene
Problemverlagerung verzichtet werden kann, und bestimmte p-re-
kursive Funktionen in iterative transformiert werden kdnnen ohne
Unterstiitzung durch einen Keller. Um diese Mdoglichkeiten abzu-
grenzen, werden auch Transformationsschemata angegeben, bei de-
nen auf einen Keller nicht verzichtet werden kann. Unter einem
Transformationsschema verstehen wir zwei Funktionsmuster, die
unter gewissen Bedingungen nachweisbar ineinander Gberfihrt wer-
den kénnen (siehe Kapitel 4).

Theoretische Betrachtungen von Strong [Stro 70] ergaben, dap
bestimmte p-rekursive Funktionen beschreibbar sind durch Flup-
diagramme (flowchartable). Strong stellt ebenfalls fest, dap
kaskadenartige rekursive Funktionen nicht in Form von Flufdia-
grammen beschrieben werden kénnen, und Paterson und Hewitt wei-
sen in ihrem Artikel 'Comparative Schematology' [PaHe 70] nach,
dap bei diesen Funktionen im allgemeinen weder auf einen Parame-
ter- noch auf einen Protokollkeller verzichtet werden kann. Ein
weiteres theoretisches Ergebnis von Strong ist, dap die Uber-
tragbarkeit eines Programms in ein FluBfdiagramm nicht entscheid-
bar ist.

Das hier zu entwerfende Transformationssystem wird syntaktische
und semantische Informationen {iber gegebenen p-rekursive Funk-
tionen benutzen, um sie in eine effizientere repetitive Form zu
{ibertragen. Angestrebt wird also ein auf Wissen basierendes Sy-
stem (knowledge-based system) , das automatisch die Elimination
von Rekursionen durchfihrt.
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Kapitel 1 Einfuhrung

In welchem Mafe ein solches Transformationssystem tatsachlich
die Effizienz von Programmen steigert, kann jedoch erst eine
Analyse von Testlaufen mit konkreten Funktionen zeigen. Hierbei
ist Jjedoch zu beriicksichtigen, dap ein Compiler ein gegebenes
Programm bei der (Ubersetzung eventuell optimiert, sodaBB die
Effektivitdat der transformierten Programme nicht nur von den
durchgefithrten Transformationen abhangt.

Da das zu entwerfende System im Hinblick auf Effizienzsteigerung
entwickelt wird, sollte die Eingabe aus einfachen, gut lesbaren
rekursiven Definitionen von Funktionen besteht, die in kompli-
ziertere, umfangreichere und gegebenenfalls unlibersichtlichere,
aber effizientere Programme transformiert werden.

Um aus einem gegebenen Programm die Teile herauszufiltern, die
eventuell optimiert werden kbénnen, mup zunachst ein Algorithmus
entwickelt werden, der Rekursionen erkennt und die entsprechen-
den Funktionen kennzeichnet. Dieser Vorgang wird in Kapitel 2
untersucht, wobei entscheidende Einschrankungen gemacht werden
und auf einige Schwierigkeiten hingewiesen wird. Nachdem die re-
kursiven Funktionsdefinitionen, die von unserem Transformations-
system bearbeitet werden sollen, erkannt worden sind, muf in ei-
nem zweiten Schritt die Art jeder einzelnen Rekursion festge-
stellt werden. Mit dem Problem der Artbestimmung einer gegebenen
rekursiv definierten Funktion beschadftigt sich Kapitel 3. Hier-
bei wird eine gegebene Funktion mit den Mustern verglichen, die
fir alle Funktionsformen gegeben sind, die wir verarbeiten kon-
nen. Das Matchen der Muster, das in dieser Arbeit nicht in allen
Einzelheiten behandelt werden soll, wird zu einer schwierigen
Aufgabe, da die Zuordnung der Argumente einer konkreten Funktion
beziuglich der abstrakten Muster der Transformationsschemata
nicht eindeutig sein kann.

Sind nun alle potentiell filir eine Verbesserung in Frage kommen-
den Funktionen registriert und ist ihre Art bestimmt, dann kann
der eigentliche Transformationsprozef beginnen.

In Kapitel 4 werden Transformationsschemata fiir drei verschiede-
ne Rekursionsarten vorgestellt und anschlieBend mit Beispielen
illustriert. Dieser Teil des Systems ist als erweiterbares Re-
gelsystem vorgesehen. In Kapitel 5 wird die Korrektheit dieser
Transformationsschemata bewiesen.

Da nicht alle denkbaren Rekursionsmuster ohne Schwierigkeiten in
repetitive Formen aufgelbést werden kbanen, wird in Kapitel 6
kurz eine heuristische Methode vorgestellt, die urspriinglich zur
Programmsynthese verwendet wurde, deren Weiterentwicklung aber
moglicherweise auch die Leistungsfahigkeit des vorgeschlagenen
Regelsystems zur Effizienzsteigerung von Programmen erreichen
kdnnte.

Offen bleibt die Implementierung des hier entworfenen Systems,

fur das nur kurz in der abschlieBenden Zusammenfassung ein Auf-
bauvorschlag gegeben wird.
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Kapitel 2 Erkennung von Rekursionen

2. Erkennung von Rekursionen

Eine Funktion F heift rekursiv, wenn ihre Definition den Funk-
tionsnamen F direkt oder indirekt enthalt.

Eine Funktion F, die in ihrer Definition ihren eigenen Namen
enthalt, heipt direkt oder explizit rekursiv.

Eine Funktion F, die andere Funktionsnamen in ihrer Definition
enthalt, in deren Definitionen der Funktionsname F direkt
oder indirekt auftritt, heipt indirekt oder implizit rekur-
siv.

Eine Funktion, die nicht rekursiv ist, heipt einfach.

Rekursive Funktionsdefinitionen kénnen auf verschiedene Art und
Weise beschrieben werden.
Z.B. als

-

Funktion F 1 Bedingung
hen Operation 1
Lse Operation 2

1

|

ad
-

1

-

wobei Operation 1 und/oder Operation 2 wiederum if-then-else -
Konstrukte enthalten koénnen und einen oder mehrere Aufrufe der
Funktion F,

oder als

Funktion F case Bedingung 1 Aktion 1
Bedingung ¢ Aktion 2

Bedingung n-1 Aktion n-1
Aktion n

wobei Aktion 1 ... Aktion n wiederum case - Konstrukte enthalten
kénnen und einen oder mehrere Aufrufe der Funktion F,

oder als eine Mischform aus den beiden oben beschriebenen
Mustern.

Der Ubersichtlichkeit halber und aus programmtechnischen Griinden
wollen wir von einer einheitlichen Darstellung ausgehen, und
wiahlen daher willkirlich fir die weiteren Ausfiihrungen die
ALGOL-ahnliche if-then-else - Notation. Wichtig ist diese Ein-
schriankung auch fir die Notwendigkeit, die Regelbasis mdglichst
klein zu halten, denn ein Kriterium fir die Nitzlichkeit eines
Systems zur Elimination von Rekursionen sollte sein, daB dieser
Transformationsprozef nicht mehr Zeit erfordert als ein Program-
mierer fir das Umschreiben seiner Programme in eine effizientere
Fassung per Hand brauchen wuwirde.
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Kapitel 2 Erkennung von Rekursionen

Wir gehen davon aus, daf} die Eingabe flir unser System ein Pro-
gramm ist, das in der internen Darstellung der von Beierle und
Voss [BeVo 83] entwickelten ASPIK-Sprache geschrieben ist. Da in
dieser Sprache nur case - und jf-then-else - Konstrukte zur Be-

schreibung rekursiver Funktionsdefinitionen erlaubt sind,
beschranken wir uns auf die oben angegebenen Darstellungsmég-
lichkeiten. Hierzu ist zu bemerken, daB jedes einfache oder ge-

schachtelte case -Konstrukt in ein entsprechendes einfaches oder
geschachteltes if-then-else - Konstrukt lberfihrt werden kann.
Damit wird eine gesonderte Betrachtung und zusdtzliche Regel-
basis fir case - Muster umgangen. Ein entsprechender Umformungs-
algorithmus [UMFORM1] muPB dann dem eigentlichen Transformations-
programm vorangestellt werden.

Die Erkennung expliziter oder impliziter Rekursivitat kann als
graphentheoretisches Problem behandelt werden. Eine detaillierte
Untersuchung wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Un-
ser Systementwurf unterliegt daher der Einschrankung, daf nur
explizit rekursive Funktionen verarbeitet werden.

Die Erkennung aufldsbarer Rekursionen kann in diesem Fall wie
folgt ablaufen:

a) Durchsuchen der Funktionsdefinition nach erneutem Auftreten
des Funktionsnamens.
Falls der Funktionsname ein- oder mehrfach in der Definition
auftritt, dann miBte noch untersucht werden, ob die Defini-
tion auch implizit rekursiv ist (siehe (b)). Falls die Defi-
nition nicht implizit rekursiv ist, (bergeben wir sie an ein
noch zu beschreibendes Umformungsprogramm, das die urspring-
tiche Funktionsdefinition 1in eine Standardform liberfiihren
soll.

b) Tritt der Funktionsname in der Definition selber nicht auf,

so ist die Funktion entweder nicht rekursiv oder implizit re-
kursiv.
Eine entsprechende Entscheidung kann auch hier nur getroffen
werden, wenn alle weiteren in der Definition vorkommenden
Funktionen untersucht werden. Aufgrund der Spezifikations-
hierarchie kénnen in ASPIK implizite Rekursionen nur inner-
halb einer Spezifikation auftreten. Es brauchen daher nur die
entsprechenden Funktionen betrachtet zu werden.
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Kapitel 2 Erkennung von Rekursionen

Zwei Beispiele, die mégliche Schwierigkeiten bei der Erkennung
von Rekursionen und bei der Einschriankung auf von unserem System
verarbeitbare Funktionen andeuten sollen:

1. F = ..., (Foeeadeun. explizit rekursiv

2. F = ...(...6...H...L)... nicht explizit rekursiv
Untersuchung von G,H und L
a) G ist eine einfache Funktion
b) H= ...(...6...M...)... M mufl untersucht werden
M= ...0..G..Foodd)onn implizite Rekursion von F
c) L ist eine einfache Funktion

Fe
/ N\
/| N\
{ d d graphentheoretische Lésung
G H L
R
{ l { Zyklus liber mehrere Stufen
end M end
3. F = ..o eHeo)en
H= soslosesFasadson implizit rekursiv

Dieses Beispiel stellt einen wechselseitigen Aufruf dar, des-
sen Termination nur datenabhdngig untersucht werden kann.

Fé—
graphentheoretische Ldsung

Zyklus liber eine Stufe

——I

Falls H selbst rekursiv ist und der rekursive Aufruf F als
Argument enthadlt, ist dieses Problem fir unser System nicht
losbar, sonst wird die Definition von H in F 'hineingezogen',
d.h. an der Stelle eingesetzt, an der H auftritt.

Es soll an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden, daPp
nicht die Erkennung solcher 'Verschachtelungen' die Schwierig-
keit ist, sondern die Aufldésung, da semantische Informationen
beriicksichtigt werden miissen.
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Kapitel 2 Erkennung von Rekursionen

Gehen wir aber zundchst davon aus, daB wir nur direkt rekursive
Funktionen in if-then-else - Darstellung vorliegen haben.

Wir haben also: Funktion F if Bed

Nehmen wir an, dap Op1 und Op2 keine weiteren if-then-else -
Konstrukte enthalten. Dann kdnnen direkte Rekursionen in Op1 und
in Op2 auftreten.

Enthalt sowohl 0Op1 als auch 0p2 einen rekursiven Aufruf, so muf
eine Fehlermeldung erfolgen, da die Berechnung dieser Funktion
nicht terminiert.

Enthalt nur Op1 einen rekursiven Aufruf, so kann die Funktion an
den Programmteil des Systems libergeben werden, der die Art der
Rekursion bestimmt [REKART].

Ist nur 0Op2 rekursiv, so wird die Funktion an ein zusatzliches
Umformungsprogramm [UMFORM2] libergeben, das durch Negation der
Bedingung die Voraussetzung dafiir schafft, dap der Re-
kursionsteil nach vorne gezogen wird, d.h. O0p1 und Op2 ver-
tauscht werden. Diese zweite Umformung ist notwendig, um die
Eingabe fur den Systemteil, der die Art der Rekursion bestimmt,
zu vereinfachen. Dabei ist zu beriicksichtigen, ob die Auswertung
der Bedingung Seiteneffekte verursacht. Dies ist z.B. in LISP
ein Problem bei der Berechnung logischer Ausdrticke, die nur so-
weit berechnet werden bis der Wert festliegt. Es ist in der Kon-
zeption dieser Sprachen vorgesehen, daB Unterausdriicke ge-
gebenenfalls nicht berechnet werden. Bei einer Umkehrung der Be-
dingung ist ein entsprechendes Verhalten nicht sichergestellt.

Sind Seiteneffekte ausgeschlossen, und ist eine Rekursion in die
von uns gewdhlte Standardform lberfithrt worden, so steht der re-
kursive Teil immer im ersten vorkommenden Operationsteil, und
die Bedeutung der Funktion hat sich nicht geédndert.

Da wir alle hier erwadahnten Konstrukte ausschlieBlich auf syntak-
tischer Ebene betrachten, miissen wir zunachst die Bedingung, dap
nur einer der Operationsteile rekursiv sein darf, ebenso fur
entsprechende Erweiterungen fordern. Bisher haben wir rekursive
Funktionen mit zwei Operationsteilen betrachtet. Eine Erweite-
rung auf drei Operationsteile soll die vorlaufige Einschrankung
auf einen rekursiven Operationsteil begrinden.

Dazu betrachte man das folgende Beispiel:

F(x) = if x=0
then F(x+1)
else if x=1
then F(x-1)
else x:=2
fi
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Kapitel 2 Erkennung von Rekursionen

Rein syntaktisch betrachtet ist nicht entscheidbar, ob die Funk-
tionsberechnung terminiert, da zumindest eine 'Abbruchzuweisung'
existiert. Semantisch betrachtet ist jedoch offensichtlich, daB
diese Funktion nie terminieren kann, wenn sie einmal rekursiv
aufgerufen wurde, da der rekursive Aufruf im ersten then - Teil
immer die Bedingung erzeugt, die den zweiten then - Teil als
nachsten zur Ausfithrung kommen L&RBt, und der zweite then - Teil
immer den Zustand herstellt, der den ersten then - Teil als
nachsten zur Ausfilhrung bringt, sodaB der 'Abbruch - else -
Teil' nie erreicht wird.

Betrachtet man die Syntax der oben gegebenen Form mit genau ei-
nem else-if , dann kénnen folgende Falle auftreten:

a) Nur einer der drei Operationsteile ist rekursiv. Dann lapt
sich die Funktion auf jeden Fall so umstellen, dap diese Re-
kursion in den ersten Operationsteil geschoben wird, und an-
schlieBend die Funktion in Standardform an den Programmteil
tibergeben wird, der die Art der Rekursion bestimmt.

b) Alle drei Operationsteile sind rekursiv. Dann mup eine
Fehlermeldung ausgegeben werden, da die Ausfihrung dieser
Funktion auf jeden Fall in eine Endlosschleife fihrt, und das
Programm somit nicht terminiert.

c) Zwei der drei Operationsteile sind rekursiv. Diese Form einer
rekursiven Funktion kann unser System verarbeiten, wenn (i)
beide Operationsteile identisch sind, und durch Kombination
der Bedingungen zu einer einzigen Rekursion reduziert werden
kénnen, oder wenn (ii) durch Einfihrung einer Hilfsfunktion
ein rekursiver Aufruf eingespart wird. Fir die Einfihrung ei-
ner solchen Hilfsfunktion muB dem eigentlichen Trans-
formationsprozeB ein weiteres Umformungsprogramm [UMFORM3]
vorangestellt werden.

Beispiel zu (ii): Suchen in einem sortierten Baum

funct SEARCH(x, tree):
if is-leaf (tree)
then contents(tree)
else if x £ contents(left(tree))
then SEARCH(x, left(tree))
else SEARCH(x, right(tree))
fi

fi
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Kapitel 2 Erkennung von Rekursionen

funct SEARCH(x, tree)

if is-leaf (tree)

then contents(tree)

else SEARCH(x, h(x,tree))

fi

where

funct h(x,tree):
if x £ contents(left(tree))
then left(tree)
else right(tree)
fi

Auch das Muster einer geschachtelten if-then-else - Form, in der
genau ein then-if vorkommt, kann umgeformt werden:

Funktion F = if Bed.1 if Bed.1 and Bed.2
then if Bed.?2 then Op.1
then 0p.1 else if Bed.1
else Op.2 ===)> then 0Op.2
fi else 0Op.3
else 0Op.3 fi
fi fi

Dies gilt wieder unter der Voraussetzung, daP keine ungewollten
Seiteneffekte mit den Bedingungen verbunden sind.

Ausgedehnt werden kann diese Klasse von verarbeitbaren Funktio-
nen auf eine beliebig tiefe if-then-else - Schachtelung, aller-
dings immer unter Berilicksichtigung der oben beschriebenen Ein-
schrankungen.

Unter diesen Bedingungen kénnen die als explizit rekursiv er-
kannten wund in die Standardform gebrachten Funktionen dem nach-
sten Teilprogramm unseres Systems [REKART] libergeben werden, das
die Art der Rekursionen bestimmt.
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Allgemeines

3. Bestimmung der Art einer Rekursion

3.1 Allgemeines

Um einen Uberblick dariiber zu bekommen, wie die Umgebung eines
rekursiven Aufrufs aussehen kann, werden zunadachst die mdglichen
Rekursionsmuster zusammengestellt.
Dabei werden drei Grundformen unterschieden:

a) die lineare Rekursion

b) die geschachtelte Rekursion und

c) die kaskadenartige Rekursion.
Die Standardform einer repetitiven Funktion sieht wie folgt aus:

R(x) = if B(x) then R(K(x)) else H(x) fi

wobei R der Name der rekursiven Funktion, x der Parameter, B
die Bedingung ist und K und H einfache Funktionen sind.

Sie kann in einer applikativen Programmiersprache in ein nicht-
rekursives Programm lbersetzt werden:

R(x) = while B{(x) do x:= K(x) od ; H(x)

Das erste Grundmuster bezeichnet die lineare Rekursion.

Sie hat die folgende Standardform:
L(x) = if B(x) then phi(L(K(x)), E(x)) else H(x) fi

wobei L der Name der rekursiven Funktion, x der Parameter, B
die Bedingung ist, wund K, E, H und phi einfache Funktionen
sind.

Daraus ist zu erkennen, daB eine lineare Rekursion in repeti-
tiver Form ist, wenn phi die Identitdtsfunktion , also der re-
kursive Aufruf die letzte Aktion im Ablauf der Berechnung eines
Rekursionsschrittes ist.

Linear rekursiv ist auch die folgende Form:

L(x) = if B(x) then H(x) else phi(L(K(x)), E(X)) fi
Hier muB das 1in Kapitel 2 erwdhnte zweite Umformungsprogramnm
[UMFORM2] den rekursiven Teil nach vorne holen (unter Negation
der Bedingung B (x) und Vertauschen der beiden Operationsteile),

und somit bekommen wir die oben angegebene Standardform einer
Linear rekursiven Funktion.
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Allgemeines

Sieht die linear rekursive Rechenvorschrift wie folgt aus:

L(x) = case W, (X) A, (%)
W, (%) A, (%)
W, (x) A, (x)

ALsp (%)

wobei W; (x) Werte sind, die die verschiedenen méglichen Falle
anzeigen, und A; (x) die entsprechenden Aktionen oder Anweisun-
gen, und hat genau ein A, die Form 'phi(L(K(x), E(x))', so muf
zuerst das in Kapitel 2 erwdhnte Umformungsprogramm [UMFORM1]
durchlaufen werden, das case - Konstrukte in if-then-else -
Schachtelungen dberfihrt, und anschliefend gegebenenfalls das
zweite Umformungsprogramm [UMFORM2], das die Funktion in die
Standardform bringt. Sind mehrere A; (x) rekursiv, so ist zwi-
schen UMFORM1 und UMFORM2 das Vorprogramm UMFORM3 aufzurufen.

Im Folgenden wollen wir davon ausgehen, daB die notwendigen Um-
formungen bereits durchgefiihrt sind, und die Funktion daher in
der if-then-else - Standardform vorliegt, da fir die Artbestim-
mung nicht die Umgebung interessant ist, sondern lediglich der
rekursive Operationsteil.

Das zweite Grundmuster ist das der geschachtelt rekursiven Funk-
tionen.

Es sieht in einfacher Standardform mit der Schachtelungstiefe
n=2 wie folgt aus:

F(x) = if B(x) then F(F(f(x))) else g(x) fi

wobei F der Name der rekursiven Funktion, x der Parameter, B
die Bedingung ist, und f und g einfache Funktionen sind.

Bemerkung: Im Folgenden soll die spitze Klammer > fir alle an
dieser Stelle noch zu schliefenden runden Klammern
stehen.

Modifikationen ergeben sich
a) bei groferer Schachtelungstiefe F(F(F(.....F(f (x>
b) beim Hinzufiligen einer Funktion, die die geschachtelten re-
kursiven Funktionen als Argument entnalt
phi (F(F(..... (f (x>
Diese Rekursion nennen wir linear geschachtelt.
c) beim Einfligen einfacher Funktionen zwischen den geschachtel-
ten F(h(F(g(F(,...F(f (x>
Diese Rekursion nennen wir verschriankt geschachtelt.
d) bei Kombination von (b) und (c¢)
phi(F(h(F(g(F....F(f (x>
Diese Rekursion nennen wir Llinear verschréinkt geschachtelt.
Insbesondere kann auch die unter (b) aufgefiihrte Form als
lLinear verschrankt geschachtelt bezeichnet werden, wenn man
fiar die fehlenden Zwischenfunktionen die Identitatsfunktion
einsetzt.

Seite 15



Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen

Erkennungsregeln

Das dritte Grundmuster reprisentiert die kaskadenartige Re-

kursion.

C(x) = if B(x)
then phi(C(K; (x)), C(K,(x)), E(x))
else H(x)
fi

wobei C der Name der rekursiven Funktion, x der Parameter, B
die Bedingung, phi eine einfache dreistellige (falls E(x)={}
==> zweistellige) Funktion ist, und K,, K,, E und H einfache
Funktionen sind.

Auch hier ergibt sich eine Erweiterung, wenn mehr als zwei re-
kursive Aufrufe nebeneinander stehen.

Nicht betrachtet werden

a)

b)

c)

Mischformen aus den oben beschriebenen Mustern, von denen
allerdings auch anzunehmen ist, daf} sie in der Praxis kaum
vorkommen.

Zuweisungen vor der eigentlichen Rekursion an Variablen, die
in der Rekursion wieder vorkommen, da diese Zuweisungen in
die rekursive Definition 'hineingezogen' werden koénnen (Vor-
sicht: Seiteneffekte!l).

indirekte Rekursionen.

3.2 Erkennungsregeln

Gehen wir aber davon aus, dap auf den Teil der Funktion, der die
Rekursion enthalt, zugegriffen werden kann, dann kénnen mit Hil-
fe des im folgenden skizzierten Regelsystems die verschiedenen
Rekursionsarten unterschieden und bestimmt werden.

Die Regeln sind wie folgt aufgebaut:

Name der Regel Bedingung 1

wobei der Aktionsteil hinter dem Symbol '==
fiihrt wird, wenn alle Voraussetzungen des B

Bedingung n

Aktion 1

Aktion m

1}
[}
v

>' nur dann ausge-
edingungsteils er-

fullt sind.
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Erkennungsregeln

Der erste Schritt trennt repetitive und lineare von geschachtel-
ten und kaskadenartigen Funktionen. Es werden folgende Regeln
gebraucht, wobei die Kennzeichnung M angibt, dap es sich um
Matchregeln (Erkennungsregeltn) handelt. Das Punktpaar a.b be-
zeichnet die Nummer der Regel im geordneten Ableitungsbaum.

M 1.1 der Funktionsname tritt in der Rekursion genau einmal
auf
==> einfache Rekursion
M 1.2 der Funktionsname tritt in der Rekursion mehrfach auf

==> mehrfache Rekursion
Verfolgen wir nun zunachst die einfache Rekursion weiter.

Die repetitive Form unterscheidet sich von der linearen dadurch,
daB sie in 'reiner’ Form auftritt, wahrend bei der letzteren
weitere Funktionen auf den rekursiven Aufruf angewendet werden.
Die Unterscheidung erfordert hier also folgende Regeln:

M 2.1 einfach rekursiv
das erste Element des rekursiven Operationsteils ist
der Funktionsname der zu untersuchenden Funktion (re-
kursiver Aufruf)

1}
1}
v

repetitiv
Art bestimmt

M 2.2 einfach rekursiv
~(Art bestimmt)
das erste Element des rekursiven Operationsteils ist
der Name einer Funktion, die den rekursiven Funktions-
aufruf als ein Argument enthalt

1}
[0}
v

linear
Art bestimmt

Wird der Aktionsteil von Regel M 2.1 ausgefithrt, d.h. die Eigen-
schaft ‘'repetitiv' an den Namen der zu untersuchenden Funktion
gebunden, so braucht nicht transformiert zu werden, da bereits
eine repetitive Form vorliegt.

Wird der Aktionsteil von Regel M 2.2 ausgefiihrt, d.h. die Eigen-
schaft 'linear’ an den Namen der zu untersuchenden Funktion ge-
bunden, so wird die Funktion mit der neugewonnenen Information
an das Transformationsprogramm [TRANSFORM] weitergegeben.
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Erkennungsregeln

Bemerkung:
Nicht berlicksichtigt worden ist hier der Fall, dal vor dem re-

kursiven Aufruf eine Funktion oder Zuweisung steht, die sich auf
eine Variable bezieht, die auch innerhalb des rekursiven Aufrufs
auftritt. Eine solche Funktion oder Zuweisung ware auch nur
sinnvoll, wenn sie absichtlich Seiteneffekte produziert. Derar-
tige 'Pseudofunktionen' werden daher nicht in Betracht gezogen,
kénnen auch bei funktionalen Programmiersprachen nicht auftre-
ten.

Damit ist die Artbestimmung fir einfache Rekursionen erfaft, und
es missen noch Unterscheidungen beziiglich der Arten der hier mit
‘mehrfach' bezeichneten Rekursionen getroffen werden.

Falls die ndchsten Regeln zur Anwendung kommen, steht also fest,
daB der Name der rekursiven Funktion in der Definition minde-
stens zweimal auftritt.

Zunachst wird der rekursive Operationsteil nach dem ersten Auf-
treten des entsprechenden Funktionsnamens durchsucht. Direkt
hinter diesem Auftreten wird mit dem Zahlen der o6ffnenden und
schlieBenden Klammern begonnen, um ein Kriterium zu haben, nach
dem geschachtelte und kaskadenartige Rekursionen zu unterschei-
den sind. Tritt namlich der nachste rekursive Funktionsaufruf
auf, bevor zum ersten Mal die Zahl der schlieBfenden Klammern
gleich der Zahl der 6ffnenden ist, dann bettet der erste Funk-
tionsaufruf den 2zweiten ein, und es handelt sich um eine ge-
schachtelte Rekursion. In allen anderen Fallen ist der Argument-
bereich des ersten Funktionsaufrufs abgeschlossen, bevor der
nachste rekursive Aufruf erfolgt, d.h. die Rekursionen sind
paraltlel bzw. kaskadenartig.

Bericksichtigt werden muB noch die Schachtelungstiefe (ST) bzw.
die Anzahl paralleler rekursiver Aufrufe (FAKTOR). Da wir jedoch
davon ausgehen, dap der Funktionsname in den seltensten Fallen
Oofter als zweimal in der Definition auftritt, verteilen wir die
Unterscheidung auf vier Regeln, wobei die ersten beiden das
zweimalige Auftreten behandeln und die letzten beiden das
n-fache (mit n>2). Der Vorteil dieser Unterteilung ist, daP in
den meisten Fallen eine der ersten beiden Regeln zur Anwendung
kommt, und somit die Rechenzeit nicht unnétig verlangert wird,
da bei zweifachem Auftreten des rekursiven Funktionsnamens der
rekursive Operationsteil nicht rekursiv durchsucht werden mup.

M 3.1 mehrfach rekursiv
der rekursive Funktionsname tritt in der Definition
genau zweimal auf
der zweite rekursive Funktionsaufruf tritt innerhalb
des Argumentbereichs des ersten rekursiven Funktions-
aufrufs auf

[0}
I}
4

geschachtelt
Schachtelungstiefe ST = 2
Art bestimmt
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Erkennungsregeln

M 3.3 mehrfach rekursiv
der rekursive Funktionsname tritt in der Definition
genau zweimal auf
der zweite rekursive Funktionsaufruf tritt unabhéngig
(parallel) zum ersten rekursiven Funktionsaufruf, d.h.
auferhalb des Argumentbereichs des ersten, auf

]
1]
%

kaskadenartig
FAKTOR F = 2
Art bestimmt

M 3.2 mehrfach rekursiv
der rekursive Funktionsname tritt n-mal in der Defini-
tion auf (n>2)
der nidchste rekursive Funktionsaufruf tritt jeweils im
Argumentbereich des vorhergehenden auf

1}
A\

geschachtelt
Schachtelungstiefe ST = n
Art bestimmt

M 3.4 mehrfach rekursiv
der rekursive Funktionsname tritt n-mal in der Defini-
tion auf (n>2)
der nidchste rekursive Funktionsaufruf tritt jeweils
auBerhalb des Argumentbereichs des vorhergehenden auf

I
1}
v

kaskadenartig
FAKTOR F = n
Art bestimmt

Bei der Betrachtung der von Bauer und Wdéssner angegebenen
Sonderfalle fiir geschachtelte Rekursionsmuster fallt auf, daB
die Eigenschaft 'geschachtelt', die beim Matchen bisher erkannt
werden kann, nicht ausreicht. Hinzugefiigt werden miissen Regeln
fiir eine genauere Bestimmung der Art einer Schachtelung.

Die Arten der Schachtelung unterscheiden sich nach den in Kapi-
tel 3.1 bereits beschriebenen Modifikationen (b) - (d).

Die erste Regel mupB daher priifen, ob eine Verschrédnkung gegeben
ist, die zweite, ob eine lineare Schachtelung vorliegt. Sollte
weder die eine noch die andere Regel zur Anwendung kommen, so
bleibt der Initialwert 'geschachtelt (einfach)' bestehen.

M 4.1 geschachtelt
3 einfache Funktion h, sodaB mindestens ein rekursiver
Aufruf im Argumentbereich von h Lliegt

==> verschrankt

Seite 19



Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Erkennungsregeln

M 4.2 geschachtelt
3 einfache Funktion phi, sodaPB der erste rekursive Auf-
ruf im Argumentbereich von phi Lliegt

==> linear

Sind nur die Bedingungen von Regel M 4.1 erfullt, so heipft die
Funktion 'verschrankt geschachtelt'. Gelten die Voraussetzungen
flir peiae Regeln, so wird die gegebene Funktion als 'linear ver-
schrankt geschachtelte' Rekursion behandelt.

Bemerkung:
Unberiicksichtigt bleibt hier die Méglichkeit einer Mischform.

Keine der Regeln sieht vor, daPB z.B. der zuweite Funktionsaufruf
im Argumentbereich des ersten, aber der dritte auferhalb des
Argumentbereichs des zweiten liegt. Derartige Fdlle durften auch
in der Praxis kaum vorkommen. Sollten sie dennoch auftreten,
wird man fir diese Spezialfdlle auf individuelle Uberlegungen
angewiesen sein. Eine entsprechende Fehlermeldung kann den Be-
nutzer auf eine solche Mischform und deren Nichtaufldsbarkeit
aufmerksam machen. Gehen wir wieder davon aus, daf3 die Matchre-
geln in der Reihenfolge ihrer Nummern abgeprift werden, so ge-
nigt die Voraussetzung, daPB die Funktion nicht einem der gegebe-
nen Muster zugeordnet werden konnte.

M 3.5 - (Art bestimmt)

==> Muster nicht erkannt (M.n.e.)
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Erkennungsregeln

Der Entscheidungsbaum fir die hier beschriebene Aufgliederung
der Rekursiocnen in finf Klassen (wobei die geschachtelte Re-
kursion weiter unterteilt ist) sieht dann wie folgt aus:

rekursiv
/ \
M1.1 M1.2
/ \
einfach mehrfach
& l /| | | \
M2.1 M2.2 M3.1 M3.2 M3.3 M3.4 M3.5
/ | /o | | \
repet. Linear geschacht. kaskaden. Mischf.
ST=2 ST>2 F=2 F>2 M.n.e.
/ I %
/ M4 .1 M4 .2
/ | \
einfach | verschriankt | linear verschrankt

Damit ist flir jede zu untersuchende rekursive Funktionsdefini-
tion die Art bestimmt worden. Gehért eine Funktion zu einer der
mittleren drei Klassen, so kann sie an das eigentliche Trans-
formationsprogramm libergeben werden, repetitive Formen brauchen
nicht transformiert zu werden, Mischformen kdnnen von unserenm
System vorerst nicht behandelt werden.

Die Implementierung eines derartigen Matchprogramms ist wie
schon in der Einflihrung erwdhnt mit einigen Schwierigkeiten ver-
bunden. Hier milssen Operationen und Muster 2. Ordnung (second-
order pattern) gematcht werden. Ein algorithmischer Losungsan-
satz ist bei Huet und Lang [HuLa 78] zu finden, und wurde fir
die Eingabe von ASPIK-Programmen beliebiger Stelligkeit von
Gerlach [Gerl 83] modifiziert und implementiert.
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Beispiele

3.3 Beispiele

Das allgemeine Schema fiur die lineare Rekursion sieht wie folgt

funct L = (A X)) X:
if B(x)
then phi(K(x), E(x))
else H(x)

fi
Durch Konkretisierung von
L = FAK K (x) = X=1
A = nat E(x) = X
X = X phi(x,y) = X *x Y
B (x) = x#0 H(x) = 1

ergibt sich z.B. die Berechnung der Fakultat einer natirlichen
Zahl x:

funct FAK (nat x) nat:
if

0
X * FAK(x-1)
1

Das allgemeine Schema fiir die geschachtelte Rekursion mit der
Schachtelungstiefe n=2 sieht wie folgt aus:

funct F = (A X) X:

if B(x)
then F(F(f(x)))
else g(x)
fi
Durch Konkretisierung von
F = F91 B (x) = x<100
A = nat f (x) = X+11
X B X g (x) = Xx-10

ergibt sich z.B. die Berechnung der '91-Funktion' von Manna

funct F91 = (nat X) nat:
if x<100
then F91(F91(x+11)
else x-10

Diese Funktion liefert fir alle x<101 den Wert 91, und fir alle
x>101 den Wert x-10 (nat = Menge der natiirlichen Zahlen).
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Kapitel 3 Artbestimmung von Rekursionen
Beispiele

Das allgemeine Schema fiir die kaskadenartige Rekursion mit dem
FAKTOR n=2 sieht wie folgt aus:

funct € = (A x) p:
if B(x)
then phi(C(K; (x)), C(K, (x)))
else H(x)

fi

Durch Konkretisierung von
C = FIBO K, (X) = x-2
A = phat K, (x) = X=1
X = X phi(x,y) = X+y
B (x) = X>2 H(x) = 1

ergibt sich z.B. die Berechnung der Fibonaccizahlen:

funct FIBO = (pnat X) pnat:

if x>2
then FIBO(x-2) + FIBO(x-1)
else 1
fi
(pnat = Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0)

Anhand dieser drei Beispiele wird in Kapitel 4 die Anwendung des
Regelsystems flir die Transformationen verdeutlicht.
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Kapitel 4 Transformationen
lineare Rekursion

" ..the transformation from recursion to
jteration is one of the most fundamental
concepts of computer science."

Knuth

4. Transformationsschemata und Regeln

Fir die im vorhergehenden Kapitel als erkennbare rekursive Funk-
tionen beschriebenen Muster wird versucht geeignete Transforma-
tionsregeln zu finden.

Aus Grinden der ibersichtlichkeit wird die Notation von Bauer
und Wossner weiterhin beibehalten.

Ein Transformationsschema soll wie folgt beschrieben werden:

A

{
B

wobei A und B Funktionsmuster sind und C die fir eine Transfor-
mation hinreichenden Bedingungen darstellt (in Kapitel 5:
Seitenbedingungen).

4.1 Transformationsschemata und Regeln fir die lineare Rekursion

Das allgemeine lineare Rekursionsmuster sieht nach Bauer/Wéssner
wie folgt aus:

funct L = (A xX)p:
if B(x)
then phi(L(K(x)), E(x))
else H(x)
fi

wobei folgende Stelligkeiten gelten:

o

hi:

TImo
> >0 >
I 4 x 3
D << >
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Kapitel 4 Transformationen
Lineare Rekursion

Wir setzen an dieser Stelle voraus, da der Benutzer vor Beginn
des Transformationsprogramms gefragt wird, ob er eventuell
irgendwelche Zusatzinformationen (iher die von ihm eingegebenen
rekursiven Funktionen geben kann. Falls ja, wird er in den ent-
sprechenden fFallen gefragt, falls nein, sind wir gezwungen uns
auf programminterne (z.B. in Assoziationslisten festgehaltene)
Informationen zu stiitzen.

Zur Aufldosung derartiger Llinearer Rekursionsschemata gibt es
nach Bauer/Wéssner verschiedene Verfahren:

a) Klammernverschiebung (oder Um-Klammerung)

b) Operandenvertauschung

c) Funktionsumkehr

d) Transformation von Paterson und Hewitt

e) Funktionsumkehr unter Einflihrung von Stapeln.

Die ersten drei Methoden, die auf Cooper [Coop 66] zuriickgehen,
unterliegen bestimmten Bedingungen, die eine aufzulésende Funk-
tion erfillen mupB. Die vierte Methode soll hier nicht betrachtet
werden, da sie zu uneffizienten Ablaufen fihrt (siehe [BaWd 811,
Kapitel 4.2.4) und die letzte Methode ist grundsatzlich und ohne
einschrankende Bedingungen anwendbar, wobei zu bericksichtigen
ist, daB es sich hierbei nur um eine Verschiebung des eigentli-
chen Problems von der Programm- auf die Datenstruktur handelt.
Eine Hierarchie der Regelbasis konnte hier gewahrleisten, dap
diese letzte Methode nur dann zur Anwendung kommt, wenn keine
der anderen Aufldsungen moglich ist.

Bei der Betrachtung aller von Bauer und Wéssner beschriebenen
linearen Schemata scheint die erste Vereinfachung darin zu Llie-
gen, die Funktion phi auf Einstelligkeit zu lberprifen. Und zwar
aus folgenden Grinden:

Wenn phi einstellig ist, dann wissen wir, daP phi auch rechts-
kommutativ ist, und somit durch Operandenvertauschung aufgelost
werden kann (siehe Kapitel 4.1.2) , wobei die Uberprifung, ob
eine Um-Klammerung méglich ist, libersprungen werden kann.

Daraus ergibt sich die erste Regel:
Rege L1 E(x) = { }
==> phi einstellig

(phi rechtskommutativ)

d.h. die Seitenbedingung bei der Operandenvertauschung braucht
nicht mehr abgefragt zu werden, da sie trivialerweise nur
Tautologien liefert (siehe Kapitel 4.1.2).
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Kapitel 4 Transformationen
Lineare Rekursion

Anmerkung:
Bei einem Regelsystem sollte im Grunde gewdhrleistet sein, dap

unabhdngig von der Reihenfolge der Regeln eine Abarbeitung er-
folgen kann. Da jedoch fir die Elimination konkreter linear re-
kursiver Funktionen oft mehrere Mdglichkeiten existieren, die
von unterschiedlichen Bedingungen abhédngig sind, wird zunachst
willkirlich eine Reihenfolge gewahlt. Ein Effizienzvergleich
kénnte spédter dazu flihren diese Reihenfolge zu &ndern (eventuell
{tber ein entsprechendes Metaregelsystem - siehe Zusammenfassung,
Kapitel 7).

4.1.1 Um—-Klammerung

Die von Bauer und Wdssner gegebene Transformation mit Hilfe die-
ser Methode sieht wie folgt aus:
funct L = (A X)p:

if B(x)

then phi(L(K(x)), E(x))

else H(X)

fi

3 psi (v X v 2 v):
phi(phi(r, s), t)) =
phi(r, psi(s, t))

€

funct L = (A X)p:
if B(x) then G(K(x),E(x)) else H(x) fi
where
funct 6 = (A X, v 2)p: M1
if B(x)
n 6G(K(x), psi(E(X),z))
else phi(H(x), z)

P =V
psi als phi wahlbar

+

funct L = (A X)p:
if B(x) then G(K(x), E(x)) else H(x) fi

where
funct 6 = (A X, p 2Z)p:
if B(x)
then G(K(x), phi(E(x), 2z2)

else phi(H(x), z)

Seite 26
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Lineare Rekursion

3 e € p:
phi(r, e) = r
{
funct L = (A X)p:
G(x,e)
wvhere
funct G =2 (A x, p 2)p:
if B(x)

then G(K(xX), phi(E(X), 2z)
else phi(H(x), z)
fi

Dazu ist folgendes zu bemerken:

Es ist nicht einzusehen, warum die Assoziativitadt von phi zu ei-
nem Zwischenmuster fiihren soll, da dieses keine Vorteile gegen-
liber Muster M1 bietet.

Falls es méglich ist, psi = phi zu wahlen (wobei auch zu pruafen
ist, ob p = v gilt), wirde ein Benutzer auf Anfrage des Systems,
ob es tiberhaupt ein psi gibt, das die Bedingung

'phi(phi(r, s), t) = phi(r, psi(s, t))' erfullt, dieses sicher
angeben, bzw. wiirde dies eventuell aus einer entsprechenden
Tabelle entnommen werden kdénnen. Daher (bergehen wir dieses Zwi-
schenmuster und ziehen die Bedingungen der Assoziativitat und
der Existenz eines neutralen Elementes zusammen. Auch die Frage
nach der Existenz eines neutralen Elementes erfordert eine Zu-
satzinformation, was in den Regeln mit call-user-or-tablesearch
(CUOTS) angedeutet wird.

Es ergeben sich also flir die Um-Klammerung folgende Regeln:
Regel?2 ~(phi einstellig)

3 psi: v X v 23 v CUOTS
phi(phi(r, s) t) = phi(r, psi(s, t))

"
]
4

M1
Schema aufgeldst
Um-Klammerung

Regel3 -(phi einstellig)
Um-Klammerung
p =V CUOTS
psi als phi wahlbar
phi(phi(r, s), t)
3 e € p: phi(r e)

phi(r, phi(s, t))
r

nn

ersetze in M1 die erste if-then-else - Clause
durch G(x,e)

It
1
v
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lineare Rekursion

Damit ist die Um—Klammerung abgeschlossen und es kann zur néch-
sten Methode, der Operandenvertauschung lbergegangen werden.

4.1.2 Operandenvertauschung

Die Methode der Operandenvertauschung beruht auf der Eigenschaft
der (verallgemeinerten) Rechtskommutativitadat der Funktion phi,
die die Ausfithrungsreihenfolge der Operationen umkehrt und damit
'hangende' Operationen beseitigt.

Eine Funktion phi heifft in diesem Zusammenhang rechtskommutativ,
wenn gilt:

phi(phi(r, s), t) = phi(phi(r, t), s).

Allgemein soll auch eine Funktion phi: p X v 2 p rechtskommuta-
tiv genannt werden, wenn eine weitere Funktion
psi: p X v 5 p existiert, sodaP gilt:

phi(psi(r, s), t) = psi(phi(r, t), s).

Im Gegensatz zur Um-Klammerung gehen die Vereinfachungen des
Grundmusters bei der Operandenvertauschung nicht sukzessive aus-
einander hervor, sondern werden unter alternativen Bedingungen
erstellt. Daher wird eine Regel gebraucht, die das Grundmuster
(M2) erstellt, und weitere Regeln, die die entsprechenden
'Licken', gekennzeichnet mit *n, wobei n eine laufende Nummer
ist, fullen.

Zunachst mup jedoch abgepriift werden, ob phi als einstellig er-
kannt wurde (Regel1), da dann die Funktion psi nicht vom Benut-
zer erfragt werden muf.

Die Uberfiihrung des linearen Rekursionsmusters in eine repetiti-
ve Form mit Hilfe der Operandenvertauschung sieht dann wie folgt
aus:
funct L = (A xX)p:

if B(x)

then phi(L(K(x), E(x)))

else H(x)

fi

3 psi: p X v 2> p
phi(psi(r, s), t) =
psi(phi(r, t), s)
psi(H(n, r)) = phi(H(n, r))
fir v n € {K'(x)|x € A,
i€Ng, (VW m=0,...,i-1 B(K"(x))),
i) S[B(K' (x)) 1}
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funct L = (A xX)p:
G(x,F)
where *1 Me
funct G = (A x,p 2)p:
if B(x)
then G(K(x), psi(z, E(x)))
else z

fi

!

Wobei ein Wert flr F noch gefunden werden muf. Vereinfachungen
sind méglich, wenn nicht umstdndlich in Abhdngigkeit von x ein
Wert flur F berechnet werden muf.

Daraus ergeben sich fir die Operandenvertauschung folgende Re-

geln:

Regel4 -~ (Schema aufgelést)
phi einstellig

1}
[}
\4

psi := phi
rechtskommutativ
psi generiert

Regel5 ~(Schema aufgeldst)
- (phi einstellig)
3 psi: p X v > p CUOTS
phi(psi(r, s), t) = psi(phi(r, t), s)

1}
"
%

psi := user-input
rechtskommutativ
psi generiert

Regel6 -~ (Schema aufgeldst)
rechtskommutativ
psi generiert

1
N
v

M2

Regel? ~(Schema aufgeldst)
rechtskommutativ
psi generiert
H = const.

ersetze F durch H(Xx) = const.
Lésche *1
Schema aufgelodst

1]
[}
v
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Regel 8 - (Schema aufgeldst)
rechtskommutativ
psi generiert
(B(x) = (x # %x,)) CuoTsS

]
1
v

ersetze F durch H(x;)
Losche *1
Schema aufgeldst

Regel 9 -~ (Schema aufgeldst)
rechtskommutativ
psi generiert

ersetze F durch F(x)
ersetze *1 durch
funct F = (A X)p:
if B(x) then F(K(x)) else H(x) fi

Schema aufgelédst

1]
L}
N

Um sicherzustellen, daP Regel 9 nicht vor Regel 7 und 8 abge-
prift wird, was eine eventuell mégliche Vereinfachung verhindern
konnte, miiBte eine weitere Variable (Eigenschaft oder Schalter)
eingefihrt werden. Da jedoch davon ausgegangen wird, dap die Re-
geln in der aufgefuhrten Reihenfolge abgepruft werden, wird auf
diese Erweiterung an dieser Stelle verzichtet.

Damit ist auch die Operandenvertauschung abgeschlossen, und es

kann nun die dritte Methode zur Aufldsung Llinear rekursiver
Funktionen , die Funktionsumkehr, betrachtet werden.

4.1.3 Funktionsumkehr

Die Funktionsumkehr ist ahnlich Zu behandeln wie die
Operandenvertauschung. Hierbei werden die 'hangenden' Operatio-
nen (siehe Kapitel 4.1.2) beseitigt, indem man von einem vor-
berechneten Endwert ausgeht, mit dessen Hilfe die Parameterwerte
rekonstruiert werden bis zuriick zum Anfangswert.

Unter der Bedingung, daf eine Umkehrfunktion K existiert, trans-
formiert man zunachst in das Grundmuster M3, Falls die Bedingung
B(x) von der Form X * x, ist, braucht A x, nicht berechnet =zu
werden. Sonst wird die Berechnungsfunktion P eingesetzt.
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Die Transformation sieht dann wie folgt aus:

funct L = (A xX)p:
if B(x) then phi(L(K(x)), E(x)) else H(x) fi

3 K
V x € {K'(x)|ieN,,x€er}:
K(K(x)) = x

Y

funct L = (A xX)p:
R(xXy, H(Xq), X)

where *1 M3
funct R = (A y, p z, A X)p:

if (y # x)

then R(K(y), phi(z, EWEK(Y))), X)

else z

fi

Es werden also die folgenden Regeln gebraucht:

Regel10 ~(Schema aufgeldst)
- (phi einstellig)
3 K: v x € {K'(x)|ieN,, x€A}: K(K(x))=x CUOTS

M3
Umkehrfunktion

1}
L1}
v

Regel11 Umkehrfunktion
B(x) = (x % x;) CUOTS

lodsche *1
ersetze x, durch x,
Schema aufgelést

1}
1}
\%

Regel1? Umkehrfunktion
-~ (Schema aufgeldst)

ersetze *1 durch
A Xo = P(X)
where
funct P = (A X)A:
if B(n) then P(K(n)) else n fi

1]
]
v
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Wieder wird davon ausgegangen, dapB die Regeln in der hier aufge-
fiihrten Reihenfolge abgepriift werden.

Damit sind alle Regeln fir die Funktionsumkehr ohne Verwendung
eines stacks aufgestellt, und es kann nun zur vierten, immer auf
linear rekursive Funktionen anwendbare Aufldsungsmethode uber-
gegangen werden, der Funktionsumkehr unter Verwendung eines
stacks.

4.1.4 Funktionsumkehr unter Verwendung eines stacks

Der Trick dieser allgemeingliltigen Aufldsungsmethode flir Llineare
Rekursionsmuster liegt darin, die Funktion L so zu erweitern,
dap sie selbst nicht mehr rekursiv ist, sondern das Problem auf
die lokale Funktion L* verlagert wird, von der jedoch bekannt
ist, dap sie durch Funktionsumkehr aufldsbar ist (Eigenschaft
der stack-Funktionen).

Es gibt nun zwei Moéglichkeiten fir die Behandlung dieser Metho-

de:

a) man transformiert die Funktion in das von Bauer und Wdssner
[BaWd 81] angegebene Schema,

b) man nutzt die bereits vorhandenen Regeln zur Funktionsumkehr
und libergibt praktisch die Funktion L* an die entsprechenden
Regeln.

Die zweite Moglichkeit scheint eleganter, hat jedoch auch Nach-
teile. Die Funktion L wird dabei zundchst in ein Zwischenmuster
transformiert, und in dieser Regel mup entweder ein Hinweis ge-
geben werden dariiber, daPp die Regeln zur Funktionsumkehr nunmehr
wieder zu den noch moéglichen - oder besser gesagt zu den eventu-
ell noch anwendbaren - Regeln gehdren, obwohl eine Funktions-
umkehr vorher als nicht moglich angenommen wurde (dies ware
eventuell ein Eingriff in eine Metaregelkomponente, die die Li-
ste der noch méglichen Regeln verwaltet). Dann koénnte L* durch
Funktionsumkehr aufgeldost und an der entsprechenden Stelle in
das Zwischenmuster eingesetzt werden. Oder, was einfacher
erscheint, L* wird in eine Liste eingetragen, die noch zu bear-
beitende Funktionen enthalt. Hierbei kann ein erneuter Matchvor-
gang umgangen werden, indem an dieser Stelle die Eigenschaft
'rekursiv' mit dem Wert 'linear' an den Funktionsnamen gebunden
wird.

Lést man jedoch die Funktion L nach Bauer/Wéssner direkt auf
(Fall a, Muster M4), ohne L* gesondert zu betrachten, so ent-
steht ein einfacheres Muster, in das mit nur einer Regel trans-
formiert werden kann (im Gegensatz zur spateren Einsetzung der
aufgeldsten Form von L¥*),.
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Die Transformation in das einfache Muster sieht wie folgt aus:

funct L = () x)p:
if B(x)
then phi(L(K(x)), E(X))
else H(x)

)

funct L = (A X)p:
R(P(x, empty))
where
funct P = (A X, stack A sx) (stack A, p):
if B(x)
then P(K(xX), sx & X)
else (sx, H(x))

fi M4
funct R = (stack A sy, p 2)p:

if sy *# empty

then R(rest sy, phi(z, E(top sy)))

else z

wobei der Datentyp stack wie folgt definiert ist:
(nach Bauer/Wéssner Kapitel 3.2.5.1 und 3.6.2.1)

type STACK = (mode A) stack Ai:
mode empty = atomic { }
mode stack A = empty | {r item, stack A trunk}
funct empty = stack A:{ }
funct isempty = ( stack A s) bool : empty :: s
funct top = ( stack A s : =isempty(s)) A: item of s

funct rest = ( stack A s : -isempty(s)) stack A : trunk of s

Die der oben gegebenen Transformation entsprechende Regel ist:

Regel13 - (Schema aufgeldst)
- (phi einstellig)

==> M4

Schema aufgeldst

Damit sind die Betrachtungen zur Aufldsung des Llinearen Re-
kursionsmusters abgeschlossen, und wir gehen zur Aufldsung ge-
schachtelt rekursiver Muster uber.
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"A Lecture without stack
is Llike a day without sunshine."

Guttag

4.2 Transformationsschemata und Regeln fir die geschachtelte Re-
kursion

Ausgegangen wird von dem einfachsten Fall einer geschachtelten
Rekursion, fir den grundsdtzlich eine Aufldsung in eine repeti-
tive Form méglich ist, und der wie folgt aussieht:

funct F = (A xX)A:
if B(x) then F(F(f(x))) else g(x) fi

Es gibt nun verschiedene Méglichkeiten, dieses Muster aufzulo-
sen, wobei allein Gesichtspunkte der Effizienz von Bedeutung
sind, um verschiedene Fdlle zu unterscheiden.

Drei der zu betrachtenden Auflésungen fiihren direkt zu repetiti-
ven Formen, eine bildet zundchst in ein lineares Rekursionsmu-
ster ab.

Wichtig ist eine Reihenfolge fiir die Prifungen, ob eine der
Transformationen méglich ist, zu finden, um méglichst in das
effizienteste Muster zu transformieren.

Bauer und Wéssner beginnen mit dem umstdndlichsten und enden mit
dem effektivsten Muster. Bei der Aufstellung entsprechender Re-
geln muB also diese Reihenfolge umgekehrt werden.

Die transformierten Muster sehen wie folgt aus:

A Grundauflésung ohne Nebenbedingungen (jedoch am uneffiziente-
sten ):

funct F = (A X)A:

Qlx,1)
where
funct @ = (A X, nat i)A:
if i1#0 M8

then QC if B(x)
then (f(x), i+1)
else (g(x), i-1)
fi)

[¢]
S
w0
)
x

-
-
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B Gilt die Eigenschaft 0: V x € A: {B(g(x)) => B(x)}, dann kann
das einfach geschachtelte Muster wie folgt aufgeldst werden:

funct F = (X X)A:
if B(x) then g(F(f(x))) else g(x) fi M7

Dieses Schema ist zwar linear rekursiv, es ist aber sofort klar,
dapf es auflosbar ist, da es die Eigenschaft 'phi einstellig’
besitzt, somit implizit rechtskommutativ ist, und mit Hilfe der
Operandenvertauschung transformiert werden kann (siehe Kapitel
4.1.2).

C Gilt lber die Eigenschaft 0 hinaus die Eigenschaft 1: ¥V x € Ai:
g(f(x)) = f(g(x)), d.h. f und g kommutieren, dann kann un-
mittelbar in das folgende Muster umgewandelt werden:

funct F = (A Xx)A:

K(x,x)
where M6
funct K = (XA X, A Z)aA:

if B(x)

then K(f(x), g(f(z)))
else g(z)
fi

D Gelten die folgenden Bedingungen:

1: (s.0.)
2: ¥V x € A: B(g(f(x))) => B(x)
3: ¥V x € A: B(x) => B(g(x)),

dann gelangt man zu dem einfachsten zur Grundform aquivalenten
Muster:

funct F = (A x)A:
if B(x) then F(g(f(x))) else g(x) fi MS

Die entsprechenden Regeln miissen demnach wie folgt aussehen und
in der angegebenen Reihenfolge abgeprift werden (wobei die Werte
der Eigenschaften standardmaBig mit 'FALSE' initialisiert sind):

Regel14 geschachtelt (einfach)
es gilt die Eigenschaft 0O cHoTS

==> Wert(0):=TRUE
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Regel15

1}
1
\%

Regel16

L}
1}
\%

Regel17

]
I
\'4

Regel18

1]
]
v

Regel19

1]
n
v

Regel 20

1}
1}
A\

geschachtelt (einfach)
es gilt die Eigenschaft 1

Wert (1) :=TRUE

geschachtelt (einfach)
Wert (0) = TRUE
Wert(1) = FALSE

M7

phi einstellig

ersetze 'geschachtelt (einfach)'
durch 'linear'

geschachtelt (einfach)
Wert (1) = TRUE
es gilt die Eigenschaft 2

Wert (2) : =TRUE

geschachtelt (einfach)
Wert (1) = TRUE

Wert (2) = TRUE

es gilt die Eigenschaft 3

Wert (3) :=TRUE

M5

ersetze 'geschachtelt (einfach)’
durch 'Schema aufgeldst'

- (Schema aufgeldst)
geschachtelt (einfach)

Wert (0) = TRUE
Wert (1) = TRUE
M6

ersetze 'geschachtelt (einfach)"’
durch 'Schema aufgelost'

geschachtelt (einfach)
- (Schema aufgeldst)

M8
ersetze 'geschachtelt (einfach)’
durch 'Schema aufgeldst’

CUoTsS

CUOTS

CUOTS
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Damit sind alle Regeln fir die Transformation der einfach ge-
schachtelten Rekursion mit der Schachtelungstiefe 2 gegeben.

Es ist offensichtlich, daPB bei gréBerer Schachtelungstiefe ohne
zusdtzliche Veranderungen eine zur Grundumwandlung analoge Auf-
lé6sung erzielt werden kann.

Eine geschachtelte rekursive Funktion mit der Schachtelungstiefe
3 sieht wie folgt aus und kann analog zur Grundumwandlung der
einfach geschachtelten rekursiven Funktion mit der
Schachtelungstiefe 2 aufgeldst werden:

funct F = (A xX)A:
if B(x) then F(F(F(f(x)))) else g(x) fi

+

funct F = (A X)X
Q(x,1)
vhere
funct @ = (X X, nat i)A:
if i#0
then QC if B(x)
then (f(x), i+2)
else (g(x), i-1)
fi )

[¢]
i
0]
@
x

-
-

o
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Spatestens bei der Betrachtung einer geschachtelt rekursiven
Funktion mit der Schachtelungstiefe 4 fallt auf, an welcher
Stelle sich die Schachtelungstiefe auswirkt:

funct F = (X X)A:
if B(x) then F(F(F(F(f(x))))) else g(x) fi

¢

funct F = (A X)A:
Q(x,1)
where
funct Q@ = (A X, nat i)A:
if i#0
then QC if B(x)
then (f(x), 1+3)
else (g(x), i-1)
fi)

else x
fi

An der Stelle, an der die Variable i hochgezahlt wird, ist ein
Unterschied zum Grundmuster M8, sonst nirgends. D.h. alle
Schachtelungstiefen kdénnen mit einem Muster abgehandelt werden,
wenn man an dieser Stelle (i + Schachtelungstiefe - 1) einsetzt.
Regel20 muB entsprechend gedndert werden. Ferner miussen Regeli4
und Regel19 als Voraussetzung 'Schachtelungstiefe 2' enthalten.

Betrachtet werden soll nun eine weitere Moglichkeit geschachtel-
ter Rekursionen und ihre Auflésung:

funct F = (A x)A:
if B(x) then F(h(F(f(x)))) else g(x) fi

Diese Rekursionsform wird 'geschachtelt (verschrankt)' genannt,
und der Ausdruck F(h(F(f(x)))) soll kurz mit A bezeichnet wer-
den.

Hierzu kann man sich folgendes liberlegen:

1.) Wenn die Bedingung B(x) gilt, wird ein F durch A ersetzt,
gilt die Bedingung B(x) nicht, so wird fir F 'g(x)' einge-
setzt.

2.) Ist einmal F(h(F(f(x)))) eingesetzt worden, dann beinhaltet
der Ausdruck zwei F's, die noch ersetzt werden miissen. Hier
kann eine Zahlervariable eingefiihrt werden, die diese "offe-
nen" F's zahlt, also nach einmaligem Einsetzen von A auf 2
steht, nach zweimaligem auf 3 usw.

3.) Bei der Abarbeitung dieser F's gibt es nun folgende Situa-
tionen:

a) i=0, d.h. kein offenes F mehr => x
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Die

b) B(x), d.h. die Bedingung ist erfullt, A wird eingesetzt,
es kommt ein F dazu => (f(x), i+1)

c) =B(x) und i=1, d.h. die Bedingung ist nicht mehr erfullt
und €5 gibt nur noch ein offenes F => (g(x), 1-1=0)

d) -B(x) und i¥1, d.h. die Bedingung ist nicht mehr erfillt
und es gibt mehr als ein offenes F => (h(g(x)), 1-1)

aufgeloste Form sieht demnach wie folgt aus:

funct F = (A X)A:

Q(x,1)
where
funct Q = (XA x, nat i)A:
if i1=0
then x
else if B(x)
then Q(f(x), i+1)
else if 1=1
then g(x)
else Q(h(g(x)), i-1)
fi

fi

Schreibt man diese aufgeloste Form analog zu M8, so sind wieder
Ubereinstimmungen festzustellen:

funct F = (X x)A:

Qlx,1)
where
funct @ = (A X, nat i)A:
if i#0
then if -B(x) and i=1
then g(x)
else QC if B(x)
then (f(x),i+1)
else (h(g(x)),i-1)
fi )
fi
else X
fi

an zwei Stellen unterscheiden sich die Muster.

Falls -B(x) gilt und i=1 ist, wird das letzte F durch g(x)
ersetzt.

Statt des einfachen Ersetzens eines F's durch g(x) wird

h(g(x)) eingesetzt, falls die Bedingung B(x) nicht gilt und
noch mindestens zwei offene F's existieren.
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Auch dieses Muster kann in M8 (Regel20) integriert werden. Der
libersichtlichkeit halber wird diese Regel jedoch auseinander-
gezogen und auf drei Regeln verteilt. Die erste beinhaltet dann
das Grundmuster, die zweite und dritte fillen in Abhdngigkeit
von der Rekursionsart die 'Liicken'.

Daraus entstehen Regel20 (neu), Regel21 und Regel22:
Regel20 geschachtelt

~(Schema aufgelédst)

M8 (neu)

i
I
A%

Regel21 geschachtelt (einfach)
Schachtelungstiefe v
~(Schema aufgelost)

streiche *1
ersetze *2 durch g(x)
ersetze ST durch (i + Schachtelungtiefe - 1)
ersetze 'geschachtelt (einfach)'
durch 'Schema aufgelost’

1
I
v

Regel2?2 geschachtelt (verschrankt)
-(Schema aufgelodst)

ersetze *1 durch
if -B(x) and i=1 then g(x) else
ersetze *2 durch h(g(x))
ersetze 'geschachtelt (verschrankt)’
durch 'Schema aufgeldst’

I
1}
v

wobei das Muster M8 nun wie folgt aussieht:

funct F = (A X)A:
Qlx,1)
vhere
funct Q@ = (A X, nat i)A: M8 (neu)
if i#0
then *1
QC if B(x)
then (f(x), ST)
else (x2, 1i-1)
fi )

-0
|

i_a.
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Auch bei dieser verschrankt geschachtelten Form ist denkbar, dap
die Reihe 'rek.Funk. - einf.Funk. - rek.Funk. - einf.Funk.' eine
gréBere Schachtelungstiefe hat.

Z2.B. Schachtelungstiefe 3:

funct F = (XA x)A:
if B(x) then FIL(F(h(F(f(x)))))) else g(x) fi

wobei L, h, f und g einfache Funktionen sind.

Zunachst soll versucht werden die Funktion mit Hilfe von zwei
Zahlervariablen i und j aufzulbésen. Die Funktion Q ware dann in
der aufgelosten Form 3-stellig.

Es kénnen folgende Falle auftreten:

1.) i=0, d.h. es existiert kein offenes F mehr => (x,i,]j)
2.) =B(x)

a) i=1, j=0, d.h. die Bedingung gilt nicht, und es existiert
noch ein offenes F vor einem L => (g(l(x)), i-1, j)

b) i=1, j=1, d.h. die Bedingung gilt nicht, wund es existie-
ren noch zweil offene F's, eines vor der Funktion Ll und
eines vor der Funktion h. Da das letzte F immer vor einem
L steht, ist auch dieser Fall eindeutig =>
(gth(x)), i, j-1)

c) i=2, j=... An dieser Stelle wird deutlich, daB einfache
Zahlervariablen nicht ausreichen, da aus der Anzahl der
noch vorhandenen l's nicht hervorgeht, an welcher Stelle
diese L's stehen.

Angenommen, es gilt i=2 und j=2.
Ein derartiger Ausdruck kann durch verschiedene Bedingungs-
folgen aus F abgeleitet werden:

F — B(X)—> FCL(F(h(F(f(x))))))
— B(X)—> FL(F(h(F(LFCh(F(fC(f(x))IIINIIIY))
= aB(X)—> FL(FCh(FCL(F(h(g(f(f(x))IIIIIIIII)
| I IO | |
2 Y1
2
F — B(Xx)—> F(L(F(h(F(f(x))

)
- =aB(X)—> F(L(F(h(g(f(x)))
(

)))
)))
— B(X)—> FL(F(L(F(h(F(f(h(g(f(x))))))))I)))
L ] L ] L ]

2 2 Yo
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Das gleiche Problem tritt auf, wenn man die Mbéglichkeiten durch-
spielt fir den Fall, dap die Bedingung B(x) gilt:

3.) B(x)

a) i=1, j=0, d.h. die Bedingung gilt, und es existiert ein
offenes F vor einem L => (f(lL(x)), 1, j+1)

b) i=1, j=1, d.h. die Bedingung gilt, und es existieren zuei
offene F's, eines vor einem L und eines vor einem h. Da
das letzte F immer vor einem L steht, ist auch dieser
Fall eindeutig => (f(h(x)), i+1, j)

c) i»1, j=... Auch hier ist nicht eindeutig, ob ein F direkt
vor einer Funktion | oder vor einer Funktion h ersetzt
werden soll.

Léosung dieses Problems: Die Funktion Q in der aufgeldsten Form
bleibt zweistellig. Sie enthalt als zweites Argument jedoch kei-
ne Zahlervariable, sondern einen stack.

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten diesen stack aufzubauen.
Das Einfachste wadre die gesamte noch nicht verarbeitete Zeichen-
kette im stack unterzubringen, Schritt fiur Schritt abzuarbeiten,
zu expandieren oder zu reduzieren. In unserem Fall kann jedoch
Platz gespart werden, da gewisse Vorinformationen verfligbar
sind.

h's kénnen nicht in direkter Folge vorkommen, sondern werden im-
mer von FL'F mit i21 getrennt. D.h. es reicht, die Potenz von |
im stack zu speichern. Bei der Abarbeitung des stacks kann dann
davon ausgegangen werden, dap jeweils zwischen zwei Funktionen
L ein FhF steht. Ist der stack irgendwann leer, so ist das
letzte L' verarbeitet worden, und es muB die Grundform F (y)
berechnet werden. Gilt nun im nachsten Schritt B(x), dann wird
der stack neu aufgefiilllt, gilt -B(X), dann wird F(y) durch g(y)
ersetzt und die Funktion ist fertig berechnet.

Ein dritter Punkt ist noch zu bertcksichtigen. Um zu wissen, wie
die nachste Reduktion auszusehen hat, muf3 im stack vermerkt uwer-
den, ob h miteinbezogen werden muff oder nicht. Zu diesem Zweck
notiert man eine 0 an oberster stack-Position, falls h direkt
vor dem bereits berechneten Teil in der Zeichenkette steht.
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Die aufgeloste Form der verschridnkt geschachtelten Funktion F
mit der Schachtelungstiefe 3 unter Verwendung eines stacks sieht
dann wie folgt aus:

funct F = (A X)A:
Q(x, empty)
vhere
funct Q@ = (A x, stack nat s)ai:
if 2(-B(x) and s=empty)
then QC if B(x)
then if top s = 0
then (f(x), (((rest s) & 1) & 0))
else (f(x),
(((rest s) & (top s + 1) & 0))

fi
else if top s = 0
then ((h(g(x))), (rest s))

else (L((top s), g(x)), (rest s))

fi
fi)
else g(x)
fi
where
funct L = (nat n, A y)aA:
if n>0
then L(n-1, L(y))
else vy

i

Die Form der verschrankt geschachtelten rekursiven Funktion kanr
auch auf eine beliebige Schachtelungstiefe verallgemeinert wer-
den:

funct F = (A x)A:
if B(x) then F(h, (F(h, (... (F(h, (F(f(x> else g(x) fi

Bei der Auflésung dieser allgemeineren Form scheint es jedoch
sinnvoll, den stack vollstandig aufzubauen, d.h. die gesamte
Zeichenkette aufzunehmen, und dann bei jedem Schritt in Abhan-
gigkeit vom top-Element die Verarbeitung fortzusetzen. Eine wei-
tere Moglichkeit ist die ablauforientierte Ldésung dieses Pro-
blems, die in Kapitel 4.3 unter dem Thema 'Transformation einer
entflochtenen Form' im Einzelnen behandelt werden wird.
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Die aufgeldste Form mit einem die Zeichenkette vollstandig (bis
auf die zwischen je zwei h;'s stehenden F's) enthaltenden stack
hat dann folgendes Aussehen:

funct F = (X X)A:
Q(x, empty)
funct @ = (A x, stack {h;,...,h,} s)aA:
if = (-B(x) and s=empty)
then Q¢ if B(x)
then (f(x), s & h; &...& h,.)
else (top s(g(x)), rest s)
fi )
g(x)

,_
w0
@®

- D

Fine weitere Variante der verschrankt geschachtelten rekursiven
Funktion ist die Form, bei der an erster Stelle kein rekursiver
Funktionsaufruf steht, sondern eine einfache Funktion.

Man beachte, daB es sich hierbei bereits um eine Mischform aus
linearer und verschriankt geschachtelter Rekursion handelt.

Fiir die Schachtelungstiefe 2 sieht die Funktion wie folgt aus:

funct F = (X X)A:
if B(x)
then L(F(h(F(f(x)))))
else g(x)

und die allgemeinere Form fiir die Schachtelungstiefe n:

funct F = (A xX)A:
if B(x)
then h, (F(h, (F(... (h, (F(f (x>
else g(x)
fi

Betrachtet man nun verschiedene Bedingungsfolgen, so wird deut-
lich, dap hinter jedem h; (1<i<n) beliebig viele h;'s auftreten
kénnen, die von h; nicht durch F getrennt sind. Der stack mup
entsprechend aufgebaut werden. Man kann z.B. folgende Struktur
wahlen:

stack {h;,...,h,} > nat s,

wobei top, s 'h;' angibt und top, s die Potenz i von hl‘. Ist
top, s = 0, dann folgt kein h,, sondern direkt F.
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Die aufgeldoste Form der allgemeinen linear verschrankt geschach-
telten Rekursion sieht dann folgendermafen aus:

funct F = (A x)A:
Q(x, enpty, O
where
funct @ = (A x, stack {h,,...,h,} x nat s, {0,1} v) AX:
if ~((-B(x) or v=1) and s=empty)
then QC if B(x)
then if s+empty
then (f(x), (rest s)
& ((top, s), ((top, s) + 1))
& (h,,0) &...& (h,,0), 1
else (f(x),s & (h;,0) &...& (h,,0), 1)

fi
else (top, s(H(top, s, g(x))), (rest s), 1)
fi)
else if v=1 then x else g(x) fi
fi
where
funct H = (nat n, XA yY)i:
if n>0
then H(n-1, h; (y))
else vy
fi

wobei die Variable v in der Definition von Q@ angibt, ob minde-
stens einmal expandiert wurde oder nicht. In Abhangigkeit davon
wird als letzter Schritt der Rekursion entweder g(x) berechnet
(letzter Schritt = erster Schritt, v=0), bzw. der berechnete
Funktionswert x ausgegeben (v=1).

Enthalten in diesen Schachtelungsméglichkeiten sind z.B. auch
die folgenden rekursiven Operationsteile:

a) FCLCFC(F(f(x)))))
b) hy (F(F(F(f(x)))))

a) entspricht der Schachtelung F(L(FCh(F(f(x))))))
mit h = id (Identitat)

b) entspricht der Schachtelung h; (F(h, (F(h;(F(f(x))))))) mit
h, = id und h; = id .

Allerdings wiirde das Einbeziehen dieser Falle bei dem oben be-
schriebenen Transformationsschema zu fehlerhaften Ergebnissen
fihren, da die verwendete Zusatzinformation hierfir nicht mehr
gitlt.

Falls also derartige verschrankt geschachtelte und Llinear ver-
schrankt geschachtelte Funktionen mitaufgenommen werden sollen,
so muB dies bereits beim Matchen (einsetzen von Identitatsfunk-
tionen) als auch beim Programmtransformieren beziglich der vVer-
wendung der stacks beriicksichtigt werden. Meiner Meinung nach
sind diese Formen jedoch mehr von theoretischem Interesse und
dirften in der Praxis kaum Anwendung finden. Eine Erweiterung
der Verwendung der stacks wlirde im Gegensatz zu der oben be-
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schriebenen reduzierten Verwendung das Programm erheblich ver-
langsamen.

Daher sollen diese komplizierteren Falle hier nicht weiter un-
tersucht werden, sondern lediglich die verschradnkt geschachtel-
ten rekursiven Funktionen mit einer Schachtelungstiefe gréofer
als 2 und die linear verschriankt geschachtelten berilcksichtigt
werden, sodaP die Regeln 20, 21 und 22 entsprechend geadndert und
vier neue Regeln hinzugefligt werden miissen.

Regel20(neu) rekursiv (geschachtelt)
- (Schema aufgeldst)
==> M8
wobei sich das Muster M8 wiederum verandert hat. Es missen mehr

'Licken' gelassen werden, die bei der Anuwendung weiterer Regeln
ausgefiillt werden.

funct F = (A X)A:

Q(x,2z)
where
funct @ = (A x, z-Sorte)ai: M8 (3. Fassung)
if BED
then *1
QC if B(x)
then *3
else *4
fi
else *6
fi
*5
Rege l 21 geschachtelt (einfach)

Schachtelungstiefe y>?2

==> flille die Lucken in M8:
z =1
z-Sorte := nat i
BED := i#0
*1 := id
*3 := (f(x), i + Schachtelungstiefe - 1)
*¥¢ = (g(x), 1-1)
*5 = {}
*6 1= X

ersetze 'geschachtelt (einfach)'
durch 'Schema aufgelost’
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Regel2?2 geschachtelt (verschrankt)
Schachtelungstiefe y=2

fille die Lucken in M8:

z :=1

z-Sorte := nat i

BED := 1%0

* 1 if =B(x) and i=1 then g(x) else

*3 (f(x), i+1)

*4 (h(g(x)), i-1)

*5 {3

*6 = X

ersetze 'geschachtelt (verschrankt)'
durch 'Schema aufgelost'

n
1}
%

it

Regel23 geschachtelt (verschrankt)
Schachtelungstiefe y>2

fulle die Liicken in MS8:

zZ := empty

z-Sorte := stack *2 s

BED := - (-B(x) and s=empty)
*1 {3}

*6 g (x)

1}
"
\'%

Regel24 geschachtelt (verschrankt)
Schachtelungstiefe y=3

fulle die Lucken in M8:
*2 := nat
*3 ;= if top s =0
then (f(x), ((rest s) & 1 & 0)))
else (f(x), ((rest s) & ((top s) + 1) & 0)))
fi
*4 ;= if top s =0
then ((h(g(x))), (rest s))
else (L((top s), g(x)), (rest s))
fi
*5 := where
funct L = (nat n, A y)Ai:
if n>0 then L(n=-1, L(y)) else y fi
ersetze 'geschachtelt (verschrankt)'
durch 'Schema aufgeldst’

1}
1
A\
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Regel25 geschachtelt (verschrankt)
Schachtelungstiefe y>3

fiillle die Liucken im (erweiterten) Muster M8:
*2 Py sn mmphiy}
*3 (f(x), s & h; &.....& h})
* 4 ((top s(g(x))), (rest s))
*5 = { }
ersetze 'geschachtelt (verschrankt)'
durch 'Schema aufgeldst’

i
1}
A\

W nu

Regel?26 geschachtelt (linear verschréankt)

==> fulle die Llicken in M8:

z := empty,0

z-Sorte := stack ({h;,..,h,} > nat) s, {0,1} v
BED := =~ ((-B(xX) or v=1) and s=empty)

*1 := {}

*3 := 1f s#*empty

then (f(x), (rest s) & ((top, s), (top, s + 1))
& (h,,0) &...& (h,,0), 1)

else (f(x), s & (h;,0) &...& (h,,0), 1)
fi
x4 := ((top,; s)(H((top, s), g(x)), (rest s), 1)
*5 := where
funct H = (nat n, A y)A:
if n>0
then H(n-1, h; (y))
else vy
fi
*6 := if v=1 then x else g(x) fi

ersetze 'geschachtelt (linear verschrankt)'
durch 'Schema aufgeldst’

Damit seien die Betrachtungen der geschachtelten rekursiven
Funktionen vorerst abgeschlossen (Ergdnzungen siehe Kapitel 4.3
liber Entflechtung).
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"I find it difficult to believe that
whenever I see a tree
I am really seeing a string of symbols"

McCarthy

4.3 Transformationsschemata und Regeln fir die kaskadenartige
Rekursion

4.3.1 Allgemeines

Wie man am einfachsten Muster fiir eine kaskadenartige Rekursion
bereits erkennen kann, sind derartige Funktionen im allgemeinen
nicht ohne Einfilthrung von stacks in repetitive Form lberfihrbar:

funct C = (A xX)p:
if B(x) then (C(K; (X)), C(K,(x))) else H(x) fi

Paterson und Hewitt [PaHe 70] haben durch spezielle Konkretisie-
rung des oben angegebenen Musters gezeigt, daPB man nicht einmal
mit einem Keller auskommt, sondern sowohl einen Parameter- als
auch einen Protokollkeller fir die Uberfithrung in repetitive
Form braucht. Das heift nicht, daPB ein Keller nicht sowohl Para-
meter als auch Adressen enthalten kann, sondern bezieht sich
lediglich auf die Notwendigkeit, dap die Mdglichkeit vorgesehen
werden muf3, beide Arten von Werten abspeichern zu kdénnen. Fir
ein allgemeines Transformationssystem wird man also beide
Kellerarten bereitstellen missen.

Der systematischste Ansatz fir die Aufldésung von Kaskaden und

komplizierten Mischformen. besteht darin, zundchst den Re-
kursionsablauf zu ‘'entflechten' (mit Hilfe eines Parameterkel-
lers) und anschlieBend diese entflochtene Form <(abstrakte

Schachtelung) in eine repetitive zu transformieren, wobei die
wesentlichen Informationen (ber den Ablauf der Rekursion (Analy-
se der Prozedur) in einem Protokollkeller ahgespeichert werden.

Der Nachteil dieses Ansatzes besteht darin, daB nur in sehr ein-
fachen Fadllen ein oder beide Keller als lberfliussig erkannt wer-
den, wenn algorithmisch dquivalente Formen existieren, die ohne
Einflihrung von stacks (leicht erkennbar) aufgelést werden kén-
nen. In vielen Fallen, in denen die Einfilihrung von stacks theo-
retisch nicht notwendig ist, wird man auf individuelle ({lberle-
gungen angewiesen sein, um eine einfache Umformung darzustellen.
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Es gibt jedoch einige Ansédtze, die sich mit der Systematisierung
derartiger Umformungen befassen. Hier ist vor allem die bei
Bauer und Wossner als 'allgemeiner Ansatz' bezeichnete Methode
zu nennen, die zuerst von Darlington und Burstall in unfassende-
rer Bedeutung unter dem Namen unfold/fold-Methode behandelt wur-
de. Anwendungen und Weiterentuwicklungen dieses Ansatzes finden
sich unter anderem bei Feather [Feat 77] [Feat 791 ,
Clark/Darlington [ClDa 77] und Schmitz [Schm 78] (siehe Kapitel
6).

Als weitere Ansatze sind zu nennen die 'Arithmetisierung des Ab-
laufs’ und die *Technik der Wertverlaufstabellierung'
([BaWdé 81], Kapitel 4.3.2 und 4.3.4). Diese beiden Ansatze
scheinen jedoch nicht madchtig genug, um eine abstraktere Methode
(oder Theorie) zu begrinden.

Auf Grund der weit lber kaskadenartige Rekursionen hinausragen-
den Anwendungsméglichkeiten der unfold/fold-Methode wird diese
gesondert behandelt (siehe Kapitel 6) .

Auch die Entflechtung ist eine umfassendere Methode, die in en-
gem Zusammenhang mit der geschachtelten Rekursion steht. Zum ei-
nen ist das Ergebnis einer vollstdndigen Entflechtung stets eine
geschachtelte Form, zum anderen konnen auch komplizierte, ohne
stack nicht auflésbare Schachtelungen in dieser Weise behandelt
werden.

Fiir derartige, komplizierte kaskadenartige und geschachtelte
Funktionen sowie Mischformen findet die Transformation in zwei
Schritten statt. Im ersten Schritt wird eine 'entflochtene Form’
erzeugt (méglicherweise unter Verwendung von Parameterkellern),
und erst im zweiten Schritt wird diese entflochtene Form in eine
repetitive uberflhrt.

Der erste Schritt dieser Transformation soll zundchst fir eine
einfache Kaskade gezeigt werden, dann fiir die allgemeinste
Kaskadenform, und schlieBlich soll ein abstraktes Beispiel die
Entflechtung einer kompliziert geschachtelten Funktion illu-
strieren. Konkrete Beispiele findet man in Kapitel 4.4.

4.3.2 Entflechtung von Kaskaden

Die Uberfihrung einer entflochtenen Form in eine repetitive
(Schritt 2) soll im nachsten Abschnitt gesondert behandelt wer-
den, da sowohl entflochtene Kaskaden als auch entflochtene
Schachtelungen und Mischformen betroffen sind.

Das Muster fiir eine einfache Kaskade sieht wie folgt aus:

funct € = (A X)p:
if B(x) then phi(C(K, (x)), CK,(x)), E(x)) else H(x) fi
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Anmerkung:

Bei parallelen Aufrufen rekursiver Funktionen sollte schon beim
Matchen geprtiift werden, ob die Argumente (hier K, (x) und K, (x))
identisch sind. Wenn dies der Fall ist, kann eventuell in einen
einfacheren Rekursionstyp (hier z.B. in einen linearen, falls
Ky (x) = K, (x) ) umgeformt werden.

Die Einfihrung von Hilfsvariablen in der oben gegebenen
kaskadenartigen Funktion Lliefert die folgende "detaillierte"
Form:

funct C = (A X)p:

if B(x)

then A x; = K, (x); Pz, = C(x,);
A X, = K, (X); Pz, = C(x,);
phi(z,, z,, E(x))

else H(x)

fi

Um diese Form weiter untersuchen zu kéonnen, muB zuerst der Be-
griff der 'Entflochtenheit' geklart werden.

Definition (nach [BaWoé 811D : Die detaillierte Form (s.0.) einer
rekursiven Rechenvorschrift heipt entflochten, wenn keiner der
Parameter und keine der zur Detaillierung eingefiuhrten Hilfs-
variablen sowohl vor als auch nach ein und demselben rekursiven
Aufruf verwendet wird.

Sieht man sich diese Definition genau an, so ist schon intuitiv
klar, daP eine entflochtene Form in eine repetitive umgewandelt
werden kann, wobei kein Parameterkeller mehr nétig ist, sondern
lediglich ein Parameterregister. Allerdings miissen die "Rick-
sprungadressen" der rekursiven Funktionsaufrufe in einem Proto-
kollkeller gestapelt werden. Dazu jedoch spater.

Die oben gegebene detaillierte Form e¢iner kaskadenartigen Funk-
tion ist also nach unserer Definition nicht entflochten, da der
Parameter x und die Hilfsvariable z, die entsprechende Bedingung
verletzen.

Eine sogenannte 'Einbettung' bereitet die Entflechtung von x
vor. Der entscheidende Schritt dieser Einbettung besteht darin,
zusatzlich noch den Parameterwert, mit dem die Rechenvorschrift
aufgerufen wurde, als Resultat abzuliefern.
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Daraus ergibt sich die folgende Form:

funct C = (XA X)p:

o2

where (A a, p b) = C*x(X)
funct C+ = (A x) (A, p):

if B(x)
then A X3 = Ky (X); (A vy, P Z3) = Cx(xy);
A Xy = Kp(xX); (X yva, P Z,) = Ck(X,);

(x, phi(z,, z,, E(x)))
else (x, H(x))
fi

Hierbei gilt offensichtlich: y; = K;(x) und vy, = K, (x).

D.h., falls die Umkehrfunktionen K, und K, von K,; und K,
existieren, laBt sich x aus y, und y, jeweils wieder zuriick-
gewinnen und die Funktion hinsichtlich des Parameters x im Ab-

lauf entflechten:

1 K,, K,
{
funct C = (A x)p:
b
where (A a, p b) Cx (%)

funct C*x = (A x) (A, p):

if B(x)
then A x; = Ky (xX); (A y;, p z,) = Cx(x,);
A Xy = Ky (X); (X y,, P 2Z,) = Cx(X,);

(R Cy,), phizy, z,, EW,(y,))))
else (x, H(x))
fi

Flir z, muB ein stack eingefihrt werden, da keine Moglichkeit be-
steht, mit einer Umkehrfunktion zu arbeiten.
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Daraus ergibt sich die Form:

funct € = (A xX)p:
b
where ()X a, stack p sb, p b) Cx(x, empty)
funct C+ = (A stack p sz) (A, stack p, pP):
if B(x)
then (A x,, stack p sr)

1]

(K, (x), s2);

(A y,, stack p sz,, p z,) = Cx(X,, sry);
(A X,, stack p sr,) = (K, (X), sz & z,);
(A y,, stack p sz,, P z,) = Cx(X,, sr;);
(x, sz, phi(z,, z,, E(X)))

else (x, sz, H(x))
fi

wobei folgende Aquivalenzen gelten:

sz, = sr; = Sz
Sz, = sr, = sz & zZ;
sz = rest sz,
z, = top sz,

Die Funktion L&Bt sich nun unter Ausnutzung dieser Aquivalenzen
in eine vollstandig entflochtene Form uberfihren:

3 K., K,

1

funct € = (A x)p:
b
where (A a, stack p sb, p b) = Cx(x, empty)
funct C* = (A x, stack p sz) (i, stack p, p): M9

if B(xX)

then (A x;, stack p sr;) = (Ky(x), sz);
(A y,, stack p sz,, p z;) = Cx(x,, sr;);
(A X,, stack p sr,) = (K, (Ky(yy)), sz, & 2z3);
(A y,, stack p sz,, p z,) = Cx(X,, sr,);

(K, (y,), rest sz,, phi(top sz,, z,, E(K,(y;))))
else (x, sz, H(X))
fi

Gleich anschliepend soll versucht werden die allgemeinste Form
einer kaskadenartigen Funktion in eine entflochtene Form zu
tiberfithren. Wieder sei darauf hingewiesen, daB schon beim Mat-
chen alle Argumente K, paaruweise auf Gleichheit untersucht wer-
den sollten, um die Funktion eventuell schon vor dem Ent-
flechtungsversuch zu vereinfachen.
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funct C = (XA X)p:
if B((x)
then phi(C(K, (x)),..., CK,(x)), E(x))
else H(x)
fi
Yi 1<isn 3 K;: K; (K; (X)) = x
\
funct € = (A xX)p
b
where (A a, stack p sb, p b) = Cx(x, empty)
funct C* = (A x, stack p sz) (A, stack p, p):
if B(x)
then (A x,, stack p sr,) = (K;(x), sz);
(A y,, stack p sz, p z,) = C*x(x,,8ry);
(A X,, stack p sr,) = (K, (K;(y,)), sz, & z,);
(A y,, stack p s2,, P 2,) = C*x(X,,sr,);
(A x3, stack p sr3) = (K3(K,(y,)), sz, & z,);
(A X,, stack p sr,) =
(Kn(zn-l(yn-l))l SZ,-1 & zn-l);
(A v,, stack p sz,, P z,) = C*x(x,,sr,);
(R, (y,), rest" " *sz, , phi(top rest”" ?sz_,
cee.e., top rest’ sz,, z,, EWK,(y )))
else (x, sz, H(X))
fi

Anmerkungen:
a)

bei der

gen an den Benutzer
nicht

b) Falls
nicht exist
den, bzw.

erweitert

Ob die Umkehrfunktionen existieren,
diese Umkehrfunktionen sind,
Transformation der linearen Rekursion -

und falls ja, welches
muPp als Zusatzinformation - wie
durch Anfra-
in Erfahrung gebracht werden.

alle Umkehrfunktionen existieren, muf} fir jede
ierende Umkehrfunktion ein stack vorgesehen wer-
der oben verwendete Parameterkeller entsprechend

verden.
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Regeln flir die Entflechtung kaskadenartiger Rekursionen:

Regel27 kaskadenartig
K, fur einige 1<isn CUOTS

i}
i
v

M9

{V¥ K; =3 K,: kellere den Parameter x,
und ersetze K; (y,) durch x;}

Schema entflochen

bzw. geschachtelt

Die entflochtene Form kann dann mit Hilfe der entsprechenden Re-
geln fur die geschachtelt rekursiven Funktionen in eine repeti-
tive Form transformiert werden.

4.3.3 Beispiel fiir die Entflechtung einer kompliziert geschach-
telten rekursiven Funktion

Entflochten werden soll die folgende Linear verschrankt ge-
schachtelte Funktion:

funct F = (A X)p:
if B(x)
then phi(F(psi(F(K; (x)), Ky (x))), E(X))
else H(x)
fi

Zu diesem Zweck muf sie zunhdachst in eine detaillierte Form liber-
fuhrt werden:

{
funct F = (A xX)p:
if B(x)
then x;, = K, (x); Z, = F(x;);
X, = K, (x); Z, = psi(zy, X,);
X = phi(z,, E(x))
else H(x)
fi
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Da der Parameter x der Entflochtenheitsbedingung nicht geniigt,
mup fir x ein stack eingefithrt werden.

3 K,
s

funct F = (X X)p:
b
where (A a, stack XA sa, p b) = Fx(x, empty)
funct F* = (X x, stack A sx) (A, stack A, p):
if B(x)

then (X x,, stack XA sx;) (K, (X)), sx);

(A y,, stack X sy,, P z,) = F¥x(x,, sx,);
(A X,, stack A sx,) =
(psi(z,, k, (Ky(yy))), sy, & Ky(y,));
(A yv,, stack A sy,, p z2,) = F*x(xX,, sX,);
(top sy,, rest sy,, phi(z,, E(top sy,)))

else (x, sx, H(x))
fi

An diesem Beispiel wird deutlich, dap nur eine geschachtelte
Form F, die mehrstellige Funktionen enthalt, in denen F als
Argument vorkommt, nicht entflochten sein kann.

Noch deutlicher wird diese Abhédngigkeit, wenn man sich die ent-
sprechenden Baumdiagramme ansieht. Treten nur Funktionen mit ei-
nem Argument auf, so entsteht ein degenerierter Baum, der stets
entflochten ist.

phi
Z X
F E(x)
| Das Baumdiagramm zeigt
psi deutlich, daPp der Parameter
/ \ x entflochten werden muf.
F K, (x)

K, (x)

Anmerkungen:

a) an einem solchen Baumdiagramm kann die Detaillierung einer
kompliziert geschachtelten Funktion unmittelbar abgelesen
werden.

b) eine tiefere Analyse des Beispiels liefert durch Arithmeti-
sierung des Ablaufs eine repetitive Form ohne stacks, falls
Parameter als Laufvariablen zu erkennen sind, die wahrend des
Ablaufs einer systematischen Veranderung unterliegen. Es ist
jedoch nicht zu sehen, wie eine derartige Analyse von einer
Maschine systematisch geleistet werden kdnnte.
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4.3.4 Transformation einer entflochtenen Form

in eine repetitive

Die allgemeine entflochtene Form sieht wie folgt

funct F = (X x)A:

bzw.

funct

wobei

if B(x)
then F(S, (F(S,_-; (.....(F(S; (x>
else H(x)

fi
F = (A xX)A
if B(x)

then S, (F(S, _; (... (F(S; (x>
else H(x)

die S; einfache Funktionen sind.

aus:

(a)

(h)

Zunachst soll versucht werden die unter (a) aufgefihrte Form zu
transformieren.

(a)

)

funct F = (A X)A:
Fx = (x, empty)

where
funct F*x = (X x, stack {1,...,n} sn)A:
if B*x(x, sn)
then F*(S*x(x, sn))
else H*x(x, sn)
fi
where
Hx (A x, stack {1,...,n} sn) = H(x,

Bx(A X, stack {1,...,n} sn) bool = B(x) and sn*empty
S*x(A x, stack {1,...,n} sn) (A, stack {1,...,n}) =

if -B(x) and sn*empty
then (S, (H*x(x, sn)),
where Index k = top sn
if top sn ¥ n
then (rest sn) & ((top sn) + 1)
else (rest sn)
fi)
else (S;(x), sn & 2)
fi

Seite
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Damit ist die in Kapitel 4.3 mit 'verschrankt geschachtelt' be-
zeichnete Form in eine repetitive transformiert worden.

Bei dieser Transformation wurde jedoch nicht von der Struktur
ausgegangen, die die Zeichenkette, die die noch nicht berechne-
ten Teile der rekursiven Aufrufe reprasentiert, unter allen még-
lichen Bedingungsfolgen annehmen kann, sondern die Transforma-
tion ist am Ablauf orientiert. Der stack enthalt somit nicht
mehr die aufeinanderfolgenden S, 's, zwischen denen jeweils ein F
auftritt, das im nachsten Schritt entweder expandiert oder redu-
ziert werden muf3, sondern die "Ricksprungadressen" S;, d.h. die
Stellen, an denen weitergearbeitet werden mupB, wenn die da-
hinterliegende Zeichenkette abgearbeitet ist.

Betrachten wir als Beispiel den Ablauf flir die verschrankt ge-
schachtelte (entflochtene) Form "F(S, (F(S, (x))))!
mit der Bedingungsfolge:

B(x), -B(x), B(x), B(x), =B(x), -B(x), ~B(x).

a) Baumdarstellung

F‘
/’\
/ N\
/ 7/ N\
/S /7 N N e B(x)
/ I\
F . F S,
/’\ . ............ ~B ()
/ N\
/ /N N\ H
/S NN\ et et et .. B(X)
F S, F S,
/l\
/ %
/ /N \
Z 7 N N seewsesessswons B (x)
F S, F S,
| et e ceee. mB(X)
H
........................ -B (%)
H
..... i R se AR eE R s as e W us we s D ERD)
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h) Ablauftabelle

Bedingung Funktion (abgearbeitete Teile Keller
! unterstrichen)
F )
B (x) F S, FS, x (2)
=B (x) F S, H S, X « )
B (x) F S, F S, S, H S, x (2)
B (x) F S, FS, FS, S, S, HS, x (2,2)
-B (x) F S, F S, HS, S, S, HS, X (2)
=B (x) F S, HS, HS, S, S, H S, X )
=B (x) H S, HS, HS, S, S, H S, x )

Anschliefend soll der zweite etwas schwierigere Fall (b) der in
Kapitel 4.2 mit 'linear verschrdankt geschachtelt' bezeichneten
entflochtenen Form untersucht werden.

Bei der strukturorientierten Methode wurde ein reduzierter,
zweistelliger stack benutzt, wobei die erste Stelle jedes stack-
Elements die einfachen S, (genauer gesagt nur den Index i) ent-
hielt, und die zweite Stelle die Anzahl der daran in ununterbro-
chener Folge anschliefenden S,'s. Bei der ablauforientierten Me-
thode steht man vor ahnlichen Problemen. Auch hier muf eine An-
haufung von §,'s erkannt werden, um diese Folge ohne Unterbre-
chung abzuarbeiten. Verwendet man einen stack wie in Fall (a),
dann ist zwar durch die Betrachtung mehrerer (der obersten)
stack-Elemente zu erkennen, wo eine Anhaufung auftritt, hat man
jedoch den stack entsprechend abgearbeitet, so ist nicht mehr
erkennbar, ob eine ununterbrochene Folge da war, bzw. wo diese
Folge beendet ist. Daher mup auch bei dieser Methode ein modifi-
zierter stack henutzt werden, wobei ein zusatzliches Symbol '$°'
eingeflihrt wird, das das Ende einer solchen Folge signalisiert.

Schon der einfache Fall mit der Schachtelungstiefe 2 (siehe
[BaWw0O 821, Kapitel 6.1.3) zeiygt, daB grundsadtzlich zwischen zwei
verschiedenen Rekursionsschritten (Prozeduren) unterschieden
werden muf.

1.) Rekursion A, die nur in Abhédngigkeit von der Bedingung B (x)
expandiert, und

2.) Rekursion B, die in Abhadngigkeit vom Inhalt des stacks redu-
ziert und anschliepfend entweder sich selbst oder Rekursion A
aufruft.

Fir die Auflosung der linear verschrdnkt geschachtelten Form ist

daher die in Kapitel 4.2 erwdhnte strukturorientierte L6sung mit
vollstandigem stack eventuell vorteilhafter.
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Strukturorientierte L6sung mit vollstandigem stack
(Muster M11):

funct F = (A X)A:
b
where (A b, stack p sn) = F*(x, $)
funct Fx(A x, stack p sn) (A, stack p):
if sn # empty
then if top sn % $
then F*(S, (x), (rest sn))
wvhere Index k = top sn
else if B(x) M11
then Fx (S, (x),
((rest sn & (n, $, n-1,..., 2, $))
else if top(rest sn) % empty
then F¥(S,_  (H(x)), (rest(rest sn)))
where Index r = top(rest sn)
se (H(x), (rest sn))

m
=

-+

i

fi

Es werden daher folgende Regeln fur die Transformation der ent-
flochtenen verschriankt geschachtelten und linear verschrankt ge-
schachtelten Funktionen in repetitive Form gebraucht:

Regel28 entflochten
geschachtelt (verschriankt)

M10

I}
1}
v

Regel29 entflochten
geschachtelt (linear verschrankt)

M11

1}
1}
v

4.4 Beispiele fiir die Transformation der verschiedenen Re-
. av
kursionsarten

An dieser Stelle soll gezeigt werden, wie die transformierten
Funktionen filir die 1in Kapitel 3.2 bereits erwahnten Beispiele
fliir lineare, geschachtelte und kaskadenartige Rekursion ausse-
hen.
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4.4.1 Transformation der Fakultatsfunktion

funct FAK = (nat x) nat:

Fﬁen X * FAK (x-1)

4.4.1.1 Aufldosung durch Um-Klammerung

Da E(x) # { }, d.h. phi nicht einstellig ist, wird der Versuch
der Aufldsung durch Um-Klammerung nicht (ibersprungen (Regel1).

Abgeprift wird nun, ob es eine Funktion psi gibt, sodal
phi(phi(r, s), t) = (phi(r psi(s, t)) gilt. phi ist in diesem
Fall die Multiplikation. Wird psi ebenfalls als Multiplikations-
funktion gewdhlt, so ist diese Bedingung erfillt.

Die durch die Ausfiihrung von Regel2 transformierte Fakultats-
funktion sieht dann wie folgt aus:

funct FAK = (nat x) nat:
if x # 0 then 6(x-1, x) else 1 fi
where
funct G = (nat x, nat z) nat:
if x # 0 then G((x=-1), (x*z)) else (1*z) fi

Auch alle Bedingungen von Regel3 sind erfiillt, da wir bereits im
vorhergehenden Schritt psi = phi gewahlt haben wund fir die
Multiplikation das neutrale Element '1' existiert.

Nach Anwendung dieser Regel hat die Fakultadtsfunktion die fol-
gende endgultige Form:
funct FAK = (nat x) nat:

G(x,1)

where

funct G = (nat x, nat z) nat:

if x # 0 then G(x-1, x*z) else (1*xz) fi

Ein angeschlossener Simplifier wiirde natirlich noch (1x2) durch
Zz ersetzen (siehe Kapitel 7).
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4.4.1.2 Aufldosung durch Operandenvertauschung

Werden die Regeln in der geordneten Reihenfolge ihrer Nummern
auf Anwendbarkeit i{iberpriaft, so wiirde die Fakultatsfunktion auf
jeden Fall durch Um-Klammerung aufgeldst werden. Wir (lbersprin-
gen jedoch die entsprechenden Regeln und zeigen, daB die gegebe-
ne Definition auch mit Hilfe der Operandenvertauschung transfor-
miert werden kann.

Beginnen wir mit Regel5. Das Schema sei noch nicht aufgelést und
phi (die Multiplikation) ist nicht einstellig. Uberprift wird
die Funktion jetzt auf erweiterte Rechtskommutativitat im defi-
nierten Sinn, d.h. es soll eine Funktion psi gesucht werden, so-
daB gilt: phi(psi(r, s), t) = psi(phi(r, t), s). Diese Bedingung
ist erfillt, da die Multiplikation rechtskommutativ ist. Nach
Regelé6 kann also die Fakultatsfunktion entsprechend Muster M2
transformiert werden:

funct FAK = (nat Xx) nat:

G(x,F)

where *1

funct 6 = (nat x, nat z) nat:
if x#0
then G6((x=1), (z*x))
else z
fi

wobai ein Wert far F noch gefunden werden muf.

Ferner ist bei der Fakultatsfunktion der else - Teil, H(x), kon-
stant. Daher wird nach Regel8 fiir F dieser konstante Wert einge-
setzt und *1 geldscht. Die Fakultatsfunktion hat schlieBlich die
folgende repetitive Form:

funct FAK = (nat x) nat:

G(x,1)

where

funct 6 = (nat x, nat z) nat:
if x#0
then 6((x-1), (z*x))
else z
fi

4.4.,1.3 Aufldosung durch Funktionsumkehr

Wir Uberspringen jetzt sowohl die Regeln fur die Um-Klammerung
als auch die fur die Operandenvertauschung. Begonnen wird daher
mit Regel10.

Alle Voraussetzungen sind erfiillt, da die Umkehrfunktion fir die
Subtraktion die Addition ist. Es kann also wie folgt transfor-
miert werden (Muster M3):
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funct FAK = (nat x) nat:

R(xy, H(xe))

where %1

funct R = (nat y, nat z) nat:
if (y#x)
then R((y+1), ((y+1)xz))
else z
fi

X, kann aus der Terminierungsbedingung bestimmt werden, und
H(x,) ist die Konstante 1. Daher gilt nach Regel11:

funct FAK = (nat x) nat:

R(0,1)

where

funct R = (nat y, nat z) nat:
if (y#x)
then R((y+1), ((y+1)%*z))
else z
fi

4.4.1.4 Aufldosung durch Funktionsumkehr unter Verwendung eines
stacks

Die erste filir diese Aufldsung zustandige Regel ist Regel13.

Da jede linear rekursive Funktion unter Verwendung eines stacks
in eine repetitive Form liberfiihrt werden kann, wird ohne ein-
schrankende Bedingungen in eine Form entsprechend Muster M5
transformiert:

funct FAK = (nat x) nat:
R(P(x,empty))

where
funct P = (nat x, stack nat sn) (stack nat, nat):
if x#0
then P((x=1), sn « X)
else (sn, 1)
fi
funct R = (stack nat sy, nat z) nat:

then R(rest sy, ((top sy)*z,)
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4.4.2 Transformation der '91-Funktion' von Manna

funct F91 = (nat x) nat:
if x £ 100
then F91(F91(x+11))
else (x-10)

Zundchst wird in Regel14 abgeprift, ob die Eigenschaft 0, d.h.
Y x € A: B(g(x)) => B(x), gilt.

X<100
(x-10) <100

nat B (x)
x=-10 B(g(x))

A
g (x)

Wenn (x-10)<100 gilt, dann soll daraus folgen, daB auch x<100
gilt. Diese Bedingung ist offensichtlich nicht erfillt. Daher
bleibt Wert(0) unveradndert gleich FALSE.

Fir die Anwendung vor Regell15 ist die Eigenschaft 1 Vorausset-
zung, d.h. ¥ x € A: g(f(x)) = f(g(x)).

X+1
X+1

(x-10) +11
(x+11)-10

f (x)
g (x)

X+11 f (g(x))
x=-10 g(f(x))

i n
o
i