
S
E

K
I  

F
ac

hb
er

ei
ch

 In
fo

rm
at

ik
_ 

U
ni

ve
rs

itä
t K

ai
se

rs
la

ut
er

n
M

E
 

M
 

° 
P

os
tf

ac
h 

39
49

0-
67

50
 

Ka
us

er
sl

au
te

m
 1

. W
. G

er
m

an
y

%
:

U! 13
]

N H I co U I }..
. D

uasaaqed 33mm

uauoxsmxau uon uoxqeuxurgTL-l





Überb l i c k

Opera t i onen  s i nd  i n  a l go r i t hm ischen  Spez i f i ka t i onen  o f t  re—
kurs i v  besch r i eben .  Um be i  de r  Imp lemen t i e rung  so l che r
Spez i f i ka t i onen  e f f i z i en te  P rog ramme zu  e rha l t en ,  i s t  es
no twend ig ,  Reku rs i onen  i n  e i ne  repe t i t i ve  Fo rm zu  übe r füh—
ren .  Ausgehend  von  e i nem K lass i f i ka t i onsschema  fü r  r eku rs i ve
Funk t i onen  we rden  zwe i  Techn i ken  zu r  En t reku rs i v i e rung  vo r—
ges te l l t ,  d i e  au f  de r  abs t rak ten  Ebene a rbe i t en .
Zunächs t  we rden  e in i ge  T rans fo rma t i onsschema ta  von  Baue r  und
Hössne r  [BaWö 81 ]  übe rnommen ,  mod i f i z i e r t  und  e rwe i t e r t ,  und
i n  e i nem de te rm in i s t i s chen  T rans fo rma t i ons rege l sys tem zusam—
menge faß t ,  wobe i  es  wesen t l i ch  i s t ,  d i e  Seman t i k  de r  ve rwen—
de ten  Ope ra t i onen  zu  be rücks i ch t i gen .  Ansch l i eßend  w i rd  d i e
heu r i s t i s che  un fo l d / f o l d—Methode  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l
[DaBu  77 ]  besch r i eben  und  e i n i ge  i h re r  Anwendungsmög l i chke i—
ten  da rges te l l t .

Abs t rac t

Opera t i ons  i n  a l go r i t hm ic  spec i f i ca t i ons  a re  o f t en  desc r i bed
r ecu rs i ve l y .  To ob ta i n  e f f i c i en t  p rog rams  fo r  imp lemen t i ng
such  spec i f i ca t i ons ,  i t  i s  necessa ry  t o  t r ans fo rm  recu rs i ve
f unc t i ons  i n to  i t e ra t i ve  ones .
S ta r t i ng  w i t h  a C lass i f i ca t i on  scheme  fo r  r ecu rs i ve  f unc—
t ions ,  two  t echn i cs  f o r  r ecu rs i on  remova l  a re  p roposed ,
wh i ch  wo rk  a t  abs t rac t  l eve l s .  A t  f i r s t  some  t r ans fo rma t i on
schemes f r om Baue r  and  Wössner  [Bawö  81 ]  a re  mod i f i ed ,
augmen ted  and  comb ined  i n  a r u l e  based  t r ans fo rma t i on  sy—
s tem,  whe re  i t  i s  essen t i a l  t o  cons ide r  t he  seman t i cs  o f  t he
Opera t i ons  used .  Subsequen t l y  t he  heu r i s t i c  un fo l d / f o l d
me thod  o f  Da r l i ng ton  and  Bu rs ta l l  [DaBu  77 ]  i s  desc r i bed  and
i l l u s t r a ted  by  examp les .





Wenn n i ch t  mehr  Zah len  und  F igu ren
S ind  Sch lüsse l  a l l e r  K rea tu ren ,
Wenn d ie  so  s i ngen  ode r  küssen
Mehr  a l s  d i e  T ie fge leh r t en  w i ssen ,
Wenn s i ch  d i e  we l t  i ns  f r e i e  Leben
Und  i n  d i e  We l t  w i r d  zu rückbegeben ,
Wenn dann  s i ch  w iede r  L i ch t  und  Scha t t en
Zu  ech te r  K la rhe i t  we rden  ga t t en
Und man i n  Märchen  und  Ged i ch ten
Erkenn t  d i e  ewgen  We l t gesch i ch ten ‚
Dann  f l i eg t  von  E inem gehe imen  Ho r t
Das  ganze  ve rkeh r te  Wesen  f o r t .

Nova l i s
( aus :  Ge i s t l i che  L i ede r )
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Kap i t e l  1 E in füh rung

1 .  E in füh runq

Diese  A rbe i t  umfaßt  t heo re t i s che  Be t rach tungen  von  Me thoden ,  d i e
reku rs i v  de f i n i e r t e  Funk t i onen  du rch  P rog rammt rans fo rma t i on  i n
r epe t i t i ve  Fo rmen  übe r t r agen .

Un te r  P roq rammt rans fo rma t i on  ve rs tehen  w i r  j eg l i che  Ve rände rung
e ines  gegebenen  P rog ramms  un te r  Ve rwendung  syn tak t i s che r
und /ode r  seman t i sche r  I n fo rma t i onen  übe r  d i eses  P rog ramm,  wobe i
ko r rek the i t  und  Te rm ina t i on  e rha l t en  b l e i ben .
Z ie l  de r  h i e r  be t rach te ten  P rog rammt rans fo rma t i onen  i s t  d i e
Ef f i z i enzs te i ge rung  von  A lgo r i t hmen .  Denkba r  wä re  auch  Programm—
t r ans fo rma t i on  zu r  Ve re in fachung  von  P rog ramms t ruk tu ren ,  2 .8 .  um
d ie  Vo rausse t zungen  zu  scha f f en ,  von  e i ne r  P rog rammie rsp rache  i n
e ine  ande re  übe rse t zen  zu  können ,  ode r  um e ine  Ve r i f i ka t i onsh i l -
f e  zu  geben .

I n  de r  vo r l i egenden  A rbe i t  so l l  aussch l i eß l i ch  d i e  E l im ina t i on
r eku rs i ve r  Funk t i onsde f i n i t i onen  du rch  P rog rammt rans fo rma t i onen
behande l t  we rden ,  wobe i  e i ne  Funk t i on  reku rs i v  he iß t ,  wenn  s i e
s i ch  d i r ek t  ode r  i nd i r ek t  au f  s i ch  se lbs t  s t ü t z t  ( 3 .  Kap i t e l  2 ) .

A l l e  u—reku rs i ve  Funk t i onen  können  i n  äqu i va len te  n i ch t reku rs i ve
t r ans fo rm ie r t  we rden .  I n  P rog rammie rsp rachen  (w ie  ALGOL,  PASCAL ,
S IMULA) ,  i n  denen  das  Fo rmu l i e ren  von  Reku rs i onen  e r l aub t  i s t ,
w i r d  das  P rob lem m i t  H i l f e  e i nes  Ke l l e r s  ( s t ack )  ge lös t ,  i n  dem
Parame te r  und  P ro toko l l va r i ab len  abgespe i che r t  we rden .  Dami t
wi rd  j edoch  das  e i gen t l i che  P rob lem nu r  ve r l age r t  von  de r  Pro—
gramm— au f  d i e  Da tens t ruk tu r .  Das Z ie l  d i ese r  A rbe i t  i s t  es ,  zu
ze igen ,  daß un te r  gew issen  Bed ingungen  au f  d i e  oben  besch r i ebene
Prob lemve r l age rung  ve rz i ch te t  we rden  kann ,  und  bes t immte  p - re—
ku rs i ve  Funk t i onen  i n  i t e ra t i ve  t r ans fo rm ie r t  we rden  können  ohne
Un te rs tü t zung  du rch  e i nen  Ke l l e r .  Um d iese  Mög l i chke i t en  abzu—
g renzen ,  we rden  auch  T rans fo rma t i onsschema ta  angegeben ,  be i  de—
nen au f  e i nen  Ke l l e r  n i ch t  ve rz i ch te t  werden kann.  Un te r  einem
Trans fo rma t i onsschema  ve rs tehen  w i r  zwe i  Funk t i onsmus te r ,  d i e
un te r  gew issen  Bed ingungen  nachwe i sba r  i ne inande r  übe r füh r t  wer—
den  können  ( s i ehe  Kap i t e l  4 ) .

Theo re t i s che  Be t rach tungen  von  S t rong  [S t ro  70 ]  e rgaben ,  daß
bes t immte  u—reku rs i ve  Funk t i onen  besch re ibba r  s i nd  du rch  Fluß—
d iag ramme ( f l owcha r tab le ) .  S t rong  s te l l t  eben fa l l s  f es t ,  daß
kaskadena r t i ge  reku rs i ve  Funk t i onen  n i ch t  i n  Fo rm  von  F lußd ia—
grammen besch r i eben  we rden  können ,  und  Pa te rson  und  Hew i t t  wei—
sen  i n  i h rem A r t i ke l  'Compara t i ve  Schema to logy '  [PaHe  70 ]  nach ,
daß  be i  d i esen  Funk t i onen  im  a l l geme inen  wede r  au f  e i nen  Parame—
t e r— noch  au f  e i nen  P ro toko l l ke l l e r  ve rz i ch te t  we rden  kann .  E in
we i te res  t heo re t i s ches  E rgebn i s  von  S t rong  i s t ,  daß  d ie  Über—
t r agba rke i t  e i nes  Programms i n  e i n  F lußd iag ramm n i ch t  en t sche id—
ba r  i s t .

Das  h i e r  zu  en twe r fende  T rans fo rma t i onssys tem w i rd  syn tak t i s che
und  seman t i sche  I n fo rma t i onen  übe r  gegebenen  p—reku rs i ve  Funk—
t i onen  benu tzen ,  um s i e  i n  e i ne  e f f i z i en te re  repe t i t i ve  Form zu
übe r t r agen .  Anges t reb t  w i rd  a l so  e i n  au f  N i ssen  bas ie rendes  Sy -
s tem (know ledqe—based  sys tem l  , das  au toma t i sch  d i e  E l im ina t i on
von  Reku rs i onen  du rch füh r t .
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Kap i t e l  1 E in füh rung

I n  we lchem Maße e in  so l ches  T rans fo rma t i onssys tem ta t säch l i ch
d ie  E f f i z i enz  von  P rog rammen  s te i ge r t ,  kann  j edoch  e r s t  e i ne
Ana l yse  von  Tes t l äu fen  m i t  konk re ten  Funk t i onen  ze igen .  H ie rbe i
i s t  j edoch  zu  be rücks i ch t i gen ,  daß  e in  Comp i l e r  e i n  gegebenes
Programm be i  de r  Überse tzung even tue l l  Op t im ie r t ,  sodaß d ie
Ef fek t i v i t ä t  de r  t r ans fo rm ie r t en  P rog ramme n i ch t  nu r  von  den
du rchge füh r ten  T rans fo rma t i onen  abhäng t .
Da  das  zu  en twe r fende  Sys tem im  H inb l i c k  au f  E f f i z i enzs te i ge rung
en tw i cke l t  w i r d ,  so l l t e  d i e  E ingabe  aus  e i n fachen ,  gu t  l esba ren
reku rs i ven  De f i n i t i onen  von  Funk t i onen  bes teh t ,  d i e  i n  komp l i—
z ie r t e re ,  umfang re i che re  und  gegebenen fa l l s  unübe rs i ch t l i che re ,
abe r  e f f i z i en te re  Programme t rans fo rm ie r t  we rden .

Um aus  e i nem gegebenen  P rog ramm d ie  Te i l e  he rauszu f i l t e rn ,  d i e
even tue l l  op t im ie r t  werden können,  muß zunächst  e i n  A lgo r i t hmus
en tw i cke l t  we rden ,  de r  Reku rs i onen  e rkenn t  und  d i e  en t sp rechen—
den  Funk t i onen  kennze i chne t .  D iese r  Vo rgang  w i rd  i n  Kap i t e l  2
un te r such t ,  wobe i  en t sche idende  E insch ränkungen  gemach t  we rden
und  au f  e i n i ge  Schw ie r i gke i t en  h i ngew iesen  w i rd . -Nachdem d ie  re—
ku rs i ven  Funk t i onsde f i n i t i onen ,  d i e  von  unse rem T rans fo rma t i ons—
sys tem bea rbe i t e t  we rden  so l l en ,  e r kann t  wo rden  s i nd ,  muß i n  e i—
nem zwe i t en  Sch r i t t  d i e  A r t  j ede r  e i nze lnen  Reku rs i on  f es tge—
s te l l t  we rden .  M i t  dem P rob lem de r  A r t bes t immung  e ine r  gegebenen
r eku rs i v  de f i n i e r t en  Funk t i on  beschä f t i g t  s i ch  Kap i t e l  3 .  H ie r—
be i  w i rd  e i ne  gegebene  Funk t i on  m i t  den  Mus te rn  ve rg l i chen ,  d i e
f ü r  a l l e  Funk t i ons fo rmen  gegeben  s i nd ,  d i e  w i r  ve ra rbe i t en  kön—
nen .  Das  Ma tchen  de r  Mus te r ,  das  i n  d i ese r  A rbe i t  n i ch t  i n  a l l en
E inze lhe i t en  behande l t  we rden  so l l ,  w i r d  zu  e i ne r  schw ie r i gen
Au fgabe ,  da  d i e  Zuo rdnung  de r  A rgumen te  e i ne r  konk re ten  Funk t i on
bezüg l i ch  de r  abs t rak ten  Mus te r  de r  T rans fo rma t i onsschema ta
n i ch t  e i ndeu t i g  se in  kann .  '

S ind  nun  a l l e  po ten t i e l l  f ü r  e i ne  Ve rbesse rung  i n  F rage  kommen—
den  Funk t i onen  reg i s t r i e r t  und  i s t  i h re  A r t  bes t immt ,  dann  kann
de r  e i gen t l i che  T rans fo rma t i onsp rozeß  beg innen .

I n  Kap i t e l  4 we rden  T rans fo rma t i onsschema ta  f ü r  d re i  ve r sch iede—
ne  Reku rs i onsa r ten  vo rges te l l t  und  ansch l i eßend  m i t  Be i sp ie l en
i l l u s t r i e r t .  D iese r  Te i l  des  Sys tems  i s t  a l s  e rwe i t e rba res  gg;
ge l sys tem vo rgesehen .  I n  Kap i t e l  5 wi rd  d i e  Ko r rek the i t  d i ese r
T rans fo rma t i onsschema ta  bew iesen .

Da  n i ch t  a l l e  denkba ren  Reku rs i onsmus te r  ohne  Schw ie r i gke i t en  i n
r epe t i t i ve  Formen au fge lös t  we rden  können ,  w i rd  i n  Kap i t e l  6
ku rz  e i ne  heu r i s t i s che  Me thode  vo rges te l l t ,  d i e  u r sp rüng l i ch  zu r
P rog rammsyn these  ve rwende t  wu rde ,  de ren  We i t e ren tw i ck l ung  abe r
mög l i che rwe i se  auch  d i e  Le i s tungs fäh igke i t  des  vo rgesch lagenen
Rege l sys tems  zu r  E f f i z i enzs te i ge rung  von  P rog rammen  e r re i chen
könn te .

O f fen  b l e i b t  d i e  Imp lemen t i e rung  des  h i e r  en two r fenen  Sys tems ,
fü r  das  nu r  ku rz  i n  de r  absch l i eßenden  Zusammen fassung  e in  Au f—
bauvo rsch lag  gegeben  w i rd .
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Kap i t e l  2 E rkennung  von  Reku rs i onen

2 .  E rkennung  von  Reku rs i onen

E ine  Funk t i on  F he iß t  r eku rs i v ,  wenn  i h re  De f i n i t i on  den  Funk—
t ionsnamen  F d i r ek t  ode r  i nd i r ek t  en thä l t .

E ine  Funk t i on  F ,  d i e  i n  i h re r  De f i n i t i on  i h ren  e i genen  Namen
en thä l t ,  he iß t  d i r ek t  ode r  exp l i z i t  r eku rs i v .

E ine  Funk t i on  F ,  d i e  ande re  Funk t i onsnamen  i n  i h re r  De f i n i t i on
en thä l t ,  i n  de ren  De f i n i t i onen  de r  Funk t i onsname  F d i r ek t
ode r  i nd i r ek t  au f t r i t t ,  he iß t  i nd i r ek t  ode r  imp l i z i t  r eku r—
s iv .

E ine  Funk t i on ,  d i e  n i ch t  r eku rs i v  i s t ,  he iß t  e i n fach .

Reku rs i ve  Funk t i onsde f i n i t i onen  können  au f  ve rsch iedene  A r t  und
We ise  besch r i eben  we rden .
2 .8 .  a l s

Funk t i on  F if Bed ingung
then  Ope ra t i on  1

l se  Ope ra t i on  2
i

C
D

")

wobe i  Ope ra t i on  1 und /ode r  Ope ra t i on  2 w iede rum i f—then—e lse  —
Kons t ruk te  en tha l t en  können  und  e i nen  ode r  meh re re  Au f ru fe  de r
Funk t i on  F ,
ode r  a l s

Funk t i on  F case  Bed ingung  1 Ak t i on  1
Bed ingung  2 Ak t i on  2

Bed ingung  n—1 Ak t i on  n—1
Ak t i on  n

wobe i  Ak t i on  1 . . .  Ak t i on  n w iede rum case  — Kons t ruk te  en tha l t en
können  und  e i nen  ode r  meh re re  Au f ru fe  de r  Funk t i on  F ,

ode r  a l s  e i ne  N i sch fo rm  aus  den  be iden  oben  besch r i ebenen
Mus te rn .

Der  Übe rs i ch t l i chke i t  ha lbe r  und  aus  p rog rammtechn i schen  Gründen
wo l l en  w i r  von  e i ne r  e i nhe i t l i chen  Da rs te l l ung  ausgehen ,  und
wäh len  dahe r  w i l l kü r l i ch  f ü r  d i e  we i t e ren  Aus füh rungen  d ie
ALGOL—ähnl iche i f—then—e lse  — Nota t i on .  W ich t i g  i s t  d i ese  Ein—
sch ränkung  auch  f ü r  d i e  No twend igke i t ,  d i e  Rege lbas i s  mög l i chs t
k l e i n  zu  ha l t en ,  denn  e in  K r i t e r i um fü r  d i e  Nü tz l i chke i t  e i nes
Sys tems  zu r  E l im ina t i on  von  Reku rs i onen  so l l t e  se in ,  daß d iese r
Trans fo rma t i onsp rozeß  n i ch t  meh r  Ze i t  e r f o rde r t  a l s  e i n  P rog ram—
mie re r  f ü r  das  Umsch re iben  se ine r  P rog ramme i n  e i ne  e f f i z i en te re
Fassung  pe r  Hand b rauchen  wü rde .
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Kap i t e l  2 Erkennung  von  Reku rs i onen

Wir  gehen  davon  aus ,  daß d ie  E ingabe  f ü r  unse r  Sys tem e in  Pro—
gramm i s t ,  das  i n  de r  i n t e rnen  Da rs te l l ung  de r  von  Be ie r l e  und
Voss [BeVo  83 ]  en tw i cke l t en  ASPIK—Sprache gesch r i eben  i s t .  Da i n
d iese r  Sp rache  nu r  case  — und  i f—then -e l se  — Kons t ruk te  zu r  Be—
sch re ibung  reku rs i ve r  Funk t i onsde f i n i t i onen  e r l aub t  s i nd ,
besch ränken  w i r  uns  au f  d i e  oben  angegebenen  Da rs te l l ungsmög—
l i chke i t en .  H ie r zu  i s t  zu  bemerken ,  daß  j edes  e i n fache  ode r  ge—
schach te l t e  case  —Kons t ruk t  i n  e i n  en t sp rechendes  e i n faches  ode r
geschach te l t es  i f—then—e lse  — Kons t ruk t  übe r füh r t  we rden  kann .
Dami t  w i rd  e i ne  gesonde r te  Be t rach tung  und  zusä t z l i che  Regel—
bas i s  f ü r  case  — Mus te r  umgangen.  E in  en t sp rechende r  Umformungs—
a lgo r i t hmus  [UMFORMi]  muß dann  dem e igen t l i chen  T rans fo rma t i ons—
p rog ramm vo ranges te l l t  we rden .

D ie  E rkennung  exp l i z i t e r  ode r  imp l i z i t e r  Reku rs i v i t ä t  kann  a l s
g raphen theo re t i s ches  P rob lem behande l t  we rden .  E ine  de ta i l l i e r t e
Unte rsuchung  wü rde  j edoch  den  Rahmen d iese r  A rbe i t  sp rengen .  Un—
ser  Sys temen twu r f  un te r l i eg t  dahe r  de r  E insch ränkung ,  daß  nu r
exp l i z i t  r eku rs i ve  Funk t i onen  ve ra rbe i t e t  we rden .

Die  E rkennung  au f l ösba re r  Reku rs i onen  kann  i n  d i esem Fa l l  w ie
f o l g t  ab lau fen :

a )  Du rchsuchen  de r  Funk t i onsde f i n i t i on  nach  e rneu tem Au f t r e ten
des  Funk t i onsnamens .
Fa l l s  de r  Funk t i onsname  e in— ode r  meh r fach  i n  de r  De f i n i t i on
au f t r i t t ,  dann  müß te  noch  un te r such t  we rden ,  ob  d i e  De f i n i—
t i on  auch  imp l i z i t  r eku rs i v  i s t  ( s i ehe  (b ) ) .  Fa l l s  d i e  De f i—
n i t i on  n i ch t  imp l i z i t  r eku rs i v  i s t ,  Übe rgeben  w i r  s i e  an  e i n
noch  zu  besch re ibendes  Umfo rmungsp rog ramm,  das  d i e  u r sp rüng—
l i che  Funk t i onsde f i n i t i on  i n  e i ne  S tanda rd fo rm  übe r füh ren
so l l .

b )  T r i t t  de r  Funk t i onsname  i n  de r  De f i n i t i on  se lbe r  n i ch t  au f ,
so  i s t  d i e  Funk t i on  en twede r  n i ch t  r eku rs i v  ode r  imp l i z i t  r e -
ku rs i v .
E ine  en t sp rechende  En tsche idung  kann  auch  h i e r  nu r  ge t ro f f en
werden ,  wenn  a l l e  we i t e ren  i n  de r  De f i n i t i on  vo rkommenden
Funk t i onen  un te r such t  we rden .  Au fg rund  de r  Spez i f i ka t i ons—
h ie ra rch ie  können  i n  ASP IK  imp l i z i t e  Reku rs i onen  nu r  i nne r -
ha lb  e i ne r  Spez i f i ka t i on  au f t r e ten .  Es  b rauchen  dahe r  nu r  d i e
en t sp rechenden  Funk t i onen  be t rach te t  zu  we rden .
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Kap i t e l  2 E rkennung  von  Reku rs i onen

Zwe i  Be i sp ie l e ,  d i e  mög l i che  Schw ie r i gke i t en  be i  de r  E rkennung .
von  Reku rs i onen  und  be i  de r  E insch ränkung  au f  von  unse rem Sys tem
ve ra rbe i t ba re  Funk t i onen  andeu ten  so l l en :

1 .  F = . . . . . (F . . . . ) . . . .  exp l i z i t  r eku rs i v

2 .  F = . . . ( . . .G . . .H . . . L ) . . .  n i ch t  exp l i z i t  r eku rs i v
Un te rsuchung  von  G ,H  und  L
a )  G i s t  e i ne  e i n fache  Funk t i on
b )  H = . . . ( . . .G . . .M . . . ) . . .  M muß un te r such t  we rden

M = . . . ( . . .G . . .F . . . ) . . .  imp l i z i t e  Reku rs i on  von  F
c )  L i s t  e i ne  e i n fache  Funk t i on

F6
/ \

/ | \ —
$ & $ g raphen theo re t i s che  Lösung
G H L
| | |
$ & & Zyk lus  übe r  meh re re  S tu fen

end  M end

3 .  F = . . . ( . . .H . . . ) . . .
H = . . . ( . . . F . . . ) . . .  imp l i z i t  r eku rs i v

D ieses  Be i sp ie l  s t e l l t  e i nen  wechse l se i t i gen  Au f ru f  da r ,  des—
sen  Te rm ina t i on  nu r  da tenabhäng ig  un te r such t  we rden  kann .

“ (___—....

g raphen theo re t i s che  Lösung

Zyk lus  übe r  e i ne  S tu fe

+
_
—
I

Fa l l s  H se lbs t  r eku rs i v  i s t  und  de r  r eku rs i ve  Au f ru f  F a l s
Argumen t  en thä l t ,  i s t  d i eses  P rob lem fü r  unse r  Sys tem n i ch t
l ösba r ,  sons t  w i rd  d i e  De f i n i t i on  von  H i n  F ' h i ne ingezogen ' ,
d .h .  an  de r  S te l l e  e i ngese t z t ,  an  de r  H au f t r i t t .

Es so l l  an  d i ese r  S te l l e  nochma ls  da rau f  h i ngew iesen  we rden ,  daß
n i ch t  d i e  E rkennung  so l che r  'Ve rschach te l ungen '  d i e  Schw ie r i g—
ke i t  i s t ,  sonde rn  d i e  Au f l ösung ,  da  seman t i sche  I n fo rma t i onen
be rücks i ch t i g t  we rden  müssen .
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Kap i t e l  2 Erkennung  von  Reku rs i onen

Gehen  w i r  abe r  zunächs t  davon  aus ,  daß  w i r  nu r  d i r ek t  r eku rs i ve
Funk t i onen  i n  i f—then—e lse  — Dars te l l ung  vo r l i egen  haben .

11, Bed
t hen  0p1
e l se  0p2
11

Wir  haben  a l so :  Funk t i on  F

Nehmen  w i r  an ,  daß  0p1  und  0p2  ke ine  we i t e ren  i f—then -e l se  —
Kons t ruk te  en tha l t en .  Dann  können  d i r ek te  Reku rs i onen  i n  0p1  und
i n  0p2  au f t r e ten .

En thä l t  sowoh l  0p1  a l s  auch  0p2  e i nen  reku rs i ven  Au f ru f ,  so  muß
e ine  Feh le rme ldung  e r f o l gen ,  da  d i e  Be rechnung  d iese r  Funk t i on
n i ch t  t e rm in ie r t .

En thä l t  nu r  0p1  e i nen  reku rs i ven  Au f ru f ,  so  kann  d ie  Funk t i on  an
den  P rog rammte i l  des  Sys tems  übe rgeben  we rden ,  de r  d i e  A r t  de r
Reku rs i on  bes t immt  [REKART] .

I s t  nu r  0p2  reku rs i v ,  so  w i rd  d i e  Funk t i on  an  e i n  zusä t z l i ches
Umfo rmungsp rog ramm [UMFORMZ]  übe rgeben ,  das  du rch  Nega t i on  de r
Bed ingung  d ie  Vo rausse t zung  da fü r  scha f f t ,  daß  de r  Re—
kurs ions te i l  nach  vo rne  gezogen  w i rd ,  d .h .  0p1  und  0p2  ve r—
tausch t  we rden .  D iese  zwe i t e  Umfo rmung  i s t  no twend ig ,  um d ie
E ingabe  f ü r  den  Sys temte i l ,  de r  d i e  A r t  de r  Reku rs i on  bes t immt ,
zu  ve re in fachen .  Dabe i  i s t  zu  be rücks i ch t i gen ,  ob  d i e  Auswer tung
de r  Bed ingung  Se i t ene f f ek te  ve ru rsach t .  D ies  i s t  2 .8 .  i n  L ISP
e in  P rob lem be i  de r  Be rechnung  l og i sche r  Ausd rücke ,  d i e  nu r  so—
we i t  be rechne t  we rden  b i s  de r  Wer t  f es t l i eg t .  Es i s t  i n  de r  Kon—
zep t i on  d i ese r  Sp rachen  vo rgesehen ,  daß  Un te rausd rücke  ge—
gebenen fa l l s  n i ch t  be rechne t  we rden .  Be i  e i ne r  Umkeh rung  de r  Be—
d ingung  i s t  e i n  en t sp rechendes  Ve rha l t en  n i ch t  s i che rges te l l t .

S i nd  Se i t ene f f ek te  ausgesch lossen ,  und  i s t  e i ne  Reku rs i on  i n  d i e
von  uns  gewäh l t e  S tanda rd fo rm  übe r füh r t  wo rden ,  so  s teh t  de r  r e—
kurs i ve  Te i l  immer  im  e rs ten  vo rkommenden  Ope ra t i ons te i l ,  und
d ie  Bedeu tung  de r  Funk t i on  ha t  s i ch  n i ch t  geände r t .

Da  w i r  a l l e  h i e r  e rwähn ten  Kons t ruk te  aussch l i eß l i ch  au f  syn tak—
t i sche r  Ebene  be t rach ten ,  müssen  w i r  zunächs t  d i e  Bed ingung ,  daß
nu r  e i ne r  de r  Ope ra t i ons te i l e  r eku rs i v  se in  da r f ,  ebenso  f ü r
en t sp rechende  E rwe i t e rungen  f o rde rn .  B i she r  haben  w i r  r eku rs i ve
Funk t i onen  m i t  zwe i  Ope ra t i ons te i l en  be t rach te t .  E ine  E rwe i t e—
rung  au f  d re i  Ope ra t i ons te i l e  so l l  d i e  vo r l äu f i ge  E insch ränkung
au f  e i nen  reku rs i ven  Ope ra t i ons te i l  beg ründen .

Dazu  be t rach te  man  das  f o l gende  Be i sp ie l :

F ( x )  = 11 x=0
then  F (x+1 )
e l se  ii x=1

then  F (x -1 )
e l se  x :=2
Li

ii

Se i t e  11



Kap i t e l  2 E rkennung  von  Reku rs i onen

Re in  syn tak t i s ch  be t rach te t  i s t  n i ch t  en t sche idba r ,  ob  d i e  Funk—
t i onsbe rechnung  t e rm in ie r t ,  da  zum indes t  e i ne  'Abb ruchzuwe i sung '
ex i s t i e r t .  Seman t i sch  be t rach te t  i s t  j edoch  o f f ens i ch t l i ch ,  daß
d iese  Funk t i on  n i e  t e rm in ie ren  kann ,  wenn s i e  e i nma l  r eku rs i v
au fge ru fen  wu rde ,  da  de r  r eku rs i ve  Au f ru f  im  e rs ten  t hen  — Te i l
immer  d i e  Bed ingung  e rzeug t ,  d i e  den  zwe i t en  t hen  — Te i l  a l s
nächs ten  zu r  Aus füh rung  kommen l äß t ,  und  de r  zwe i t e  t hen  — Te i l
immer den  Zus tand  he rs te l l t ,  de r  den  e r s ten  t hen  — Te i l  a l s
nächs ten  zu r  Aus füh rung  b r i ng t ,  sodaß  de r  'Abb ruch  — e l se  —
Te i l '  n i e  e r re i ch t  w i rd .

Be t rach te t  man  d ie  Syn tax  de r  oben  gegebenen  Fo rm m i t  genau  e i—
nem e l se—i f  , dann  können  f o l gende  Fä l l e  au f t r e ten :

a )  Nu r  e i ne r  de r  d re i  Ope ra t i ons te i l e  i s t  r eku rs i v .  Dann  l äß t
s i ch  d i e  Funk t i on  au f  j eden  Fa l l  so  ums te l l en ,  daß  d iese  Re—
kurs ion  i n  den  e r s ten  Ope ra t i ons te i l  geschoben  w i rd ,  und  an—
sch l i eßend  d ie  Funk t i on  i n  S tanda rd fo rm  an  den  P rog rammte i l
übe rgeben  w i rd ,  de r  d i e  A r t  de r  Reku rs i on  bes t immt .

b )  A l l e  d re i  Ope ra t i ons te i l e  s i nd  reku rs i v .  Dann  muß e ine
Feh le rme ldung  ausgegeben  we rden ,  da  d i e  Aus füh rung  d iese r
Funk t i on  au f  j eden  Fa l l  i n  e i ne  End lossch le i f e  f üh r t ,  und  das
Prog ramm som i t  n i ch t  t e rm in ie r t .

c )  Zwe i  de r  d re i  Ope ra t i ons te i l e  s i nd  reku rs i v .  D iese  Fo rm e ine r
reku rs i ven  Funk t i on  kann  unse r  Sys tem ve ra rbe i t en ,  wenn  ( i )
be ide  Ope ra t i ons te i l e  i den t i s ch  s i nd ,  und  du rch  Komb ina t i on
de r  Bed ingungen  zu  e i ne r  e i nz i gen  Reku rs i on  reduz ie r t  we rden
können ,  ode r  wenn  ( i i )  du rch  E in füh rung  e ine r  H i l f s f unk t i on
e in  reku rs i ve r  Au f ru f  e i ngespa r t  w i r d .  Fü r  d i e  E in füh rung  e i—
ner  so l chen  H i l f s f unk t i on  muß dem e igen t l i chen  T rans—
f o rma t i onsp rozeß  e in  we i t e res  Umformungsprogramm [UMFORM3]
vo ranges te l l t  we rden .

Be i sp ie l  zu  ( i i ) :  Suchen  i n  e i nem so r t i e r t en  Baum

func t  SEARCH(x ,  t r ee ) :
li i s— lea f ( t r ee )
t hen  con ten t s ( t r ee )
e l se  11 x S con ten t s ( l e f t ( t r ee ) )

t hen  SEARCH(x ,  l e f t ( t r ee ) )
e l se  SEARCH(x ,  r i gh t ( t r ee ) )
f i

LL
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Kap i t e l  2 E rkennung  von  Reku rs i onen

f unc t  SEARCH(x ‚  t r ee )
li i s— lea f ( t r ee )
t hen  con ten t s< t ree>
e l se  SEARCH(x ‚  h ( x ‚ t r ee ) )
ii
where
func t  h ( x ‚ t r ee ) :

ii x $ con ten t s ( l e f t ( t r ee ) )
en  l e f t ( t r ee )
se  r i gh t ( t r ee )

n- D'
(D ‚_

_l

Auch  das  Mus te r  e i ne r  geschach te l t en  i f—then—e lse  — Form,  i n  de r
genau  e in  t hen—i f  vo rkommt ,  kann  umge fo rm t  we rden :

Funk t i on  F = ii Bed .1  ii Bed .1  and Bed .2
t hen  ii Bed .2  t hen  Op .1

t hen  0p .1  e l se  ii Bed .1
e l se  0p .2  ===>  t hen  Op.?
Li e l se  0p .3

e l se  0p .3  Li
f i  11

D ies  g i l t  w iede r  un te r  de r  Vo rausse t zung ,  daß  ke ine  ungewo l l t en
Se i t ene f f ek te  m i t  den  Bed ingungen  ve rbunden  s i nd .

Ausgedehn t  we rden  kann  d iese  K lasse  von  ve ra rbe i t ba ren  Funk t i o "
nen  au f  e i ne  be l i eb ig  t i e f e  i f—then—e lse  — Schach te lung ,  a l l e r—
d ings  immer un te r  Be rücks i ch t i gung  de r  oben  besch r i ebenen  Ein—
sch ränkungen .

Unte r  d i esen  Bed ingungen  können  d ie  a l s  exp l i z i t  r eku rs i v  er—
kann ten  und  i n  d i e  S tanda rd fo rm  geb rach ten  Funk t i onen  dem näch—
sten  Te i l p rog ramm unse res  Sys tems  [REKART]  übe rgeben  we rden ,  das
d ie  A r t  de r  Reku rs i onen  bes t immt .
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A l l geme ines

3 .  Bes t immunq  de r  A r t  e i ne r  Reku rs i on

3 .1  A l l geme ines

Um e inen  Übe rb l i c k  da rübe r  zu bekommen, w ie  d i e  Umgebung e ines
r eku rs i ven  Au f ru f s  aussehen  kann ,  we rden  zunächs t  d i e  mög l i chen
Reku rs i onsmus te r  zusammenges te l l t .

Dabe i  we rden  d re i  G rund fo rmen  un te r sch ieden :

a )  d i e  l i nea re  Reku rs i on
b )  d i e  geschach te l t e  Reku rs i on  und
c )  d i e  kaskadena r t i ge  Reku rs i on .

D ie  S tanda rd fo rm  e ine r  r epe t i t i ven  Funk t i on  s i eh t  w ie  f o l g t  aus :

R (x )  E ii B ( x )  t hen  R (K (x ) )  e l se  H (x )  11

wobe i  R de r  Name de r  r eku rs i ven  Funk t i on ,  x de r  Pa rame te r ,  B
d ie  Bed ingung  i s t  und  K und  H e in fache  Funk t i onen  s i nd .

S ie  kann  i n  e i ne r  app l i ka t i ven  P rog rammie rsp rache  i n  e i n  n i ch t—
r eku rs i ves  P rog ramm übe rse t z t  we rden :

R(x )  E wh i l e  B (x )  gg x :=  K (x )  gg ; H(x )

Das  e rs te  G rundmus te r  beze i chne t  d i e  l i nea re  Reku rs i on .

S ie  ha t  d i e  f o l gende  S tanda rd fo rm :

L (x )  E li B ( x )  t hen  ph i ( L (K (x ) ) ,  E (x ) )  e l se  H (x )  11

wobe i  L de r  Name de r  r eku rs i ven  Funk t i on ,  x de r  Pa rame te r ,  B
d ie  Bed ingung  i s t ,  und  K ,  E ,  H und  ph i  e i n fache  Funk t i onen
s ind .

Da raus  i s t  zu  e r kennen ,  daß  e ine  l i nea re  Reku rs i on  i n  r epe t i—
t i ve r  Fo rm  i s t ,  wenn  ph i  d i e  I den t i t ä t s f unk t i on  , a l so  de r  re—
ku rs i ve  Au f ru f  d i e  l e t z t e  Ak t i on  im  Ab lau f  de r  Be rechnung  e ines
Reku rs i onssch r i t t es  i s t .

L i nea r  r eku rs i v  i s t  auch  d i e  f o l gende  Fo rm:

L (x )  E 11 B (x )  t hen  H (x )  e l se  ph i ( L (K (x ) ) ,  E (x ) )  il

H i e r  muß das  i n  Kap i t e l  2 e rwähn te  zwe i t e  Umformungsprogramm
[UMFORMZ] den  reku rs i ven  Te i l  nach  vo rne  ho len  (un te r  Nega t i on
de r  Bed ingung  B (x )  und  Ve r tauschen  de r  be iden  Ope ra t i ons te i l e ) ,
und  som i t  bekommen w i r  d i e  oben  angegebene  S tanda rd fo rm  e ine r
l i nea r  r eku rs i ven  Funk t i on .
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S ieh t  d i e  l i nea r  r eku rs i ve  Rechenvo rsch r i f t  w ie  f o l g t  aus :

L ( x )  E case  w 1 ( x )  A1(x )
w, (x )  A2(x)

w„ (x )  A „ ( x )
A „ .1 ( x )

wobe i  w ‚ ( x )  we r te  s i nd ,  d i e  d i e  ve rsch iedenen  mög l i chen  Fä l l e
anze igen ,  und  A ‚ ( x )  d i e  en t sp rechenden  Ak t i onen  ode r  Anwe i sun—
gen ,  und  ha t  genau  e in  A1 d i e  Fo rm ' ph i ( L (K (x ) ,  E (x ) ) ' ,  so  muß
zue rs t  das  i n  Kap i t e l  2 e rwähn te  Umfo rmungsp rog ramm [UMFORM1]
du rch lau fen  we rden ,  das  case  — Kons t ruk te  i n  i f—then—e lse  —
Schach te lungen  übe r füh r t ,  und  ansch l i eßend  gegebenen fa l l s  das
zwe i t e  Umfo rmungsp rog ramm [UMFORMZ] ,  das  d i e  Funk t i on  i n  d i e
Standa rd fo rm  b r i ng t .  S ind  meh re re  A ‚ ( x )  r eku rs i v ,  so  i s t  zwi—
schen  UMFORM1 und  UMFORMZ das  Vo rp rog ramm UMFORM3 au f zu ru fen .

Im  Fo lgenden  wo l l en  w i r  davon  ausgehen ,  daß  d ie  no twend igen  Um—
fo rmungen  be re i t s  du rchge füh r t  s i nd ,  und  d i e  Funk t i on  dahe r  i n
de r  i f—then—e lse  — Standa rd fo rm  vo r l i eg t ,  da  f ü r  d i e  A r t bes t im—'
mung n i ch t  d i e  Umgebung i n te ressan t  i s t ,  sonde rn  l ed ig l i ch  de r
r eku rs i ve  Ope ra t i ons te i l .

Das zwe i t e  G rundmus te r  i s t  das  de r  qeschach te l t  r eku rs i ven  Funk—
t i onen .

Es  s i eh t  i n  e i n fache r  S tanda rd fo rm  m i t  de r  Schach te lungs t i e fe
n=2  w ie  f o l g t  aus :

F(x )  E _i__f_ B(x )  t hen  F (F ( f ( x ) ) )  e l se  g ( x )  _f__i_

wobe i  F de r  Name de r  r eku rs i ven  Funk t i on ,  x de r  Pa rame te r ,  B
d ie  Bed ingung  i s t ,  und  f und  9 e i n fache  Funk t i onen  s i nd .

Bemerkung :  Im  Fo lgenden  so l l  d i e  sp i t ze  K lammer  > f ü r  a l l e  an
d iese r  S te l l e  noch  zu  sch l i eßenden  runden  K lammern
s tehen .

Mod i f i ka t i onen  e rgeben  s i ch
a )  be i  g röße re r  Schach te lungs t i e fe  F (F (F ( . . . . . F ( f ( x>
b )  be im  H inzu fügen  e ine r  Funk t i on ,  d i e  d i e  geschach te l t en  re—

kurs i ven  Funk t i onen  a l s  A rgumen t  en thä l t
ph i (F (F ( . . . . . ( f ( x>  '

D iese  Reku rs i on  nennen  w i r  l i nea r  qeschach te l t .
c )  be im  E in fügen  e in fache r  Funk t i onen  zw i schen  den  geschach te l—

ten  F (h (F (g (F ( . . . . f ‘ ( f ( x>
D iese  Reku rs i on  nennen  w i r  ve rsch ränk t  geschach te l t .

d )  be i  Komb ina t i on  von  (b )  und  ( c )
ph i (F (h (F (g (F . . . . F ( f ( x>

D iese  Reku rs i on  nennen  w i r  l i nea r  ve rsch ränk t  geschach te l t .
I nsbesonde re  kann  auch  d i e  un te r  ( b )  au fge füh r t e  Fo rm a l s
l i nea r  ve rsch ränk t  geschach te l t  beze i chne t  we rden ,  wenn  man
fü r  d i e  f eh lenden  Zw ischen funk t i onen  d ie  I den t i t ä t s f unk t i on
e inse t z t .
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gas  d r i t t e  G rundmus te r  r ep räsen t i e r t  d i e  kaskadena r t i qe  Re—
ku rs i on .

B (x )
en  ph i (C ( l<1 (x ) ) ,  C (K , ( x ) ) ,  E ( x ) )
se  H (x )

f“.C(x )  E

3‘
(D

ir-
r

-r
-

4. 'I

wobe i  C de r  Name de r  r eku rs i ven  Funk t i on ,  x de r  Pa rame te r ,  B
d ie  Bed ingung ,  ph i  e i ne  e i n fache  d re i s t e l l i ge  ( f a l l s  E (x )= { }
==>  zwe i s te l l i ge )  Funk t i on  i s t ,  und  K1 ,  K „  E und  H e in fache
Funk t i onen  s i nd .

Auch  h i e r  e rg i b t  s i ch  e i ne  E rwe i t e rung ,  wenn mehr  a l s  zwe i  re—
kurs i ve  Au f ru fe  nebene inande r  s tehen .

Nich t  be t rach te t  we rden
a )  M isch fo rmen  aus  den  oben  besch r i ebenen  Mus te rn ,  von  denen

a l l e rd i ngs  auch  anzunehmen  i s t ,  daß  s i e  i n  de r  P rax i s  kaum
vo rkommen .

b )  Zuwe i sungen  vo r  de r  e i gen t l i chen  Reku rs i on  an  Va r i ab len ,  d i e
i n  de r  Reku rs i on  w iede r  vo rkommen ,  da  d i ese  Zuwe i sungen  i n
d ie  reku rs i ve  De f i n i t i on  ' h i ne ingezogen '  we rden  können  (Vor—
s i ch t :  Se i t ene f f ek te l ) .

c )  i nd i r ek te  Reku rs i onen .

3 .2  E rkennunqs reqe ln

Gehen  w i r  abe r  davon  aus ,  daß  au f  den  Te i l  de r  Funk t i on ,  de r  d i e
Reku rs i on  en thä l t ,  zugeg r i f f en  we rden  kann ,  dann  können  m i t  H i l -
f e  des  im  f o l genden  sk i zz i e r t en  Rege l sys tems  d ie  ve rsch iedenen
Reku rs i onsa r ten  un te r sch ieden  und  bes t immt  we rden .

D ie  Rege ln  s i nd  w ie  f o l g t  au fgebau t :

Name de r  Rege l  Bed ingung  1

Bed ingung  n

Ak t i on  1

Ak t i on  m

II II V

wobe i  de r  Ak t i ons te i l  h i n te r  dem Symbo l  ' ==  ' nu r  dann  ausge -
füh r t  w i r d ,  wenn a l l e  Vo rausse t zungen  des  Bed ingungs te i l s  er—
f ü l l t  s i nd .
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Der  e r s te  Sch r i t t  t r enn t  r epe t i t i ve  und  L i nea re  von  geschach te l—
t en  und  kaskadena r t i gen  Funk t i onen .  Es  we rden  f o l gende  Rege ln
geb rauch t ,  wobe i  d i e  Kennze i chnung  M ang ib t ,  daß  es  s i ch  um
Match rege ln  (E rkennungs rege ln )  hande l t .  Das  Punk tpaa r  a .b  be—
ze i chne t  d i e  Nummer de r  Rege l  im  geo rdne ten  Ab le i t ungsbaum.

M 1 .1  de r  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  Reku rs i on  genau  e inma l
au f

==>  e in fache  Reku rs i on

M 1 .2  de r  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  Reku rs i on  meh r fach  au f

==>  meh r fache  Reku rs i on

Ve r fo l gen  w i r  nun  zunächs t  d i e  e i n fache  Reku rs i on  we i t e r .

D ie  repe t i t i ve  Fo rm un te r sche ide t  s i ch  von  de r  l i nea ren  dadu rch ,
daß  s i e  i n  ' r e i ne r '  Fo rm  au f t r i t t ,  wäh rend  be i  de r  l e t z t e ren
we i te re  Funk t i onen  au f  den  reku rs i ven  Au f ru f  angewende t  we rden .
D ie  Un te rsche idung  e r f o rde r t  h i e r  a l so  f o l gende  Rege ln :

M 2 .1  e i n fach  reku rs i v
das  e r s te  E lemen t  des  reku rs i ven  Ope ra t i ons te i l s  i s t
de r  Funk t i onsname  de r  zu  un te r suchenden  Funk t i on  ( r e—
kurs i ve r  Au f ru f )

ll " V r epe t i t i v
A r t  bes t immt

M 2 .2  e i n fach  reku rs i v
w(Ar t  bes t immt )
das  e r s te  E lemen t  des  reku rs i ven  Ope ra t i ons te i l s  i s t
de r  Name e ine r  Funk t i on ,  d i e  den  reku rs i ven  Funk t i ons—
au f ru f  a l s  e i n  A rgument  en thä l t

l i nea r
Ar t  bes t immt

II II V

Wird  de r  Ak t i ons te i l  von  Rege l  M 2 .1  ausge füh r t ,  d . h .  d i e  Eigen—
scha f t  ' r epe t i t i v '  an  den  Namen de r  zu  un te r suchenden  Funk t i on
gebunden ,  so  b rauch t  n i ch t  t r ans fo rm ie r t  zu  we rden ,  da  be re i t s
e ine  repe t i t i ve  Fo rm vo r l i eg t .
Wird  de r  Ak t i ons te i l  von  Rege l  M 2 .2  ausge füh r t ,  d .h .  d i e  Eigen—
scha f t  ' l i nea r '  an  den  Namen  de r  zu  un te r suchenden  Funk t i on  ge—
bunden ,  so  w i rd  d i e  Funk t i on  m i t  de r  neugewonnenen  I n fo rma t i on
an  das  T rans fo rma t i onsp rog ramm [TRANSFORM]  we i t e rgegeben .
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Bemerkung :
Nich t  be rücks i ch t i g t  wo rden  i s t  h i e r  de r  Fa l l ,  daß vo r  dem re—
ku rs i ven  Au f ru f  e i ne  Funk t i on  ode r  Zuwe i sung  s teh t ,  d i e  s i ch  au f
e i ne  Va r i ab le  bez ieh t ,  d i e  auch  i nne rha lb  des  reku rs i ven  Au f ru f s
au f t r i t t .  E i ne  so l che  Funk t i on  ode r  Zuwe i sung  wä re  auch  nu r
s i nnvo l l ,  wenn  s i e  abs i ch t l i ch  Se i t ene f f ek te  p roduz ie r t .  De ra r—
t i ge  'Pseudo funk t i onen '  we rden  dahe r  n i ch t  i n  Be t rach t  gezogen ,
können  auch  be i  f unk t i ona len  P rog rammie rsp rachen  n i ch t  au f t r e—
ten .

Dami t  i s t  d i e  A r t bes t immung  f ü r  e i n fache  Reku rs i onen  e r f aß t ,  und
es  müssen  noch  Un te rsche idungen  bezüg l i ch  de r  A r t en  de r  h i e r  m i t
'meh r fach '  beze i chne ten  Reku rs i onen  ge t ro f f en  we rden .

Fa l l s  d i e  nächs ten  Rege ln  zu r  Anwendung  kommen ,  s teh t  a l so  f es t ,
daß  de r  Name de r  r eku rs i ven  Funk t i on  i n  de r  De f i n i t i on  m inde—
stens  zwe ima l  au f t r i t t .
Zunächs t  w i rd  de r  r eku rs i ve  Ope ra t i ons te i l  nach  dem e rs ten  Auf—
t re ten  des  en t sp rechenden  Funk t i onsnamens  du rchsuch t .  D i r ek t
h i n te r  d i esem Au f t r e ten  w i rd  m i t  dem Zäh len  de r  ö f f nenden  und
sch l i eßenden  K lammern  begonnen ,  um e in  K r i t e r i um zu  haben ,  nach
dem geschach te l t e  und  kaskadena r t i ge  Reku rs i onen  zu  un te r sche i—
den  s i nd .  T r i t t  näm l i ch  de r  nächs te  reku rs i ve  Funk t i onsau f ru f
au f ,  bevo r  zum e rs ten  Ma l  d i e  Zah l  de r  sch l i eßenden  K lammern
g le i ch  de r  Zah l  de r  ö f f nenden  i s t ,  dann  be t t e t  de r  e r s te  Funk—
t i onsau f ru f  den  zwe i t en  e i n ,  und  es  hande l t  s i ch  um e ine  ge—
schach te l t e  Reku rs i on .  I n  a l l en  ande ren  Fä l l en  i s t  de r  Argument—
be re i ch  des  e r s ten  Funk t i onsau f ru f s  abgesch lossen ,  bevo r  de r
nächs te  reku rs i ve  Au f ru f  e r f o l g t ,  d .h .  d i e  Reku rs i onen  s i nd
pa ra l l e l  bzw .  kaskadena r t i g .

Be rücks i ch t i g t  we rden  muß noch  d i e  Schach te l ungs t i e fe  (ST)  bzw .
d ie  Anzah l  pa ra l l e l e r  r eku rs i ve r  Au f ru fe  (FAKTOR) .  Da  w i r  j edoch
davon  ausgehen ,  daß de r  Funk t i onsname  i n  den  se l t ens ten  Fä l l en
ö f t e r  a l s  zwe ima l  i n  de r  De f i n i t i on  au f t r i t t ,  ve r t e i l en  w i r  d i e
Un te rsche idung  au f  v i e r  Rege ln ,  wobe i  d i e  e r s ten  be iden  das
zwe ima l i ge  Au f t r e ten  behande ln  und  d i e  l e t z t en  be iden  das
n—fache (m i t  n>2 ) .  De r  Vo r te i l  d i ese r  Un te r t e i l ung  i s t ,  daß i n
den  me i s ten  Fä l l en  e i ne  de r  e r s ten  be iden  Rege ln  zu r  Anwendung
kommt ,  und  som i t  d i e  Rechenze i t  n i ch t  unnö t i g  ve r l änge r t  w i r d ,
da  be i  zwe i f achem Au f t r e ten  des  reku rs i ven  Funk t i onsnamens  de r
reku rs i ve  Ope ra t i ons te i l  n i ch t  r eku rs i v  du rchsuch t  we rden  muß .

M 3 .1  meh r fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  De f i n i t i on
genau  zwe ima l  au f
de r  zwe i t e  r eku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  i nne rha lb
des  A rgumen tbe re i chs  des  e r s ten  reku rs i ven  Funk t i ons—
au f ru f s  au f

I I
ll

V geschach te l t
Schach te lungs t i e fe  ST  = 2
Ar t  bes t immt
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M 3 .3  meh r fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  De f i n i t i on
genau  zwe ima l  au f
de r  zwe i t e  r eku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  unabhäng ig
(pa ra l l e l )  zum e rs ten  reku rs i ven  Funk t i onsau f ru f ,  d .h .
auße rha lb  des  A rgumen tbe re i chs  des  e r s ten ,  au f

II
II

V kaskadena r t i g
FAKTOR F = 2
Ar t  bes t immt

M 3 .2  meh r fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  n—ma l  i n  de r  De f i n i—
t i on  au f  ( n>2 )
de r  nächs te  reku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  j ewe i l s  im
Argumen tbe re i ch  des  vo rhe rgehenden  au f

" ll V geschach te l t
Schach te l ungs t i e fe  ST  = n
Ar t  bes t immt

M 3 .4  meh r fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  n -ma l  i n  de r  De f i n i—
t i on  au f  ( n>2 )
de r  nächs te  reku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  j ewe i l s
auße rha lb  des  A rgumen tbe re i chs  des  vo rhe rgehenden  au f

I! II V kaskadena r t i g
FAKTOR F = n
Ar t  bes t immt

Be i  de r  Be t rach tung  de r  von  Baue r  und  Wössne r  angegebenen
Sonde r fä l l e  f ü r  geschach te l t e  Reku rs i onsmus te r  f ä l l t  au f ,  daß
d ie  E igenscha f t  ' geschach te l t ' ,  d i e  be im  Ma tchen  b i she r  e r kann t
werden  kann ,  n i ch t  aus re i ch t .  H inzuge füg t  we rden  müssen  Rege ln
fü r  e i ne  genaue re  Bes t immung  de r  A r t  e i ne r  Schach te lung .
Die  A r ten  de r  Schach te l ung  un te r sche iden  s i ch  nach  den  i n  Kapi—
te l  3 .1  be re i t s  besch r i ebenen  Mod i f i ka t i onen  (b )  — ( d ) .
Die  e r s te  Rege l  muß dahe r  p rü fen ,  ob  e i ne  Ve rsch ränkung  gegeben
i s t ,  d i e  zwe i t e ,  ob  e i ne  l i nea re  Schach te lung  vo r l i eg t .  So l l t e
weder  d i e  e i ne  noch  d i e  ande re  Rege l  zu r  Anwendung kommen, so
b le i b t  de r  I n i t i a lwe r t  ' geschach te l t  ( e i n fach ) '  bes tehen .

M 4 .1  geschach te l t
3 e i n fache  Funk t i on  h ,  sodaß  m indes tens  e i n  r eku rs i ve r
Au f ru f  im  A rgumen tbe re i ch  von  h l i eg t

==>  ve rsch ränk t
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M 4 .2  geschach te l t
3 e in fache  Funk t i on  ph i ,  sodaß  de r  e r s te  r eku rs i ve  Auf—
ru f  im  A rgumen tbe re i ch  von  ph i  l i eg t

==>  l i nea r

S ind  nu r  d i e  Bed ingungen  von  Rege l  M 4 .1  e r f ü l l t ,  so  he iß t  d i e
Funk t i on  ' ve r sch ränk t  geschach te l t ' .  Ge l t en  d i e  Vo rausse t zungen
fü r  be ide  Rege ln ,  so  w i rd  d i e  gegebene  Funk t i on  a l s  ' l i nea r  ve r—
sch ränk t  geschach te l t e '  Reku rs i on  behande l t .

Bemerkung :
Unbe rücks i ch t i g t  b l e i b t  h i e r  d i e  Mög l i chke i t  e i ne r  M i sch fo rm .
Ke ine  de r  Rege ln  s i eh t  vo r ,  daß  z .B .  de r  zwe i t e  Funk t i onsau f ru f
im  A rgumen tbe re i ch  des  e r s ten ,  abe r  de r  d r i t t e  auße rha lb  des
Argumen tbe re i chs  des  zwe i t en  l i eg t .  De ra r t i ge  Fä l l e  dü r f t en  auch
i n  de r  P rax i s  kaum vo rkommen .  So l l t en  s i e  dennoch  au f t r e ten ,
wi rd  man f ü r  d i ese  Spez ia l f ä l l e  au f  i nd i v i due l l e  Über legungen
angew iesen  se in .  E ine  en t sp rechende  Feh le rme ldung  kann  den  Be -
nu tze r  au f  e i ne  so l che  M isch fo rm  und  de ren  N i ch tau f l ösba rke i t
au fmerksam machen .  Gehen  w i r  w iede r  davon  aus ,  daß  d ie  Ma tch re—
ge ln  i n  de r  Re ihen fo l ge  i h re r  Nummern abgep rü f t  we rden ,  so  ge—
nüg t  d i e  Vo rausse t zung ,  daß d ie  Funk t i on  n i ch t  e i nem de r  gegebe—
nen  Mus te r  zugeo rdne t  we rden  konn te .

M 3 .5  " (A r t  bes t immt )

==>  Mus te r  n i ch t  e r kann t  (M .n .e . )
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Der  En tsche idungsbaum fü r  d i e  h i e r  besch r i ebene  Au fg l i ede rung
de r  Reku rs i onen  i n  f ün f  K lassen  (wobe i  d i e  geschach te l t e  Re—
ku rs i on  we i t e r  un te r t e i l t  i s t )  s i eh t  dann  w ie  f o l g t  aus :

reku rs i v

/ \
M1.1  M1 .2
/ \

e in fach  meh r fach

/ | / |  I I \
” 2 .1  M2 .2  M3 .1  M3 .2  M3 .3  M3 .4  M3.5
/ I / I | I \

r epe t .  l i nea r  geschach t .  kaskaden .  M i sch f .
ST=2 ST>2 F=2 F>2 M.n .e .

/ I \
/ M4.1 M4.2

/ I \
e in fach  I ve r sch ränk t  | l i nea r  ve rsch ränk t

Dami t  i s t  f ü r  j ede  zu  un te r suchende  reku rs i ve  Funk t i onsde f i n i—
t i on  d i e  A r t  bes t immt  wo rden .  Gehö r t  e i ne  Funk t i on  zu  e i ne r  de r
m i t t l e ren  d re i  K lassen ,  so  kann  s i e  an  das  e i gen t l i che  T rans—
fo rma t i onsp rog ramm übe rgeben  we rden ,  r epe t i t i ve  Fo rmen  b rauchen
n i ch t  t r ans fo rm ie r t  zu  we rden ,  M i sch fo rmen  können  von  unse rem
Sys tem vo re rs t  n i ch t  behande l t  we rden .

D ie  Imp lemen t i e rung  e i nes  de ra r t i gen  Ma tchp rog ramms  i s t  w ie
schon  i n  de r  E in füh rung  e rwähn t  m i t  e i n i gen  Schw ie r i gke i t en  ver—
bunden .  H ie r  müssen  Ope ra t i onen  und  Mus te r  2 .  O rdnung  ( second—
orde r  pa t t e rn )  gema tch t  we rden .  E in  a l go r i t hm ische r  Lösungsan—
sa t z  i s t  be i  Hue t  und  Lang  [HuLa  78 ]  zu  f i nden ,  und  wu rde  f ü r
d i e  E ingabe  von  ASPIK—Programmen be l i eb ige r  S te l l i g ke i t  von
Ger l ach  [Ge r l  83 ]  mod i f i z i e r t  und  imp lemen t i e r t .
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Be isp ie l e

3 .3  Be i sp ie l e

Das  a l l geme ine  Schema  fü r  d i e  l i nea re  Reku rs i on  s i eh t  w ie  f o l g t

f unc t  L E (A  x )  A :
11 B (x )
t hen  ph i (K (x ) ‚  E ( x ) )
e l se  H (x )
11

Durch  Konk re t i s i e rung  von
L E FAK K (x )  E x—1
A E na t  E (x )  E x
x 3 x ph i ( x ‚ y )  E x * y
B (x )  E x#0  H (x )  E 1

e rg ib t  s i ch  z .B .  d i e  Be rechnung  de r  Faku l t ä t  e i ne r  na tü r l i chen
Zah l  x :

func t  FAK E (na t  x )  nat :
ii x#0
then  x * FAK(x -1 )

l se  10
""I _

!

Das  a l l geme ine  Schema  fü r  d i e  qeschach te l t e  Reku rs i on  mit de r
Schach te lunqs t i e fe  n=2  s i eh t  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  F E (A  x )  A :
ii l )
t hen  F (F ( f ( x ) ) )
e l se  g ( x )
.f__1'_

Durch  Konk re t i s i e rung  von
F 5 F91  B ( x )  E x£100
A 5 ha t  f ( x )  E x+11
x E x g ( x )  E x—10

erg ib t  s i ch  z .B .  d i e  Be rechnung  de r  ' 91—Funk t i on '  von  Manna

func t  F91  E (ha t  x )  ne t :
11 x5100
t hen  F91 (F91 (x+11 )
e l se  x—10
Li

D iese  Funk t i on  l i e f e r t  f ü r  a l l e  xs101  den  Wer t  91 ,  und  f ü r  a l l e
x>101  den  Wer t  x-1O ( ha t  = Menge de r  na tü r l i chen  Zah len ) .
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Kap i t e l  3 A r t bes t immung  von  Reku rs i onen
Be i sp ie l e

Das  a l l geme ine  Schema  fü r  d i e  kaskadena r t i qe  Reku rs i on  m i t  dem
FAKTOR n=2  s i eh t  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  C E (A x )  P :
11 B (x )
t hen  ph i (C (K1 (x ) ) ‚  C (K2 (x ) ) )
e l se  H (x )
11

Durch  Konk re t i s i e rung  von
C E FIBO K1 (x )  E x—Z
A E pna t  K2 (x )  E x -1
x E x ph i ( x ‚ y )  E x+y
B(x )  E x>2 H (x )  E 1

e rg ib t  s i ch  z .B .  d i e  Be rechnung  de r  F i bonacc i zah len :

f unc t  F IBO E (pna t  x )  pna t :
ii x>2
then  F IBO(x—2)  + F IBO(x—1)

( pna t  Menge de r  na tü r l i chen  Zah len  ohne  0 )

Anhand  d iese r  d re i  Be i sp ie l e  w i rd  i n  Kap i t e l  4 d ie  Anmendung  des
Rege l sys tems  fü r  d i e  T rans fo rma t i onen  ve rdeu t l i ch t .
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Kap i t e l  4 T rans fo rma t i onen
l i nea re  Reku rs i on

" . . . t he  t r ans fo rma t i on  f r om recu rs i on  t o
i t e ra t i on  i s  one  o f  t he  most  f undamen ta l
concep ts  o f  compu te r  sc i ence . ”

Knu th

4 .  T rang jo rma t i onsschema ta  und  Reqe ln

Fü r  d i e  im  vo rhe rgehenden  Kap i t e l  a l s  e r kennba re  reku rs i ve  Funk -
t i onen  besch r i ebenen  Mus te r  w i rd  ve rsuch t  gee igne te  Trans fo rma—
t i ons rege ln  zu  f i nden .
Aus  Gründen “  de r  Übe rs i ch t l i chke i t  w i r d  d i e  No ta t i on  von  Baue r
und  Nössne r  we i t e rh i n  be ibeha l t en .

E in  T rans fo rma t i onsschema  so l l  w ie  f o l g t  besch r i eben  we rden :

A

$
B

wobe i  A und  B Funk t i onsmus te r  s i nd  und  C d ie  f ü r  e i ne  T rans fo r—
mat i on  h i n re i chenden  Bed ingungen  da rs te l l t  ( i n  Kap i t e l  5 :
Se i t enbed ingungen ) .

4 .1  T rans fo rma t i onsschema ta  und  Rege ln  f ü r  d i e  l i nea re  Reku rs i on

Das  a l l geme ine  l i nea re  Reku rs i onsmus te r  s i eh t  nach  Baue r /Wössne r
w ie  f o l g t  aus :

f unc t  L E (A x )P :
ii B ( x )
t hen  ph i ( L (K (x ) ) ‚  E ( x ) )
e l se  H (x )
Li

wobe i  f o l gende  S te l l i g ke i t en  ge l t en :

ph i :
E
H

>
v>

~
0

>
w

¢
. L

: :
¢

m
'¢

<
:>

v
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
L inea re  Reku rs i on

Wi r  se t zen  an  d i ese r  S te l l e  vo raus ,  daß  de r  Benu tze r  vo r  Beg inn
des  T rans fo rma t i onsp rog ramms  ge f rag t  w i rd ,  ob  e r  even tue l l
i r gendwe l che  Zusa t z i n fo rma t i onen  übe r  d i e  von  i hm e ingegebenen
r eku rs i ven  Funk t i onen  geben  kann .  Fa l l s  j a ,  w i r d  e r  i n  den  ent—
sp rechenden  Fä l l en  ge f rag t ,  f a l l s  ne in ,  s i nd  w i r  gezwungen  uns
au f  p rog rammin te rne  ( z .B .  i n  Assoz ia t i ons l i s t en  f es tgeha l t ene )
In fo rma t i onen  zu  s tü t zen .

Zur  Au f l ösung  de ra r t i ge r  l i nea re r  Reku rs i onsschema ta  g i b t  es
nach  Baue r /Hössne r  ve rsch iedene  Ve r fah ren :

a )  K lammernve rsch iebung  (ode r  Um—Klammerung )
b )  Ope randenve r tauschung
c )  Funk t i onsumkeh r
d )  T rans fo rma t i on  von  Pa te rson  und  Hew i t t
e )  Funk t i onsumkeh r  un te r  E in füh rung  von  S tape ln .

D ie  e r s ten  d re i  Me thoden ,  d i e  au f  Coope r  [Coop  66 ]  zu rückgehen ,
un te r l i egen  bes t immten  Bed ingungen ,  d i e  e i ne  au f zu lösende  Funk—
t ion  e r f ü l l en  muß .  D ie  v i e r t e  Me thode  so l l  h i e r  n i ch t  be t rach te t
we rden ,  da  s i e  zu  une f f i z i en ten  Ab läu fen  f üh r t  ( s i ehe  [BaWö 81 ] ,
Kap i t e l  4 .2 .4 )  und  d i e  l e t z t e  Me thode  i s t  g rundsä t z l i ch  und  ohne
e insch ränkende  Bed ingungen  anwendba r ,  wobe i  zu  be rücks i ch t i gen
i s t ,  daß  es  s i ch  h i e rbe i  nu r  um e ine  Ve rsch iebung  des  e i gen t l i—
chen  P rob lems  von  de r  Programm— au f  d i e  Da tens t ruk tu r  hande l t .
E ine  H ie ra r ch ie  de r  Rege lbas i s  könn te  h i e r  gewäh r l e i s t en ,  daß
d iese  l e t z te  Me thode  nu r  dann  zu r  Anwendung  kommt ,  wenn  ke ine
de r  ande ren  Au f l ösungen  mög l i ch  i s t .

Be i  de r  Be t rach tung  a l l e r  von  Baue r  und  Hössne r  besch r i ebenen
l i nea ren  Schema ta  sche in t  d i e  e r s te  Ve re in fachung  da r i n  zu  l i e—
gen ,  d i e  Funk t i on  ph i  au f  E ins te l l i g ke i t  zu  übe rp rü fen .  Und  zwa r
aus  f o l genden  Gründen :
Henn  ph i  e i ns te l l i g  i s t ,  dann  w i ssen  w i r ,  daß  ph i  auch  rech t s—
kommuta t i v  i s t ,  und  som i t  du rch  Ope randenve r tauschung  au fge lös t
werden kann ( s i ehe  Kap i t e l  4 .1 .2 )  , wobei d i e  Übe rp rü fung ,  ob
e ine  Um—Klammerung  mög l i ch  i s t ,  übe rsp rungen  we rden  kann .

Daraus  e rg i b t  s i ch  d i e  e r s te  Rege l :

Rege l1  E (x )  = { }

==> ph i  e i ns te l l i g
( ph i  r ech t skommuta t i v )

d .h .  d i e  Se i t enbed ingung  be i  de r  Ope randenve r tauschung  b rauch t
n i ch t  mehr abge f rag t  zu  we rden ,  da  s i e  t r i v i a l e rwe i se  nu r
Tau to log ien  l i e f e r t  ( s i ehe  Kap i t e l  4 .1 .2 ) .
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
l i nea re  Reku rs i on

Anmerkung :
Be i  e i nem Rege l sys tem so l l t e  im  Grunde  gewäh r l e i s t e t  se in ,  daß
unabhäng ig  von  de r  Re ihen fo l ge  de r  Rege ln  e i ne  Aba rbe i t ung  er—
fo lgen  kann .  Da j edoch  f ü r  d i e  E l im ina t i on  konk re te r  l i nea r  r e -
ku rs i ve r  Funk t i onen  o f t  meh re re  Mög l i chke i t en  ex i s t i e ren ,  d i e
von  un te r sch ied l i chen  Bed ingungen  abhäng ig  s i nd ,  w i rd  zunächs t
w i l l kü r l i ch  e i ne  Re ihen fo l ge  gewäh l t .  E i n  E f f i z i enzve rg le i ch
könn te  spä te r  dazu  f üh ren  d i ese  Re ihen fo l ge  zu  ände rn  (even tue l l
übe r  e i n  en t sp rechendes  Me ta rege l sys tem — s iehe  Zusammenfassung ,
Kap i t e l  7 ) .

4 .1 .1  Um—Klammerung

Die  von  Baue r  und  Hössne r  gegebene  T rans fo rma t i on  m i t  H i l f e  die—
ser  Me thode  s i eh t  w ie  f o l g t  aus :

t hen  ph i ( L (K (x ) ) ,  E (x ) )
e l se  H (x )

aps i  ( vxv4v ) :
ph i ( ph i ( r ,  s ) ,  t ) )  =

ph i l r ,  ps i ( s ,  t ) )

\ !

f unc t  L E (A  x )p :
ii B ( x )  t hen  G(K (x ) ,E (x ) )  e l se  H (x )  Li
whe re
f unc t  G E (A  x ,  v z )p :  M1

11 B (x )
hen  G(K (x ) ,  ps i (E (x ) , z ) )
l se  ph i (H (x ) ,  z )

ru
r-

(D

_l

F = v
ps i  a l s  ph i  wäh lba r

Jr

f unc t  L E (A  x )p :
if B ( x )  t hen  G(K (x ) ,  E (x ) )  e l se  H (x )  Ll
where
func t  G E (A  x ,  P z )p :

11 B (x )
t hen  G(K (x ) ,  ph i (E (x ) ,  2 )
e l se  ph i (H (x ) ,  z )
f i
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
l i nea re  Reku rs i on

Seep :
ph i ( r ,  e )  = r

@

f unc t  L E (A  x )p :
G(x,e)
where
f unc t  G E (A x ,  p z )p :

ii B ( x )
t hen  G(K (x ) ,  ;fl i i (E ( x ) ,  z )
e l se  ph i (H (x ) ,  z )
11

Dazu  i s t  f o l gendes  zu  bemerken :
Es  i s t  n i ch t  e i nzusehen ,  wa rum d ie  Assoz ia t i v i t ä t  von  ph i  zu  e i—
nem Zw ischenmus te r  f üh ren  so l l ,  da  d i eses  ke ine  Vo r te i l e  gegen -
übe r  Mus te r  M1 b ie te t .
Fa l l s  es  mög l i ch  i s t ,  ps i  = ph i  zu  wäh len  (wobe i  auch  zu  p rü fen
i s t ,  ob  9 = v g i l t ) ,  wü rde  e i n  Benu tze r  au f  An f rage  des  Sys tems ,
ob  es  übe rhaup t  e i n  ps i  g i b t ,  das  d i e  Bed ingung
' ph i ( ph i ( r ,  s ) ,  t )  = ph i ( r ,  ps i l s ,  t ) ) '  e r f ü l l t ,  d i eses  s i che r
angeben ,  bzw .  wü rde  d i es  even tue l l  aus  e i ne r  en t sp rechenden
Tabe l l e  en tnommen  we rden  können .  Dahe r  übe rgehen  w i r  d i eses  Zwi—
schenmus te r  und  z i ehen  d ie  Bed ingungen  de r  Assoz ia t i v i t ä t  und
de r  Ex i s tenz  e i nes  neu t ra l en  E lemen tes  zusammen .  Auch  d i e  F rage
nach  de r  Ex i s tenz  e i nes  neu t ra l en  E lemen tes  e r f o rde r t  e i ne  Zu—
sa tz i n fo rma t i on ,  was  i n  den  Rege ln  m i t  ca l l—use r—or—tab lesea rch
(CUOTS) angedeu te t  w i rd .

Es e rgeben  s i ch  a l so  f ü r  d i e  Um—Klammerung f o l gende  Rege ln :

Rege l z  « (ph i  e i ns te l l i g )
3 ps i :  v N v + v CUOTS
ph i (ph i ( r ,  s )  t )  = ph i ( r ,  ps i l s ,  t ) )

M1
Schema au fge lös t
Um-K lammerung

ll ll V

Rege lS  fi ( ph i  e ins te l l i g )
Um—Klammerung
p = v CUOTS
ps i  a l s  ph i  wäh lba r
ph i (ph i ( r ,  s ) ,  t )  = ph i ( r ,  ph i ( s ,  t ) )
3 e € p :  ph i ( r  e )  = r

e rse t ze  i n  M1 d ie  e r s te  i f—then—e lse  — Clause
du rch  G(X ,e )

II II V

Se i t e  27



Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
l i nea re  Reku rs i on

Dami t  i s t  d i e  Um—Klammerung  abgesch lossen  und  es  kann  zu r  näch—
sten  Me thode ,  de r  Ope randenve r tauschung  übe rgegangen  we rden .

4 .1 .2  Qpe randenve r tauschunq

Die  Me thode  de r  Ope randenve r tauschung  be ruh t  au f  de r  E igenscha f t
de r  ( ve ra l l geme ine r ten )  Rech tskommuta t i v i t ä t  de r  Funk t i on  ph i ,
d i e  d i e  Aus füh rungs re ihen fo l ge  de r  Ope ra t i onen  umkeh r t  und  dam i t
' hängende '  Ope ra t i onen  bese i t i g t .

E ine  Funk t i on  ph i  he iß t  i n  d i esem Zusammenhang  rech t skommuta t i v ,
wenn  g i l t :

ph i ( ph i ( r ,  s ) ,  t )  = ph i (ph i ( r ,  t ) ,  5 ) .

A l l geme in  so l l  auch  e i ne  Funk t i on  ph i :  p x v + ? rech t skommuta—
t i v  genann t  we rden ,  wenn  e ine  we i t e re  Funk t i on
ps i :  p K v » p ex i s t i e r t ,  sodaß  g i l t :

ph i (ps i ( r ,  s ) ,  t )  = ps i (ph i ( r ,  t ) ,  5 ) .

Im  Gegensa tz  zu r  Um—Klammerung  gehen  d ie  Ve re in fachungen  des
Grundmus te rs  be i  de r  Ope randenve r tauschung  n i ch t  sukzess i ve  aus—
e inande r  he rvo r ,  sonde rn  we rden  un te r  a l t e rna t i ven  Bed ingungen
e rs te l l t .  Dahe r  w i rd  e i ne  Rege l  geb rauch t ,  d i e  das  Grundmus te r
(M2)  e r s te l l t ,  und  we i t e re  Rege ln ,  d i e  d i e  en t sp rechenden
'Lücken ' ,  gekennze i chne t  m i t  * n ,  wobe i  n e i ne  l au fende  Nummer
i s t ,  f ü l l en .

Zunächs t  muß j edoch  abgep rü f t  we rden ,  ob  ph i  a l s  e i ns te l l i g  er—
kann t  wu rde  (Rege l i ) ,  da  dann  d ie  Funk t i on  ps i  n i ch t  vom Benu t—
zer  e r f r ag t  we rden  muß .

D ie  Übe r füh rung  des  l i nea ren  Reku rs i onsmus te rs  i n  e i ne  repe t i t i—
ve  Fo rm m i t  H i l f e  de r  Ope randenve r tauschung  s i eh t  dann  w ie  f o l g t
aus :

f unc t  L E (A  x )P :
ii B ( x )
t hen  ph i ( L (K (x ) ,  E (x ) ) )
e l se  H (x )
ii

3 ps i :  ? K v + p
ph i (ps i ( r ,  s ) ,  t )  =

ps i (ph i ( r ,  t ) ,  s )
ps i (H (n ,  r ) )  = ph i (H ln ,  r ) )
f ü r  v n e {K‘ (x)I>< ‚ e  ‚\,
i €N° ,  (V  m=D, . . . , i—1  B (Km(x ) ) ) ,

J. « [B (K ' ( x ) ) ] }
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
L inea re  Reku rs i on

f unc t  L E (A  x )p :
G(x ‚F )
whe re  *1  M2
func t  G E (A  x ,p  z )p :

ii B ( x )
t hen  G(K (x ) ‚  ps i ( z ‚  E ( x ) ) )
e l se  2
Li

Wobe i  e i n  Wer t  f ü r  F noch  ge funden  we rden  muß .  Ve re in fachungen
s ind  mög l i ch ,  wenn  n i ch t  ums tänd l i ch  i n  Abhäng igke i t  von  x e i n
Wer t  f ü r  F be rechne t  we rden  muß .

Daraus  e rgeben  s i ch  f ü r  d i e  Ope randenve r tauschung  f o l gende  Re—
ge ln :

Rege l4  « (Schema au fge lös t )
ph i  e i ns te l l i g

II

II V ps i  : =  ph i
r ech t skpmmuta t i v
ps i  gene r i e r t

Rege l5  « (Schema au fge lös t )
« (ph i  e i ns te l l i g )
3 ps i :  p K v « p CUOTS
ph i (ps i ( r ‚  s ) ,  t )  = ps i ( ph i ( r ‚  t ) ,  s )

ll ll V ps i  : =  use r—inpu t
rech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t

Rege lö  « (Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t

M2

II
II

V

Rege l?  « (Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t
H E cons t .

e r se t ze  F du rch  H (x )  = cons t .
l ösche  *1
Schema au fge lös t

II

II V
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
l i nea re  Reku rs i on

Rege lß  “ (Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t
( B ( x )  = ( x  # x1 ) )  CUOTS

ll Il V e rse t ze  F du rch  H l x l )
l ösche  *1
Schema  au fge lös t

Rege l?  „ (Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t

==>  e rse t ze  F du rch  F (x )
e r se t ze  *1  du rch

func t  F E (A  x )p :
ii B ( x )  t hen  F (K (x ) )  e l se  H l x )  Li

Schema  au fge lös t

Um s i che rzus te l l en ,  daß  Rege l  9 n i ch t  vo r  Rege l  7 und  8 abge—
p rü f t  w i r d ,  was e i ne  even tue l l  mög l i che  Ve re in fachung  ve rh inde rn
könn te ,  müß te  e i ne  we i t e re  Va r i ab le  (E igenscha f t  ode r  Scha l t e r )
e inge füh r t  we rden .  Da j edoch  davon  ausgegangen  w i rd ,  daß d ie  Re—
ge ln  i n  de r  au fge füh r t en  Re ihen fo l ge  abgep rü f t  we rden ,  w i rd  au f
d iese  E rwe i t e rung  an  d i ese r  S te l l e  ve rz i ch te t .

Dami t  i s t  auch  d i e  Ope randenve r tauschung  abgesch lossen ,  und  es
kann  nun  d i e  d r i t t e  Me thode  zu r  Au f l ösung  l i nea r  r eku rs i ve r
Funk t i onen  , d i e  Funk t i onsumkeh r ,  be t rach te t  we rden .

4 .1 .3  Funk t i onsumkeh r

Die  Funk t i onsumkeh r  i s t  ähn l i ch  zu  behande ln  w ie  d i e
Ope randenve r tauschung .  H ie rbe i  we rden  d ie  ' hängenden '  Ope ra t i o—
nen  ( s i ehe  Kap i t e l  4 .1 .2 )  bese i t i g t ,  i ndem man  von  e i nem vo r—
berechne ten  Endwer t  ausgeh t ,  m i t  dessen  H i l f e  d i e  Pa rame te rwe r te
rekons t ru i e r t  we rden  b i s  zu rück  zum An fangswer t .
Un te r  de r  Bed ingung ,  daß  e ine  Umkeh r funk t i on  R ex i s t i e r t ,  t r ans—
fo rm ie r t  man  zunächs t  i n  das  Grundmus te r  M3 .  Fa l l s  d i e  Bed ingung
B(x )  von  de r  Form x # x1  i s t ,  b rauch t  A x0 n i ch t  be rechne t  zu
werden .  Sons t  w i rd  d i e  Be rechnungs funk t i on  P e i ngese t z t .
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
l i nea re  Reku rs i on

D ie  T rans fo rma t i on  s i eh t  dann  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  L E (A  x )p :
it B ( x )  t hen  ph i ( L (K (x ) ) ‚  E ( x ) )  e l se  H l x )  Li

3 R:
v x e {K ' ( x ) | i €No ‚ x€A} :

R(K(x ) )  = x
&

f unc t  L = (A  x )p :
R(x° ‚  l 1 ( xo ) ‚  x )
where  *1  M3
f unc t  R E (A y ,  p z ,  A x )p :

11 ( y  # x )
t hen  R (R(y ) ,  rfl11 (z ,  E (K (y ) ) ) ,  >0
e l se  2
Li

Es we rden  a l so  d i e  f o l genden  Rege ln  geb rauch t :

Rege l10  ~ (Schema  au fge lös t )
« (ph i  e i ns te l l i g )
a K; v x e {K ' ( x ) | i €No ‚  XGA}: R(K(x))=x CUOTS

M3
Umkehr funk t i on

II II V

Rege l11  Umkeh r funk t i on
B(x )  = ( x  # x1 )  CUOTS

lösche  *1
e rse t ze  xo du rch  x1
Schema au fge lös t

II
II

V

Rege l12  Umkeh r funk t i on
«(Schema au fge lös t )

e rse t ze  *1  du rch
A xo E P t x )
where
func t  P E (A  x )A:

ii B (n )  t hen  P (K (n ) )  e l se  n 11

II II
V
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N iede r  w i rd  davon  ausgegangen ,  daß  d ie  Rege ln  i n  de r  h i e r  au fge—
füh r ten  Re ihen fo l ge  abgep rü f t  we rden .

Dami t  s i nd  a l l e  Rege ln  f ü r  d i e  Funk t i onsumkeh r  ohne  Verwendung
e ines  s tacks  au fges te l l t ,  und  es  kann  nun  zu r  v i e r t en ,  immer  au f
l i nea r  r eku rs i ve  Funk t i onen  anwendba re  Au f l ösungsme thode  über—
gegangen  we rden ,  de r  Funk t i onsumkeh r  un te r  Verwendung e ines
s tacks .

4 .1 .4  Funk t i onsumkeh r  un te r  Ve rwendung  e ines  s tacks

Der  T r i ck  d i ese r  a l l geme ingü l t i gen  Au f l ösungsme thode  f ü r  l i nea re
Reku rs i onsmus te r  l i eg t  da r i n ,  d i e  Funk t i on  L so  zu  e rwe i t e rn ,
daß  s i e  se lbs t  n i ch t  meh r  r eku rs i v  i s t ,  sonde rn  das  P rob lem au f
d i e  l oka le  Funk t i on  L *  ve r l age r t  w i r d ,  von  de r  j edoch  bekann t
i s t ,  daß  s i e  du rch  Funk t i onsumkeh r  au f l ösba r  i s t  (E igenscha f t
de r  s t ack—Funk t i onen ) .

Es g ib t  nun  zwe i  Mög l i chke i t en  f ü r  d i e  Behand lung  d i ese r  Metho—
de :
a) man t r ans fo rm ie r t  d i e  Funk t i on  i n  das  von  Baue r  und  Wössner

[BaWö 81 ]  angegebene  Schema,
b )  man  nu t z t  d i e  be re i t s  vo rhandenen  Rege ln  zu r  Funk t i onsumkeh r

und  übe rg ib t  p rak t i s ch  d i e  Funk t i on  L *  an  d i e  en t sp rechenden
Rege ln .

Die  zwe i t e  Mög l i chke i t  s che in t  e l egan te r ,  ha t  j edoch  auch  Nach—
t e i l e .  D ie  Funk t i on  L wi rd  dabe i  zunächs t  i n  e i n  Zw ischenmus te r
t r ans fo rm ie r t ,  und  i n  d i ese r  Rege l  muß en twede r  e i n  H inwe i s  ge—
geben  we rden  da rübe r ,  daß  d ie  Rege ln  zu r  Funk t i onsumkeh r  nunmehr
w iede r  zu  den  noch  mög l i chen  — ode r  besse r  gesag t  zu  den  even tu—
e l l  noch  anwendba ren  — Rege ln  gehö ren ,  obwoh l  e i ne  Funk t i ons—
umkeh r  vo rhe r  a l s  n i ch t  mög l i ch  angenommen  wu rde  (d i es  wä re
even tue l l  e i n  E ing r i f f  i n  e i ne  Me ta rege l komponen te ,  d i e  d i e  L i—
s te  de r  noch  mög l i chen  Rege ln  ve rwa l t e t ) .  Dann  könn te  L *  du rch
Funk t i onsumkeh r  au fge lös t  und  an  de r  en t sp rechenden  S te l l e  i n
das  Zw ischenmus te r  e i ngese t z t  we rden .  Ode r ,  was  e i n fache r
e rsche in t ,  L *  w i rd  i n  e i ne  L i s t e  e i nge t ragen ,  d i e  noch  zu  bea r—
be i t ende  Funk t i onen  en thä l t .  H ie rbe i  kann  e i n  e rneu te r  Ma tchvo r—
gang  umgangen we rden ,  i ndem an  d i ese r  S te l l e  d i e  E igenscha f t
' r eku rs i v '  m i t  dem Wer t  ' l i nea r '  an  den  Funk t i onsnamen  gebunden
wi rd .

Lös t  man  j edoch  d i e  Funk t i on  L nach  Baue r /Vössne r  d i r ek t  au f
(Fa l l  a ,  Mus te r  M4 ) ,  ohne  L *  gesonde r t  zu  be t rach ten ,  so  en t -
s teh t  e i n  e i n fache res  Mus te r ,  i n  das  m i t  nu r  e i ne r  Rege l  t r ans—
fo rm ie r t  we rden  kann  ( im  Gegensa tz  zu r  spä te ren  E inse t zung  de r
au fge lös ten  Fo rm von  L * ) .
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D ie  Trans format ion  i n  das  e i n fache  Mus te r  s i eh t  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  L E (A x )p :
ii B ( x )
t hen  ph i ( L (K (x ) ) ‚  E ( x ) )
e l se  H (x )

1"h

&

f unc t  L E (A x )p :
R(P(x ‚  emp tyJ )
whe re
f unc t  P E (A x ,  s t ack  A sx )  ( s tack  A,  p ) :

ii l )
t hen  P (K (x ) ‚  s x  & x )
e l se  ( sx ,  H (x ) )
11 M4

func t  R E ( s tack  A sy ,  ? z )p :
ii s y  # emp ty
then  R ( res t  sy ,  ph i ( z ‚  E ( t op  sy ) ) )
e l se  2
__j_

wobe i  de r  Da ten t yp  s tack  w ie  f o l g t  de f i n i e r t  i s t :
( nach  Baue r /Hössne r  Kap i t e l  3 .2 .5 .1  und  3 .6 .2 .1 )

t ype  STACK 5 (mode  A)  s tack  A:
mode empty E a tom ic  { }
mode s tack  A E empty | {A i t em,  stack A t r unk }
f unc t  emp ty  E s tack  A : {  }
f unc t  i semp ty  E ( s tack  A s )  boo l  : emp ty  : :  s
f unc t  t op  E ( s tack  A s : « i semp ty ( s ) )  A :  i t em  93 s
f unc t  r es t  E ( s tack  A s : « i semp ty ( s ) )  s t ack  A : t r unk  91 s

Die  de r  oben  gegebenen  T rans fo rma t i on  en t sp rechende  Rege l  i s t :

Rege l13  « (Schema au fge lös t )
« (ph i  e i ns te l l i g )

==> M4
Schema au fge lös t

Dami t  s i nd  d i e  Be t rach tungen  zu r  Au f l ösung  des  l i nea ren  Re -
ku rs i onsmus te rs  abgesch lossen ,  und  w i r  gehen  zu r  Au f l ösung  ge—
schach te l t  r eku rs i ve r  Mus te r  übe r .
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"A  l ec tu re  w i t hou t  s t ack
i s  L i ke  a day  w i t hou t  sunsh ine . "

Gut tag

4 .2  T rans fo rma t i onsschemg ta  und  Rege ln  f ü r  d i e  qeschach te l t e  Re—
ku rs i on

Ausgegangen  w i rd  von  dem e in fachs ten  Fa l l  e i ne r  geschach te l t en
Reku rs i on ,  f ü r  den  g rundsä t z l i ch  e i ne  Au f l ösung  i n  e i ne  repe t i—
t i ve  Form mög l i ch  i s t ,  und  de r  w ie  f o l g t  auss ieh t :

f unc t  F E (A  x )A :
11 B (x )  t hen  F (F ( f ( x ) ) )  e l se  g ( x )  Li

Es  g ib t  nun  ve rsch iedene  Mög l i chke i t en ,  d i eses  Mus te r  au f zu lö—
sen ,  wobe i  a l l e i n  Ges i ch t spunk te  de r  E f f i z i enz  von  Bedeu tung
s ind ,  um ve rsch iedene  Fä l l e  zu  un te r sche iden .

D re i  de r  zu  be t rach tenden  Au f l ösungen  f üh ren  d i r ek t  zu  repe t i t i—
ven  Fo rmen ,  e i ne  b i l de t  zunächs t  i n  e i n  l i nea res  Reku rs i onsmu—
ste r  ab .

Wich t i g  i s t  e i ne  Re ihen fo l ge  f ü r  d i e  P rü fungen ,  ob  e i ne  de r
T rans fo rma t i onen  mög l i ch  i s t ,  zu  f i nden ,  um mög l i chs t  i n  das
e f f i z i en tes te  Mus te r  zu  t r ans fo rm ie ren .
Baue r  und  Nössne r  beg innen  m i t  dem ums tänd l i chs ten  und  enden  m i t
dem e f f ek t i v s ten  Mus te r .  Be i  de r  Au f s te l l ung  en t sp rechende r  Re—
ge ln  muß a l so  d i ese  Re ihen fo l ge  umgekeh r t  we rden .

Die  t r ans fo rm ie r t en  Mus te r  sehen  w ie  f o l g t  aus :

A Grundau f l ösung  ohne  Nebenbed ingungen  ( j edoch  am une f f i z i en te—
s ten  ) :

f unc t  F E (A  x )A :
Q(x ,1 )
whe re
func t  Q E (A  x ,  na t  i )A :

i f  i t o  M8

then ( f ( x ) ,  i+1>
(g (x ) ,  1—1)(D P m 0
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
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B G i l t  d i e  E igenscha f t  0 :  V x e A :  {B (g (x ) )  =>  B (x ) } ,  dann  kann
das  e i n fach  geschach te l t e  Mus te r  w ie  f o l g t  au fge lös t  we rden :

f unc t  F E (A x )A:
ii B ( x )  t hen  g (F ( f ( x ) ) )  e l se  g ( x )  11 M7

D ieses  Schema  i s t  zwa r  l i nea r  r eku rs i v ,  es  i s t  abe r  so fo r t  k l a r ,
daß  es  au f l ösba r  i s t ,  da  es  d i e  E igenscha f t  ' ph i  e i ns te l l i g '
bes i t z t ,  som i t  imp l i z i t  r ech t skommuta t i v  i s t ,  und  m i t  H i l f e  de r
Operandenve r tauschung  t r ans fo rm ie r t  we rden  kann  ( s i ehe  Kap i t e l
4 .1 .2 ) .

C Gi l t  übe r  d i e  E igenscha f t  0 h i naus  d i e  E igenscha f t  1 :  v x e A:
g ( f ( x ) )  = f ( g ( x ) ) ,  d .h .  f und  g kommut i e ren ,  dann  kann  un—
mi t t e l ba r  i n  das  f o l gende  Mus te r  umgewande l t  we rden :

f unc t  F E (A  x )A :
K (x , x )
where  M6
f unc t  K E (A  x ,  A z )A :

11_B(x )
t hen  K ( f ( x ) ,  g ( f ( z ) ) )
e l se  g ( z )
ii

D Ge l ten  d i e  f o l genden  Bed ingungen :

1 :  ( s . o . )
2 :  V x e A :  B (g ( f ( x ) ) )  =>  B (x )
3 :  V x € A:  B (x )  =>  B (g (x ) ) ,

dann  ge lang t  man zu  dem e in fachs ten  zu r  G rund fo rm  äqu i va len ten
Mus te r :

f unc t  F E (A x)A:
ii B ( x )  t hen  F (g ( f ( x ) ) )  e l se  g ( x )  Li M5

D ie  en t sp rechenden  Rege ln  müssen  demnach w ie  f o l g t  aussehen  und
i n  de r  angegebenen  Re ihen fo l ge  abgep rü f t  we rden  (wobe i  d i e  Wer te
de r  E igenscha f t en  s tanda rdmäß ig  m i t  ' FALSE '  i n i t i a l i s i e r t  s i nd ) :

Rege l14  geschach te l t  ( e i n fach )
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  O CUOTS

==>  Ne r t ( 0 ) :=TRUE
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Rege l15
I l

II V

Rege l16

|!
||

V

Rege l17

ll II V

Rege l18

|!
II V

Rege l19

II
II

V

Rege lZO

II
II

V

Trans fo rma t i onen
qeschach te l t e  Rekuns ion

geschach te l t  ( e i n fach )
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  1 CUOTS

Wer t l 1 ) :=TRUE

geschach te l t  ( e i n fach )
Wer t (0 )  = TRUE
Wer t (1 )  = FALSE

M7
ph i
e rse t ze

du rch

e ins te l l i g
' geschach te l t  ( e i n fach ) '
' l i nea r '

geschach te l t  ( e i n fach )
He r t ( 1 )  = TRUE
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  2 CUOTS

WePt (2 ) :=TRUE

geschach te l t  ( e i n fach )
Wer t (1 )  = TRUE
Her t (2 )  = TRUE
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  3 CUOTS

Wer t (3 ) :=TRUE
M5
e rse t ze

du rch
'geschach te l t  ( e i n fach ) '
'Schema au fge lös t '

« (Schema au fge lös t )
geschach te l t  ( e i n fach )
ue r t ( 0 )  TRUE
wer t (1 )  TRUE

M6
erse t ze

du rch
' geschach te l t  ( e i n fach ) '
’ Schema  au fge lös t '

geschach te l t  ( e i n fach )
fi (Schema au fge lös t )

M8
erse t ze

du rch
' geschach te l t  ( e i n fach ) '
'Schema au fge lös t '
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Damit  s ind  a l l e  Rege ln  f ü r  d i e  Trans format ion  de r  e i n fach  ge—
schach te l t en  Reku rs i on  m i t  de r  Schach te l ungs t i e fe  2 gegeben .

Es  i s t  o f f ens i ch t l i ch ,  daß  be i  g röße re r  Schach te l ungs t i e fe  ohne
zusä t z l i che  Ve rände rungen  e ine  zu r  G rundumwand lung  ana loge  Au f—
lösung  e rz i e l t  we rden  kann .
E ine  geschach te l t e  r eku rs i ve  Funk t i on  m i t  de r  Schach te lungs t i e fe
3 s ieh t  w ie  f o l g t  aus  und  kann  ana log  zu r  G rundumwand lung  de r
e in fach  geschach te l t en  reku rs i ven  Funk t i on  m i t  de r
Schach te lungs t i e fe  2 au fge lös t  we rden :

f unc t  F E (A  x ) A :
ii B ( x )  t hen  F (F (F ( f ( x ) ) ) )  e l se  g ( x )  Li

l

f unc t  F E (A  x )A:
Q(x ,1 )
where
func t  Q E (A  x ,  na t  i )A :

ii 1 *0
t hen  0 (  ii B ( x )

t hen  ( f ( x ) ,  i +2 )
e l se  (g ( x ) ‚  i—1)
Li )

e l se  x
11
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Spä tes tens  be i  de r  Be t rach tung  e i ne r  geschach te l t  r eku rs i ven
Funk t i on  m i t  de r  Schach te lungs t i e fe  4 f ä l l t  au f ,  an  we l che r
Ste l l e  s i ch  d i e  Schach te l ungs t i e fe  ausw i r k t :

f unc t  F E (A x )A :
ii B ( x )  then F (F (F (F ( f ( x ) ) ) ) )  e l se  g ( x )  Li

&

f unc t  F E (A  x )A:
Q(x ,1 )
whe re
func t  Q E (A  x ,  na t  i )A :

i f  1 *0

then  ( f ( x ) ,  i +3 )
e l se  (g ( x ) ,  i—1)

An de r  S te l l e ,  an  de r  d i e  Va r i ab le  i hochgezäh l t  w i r d ,  i s t  e i n
Un te rsch ied  zum Grundmus te r  M8 ,  sons t  n i r gends .  D .h .  a l l e
Schach te lungs t i e fen  können  m i t ' e i nem Mus te r  abgehande l t  we rden ,
wenn  man  an  d i ese r  S te l l e  ( i  + Schach te lungs t i e fe  - 1 )  e i nse t z t .
Rege l zo  muß en t sp rechend  geände r t  we rden .  Fe rne r  müssen  Rege l14
und Rege l19  a l s  Vo rausse t zung  'Schach te l ungs t i e fe  2 '  en tha l t en .

Be t rach te t  we rden  so l l  nun  e i ne  we i t e re  Mög l i chke i t  geschach te l—
t e r  Reku rs i onen  und  i h re  Au f l ösung :

f unc t  F E (A  X )A :
ii B ( x )  t hen  F (h (F ( f ( x ) ) ) )  e l se  g ( x )  ii

D i ese  Reku rs i ons fo rm  w i rd  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '  genann t ,
und  de r  Ausd ruck  F (h (F ( f ( x ) ) ) )  so l l  ku r z  m i t  A beze i chne t  wer—
den .

Hie rzu  kann  man s i ch  f o l gendes  übe r l egen :
1 . )  Wenn d ie  Bed ingung  B (x )  g i l t ,  w i r d  e i n  F du rch  A e r se t z t ,

g i l t  d i e  Bed ingung  B (x )  n i ch t ,  so  w i rd  f ü r  F ' g ( x ) '  e i nge -
se t z t .

2 . )  I s t  e i nma l  F (h (F ( f ( x ) ) ) )  e i ngese t z t  worden,  dann be inha l t e t
de r  Ausd ruck  zwe i  F ' s ,  d i e  noch  e r se t z t  we rden  müssen .  H ie r
kann  e ine  Zäh le r va r i ab le  e i nge füh r t  we rden ,  d i e  d i ese  "o f f e -
nen "  F ' s  zäh l t ,  a l so  nach  e i nma l i gem E inse t zen  von  A au f  2
s teh t ,  nach  zwe ima l i gem au f  3 usw .

3 . )  Be i  de r  Aba rbe i t ung  d i ese r  F ' s  g i b t  es  nun  f o l gende  S i t ua—
t i onen :
a)  i =0 ,  d .h .  ke in  o f f enes  F mehr  => x
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qeschach te l t e  Reku rs i on

b )  B (x ) ,  d .h .  d i e  Bed ingung  i s t  e r f ü l l t ,  A w i rd  e i ngese t z t ,
es  kommt e i n  F dazu  => ( f ( x ) ,  i +1 )

c )  fiB(x )  und  i =1 ,  d .h .  d i e  Bed ingung  i s t  n i ch t  meh r  e r f ü l l t
und  es  g i b t  nu r  noch  e i n  o f f enes  F =>  (g ( x ) ,  i—1=O)

d )  wB(x )  und  i #1 ,  d .h .  d i e  Bed ingung  i s t  n i ch t  meh r  e r f ü l l t
und  es  g i b t  mehr a l s  e i n  o f f enes  F => (h (g ( x ) ) ,  i—1)

Die  au fge lös te  Fo rm s i eh t  demnach  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  F E (A  X )A :
Q(x ,1 )
where
func t  Q E (A  x ,  ha t  i JA :

li i =0
then  x
e l se  ii B ( x )

t hen  Q( f ( x ) ,  i +1 )

then g ( x )
e l se  Q(h (g (x ) ) ,  i—1)

_f_j_

Behre ib t  man d iese  au fge lös te  Form ana log  zu  M8 ,  so  s i nd  w iede r
Ubere ins t immungen  f es t zus te l l en :

f unc t  F E (A  x ) A :

Q(x ,1 )
whe re
func t  Q E (A  x ,  na t  i )A :

Li i #0
t en  li wB(x )  gfl_ i =1

t en  g ( x )
e l se  Q(  l. B ( x )

t hen  ( f ( x ) , i +1 )
e l se  (h (g ( x ) ) , i—1)
_i )

Li
e l se  x
f1

Nu r  an  zwe i  S te l l en  un te r sche iden  s i ch  d i e  Mus te r .

1
. ) Fa l l s  «B (x )  g i l t  und  i =1  i s t ,  w i r d  das  l e t z te  F du rch  g ( x )

e r se t z t .

S ta t t  des  e i n fachen  E rse t zens  e i nes  F ' s  du rch  g ( x )  w i rd
h (g (x ) )  e i ngese t z t ,  f a l l s  d i e  Bed ingung  B (x )  n i ch t  g i l t  und
noch  m indes tens  zwe i  o f f ene  F ' s  ex i s t i e ren .
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Auch d ieses  Mus te r  kann  i n  M8 (Rege lZO)  i n teg r i e r t  we rden .  De r
Übe rs i ch t l i chke i t  ha lbe r  w i rd  d i ese  Rege l  j edoch  ause inande r—
gezogen  und  au f  d re i  Rege ln  ve r t e i l t .  D ie  e r s te  be inha l t e t  dann
das Grundmus te r ,  d i e  zwe i t e  und  d r i t t e  f ü l l en  i n  Abhäng igke i t
von  de r  Reku rs i onsa r t  d i e  ' Lücken ' .

Daraus en t s tehen  Rege l zo  (neu ) ,  Rege l21  und  Rege l22 :

Rege lZO geschach te l t
fi (Schema au fge lös t )

M8 (neu )II
Il

V

Rege l21  geschadh te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  y
w(Schema au fge lös t )

s t re i che  *1
e rse t ze  *2  du rch  g ( x )
e rse t ze  ST du rch  ( i  + Schach te l ung t i e fe  — 1 )
e rse t ze  ' geschach te l t  ( e i n fach ) '

du rch  'Schema au fge lös t '

!! |! V

Rege l22  geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
« (Schema  au fge lös t )

e r se t ze  *1  du rch
1L ~B (x )  gag i =1  t hen  g ( x )  e l se

e rse t ze  *2  du rch  h (g ( x ) )
e r se t ze  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '

ll Il V

wobei das  Mus te r  M8 nun  w ie  f o l g t  auss ieh t :

f unc t  F E (A  x)A:
Q(x ,1 )
whe re
func t  Q E (A  x ,  na t  i )A :  M8 (neu )

11 i #0
then  *1

Q(  11 B (x )
t hen  ( f ( x ) ,  ST )
e l se  ( * 2 ,  i - 1 )
Li )

«
a

la
:

_;
 

r— U) {D )(
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
qeschach te l t e  Reku rs i on

Auch  be i  d i ese r  ve rsch ränk t  geschach te l t en  Fo rm i s t  denkba r ,  daß
d ie  Re ihe  ' r ek .Funk .  — e in f .Funk .  — r ek .Funk .  — e in f .Funk . '  e i ne
g röße re  Schach te lungs t i e fe  ha t .

2 .8 .  Schach te l ungs t i e fe  3 :

f unc t  F E (A  x ) A :
ii B ( x )  t hen  F ( l (F (h (F ( f ( x ) ) ) ) ) )  e l se  g ( x )  Li

wobe i  l ,  h ,  f und  g e i n fache  Funk t i onen  s i nd .

Zunächs t  so l l  ve r such t  we rden  d ie  Funk t i on  m i t  H i l f e  von  zwe i
Zäh le r va r i ab len  i und  j au fzu lösen .  D ie  Funk t i on  Q wä re  dann  i n
de r  au fge lös ten  Form 3—s te l l i g .

Es  können  f o l gende  Fä l l e  au f t r e ten :

1 . )  i =0 ,  d .h .  es  ex i s t i e r t  ke i n  o f f enes  F meh r  =>  ( x , i , j )
2 . )  «8 (x )

a )  i =1 ,  j =0 ,  d .h .  d i e  Bed ingung  g i l t  n i ch t ,  und  es  ex i s t i e r t
noch  e i n  o f f enes  F vo r  e i nem l =>  (g ( l ( x ) ) ,  i—1 ,  j )

b )  i =1 ,  j =1 ,  d .h .  d ie  Bed ingung  g i l t  n i ch t ,  und  es  ex i s t i e—
r en  noch  zwe i  o f f ene  F ' s ,  e i nes  vo r  de r  Funk t i on  l und
e ines  vo r  de r  Funk t i on  h .  Da  das  l e t z te  F immer  vo r  e i nem
l s t eh t ,  i s t  auch  d i ese r  Fa l l  e i ndeu t i g  =>
(g (h (x ) ) ,  i ,  j - 1 )

c )  i =2 ,  j = . . .  An  d i ese r  S te l l e  w i rd  deu t l i ch ,  daß  e in fache
Zäh le r va r i ab len  n i ch t  aus re i chen ,  da  aus  de r  Anzah l  de r
noch  vo rhandenen  l ' s  n i ch t  he rvo rgeh t ,  an  we l che r  S te l l e
d iese  l ' s  s t ehen .

Angenommen ,  es  g i l t  i =2  und  j =2 .
E in  de ra r t i ge r  Ausd ruck  kann  du rch  ve rsch iedene  Bed ingungs -
fo l gen  aus  F abge le i t e t  we rden :

F—B(x )—-—> F ( l (F (h (F ( f (X ) ) ) ) ) )
—-B(x)-—-—> F ( l (F (h (F ( l (F (h (F ( f ( f ( x ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )
- - -B (x )——> F ( l (F (h (F ( l (F (h (g ( f ( f ( x ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

L______J  L„_____J

2 Y1
2

F ——B(x)-—-—-> F ( l (F (h (F ( f ( x ) ) ) ) ) )
- -B (X ) -—> F ( l (F (h (g ( f (X ) ) ) ) ) )
-—-B(x)—-> F( l (F ( l (F (h (F ( f ( h (g ( f ( x ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) )

|___] | I L  |

2 2 Y :
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
qeschach te l t e  Reku rs i on

Das  g le i che  P rob lem t r i t t  au f ,  wenn  man  d ie  Mög l i chke i t en  du rch—
sp ie l t  f ü r  den  Fa l l ,  daß  d ie  Bed ingung  B (x )  g i l t :

3 . )  B (x )
a )  i =1 ,  j =0 ,  d .h .  d i e  Bed ingung  g i l t ,  und  es  ex i s t i e r t  e i n

o f f enes  F vo r  e i nem l =>  ( f ( l l x ) ) ,  i ,  j +1 )
b )  i =1 ,  j =1 ,  d .h .  d i e  Bed ingung  g i l t ,  und  es  ex i s t i e ren  zwe i

o f f ene  F ' s ,  e i nes  vo r  e i nem l und  e i nes  vo r  e i nem h .  Da
das  l e t z te  F immer  vo r  e i nem l s t eh t ,  i s t  auch  d i ese r
Fa l l  e i ndeu t i g  =>  ( f ( h l x ) ) ,  i +1 ,  j )

c )  i >1 ,  j = . . .  Auch  h i e r  i s t  n i ch t  e i ndeu t i g ,  ob  e i n  F d i r ek t
vo r  e i ne r  Funk t i on  l ode r  vo r  e i ne r  Funk t i on  h e r se t z t
we rden  so l l .

Lösung  d ieses  P rob lems :  D ie  Funk t i on  Q i n  de r  au fge lös ten  Form
b le i b t  zwe i s te l l i g .  S ie  en thä l t  a l s  zwe i t es  A rgumen t  j edoch  ke i—
ne Zäh le r va r i ab le ,  sonde rn  e i nen  s tack .

Es g ib t  nun  ve rsch iedene  Mög l i chke i t en  d i esen  s tack  au f zubauen .
Das  E in fachs te  wä re  d i e  gesamte  noch  n i ch t  ve ra rbe i t e te  Ze i chen—
ke t te  im  s tack  un te r zub r i ngen ,  Sch r i t t  f ü r  Sch r i t t  abzua rbe i t en ,
zu  expand ie ren  ode r  zu  reduz ie ren .  I n  unse rem Fa l l  kann  j edoch
P la t z  gespa r t  we rden ,  da  gew isse  Vo r i n fo rma t i onen  ve r f ügba r
s i nd .
h ' s  können  n i ch t  i n  d i r ek te r  Fo lge  vo rkommen ,  sonde rn  we rden  im—
mer von F l ‘ F  mi t  121 ge t renn t .  D.h .  es re i ch t ,  d i e  Potenz von l
im s tack  zu  spe i che rn .  Be i  de r  Aba rbe i t ung  des  s tacks  kann  dann
davon  ausgegangen  we rden ,  daß  j ewe i l s  zw i schen  zwe i  Funk t i onen
l i  e i n  FhF s teh t .  I s t  de r  s t ack  i rgendwann l ee r ,  so i s t  das
l e t z t e  l i  ve ra rbe i t e t  wo rden ,  und  es  muß d ie  G rund fo rm  F (y )
be rechne t  we rden .  G i l t  nun  im  nächs ten  Sch r i t t  l ) ,  dann  w i rd
de r  s tack  neu  au fge fü l l t ,  g i l t  a l ) ,  dann  w i rd  F l y )  du rch  g ( y )
e rse t z t  und  d i e  Funk t i on  i s t  f e r t i g  be rechne t .

E in  d r i t t e r  Punk t  i s t  noch  zu  be rücks i ch t i gen .  Um zu  w i ssen ,  w ie
d ie  nächs te  Reduk t i on  auszusehen  ha t ,  muß im  s tack  ve rmerk t  we r -
den ,  ob  h m i t e i nbezogen  we rden  muß ode r  n i ch t .  Zu  d i esem Zweck
no t i e r t  man  e ine  0 an  obe rs te r  s t ack—Pos i t i on ,  f a l l s  h d i r ek t
vo r  dem be re i t s  be rechne ten  Te i l  i n  de r  Ze i chenke t t e  s teh t .
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
deschach te l t e  Reku rs i on

Die  au fge lös te  Form de r  ve rsch ränk t  geschach te l t en  Funk t i on  F
m i t  de r  Schach te l ungs t i e fe  3 un te r  Ve rwendung  e ines  s tacks  s i eh t
dann  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  F E (A  x )A:
Q(x ,  emp ty )
whe re
func t  Q 5 (A  x ,  s t ack  na t  s )A :

ii w(wB(x )  gag s=emp ty )
t hen  Q(  ii B ( x )

t hen  i f  t op  3 = 0
then  ( f ( x ) ,  ( ( ( r es t  s )  & 1 )  & 0 ) )
e l se  ( f ( x ) ,

( ( ( r es t  s )  & ( t op  5 + 1 )  & 0 ) )

e l se  t 0p  s = 0
then  ( ( h (g ( x ) ) ) ‚  ( r es t  s ) )
e l se  (L ( ( t op  s ) ,  g ( x ) ) ,  ( r es t  s ) )

1 .
Li )

e l se  g ( x )
Li
where
f unc t  L E (na t  n ,  A y )A :

ii n>0
then  L (n—1,  l ( y ) )
e l se  y
L;

D ie  Form de r  ve rsch ränk t  geschach te l t en  reku rs i ven  Funk t i on  kann
auch  au f  e i ne  be l i eb ige  Schach te lungs t i e fe  ve ra l l geme ine r t  wer—
den :

f unc t  F E (A x )A:
ii B ( x )  ._t__h_e__r_1_ F (h1 (F (h2 ( . . . (F (h „ (F ( f ( x>  e l se  g ( x )  LL

Be i  de r  Au f l ösung  d iese r  a l l geme ine ren  Form sche in t  es  j edoch
s innvo l l ,  den  s tack  vo l l s t änd ig  au f zubauen ,  d .h .  d i e  gesamte
Ze i chenke t t e  au f zunehmen ,  und  dann  be i  j edem Sch r i t t  i n  Abhän—
g igke i t  vom top—Elemen t  d i e  Ve ra rbe i t ung  f o r t zuse t zen .  E ine  we i—
t e re  Mög l i chke i t  i s t  d i e  ab lau fo r i en t i e r t e  Lösung  d ieses  Pro—
b lems ,  d i e  i n  Kap i t e l  4 .3  un te r  dem Thema  'T rans fo rma t i on  e i ne r
en t f l och tenen  Fo rm '  im  E inze lnen  behande l t  we rden  w i rd .
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Kap i t e l  4 T rans format ionen
qeschachte l te  Rekurs ion

Die  au fge lös te  Form mi t  e inem d ie  Ze ichenke t te  vo l l s tänd ig  (b is
auf d ie  zw ischen  je  zwei  h l ' s  s tehenden  F 's )  en tha l tenden  s tack
hat  dann  fo lgendes  Aussehen:

func t  F E (A  x )A :
Q(x ,  empty )
func t  Q 5 (A  x ,  s tack  {h1 , . . . , h„ }  s )A :

ii w(wB(x )  gag s=empty)
then  Q(  ii 8 (x )

t hen  ( f ( x ) ,  3 & h1  & . . .&  h" )
e l se  ( t op  s (g (x ) ) ,  r es t  s )
f i  )

(D VLse  g (x

—
n

l
...

!

Eine  we i te re  Var ian te  der  ve rschränk t  geschachte l ten  rekurs iven
Funkt ion  i s t  d ie  Form,  be i  de r  an  e rs te r  S te l l e  ke in  rekurs ive r
Funkt ionsauf ru f  s teh t ,  sondern  e ine  e in fache  Funk t ion .

Man beachte ,  daß  es  s ich  h ie rbe i  be re i ts  um e ine  M isch form aus
l ineare r  und  verschränk t  geschachte l te r  Rekurs ion  hande l t .

Für d ie  Schachte lungs t ie fe  2 s ieh t  d ie  Funk t ion  w ie  fo lg t  aus:

func t  F E (A  XJA:
i B(x )

hen  l (F (h (F ( f (x ) ) ) ) )
se  g (x )

")
"1

'
{D P

-h i

und d ie  a l lgeme inere  Form fü r  d ie  Schachte lungs t ie fe  n :

func t  F E (A  X )A:
ii B(x )
t hen  rn_ (F (h2 (F ( . . .  Um, (F ( f ( x>
e l se  g ( x )
fl

Bet rach te t  man nun  versch iedene  Bed ingungsfo lgen ,  so  w i rd  deut—
l ich ,  daß  h in te r  j edem h i  ( 1S i5n )  be l i eb ig  v ie le  h l ' s  au f t re ten
können, d ie  von h ‘  n ich t  durch  F ge t rennt  s ind .  Der  s tack  muß
entsprechend  au fgebaut  werden .  Man kann  2 .8 .  fo lgende  S t ruk tur
wäh len :

stack  {h1 , . . . , h„ }  H nat  5 ,

wobei top1 s 'h ‚ '  angibt und top2 s die  Potenz i von h l ‘ .  I s t
tOp2 s = 0 ,  dann  fo lg t  ke in  h l ,  sondern  d i rek t  F .
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
deschach te l t e  Reku rs i on

Die  au fge lös te  Form de r  a l l geme inen  l i nea r  ve rsch ränk t  geschach—
te l t en  Reku rs i on  s i eh t  dann  f o l gende rmaßen  aus :  '

f unc t  F E (A  x ) ) :
Q (x ‚  emp ty ,  0 )
whe re
func t  Q E (A  x ,  s t ack  {h1 ‚ . . . ‚ h „ }  K na t  s ,  { 0 ,1 }  v )  A :

li fl ( (fiB(x )  gg v=1 )  gag s=emp ty )
t hen  Q(  11 B (x )

t hen  ii s t emp ty
t hen  ( f ( x ) ,  ( r es t  s )

& ( ( t op1  s ) ,  ( ( t op2  s )  + 1 ) )
& (h2 ‚D )  & . . . a  ( h „ ‚ 0 ) ‚  1 )

e l se  ( f ( x ) ‚ s  & (h1 ‚0 )  & . . .&  (h „ ‚ 0 ) ‚  1 )
f i

e l se  ( t op1  s (H ( top2  s ,  g ( x ) ) ) ‚  ( r es t  s ) ,  1 )
i )

e l se  1 v=1  t hen  x e l se  g ( x )  i1

f unc t  H E (na t  n ,  A y ) ) :
i f  n>0

n H (n—1 ‚  h1 (y ) )
e l se  y

wobe i  d i e  Va r i ab le  v i n  de r  De f i n i t i on  von  Q ang ib t ,  ob  minde—
s tens  e i nma l  expand ie r t  wu rde  ode r  n i ch t .  I n  Abhäng igke i t  davon
w i rd  a l s  l e t z t e r  Sch r i t t  de r  Reku rs i on  en twede r  g ( x )  be rechne t
( l e t z te r  Sch r i t t  = e rs te r  Sch r i t t ,  v=0 ) ‚  bzw .  de r  be rechne te
Funk t i onswer t  x ausgegeben  ( v=1 ) .

En tha l t en  i n  d i esen  Schach te lungsmög l i chke i t en  s i nd  2 .8 .  auch
d ie  f o l genden  reku rs i ven  Ope ra t i ons te i l e :

a)  F (L (F (F ( f ( x ) ) ) ) )
b )  h1 (F (F (F ( f ( x ) ) ) ) )

a )  en t sp r i ch t  de r  Schach te lung  F ( l (F (h (F ( f ( x ) ) ) ) ) )
m i t  h = i d  ( I den t i t ä t )

b )  en t sp r i ch t  de r  Schach te l ung  h l (F (hz (F (h3 (F ( f ( x ) ) ) ) ) ) )  m i t
h2  = i d  und  h3  = i d

A l l e rd i ngs  wü rde  das  E inbez iehen  d iese r  Fä l l e  be i  dem oben  be—
sch r i ebenen  T rans fo rma t i onsschema  zu  f eh le rha f t en  E rgebn i ssen
füh ren ,  da  d i e  ve rwende te  Zusa t z i n fo rma t i on  h i e r f ü r  n i ch t  meh r
g i l t .

Fa l l s  a l so  de ra r t i ge  ve rsch ränk t  geschach te l t e  und  l i nea r  ver—
sch ränk t  geschach te l t e  Funk t i onen  m i t au fgenommen  we rden  so l l en ,
so  muß d ies  be re i t s  be im  Ma tchen  (e i nse t zen  von  I den t i t ä t s f unk—
t i onen )  a l s  auch  be im  P rog rammt rans fo rm ie ren  bezüg l i ch  de r  Ver—
wendung de r  s tacks  be rücks i ch t i g t  we rden .  Me ine r  Me inung  nach
s ind  d i ese  Fo rmen  j edoch  meh r  von  t heo re t i s chem In te resse  und
dü r f t en  i n  de r  P rax i s  kaum Anwendung  f i nden .  E ine  E rwe i t e rung
de r  Verwendung de r  s t acks  wü rde  im  Gegensa tz  zu  de r  oben  be—
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Kap i t e l  4 T rans fo rma t i onen
qeschach te l t e  Reku rs i on

sch r i ebenen  reduz ie r t en  Ve rwendung  das  P rog ramm e rheb l i ch  ve r -
l angsamen .

Dahe r  so l l en  d i ese  komp l i z i e r t e ren  Fä l l e  h i e r  n i ch t  we i t e r  un—
te rsuch t  we rden ,  sonde rn  l ed ig l i ch  d i e  ve rsch ränk t  geschach te l—
t en  reku rs i ven  Funk t i onen  m i t  e i ne r  Schach te l ungs t i e fe  g röße r
a l s  2 und  d i e  l i nea r  ve rsch ränk t  geschach te l t en  be rücks i ch t i g t
we rden ,  sodaß  d ie  Rege ln  20 ,  21  und  22  en t sp rechend  geände r t  und
v ie r  neue  Rege ln  h i nzuge füg t  we rden  müssen .

Rege l20 (neu )  r eku rs i v  ( geschach te l t )
« (Schema au fge lös t )

==>  M8

wobe i  s i ch  das  Mus te r  M8 w iede rum ve rände r t  ha t .  Es  müssen  meh r
' Lücken '  ge lassen  we rden ,  d i e  be i  de r  Anwendung  we i t e re r  Rege ln
ausge fü l l t  we rden .

f unc t  F E (A  x )A :
Q(x , z )
where
f unc t  Q E (A x ,  z—Sor te )A :  M8 (3 .  Fassung )

11 BED
t hen  *1
g; i: B ( x )

t hen  *3
e l se  *4
L; )

e l se  *6
Li
*

Rege l21  geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  y>2

==> fü l l e  d i e  Lücken  i n  M8:
z :=  1
z—Sor te  :=  na t  i
BED :=  i #0
*1  :=  i d
*3  = ( f ( x ) ,  i + Schach te l ungs t i e fe  — 1 )
*4  = ( g ( x ) ,  i—1)
*5  = { }

*6  = x
e rse t ze  ' geschach te l t  ( e i n fach ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
qeschach te l t e  Reku rs i on

Rege l22  geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te lungs t i e fe  y=2

==>  fü l l e  d i e  Lücken  i n  M8 :
Z :=1
z -So r te  : =  ne t  1
BED :=  i #0
*1  = 11 =B (x )  gag i =1  then g ( x )  e l se
*3  = ( f ( x ) ,  i +1 )
*4  = ( h (g ( x ) ) ,  i—1)
* 5 = { }

*6  = x
e rse t ze  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '

Rege l23  geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te lungs t i e fe  y>2

==> fü l l e  d i e  Lücken  i n  M8:
z :=  emp ty
z—Sor te  :=  s tack  *2  5
BED :=  a (wB(x )  gag s=emp ty )
*1 : { }

*6  = g (x )

Rege l24  geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te lungs t i e fe  y=3

==> fü l l e  d i e  Lücken  i n  M8:
*2  = na t
*3  :=  11 t op  s = 0

t hen  ( f ( x ) ,  ( ( r es t  s )  & 1 & O) ) )
e l se  ( f ( x ) ,  ( ( r es t  s )  & ( ( t 0p  s )  + 1 )  & O) ) )

\
*4  :=  lg t op  s = 0

t hen  ( ( h (g ( x ) ) ) ,  ( r es t  s ) )
e l se  (L ( ( t op  s ) ,  g l x ) ) ,  ( r es t  s ) )

1
*5  :=  whe re

func t  L E (na t  n ,  A y ) ) :
11 n>0  t hen  L (n—1,  l ( y ) )  e l se  y 11

e rse t ze  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '
du rch  'Schema  au fge lös t '
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Kap i t e l  4 T rans fo rma t i onen
qeschach te l t e  Reku rs i on

Rege l25  geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te l ungs t i e fe  y>3

f ü l l e  d i e  Lücken  im  (e rwe i t e r t en )  Mus te r  M8 :
*2  {h1 ‚ . . . ‚ h „ }
*3  ( f ( x ) ,  s & h1  &. . . . . a  h „ )
*4  ( ( t 0p  s (g ( x ) ) ) ‚  ( r es t  s ) )
*5  { }
e rse t ze  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '

II
II

V

Rege l  geschach te l t  ( l i nea r  ve rsch ränk t )

f ü l l e  d i e  Lücken  i n  H8 :
z : =  emp ty ‚ 0
z—Sor te  :=  s tack  ( { h1 ‚ . . ‚ h „ }  % na t )  s ,  {0 ,1 }  v
BED :=  w ( (fiB(x )  gg v=1 )  ggg_s=emp ty )
“ { }
*3  ii s#emp ty

t hen  ( f ( x ) ,  ( r es t  s )  & ( ( t op1  s ) ,  ( t op2  s + 1 ) )
8. (h2 ,0 )  8 . . . . 8 .  ( h „ ‚ 0 ) ‚  1 )

( f ( x ) ,  3 & (h1 ‚0 )  & . . . a  ( h „ ‚ 0 ) ‚  1 )

" ll V

l s
il
( ( t op1  s ) (H ( ( t op2  s ) ,  g ( x ) ) ,  ( r es t  s ) ,  1 )
where
f unc t  H E (ha t  n ,  A y )A :

ii n>0
then H(n-—1‚ h1 (y ) )
e l se  y
11

*6  :=  ii v=1  § h § fl _ x  e l se  g ( x )  Li
e r se t ze  ' geschach te l t  ( l i nea r  ve rsch ränk t ) ‘

du rch  'Schema  au fge lös t '

(D ('D

*4
*5

Dami t  se ien  d i e  Be t rach tungen  de r  geschach te l t en  reku rs i ven
Funk t i onen  vo re rs t  abgesch lossen  (E rgänzungen  s i ehe  Kap i t e l  4 .3
übe r  En t f l ech tung ) .
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" I  f i nd  i t  d i f f i cu l t  t o  be l i eve  t ha t
wheneve r  I see  a t r ee
I am rea l l y  see ing  a s t r i ng  o f  symbo l s "

McCar thy

4 .3  T rans fo rma t i onsschema ta  und  Rege ln  f ü r  d i e  kaskadena r t i qe
Reku rs i on

4 .3 .1  A l l geme ines

Wie  man  am e in fachs ten  Mus te r  f ü r  e i ne  kaskadena r t i ge  Reku rs i on
be re i t s  e r kennen  kann ,  s i nd  de ra r t i ge  Funk t i onen  im  a l l geme inen
n i ch t  ohne  E in füh rung  von  s tacks  i n  r epe t i t i ve  Fo rm übe r füh rba r :

f unc t  C E (A  x )p :
ii t )  t hen  (C(K1(x)), C(K2(x ) ) )  e l se  H (x )  ii

Pa te rson  und  Hew i t t  [PaHe  70 ]  haben  du rch  spez ie l l e  Konk re t i s i e—
rung  des  oben  angegebenen  Mus te rs  geze ig t ,  daß  man  n i ch t  e i nma l
m i t  e i nem Ke l l e r  auskommt ,  sonde rn  sowoh l  e i nen  Pa rame te r— a l s
auch  e i nen  P ro toko l l ke l l e r  f ü r  d i e  Übe r füh rung  i n  r epe t i t i ve
Form b rauch t .  Das he iß t  n i ch t ,  daß ein Ke l l e r  n i ch t  sowoh l  Para—
mete r  a l s  auch  Ad ressen  en tha l t en  kann ,  sonde rn  bez ieh t  s i ch
led ig l i ch  au f  d i e  No twend igke i t ,  daß  d ie  Mög l i chke i t  vo rgesehen
werden  muß ,  be ide  A r ten  von  Wer ten  abspe i che rn  zu  können .  Fü r
e in  a l l geme ines  T rans fo rma t i onssys tem w i rd  man a l so  be ide
Ke l l e ra r t en  be re i t s t e l l en  müssen .

Der  sys tema t i schs te  Ansa t z  f ü r  d i e  Au f l ösung  von  Kaskaden  und
komp l i z i e r t en  M isch fo rmen .  bes teh t  da r i n ,  zunächs t  den  Re—
ku rs i onsab lau f  zu  ' en t f l ech ten '  (m i t  H i l f e  e i nes  Pa rame te rke l—
l e r s )  und  ansch l i eßend  d iese  en t f l och tene  Fo rm (abs t rak te
Schach te lung )  i n  e i ne  repe t i t i ve  zu  t r ans fo rm ie ren ,  wobe i  d i e
wesen t l i chen  I n fo rma t i onen  übe r  den  Ab lau f  de r  Reku rs i on  (Ana l y—
se  de r  P rozedu r )  i n  e i nem P ro toko l l ke l l e r  abgespe i che r t  we rden .

De r  Nach te i l  d i eses  Ansa tzes  bes teh t  da r i n ,  daß  nu r  i n  seh r  e i n—
fachen  Fä l l en  e i n  ode r  be ide  Ke l l e r  a l s  übe r f l üss i g  e r kann t  we r -
den ,  wenn  a lgo r i t hm isch  äqu i va len te  Fo rmen  ex i s t i e ren ,  d i e  ohne
E in füh rung  von  s tacks  ( l e i ch t  e r kennba r )  au fge lös t  we rden  kön—
nen .  I n  v i e l en  Fä l l en ,  i n  denen  d ie  E in füh rung  von  s tacks  t heo—
re t i sch  n i ch t  no twend ig  i s t ,  w i r d  man  au f  i nd i v i due l l e  Ube r l e—
gungen  angew iesen  se in ,  um e ine  e i n fache  Umfo rmung  da rzus te l l en .
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Es g ib t  j edoch  e i n i ge  Ansä tze ,  d i e  s i ch  m i t  de r  Sys tema t i s i e rung
de ra r t i ge r  Umfo rmungen  be fassen .  H ie r  i s t  vo r  a l l em  d ie  be i
Baue r  und  Wössne r  a l s  ' a l l geme ine r  Ansa t z '  beze i chne te  Me thode

zu  nennen ,  d i e  zue rs t  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  i n  umfassende—

r e r  Bedeu tung  un te r  dem Namen un fo l d / f o l d—Methode  behande l t  wur—
de .  Anwendungen und  We i t e ren tw i ck l ungen  d ieses  Ansa tzes  f i nden
s i ch  un te r  ande rem be i  Fea the r  [Fea t  77 ]  [Fea t  79 ]  ,
C la r k /Da r l i ng ton  [C lDa  77 ]  und  Schm i t z  [Schm 78 ]  ( s i ehe  Kap i t e l
6 ) .

A ls  we i t e re  Ansä t ze  s i nd  zu  nennen  d ie  'A r i t hme t i s i e rung  des  Ab—
lau fs '  und  d i e  ' Techn i k  de r  He r t ve r l au f s tabe l l i e rung '
([BaWö 81 ] ,  Kap i t e l  4 .3 .2  und  4 .3 .4 ) .  D iese  be iden  Ansä tze
sche inen  j edoch  n i ch t  mäch t i g  genug ,  um e ine  abs t rak te re  Me thode
( ode r  Theo r i e )  zu  beg ründen .

Auf G rund  de r  we i t  übe r  kaskadena r t i ge  Reku rs i onen  h inaus ragen—
den Anwendungsmög l i chke i t en  de r  un fo l d / f o l d—Methode  w i rd  d i ese
gesonde r t  behande l t  ( s i ehe  Kap i t e l  6 ) .

Auch  d i e  En t f l ech tung  i s t  e i ne  umfassende re  Me thode ,  d i e  i n  en -
gem Zusammenhang m i t  de r  geschach te l t en  Reku rs i on  s teh t .  Zum ei—
nen  i s t  das  E rgebn i s  e i ne r  vo l l s t änd igen  En t f l ech tung  s te t s  e i ne
geschach te l t e  Fo rm ,  zum ande ren  können  auch  komp l i z i e r t e ,  ohne
s tack  n i ch t  au f l ösba re  Schach te lungen  i n  d i ese r  We ise  behande l t
we rden .
Fü r  de ra r t i ge ,  komp l i z i e r t e  kaskadena r t i ge  und  geschach te l t e
Funk t i onen  sow ie  M isch fo rmen  f i nde t  d i e  T rans fo rma t i on  i n  zwe i
Sch r i t t en  s ta t t .  Im  e rs ten  Sch r i t t  w i r d  e i ne  ' en t f l och tene  Fo rm '
e rzeug t  (mög l i che rwe i se  un te r  Ve rwendung  von  Pa rame te rke l l e rn ) ,
und  e r s t  im  zwe i t en  Sch r i t t  w i r d  d i ese  en t f l och tene  Fo rm i n  e i ne
repe t i t i ve  übe r füh r t .

De r  e r s te  Sch r i t t  d i ese r  T rans fo rma t i on  so l l  zunächs t  f ü r  e i ne
e in fache  Kaskade  geze ig t  we rden ,  dann  f ü r  d i e  a l l geme ins te
Kaskaden fo rm ,  und  sch l i eß l i ch  so l l  e i n  abs t rak tes  Be i sp ie l  d i e
En t f l ech tung  e i ne r  komp l i z i e r t  geschach te l t en  Funk t i on  i l l u—
s t r i e ren .  Konk re te  Be i sp ie l e  f i nde t  man  i n  Kap i t e l  4 .4 .

4 .3 .2  En t f l ech tung  von  Kaskaden

D ie  Übe r füh rung  e ine r  en t f l och tenen  Fo rm i n  e i ne  repe t i t i ve
(Sch r i t t  2 )  so l l  im  nächs ten  Abschn i t t  gesonde r t  behande l t  wer—
den ,  da  sowoh l  en t f l och tene  Kaskaden  a l s  auch  en t f l och tene
Schach te lungen  und  M isch fo rmen  be t ro f f en  s i nd .

Das Mus te r  f ü r  e i ne  e i n fache  Kaskade  s i eh t  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  C E (A  x )P :
ii B ( x )  t hen  ph i (C (K1 (x ) ) ,  C (K , ( x ) ) ,  E ( x ) )  e l se  H (x )  ii
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Anmerkung :
Be i  pa ra l l e l en  Au f ru fen  reku rs i ve r  Funk t i onen  so l l t e  schon  be im
Matchen  gep rü f t  we rden ,  ob  d i e  A rgumen te  (h i e r  K1 (x )  und  K2 (x ) )
i den t i s ch  s i nd .  Wenn d ies  de r  Fa l l  i s t ,  kann  even tue l l  i n  e i nen
e in fache ren  Reku rs i ons t yp  (h i e r  z .B .  i n  e i nen  l i nea ren ,  f a l l s
K l l x )  E K2 (x )  ) umge fo rm t  we rden .

D ie  E in füh rung  von  H i l f s va r i ab len  i n  de r  oben  gegebenen
kaskadena r t i gen  Funk t i on  l i e f e r t  d i e  f o l gende  "de ta i l l i e r t e "
Fo rm:

func t  C E (A  x)p:
ii B ( x )
t hen  A x l  E K 1 ( x ) ;  p 21  E C ( x l ) ;

AXZEK2(X ) ;  Fa i t h—(2 ) ;
ph i ( z l ,  z „  E (x ) )

e l se  H (x )
Li

Um d iese  Fo rm we i t e r  un te r suchen  zu  können ,  muß zue rs t  de r  Be—
gr i f f  de r  'En t f l och tenhe i t '  gek lä r t  we rden .

De f i n i t i on  (nach  [BaWö 81 ] ) :  D ie  de ta i l l i e r t e  Fo rm  ( s .o . )  e i ne r
reku rs i ven  Rechenvo rsch r i f t  he iß t  en t f l och ten ,  wenn  ke ine r  de r
Parame te r  und  ke ine  de r  zu r  De ta i l l i e rung  e i nge füh r t en  H i l f s—
va r i ab len  sowoh l  vo r  a l s  auch  nach  e i n  und  demse lben  reku rs i ven
Au f ru f  ve rwende t  w i rd .

S ieh t  man s i ch  d i ese  De f i n i t i on  genau  an ,  so  i s t  s chon  i n tu i t i v
k la r ,  daß  e ine  en t f l och tene  Fo rm i n  e i ne  repe t i t i ve  umgewande l t
werden  kann ,  wobe i  ke in  Pa rame te rke l l e r  mehr  nö t i g  i s t ,  sonde rn
led ig l i ch  e i n  Pa rame te r reg i s te r .  A l l e rd i ngs  müssen d ie  "Rück—
sp rungad ressen "  de r  r eku rs i ven  Funk t i onsau f ru fe  i n  e i nem P ro to—
ko l l ke l l e r  ges tape l t  we rden .  Dazu  j edoch  spä te r .

D ie  oben  gegebene  de ta i l l i e r t e  Fo rm  e ine r  kaskadena r t i gen  Funk—
t ion  i s t  a l so  nach  unse re r  De f i n i t i on  n i ch t  en t f l och ten ,  da  de r
Pa rame te r  x und  d i e  H i l f s va r i ab le  21  d i e  en t sp rechende  Bed ingung
ve r l e t zen .

E ine  sogenann te  'E i nbe t t ung '  be re i t e t  d i e  En t f l ech tung  von  x
vo r .  De r  en t sche idende  Sch r i t t  d i ese r  E inbe t t ung  bes teh t  da r i n ,
zusä t z l i ch  noch  den  Pa rame te rwe r t ,  m i t  dem d ie  Rechenvo rsch r i f t
au fge ru fen  wu rde ,  a l s  Resu l t a t  abzu l i e fe rn .
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Daraus  e rg i b t  s i ch  d i e  f o l gende  Fo rm:

func t  C E (A  x )P :
b
where  (A  a ,  p b )  E C * ( x )
func t  Ck  E (A  x ) ( A ,  p ) :

1: B (x )
t hen  A xJL E K1 (x ) ;  (A y l ,  p 21 )  E c * ( x1 ) ,~

‚A x2 E K 2 ( x ) ;  (A  y „  p z , )  E C * ( x 2 ) ;
( x ,  ph i ( z l ,  z „  E (x ) ) )

e l se  ( x ,  H (x ) )
LJ".

Hie rbe i  g i l t  o f f ens i ch t l i ch :  y1  = K1 (x )  und  y ,  = K2(x ) .

D.h . ,  f a l l s  d i e  Umkeh r funk t i onen  R1 und  R ,  von  K1 und  K2
ex i s t i e ren ,  l äß t  s i ch  x aus  521 und  y ,  j ewe i l s  w iede r  zu rück—
gew innen  und  d i e  Funk t i on  h i ns i ch t l i ch  des  Pa rame te rs  x im  Ab—
l au f  en t f l ech ten :

3 R1.- Rz

&

13393 C E (A x)p:

:flggg (A a ,  9 b )  C*(x)
f unc t  C*  E (A  x ) (A ,  p ) :

‚LL B(x)
t hen  A x1  = K1(x ) ,~  (A  y l ,  [3 21 )  E C*(x1),~

A X2  : K2(X) ‚ '  (A  Ya ,  P 22 )  E C * ( X 2 ) ;

(R2 (y2 ) ,  ph i (21 ,  z „  E (R ‚ ( y2 ) ) ) )
e l se  ( x ,  H (x ) )
il

Fü r  z1  muß e in  s tack  e i nge füh r t  we rden ,  da  ke ine  Mög l i chke i t  be—
s teh t ,  m i t  e i ne r  Umkeh r funk t i on  zu  a rbe i t en .
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Daraus  e rg i b t  s i ch  d i e  Fo rm:

func t  C E (A  x )p :
b
whe re  (A a ,  s t ack  P sb ,  p b )  E C* (x ,  empty)
f unc t  € *  E (A  s tack  p 32 )  (A ,  s t ack  p ,  P) :

t hen  (A  x l ,  s t ack  p s r l )  (K1 (x ) ,  s z ) ;
(A  y l ,  s t ack  ? sz l ,  p 21 )  E C* ( x1 ,  s r l ) ;
(A x „  s t ack  P s rz )  E (K2 (x ) ,  s z  & 21 ) ;
(A  y „  s t ack  p 522 ,  P z , )  E C* ( x „  s r z ) ;
( x ,  52 ,  ph i ( z l ,  z „  E (x ) ) )

e l se  ( x ,  32 ,  H (x ) )

wobe i  f o l gende  Äqu i va lenzen  ge l t en :

521  = s r1  = 52
522  = s r2  = 52  & z1
52  = r es t  522
21  = t op  522

Die  Funk t i on  l äß t  s i ch  nun  un te r  Ausnu tzung  d iese r  Äqu i va lenzen
i n  e i ne  vo l l s t änd ig  en t f l och tene  Fo rm übe r füh ren :

3 R'“ R2
$

_f_u_r_\_c_:_t_ C E (A x )p :

:3;;; (A a ,  s t ack  p sb ,  ? b )  5 C* ( x ,  emp ty )
Lang; C *  5 (A x ,  s t ack  p sz )  (A ,  s tack  9 ,  9 ) :  M9

ii l )
t hen  (A x l ,  s t ack  p s r l ) (K1 (x ) ,  s z ) ;

(A  y l ,  s t ack  p 321, p 21 )  E C* ( x1 ,  s r l ) ;
(A x „  s t ack  p s r z )  E (K2 (R1 (y1 ) ) ,  521  a 21 ) ;
(A  y „  s t ack  ? SZ „  p z , )  E C* ( x „  s ra ) ;
(R , ( y , ) ,  r es t  sza ,  rfl i i ( t op  522 ,  z „  E (K , ( y , ) ) ) )

e l se  ( x ,  52 ,  H (x ) )
_f_i_

Gle i ch  ansch l i eßend  so l l  ve r such t  we rden  d ie  a l l geme ins te  Fo rm
e ine r  kaskadena r t i gen  Funk t i on  i n  e i ne  en t f l och tene  Fo rm zu
übe r füh ren .  N iede r  se i  da rau f  h i ngew iesen ,  daß  schon  be im  Mat—
chen  a l l e  A rgumen te  K i  paa rwe i se  au f  G le i chhe i t  un te r such t  wer—
den  so l l t en ,  um d ie  Funk t i on  even tue l l  s chon  vo r  dem Ent—
f l e ch tungsve rsuch  zu  ve re in fachen .
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func t  C “ (A  x )p :

f unc t

ii B ( x )
t hen  ph i (C (K1 (x ) ) , . . . ,  C (K „ ( x ) ) ,  E ( x ) )
e l se  H (x )
Li

&

C E (A  x )p :
b
where  (A a ,  s t ack  p sb ,  P b )  E C*(x, emp ty )
func t  €*  E (A  x ,  s t ack  p sz )  (A ,  s t ack  p ,  p ) :

ii B ( x )
t hen  (A x l ,  s t ack  P s r l )  E (K1 (x ) ,  52 ) ;

(A Y1 ;  S tack  P 321 ,  p 21 )  E C*(x1,sr1);
LA x „  s t ack  p s r z )  E (K2 (R1 (y1 ) ) ,  sz1  & 21 ) ;
(A  y „  s t ack  ? szz ,  p z , )  E C*(x2,sr2);
(A x3 ,  s t ack  ? s r3 )  E (K3 (R2 (yz ) ) ,  sz2 & z , ) ;

(A xn ,  s t ack  P s rn )  E
(Kn (Rn-1 (Yn '1 ) ) l  SZn- l  & zn - l ) ;

(A y “ ;  s t ack  9 szn ,  p z “ )  E C* ( x „ , s r „ ) ;
(R „ ( y „ ) ,  r es t " ' l s z „ ,  ph i ( t op  res t “ ' asz „ ,

. . . . .  , t op  res t °  szn ,  zn ,  E (R „ ( y „ ) ) )
e l se  ( x ,  52 ,  H (x ) )

Anmerkungen :
a )

b )

Ob d ie  Umkeh r funk t i onen  ex i s t i e ren ,  und  f a l l s  j a ,  we l ches
d iese  Umkeh r funk t i onen  s i nd ,  muß a l s  Zusa t z i n fo rma t i on  — wie
be i  de r  T rans fo rma t i on  de r  l i nea ren  Reku rs i on  — du rch  An f ra—
gen  an  den  Benu tze r  i n  E r f ah rung  geb rach t  we rden .
Fa l l s  n i ch t  a l l e  Umkeh r funk t i onen  ex i s t i e ren ,  muß fü r  j ede
n i ch t  ex i s t i e rende  Umkeh r funk t i on  e i n  s tack  vo rgesehen  wer—
den ,  bzw .  de r  oben  ve rwende te  Pa rame te rke l l e r  en t sp rechend
e rwe i t e r t  we rden .
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Rege ln  f ü r  d i e  En t f l ech tung  kaskadena r t i ge r  Reku rs i onen :

Rege lZ?  kaskadena r t i g
Ki  f ü r  e i n i ge  1£ i$n  CUOTS

M9
{ v  Ki a3 R , :  ke l l e re  den  Pa rame te r  x l
und  e r se t ze  R i ( y i )  du rch  x , }
Schema  en t f l ochen

bzw .  geschach te l t

ll
ll V

Die  en t f l och tene  Fo rm kann  dann  m i t  H i l f e  de r  en t sp rechenden  Re—
ge ln  f ü r  d i e  geschach te l t  r eku rs i ven  Funk t i onen  i n  e i ne  repe t i—
t i ve  Fo rm t r ans fo rm ie r t  we rden .

4 .3 .3  Be i sp ie l  f ü r  d i e  En t f l ech tunq  e i ne r  komp l i z i e r t  qeschach—
te l t en  reku rs i ven  Funk t i on

En t f l och ten  we rden  so l l  d i e  f o l gende  l i nea r  ve rsch ränk t  ge—
schach te l t e  Funk t i on :

f unc t  F E (A  x )p :
ii B ( x )
t hen  ph i (F (ps i (F (K1 (x ) ) ‚  Kg l x ) ) ) ‚  E (X ) )
e l se  H (x )
Li

Zu  d iesem Zweck  muß s i e  zunächs t  i n  e i ne  de ta i l l i e r t e  Fo rm  übe r—
füh r t  we rden :

&

f unc t  F : (A  x )p
ii B ( x )
t hen  x1  E K1(x); z1  E F(x1 ) ;

x2 E K2(x ) ;  22 E ps i ( z l }  X2 ) ;
x E ph i ( zz ,  E(x ) )

e l se  H (x )
f i
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Da de r  Pa rame te r  x de r  En t f l och tenhe i t sbed ingung  n i ch t  genüg t ,
muß fü r  x e in  s tack  e i nge füh r t  we rden .

3 R1

&

f unc t  F E (A  x )p :
b
whe re  (A  a ,  s t ack  A sa ,  p b )  E F * ( x ,  emp ty )
f unc t  F *  E (A  x ,  s t ack  A sx )  (A ,  s t ack  A ,  9 ) :

i f  B ( x )
U<1 (x ) ,  s x ) ;
21 )  E F * ( x 1 ,  5x1 ) ;

t hen  (A  x1 ,  s t ack  A 5x1 )
(A y l ,  s t ack  A sy l ,
(A x „  s t ack  A 5x2 )

( ps i ( z l ,

'Ö
‘O

 
X'

III
'O

 
III

2 (R1 (y1 ) ) ) ,  sy l  3. R1 (y1 ) ) ;

i
(A  ya ,  s t ack  A sYa ‚  22 )  E F * ( x2 ,  5x2 ) ;
( t op  syz ,  r es t  syz ,  h ( z „  E ( t op  sy2 ) ) )

e l se  ( x ,  s x ,  H (x ) )
Li

An d i esem Be i sp ie l  w i r d  deu t l i ch ,  daß  nu r  e i ne  geschach te l t e
Fo rm F ,  d i e  meh rs te l l i ge  Funk t i onen  en thä l t ,  i n  denen  F a l s
A rgumen t  vo rkommt ,  n i ch t  en t f l och ten  se in  kann .
Noch  deu t l i che r  w i rd  d i ese  Abhäng igke i t ,  wenn  man s i ch  d i e  en t—
sprechenden  Baumd iag ramme ans ieh t .  T re ten  nu r  Funk t i onen  m i t  e i—
nem Argumen t  au f ,  so  en t s teh t  e i n  degene r i e r t e r  Baum,  de r  s t e t s
en t f l och ten  i s t .

ph i
/ \

F E (x )
Das Baumdiagramm ze ig t

ps i  deu t l i ch ,  daß  de r  Pa rame te r
/ \ x en t f l och ten  we rden  muß.

F K ‚ ( x )

K1(x )

Anmerkungen :
a )  an  e i nem so l chen  Baumd iag ramm kann  d ie  De ta i l l i e rung  e i ne r

komp l i z i e r t  geschach te l t en  Funk t i on  unm i t t e l ba r  abge lesen
werden .

b )  e i ne  t i e f e re  Ana l yse  des  Be i sp ie l s  l i e f e r t  du rch  A r i t hme t i—
s ie rung  des  Ab lau f s  e i ne  repe t i t i ve  Form ohne  s tacks ,  f a l l s
Parame te r  a l s  Lau f va r i ab len  zu  e r kennen  s i nd ,  d i e  wäh rend  des
Ab lau f s  e i ne r  sys tema t i schen  Ve rände rung  un te r l i egen .  Es  i s t
j edoch  n i ch t  zu  sehen ,  w ie  e i ne  de ra r t i ge  Ana l yse  von  e i ne r
Masch ine  sys tema t i sch  ge le i s t e t  we rden  könn te .
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4 .3 .4  Trans fo rma t i on  e i ne r  en t f l och tenen  Fo rmf i n  e i ne  repe t i t i ve

Die  a l l geme ine  en t f l och tene  Fo rm s i eh t  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  F : (A  x ) A :
ii B ( x )
t hen  F (S „ (F (S „_1 ( . . . . . (F (S l ( x>
e l se  H (x )
f i

bzw . :

f unc t  F E (A  X)A:
1
t hen  S „ (F (S „_1 ( . . . . . (F (81 (x>
e l se  H (x )

wobe i  d i e  S‘  e i n fache  Funk t i onen  s i nd .

( a )

( b )

Zunächs t  so l l  ve r such t  we rden  d ie  un te r  ( a )  au fge füh r t e  Form zu
t r ans fo rm ie ren .

(a )

&

f unc t  F E (A  x )A:
F*  E ( x ,  emp ty )
whe re
func t  F E (A  x ,  s tack  { 1 ‚ . . . ‚ n }  sn )A :

1 B * ( x ‚  sn )
n F * (S* ( x ‚  sn ) )

e l se  H * ( x ‚  sn )

whe re
H* (A  x ,  s t ack  {1 ‚ . . . ‚ n }  sn )  E H (x ;
B*(A x ,  s t ack  {1 ‚ . . . ‚ n }  sn )  boo l  E B (x )  gag sn#emp ty
8*(A x ,  s t ack  {1 , . . . , n }  sn )  (A ,  s t ack  {1 ‚ . . . ‚ n } )  E

ii fiß lx )  and sn#emp ty
t hen  ( S k ( H * ( x ‚  sn ) ) ,

whe re  I ndex  k = t op  sn
11 t op  sn  # n
then  ( r es t  sn )  & ( ( t op  sn )  + 1 )
e l se  ( r es t  sn )
il )

e l se  (81(x), sn  & 2 )
'l""
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Kap i t e l  4 T rans fo rma t i onen
Kaskadena r t i de  Reku rs i on

Dami t  i s t  d i e  i n  Kap i t e l  4 .3  m i t  ' ve r sch ränk t  geschach te l t '  be—
ze i chne te  Fo rm i n  e i ne  repe t i t i ve  t r ans fo rm ie r t  wo rden .
Be i  d i ese r  T rans fo rma t i on  wu rde  j edoch  n i ch t  von  de r  S t ruk tu r
ausgegangen ,  d i e  d i e  Ze i chenke t t e ,  d i e  d i e  noch  n i ch t  be rechne—
ten  Te i l e  de r  r eku rs i ven  Au f ru fe  r ep räsen t i e r t ,  un te r  a l l en  mög—
l i chen  Bed ingungs fo l gen  annehmen  kann ,  sonde rn  d i e  T rans fo rma—
t ion  i s t  am Ab lau f  o r i en t i e r t .  De r  s tack  en thä l t  som i t  n i ch t
mehr d i e  au fe i nande r fo l genden  S ‚ ' s ‚  zw i schen  denen  j ewe i l s  e i n  F
au f t r i t t ,  das  im  nächs ten  Sch r i t t  en twede r  expand ie r t  ode r  r edu—
z ie r t  we rden  muß ,  sonde rn  d i e  "Rücksp rungad ressen "  S i ,  d .h .  d i e
S te l l en ,  an  denen  we i t e rgea rbe i t e t  we rden  muß ,  wenn  d ie  da—
h in te r l i egende  Ze i chenke t t e  abgea rbe i t e t  i s t .

Be t rach ten  w i r  a l s  Be i sp ie l  den  Ab lau f  f ü r  d i e  ve rsch ränk t  ge—
schach te l t e  ( en t f l och tene )  Fo rm  'F(Sz(F(Sl(x))))'
mi t  de r  Bed ingungs fo l ge :

B (x ) ‚  wB(x ) ‚  B ( x ) ‚  B ( x ) ‚  wB(x ) ‚  wB(x ) ,  w B ( x ) .

a )  Baumdars te l l ung

F

/ l \
/ \

/ / \  \
/ / \ \ . . . . . . . . . . .  B ( x )

/ I I \
F 32 F s1

/ ‘ \  | . . . . . . . . . . . .  ' IB (X )

/
/ / \  \ H

/ / \ \ . . . . . . . . . . . . . . . . . .  B(x )
F 32 F sJL

/ ' \
\

/ / \  \
/ / \ \ . . . . . . . . .  . . . . . .  B ( x )
F s‚_ F 31

I . . . . . . . . . . . . . . . . . .  -wB(x)
H

. .  . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . .  dB(x )

H
. . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . .  . . . . . . .  dB(x )
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b )  Ab lau f t abe l l e

Bed ingung  Funk t i on  (abgea rbe i t e te  Te i l e  Ke l l e r
un te rs t r i chen )

F ( )
B(x )  F S2 F 81  x ( 2 )

wB(x )  F S ,  H S1 x ( )
B(x )  F S ,  f: S ,  8 ,  li S1  x ( 2 )
B(x )  F S ,  F 82  F S1 S1 S ,_H  S1 x ( 2 ,2 )

wB(x )  F 82  F S ,  H S1 Si S ,  H SL  )( ( 2 )
wB(x )  F S ,  H S ,  H S1 S ,  S ,  H S1 x ( )
wB(x )  H S,  H S ,  H S ,  S ,  S ,  H S ,  )( ( )

Ansch l i eßend  so l l  de r  zwe i t e  e twas  schw ie r i ge re  Fa l l  ( b )  de r  i n
Kap i t e l  4 .2  m i t  ' l i nea r  ve rsch ränk t  geschach te l t '  beze i chne ten
en t f l och tenen  Fo rm un te r such t  we rden .

Be i  de r  s t r uk tu ro r i en t i e r t en  Me thode  wu rde  e i n  r eduz ie r t e r ,
zwe i s te l l i ge r  s t ack  benu tz t ,  wobe i  d i e  e r s te  S te l l e  j edes  s tack—
E lemen ts  d i e  e i n fachen  Si  ( genaue r  gesag t  nu r  den  I ndex  i )  ent—
h ie l t ,  und  d i e  zwe i t e  S te l l e  d i e  Anzah l  de r  da ran  i n  unun te rb ro—
chene r  Fo lge  ansch l i eßenden  S l ' s .  Be i  de r  ab lau fo r i en t i e r t en  Me—
thode  s teh t  man  vo r  ähn l i chen  P rob lemen .  Auch  h i e r  muß e ine  An -
häu fung  von  S l ' s  e r kann t  we rden ,  um d iese  Fo lge  ohne  Un te rb re—
chung  abzua rbe i t en .  Ve rwende t  man  e inen  s tack  w ie  i n  Fa l l  ( a ) ,
dann  i s t  zwa r  du rch  d i e  Be t rach tung  meh re re r  ( de r  obe rs ten )
s tack—Elemen te  zu  e r kennen ,  wo e ine  Anhäu fung  au f t r i t t ,  ha t  man
j edoch  den  s tack  en t sp rechend  abgea rbe i t e t ,  so  i s t  n i ch t  mehr
e rkennba r ,  ob  e i ne  unun te rb rochene  Fo lge  da  wa r ,  bzw .  wo d iese
Fo lge  beende t  i s t .  Dahe r  muß auch  be i  d i ese r  Me thode  e in  mod i f i—
z ie r t e r  s t ack  benu tz t  we rden ,  wobe i  e i n  zusä t z l i ches  Symbo l  ' $ '
e i nge füh r t  w i r d ,  das  das  Ende  e ine r  so l chen  Fo lge  s i gna l i s i e r t .

Schon de r  e i n fache  Fa l l  m i t  de r  Schach te l ungs t i e fe  2 ( s i ehe
[Bawö 82 ] ,  Kap i t e l  6 .1 .3 )  ze ig t ,  daß g rundsä t z l i ch  zwischen zwei
ve rsch iedenen  Reku rs i onssch r i t t en  (P rozedu ren )  un te r sch ieden
werden  muß .

1 . )  Reku rs i on  A ,  d i e  nu r  i n  Abhäng igke i t  von  de r  Bed ingung  B (x )
expand ie r t ,  und

2 . )  Reku rs i on  B ,  d i e  i n  Abhäng igke i t  vom Inha l t  des  s tacks  redu—
z ie r t  und  ansch l i eßend  en twede r  s i ch  se lbs t  ode r  Reku rs i on  A
au f ru f t .

Für  d i e  Au f l ösung  de r  l i nea r  ve rsch ränk t  geschach te l t en  Form i s t
dahe r  d i e  i n  Kap i t e l  4 .2  e rwähn te  s t r uk tu ro r i en t i e r t e  Lösung  m i t
vo l l s t änd igem s tack  even tue l l  vo r t e i l ha f t e r .
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S t ruk tu ro r i en t i e r t e  Lösung  m i t  vo l l s t änd igem s tack
(Mus te r  M11) :

f unc t  F E (A  X)A:
b
whe re  (A b ,  s t ack  9 sn )  5 F* (x ‚  $ )
func t  F* (A  x ,  s t ack  p sn ) (A ‚  s t ack  p ) :

i j _ sn  # emp ty
t hen  11 t op  sn  # $

t hen  F * (Sk (x ) ‚  ( r es t  sn ) )
where  I ndex  k = t op  sn

e l se  ii B ( x )  M11
then  F * ( S l ( x ) ‚

( ( r es t  sn  & (n ,  $ ,  n -1 ‚ . . . ‚  2 ,  $ ) )
e l se  i j _ t o p ( r e s t  sn )  # emp ty

then  F * (S „ (H (x ) ) ‚  ( r es t ( r es t  sn ) ) )
whe re  I ndex  r = t op l r es t  sn )

e l se  (H (x ) ‚  ( r es t  sn ) )
Li

Li
11

e l se  ( x ,  sn )
ii

Es we rden  dahe r  f o l gende  Rege ln  f ü r  d i e  T rans fo rma t i on  de r  ent—
f loch tenen  ve rsch ränk t  geschach te l t en  und  l i nea r  ve rsch ränk t  ge—
schach te l t en  Funk t i onen  i n  r epe t i t i ve  Fo rm geb rauch t :

Rege l28  en t f l och ten
geschach te l t  ( ve r sch ränk t )

H10ll ll V

Rege l29  en t f l och ten
geschach te l t  ( l i nea r  ve rsch ränk t )

M11li ll V

4 .4  Be i sp ie l e  f ü r  d i e  T rans fo rma t i on  de r 'Pve rsch iedenen  Re—
kurs ionsa r ten

An  d iese r  S te l l e  so l l  geze ig t  we rden ,  w ie  d i e  t r ans fo rm ie r t en
Funk t i onen  f ü r  d i e  i n  Kap i t e l  3 .2  be re i t s  e rwähn ten  Be i sp ie l e
f ü r  l i nea re ,  geschach te l t e  und  kaskadena r t i ge  Reku rs i on  ausse -
hen .
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Kap i t e l  4 Trans fo rma t i onen
Be i sp ie l e

4 .4 .1  Trans fo rma t i on  de r  Faku l t ä t s funk t i on

func t  FAK : ( na t  x )  na t :
i i _ x  # 0
t hen  x * FAK(x -1 )
e l se  1
Li

4 .4 .1 .1  Au f l ösung  du rch  Um—Klammerunq

Da E (x )  * { } ,  d . h .  ph i  n i ch t  e i ns te l l i g  i s t ,  w i r d  de r  Ve rsuch
de r  Au f l ösung  du rch  Um—Klammerung n i ch t  übe rsp rungen  (Rege l1 ) .

Abgep rü f t  w i r d  nun ,  ob  es  e i ne  Funk t i on  ps i  g i b t ,  sodaß
ph i t ph i ( r ‚  s ) ,  t )  = ( ph i ( r  ps i ( s ‚  t ) )  g i l t .  ph i  i s t  i n  d i esem
Fa l l  d i e  Mu l t i p l i ka t i on .  W i rd  ps i  eben fa l l s  a l s  Mu l t i p l i ka t i ons—
funk t i on  gewäh l t ,  so  i s t  d i ese  Bed ingung  e r f ü l l t .

Die  du rch  d i e  Aus füh rung  von  Rege l z  t r ans fo rm ie r t e  Faku l t ä t s—
f unk t i on  s i eh t  dann  w ie  f o l g t  aus :

f unc t  FAK E (na t  x )  na t :
11 x # 0 t hen  G(x—1‚ x )  e l se  1 jj_
where
func t  G E (na t  x ,  na t  z )  na t :

ii x # 0 t hen  G( (x—1) ‚  ( x * z ) )  e l se  ( 1 *z )  Li

Auch a l l e  Bed ingungen  von  Rege l3  s i nd  e r f ü l l t ,  da  w i r  be re i t s  im
vo rhe rgehenden  Sch r i t t  ps i  = ph i  gewäh l t  haben  und  f ü r  d i e
Mul t i p l i ka t i on  das  neu t ra l e  E lemen t  ' 1 '  ex i s t i e r t .

Nach Anwendung d iese r  Rege l  ha t  d i e  Faku l t ä t s funk t i on  d i e  f o l—
gende  endgü l t i ge  Fo rm:

f unc t  FAK  E (na t  x )  na t :
G(x ‚1 )

f unc t  G E (na t  x ,  na t  z )  nat :
11 x # 0 t hen  G(x—1, x *z )  e l se  ( 1 *z )  Li

E in  angesch lossene r  S imp l i f i e r  wü rde  na tü r l i ch  noch  (1 *2 )  du rch
z e r se t zen  ( s i ehe  Kap i t e l  7 ) .
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4 .4 .1 .2  Au f l ösunq  du rch  Ope randenve r tauschunq

Werden  d ie  Rege ln  i n  de r  geo rdne ten  Re ihen fo l ge  i h re r  Nummern
au f  Anwendba rke i t  übe rp rü f t ,  so  wü rde  d i e  Faku l t ä t s funk t i on  au f
j eden  Fa l l  du rch  Um—Klammerung  au fge lös t  we rden .  W i r  übe rsp r i n—
gen  j edoch  d i e  en t sp rechenden  Rege ln  und  ze igen ,  daß  d ie  gegebe—
ne  De f i n i t i on  auch  m i t  H i l f e  de r  Ope randenve r tauschung  t r ans fo r—
mie r t  we rden  kann .

Beg innen  w i r  m i t  Rege l s .  Das Schema se i  noch  n i ch t  au fge lös t  und
ph i  ( d i e  Mu l t i p l i ka t i on )  i s t  n i ch t  e i ns te l l i g .  Übe rp rü f t  w i r d
d ie  Funk t i on  j e t z t  au f  e rwe i t e r t e  Rech tskommuta t i v i t ä t  im  de f i—
n ie r t en  S inn ,  d .h .  es  so l l  e i ne  Funk t i on  ps i  gesuch t  we rden ,  so—
daß  g i l t :  ph i l ps i ( r ,  s ) ,  t )  = ps i (ph i ( r ,  t ) ,  3 ) .  D iese  Bed ingung
i s t  e r f ü l l t ,  da  d i e  Mu l t i p l i ka t i on  rech t skommuta t i v  i s t .  Nach
Rege l6  kann  a l so  d i e  Faku l t ä t s funk t i on  en t sp rechend  Mus te r  M2
t r ans fo rm ie r t  we rden :

f unc t  FAK E (na t  x )  na t :
G (x ‚F )
whe re  *1
func t  G E (na t  x ,  na t  z )  na t :

11 x¢0
then  G( ( x—1) ,  ( z * x ) )
e l se  z
11

wobe i  e i n  Wer t  f ü r  F noch  ge funden  we rden  muß .

Fe rne r  i s t  be i  de r  Faku l t ä t s funk t i on  de r  e l se  — Te i l ,  H (x ) ,  kon—
s tan t .  Dahe r  w i rd  nach  Rege l8  f ü r  F d i ese r  kons tan te  Wer t  e i nge—
se t z t  und  *1  ge lösch t .  D ie  Faku l t ä t s funk t i on  ha t  sch l i eß l i ch  d i e
fo l gende  repe t i t i ve  Fo rm:

f unc t  FAK E (na t  x )  ha t :
G (x ,1 )
whe re
func t  G E (na t  x ,  na t  z )  na t :

ii x tD
t hen  G( ( x—1) ,  ( z * x ) )
e l se  2
11

4 .4 .1 .3  Au f l ösung  du rch  Funk t i onsumkeh r

Wi r  übe rsp r i ngen  j e t z t  sowoh l  d i e  Rege ln  f ü r  d i e  Um—Klammerung
a l s  auch  d i e  f ü r  d i e  Ope randenve r tauschung .  Begonnen  w i rd  dahe r
m i t  Rege l i o .
A l l e  Vo rausse t zungen  s i nd  e r f ü l l t ,  da  d i e  Umkeh r funk t i on  f ü r  d i e
Sub t rak t i on  d i e  Add i t i on  i s t .  Es kann  a l so  w ie  f o l g t  t r ans fo r -
m ie r t  we rden  (Mus te r  M3 ) :
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f unc t  FAK E (na t  x )  na t :
R(xo ,  i i ( xo ) )
whe re  *1
f unc t  R E (ha t  y ,  na t  z )  na t :

li ( y#x )
then R ( ( y+1 ) ‚  ( ( y+1 ) *z ) )
e l se  2
11

x0 kann  aus  de r  Te rm in ie rungsbed ingung  bes t immt  we rden ,  und
H(x° )  i s t  d i e  Kons tan te  1 .  Dahe r  g i l t  nach  Rege l i i :

f unc t  FAK  E (na t  x )  na t :
R(O,1 )
whe re
func t  R E (na t  y ,  na t  z )  na t :

li ( y#x )  ‘
t hen  R ( ( y+1 ) ‚  ( ( y+1 ) *z ) )
e l se  2
Li

4 .4 .1 .4  Au f l ösung  du rch  Funk t i onsumkeh r  un te r  Ve rwendung  e ines
s tacks

Die  e r s te  f ü r  d i ese  Au f l ösung  zus tänd ige  Rege l  i s t  Rege l13 .
Da j ede  l i nea r  r eku rs i ve  Funk t i on  un te r  Ve rwendung  e ines  s tacks
in  e i ne  repe t i t i ve  Fo rm übe r füh r t  we rden  kann ,  w i rd  ohne  e in—
sch ränkende  Bed ingungen  i n  e i ne  Form en t sp rechend  Mus te r  M5
t r ans fo rm ie r t :

f unc t  FAK E (na t  x )  na t :
R (P (x ‚ emp ty ) )
whe re
func t "U E (na t  x ,  s t ack  na t  sn ) ( s tack  na t ,  ha t ) :

11 x¢0
then  P ( ( x—1) ‚  sn  u x )
e l se  ( sn ,  1 )

70
 |_

“
|!

( s t ack  na t  sy ,  na t  z )  na t :
;L s y  # emp ty
then  R ( res t  sy ,  ( ( t op  sy ) * z ‚ )

se  z '

f unc t

_
d

m ‚
_

" "
) 1
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4 .4 .2  T rans fo rma t i on  de r  ' 91—Funk t i on '  von  Manna

f unc t  F91  £ ( na t  x )  na t :
11 x 5 100
then  F91 (F91 (x+11 ) )

l s  ( x -10 )
1

(D (D

"h | .

Zunächs t  w i rd  i n  Rege l14  abgep rü f t ,  ob  d i e  E igenscha f t  D ,  d .h .
‘V x € A:  B (g (x ) )  =>  B ( x ) ,  g i l t .

xs100
( x—10)$1DD

na t  B (x )
x—10 B (g (x ) )

Ä
g (x ) !! 

li

Henn  ( x—1D)£1DD g i l t ,  dann  so l l  da raus  f o l gen ,  daß  auch  x<100
g i l t .  D iese  Bed ingung  i s t  o f f ens i ch t l i ch  n i ch t  e r f ü l l t .  Dahe r
b le i b t  He r t ( 0 )  unve rände r t  g l e i ch  FALSE.

Fü r  d i e  Anwendung  vo r  Rege l15  i s t  d i e  E igenscha f t  1 Vo rausse t—
zung ,  d .h .  V x € A:  g ( f ( x ) )  = f(g(x)).

(x -1D)+11
(x+11)—1O

x+1
x+1

f ( x )
g l x )

x+11 f ( g ( x ) )
x—1D g ( f ( x ) )

D ie  Äqu i va lenz  i s t  o f f ens i ch t l i ch ,  dam i t  w i rd  Rege l15  ausge—
f üh r t ,  und  He r t ( 1 )  w i rd  au f  TRUE gese t z t .  Rege l i b  kommt n i ch t
zu r  Anwendung ,  da  be re i t s  d i e  Bed ingung  He r t (D )  = TRUE n i ch t  er—
fü l l t  i s t .  Rege l i ?  f r ag t  He r t ( 1 )  = TRUE ab .  D iese  Bed ingung  i s t
e r f ü l l t .  Nun  kommt  noch  d i e  E igenscha f t  2 h inzu ,  d .h .
‘d x € A:  B (g ( f ( x ) ) )  =>  B (x ) .

Henn  ( x+1 )$1DD g i l t ,  dann  so l l  da raus  f o l gen ,  daß  auch  x£100
g i l t .  D iese  Imp l i ka t i on  i s t  o f f ens i ch t l i ch  immer  wah r .  Dam i t
g i l t  auch  E igenscha f t  2 ,  und  Rege l i ?  w i rd  ausge füh r t ,  d .h .
He r t ( 2 )  w i rd  au f  TRUE gese t z t .

Rege l18  se t z t  vo raus ,  daß  Ne r t l i )  und  Wer t (2 )  au f  TRUE gese t z t
wu rden  (das  t r i f f t  i n  d i esem Be i sp ie l  zu ) ,  und  p rü f t  zusä t z l i ch
noch  d i e  E igenscha f t  3 ab ,  d .h .  v x € A g i l t :  B ( x )  =>  B (g (x ) ) .

Henn  xS iDD g i l t ,  dann  so l l  da raus  f o l gen ,  daß  auch  ( x -10 )£100
g i l t .  Auch d i ese  Bed ingung  i s t  f ü r  a l l e  x i n  unse rem Be i sp ie l
e r fü l l t ,  wom i t  Rege l18  ausge füh r t  we rden  kann .  He r t ( 3 )  w i rd  au f
TRUE gese t z t ,  und  d i e  Funk t i on  F91  kann  i n  i h re  endgü l t i ge  Fas—
sung  t r ans fo rm ie r t  we rden .

f unc t  F91  E (na t  x )  na t :
ii x3100
then  F91 ( ( x+11 ) -10 )
e l se  ( x—10)

'!"h
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Auch  h ie r  wü rde  e i n  angesch lossene r  S imp l i f i e r  ( ( x+11 )—10)  i n
( x+1 )  ve rkü rzen  ( s i ehe  Kap i t e l  7 ) .

4 .4 .3  T rans fo rma t i on  de r  ' F i bonacc i f unk t i on '

f unc t  F IBO E (pna t  x )  pna t :

t hen  (F IBO(x -2 )  + F IBO(x -1 ) )
e l se  1

Zunächs t  f r ag t  Rege l27  ab ,  ob  f ü r  a l l e  K i  Umkeh r funk t i onen
ex i s t i e ren .

K1(x )  = x—2 und  K2 (x )  = x—1

Of fens i ch t l i ch  ex i s t i e ren  be ide  Umkeh r funk t i onen ,  und  de r  Benu t—
zer  des  Sys tems  kann  s i e  so fo r t  angeben :

K1(x)  = x+2 und K2(x )  = x+1 .

Demen tsp rechend  w i rd  t r ans fo rm ie r t  und  ke in  Pa rame te r  muß ge—
ke l l e r t  we rden .

f unc t  F IBO E (pna t  x )  pna t :
1L x>2
t hen  (pna t  x1 )  5 (x—Z) ;  pna t  21  E F IBO(x—2) ;

( pna t  X2 )  E ( x—1) ;  pna t  22 E F IBO(x—1) ;
(21  + 22 )

e l se  1
11

D iese  Form de r  F ibonacc i f unk t i on  i s t  n i ch t  en t f l och ten ,  da  wede r
de r  Pa rame te r  x noch  d i e  H i l f s va r i ab le  z1  de r  En t f l och tenhe i t s—
bed ingung  ( s i ehe  Kap i t e l  4 .3 .2 )  genügen .
Es  w i rd  dahe r  i n  e i ne  Fo rm t r ans fo rm ie r t ,  d i e  den  Pa rame te rwe r t ,
mi t  dem d ie  Funk t i on  au fge ru fen  w i rd ,  a l s  Resu l t a t  m i t  ab l i e f e r t
(E inbe t t ung ) .

f unc t  F IBO E (pna t  x )  pna t :
b
whe re  F IBO* (x )  E (pna t  a ,  pnat  b )
func t  F I B O *  E (pna t  x )  (pna t ,  pna t ) :

ii x>2
then  pna t  ( x 1 )  5 x -Z

(pna t  y1 ‚  pna t  21 )  E F IBO* (x1 ) ;
pna t  ( x2 )  2 x—i ;

(pna t  ya ,  pna t  za )  F I B O * ( x z ) ;
( x ,  z1  + 22 )

e l se  ( x ,  1 )Li
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Hie r  g i l t  o f f ens i ch t l i ch  x—2 = y1  und  x—1 = y , .
Das  oben  angegebene  Mus te r  kann  dahe r  un te r  Ve rwendung  de r
be re i t s  bekann ten  Umkeh r funk t i onen  i n  e i ne  bezüg l i ch  des  Parame—
t e r s  x en t f l och tene  Fo rm t r ans fo rm ie r t  we rden .

f unc t  F IBO E (pna t  x )  pna t :
b
whe re  F IBO* (x )  E ( pna t  a ,  pna t  b )
f unc t  F IBO*  E (pna t  x )  ( pna t ,  pna t ) :

ii x>2
t hen  pna t ( x1 )  E x -Z ;

( pna t  y l ,  pna t  21 )  E F I B O * ( X 1 ) ;
pna t ( x2 )  E x—i ;

(pna t  y „  pna t  z , )  F IBO* (x2 ) ;
(Rz (y2 ) „  ( 21  -+ 22 ) )

e l se  ( x ,  1 )
ii

Für  z1  muß e in  s tack  e i nge füh r t  we rden ,  da  ke ine  Mög l i chke i t  be -
s teh t  m i t  e i ne r  Umkeh r funk t i on  zu  a rbe i t en .

f unc t  F IBO E (pna t  x )  pna t :
b
where  (pna t  a ,  s t ack  pna t  sb ,  pna t  b )  5 FIBO*(x, emp ty )
f unc t  F I B O *

( pna t  x ,  s t ack  pna t  sz )  ( pna t ,  s t ack  pna t ,  pna t ) :
ii x>2
t hen  (pna t  x l ,  s t ack  pna t  s r l )  E (x—2,  sz ) ;

( pna t  y l ,  s t ack  pna t  sz l ,  pna t  21 )  E FIBO*(x1, s r l ) ;
( pna t  x „  s t ack  pna t  s r z )  E ( x—1,  sz  & 21 ) ;
( pna t  ya ,  s t ack  pna t  sza ,  pna t  z , )  E F IBO* (x „  e r , ) ;
( x ,  SZ ,  ( 21  + 22) )

e l se  ( x ,  52 ,  1 )
Li

Da nun  R1 (x )=x+2  und  R2 (x )=x+1  ex i s t i e ren  , kann  d i ese  Funk t i on
i n  e i ne  vo l l s t änd ig  en t f l och tene  Fo rm übe r füh r t  we rden :

f ung ;  F IBO E (pna t  x )  pna t :
b
where  (pna t  a ,  s t ack  pna t  sb ,  pna t  b )  E F IBO* (x ,  emp ty )
f unc t  F I B O *  E

(pna t  x ,  s t ack  pna t  sz )  ( pna t ,  s t ack  pna t ,  pna t ) :
f x>2

then  (pna t  x l ,  s t ack  pna t  s r l )  E ( x -Z ,  sz ) ;
i

( pna t  Y1 ,  s t ack  pna t  521 ,  pna t  21 )  : F IBO* (x1 ,  s r l ) ;
( pna t  x2 ,  s t ack  pna t  s r z )  E (K , (R1 (y1 ) ) ,  521 a 21 ) ;
( pna t  Ya :  s t ack  pna t  SZ „  pna t  22 )  E FIBO*(x2, s ra ) ;
(K , ( y2 ) ,  r es t  522 ,  ( t op  322 + 22 ) )

e l se  ( x ,  52 ,  1 )
ii
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Dami t  haben  w i r  e i ne  l i nea r  ve rsch ränk t  geschach te l t e  Funk t i on
e rha l t en ,  d i e  nach  den  en t sp rechenden  Rege ln  au fge lös t  we rden
kann .

4 .5  Sch lußbemerkunq  zu  den  T rans fo rma t i onen

In  d i esem Kap i t e l  wu rden  T rans fo rma t i onsschema ta  f ü r  l i nea re ,
geschach te l t e  und  kaskadena r t i ge  Funk t i onen  angegeben  und  de ren
Anwendung  an  e i n i gen  Be i sp ie l en  ve rdeu t l i ch t .  Dam i t  se i  de r  Ab—
schn i t t  übe r  T rans fo rma t i onen  und  Schema ta  abgesch lossen .  De r
Vo l l s t änd igke i t  ha lbe r  so l l  j edoch  noch  au f  e i n i ge  A r t i ke l  h i n—
gew iesen  we rden ,  d i e  s i ch  m i t  d i esem Thema  beschä f t i gen .

Un te r  dem T i t e l  ' The  equ i va lence  o f  ce r t a i n  compu ta t i ons '  ver—
ö f fen t l i ch te  D .C .  Coope r  1966  [Coop  66 ]  e i nen  A r t i ke l ,  i n  dem
reku rs i ve  De f i n i t i onen  un te r  Ve rwendung  bed ing te r  Ausd rücke  m i t
i t e ra t i ven  ve rg l i chen  we rden  und  e i n  a l l geme ines  Aqu i va lenz theo—
r em au fges te l l t  und  bew iesen  w i rd .  I n  d i esem A r t i ke l  f i nden  s i ch
be re i t s  d i e  G rund ideen  zu r  Um—Klammerung und  zu r
Operandenve r tauschung .

R .S .  B i r d  ve r f aß te  1977  zwe i  Pap ie re  m i t  den  T i t e l n  'No tes  on
recu rs i on  e l im ina t i on '  [B i r d  77A ]  und  ' Imp rov ing  p rog rams  by  t he
i n t r oduc t i on  o f  r ecu rs i on '  [B i r d  778 ] .  De r  l e t z t e re  A r t i ke l
besch re ib t  d i e  P rog rammt rans fo rma t i ons techn i k  ' r ecu rs i on  in—
t roduc t i on ' ,  d i e  au f  zwe i  A lgo r i t hmen ,  d i e  Pa t te rn—Match—
Prob leme  l ösen ,  angewand t  w i rd .  Dabe i  we rden  A lgo r i t hmen ,  d i e
s tacks  benu tzen ,  zunächs t  i n  r eku rs i ve  Rechenvo rsch r i f t en  t r ans—
fo rm ie r t ,  und  ansch l i eßend  we rden  d iese  Reku rs i onen  e l im in i e r t
( t abu la t i on ) ,  um e f f i z i en te re  Ab läu fe  zu  e rha l t en .  De r  e r s te
A r t i ke l  von  B i rd  be faß t  s i ch  m i t  de r  T rans fo rma t i on  kaskadena r—
t ige r  Reku rs i onen  i n  i t e ra t i ve  Fo rmen  un te r  Ve rwendung  e ines
ode r  meh re re r  s t acks .  En t sp rechende  Be i sp ie l e  s i nd  das  T rave r—
s ie ren  von  Bäumen  und  So r t i e ra l go r i t hmen .  E in  ähn l i che r  Ansa t z
f i nde t  s i ch  be re i t s  1973  be i  Haske l l  i n  dem A r t i ke l  'E f f i c i en t
imp lemen ta t i on  o f  a c l ass  o f  r ecu rs i ve l y  de f i ned  f unc t i ons '
[Hask  73 ] ,  wobe i  j edoch  haup tsäch l i ch  d i e  Mög l i chke i t  de r  E in—
sch ränkung  de r  ve rwende ten  s tacks  au f  e i ne  f es te  G röße  un te r—
such t  w i rd .

E in  we i t e res  Pap ie r  von  B i rd  m i t  dem T i t e l  'Recu rs i on  e l im ina—
t ion  w i t h  va r i ab le  pa rame te rs '  [B i r d  78 ]  beschä f t i g t  s i ch  m i t
dem P rob lem de r  Pa rame te rübe rgabe  be i  de r  Au f l ösung  von  Re—
kurs ionen .  A l s  Be i sp ie l e  we rden  i t e ra t i ve  Ve rs i onen  des  Au f—
bauens  e i nes  ba lanc ie r t en  Baumes  i n  den  P rog rammie rsp rachen  AL—
GOL 68  und  PASCAL gegeben .

Tue ro  H i k i t a  se t z te  s i ch  1979  i n  dem A r t i ke l  'On  a c l ass  o f
recu rs i ve  p rocedu res  and  equ i va len t  i t e ra t i ve  ones '  [H i k i  79 ]
m i t  wechse l se i t i g  r eku rs i ven  P rozedu ren  und  de r  T rans fo rma t i on
de r  r eku rs i ven  Lösung  des  ' Tü rme—von-Hano i '—Prob lems  ause inan—
de r .  D ieses  P rob lem w i rd  von  H i k i t a  i n  An lehnung  an  d i e  be re i t s
1976  ve r f aß te  Ve rö f f en t l i chung  von  H .  Pa r t sch  und  P .  Peppe r  'A
fam i l y  o f  r u l es  f o r  r ecu rs i on  remova l '  [PaPe  76 ]  behande l t .
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Aus  dem Jah re  1977  s tammt  e i n  A r t i ke l  von  J .S .  Roh l  'Conve r t i ng
a c l ass  o f  r ecu rs i ve  p rocedu res  i n to  non—recu rs i ve  ones '
[Roh l  77 ] .  We i t e r  en tw i cke l t  ha t  Roh l  d i esen  Ansa tz  1981  i n  se i—
nem Pap ie r  'E l im ina t i ng  recu rs i on  f r om comb ina to r i c  p rocedu res '
[Roh l  81 ] .  E ine  d r i t t e  Ve rö f f en t l i chung  von  d i esem Au to r
be inha l t e t  d i e  T rans fo rma t i on  l i nea r  r eku rs i ve r  De f i n i t i onen  i n
i t e ra t i ve :  ' The  e l im ina t i on  o f  l i nea r  r ecu rs i on :  a t u to r i a l '
[Roh l  80 ] .

Dieses  i s t  nu r  e i ne  k l e i ne  Auswah l  aus  de r  unübe rschauba ren  Men—
ge  von  A r t i ke l n  übe r  Reku rs i onen ,  de ren  E l im ina t i on  und  Op t im ie—
rung .  Auch  d i e  i n  d i esem Kap i t e l  gegebenen  Rege ln  en tha l t en
n i ch t  a l l e  E rgebn i sse ,  da  das  Z ie l  zunächs t  wa r ,  e i n  Sys tem zu
en twe r fen ,  das  d i e  Mus te r  gäng ige r  r eku rs i v  de f i n i e r t e r  Funk t i o—
nen  i n  K lassen  e in te i l t ,  und  f ü r  d i ese  K lassen  d ie  Mög l i chke i t en
de r  T rans fo rma t i on  i n  r epe t i t i ve  Fo rmen  da rzus te l l en .  Zukün f t i—
gen  Un te rsuchungen  b le i b t  es  Übe r l assen ,  d i eses  Rege l sys tem zu
e rwe i t e rn  und  zu  ve r f e i ne rn  un te r  Be rücks i ch t i gung  en t sp rechen—
der  E f f i z i enzve rg le i che .
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5 .  Bewe i se  f ü r  d i e  Ko r rek the i t  de r  ve rwende ten  T rans fo rma t i ons—
schema ta

Für  d i e  Bewe i se  we rden  zwe i  De f i n i t i onen  geb rauch t :

De f i n i t i on  1
N :  A —> No u {= }
N (x )  : =  m in {n |B (K " ( x ) )  = f a l se }
N (x )  = {= } ,  f a l l s  ke in  so l ches  n ex i s t i e r t .
N (x )  beze i chne t  a l so  d i e  Reku rs i ons t i e fe ,  i n  de r  d i e  Bed in—

gung  zum e rs ten  Ma l  n i ch t  mehr  e r f ü l l t  i s t .

De f i n i t i on  2
Zwei  Funk t i onen  L und  L '  e r f ü l l en  d i e  E igenscha f t  E ig (n ) ‚
wenn  g i l t :

V >: € A:  N (x )  = n => L ( x )  = L ' ( x )

5 .1  Bewe i se  f ü r  das  l i nea r  r eku rs i ve  Mus te r

5 .1 .1  gm—Klammerung

Zu ze igen  i s t :  V n€N° g i l t  E i g (n )

I nduk t i onsan fanq :  n = D t r i v i a l
n = 1 t r i v i a l

I nduk t i onsvo rausse t zunq :  E ig (n—1)  g i l t  f ü r  e i n  n21

I nduk t i onssch luß :  Se i  x € A mi t  N (x )  = n .

Nach dem l i nea r  r eku rs i ven  Grundmus te r  g i l t  (wenn  B (x )  = t r ue ) :
L (x )  = ph i (L (K (x ) ) ,  E (x ) )

= ph i (G(Ka(x ) ,  E (K (x ) ) ‚  E (x ) )  * Induktions—
vo rausse t zung

Nach  dem t rans fo rm ie r t en  Mus te r  g i l t :
L (x )  = G(K(x ) ,  E (x ) )

= G(K2(x), ps i (E(K(x) ) ‚  E(x)))  * *  De f in i t i on  von e

Die  G le i chhe i t  von  * und  * *  e rg i b t  s i ch  aus  dem fo l genden  Lemma.

Lemma 1 :

v r ‚ s ‚ t  € A v n € N°  g i l t :
N ( r )  = n =>  G( r ‚ ps i ( s ‚ t ) )  = ph i (G ( r ‚ s ) ‚ t )
und  be ide  Be rechnungen  t e rm in ie ren  i n  n Sch r i t t en

Se i t e  69



Kap i t e l  5 Kor rek the i t sbewe i se
l i nea re  Reku rs i on

Bewe is  f ü r  Lemma 1 :

I nduk t i onsan fanq :  V x € A N(x )  = 0 =>

Gt r ,  ps i ( s ‚ t ) )  = ph i (H ( r ) ‚  ps i ( s ‚ t ) )  nach  De f i n i t i on  von  G
= ph i (ph i (H ( r ) ‚ s ) ‚ t )  Se i t enbed ingung  des

T rans fo rma t i onsschemas
= ph i (G ( r ‚ s ) ‚ t )  nach  De f i n i t i on  von  G

N(x )  = 1 ana log

Induk t i onsvo rausse t zunq :
Lemma 1 g i l t  f ü r  v r ‚ s ‚ t  € A mi t  N ( r )  = n—1 (n22 )

I nduk t i onssch luß :

G( r ‚  ps i ( s ‚ t ) )  = G(K( r ) ‚  ps i (E ( r ) ‚  ps i ( s ‚ t ) ) )
nach  De f i n i t i on  von  G

= ph i (G (K ( r ) ‚  E ( r ) ) ‚  ps i ( s ‚ t ) )  I nduk t i onsvo rausse t zung
da  N (K ( r ) )  = n—1

= ph i (ph i (G (K ( r ) ‚  E ( r ) ) ‚  s ) ,  t )  Se i t enbed ingung  des
T rans fo rma t i onsschemas

= ph i (G (K ( r ) ‚  ps i (E ( r ) ‚  s ) ,  t )  I nduk t i onsvo rausse t zung ,
da  N (K ( r ) )  = n—1

= ph i (G ( r ‚ s ) ‚  t )  nach  De f i n i t i on  von  G

Bemerkung :
D ie  Behaup tung  de r  s imu l t anen  Te rm ina t i on  w i rd  du rch  d i e  Fä l l e
l )  = D und  N (x )  = 1 bew iesen .

5 .1 .2  Operandenve r tauschunq

Induk t i onsan fanq :  Fü r  x € A und  N (x )  = O
i s t  d i e  Äqu i va lenz  o f f ens i ch t l i ch .

I nduk t i onsvo rausse t zunq :  Ge l t e  E ig (D ) ‚ . . . ‚E i g (n—1)  f ü r  e i n  n21

Induk t i onssch luß :

Aus dem l i nea ren  Schema e rg ib t  s i ch
L (x )  |M1 i (L (K (x ) ‚  E(x ) )

ph i (G (K (x ) ‚  co ) ,  E (x ) )  * nach  I nduk t i onsvo raus—
se tzung ,  da  N (K (x ) )=n—1

Aus  dem t rans fo rm ie r t en  Schema  e rg ib t  s i ch
L (x )  G(x‚ co )

G(K(x ) ‚  ps i ( co ‚  E (x ) ) )  * *ll 
II

Es  b le i b t  d i e  Äqu i va lenz  von  * und  * *  zu  ze igen .
D ies  ge l i ng t  m i t  den  f o l genden  Lemmata .
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Lemma 2 :
(H i l f s sa t z  f ü r  den  Bewe is  von  Lemma 3 )

V n€N ps i ( ph i “ ' 1 ( co ‚  b „ -1 ‚ . . . ‚ b1 ‚ a )  = ph i “ ( co ‚a ‚ b „_1 ‚ . . . ‚ b1 )
wobe i  ps i  w ie  i n  Kap i t e l  4 .1 .2  de f i n i e r t  i s t ,  und
ph j : f ¥1 ,  x2) — ph i ( x1 ‚  x2)
ph i  (x1‚...‚ x„+z )  ph i (ph i " ( x1 ‚ . . . ‚  x „+1 )  x „+z ) .

ll
ll

Bewe is :

I nduk t i onsan fanq :
n=1  i s t  de r  zwe i t e  Te i l  de r  Se i t enbed .  de r  T rans fo rma t i on .
n=2  ps i ( ph i ( co ‚b ‚ a ) )  ps i l ph i ( co ‚a ‚ b )  nach  Se i t enbed .  1

ph i2 ( co ‚a ‚ b )  nach Seitenbed. 2

I nduk t i onsvo rausse t zunq :  Ge l t e  d i e  Behaup tung  f ü r  e i n  n21

Induk t i onssch luß :

ph i " ( co ‚a ‚ b „_  ‚...‚b1)
ph i (ph i " '  ( co ‚ a ‚ b „_1 ‚ . . . ‚ b2 ‚ a ) ‚ b1 )

= ph i (ps i ( ph i " ' 2 ( co ‚b „_1 ‚ . . . ‚ b2 ,a ) ‚ b1 ) )  nach Ind .vorauss .
= ph i ( ps i ( ph i " ' 2 ( co ‚b „_1 ‚ . . . ‚ b2 ) ‚ a ) ‚ b1 ) )
= ps i (ph i ( ph in ' z ( co ,bn -1 , . . . , b2 ) , b1 ) , a ) )  nach Seitenbed. 1

ps i (ph i " ' 1 ( co ,bn_1 , . . . , b2 ) , b1 ) , a ) )

Lemma 3 :

a )  v n21
V x € A mi t  N (x )  = n
v b i  € A und  V r = i , . . . ‚ n
g i l t :
phi"(G(K'(x),co),b,,...,b1) = G(K ' ( x ) ‚ ph i ' ( co ‚ b „ . . . ‚ b1 ) )

b )  v x € A g i l t :
( l )  = = => be ide  Be rechnungen  t e rm in ie ren  n i ch t )

I nduk t i onsan fanq :
Se i  x € A m i t  N t x )  = n = 1
ph i (G (K (x ) ‚  co ) ,  b )  = ph i ( co ,b )  da  N (K (x ) )  = 0

= ps i ( co ‚b )  nach  Se i t enbed .  2
= G(K(x ) ‚  ps i ( co ‚b ) )  da  K (x )  = 0

G(K(x ) ,  ph i ( co ,b ) )

I nduk t i onsvo rausse t zunq :  Ge l t e  Aussage  (a )  f ü r  e i n  n22

I nduk t i onssch luß :

Der  Bewe i s  f ü r  d i e  Gü l t i gke i t  von  a )  f ü r  a l l e  x € A mi t  l )  = n
e r fo l g t  du rch  "Rückwär t s i nduk t i on "  übe r  r .

r=n f o l g t  so fo r t  aus N(K“ (x ) )  = 0
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Ge l te  d i e  Behaup tung  f ü r  n ,  n—1 ‚ . . . . ‚  r f ü r  e i n  r zz

ph i " ‘ ( ock "1<x ) ‚  co ) ,  b , - 1 ‚ . . . ‚ b1 )

ph i " ‘ ( o ( k ' (m) ‚  ps i ( co ‚  E (K "1 (x ) ) ) ‚  b ‚ _1 ‚ . . . ‚ b „ )
G expand ie r t  (man beach te :  N (K "1 (x ) )20 )

ph i ' c s ( k ' ( x ) ‚  co ) ,  E<k "1 (x ) ) ‚  b i _1 ‚ . . . ‚ b1 )
nach Voraussetzung m i t  K "  ( x )  f ü r  x und 1 f ü r  r
(man beachte: N(K"1(x))$n—1 und Seitenbed. 2)

G(K ' ( x ) ,  ph i ' ( co ,  E(K" ‘ (x ) ) ,  b ‚_1 ‚ . . . ‚ b1 )
nach  I nduk t i onsvo rausse t zung  de r  Rückwär t s i nduk t i on

G(K(K"1 (x ) ) ‚  ps i ( ph i " ‘ ( co ,b ,_1 , . . . , b1 ,  E (K "1 (x ) ) ) )
nach  Lemma 2

G<K” ‘1(x ) ,  ph i r ' 1 ( co ,  b ‚ _1 ‚ . . . ‚ b1 ) )
nach De f i n i t i on  von G wegen N (K"1 (x ) )>D

b )  i s t  o f f ens i ch t l i ch

Bemerkung :  M i t  r =1  e rg i b t  s i ch  aus  Lemma 3 d i e  Äqu i va lenz  de r
G le i chungen  * und  * * .

Bew iesen  wu rde  h i e r  nu r  de r  Fa l l  H = const .  (Rege l7 ) .
D ie  be iden  ande ren  Au f l ösungsmög l i chke i t en  können  ana log  bewie—
sen  we rden .  Zu  ze igen  wä re  nu r ,  daß  e in  ko r rek te r  Endwer t  vo r—
berechne t  wu rde ,  f ü r  Fa l l  ( b )  - Rege l8  nach  de r  Bed ingung
B(x )  5 ( x  # x1 )  und  f ü r  Fa l l  ( c )  — Rege l?  du rch  d i e  Vo rbe rech -
nung  m i t  H i l f e  de r  Funk t i on  F .  D iese r  Nachwe i s  i s t  j edoch  o f f en -
s i ch t l i ch  und  b rauch t  dahe r  an  d i ese r  S te l l e  n i ch t  aus füh r l i ch
behande l t  zu  we rden .

5 .1 .3  Funk t i onsumkeh r

Fü r  d i esen  Bewe is  w i rd  das  f o l gende  Lemma geb rauch t :

Lemma 4

v x € A V i (D$ i$N(X ) )
N(x)<=—= => R tk ‘ t x ) ,  L (K ' ( x ) ) ‚  x) = W)

Bewe is  f ü r  Lemma 4 :
(beg renz te  I nduk t i on  übe r  i =D ‚ . . . ‚N (x ) )

I nduk t i onsan fanq :
i =D :  K ° ( x )  = x =>  R(K° (x ) ‚  L (K° ( x ) ) ‚  x )  = L (x )

nach  Def .  von  R
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I nduk t i onsvo rausse t zunq :
RtK ‘ t x ) ,  L .u< ' (x ) ) ,  x) = l )  f ü r  e i n  i rn i t  O$i<N(x)

I nduk t i onssch luß :

Rozck‘ (x)), L(R(K ‘  (x)))‚ x)
=> ii R(K i (x )#x

then R(K' (g) ,  ph i (L (K (K ‘ ( x ) ) ,  E<K‘(x)) ,  x ) ) )
e l se  L (K (K ‘ ( x ) ) )  nach  De f .  von  R
ii

= 11 R (K ‘ ( x ) * x
then R(K‘(x), L (K ‘ ( x ) ) ,  x)
e l se  L (K (K ' ( x ) ) )  . i <N (x )  und  nach  De f .  von  L
Li .

= ii K lK ' ( x ) )#x
then  L ( x )
e l se  L (K (K ' ( x ) ) )  I nduk t i onsvo rausse t zung
ii

= L (x )  da  R (K ‘ ( x ) ) * x  E t r ue ,
denn K ‘ *1 ( x )=x  => N (x )  = „

Bewe is  de r  Ko r rek the i t  de r  T rans fo rma t i on

Behaup tung :  R l x ° ‚  H (x ° ) ,  x )  = L (x )

N" " ’ ( n i )  H(mo) == L(m°)ll 7:mo

R(m°, H(m°)‚  m) = R(K“ ‘ “ ’ (m ) ‚  L lKN‘m’(m)‚  m)
L (x )

=>*

o f f ens i ch t l i ch  g i l t :
L t e rm in ie r t  <= )  R t e rm in ie r t
d .h .  f a l l s  L n i ch t  t e rm in ie r t  g i l t :

a )  v x € No IC ‘ l x )  # )(1
=> v n € No R" ( x1 )  # x
=>  R te rm in ie r t  n i ch t

b )  R t e rm in ie r t  n i ch t  und  dam i t  das  gesamte  zwe i t e  Mus te r  n i ch t .

5 .1 .4  Funk t i onsumkeh r  un te r  Ve rwendung  e ines  s tacks

Die  Funk t i onsumkeh r  un te r  E in füh rung  e ines  S tape l s  i s t  i n
[BaWö 81 ]  au f  den  Se i t en  294 /295  da rges te l l t .  D ie  He r l e i t ung  de r
T rans fo rma t i ons rege ln  e r f o l g t  do r t  i n  d re i  Sch r i t t en .

Sch r i t t  1 :  E inbe t t ung  i n  g l e i chwer t i ge  Vo rsch r i f t  m i t  redundan—
t em  Pa rame te r  des  Typs  ' s t ack  A ' .
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func t  L = (A  x )p :
L* (x ,  emp ty )
whe re
f unc t  L *  E (A x ,  s t ack  A sx )p :

ii B ( x )  t hen  ph i ( L * (K (x ) ‚  s x  & x ) ,  E (x ) )
e l se  H (x )  Li

D ies  l i e f e r t  m i t  K* (x ,  sx )  = ( l ) ,  sx  & x )  d i e  f o rma le  Vor—
ausse tzung  da fü r ,  d i e  Funk t i onsumkeh r  ( ohne  s tack )  anzuwenden ,
denn  es  g i l t :

R * (K* ( x ‚  s x ) )  = ( x ,  s x )  wobe i
R* ( x ‚  s x )  = ( t op  sx ,  r es t  sx )

Sch r i t t  2 :  Anwendung  de r  Funk t i onsumkeh r  ohne  s tack  au f  L *

Sch r i t t  3 :  Ve re in fachung  des  E rgebn i sses

5 .2  Bewe i se  f ü r  d i e  qeschach te l t  r eku rs i ven  Mus te r

5 .2 .1  e in fach  qeschach te l t ,  Schach te l ungs t i e fe  n=2

5 .2 .1 .1  Grundgu f l ösunq ,  ohne  Nebenbed inqunq

Der  Bewe i s  f ü r  d i e  Äqu i va lenz  de r  be iden  Mus te r  be i  de r  T rans—
fo rma t i on  de r  e i n fach  geschach te l t en  Reku rs i on  m i t  de r
Schach te lungs t i e fe  n=2  i n  e i ne  repe t i t i ve  Form (Grundau f l ösung )
i s t  a l s  G renz fa l l  en tha l t en  i n  dem Bewe is  f ü r  d i e  Äqu i va lenz  de r
be iden  Mus te r  be i  de r  T rans fo rma t i on  de r  e i n fach  geschach te l t en
Reku rs i on  m i t  de r  Schach te lungs t i e fe  n22  i n  e i ne  repe t i t i ve  Fo rm
(s iehe  Bewe is  5 .2 .2 ) .
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5 .2 .1 .2  Au f l ösung  un te r  E igenscha f t  O ,  Übe r füh rung  i n  e i ne
l i nea re  Reku rs i on

D iese  T rans fo rma t i on  kann  un te r  de r  f o l genden  Bed ingung  du rchge—
füh r t  we rden :

v x € A: B (g (x ) )  =>  B (x )

D : =  { x  € A I N(x)  < co}

Es i s t  o f f ens i ch t l i ch ,  daß au fg rund  de r  oben  angegebenen  Bedin—
gung v x€D : F ( x )  = g"+1 ( f “ ( x ) )
sowoh l  f ü r  das  geschach te l t  r eku rs i ve  a l s  auch  f ü r  das  l i nea r
r eku rs i ve  Mus te r  des  T rans fo rma t i onsschemas  g i l t .

Fü r  a l l e  x ,  d i e  n i ch t  i n  D l i egen ,  t e rm in ie r t  ke i ne  de r  be iden
Formen .

5 .2 .1 .3  Au f l ösung  un te r  E igenscha f t  0 und  1

Der  Reku rs i onsve r l au f  habe  d ie  f o l gende  S i t ua t i on  e rgeben :

l )  = F " f " ' 1 ( x )  für  e in  n21

und  es  ge l t e :  B ( f " ' 1 ( x ) )  = f a l se ,  wobe i  f " ' 1 ( x )  = y

Angenommen, B (g “ ( y ) )  = t r ue  f ü r  e i n  k21

=>  B (y )  = t r ue  (du rch  meh r fache  Anwendung  von  E igenscha f t  0 )
=>  W ide rsp ruch

Fo lg l i ch  g i l t  v kz1 B (g * ( y ) )  = f a l se :

F(x) = F“ f “ “ 1 l x )
= Fn l r )
= F" '  ( g ( y ) )  da  B (y )  = f a l se

= g" (  > @ da a lg " ‘ * ( y ) )  = f a l se
= gn fn -1 ( y )

Die  Te rm ina t i on  von  F (x )  i s t  a l so  äqu i va len t  zu :

a kzo B l f k ( x ) )  = f a l se

Berücks i ch t i g t  man  noch  d i e  E igenscha f t  1 ,  dann  i s t  wegen  de r
t r i v i a l en  S t ruk tu r  von  K o f f ens i ch t l i ch  K (x , x )  = F(x )  e r f ü l l t .
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5 .2 .1 .4  Au f l ösung  un te r  E igenscha f t  1 ,2  und  3

1 . ) Da im  Reku rs i onsve r l au f  von  F f ü r  j edes  neu  e r zeug te  ' F '
spä te r  ' g '  e i ngese t z t  we rden  muß ,  und  s te t s  d i e  Anzah l  de r
F ' s  um 1 g röße r  i s t  a l s  d i e  Anzah l  de r  f ' s ,  g i l t  o f f ens i ch t -
l i ch  wegen E igenscha f t  1 :

F(x )  = gm+1( fm(x) )  f ü r  e i n  man oder  F (x )  t e rm in ie r t  n i ch t .

Und unm i t t e l ba r  e i nzusehen  i s t :

6(x)  = gN+1lfN(x)) f ü r  e i n  N20 oder G(x) t e rm in ie r t  n i ch t .

Jedes  Zw ischen resu l t a t  de r  Reku rs i on  von  F (x )  ha t  d i e  Ge—
s ta l t :

( * )  F(x)  = F“ " ' * 1 (g ‘< f “ ( x ) ) )  f ü r  n€N°‚ i € {0 ‚ . . . ‚ n+1 }

desha lb  g i l t :  F t e rm in ie r t  <=> 3 j eNo ,  sodaß fü r  a l l e  Zwi—
schen resu l t a te  de r  A r t  ( * )  g i l t :  ns j .

G (x )  t e rm in ie r t  n i ch t ,  dann  g i l t :

V r eN°  B ( (g f ) " ( x ) )  = t r ue

Angenommen ,  F (x )  t e rm in ie r t ,  dann  ha t  das  l e t z te  Zw ischen—
r esu l t a t  de r  Reku rs i on  d i e  Form F (x )  = F (gm( fm(x ) ) ) ‚
bevo r  m i t  B ( (g f )m(x ) )  = f a l se  d i e  Reku rs ion  abgeschlossen
wi rd ,  und  das  i s t  e i n  W ide rsp ruch .

A l so  g i l t :  G (x )  t e rm in ie r t  n i ch t  ==>  G(x )  = F ( x )

G(x) t e rm in ie re ,  dann a NeNo: N:= m in {n |B ( (g f ) " ( x ) )  = f a l se }

B ( (g f ) “ ( x ) )  = f a l se  ==> B<g" * ‘ ( f “ * ‘ ( x ) ) )  = f a l se
wegen E igenscha f t  1 und  E igenscha f t  2

==> B (g ’ ( f "+ ' ( x ) ) )  = f a l se
f ü r  r=0 ‚ . . . ‚N+ i  wegen  E igenscha f t  3

In  j edem Zw ischen resu l t a t  ( * )
de r  Reku rs i on  von  F g i l t :  nSN

ll
II

V

==>  F t e rm in ie r t  und  mSN
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Nun  b le i b t  nu r  noch  zu  ze igen :  mzN

F te rm in ie r t ,  dann  ha t  das  l e t z te  Zw ischen resu l t a t  de r  Reku rs i on
d ie  Form F (x )  = F(gm( fm(x ) ) ) ‚  bevo r  m i t  B (gm( fm(x ) ) )  = f a l se
d ie  Reku rs i on  abgesch lossen  w i rd .

B(gm( fm(x ) ) )  = f a l se  ==> B ( (g f )m(x ) )  = f a l se  nach  E igenscha f t  1

==>  mZN

5 . 2 . 2  e in fach  geschach te l t ‚  Schach te l unqs t i e fe  n22

Geze ig t  we rden  so l l ,  daß  d ie  f o l gende  G le i chung  g i l t :

Q(x ‚ i )  = F i l x )
1.a )  Fü r  121  e rg i b t  d i e  Anwendung  des  Ope ra to r s  F "  au f  d i e  ge—

schach te l t e  Fo rm :

F ‘ t x )  j j _B(x )  then F* *“ ‘ ( f ( x ) )  e lse  F " ‘ ( g ( x ) )  ii

F° (x )  = x

wobe i  k e i ne  be l i eb ige  Schach te lungs t i e fe  i s t .

b )  I nsgesamt  g i l t  dann  f ü r  i € na t :

F‘cx)  = 11 i#0  then ii B(x)
then F “+ "1 ( f ( x ) )
e l se  F i ' 1 (g ( x ) )
_l

e l se  x
11

c )  Se t ze  R (x ‚ i )  = F ‘ (x )

Dann e rg ib t  s i ch  f ü r  R aus  (b )

R (x ‚ i )  = ii i #0  t hen  i f  B ( x )
t hen  R ( f ( x ) ‚  k+ i—1) )
e l se  R (g (x ) ‚  i—1)
il

e l se  x
Li

=>REQ
=> Q(x ‚1 )  = F1(x )  = F(x )
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5 .2 .3  ve rsch ränk t  qeschgph te l t ‚

Geze ig t  we rden  so l l ,

Q(x ‚ i )  = (Fh ) "1  (F ( x ) )

a )  Fü r  i 21
ve rsch ränk t  geschach te l t e  Fo rm :

(Fh ) ' ( x ) 1 i_B (x )
t hen  (Fh ) ' (F ( f ( x ) ) )
e lse  (Fh ) "1 (g ( x ) )
Li

(Fh ) ° ( x ) ll X

b )  I nsgesamt  g i l t  dann  f ü r  i e na t :

(Fh ) "1 (F (x ) )  = 1; 1*0
t hen  I f  B ( x )

n

c )  Se i  R (x ‚ i )  = (Fh ) "1 (F (x ) )

Dann  e rg ib t  s i ch  f ü r  R aus  ( b ) :

R(x ‚ i )  = 11 i #0
then  11_B(x )

t hen  R ( f ( x ) ,
e l se  11 i =1

then  g ( x )
e l se  R (h (g (x ) ) ,
Li

11

i +1 )

e rg i b t  d i e  Anwendung  des  Ope ra to r s

Ko r rek the i t sbewe i se
qeschach te l t e  Reku rs i on

Schach te lunqs t i e fe  n=2

daß d ie  f o l gende  G le i chung  g i l t :

(Fh ) “ ‘ 1  au f  d i e

(Fh ) ‘ *1 ( f ( x ) )
(Fh ) "1 (g ( x ) )

1 -1 )
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d )  Du rch  e i n fache  Umfo rmung  e rg ib t  s i ch :

R (x ‚ i )  = i f  i #0
then  ii wB(x )  gag i =1

then  g ( x )
e l se  R (  ii B ( x )

t hen  ( f ( x )  , i +1 )
e l se  (h (g ( x ) ) ‚  1—1)
Li

Li
e l se  x
Li

=>  R E Q
=> Q(x,1) = (Fh)°F(x) = t J

5 .2 .4  ve rsch ränk t  qeschach te l t ,  Schach te l unqs t i e fe  n>2

F*  : A H s tack  {h1 ‚ . . . ‚ h „ }  ——> A
F* (x ‚ ( h11 ‚ . . . ‚ h „ ) )  :== F (h ‚1 ( . . . FTHa„ (F (x>
wobe i  h ‚ 1 ‚ . . . ‚ h „  de r  s t ack—Inha l t  i s t ,  m i t  h l r  a l s  t op—
Elemen t
F* ( x ‚  emp ty )  : =  F (x )

Der  Reku rs i onsve r l au f  von  F habe  f o l gende  S i t ua t i on  e rgeben :

F (x )  = F(Tn ‚_ ( . . . (F (h i „ (F ( y>

s r := (h i 1 ‚ . . . ‚ h „ )

Dann g i l t :  F * ( y ‚  s r )  = l )

a )  Se i  nun  B (y )  wah r ,  dann  g i l t :

F(x) Fth,1 . . . . .  (F (h „ (F (h1 . . . ( h „ (F ( f ( y>
F* ( f ( y ) ‚  s,. & h1  & . . .& I1 „ )

b )  Se i  nun  wBly )  wahr  und  k21 ,  dann  g i l t :

l )  F (h i 1 (F . . . (F (h i ‚ . . _1 (F (h „ ( f g ( y>
F* ( t op  s r (g ( y ) ) ‚  r es t  s , )

c )  Se i  nun  wB(y )  wah r  und  F (x )  = F(y ) ‚  d .h .  k=0 ‚  dann  g i l t :

F * ( y ‚  emp ty )  = F(y )  = g (y )
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Fo lg l i ch  g i l t  f ü r  Q de f i n i e r t  du rch :

f unc t  Q 5 (A x ,  s t ack  {h1 ‚ . . . ‚ h „ }  s x )  A :
11 B (x )
t hen  Q( f ( x ) ‚  s x  & h1  & . . .&  h “ )
e l se  li s x  # emp ty

t hen  Q( top  sx (g ( x ) ) ,  r es t  sx )
e l se  g ( x )

Q(x ‚emp ty )  = F(x )

5 .2 .5  l i nea r  ve rsch ränk t  qeschach te l t ,  Schach te l unqs t i e fe  n22

Der  Reku rs i onsve r l au f  habe  e ine  de r  f o l genden  S i t ua t i onen  erge—
ben :

Fa l l  1 t )  = h ‚1 (h1 '1 (F . . . ( h i „ ( h1 ' “ (F ( y>  f ü r  e i n  n21

Fa l l  2 F ( x )  = F(y )  m i t  y=x

Fa l l  3 F ( x )  = y

i=0  f ü r  Fa l l  2
i =1  f ü r  Fa l l  1 und  Fa l l  3

s = ( h i l r l )  & . . . . .  & (h i „ ‚ „ )  f ü r  Fa l l  1 ( d .h .  f a l l s  n20 )
s = emp ty  f ü r  Fa l l  2 und  Fa l l  3

Dann  g i l t  a l l geme in :  F ( x )  = F * ( y ‚ s ‚ i )

Ge l t e  nun  f ü r  F * ( y ‚ s ‚ i )

a ) i =0 ‚  dann  l i eg t  de r  Fa l l  2 vo r  ( x=y )
und  es  ge l t e  zusä t z l i ch

a l )  s = emp ty

811 )  B(y )  = t r ue
F* ( y ‚ s ‚ i )  = F(x )

= h1 ( f ( hz  . . . . .  h „ (F ( f ( x>
= F * ( f ( y ) ‚  s & (h1 ‚0 )  &

312)  B(y )  = f a l se
F* ( y ‚ s ‚ i )  = F ly )  = g (y )

a2)  s # emp ty  t r i t t  n i ch t  au f

. . .  & (h „ ‚ 0 ) ) ‚  1)
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b )  i =1 ,  dann  L ieg t  de r  Fa l l  1 ode r  Fa l l  3 vo r

b1 )  s = emp ty ,  d .h .  es  L i eg t  Fa l l  3 vo r

b l . )  8 ( y )  = t r ue
F* ( y ,emp ty ,1 )  = y = F(x )

b i z )  B (y )  = f a l se
w ie  b l l ,  d . h .  un te r  b1  ha t  de r  Wer t  B (x )  ke ine

Bedeu tung

b2 )  s # emp ty ,  d .h .  es  L i eg t  de r  a l l geme ine  Fa l l  1 vo r :

bz l )  B (y )  = t r ue
„ (> / ‚SA )  = 11 (h1 '1 (F . . . . h . „ ( h1 ' " (F ( y>

= h „ (h1 r  (F . . . . F (h ‚ „ ( h1 ' " ( h1 (F (k „  . . . . .  h „ (F ( f ( y>
= F* ( f ( y ) ,  r es t  s & ( t op1  s ,  t op2  s + 1 )

& (h „D )  & . . .  & (h „ ,D ) ,  1 )

b „ )  B t y )  = f a l se
F* (y , s ,1 )  = h „ (h1 "1 (F . . . h „ (h1 " ‘ (F ( y>  _

= h „ (h1 '1 (F . . . h ‚  l „ im . “  “ ' 1 (F (h „ (h l " " ( g ( y>
= F* (h ‚ k (h1 ’ “ ( g ( y ) ) ) ,  r es t  s ,  1 )

mi t  de r  H i l f s f unk t i on  H aus  dem Reku rs i onsmus te r  f ü r  Q
g i l t  dann :

h ,k (h1 " ‘ ( g ( y ) ) )  = t op1  s (H ( top ,  s ,  g ( y ) )

Die  ' 1 '  a l s  d r i t t es  A rgumen t  i s t  f ü r  kzz  k l a r ,  f ü r  k=1
g i l t :

F* (y , s ,1 )  = h „ (h1 '1 (F (y ) ) )
h i1 (h1 '1 (g ( y ) ) )  nach  Vo rausse t zung
F* (h i1 (h1 '1 (g ( y ) ) ) ,  empty, 1) nach De f i n i t i on  von F*

Dami t  i s t  geze ig t ,  daß  F *  exak t  dem Reku rs i onsmus te r  von  Q ge—
nüg t .

Da rübe rh inaus  g i l t :

F * ( x ,emp ty ,0 )  = F(x ) ,  wom i t  d i e  I den t i t ä t  & E F geze ig t  i s t .
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5 .3  Bewe i se  f ü r  d i e  kaskadena r t i qen  Mus te r

5 .3 .1  En t f l ech tunq ‚  Fak to r  n=2

Der  Bewe i s  f ü r  d i e  En t f l ech tung  e i ne r  kaskadena r t i gen  Reku rs i on
m i t  dem Fak to r  n=2  i s t  i n  dem Bewe is  5 .3 .2  f ü r  d i e  En t f l ech tung
e ine r  kaskadena r t i gen  Reku rs i on  m i t  dem Fak to r  nzz  en tha l t en .

5 .3 .2  En t f l ech tunq ,  Fak to r  n22

Es  se ien  f o l gende  De f i n i t i onen  gegeben :

I "  = { 1 ,  . . . . .  ‚ n }
M° = { xex  B (x )  = f a l se }
M1 = {xeA B(x) = t r ue  ==> V i € In  B (K ‘ ( x ) )  = f a l se }
Mr = {XEA v i :  I . . . 1  ->  In  V max" B<K” . . .K i  " ‘ (x ) )  = t r ue

==> B (kmk ‘1 . . . k ‘  " 1 ( x ) )  = f a l se }

n=D ==>  F * ( x ‚  52 )  = ( x ,  52 ,  H (x ) )
F (x )  = H(x )  = PI3  (F * ( x ‚  s z ) )

wobe i  P I3  d i e  3 .P ro jek t i on  se i .

n -1  =>  n V x € Mn

f a l l s  B (x )  = f a l se  w ie  n=0

fa l l s  B (x )  = t r ue :
f o l gende  Zusammenhänge  im  Reku rs i onsmus te r  von  F *  s i nd  o f f en -
s i ch t l i ch :

s r1  = sz
sz l  = s r l  i =1 ‚
s r1+1  = sz i  & z i  i =1 ‚ . . . ‚ n—1
y ,  = K ‚ ( x ) ‚  d . h .  Ri (y i )  = x
x ,  = K i ( x )

Da raus  e rg i b t  s i ch ,  daß  nach  Du rch lau f  des  t hen -Te i l s  g i l t :

52 “  = 32  & z1  & . . .  & z „_1

und  d ie  r e l evan te  d r i t t e  Komponen te  de r  t hen—Te i l—Berechnung
lau te t  desha lb :

ph i ( z l ‚ . . . ‚ z „_1 ‚  z " ,  E (x ) ) .

x‘ = K‘(x)  € M„.1 und deshalb g i l t :

21 = PI3  F * ( x „  s r l )  = F(x \ )  nach  I nduk t i onsvo rausse t zung
= F(K  ( x ) )

Se i t e  82



Kap i t e l  5 Kor rek the i t sbewe i se
kaskadena r t i qe  Reku rs i on

FoLg l i ch  e rg i b t  d i e  Be rechnung  des  t hen—Te i l s :

ph i (F (K1 (x ) ) ‚ . . . . . ‚ F (K " ( x ) ) ,  E ( x ) ) )  = t )

I s t  x n i ch t  E lemen t  aus  de r  Ve re in i gung  aLLeP  Mi m i t  os i sm ,  dann
haben  d ie  Reku rs i onsab lau fbäume  von  F und  F *  o f f ens i ch t l i ch
unend l i che  T ie fe ,  d .h .  F und  F *  t e rm in ie ren  n i ch t  be i  Anwendung
au f  x bzw .  ( x , emp ty ) .
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6 .  D ie  un fo l d / f o l d—Methode

6 .1  A l l geme ine  Besch re ibunq

Die  un fo l d / f o l d—Methode  wu rde  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l
[DaBu  77 ]  en tw i cke l t  und  d i en t  dazu  reku rs i ve  P rog ramme,  d i e  i n
Form von  Reku rs i onsg le i chungen  1 .0 rdnung  gesch r i eben  s i nd ,  i n
e f f i z i en te re  Fo rmen  zu  t r ans fo rm ie ren .  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l
g i ngen  davon  aus ,  daß  P rog rammie re r  zunächs t  ve rs tänd l i che  Pro—
gramme sch re iben ,  d i e  dann  du rch  Umformung i n  e f f i z i en te re
t r ans fo rm ie r t  we rden ,  j edoch  au f  Kos ten  de r  T ranspa renz .  Das
Prob lem dabe i  i s t ,  d i esen  P rozeß  sys tema t i sch  vo rnehmen  zu  kön—
nen ,  um j edes  reku rs i ve  P rog ramm au f  d i e  Mög l i chke i t  de r  E f f i—
z ienzs te i ge rung  du rch  T rans fo rma t i onsme thoden  un te r suchen  zu
können .

Ausgehend  von  e i nem P rog rammsys tem,  das  ve rsuch t  j eg l i che  Re—
kurs ion  du rch  e i ne  I t e ra t i on  zu  e r se t zen  und  u .a .  r edundan te  Be -
rechnungen  zu  e l im in i e ren ,  ve rsuch ten  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l
we i t e re  T rans fo rma t i onsschema ta  zu  f i nden ,  d i e  e i ne  E f f i z i enz—
s te ige rung  e rwa r ten  l assen .  D iese  Übe r l egungen  be ruhen  haup t—
säch l i ch  au f  seman t i schen  E igenscha f t en  de r  zu  t r ans fo rm ie renden
Prog ramme.  D iese  E igenscha f t en  l assen  s i ch  n i ch t  g rundsä t z l i ch
au toma t i sch  f es t s te l l en ,  sodaß  das  imp lemen t i e r t e  Sys tem von
Dar l i ng ton  und  Bu rs ta l l  ha lbau toma t i sch  f unk t i on ie r t ,  wobe i  ge—
wisse  An f ragen  an  den  Benu tze r  gemach t  we rden .  D ie  vom Benu tze r
gegebenen  I n fo rma t i onen  f üh ren  dann  zu  we i t e ren  T rans fo rma t i o—
nen ,  und  e i n i ge  Be i sp ie l e  ze igen ,  daß  d iese  Me thode  zum indes t
e in  gu te r  Ansa t z  da fü r  i s t ,  a l l geme ine  Me thoden  de r  E f f i z i enz—
s te ige rung  reku rs i ve r  Programme zu  en tw i cke ln .

Das  un fo l d / f o l d—Mode l l  be inha l t e t  ve r sch iedene  T rans fo rma t i ons—
r ege ln .  Zunächs t  — wie  de r  Name schon  sag t  - das  ' un fo l d i ng '  und
das  ' f o l d i ng ' .  'Un fo l d i ng '  bedeu te t  im  übe r t r agenen  S inne  das
'Expand ie ren '  e i ne r  Se i t e  e i ne r  Reku rs i onsg le i chung ,  ' f o l d i ng '
en tsp rechend  das  'Reduz ie ren ' .  D iese  A r t  de r  Reduk t i on  wu rde
auch  schon  von  Manna  und  Wa ld inge r  i n  i h re r  A rbe i t  übe r  P ro -
g rammsyn these  [MaWa 75 ]  unabhäng ig  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l
en tw i cke l t .  Auch  i n  spä te ren  Anwendungen  de r  un fo l d / f o l d  Metho—
de ,  2 .8 .  be i  L .  Schm i t z  [Schm 78 ] ,  w i r d  d i ese r  Vo rgang  un te r  dem
Begr i f f  P rog rammsyn these  we i t e ren tw i cke l t .  E i n i ge  d i ese r  Anwen—
dungsbe i sp ie l e  so l l en  j edoch  spä te r  noch  de ta i l l i e r t e r  besch r i e—
ben  we rden .
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Um d ie  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  en tw i cke l t en  T rans fo rma t i one—
a lgo r i t hmen  ve rs tänd l i ch  machen  zu  können ,  b rauchen  w i r  zunächs t
d i e  f o l genden  Beg r i f f sde f i n i t i onen ,  d i e  du rch  e i n  ansch l i eßendes
Be i sp ie l  ve rdeu t l i ch t  we rden  so l l en :

I ns tanz i i e runq .  Dabe i  w i rd  e i ne  Subs t i t u t i on  e i ne r  bes tehenden
G le i chung  e rzeug t ,  i ndem Wer te  e i ngese t z t  (Va r i ab len
ins tanz i i e r t )  we rden .

Expans ion  (Un fo ld i ng ) .  Henn E<=E'  und  F<=F '  G le i chungen  s i nd ,
und  e ine  I ns tanz  von  E i n  F '  au f t r i t t  , dann  e r se t z t  man  d ieses
Au f t r e ten  de r  I ns tanz  von  E du rch  d i e  en t sp rechende  I ns tanz  von
E ' ,  wo raus  s i ch  F "  e rg i b t ,  und  f üg t  d i e  G le i chung  F<=F"  den
b i she r  gegebenen  G le i chungen  h inzu .

Reduk t i on  (Fo ld i ng ) .  Henn  E<=E '  und  F<=F '  Gle i chungen  s i nd ,  und
e ine  I ns tanz  von  E '  i n  F '  au f t r i t t  , dann  e r se t z t  man d ieses
Au f t r e ten  e i ne r  I ns tanz  von  E '  du rch  d i e  en t sp rechende  I ns tanz
von  E ,  wo raus  s i ch  F "  e rg i b t ,  und  f üg t  d i e  G le i chung  F<=F"  den
b i she r  gegebenen  G le i chungen  h inzu .

Def i n i t i onen .  H ie rbe i  w i rd  e i ne  neue  Reku rs i onsg le i chung  e inge—
füh r t ,  de ren  l i nke  Se i t e  ke ine r  I ns tanz  e i ne r  l i n ken  Se i t e
i r gende ine r  vo rhe rgehenden  G le i chung  i s t .

Abs t rak t i on .  H ie rbe i  w i rd  e i ne  where—Clause e i nge füh r t  du rch  Ab—
le i t ung  e i ne r  neuen  G le i chung  aus  e i ne r  vo rhe rgehenden .
Aus  E<=E '  e rhä l t  man :

E<=E ' (u1 /F1 , . . . , u „ /F „ )  whe re  <u1 , . . . , u „>  = (F i , . . . , F „>

Gese tze .  G le i chungen  können  t r ans fo rm ie r t  we rden ,  i ndem spez ie l—
le  ma thema t i sche  Gese tze  w ie  Assoz ia t i v i t ä t ,  Kommuta t i v i t ä t  usw .
angewende t  we rden .

Die  e r s ten  d re i  und  d i e  l e t z t en  be iden  T rans fo rma t i onen  s i nd
e in fach  zu  mechan i s i e ren .  Led ig l i ch  d i e  v i e r t e  Mög l i chke i t  b i r g t
e i n i ge  H inde rn i sse .  H ie r i n  l i eg t  de r  e i gen t l i ch  heu r i s t i s che
Te i l  de r  un fo l d / f o l d—Methode ,  de r  vom Benu tze r  un te r s tü t z t  wer—
den  muß ,  obg le i ch  auch  d i e  Re ihen fo l ge  de r  Anwendung  a l l e r  (an—
deren )  T rans fo rma t i onssch r i t t e  heu r i s t i s ch  ges teue r t  w i r d .  D ie
Erzeugung  e ine r  so l chen  De f i n i t i on  kann  auch  n i ch t  g l e i chgese t z t
werden  m i t  e i ne r  T rans fo rma t i on  im  üb l i chen  S inne ,  sonde rn  w i rd
mehr im  S inne  e i ne r  H i l f sg l e i chung  benu tz t .
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E in  Be i sp ie l ,  i n  dem a l l e  d i ese  Sch r i t t e  ( b i s  au f  d i e  Anwendung
a lgeb ra i sche r  Gese tze )  vo rkommen ,  i s t  d i e  T rans fo rma t i on  e i nes
e in fachen  Reku rs i onsschemas  f ü r  d i e  Be rechnung  de r  F i bonacc i zah—
l en .

1 .  f (O )  <=  1
2 .  f ( 1 )  <= 1
3 .  f ( x+2 )  <=  f ( x+1 )  + f ( x )  gegeben

4 .  g ( x )  <=  < f ( x+1 ) ,  f ( x )>  De f i n i t i on  (eu reka )
5 .  g (D )  <=  < f (1 ) ,  f (D )>  I ns tanz i i e rung  von  4

<=  <1 ,1>  Expans ion  m i t  1 und  2
6 .  g ( x+1 )  <= < f ( x+2 ) ,  f ( x+1 )>  I ns tanz i i e rung  von  4

<= < f ( x+1 )  + f ( x ) ,  f ( x+1 )>  Expans ion  m i t  3
<=  <u+v ,u>  whe re

<u ,v>=< f ( x+1 ) ,  f ( x ) )  Abs t rak t i on
<== <u+v ,u>  whe re  <u , v>=g (x )  Reduk t i on  m i t  4

? .  f ( x+2 )  <=  u+v  whe re
<u ,v>=< f ( x+1 ) ,  f ( x ) )  Abs t rak t i on  von  3

<=  u+v  whe re  <u , v>=g (x )  Reduk t i on  m i t  4

Die  neue  De f i n i t i on  de r  Be rechnung  de r  F i bonacc i zah len  s i eh t  nun
w ie  f o l g t  aus :

f (D )  <=  1
f ( 1 )  <=  1 *
f ( x+2 )  <=  u+v  whe re  <u , v>=g (x )
g (D )  —<= <1 ,1>
g (x+1 )  <=  <u+v ,u>  whe re  <u , v>=g (x )

Nach  d iese r  De f i n i t i on  l assen  s i ch  d i e  F ibonacc i zah len  i n  e i ne r
Ze i t  be rechnen ,  d i e  l i nea r  m i t  x wächs t  und  n i ch t  meh r  ex—
ponen t i e l l .

Fü r  d i e  Anwendungss t ra teg ie  de r  oben  genann ten  Rege ln  (T rans—
f o rma t i onssch r i t t e )  geben  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  (DaBu 77 )  zu—
nächs t  e i nen  Grunda lgo r i t hmus  an ,  de r  dann  un te r  Verwendung de r
E rgebn i sse  e i n i ge r  Tes t l äu fe  we i t e ren tw i cke l t  w i r d .

A lgo r i t hmus  1 (G runda lgo r i t hmus )

1 .  S te l l e  a l l e  no twend igen  De f i n i t i onen  au f .
2 .  B i l de  I ns tanzen .
3 .  Expand ie re  j ede  I ns tanz  w iede rho l t .
4 .  Nach  j ede r  Expans ion  ve rsuche  a lgeb ra i sche  Gese tze  (w ie

Assoz ia t i v i t ä t ,  Kommuta t i v i t ä t  usw . )  anzuwenden  und  whe re
— Abs t rak t i onen  du rchzu füh ren .

5 .  Reduz ie re  w iede rho l t .
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Wie an  d i esem A lgo r i t hmus  deu t l i ch  w i rd ,  s i nd  das  Expand ie ren
und  das  Reduz ie ren  zunächs t  d i e  e i nz i gen  vo l l s t änd ig
mechan i s i e rba ren  Sch r i t t e .  D ie  Sch r i t t e  1 und  2 se t z t  man im
a l l geme inen  vo raus .  Es  b l e i b t  a l so  Sch r i t t  4 au f  Mechan i s i e rba r -
ke i t  zu  un te r suchen .  D ie  unk la ren  (n i ch t—mechan i s i e rba ren )  S te l—
len  we rden  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  m i t  ' eu reka '  gekennze i ch—
ne t ,  was  sov ie l  he iß t  w ie  ' i ch  hab ' s  ge funden ' .  Dam i t  w i rd  ange—
deu te t ,  we l che  H i l f es te l l ung  de r  Benu tze r  dem Sys tem e ins twe i l en
geben  muß .

Be im Expe r imen t i e ren  m i t  Anwendungss t ra teg ien  f ü r  d i e  Trans—
fo rma t i ons rege ln  mach ten  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  e i n i ge  h i l f r e i -
che  Beobach tungen ,  d i e  s i e  f ü r  e i ne  e f f ek t i ve re  Fassung  i h res
Grunda lgo r i t hmus  nu t z ten :

a )  Fas t  a l l e  op t im ie renden  T rans fo rma t i onen  bes tehen  aus  e i ne r
Re ihe  von  Expans ionen ,  Umfo rmungen  und  ansch l i eßenden  Reduk—
t ionen ,

b )  D ie  Anwendung  a lgeb ra i sche r  Gese tze  und  de r  whe re  — Abs t rak—
t i onen  kann  no rma le rwe i se  zu rückgeha l t en  we rden  b i s  d i r ek t
vo r  e i nen  Reduk t i onssch r i t t .

Komb in ie r t  man d ie  Anwendung a l l geme ine r  Gese tze  und  d i e  whe re  —
Abs t rak t i onen  m i t  dem Reduk t i onsp rozeß ,  d .h .  wende t  man  s i e  nu r
an ,  wenn  dam i t  s i che r  d i e  Vo rausse t zung  f ü r  e i ne  Reduk t i on  gem
scha f f en  w i rd  ( f o r ced  f o l d i ng ) ,  so  spa r t  man  s i ch  e i n i ge  unnö t i—
ge  Ve rsuche .  Da raus  e rg i b t  s i ch  de r  zwe i t e  A lgo r i t hmus :

A lgo r i t hmus  2 (1 .  e rwe i t e r t e  Fassung  des  Grunda lgo r i t hmus )

1 .  S te l l e  a l l e  no twend igen  De f i n i t i onen  au f .
2 .  B i l de  I ns tanzen .
3 .  Füh re  e i ne  Expans ion  ode r  e i ne  Umfo rmung  du rch .

W iede rho le  d i esen  Sch r i t t  be l i eb ig  o f t .
4 .  Füh re  e i ne  be l i eb ige  e r zwungene  Reduk t i on  du rch .

H iede rho le  Sch r i t t  4 so lange  b i s  ke ine  Reduk t i on  mehr  mög—
l i ch  i s t .

E ine  we i t e re  Beobach tung  f üh r t  zum d r i t t en  A lgo r i t hmus :

c )  f a l l s  s i che r  i s t ,  daß  das  gegebene  G le i chungssys tem n i ch t
une ingesch ränk t  expand ie r t  we rden  kann ,  kann  das  Reduz ie ren
zu rückges te l l t  we rden ,  b i s  a l l e  mög l i chen  Expans ionen  gemach t
wo rden  s i nd .
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Algor i thmus  3 ( 2 .  e rwe i te r te  Fassung  des  Grunda lgor i thmus ' )

1 .  S te l l e  a l l e  no twend igen  De f in i t ionen  au f .
2 .  B i lde  Ins tanzen .
3 .  Expand ie re  j ede  G le ichung  b is  ke ine  we i te re  Expans ion  mehr

mögl ich  i s t .
4 .  Für  j ede  Ins tanz  e iner  G le ichung ,  d ie  ve rbesser t  werden

so l l
a )  expand ie re  so lange  b is  ke ine  Expans ion  mehr  mög l ich

is t ,
b )  fo rme  um (a l lgeme ine  Gese tze  , where  — Abst rak t ionen)

und gehe zu  Schr i t t  c oder  Schr i t t  3 ,
c )  führe  i rgende ine  be l i eb ige  e rzwungene  Redukt ion  durch ,

wiederho le  Schr i t t  c so lange  b is  ke ine  Redukt ion  mehr
mögl ich  i s t .

D iese  be iden  zu le t z t  genannten  A lgor i thmen  s ind  von Dar l ing ton
und Burs ta l l  i n  e inem System imp lement ie r t  worden [DaBu  76 ] .  Auf
d iesem Stand  der  En tw ick lung  wurden dem Benutzer  noch fo lgende
Angaben  abver lang t :

a )  L is te  der  G le ichungen  mi t  a l l en  no twend igen  De f in i t ionen
(eurekas ) ,

b )  Re levan te  Umformungsgese tze ,
c )  L is te  a l l e r  gee igne ten  Ins tanzen  l inker  Se i ten  von Gleichun—

gen ,  au f  denen das System arbe i ten  so l l .

Für  d ie  zukünf t ige  En tw ick lung  des  Sys tems  sahen  Dar l ing ton  und
Burs ta l l  a ls  w ich t igs ten  Punk t  d ie  Automat is ie rung  der  E rzeugung
neuer  De f in i t ionen .  E ine  Idee  zur  Lösung d ieses  Problems is t  d ie
Gener ie rung  des  Berechnungsraumes  durch  a l l e  G le ichungen  b is  au f
e ine  bes t immte  S tu fe  und  e in  ansch l ießender  Verg le ich  von  Knoten
d ieses  Baumes. Herden  verg le ichbare  Knoten  d ieses  Baumes ge fun -
den ,  so w i rd  nach e iner  Subs t i tu t ion  gesucht ,  d ie  angewandt au f
den im Baum we i te r  un ten  s tehenden  Knoten  den der  Wurze l  näheren
erg ib t  (zum Verg le ich  s iehe  das  System ZAP [Fea t  79 ] ) .

B isher  en thä l t  das  System led ig l i ch  e ine  Matchrout ine ,  d ie  über—
prü f t ,  ob  e ine  Redukt ion  durchge führ t  werden  kann .  D iese  ve r -
g le ich t  zwei  Ausdrücke und versucht  e ine  Subs t i tu t ion  zu f inden ,
d ie  den  e inen  Ausdruck  in  den  anderen  über führ t .  Dabe i  i s t  un te r
anderem e ingesch lossen  das  Erkennen  des  Sch lusses  von  n au f  n+1 ,
das  Erkennen  von  Formen ,  d ie  durch  d ie  Anwendung des  Assoz ia t i v—
bzw.  Kommuta t ivgese tzes  ine inander  über führbar  s ind ,  sowie  das
Matchen  von  where  — Abst rak t ionen .

Ferner  so l l t en  s ich  zukünf t ige  Unte rsuchungen  des  Sys tems  darau f
r i ch ten ,  den  Matcher  so  zu  e rwe i te rn ,  daß  e r  au tomat isch  H i l f s -
funk t ionen  e rzeugt .
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E ine  de r  i n t e ressan tes ten  Fäh igke i t en  des  Sys tems  i s t  das  Kon—
ver t i e ren  e i ne r  Reku rs i on  i n  e i ne  i t e ra t i ve  Form ( s i ehe  Be i sp ie l
— Trans fo rma t i on  de r  Be rechnung  de r  F i bonacc i zah len ) .

E ine  Menge  von  Funk t i onsde f i n i t i onen  f 1 ‚ . . . , f ‚  he iß t  i t e ra t i v ,
wenn  f ü r  j ede  G le i chung  f ‚ ( x1 , . . . ‚ x „ )<=E  en twede r  E ke in  f I  en t—
hä l t ,  ode r  s i e  d i e  Fo rm f k (E1 , . . . ,E „ )  ha t  und  E1 , . . ,En  ke in  f I
en thä l t ,  ode r  e i n  bed ing te r  Ausd ruck  vo r l i eg t ,  dessen  A l t e rna t i—
ven  e ine r  d i ese r  Fo rmen  en t sp rechen .  Jede  i t e ra t i ve  De f i n i t i on
läß t  s i ch  t r i v i a l e rwe i se  a l s  Sch le i f e  sch re iben .

Das Sys tem von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  kann  d i e  T rans fo rma t i on
e ine r  r eku rs i ven  i n  e i ne  i t e ra t i ve  Fo rm n i ch t  au toma t i sch  du rch -
f üh ren ,  da  be i  j edem Sch r i t t  e i ne  neue  De f i n i t i on  e i nge füh r t
we rden  muß .  A l l e  De f i n i t i onen  haben  abe r  e i n  ähn l i ches  Mus te r
und  s i nd  Ve ra l l geme ine rungen  de r  u r sp rüng l i chen  Funk t i onsg le i -
chungen .

A ls  Be i sp ie l  be t rach te  man d ie  Ve ra l l geme ine rung  de r  Faku l t ä t s—
f unk t i on .
Gegeben  se i  d i e  f o l gende  De f i n i t i on :

1 .  f ac t (D )  <=  1
2 .  f ac t (n+1 )  <=  (n+1 )  * f ac t ( n )

E inge füh r t  we rden  so l l  du rch  Ve ra l l geme ine rung  von  n+1  au f  n
e ine  neue  Funk t i on  f :

3 .  f ( n ,u )  <=  u * f ac t ( n )  De f i n i t i on  (eu reka )
4 .  f (D ‚u )  <=  u i ns tanz i i e re ,  expand ie re
5 .  f ( n+1 ,u )  <=  u * ( ( n+1 )  * f ac t ( n ) )  i ns tanz i i e re ,  expand ie re

<=  f ( n ,u  * ( n+1 ) )  Assoz ia t i v i t ä t  von  *
und  Reduk t i on  m i t  3

6 .  f ac t (n+1 )  <=  f ( n ,n+1  ) Reduk t i on  von  2 un te r
Ve rwendung  von  3

D ie  De f i n i t i on ,  d i e  s i ch  aus  1 ,6 ,4  und  5 zusammense tz t ,  i s t
i t e ra t i v .

Um e ine  noch  kü rze re  De f i n i t i on  zu  e rha l t en ,  müß te  man  G le i chung
1 und  6 du rch  f ac t (n )  <=  f ( n ‚ 1 )  e r se t zen .  Dazu  b rauch t  man  e ine
zusä t z l i che  Rege l ,  d i e  von  den  Au to ren  a l s  'Rede f i n i t i ons rege l '
beze i chne t  w i rd .
Diese  Rede f i n i t i ons rege l  e r l aub t  im  wesen t l i chen  d i e  Umkehrung
unse re r  b i she r i gen  T rans fo rma t i onen .

Be i sp ie l :  Haben  w i r  d i e  f o l gende  De f i n i t i on :

f (D )  <=  0
f ( n+1 )  <=  f ( n ) ,

dann  wä re  e i ne  e i n fache re  Fo rm:

f ( n )  <=  0 .
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D iese  i s t  j edoch  n i ch t  m i t  den  b i she r  mög l i chen  T rans fo rma t i ons -
rege ln  zu  e r re i chen ,  sonde rn  e r f o rde r t  e i ne  Umkeh rung  dessen ,
e ine  Rede f i n i t i on .  Imp lemen t i e r t  wu rde  d i ese  Rege l  von  Dar—
l i ng ton  und  Bu rs ta l l  n i ch t .

Anmerkung .
Bezüg l i ch  de r  Nu tzung  de r  Ve ra l l geme ine rung  m i t  en tgegengese tz—
te r  I n ten t i on ,  d .h .  zu r  T rans fo rma t i on  i t e ra t i ve r  i n  r eku rs i ve
Formen ,  se i  au f  Boye r /Moo re  [BoMo 75 ] ,  Moo re  [Moo r  75 ]  und  Aub in
[Aub i  75 ]  ve rw iesen .

A l s  noch  o f f ene  P rob leme ,  d i e  zu  we i t e ren  Un te rsuchungen  An laß
geben ,  f o rmu l i e r t en  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  1976  im  Ansch luß  an
i h re  A rbe i t  d i e  f o l genden  F ragen :

1 .  G ib t  es  i r gendwe l che  f o rma len  Cha rak te r i s i e rungen  f ü r  d i e
K lasse  von  P rog rammverbesse rungen  (E f f i z i enzs te i ge rungen ) ,
d i e  unse re  T rans fo rma t i onen  umsch l i eßen?

2 .  We lches  s i nd  no twend ige  und  we l ches  h i n re i chende  Bed ingungen
da fü r ,  daß  unse re  T rans fo rma t i onen  e ine  E f f i z i enzs te i ge rung
e rzeugen?
G ib t  es  e i nen  a l l geme inen  Bewe is?

I h re  we i t e ren  Be t rach tungen  wo l l t en  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  kon—
zen t r i e ren  au f  d i e  Mechan i s i e rung  de r  Ve ra l l geme ine rung  a l t e r
De f i n i t i onen  zu  neuen  und  au f  das  P rob lem,  das  aus  de r  S t ruk tu—
r i e rung  de r  Op t im ie rung  g roße r  P rog ramme fo l g t .

D ie  me i s ten  Anwendungsbe i sp ie l e  de r  un fo l d / f o l d—Methode  s i nd  i n
Zusammenhang m i t  dem Beg r i f f  P rog rammsyn these  zu  f i nden .

Unte r  P rog rammsyn these  können  w i r  d i e  Übe r t r agung  e ine r  gegebe—
nen  abs t rak ten  Spez i f i ka t i on  i n  e i ne  konk re te  Be rechnungss t ruk—
t u r  ve rs tehen .

Dar l i ng ton  benu tz te  d i ese  Techn i k  z .B . ,  um aus  e i ne r  abs t rak ten
Def i n i t i on  f ü r  das  So r t i e ren  meh re re  ve rsch iedenen  konk re te
Sor t i e ra l go r i t hmen  abzu le i t en  [Da r l  76 ] ,  Schm i t z  [Schm 78 ]  dage -
gen  en tw i cke l t e  au f  ähn l i che  We ise  meh re re  ve rsch iedene  konk re te
A lgo r i t hmen  zu r  Be rechnung  de r  t r ans i t i ven  Hü l l e  e i ne r  Re la t i on .

Zu r  E rgänzung  we rden  d iese  und  e i n i ge  we i t e re  Be i sp ie l e  f ü r  d i e
Anwendungsmög l i chke i t en  de r  un fo l d / f o l d—Methode  i n  den  f o l genden
Abschn i t t en  be t rach te t ,  und  d i e  a l l geme inen  Besch re ibungen  sol—
len  an  d i ese r  S te l l e  zunächs t  abgesch lossen  se in .
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6 .2  Be t rach tungen  und  Be i sp ie l e  zu r  un fo l d / f o l d—Methode  nach
Mar t i n  S .  Fea the r

Mar t i n  S .  Fea the r  be t rach te te  d i e  un fo l d / f o l d—Methode  1979  au f
e ine r  b re i t en  Ebene  und  en tw i cke l t e  das  ZAP—
Trans fo rma t i onssys tem [Fea t  79 ] .  E r  bea rbe i t e te  dam i t  meh re re
n i ch te t r i v i a l e  P rog ramme,  um d ie  i n t e ressan tes ten  und  w i ch t i g—
s ten  Ges i ch t spunk te  e i nes  a l l geme inen  T rans fo rma t i onssys tems
da rzus te l l en .
I n  se ine r  A rbe i t  'A  Sys tem fo r  P rog ram T rans fo rma t i on '  s t e l l t  e r
gu t  l esba re  P rog ramme m i t  e i ne r  modu la ren  S t ruk tu r  e f f i z i en ten ,
abe r  unübe rs i ch t l i chen  P rog rammen  gegenübe r .  D ie  Phasen t rennung
be i  de r  P rog rammen tw i ck l ung  w i rd  i n  Abschn i t t  6 . 2 .1  anhand  des
Te leg rammprob lems  au fgeze ig t .  I n  de r  e r s ten  Phase  w i rd  e i n
l esba res  j edoch  une f f i z i en tes  P rog ramm gesch r i eben ,  das  soge—
nann te  P ro top roq ramm,  i n  de r  zwe i t en  w i rd  d i eses  i n  e i n  e f f i—
z ien te res  t r ans fo rm ie r t ,  wobe i  d i e  Ko r rek the i t  e rha l t en  b l e i b t
( bezüg l i ch  de r  Ko r rek the i t  von  T rans fo rma t i onen  un te r  Anwendung
de r  un fo l d / f o l d—Methode  s i ehe  [Ko t t  82 ] ) .

Die  Imp lemen t i e rung  von  P ro top rog rammen  i s t  im  a l l geme inen  n i ch t
e i ndeu t i g  i n  dem S inne ,  daß  meh re re  ve rsch iedene  e f f i z i en te re
P rog ramme da raus  abge le i t e t  we rden  können  ( s i ehe  P rog rammsyn the—
se  von  So r t i e rp rog rammen  be i  Da r l i ng ton  [Da r l  76 ] ) .  E in  we i t e re r
Punk t ,  de r  be i  de r  En tw i ck l ung  e i nes  de ra r t i gen  T rans fo rma t i ons -
sys tems  be rücks i ch t i g t  we rden  so l l t e ,  i s t ,  daß  f ü r  d i e  T rans fo r—
mat i on  n i ch t  meh r  A rbe i t  au fgewende t  we rden  so l l t e  a l s  f ü r  das
so fo r t i ge  Sch re iben  e i nes  e f f i z i en ten  P rog ramms  nö t i g  wä re .

A l l e  Programme we rden  von  Fea the r  i n  de r  von  Da r l i ng ton  und
Burs ta l l  en tw i cke l t en  Sp rache  NPL gesch r i eben  [Bu rs t  77 ] .  D iese
Sp rache  i s t  r e i n  f unk t i ona l ,  d .h .  s i e  ze i chne t  s i ch  dadu rch  aus ,
daß  a l l e  i h re  Ob jek te  e i nen  Wer t  l i e f e rn ,  s i e  ke ine  Zuwe i sungen
und  Se i t ene f f ek te  en thä l t  und  de r  G rundp rog rammie rmodus  reku rs i v
i s t ,  was  zu  e i ne r  k l a ren  und  ko r rek ten  P rog rammie rung  be i t r agen
so l l .
D ie  ge fo rde r t e  Modu la r i t ä t  dc r  P ro top rog ramme d ien t  de r  e i n fa—
chen  Au fspa l t ung  des  Gesamtp rob lems  i n  Te i l p rob leme  ( s i ehe  Te le—
grammprob lem,  Kap .  6 .2 .1 ) ,  d i e  s imu l t an  bea rbe i t e t  we rden  kön—
nen .

Das ZAP—Prog rammt rans fo rma t i onssys tem von  Fea the r  i s t  e i ne  Er—
we i te rung  des  Sys tems  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l .  Es  en t s tand
aus  de r  Mo t i va t i on ,  d i e  t r ans fo rma to r i sche  Me thodo log ie  zu  te—
s ten  und  P rob leme  au f zudecken ,  d i e  s i ch  aus  de r  zunehmenden  Grö—
ße  von  P rog rammen  e rgeben .  Abgesehen  vom Te leg rammprob lem wu rden
e in  k l e i ne r  Comp i l e r  und  e i n  Tex t f o rma t i e re r  sow ie  v i e l e  k l e i ne—
r e  Be i sp ie l p rog ramme t rans fo rm ie r t .

Unte rsuch t  und  besch r i eben  wu rden  von  Fea the r  un te r  ande rem de r
Grad  de r  Au toma t i on ,  d .h .  de r  Umfang ,  i n  dem das  Sys tem ver—
such t ,  d i e  T rans fo rma t i onen  zu  au toma t i s i e ren ,  d i e  zug runde l i e—
genden  T rans fo rma t i ons— bzw .  Man ipu la t i onsme thoden ,  d i e  S t ruk tu—
r ie rung  de r  T rans fo rma t i onsphase ,  d i e  Kommandosp rache  und  e i ne
gebau te  S tanda rdwer t—Genera to ren  (De fau l t—Genera to ren ,  s i ehe
Kap .  6 .2 .4 )
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E in  Ve rg le i ch  des  Au toma t i onsg rades  ze ig t ,  daß  das  von  Hanna  und
Wald inge r  1977  imp lemen t i e r t e  DEDALUS—System [MaWa 77 ]  vo l l kom—
men  au toma t i sch  l äu f t ,  dabe i  j edoch  seh r  r es t r i k t i v  bezüg l i ch
de r  zu läss igen  Spez i f i ka t i onen  i s t .  Das  Sys tem von  Da r l i ng ton
und  Bu rs ta l l  [DaBu  76 ]  a rbe i t e t  m i t  ge r i nge r  Benu tze run te r s tü t -
zung ,  w i rd  j edoch  unhand l i ch  be i  g röße ren  P rog rammen ,  da  de r  Be -
nu tze r  übe rhäu f t  w i r d  m i t  e i ne r  V ie l zah l  von  En tsche idungen ,  d i e
e ine  gu te  Kenn tn i s  des  T rans fo rma t i onsp rozesses  vo rausse t zen .
Das von  Baue r  e t  a l .  1977  ausgea rbe i t e te  CIP—System [BPPW 77 ]
wi rd  vo l l s t änd ig  vom Benu tze r  ges teue r t ,  som i t  w i r d  auch  h i e r
de r  Benu tze r  zum indes t  be i  g röße ren  P rog rammen  l e i ch t  übe r l a—
s te t .  Und  das  ZAP—Sys tem i s t  zw i schen  d iesen  Ex t remen  e inzuo rd—
nen ,  da  de r  Benu tze r  zwa r  an  e i n i gen  S te l l en  e i ng re i f en  muß ,  d i e
Anzah l  d i ese r  H i l f es te l l ungen  abe r  so  ge r i ng  w ie  mög l i ch  geha l -
t en  w i rd .
Dies  w i rd  e i ne rse i t s  e r re i ch t ,  i ndem au f  de r  Benu tze rebene  nu r
g röße re  T rans fo rma t i onssch r i t t e  deu t l i ch  we rden ,  d i e  im  Grunde
aus  l angen  Fo lgen  e i nze lne r  Man ipu la t i onen  bes tehen ,  und  som i t
de r  Benu tze r  n i ch t  unnö t i g  m i t  de ta i l l i e r t en  Spez i f i ka t i onen  be -
l as te t  w i rd .  Ande re rse i t s  s t e l l t  das  Sys tem sogenann te  De fau l t—
Genera to ren  zu r  Ve r fügung ,  d i e  de r  Benu tze r  au f ru fen  kann ,  wenn
e r  de r  Ans i ch t  i s t ,  daß  d ie  nächs ten  T rans fo rma t i onssch r i t t e
e in fach  genug  s i nd ,  um au toma t i sch  i n  Ang r i f f  genommen  we rden  zu
können .

6 .2 .1  Das  Te leg rammprob lem

Mar t i n  S .  Fea the r  g r i f f  197?  d i e  un fo l d / f o l d—Methode  au f ,  um s i e
au f  das  Te leg rammprob lem anzuwenden .
D ie  Sp rache ,  i n  de r  e r  das  Te leg rammprob lem fo rmu l i e r t e ,  i s t ,
wie  be re i t s  e rwähn t ,  NPL .  S ie  benu tz t  Reku rs i onsg le i chungen ,  um
Ausd rücke  zu  be rechnen .  Dabe i  d i enen  d ie  l i n ken  Se i t en  a l s  Mu—
ste r ,  um A rgumen te  zu  ve rg le i chen  und  Va r i ab len  zu  b i nden  und ,
f a l l s  d i es  e r f o l g re i ch  wa r ,  nach  de r  r ech ten  Se i t e  auszuwer ten .
Fea the r  ve rwende t  das  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  1976  en t -
w i cke l t e  und  imp lemen t i e r t e  T rans fo rma t i onssys tem,  das  d i e  d re i
Haup tsch r i t t e  Expand ie ren  (un fo l d i ng ) ,  Reduz ie ren  ( f o l d i ng )  und
Anwendung re l evan te r  a l geb ra i sche r  Gese tze  en thä l t .

Das  Te leg rammprob lem,  das  u r sp rüng l i ch  von  Hende rson  und  Snowdon
[HeSn  72 ]  a l s  P rog rammie rübung  gedach t  wa r ,  w i r d  w ie  f o l g t
spez i f i z i e r t :

Es  so l l  e i ne  Anzah l  von  Te leg rammen  ve ra rbe i t e t  we rden .  D iese
Te leg ramme s ind  a l s  E ingabe  i n  Fo rm  e ines  Mus te r s  aus  Buch—
staben ,  Z i f f e rn  und  Lee rze i chen  ve r f ügba r .  D ie  e i nze lnen  Wör—
te r  de r  Te leg ramme we rden  von  e i ne r  Re ihe  von  Lee rze i chen  ge -
t r enn t ,  und  j edes  Te leg ramm sch l i eß t  m i t  dem Wor t  "ZZZZ" .  Die
Fo lge  de r  zu  bea rbe i t enden  Te leg ramme w i rd  beende t  m i t  dem
l ee ren  Te leg ramm,  d .h .  e i nem Te leg ramm ohne  Wör te r .
Bes t immt  we rden  so l l  f ü r  j edes  Te leg ramm d ie  Anzah l  de r  anzu—
rechnenden  Wör te r ,  wobe i  das  absch l i eßende  Wor t  " 2222 "  n i ch t
gebüh renp f l i ch t i g  i s t  und  Wör te r  m i t  meh r  a l s  12  Buchs taben
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a l s  übe r l ang  be t rach te t  we rden .
Das  E rgebn i s  de r  gesamten  Ve ra rbe i t ung  so l l  e i ne  o rden t l i ch
au fbe re i t e te  L i s t e  de r  Te leg ramme se in ,  j edes  ve rsehen  m i t
se ine r  Wor tanzah l  und  e i ne r  M i t t e i l ung  da rübe r ,  ob  Übe r l ange
Wör te r  au f t r e ten ,  und  f a l l s  j a ,  w iev i e l e .

Um den  Umfang de r  Bea rbe i t ung  n i ch t  unnö t i g  zu  ve rg röße rn ,  ver—
z ich te t  Fea the r  au f  d i e  o rden t l i che  Au fbe re i t ung  und  f o rde r t  a l s
Ergebn i s  l ed ig l i ch  e i ne  L i s t e  de r  Te leg ramme m i t  de r  en t sp re—
chenden  S ta t i s t i k .

Be i  de r  Spez i f i ka t i on  we rden  zunächs t  a l l e  Da ten t ypde f i n i t i onen ,
dann  a l l e  Funk t i onsde f i n i t i onen  und  sch l i eß l i ch  a l l e  e r f o rde r l i—
chen  Reku rs i onsg le i chungen  angegeben .
De r  Gesamtp rozeß  beg inn t  m i t  dem Au f ru f  de r  Funk t i on
GETMESSAGES und  kann  du rch  f o l gendes  S t ruk tu rd i ag ramm da rge—
ste l l t  we rden :

GETMESSAGES

/ \

GETTELS MESSAGESOF

/ I \ I
TELSOF WORDSOF FLATTEN MESSOF

I I I
FTE FWO STATSOF

f i r s t  f i r s t  / \
t e l eg ram word

CHARGE OKwL ove r l eng th  o f
some  wo rd

| of  a l i s t

OKw ove r l eng th
o f  one

| spec ia l  word

LENGTH

Die  Spez i f i ka t i on  von  Fea the r  en t sp r i ch t  e i ne r  l esba ren ,  abe r
seh r  i ne f f i z i en ten  Lösung  des  P rob lems .  Um e inen  e f f i z i en te ren
Ab lau f  zu  e r re i chen ,  g i b t  es  zunächs t  zwe i  Mög l i chke i t en .
Die  e r s te  be t r i f f t  d i e  E inbe t t ung  zwe ie r  ode r  meh re re r  Funk t i o—
nen  i n  e i ne  umfassende re .  Dabe i  w i rd  ve rsuch t  d i ese  Funk t i onen
zu  komb in ie ren ,  d .h .  e i ne  neue  Funk t i on  zu  f i nden ,  f ü r  d i e  e i ne
reku rs i ve  De f i n i t i on  angeze ig t  i s t .  D iesen  T rans fo rma t i onsp rozeß
nenn t  Fea the r  COMBIN ING.
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D ie  zwe i te  Mög l ichke i t  be t r i f f t  ve rsch iedene  Funk t ionen ,  d ie
jedoch  d ie  g le ichen  Argumente  benutzen .  D ieser  T rans format ions—
prozeß  w i rd  TUPL ING genannt  und  verb inde t  zwe i  Funk t ionen  so ,
daß  s ie  g le ichze i t ig  berechne t  werden  können .

Um nun  d iese  be iden  Mög l ichke i ten  der  T rans format ion  gee igne t
anwenden  zu  können ,  i s t  e ine  S t ra teg ie  zur  S t ruk tur ie rung  s inn—
vol l .  Zu  d iesem Zweck  w i rd  das  Gesamtprob lem in  Te i lp rob leme
zer leg t ,  d ie  ind iv idue l l  i n  Angr i f f  genommen werden können und
spä te r  w ieder  zu  e iner  Gesamt lösung  zusammengese tz t  werden .  Da—
mi t  so l l  d ie  S teuerung  fü r  den  Benutzer  e r l e ich te r t  werden ,  d .h .
der  Benutzer  g ib t  d ie  De f in i t ionen  ( in  der  Termino log ie  von Dar—
l i ng ton  und  Burs ta l l  ' eu rekas '  genannt ) ,  nach  denen  das  Sys tem
f rag t ,  fü r  j edes  Te i lp rob lem an  und  behä l t  dami t  e ine  bessere
Übers ich t .

Die  von  Fea ther  vorgesch lagene  S t ra teg ie  s ieh t  vor ,  daß  ' von  in—
nen  nach  außen '  gearbe i te t  w i rd ,  d .h .  en thä l t  d ie  De f in i t ion  e i—
ner  Funk t ion  G e ine  Funk t ion  F ,  dann  verbessere  zunächs t  F bevor
G verbesser t  w i rd ,  bzw.  wenn kombin ie r t  werden  so l l ,  dann  paar—
weise  ebenfa l l s  ‘ von  innen  nach  außen ' .

D iese  S t ra teg ie  e rg ib t  fü r  das  Te legrammprob lem d ie  fo lgenden
Schr i t t e :

ve rbessere  HORDSOF
verbessere  TELSOF
verbessere  GETMESSAGES
a )  kombin ie re  WORDSOF mit  FLATTEN => GETHORDS
b)  kombin ie re  TELSOF mi t  GETNORDS =>  GETTELS
c )  kombin ie re  MESSAGESOF mi t  GETTELS =>  GETMESSAGES

4 .  konver t i e re  in  e ine  i t e ra t i ve  Form,  d ie  gee igne t  i s t
zur  Überse tzung  in  e ine  impera t ive  Sprache .

u
vm

—
=

-

wobe i  das  'Kombin ie ren '  zwe ie r  Funk t ionen  dem oben  beschr iebenen
COMBIN ING—Prozeß  en tspr ich t .

D ie  S teuerung  der  T rans format ion  der  Te i lp rob leme  läu f t  über  d ie
Bet rach tung  der  Fä l l e ,  d ie  durch  d ie  Wer te ,  d ie  d ie  Argumente
annehmen  können ,  gegeben  s ind .  E in ige  Fä l l e  können  e in fach
berechne t  werden ,  fü r  andere  muß nach  e iner  rekurs iven  De f in i—
t ion  gesucht  werden .  Um d iese  Rekurs ionen  zu  f inden ,  werden  Mu—
ster  ve rwendet ,  d ie  au tomat isch  gener ie r t  oder  vom Benutzer  vor—
gesch lagen  werden  können .  G ib t  es  ke ine  passenden  Muste r ,  so  be—
steh t  fü r  den  Benutzer  d ie  Mög l ichke i t  H i l f s funk t ionen  e inzu füh -
ren ,  fü r  d ie  das  Sys tem jewe i ls  e inen  neuen  Funk t ionsnamen  gene—
r ie r t .

M i t  H i l f e  der  oben  beschr iebenen  Trans format ionen  kann  nun  d ie
ursprüng l iche ,  ine f f i z i en te  Fassung  des  Te legrammprob lems  in  e i -
ne  e f f i z i en te re  über t ragen  werden .
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Die  Au f ru f s t r uk tu r  de r  e i nze lnen  Funk t i onen  de r  t r ans fo rm ie r t en
Lösung  des  Te leg rammprob lems  s i eh t  dann  w ie  f o l g t  aus :

AGETMESSAGES

AGETAMESS

AGETLWORD

Anmerkunq :
Es muß an  d i ese r  S te l l e  j edoch  da rau f  h i ngew iesen  we rden ,  daß
de ra r t i ge  S t ruk tu rd i ag ramme d ie  Komp l i z i e r t he i t  de r  e i nze lnen
Funk t i onen  ve rdecken  (d i e  Reku rs i onsg le i chungen  de r  t r ans—
f o rm ie r t en  Lösung  s i nd  e rheb l i ch  l änge r  und  unübe rs i ch t l i che r ) ,
dennoch  sp iege ln  s i e  au f  e i ne  e i nd rucksvo l l e  We ise  d i e  S t ruk—
tu rve rände rungen  w ide r ,  d i e  du rch  T rans fo rma t i on  e r re i ch t  we rden
können .

6 .2 .2  Das  ZAP-Sys tem

Die  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  en tw i cke l t e  und  von  Fea the r  e r -
we i t e r t e  T rans fo rma t i onsme thode  bes teh t  i nsgesamt  gesehen  da r i n ,
Fo lgen  k l e i ne r  Man ipu la t i onen  au f  Reku rs i onsg le i chungen  anzuwen—
den ,  wobe i  d i e  sechs  be re i t s  besch r i ebenen  Man ipu la t i ons t ypen
benu tz t  we rden :
De f i n i t i onen ,  B i l dung  von  I ns tanzen ,  Expand ie ren ,  Reduz ie ren ,
Anwendung  a l l geme ine r  ma thema t i sche r  Gese tze  und  Abs t rak t i on .

I n  e i ne r  absch l i eßenden  Phase  des  gesamten  T rans fo rma t i ons—
prozesses  muß d ieses  Te i l s ys tem ‚  das  aussch l i eß l i ch  au f  Re—
ku rs i onsg le i chungen  au fbau t ,  ve r l assen  we rden ,  dam i t  das  ve r—
besse r te  Reku rs i onsg le i chungsp rog ramm in  e i ne  konven t i one l l e
impe ra t i ve  P rog rammie rsp rache  konve r t i e r t  we rden  kann .

De r  w i ch t i gs te  Punk t  des  ZAP—Systems i sn  j edoch  nach  Fea the r  ei—
ne  gee igne te  S teue rung  de r  e i nze lnen  Man ipu la t i onssch r i t t e .  E r
sch läg t  an  d i ese r  S te l l e  zwe i  Mög l i chke i t en  vo r :  d i e  z i e l ge r i ch—
te te  T rans fo rma t i on  und  d i e  mgg te rqes teue r tg  T rans fo rma t i on .
Be i  de r  z i e l ge r i ch te ten  i s t  das  P ro top rog ramm gegeben  und  de r
Benu tze r  muß fü r  d i e  Te i l p rob leme  gewünsch te  E rgebn i sse  (End—
ausd rücke )  f es t se t zen ,  wonach  es  dem Sys tem übe r l assen  w i rd ,  d i e
Man ipu la t i onen  zu  f i nden ,  d i e  den  m i t t l e ren  Te i l  aus fü l l en .  Zu
d iesem Zweck we rden  Anfangs— und  Endausd ruck  vo l l s t änd ig  du rch
un fo ld i ng  und  d i e  Anwendung a l l geme ine r  a l geb ra i sche r  Gese tze
expand ie r t  und  dann  ve rg l i chen  (gema tch t ) .
Be i  de r  mus te rges teue r ten  T rans fo rma t i on  a rbe i t e t  das  Sys tem
led ig l i ch  a l s  Ve r i f i z i e re r  f ü r  d i e  spez i f i z i e r t en  T rans—
fo rma t i onssch r i t t e .  H ie rbe i  w i rd  d i e  Schw ie r i gke i t  umgangen ,  e i—
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nen  bes t immten  Endausd ruck  f es t zuse t zen ,  i ndem nu r  e i n  Mus te r
d i eses  Endausd rucks  gegeben  w i rd ,  und  d i eses  Mus te r  f unk t i ona le
Va r i ab len  en tha l t en  da r f ,  d i e  Te i l ausd rücke  e r se t zen .  Anfangs—
ausd ruck  und  Endmus te r  we rden  w ie  be i  de r  z i e l ge r i ch te ten  Trans—
f o rma t i on  behande l t .  I s t  de r  Ma tchvo rgang  e r f o l g re i ch ,  we rden
d ie  dabe i  en t s tehenden  B indungen  de r  f unk t i ona len  Va r i ab len  dazu
benu tz t  den  Endausd ruck  du rch  I ns tanz i i e rung  des  Endmus te rs  zu
e rzeugen .

Funk t i ona le  Va r i ab len  we rden  i nne rha lb  von  Mus te rn  au f  zwe i  un—
te rsch ied l i che  A r ten  ve rwende t .  S ie  können  e ine rse i t s  m i t  Kon -
s t ruk to ren  ve rg l i chen  we rden  und  ande re rse i t s  m i t  Funk t i onen ,
d ie  en twede r  wäh rend  de r  Expans ion  n i ch t  be t rach te t  we rden  ode r
ausd rück l i ch  a l s  " ve rwendba r "  dek la r i e r t  wu rden .  Ve rwendba r
he iß t  i n  d i esem Fa l l ,  d i e  Funk t i on  da r f  im  Endausd ruck  w iede r
vo rkommen .

Be i  de r  De f i n i t i on  neue r  Funk t i onen  we rden  d ie  Phasen
a )  spez i f i z i e ren  de r  neuen  Funk t i on  und
b )  T rans fo rma t i on  des  u r sp rüng l i chen  Ausd rucks

zusammenge faß t ,  wobe i  e i ne  Va r i ab le  an  d i e  De f i n i t i on  de r  neuen
Funk t i on  gebunden  w i rd ,  und  j edes  Au f t r e ten  d i ese r  Va r i ab len  in—
nerha lb  e i nes  Mus te r s  du rch  e i nen  Au f ru f  de r  neuen  Funk t i on  er—
se tz t  w i rd .  '

6 .2 .3  D ie  ZAP—Sprache

Ges teue r t  w i r d  das  gesamte  Sys tem m i t  Kommandos  de r  ZAP—Sprache .
Kommando fo lgen  we rden  Me tap rod ramme genann t .  I h r  P ro toko l l  doku—
men t i e r t  d i e  ausge füh r t en  T rans fo rma t i onssch r i t t e  und  kann  ge—
spe i che r t  und  spä te r  w iede rve rwende t  we rden ,  f a l l s  z .B .  Mod i f i—
ka t i onen  des  T rans fo rma t i onsp rozesses  angeze ig t  s i nd .  Dazu  i s t
zu  bemerken ,  daß e in  unpassendes  Me tap rog ramm n i ch t  dazu  f üh ren
kann ,  daß  f a l sche  T rans fo rma t i onen  du rchge füh r t  we rden ,  sonde rn
led ig l i ch  dazu ,  daß  de r  T rans fo rma t i onsp rozeß  s tecken  b le i b t
ode r  e i n  Programm en ts teh t ,  das  immer noch  äqu i va len t  i s t  zum
u rsp rüng l i chen ,  abe r  v i e l l e i ch t  n i ch t  so  e f f i z i en t  w ie  es  nach
Aba rbe i t ung  e i nes  gee igne ten  Me tap rog ramms  se in  könn te .  D iese
Ta tsache  sp r i ch t  f ü r  d i e  Zuve r l äss igke i t  des  T rans fo rma t i ons—
p rozesses .

B le ib t  de r  T rans fo rma t i onsp rozeß  hängen ,  so  g i b t  es  zwe i  Mög—
l i chke i t en  f ü r  e i nen  we i t e ren  Ve rsuch .
Zum e inen  kann  d ie  Spez i f i ka t i on  d i ese lbe  b l e i ben ,  und  das  Meta—
prog ramm w i rd  mod i f i z i e r t .
Zum zwe i t en  kann  das  P ro top rog ramm ve rände r t  und  d i e  neue  Fas—
sung  m i t  dem a l t en  ode r  ge r i ng füg ig  geände r ten  Me tap rog ramm ge—
t es te t  we rden .  Zudem i s t  es  mög l i ch ,  i n  Abhäng igke i t  vom Grad
de r  Ve rände rungen ,  d i e  am P ro top rog ramm vo rgenommen  we rden ,  nu r
Te i l e  des  gesamten  T rans fo rma t i onsp rozesses  e rneu t  l au fen  zu
lassen .  Zum indes t  b rauchen  i n  Me tap rog rammen  nu r  d i e  Te i l e
even tue l l  ve rände r t  zu  we rden ,  d i e  unm i t t e l ba r  d i e  ve rände r ten
Te i l e  des  P ro top rog ramms  be t re f f en .
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Fea the r  i s t  de r  Ans i ch t ,  daß  be i  de r  T rans fo rma t i on  n i ch t—
t r i v i a l e r  P rog ramme e ine  bes t immte  T rans fo rma t i onsphase  dazu  ge—
e igne t  i s t ,  e i n i ge  Loka le  Übe rp rü fungen  des  gesamten  P rog ramms
zu  machen .  E in  Me tap rog ramm bes teh t  demnach  haup tsäch l i ch  aus
Fo lgen  von  Kon tex tb l öcken ,  i n  denen  Kommandos  d i e  r e l evan ten
Deta i l s  f ü r  d i esen  Kon tex t  f es tha l t en  und  T rans fo rma t i onen
s ta t t f i nden .  I nne rha lb  von  Kon tex tb l öcken  we rden  zu  d i esem Zweck
fo l gende  Kommandos  benu tz t :  '

UNFOLD ge fo l g t  von  Funk t i onsnamen  deu te t  an ,  we l che  Funk t i ons—
g le i chungen  benu tz t  we rden  so l l en ,  um den  Ausd ruck  und  das  Mu—
ste r  be i  de r  T rans fo rma t i on  zu  expand ie ren .  Um n i ch t  nu r  G le i—
chungen  e ine r  Funk t i on ,  sonde rn  a l l e  G le i chungen ,  d i e  e i ne
bes t immte  Funk t i on  en tha l t en ,  zu  ve rwenden ,  g i b t  es  das  Kommando
UNFOLDALL .

USING ge fo l g t  von  Funk t i onsnamen  g ib t  an ,  we l che  Funk t i onen  a l s
" ve rwendba r "  ( s . o . )  ge l t en ,  wobe i  zw i schen  une ingesch ränk t
(de fau l t )  und  e i ngesch ränk t  ve rwendba ren  Funk t i onen  un te r sch ie—
den  w i rd .

LEMMATA ge fo l g t  von  E igenscha f t en  und  Reduk t i ons rege ln  geben  I n—
fo rma t i onen ,  d i e  be im  Expand ie ren  benu tz t  we rden  können  (Asso—
z ia t i v i t ä t ,  Kommuta t i v i t ä t ,  I den t i t ä t  von  Funk t i onen ) .

Hie r i n  l i eg t  d i e  e i nz i ge  Mög l i chke i t  unko r rek te  T rans fo rma t i onen
du rchzu füh ren ,  wenn  z .B .  de r  Benu tze r  behaup te t ,  e i ne  Funk t i on
se i  assoz ia t i v ,  obg le i ch  s i e  es  n i ch t  i s t .  Um d ies  auszusch l i e—
ßen ,  könn te  z .B .  j edes  ve rwende te  Lemma Übe r  e i nen  angesch losse—
nen  theo rem—prove r  ve r i f i z i e r t  we rden ,  was  j edoch  1979  noch
n i ch t  vo rgesehen  wa r .

6 .2 .4  De fau l t -Gene ra to ren  des  ZAP-Sys tems

Zum g le i chen  Ze i t punk t  wa ren  dem Sys tem d ie  f o l genden  d re i
Defau l t—Genera to ren  zugäng l i ch :

Typ—In fo rma t i on  ( s te l l t  e i n fache  I n fo rma t i onen  übe r  Da ten t y—
pen  be re i t ) ,
Haup ta rgumen te  (un te rb r i ch t  d i e  T rans fo rma t i on  e i ne r  Funk t i on
zum Zwecke  de r  Be t rach tung  i h re r  E inze la rgumen te ) ,
Mus te r  ( l i e f e r t  e i n fache  Mus te r  f ü r  T rans fo rma t i onen ) .

De r  Typ—In fo rma t i on—Defau l t—Genera to r  i s t  dazu  da ,  f ü r  j eden
ve rwende ten  Da ten t yp  e i n fache  Fa l l un te r sche idungen  zu  machen ,  um
f es t zus te l l en ,  f ü r  we l che  Wer te  de r  A rgumen te  d i e  Funk t i on
d i rek t  be rechne t  we rden  kann ,  und  f ü r  we l che  Wer te  ve rsuch t  wer—
den  muß ,  e i ne  Reku rs i on  zu  f i nden .  I s t  d i ese r  De fau l t—Genera to r
n i ch t  dazu  i n  de r  Lage ,  komp l i z i e r t e re  Un te rsche idungen  vo rzu—
sch lagen ,  so  muß de r  Benu tze r  w iede r  e i ng re i f en ,  i ndem e r  en twe—
der  d i e  e i nze lnen  Fä l l e  und  Mus te r  exp l i z i t  be im  T rans fo rm ie ren
ode r  vo rhe r  spez ie l l e  Typ—In fo rma t i on  ang ib t .

Se i t e  97



Kap i t e l  6 un fo l d / f o l d—Methode
Fea the r

Der  Haup ta rgumen t—Defau l t—Genera to r  bez ieh t  s i ch  au f  d i e  Spez i -
f i ka t i on  von  Z ie l en  i nne rha lb  von  T rans fo rma t i onsb löcken ,  wobe i
d i e  Typ - In fo rma t i on ,  g l e i chgü l t i g  ob  de fau l t  ode r  benu tze rgege—
ben ,  ve rwende t  w i rd .  D ie  I n i t i i e rung  d i eses  P rozesses  i s t  du rch
e in  spez ie l l es  Sch lüsse lwo r t  vo r  den  en t sp rechenden  A rgumen ten
mög l i ch .

De r  Mus te r—Defau l t—Genera to r  e r zeug t  Pa t t e rn ,  d i e  aus  de r  f unk -
t i ona len  Va r i ab len  bes tehen  m i t  a l l en  dazugehö r i gen  f r e i en
Va r i ab len  de r  l i n ken  Se i t e  des  Z ie l s ,  d i e  a l s  en t sp rechende
Argumen te  ge l t en ,  und  reku rs i ven  Au f ru fen  de r  Funk t i on ,  d i e
t r ans fo rm ie r t  we rden  so l l .  D ie  r eku rs i ven  Au f ru fe  we rden  geb i l—
de t ,  i ndem d ie  A rgumen te  au f  de r  l i n ken  Se i t e  du rch  den  Fa l l ,
de r  von  de r  Typw ln fo rma t i on  vo rgesch lagen  wu rde ,  e r se t z t  we rden .
E in  spez ie l l es  Sch lüsse lwo r t  muß auch  h i e r  vo r  d i e  en t sp rechen—
den  A rgumen te  gese t z t  we rden .

Ve rsuche  haben  geze ig t ,  daß  v i e l e  e i n fache  T rans fo rma t i onen
du rch  Komb ina t i on  d i ese r  De fau l t s  ohne  Benu tze run te r s tü t zung
ausge füh r t  we rden  können .

6 .2 .5  Zwe i  we i t e re  Be i sp ie l e  nach  Mar t i n  S .  Fea the r

Nachdem d ie  T rans fo rma t i on  des  Te leg rammprob lems  schon  i n  aus—
re i chendem Maße  besch r i eben  wo rden  i s t ,  so l l en  zwe i  we i t e re  Be i—
sp ie l e  ku rz  angedeu te t  we rden ,  d i e  von  Fea the r  m i t  H i l f e  des
ZAP—Sys tems  t r ans fo rm ie r t  wu rden .

E in  e i n fache r  Comp i l e r ,  de r  e i ne  abs t rak te  Syn tax  e i ne r  b lock—
s t ruk tu r i e r t en  Sp rache  i n  Masch inencode  übe r t r äg t .  Da  d i e  Sp ra -
che  B löcke ,  wh i l e—Sch le i f en ,  bed ing te  Ausd rücke  und  Zuwe i sungen
en thä l t ,  müssen  Codee rzeugung  zu r  Be rechnung  von  Ausd rücken ,
Sp rünge  und  Tes t s  f ü r  Sch le i f en  und  bed ing te  Ausd rücke ,  sow ie
Iden t i f i ka t i on  ko r rek te r  I nka rna t i onen  von  Va r i ab len  i nne rha lb
von  B löcken  e inbezogen  und  d i e  dam i t  zusammenhängenden P rob leme
un te rsuch t  we rden .

D ie  u r sp rüng l i che  Spez i f i ka t i on  von  Fea the r  ze r l eg t  das  P ro to—
prog ramm in  meh re re  ve rsch iedene  e in fache  Phasen ,  d i e  w ie  zu  er—
war ten  e i nen  seh r  i ne f f i z i en ten  Comp i l e r  besch re iben .  Du rch
T rans fo rma t i on  un te r  Benu tzung  des  ZAP—Sys tems  en t s teh t  e i n  kon—
ven t i one l l e r  Zwe i—Stu fen—Comp i l e r .  Das  P ro top rog ramm en thä l t  60
Reku rs i onsg le i chungen  und  i s t  dam i t  umfang re i che r  a l s  das  P ro to—
p rog ramm des  Te leg rammprob lems ,  das  aus  34  Reku rs i onsg le i chungen
bes teh t .
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E in  Tex t f o rma t i e re r ,  de r  Tex te  bea rbe i t e t ,  d i e  m i t  Kommandos
du rchse t z t  s i nd ,  und  de r  e i nen  saube r  f o rma t i e r t en  Ou tpu t  er—
zeug t .  D ie  zug runde l i egende  Spez i f i ka t i on  i s t  dem Buch
'So f twa re—Too l s '  von  Ke r r i ghan  und  P laughe r  [KeP l  76 ]  en tnommen,
und  man  kann  sagen ,  daß  de r  Fo rma t i e re r  a l l e  üb l i chen  Kommandos
und  Funk t i onen  en thä l t .  Das von  Fea the r  gesch r i ebene  P ro top ro—
gramm un te rsche ide t  s i ch  j edoch  von  de r  vo rgegebenen  Lösung ,  da
d ie  Au fgabe  des  Tex t f o rma t i e rens  i n  i h re  e l emen ta ren  Bes tand te i—
le  ze r l eg t  wu rde ,  was  zu  e i nem vo l l kommen  unakzep tab len  P rog ramm
ge füh r t  ha t ,  wenn E f f i z i enzmaßs täbe  ange leg t  we rden .

Das  P ro top rog ramm en thä l t  übe r  200  Reku rs i onsg le i chungen .  Übe r—
t ragen  w i rd  es  j edoch  vom ZAP—Sys tem i n  e i ne  Ve rs i on ,  d i e  ve r -
g le i chba r  i s t  m i t  de r  von  Ke r r i ghan  und  P laughe r .

D ie  Au f ru f s t r uk tu r  des  Endprogramms i s t  auch  f ü r  d i eses  Programm
wesen t l i ch  kompak te r  a l s  d i e  des  P ro top rog ramms .

6 .3  E ine  Syn these  ve rsch iedene r  So r t i e ra l qo r i t hmen  nach  John
Dar l i ng ton  (1976 )

Wie  schon  an  ande re r  S te l l e  e rwähn t  mach t  Da r l i ng ton  m i t  de r
Syn these  ve rsch iedene r  So r t i e ra l go r i t hmen  e inen “  ähn l i chen  Ve r -
such  w ie  spä te r  Lo tha r  Schm i t z  [Schm 78 ]  bezüg l i ch  ve rsch iedene r
A lgo r i t hmen  zu r  Be rechnung  de r  t r ans i t i ven  Hü l l e  e i ne r  Re la t i on .

Ausgehend  von  e i ne r  e i n fachen ,  une f f i z i en ten  ma thema t i schen
De f i n i t i on  des  So r t i e r vo rgangs  we rden  a l l geme in  bekann te  e f f i—
z ien te  So r t i e ra l go r i t hmen  abge le i t e t ,  d i e  s i ch  du rch  g rund legend
un te rsch ied l i che  S t ruk tu ren  ausze i chnen .
I n  d i esem Abschn i t t  so l l en  n i ch t  d i e  e i nze lnen  Man ipu la t i ons—
sch r i t t e  bzw .  Man ipu la t i ons fo l gen  d i ese r  Ab le i t ung  da rges te l l t
werden  , da  d i e  T rans fo rma t i onsme thod i k  des  von  Da r l i ng ton  und
Burs ta l l  en tw i cke l t en  un fo l d / f o l d—Ansa tzes  be re i t s  e i ngehend  bee
sch r i eben  und  an  ande ren  Be i sp ie l en  e r l äu te r t  wu rde ,  sonde rn  es
so l l  l ed i g l i ch  da rau f  h i ngew iesen  we rden ,  we l che  un te r sch ied l i—
chen  S t ruk tu ren  aus  e i ne r  e i n fachen  De f i n i t i on  m i t  H i l f e  de r
un fo l d / f o l d—Methode  e rzeug t  we rden  können .

De r  So r t i e r vo rgang  w i rd  von  Da r l i ng ton  a l s  Se lek t i on  de r  geord—
ne ten  Pe rmu ta t i on  e i ne r  Menge de f i n i e r t .  D ie  zu  so r t i e renden
Ob jek te  s i nd  Funk t i onen ,  d i e  e i ne  Fo lge  ganze r  Zah len  i n  e i ne
Menge von  Atomen m i t  e i ne r  t o ta l en  Ordnung  < abb i l den .  Zunächs t
w i rd  d i e  Menge Perm a l l e r  Pe rmu ta t i onen  de r  gegebenen  Menge er—
zeug t ,  dann  w i rd  du rch  He raus f i l t e rn  de r  ungeo rdne ten  Funk t i onen
d ie  geo rdne te  Pe rmu ta t i on  se lek t i e r t .
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Die  De f i n i t i onsmenge  s i eh t  nach  C la r k /Da r l i ng ton  [C lDa  77 ]  w ie
f o l g t  aus :

so r t (X )  <=  y sodaß  pe rm(x , y )  & o rd t y )
pe rm  ( x , y )  <=  v u ( ue  <——> uey )
o rd (y )  <=  V (u , v )  ( u  195 v in y ——> uSv)
u € n i l  <=  f a l se
u € [ x ]  <=  u = x
u € x<  >y  <=  u € x ode r  u € y wobe i  < > das  Anein—

ande rhängen  zwe ie r
L i s ten  bedeu te t

u gg; v lg n i l  < f a l se
u 195 v lg [ x ]  <= f a l se
u gg; v lg x<  >y  < u 1g; v Lg x

ode r  u 195 v l __y
ode r  ( uex  & v y )

a )  Be i  Da r l i ng ton  [Da r l  76 ]  we rden  aus  d i ese r  De f i n i t i on  d re i
Zw ischena lgo r i t hmen  abge le i t e t  (P i ,  P2 und  P3 ) .
P1  w i rd  f ü r  Se lec t i on  So r t  und  P2  f ü r  I nse r t i on  So r t  mod i f i—
z ie r t .
Aus P1 w i rd  dann  Qu i ckso r t  (S i ) ,  aus  P1 '  Se lec t i on  So r t  ( 82 ) ,
aus  P2 Merge  So r t  (S3 ) ,  aus  PZ '  I nse r t i on  So r t  (S4)  und  aus
P3 we rden  Exchange  So r t  (SS) und  Bubb le  So r t  (36 )  abge le i t e t .
Som i t  e rg i b t  s i ch  f ü r  d i e  Syn these  d i e  f o l gende  S t ruk tu r :

D ie  Ab le i t ung  de r  e r s ten  v i e r  A lgo r i t hmen  i s t  r e l a t i v  sym—
met r i s ch ,  wäh rend  s i ch  d i e  l e t z t en  be iden  A lgo r i t hmen  i n  ih—
r e r  A r t  un te r sche iden .  De r  Un te rsch ied  de r  Syn these  von  P1
und  P2  i s t ,  daß  i n  P1  d i e  Reku rs i on  übe r  e i ne  'Dekompos i t i on '
(Dekompos i t i on  e i ne r  Menge 3 i n  zwe i  d i s j unk te  Mengen 31  und
SZ,  sodaß  g i l t  81  u 82  = S ) gemach t  w i rd ,  wäh rend  s i e  i n  P2
übe r  e i ne  ’Dekons t ruk t i on '  (S = s + 31 )  l äu f t .  De rse lbe  Un—
t e r sch ied  l i eg t  zw i schen  Qu i ck  So r t  und  Se lec t i on  So r t  und
t renn t  auch  Merge  So r t  von  I nse r t i on  So r t .
Exchange  So r t  und  Bubb le  So r t  un te r sche iden  s i ch  i n  de r  A r t
w ie  s i e  den  Raum a l l e r  Pe rmu ta t i onen  du rch lau fen  b i s  s i e  d i e
geo rdne te  Pe rmu ta t i on  e r zeug t  haben .
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Bemerkung :  an  d i ese r  S te l l e  se i  noch  da rau f  h i ngew iesen ,  daß
Dar l i ng ton  d i ese  Syn these  pe r  Hand du rchge füh r t  ha t ,  da  zu
d iesem Ze i t punk t  noch  ke in  au toma t i sches  T rans fo rma t i onssy—
s tem fü r  de ra r t i ge  P rog rammsyn thesen  zu r  Ve r fügung  s tand .

A l s  Zukun f t spe rspek t i ve  w i rd  von  Da r l i ng ton  au f  mög l i che  wei—
t e re  Un te rsuchungen  h ingew iesen ,  wobe i  2 .  B .  zu  ho f f en  i s t ,
daß be i  We i t e r ve r f o l gung  j edes  mög l i chen  Weges h i n te r  Ver—
zwe igungspunk ten  (w ie  P1 ,  P2  und  P3 )  au toma t i sch  neue ,  e f f i—
z ien te  A lgo r i t hmen  en tw i cke l t  we rden  können ,  d i e  m i t  ke i nem
b ishe r  bekann ten  übe re ins t immen .

b )  Be i  C la r k /Da r l i ng ton  [C lDa  77 ]  we rden  d ie  A lgo r i t hmen  da r i n
un te rsch ieden ,  ob  s i e  au f  de r  i npu t -  ode r  au f  de r  ou tpu t—
Var i ab len  a rbe i t en .  Me rge  So r t  z .B .  a rbe i t e t  au f  de r  ou tpu t—,
Qu ick  So r t  dagegen  au f  de r  i npu t—Var i ab len .  H ie r  we rden  ana -
l oge  En tsche idungen  besch r i eben  zu  Da r l i ng ton  [Da r l  76 ] ,
j edoch  i n  e i ne r  abs t rak te ren  Te rm ino log ie .  I nse r t i on  So r t
w i rd  dahe r  eben fa l l s  m i t  Me rge  So r t  i n  Ve rb indung  geb rach t
und  Se lec t i on  So r t  w i r d  von  Qu i ckso r t  abge le i t e t .  I n  d i esem
Ar t i ke l  b l e i ben  Bubb le  So r t  und  Exchange  So r t  unbe rücks i ch—
t ig t .

6 .4  A lgo r i t hmen  zu r  Be rechnung  de r  t r ans i t i ven  Hü l l e  e i ne r  Rela—
t i on  nach  Lo tha r  Schm i t z  ( 1978 )

M i t  se i nem Ve rsuch  aus  e i ne r  e i n fachen  Spez i f i ka t i on  zu r  Be rech—
nung  de r  t r ans i t i ven  Hü l l e  e i ne r  Re la t i on  meh re re  ve rsch iedene
e f f i z i en te  A lgo r i t hmen  abzu le i t en ,  mach t  Schm i t z  [Schm 78 ]  e i nen
ähn l i chen  Ansa tz  de r  P rog rammsyn these  w ie  Da r l i ng ton  1976  bezüg—
l i ch  de r  Ab le i t ung  e f f i z i en te r  So r t i e ra l go r i t hmen  aus  e i ne r
r ech t  abs t rak ten  Spez i f i ka t i on  des  So r t i e r vo rgangs .  Fü r  d i ese
Syn these  benu tz t  Schm i t z  eben fa l l s  d i e  be re i t s  besch r i ebenen
Man ipu la t i onen  de r  un fo l d / f o l d—Techn i k .

Zunächs t  w i rd  d i e  a l l geme ine  De f i n i t i on  de r  t r ans i t i ven  Hü l l e
e ine r  Re la t i on  gegeben .

Sei V eine end l iche Menge und R 5 V2 e ine b inä re  Re la t i on
übe r  V ,  wobe i  d i e  E lemen te  von  V Kno ten  genann t  we rden  und
d ie  Elemente von R Kanten. Dann i s t  d i e  t r ans i t i ve  Hü l l e  R+
von  R d ie  Menge  a l l e r  Paa re  <x , y>  € V2 , d i e  du rch  e i nen  Weg
in  R ve rbunden  s i nd .

Fü r  d i e  P rog rammsyn these  de f i n i e r t  Schm i t z  noch  e i n i ge  Sä tze ,
d i e  d i e  Äqu i va lenz  von  Wegen ,  den  Aussch luß  i nne re r  Zyk len ,  den
kü rzes ten  Weg und  d ie  Dekompos i t i on  von  Wegen be t re f f en .
Das Z ie l  de r  Syn these  i s t ,  aus  de r  gegebenen  Spez i f i ka t i on  ge—
e igne te  Reku rs i onsg le i chungen  abzu le i t en ,  wobe i  d i e  Te rm in ie rung
de r  zu  en tw i cke lnden  Programme s i che rges te l l t  we rden  muß.
Dabe i  ve rwende t  Schm i t z  e i ne  S t ra teg ie ,  d i e  - wie  be i  Da r l i ng ton
und  Bu rs ta l l  be re i t s  e rwähn t  - f o r ced—fo ld i ng  (e r zwungene  Reduk—
t i on )  genann t  w i rd .
Unte r  Anwendung de r  f ü r  d i e  un fo l d / f o l d—Methode  cha rak te r i s t i—
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schen  Man ipu la t i onen  en tw i cke l t  Schm i t z  d re i  ve r sch iedene  Syn—
theseve rsuche .
Aus  d i esen  Ansä tzen  en t s tehen  sch l i eß l i ch  v i e r  ve rsch iedene ,
e f f i z i en te  Reku rs i onsg le i chungsa lgo r i t hmen ,  d i e  s i ch  a l l e  du rch
e ine  un te r sch ied l i che  S t ruk tu r  ausze i chnen  ( s i ehe  Da l i ng ton  -
Sor t i e ra l go r i t hmen ) .

I n  dem von  Schm i t z  zu  d i ese r  P rog rammsyn these  vo r l i egenden
Pap ie r  f i nde t  s i ch  j edoch  ke ine  ausg ieb ige  Be t rach tung  de r
Man ipu la t i onssch r i t t e  und  Mög l i chke i t en  de r  un fo l d / f o l d—Methode
— abgesehen  von  de r  besonde ren  E rwähnung  und  Anwendung  des
fo r ced—fo ld i ng .

6 .5  Absch l i eßende  Bemerkungen  zu r  un fo l d / f o l d—Methode

H ie rm i t  s i nd  me ine r  Me inung  nach  d i e  w i ch t i gs ten  A r t i ke l ,  d i e
zu r  Ze i t  bezüg l i ch  de r  un fo l d / f o l d—Methode  und  i h re r  Anwendungs—
mög l i chke i t en  zu r  Ve r fügung  s tehen ,  ku rz  besch r i eben  und  zusam—
menge faß t .  D ie  von  Da r l i ng ton  und  Bu rs ta l l  en tw i cke l t en  A lgo—
r i t hmen  sche inen  f ü r  e i ne  Imp lemen t i e rung  auszu re i chen .  Ver—
besse rungsmög l i chke i t en  l i egen  i n  de r  Ansammlung we i t e re r  Heur i—
s t i ken  und  dem Ansch luß  e ines  Ve r i f i z i e re r s  f ü r  d i e  Übe rp rü fung
de r  vom Benu tze r  e i ngegebenen  Lemmata .  We i t e re  E rgebn i sse  können
nach  me inem E rmessen  nu r  expe r imen te l l  e ra rbe i t e t  we rden .
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? .  Zusammenfassung und „äukün f t i qe „En te i ckLunqen

I n  d i ese r  A rbe i t  wu rde  geze ig t ,  un te r  we l chen  Bed ingungen  m i t
H i l f e  ven  P rog rammt rens fo rma t i onen  reku rs i v  de f i n i e r t e  Funk t i ee
nen  i n  r epe t i t i ve  Übe r füh r t  we rden  können .  Dabe i  wu rde  deu t l i ch ,
daß s i ch  d i e  Untersuchungen auf  zwei g rund legende Probleme kon -
zen t r i e ren :
1 .  d i e  vo l l s t änd ige  E l im ina t i on  von  Reku rs i onen  un te r  Ve rwendung

syn tak t i s che r  und  seman t i sche r  I n fo rma t i onen  übe r  d i e  konk re—
t e ,  zu  ve ra rbe i t ende  Funk t i on ,  wobe i  ke in  s tack  e i nge füh r t
w i rd ,  und

2 .  d i e  Op t im ie rung  de r  Ve rwendung  von  s tacks  f ü r  r eku rs i ve  Funk—
t ionen ,  be i  de ren  Au f l ösung  i n  e i ne  repe t i t i ve_Fo rm_n i ch t  au f
das ;Ke l l e rn  voaa rame te rwe r ten  und /ode r  P re toko l l va r i eb len
ve rz i ch te t  we rden  kann .

Z tU tn f t i g j e  LHitEfl“SLHThLH19CH1 sn3 l1 . te r i  s i t : h ‚ < i e r f n i f  r ‘ i c l i t e r i ‚  r iaci i  M t f i “
t e ren  Bed ingungen  zu  f o ‘ schen ‚  un te r  denen  reku rs i v  de f i n i e r t e
Funk t i onen  ohne  Verwendung  von  s tacks  i n  r epe t i t i ve  übe r füh r t
Werden können ,  da  d i e  P rob lemve r l age rung  ven  de r  Programme au f
d i e  Da tens t ruk tu r  nu r  e i ne  Pseudo tösung  f ü r  das  e i gen t l i che  P ro “
b lem se in  kann .

I n  Kap i t e l  3 wu rde  e i n  Rege l sys tem e rs te l l t ,  das  d i e  A r t  e i ne r
r eku rs i ven  Funk t i on  bes t immt ,  und  i n  Kap i t e l  4 e in  we i t e res ,  des
i n  Abhäng igke i t  von  d i ese r  A r t  d i e  Reku rs i on  e l im in i e r t e  Ker—
r ek the i t sbewe i se  f ü r  d i e  h i e rbe i  ve rwende ten  T rans fo rma t i enee
schema ta  ve rvo l l s t änd igen  d i esen  Te i l  de r  A rbe i t .

Wei te rh i n  i s t  e i ne  Me thode  zu r  E f f i z i enzs te i ge rung  reku rs i ve r
Rechenvo rsch r i f t en  vo rges te l l t  wo rden  , d ie  au f  de r  Ve rwendung
von  Heu r i s t i ken  be ruh t  und  i n  e i nem Gesamtsys tem au f  das  zuvo r
besch r i ebene  T rans fo rma t i ons rege l sys tem au fgese t z t  we rden  kann .

Um den  T rans fo rma t i onsp rozeß  se lbs t  zu  op t im ie ren ,  kann  es s inn—
vo l l  se i n ,  das  Programm um e in  Me ta rege l sys tem zu  e rwe i t e rn ;  E in
so l ches  Me ta rege l sys tem s teue r t  d i e  Anwendung de r  Rege ln ,  webe i
d ie  sequen t i e l l e  Re ihen fo l ge  de r  P rü fung  au f  Anwendba rke i t  der
Rege ln  n i ch t  meh r  no twend ige  Vo rausse t zung  i s t .

Ferne r  se i  da rau f  h i ngew iesen ,  daß d ie  Übe r l egungen  zu r  Op t im ie—
rung de r  Ve rwende ten  s tacks  n i ch t  den  Ansp ruch  au f  Vo l l s t änd ig “
ke i t  e rheben .  Es  s i nd  l ed ig l i ch_Vo rsch läge ‚  w ie  e i n  s tack  o rga=
” n i s i e r t  we rden  kann ,  um Spe i che rp la t z  und  Reehenze i t  e i nzusna r
I r en .  Ande re  Organ i sa t i ons fo rmen  s i nd  du rchaus  denkba r .
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Kap i t e l  7 Zusammen fassung

E in  Gesamtsys tem,  das  a l s  E ingabe  Spez i f i ka t i onen  de r  Sp rache
ASPIK  [BeVo  83 ]  e rhä l t  und  t r ans fo rm ie r t e  r epe t i t i ve  Funk t i onen
in  de rse lben  Spez i f i ka t i onssp rache  ausg ib t ,  könn te  f o l genden
Au fbau  haben :

Benu tze re ingabe

&

Umfo rmung  i n  S tanda rd fo rm
[UMFORM1] [UMFORMZJ [UMFORM3]

&

mathema t .
W issen

Rege l sys teme
(N issens— 1 .  E rkennungs rege ln
Bas i s  [REKART] v
des  2 .  T rans fo rma t i ons—
Sys tems  rege ln  [TRANSFORM] un fo l d—

<—> 3 .  Me ta—Rege ln  + f o l d—
oder  I Methode

Benu tze r— &
i n f o rma—
t ion  I n te rp re t i e re r
[CUOTSJJ S t ra teg ie

J !

Ausgabe  de r  t r ans fo rm ie r t en
Funk t i onen

Dabe i  könn ten  d i e  be iden  besch r i ebenen  Me thoden  zu r  E l im ina t i on
von  Reku rs i onen  a l t e rna t i v  angewende t  we rden  ode r  sequen t i e l l .
Sequen t i e l l  bedeu te t  i n  d i esem Fa l l ,  daß  zunächs t  ve rsuch t  w i rd ,
e i ne  Funk t i on  m i t  dem i n  Kap i t e l  4 besch r i ebenen  T rans—
fo rma t i ons rege l sys tem zu  t r ans fo rm ie ren ,  und  e r s t ,  wenn  d ieses
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Kap i t e l  7 Zusammen fassung

System ve rsag t ,  d i e  un fo l d / f o l d—Methode  anzuwenden .

Denkba r  i s t  auch ,  e i ne  gegebene  reku rs i ve  Funk t i on  i n  meh re re
ve rsch iedene  repe t i t i ve  Fo rmen  zu  t r ans fo rm ie ren  ( s i ehe  Kap i t e l
4 .4 .1  — Faku l t ä t s funk t i on ) .  I n  d i esem Fa l l  müß te  e i ne  Agenda
e inge füh r t  we rden ,  d i e  Zw ischenzus tände  des  T rans fo rma t i ons—
prozesses  an  En tsche idungspunk ten  be inha l t e t .

Sch l i eß l i ch  so l l  e i n  k l e i nes  Be i sp ie l  e i ne  Grenze  des  vo rge—
sch lagenen  Sys tems  au f ze igen ,  f a l l s  es  a l s  s t and—a lone  Programm
benu tz t  w i rd .

Angenommen, w i r  haben  d ie  f o l gende  l i nea r  r eku rs i ve  Funk t i ons—
de f i n i t i on :

f unc t  F E (na t  x )  na t :
11 x>0
then x + F ( x -1 )
e l se  0
Li

Diese  Funk t i on  kann  von  unse rem Rege l sys tem du rch  Um—Klammerung
i n  d i e  f o l gende  Fo rm t r ans fo rm ie r t  we rden  (da  ' + '  assoz ia t i v ,
ps i  = ph i  = Add i t i on  gewäh l t  we rden  kann ,  und  das  neu t ra l e  E le—
men t  de r  Add i t i on  'O '  i s t ) :

f unc t  F E (na t  x )  na t :
G (x ‚ 0 )
whe re
func t  G E (na t  x ,  ne t  2 )  na t :

ii x>0
then  G(x—1,  z+x )
else 2+0

Li

Rege l z  und  Rege l3  f üh ren  zu  d i esem E rgebn i s .

S ieh t  man s i ch  d i e  e r s te  Fo rm j edoch  genaue r  an ,  und  be rücks i ch—
t ig t  d i e  Seman t i k  de r  gegebenen  Funk t i on ,  so  e r kenn t  man ,  daß  es
s i ch  um d ie  Summenb i l dung  a l l e r  na tü r l i chen  Zah len  von  1 b i s  n
hande l t .
E in  S imp l i f i e r ,  de r  den  Sch luß  von  x au f  x—1 be inha l t e t ,  wü rde
d iese  Fo rm e rkennen  und  d i e  e i n fache ,  n i ch t—reku rs i ve  Summenbe—
r echnung  nach  Gauss F (x )  E (na t  x )  na t :  x / 2 * ( x+1 )  e i nse t zen .
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Kap i t e l  7 Zusammen fassung

Zu  bemerken  i s t  noch ,  daß  von  I n fo rma t i ke rn  immer  w iede r  d i e
Fo rde rung  nach  reku rs i ven  P rog rammie rsp rachen  e rhoben  w i rd ,  um
dem Prog rammie re r  das  Fo rmu l i e ren  von  P rog rammen  zu  e r l e i ch te rn
und  P rog ramme übe rs i ch t l i che r  ges ta l t en  zu  können .  G le i chze i t i g
e rheb t  s i ch  na tü r l i ch  d i e  F rage ,  w ie  d i ese  ' e i n fachen '  Rechen—
vorsch r i f t en  auch  e i ne  e i n fache  Aus füh rba rke i t  gewäh r l e i s t en
könn ten .  Comp i l e r  we rden  dahe r  m i t  Imp lemen t i e rungen  ve rsehen ,
d ie  bezüg l i ch  reku rs i ve r  Funk t i onen  f as t  aussch l i eß l i ch  au f  de r
Ve rwendung  von  s tacks  be ruhen .  Abe r  be re i t s  1968  wu rde  2 .8 .  von
D .w .  Ba r ron  i n  se inem Buch  'Recu rs i ve  Techn iques  i n  P rog ramming '
[Ba r r  68 ]  d i e  No twend igke i t  e r kann t ,  ande re  Lösungen  zu  f i nden :

" . . . I t  i s  no t  c l ea r  whe the r  wo rk  a l ong  t hese  l i nes  w i l l
l ead  t o  p rac t i ca l l y  use fu l  r esu l t s ,  i n  t he  sense  o f  be ing
ab le  t o  au toma t i ca l l y  t r ans fo rm  recu rs i ve  p rocedu re  i n to
equ i va len t  non recu rs i ve  p rocedu re .  I t  i s  mo re  l i ke l y  t ha t
changes  i n  ha rdware  w i l l  r emove  t he  i ne f f i c i ency  t ha t
p resen t l y  a t t aches  t o  r ecu rs i ve  p rocedu res .  One  t h i ng ,
howeve r ,  i s  ce r t a i n .  I f  p rog rams  a re  w r i t t en  t o  pe r f o rm
these  t r ans fo rma t i ons ,  t hose  p rog rams  w i l l  t hemse l ves  be
recu rs i ve . "

D .w .  Ba r ron
(aus :  Recu rs i ve  Techn iques  i n  P rog ramming )
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Anhang  1 Rege lbas i s
Mus te re rkennunq

Anhang1

Reqe lbas i s  f ü r  das  E rkennen  de r  Reku rs i onsa r t

M 1 .1  de r  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  Reku rs i on  genau  e inma l
au f  '

==>  e in fache  Reku rs i on

M 1 .2  de r  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  Reku rs i on  meh r fach  au f
==>  meh r fache  Reku rs i on

M 2 .1  e i n fach  reku rs i v
das  e r s te  E lemen t  des  reku rs i ven  Ope ra t i ons te i l s  i s t
de r  Funk t i onsname  de r  zu  un te r suchenden  Funk t i on
( reku rs i ve r  Au f ru f )

==>  repe t i t i v
A r t  bes t immt

M 2 .2  e i n fach  reku rs i v
fi (A r t  bes t immt )
das  e r s te  E lemen t  des  reku rs i ven  Ope ra t i ons te i l s  i s t
de r  Name e ine r  Funk t i on ,  d i e  den  reku rs i ven
Funk t i onsau f ru f  a l s  e i n  A rgumen t  en thä l t
l i nea r
A r t  bes t immt

II
II V

M 3 .1  meh r fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  De f i n i t i on
genau  zwe ima l  au f
de r  zwe i t e  r eku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  i nne rha lb
des  A rgumen tbe re i chs  des  e r s ten  reku rs i ven
Funk t i onsau f ru f s  au f
geschach te l t
Schach te l ungs t i e fe  ST = 2
Ar t  bes t immt  -

II II V

M 3 .2  meh r fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  n—ma l  i n  de r
De f i n i t i on  au f  ( n>2 )
de r  nächs te  reku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  j ewe i l s  im
Argumen tbe re i ch  des  vo rhe rgehenden  au f
geschach te l t
Schach te lungs t i e fe  ST = n
Ar t  bes t immt

II ll V
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Anhang  1

M 3 .3

==>

M 3 .4

: = )

M 3 .5
: = )

M 4 .1

==>

M 4 .2

: = )

Rege lbas i s
Mus te re rkennunq

mehr fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  i n  de r  De f i n i t i on
gggag zwe ima l  au f
de r  zwe i t e  r eku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  unabhäng ig
vom (pa ra l l e l  zum)  e r s ten  reku rs i ven  Funk t i onsau f ru f ,
d .h .  auße rha lb  des  A rgumen tbe re i chs  des  e r s ten ,  au f
kaskadena r t i g
Fak to r  F = 2
Ar t  bes t immt

mehr fach  reku rs i v
de r  r eku rs i ve  Funk t i onsname  t r i t t  n—mal  i n  de r
De f i n i t i on  au f  ( n>2 )
de r  nächs te  reku rs i ve  Funk t i onsau f ru f  t r i t t  j ewe i l s
auße rha lb  des  A rgumen tbe re i chs  des  vo rhe rgehenden  au f
kaskadena r t i g
Fak to r  F = n
Ar t  bes t immt

fi (A r t  bes t immt )
Mus te r  n i ch t  e r kann t  (Feh le rme ldung )

geschach te l t
3 e in fache  Funk t i on  h ,  sodaß  m indes tens  e i n  r eku rs i ve r
Au f ru f  im  A rgumen tbe re i ch  von  h l i eg t
ve rsch ränk t

geschach te l t
3 e in fache  Funk t i on  ph i ,  sodaß  de r  e r s te  r eku rs i ve
Au f ru f  im  A rgumen tbe re i ch  von  ph i  l i eg t
l i nea r
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Anhang 2 Rege lbas i s
Trans fo rma t i onen

Anhang  2

Reqe lbas i s  f ü r  d i e  T rans fo rma t i onen

Regel1 E l x )  = { }
==>  ph i  e i ns te l l i g

(ph i  r ech t skommuta t i v )

Rege l z  fl ( ph i  e i ns te l l i g )
a ps i :  u H v + v CUOTS
ph i (ph i ( r ‚  s ) ,  t )  = ph i ( r ‚  ps i ( s ‚  t ) )

==>  M1
Schema au fge lös t
Um—Klammerung

Rege l3  « (ph i  e i ns te l l i g )
Um-Klammerung
P = u CUOTS
ph i (ph i ( r ‚  s ) ,  t )  = ph i ( r ‚  ph i ( s ‚  t ) )
3 e € p :  ph i ( r ‚  e )  = r
e r se t ze  i n  M1 d ie  e r s te  i f—then—e lse  — Clause
du rch  G(x ‚ e )

II II V

Rege l4  « (Schema  au fge lös t )
ph i  e i ns te l l i g
ps i  : =  ph i
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t

II N V

Rege l5  « (Schema au fge lös t )
fi ( ph i  e i ns te l l i g )
3 ps i :  P K v a p CUOTS
ph i (ps i ( r ‚  s ) ,  t )  = ps i (  ph i ( r ‚  t ) ,  s )
se t ze  ps i  g l e i ch  use r—inpu t
rech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t

ll II V

Rege l6  “ (Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t
M2" ll V

Rege l?  “ (Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t
H 5 const .
e rse t ze  F du rch  cons t .
l ösche  *1
Schema  au fge lös t

ll II V

Se i t e  109



Anhang 2

Rege l8

==>

Rege l?

==>

Rege l10

==>

Rege l11

==>

Rege l12

==>

Rege l13

==>

Rege l14

==>

Rege l15

= = = )

Rege lbas i s
Trans fo rma t i onen

« (Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t
(B (x )  = ( x  # x l ) )
e rse t ze  F du rch  H (x1 )
l ö sche  *1
Schema  au fge lös t

CUOTS

w(Schema  au fge lös t )
r ech t skommuta t i v
ps i  gene r i e r t
e r se t ze  F du rch  F (x )
e r se t ze  * du rch

f unc t  F E (A x)p:
_j__f_ B ( x )  t hen  F (K (x ) )  e l se  H (x )  _f__i_

Schema  au fge lös t

" (Schema  au fge lös t )
« (ph i  e i ns te l l i g )
a K: v x e {K ‘ ( x ) | 1€~o ,  xeA}: R(K(x))=x
M3
Umkehr funk t i on

CUOTS

Umkeh r funk t i on
B(x )  == ( x  # x l )
e r se t ze  *1  chnwfli A x0 5
Schema  au fge lös t

CUOTS
x1

Umkehr funk t i on
« (Schema  au fge lös t )
e r se t ze  *1  du rch

A xo E P (x )
whe re
func t  (A  x ) ) :P a

i B (n )  t hen  P (K (n ) )  e l se  n 11

fi (Schema  au fge lös t )
« (ph i  e i ns te l l i g )
M4
Schema  au fge lös t

geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  2
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  0
Wer t (0 ) :=TRUE

CUOTS

geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  2
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  1
wer t (1 ) :=TRUE

CUOTS
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Anhang  2

Rege l i b

Rege l i ?

Rege l18

Rege l19

Rege lZO

Rege l21

II
II

II
II

Rege lbas i s
T rans fo rma t i ongg

geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  2
Wer t (0 )  TRUE
Wer t (1 )  FALSE
M ?
ph i  e i ns te l l i g
e rse t ze  ' geschach te l t  ( e i n fach )

du rch  ' l i nea r '

geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  Z
Ner t (1 )  = TRUE
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  2 CUOTS
Her t (2 ) :=TRUE

geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  2
Her t (1 )  = TRUE
Ner t (2 )  = TRUE
es  g i l t  d i e  E igenscha f t  3 CUOTS
Wer t (3 ) :=TRUE
M5
e rse t ze  ' geschach te l t  ( e i n fach ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '

« (Schema  au fge lös t )
geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  2
Wer t (0 )  = TRUE
Wer t (1 )  = TRUE
M6
erse t ze  ' geschach te l t  ( e i n fach ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '

geschach te l t
« (Schema  au fge lös t )
M8

geschach te l t  ( e i n fach )
Schach te lungs t i e fe  y>2
fü l l e  d i e  Lücken  i n  M8 :
Z : =  1
z -So r te  : =  na t  i
BED :=  i ¢0
*1  :=  { }
*3  = ( f ( x ) ,  i +Schach te lungs t i e fe -1 )
*4  = ( g ( x ) ‚  i—1) )
*5  = { }

*6  = x
e rse t ze  ‘ geschach te l t  ( e i n fach ) '

du rch  'Schema au fge lös t '
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Anhang

RegeLZZ

Rege l23

Rege l24

Rege lZS

2

|!

V
I! V

Rege lbas i s
T rans fo rme t i onen

geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te lungs t i e fe  y=2
f ü l l e  d i e  Lücken  i n  M8:
Z :=  1
z"Sor te  : =  na t  i
BED :=  i * 0
*1  :=  11 wB(x)  gag i =1  t hen  g ( x )  e l se
*3  = ( f ( x ) ,  i +1 )
*4  = ( h (g ( x ) ) ,  i—1) )
*5= { }
*6  = x
e rse t ze  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '

geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te lungs t i e fe  y>2
fü l l e  d i e  Lücken  i n  M8 :
z : =  emp ty
z—Sor te  :=  s tack  *2  s
BED :=  w(wB(x)  gag s=emp ty )
*1  = { }

*6  = g (x )

geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te l ungs t i e fe  y=3
f ü l l e  d i e  Lücken  i n  M8 :
*2  :=  na t
*3  :=  11 t op  3 = D

t hen  ( f ( x ) ,  ( ( ( r es t  s )  8 1 )  & D ) )
e l se  ( f ( x ) ,  ( ( ( r es t  s )  & ( ( t op  5 )  + 1 )  & 0 ) )
f i

*4  :=  ii t op  s = 0
then  ( ( h (g ( x ) ) ) ,  ( r es t  s ) )
e l se  (L ( ( t op  s ) ,  g ( x ) ) ,  ( r es t  s ) )

*5  :=  whe re
func t  L E (na t  n ,  A y ) ) :

ii n>0
35531 L (n -1 ,  L ( y ) )
e l se  y
fi

e r se t ze  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '
du rch  'Schema au fge tös t '

geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
Schach te lungs t i e fe  y>3
f ü l l e  d i e  Lücken  im  (e rwe i t e r t en )  Mus te r  M8:
*2  = { h1 , . . . , h „ }
*3  = ( f ( x ) ,  s & h1  & . . . . .  & h „ )
*4  = ( ( t op  s (g ( x ) ) ) ,  ( r es t  s ) )
*5= { }
e rse t ze  ' geschach te l t  ( ve r sch ränk t ) '

du rch  'Schema  au fge lös t '
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Anhang

Rege l26

Rege l27

Rege l28

Rege l29

2

=>

II V

Rege lbas i s
Trans fo rma t i onen

geschach te l t  ( l i nea r  ve rsch ränk t )
f ü l l e  d i e  Lücken  i n  M8 :
z : =  emp ty ,0
z—Sor te  :=  s tack  ( { h1 ‚ . . ‚ h „ }  x na t  s ) ,  {0 ,1 }  v
BED :=  w( (wB(x )  gg v=1 )  gag s=emp ty )
*1  = { }

*3  = 11 s # emp ty
then  ( f ( x ) ,  ( r es t  s )  & ( ( t op1  5 ) ,  ( t op ;  s ) )

& ( hUO)  & . . . 8 .  ( h „ ‚ 0 ) ‚  1 )
e l se  ( f ( x ) ,  5 & (h1 ‚0 )  & . . . a  ( h „ ‚ 0 ) ‚  1 )
f i

* 4  = ( ( t op1  s ) (H ( ( t op2  s ) ,  g ( x ) ) ‚  ( r es t  s ) ,  1 )
*5  = where

func t  H E (na t  n ,  A y )A :
ii n>0
t hen  H (n -1 ‚  h1 (y ) )
e l se  y
ii

* 6  : =  11 v=1  Ehen x e l se  g ( x )  ii
e r se t ze  ' geschach te l t  ( l i nea r  ve rsch ränk t ) ’

du rch  'Schema  au fge lös t '

kaskadena r t i g
Umkeh r funk t i onen  CUOTS
M9
{ v  K ‚ l  as  K i :  ke l l e re  xi und R ‘ ( y i ) : =x i }
Schema  en t f l ochen

bzw.  geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
bzw .  geschach te l t  ( l i nea r  ve rsch ränk t )

en t f l och ten
geschach te l t  ( ve r sch ränk t )
M10

en t f l och ten
geschach te l t  ( l i nea r  ve rsch ränk t )

==>  M11
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Anhang  3 Rege lbas i s
T rans fo rma t i onsmus te r

Anhang  3

Endqü l t i qe  Mus te r  f ü r  d i e  T rans fo rma t i onen

wobe i  h i n te r  dem Namen  des  Mus te r s  d i e  u r sp rüng l i che  Fo rm und
d ie  Bed ingungen ,  un te r  denen  i n  das  angegebene  Mus te r
t r ans fo rm ie r t  we rden  kann ,  au fge füh r t  s i nd .

Mus te r  'Name '  ( u r sp rüng l i che  Fo rm;  Bed ingungen ) .

Mus te r  M1 ( l i nea r ;  Bed ingungen  f ü r  d i e  Um—Klammerung )

func t  L E— (A  >09 :
ii B ( x )  t hen  G(K (x ) ‚E (x ) )  e l se  H (x )  Li
where
func t  G E (A  x ,  v z )p :

ii B ( x )  t hen  G(K (x ) ‚  ps i (E (x ) ‚ z ) )
e l se  ph i (H (x ) ‚  2 )  Li

Mus te r  M2 ( l i nea r ;  Bed ingungen  f ü r  d i e  Ope randenve r tauschung )

func t  L E (A  x )p :

where  *1
func t  G E (A  x ,p  z )p :

j__f_ B(x)  £3311 G(K (x ) ‚  ps i ( z ‚  E ( x ) ) )
e l se  z _ L i

Mus te r  M3 ( l i nea r ;  Bed ingungen  f ü r  d i e  Funk t i onsumkeh r )

f unc t  L E (A  x )P :
R (x ° ‚  i i ( x ° ) ‚  x )
whe re  *1
func t  R E (A  y ,  p z ,  A x )p :

Li ( y  # x )  .
t hen  R (R(y ) ,  ph i ( z ‚  E (K (y ) ) ) ‚  x )
e l se  2
Li

Mus te r  M4 ( l i nea r ;  Bed ingungen  f ü r  d i e  Funk t i onsumkeh r
m i t  s t ack )

f unc t  L E (A  x )p :
R (P (x ‚  emp tyJ )
ebene
f unc t  P E (A x ,  s t ack  A sx )  ( s t ack  A ,  p ) :

ii B ( x )
t hen  P (K (x ) ‚  s x  & x )
e l se  ( 3 x ,  H(x ) )
i i .

5 ( s tack  A sy ,  p z )p :
sy  # emp ty

then  R ( res t  sy ,  ph i ( z ‚  E ( t op  sy ) ) )
e l se  z
f i

f unc t

.1
.”

*
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Mus te r  M5 (e i n fach  geschach te l t ;  )

f unc t  F E (A x)A:
ii B ( x )  t hen  F (g ( f ( x ) ) )  e l se  g ( x )  Li

Mus te r  M6 (e i n fach  geschach te l t ;  E i genscha f t  O und  1 )

f unc t  F E (A  x ) A :
K(x , x )
whe re
Lgp__C_t_K E (A  x ,  ). z )A :

ii l )
t hen  K ( f ( x ) ‚  g ( f ( z ) ) )
e l se  g ( z )
Li

Mus te r  M7 (e i n fach  geschach te l t ;  E i genscha f t  0 )

f unc t  F E (A  x )A:
ii B ( x )  t hen  g (F ( f ( x ) ) )  e l se  g ( x )  Li

Mus te r  M8 (geschach te l t ;  )

f unc t  F E (A  X)A:

func t  Q E (A  x ,  z -So r te )A :
li BED
t hen  *1
0 (  ii B ( x )

Mus te r  M9  (Kaskade ,  Fak to r  n=2 ;  )

where  (A  a ,  s t ack  P sb ,  p b )  E C* ( x ‚  emp ty )
f unc t  C*  : (A  x ,  s t ack  p 52 )  (A ,  s tack  9 ,  P) :

then (A  x l ,  s t ack  p s r l )  (K1 (x ) ‚  s z ) ;
(A  y l ,  s t ack  P 521, p 21 )  E C * ( X 1 ,  5P1) , -
(A  x2 ,  s t ack  9 5 r , )  5 (K ‚ (K1 (y1 ) ) ‚  s z1  & 21 ) ;
(A  y „  s t ack  P 522 ,  p 22 )  E C * ( x 2 ,  srz ) ;
(R2 (y2 ) ,  r es t  szz ,  :flT i ( t op  522 ,  za ,  E (R2 (y2 ) ) ) )

e l se  ( x ,  52 ,  H (x ) )
Li.
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Mus te r  M10  (en t f l och ten ,  ve rsch ränk t  geschach te l t ;  )

f unc t  F E (A  x )A:
F*  E ( x ,  emp ty )
where
f unc t  F *  E (A  x ,  s t ack  {1 ‚ . . . ‚ n }  aA :

11 B* ( x ‚  sn )
t hen  F * (S* ( x ‚  sn ) )
e l se  H* ( x ‚  sn )

1_
")

where
H* (A  x ,  s t ack  {1 ‚ . . . ‚ n }  sn )  E H (x )
8*(A x ,  s t ack  {1 ‚ . . . ‚ n }  sn )  boo l  E B (x )  gag sn#emp ty
S* (A  x ,  s t ack  {1 ‚ . . . ‚ n }  sn )  (A ,  s t ack  {1 , . . . , n } )  E

ig fiB(x )  gag sn$emp ty
t hen  (Sk (H* ( x ‚  sn ) ) ,

whe re  I ndex  k = t op  sn
11 t op  sn  # n
then  ( r es t  sn )  & ( ( t op  sn )  + 1 )
e l se  ( r es t  sn )
ii )

e l se  (81(x), sn  & 2 )
Li.

Mus te r  M11 (en t f l och ten ,  l i nea r  ve rsch ränk t  geschach te l t ;  )

f unc t  F E (A  x ) A :

C
u"

where  (A  b ,  s tack  9 sn )  E F * ( x ‚  $ )
f unc t  F * (A  x ,  s t ack  ? sn ) (A ‚  s t ack  p ) :

11 sn  # emp ty
t hen  11 t op  sn  # $

t hen  F * (Sk (x ) ‚  ( r es t  sn ) )
whe re  I ndex  k = t op  sn

e l se  ii B ( x )
t hen  F * (S l ( x ) ‚

( ( r es t  sn  & (n ,  $ ;  n—1 ‚ . . . ‚  2 ,  $ ) )
e l se  11 t op l r es t  sn )  # emp ty

t hen  F * (S ‚ (H (x ) ) ‚  ( r es t ( r es t  sn ) ) )
where  I ndex  r = t op ( res t  sn )

l se  (H (x ) ‚  ( r es t  sn ) )
1

(D
‘h

e l se  ( x ,  sn )
f i
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Agenda  105
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