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Abstract

In this paper we add a concept of implementation of abstract
data types (adts) by adts in terminal algebra semantics to
the notions of terminal algebra semantics of adts, which are
introduced in [HR 79]. Our concept corresponds to that of
initial implementations of adts described in [EKP 79a]. We
give also a correctness proof of a T-implementation of

stack (nat) by array(nat,nat) as an application example

for the methods developed in [HR 79].

As in [EKP 79a], the implementing data type is extended in
two steps, called SORT-IMPLEMENTATION and OPERATIONS-IMPLE-
MENTATION, to take over the tasks of the implemented type.
These two steps are syntactical constructions. The semantics
of the T-implementation concept is layed down in the EXTEN-
SION- and RESTRICTION-step. A third step of the initial case,
called IDENTIFICATION, is not necessary here for reasons
which result from the use of the terminal algebra semantics
and which are explained in this paper. As in [EKP 79a], the
concept of T-implementation distinguishes syntax, semantics

and correctness.

Keywords
Abstract data types, terminal algebra semantics, T-implemen-

tations, conditional axioms, correctness proofs, t-extensions,
t-enrichments, consistency, completeness, t-consistency,

t-completeness, context catecgories.
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1. Vorbemerkungen

1.1. Einleitung

Aus den verschiedenen Ansdtzen zur Spezifikation abstrakter
Datentypen haben sich die algebraischen Ansdtze, welche einem
syntaktischen Spezifikationsschema implizit eine Semantik,
die als heterogene oder mehrsortige Algebra aufgefaBt wird,
zuordnen, als die wichtigsten herausgeschdlt. Man kann diese
impliziten Ansdtze in zwei Gruppen aufteilen; es existiert
zum einen

- die initiale Algebrasemantik abstrakter Datentypen, die

vor allem auf Guttag [Gut 75], Liskov und Zilles [Lz 74],
[2il 74] und auf die ADJ-Gruppe [ADJ 77] zuriickgeht
und zum anderen

- die terminale Algebrasemantik abstrakter Datentypen, wie

sie von Wand in [Wan 78] und insbesondere von Hornung in

[H 79] und von Hornung und Raulefs in [HR 79] beschrieben

wurde.
Hornung betrachtet in [H 79] Spezifikationen abstrakter Daten-
typen, die gegeniiber [ADJ 77] um bedingte Axiome erweitert
wurden, Ubertrdat die meisten in der initialen Algebrasemantik
existierenden Konzepte in die terminale Algebrasemantik und
figt nehe Ergebnisse fiir beide Ansdtze hinzu.
In dieser Arbeit soll ein Konzept fiir die Implementierung von
abstrakten Datentypen durch abstrakte Datentypen dem Ansatz
der terminalen Algebrasemantik hinzugefiigt werden. Als Vorlage
dient das Implementierungskonzept, das Ehrig, Kreowski und Pa-
dawitz (EKP) in [EKP 79a] in initialer Algebrasemantik fiir
Spezifikationen ohne bedingte Axiome entwickelt haben.
Nach den Vorbemerkungen des ersten Kapitels werden im zweiten
Kapitel die mathematischen Grundkonzeote der initialen und

terminalen Algebrasemantik angecgeben, eine Notation flir Spezi-



fikationen eingefliihrt und die Unterschiede des initialen und
terminalen Ansatzes an einem einfachen Beispiel veranschau-
licht. Im dritten Kapitel folgt auf die Ubersicht iiber einige
der vorhandenen Implementierungskonzepte dann die Angabe des
Konzeptes der T-Implementierungen. Am Beispiel der T-Implemen-
tierung von stacks durch pointer/array—Paare wird auBerdem
verdeutlicht, wie der Begriffsapparat des terminalen Ansatzes
"arbeitet". Im vierten Kapitel wird abschlieBend ein Vergleich
des I-Implementierungskonzeptes von EKP mit dem T-Implementie-

rungskonzept angestellt und auf noch zu l8sende Aufgabenstel-

lungen hingewiesen.



1.2. Technische Vorbemerkungen

Die in dieser Arbeit verwendete Notation wird in diesem Ab-

schnitt vorgestellt.

1.2.1. Symbole fiir logische Operatoren

Es werden die folgenden Quantorsymbole verwendet werden:

Allquantor "flir alle ..."
3 Existenzquantor "es gibt ein ..."
j eindeutiger Existenzquantor "es gibt genau ein ...".
Es werden folgende Symbole fiir logische Operatoren verwendet:
(+) - Klammern
— Negation "nicht ..."
=> Implikation "wenn ... dann ..."
<=> Aquivalenz u genau dann, wenn "
A Konjunktion " und ..."
\% Disjunktion "... oder ..."
® Antivalenz "entweder ... oder ..."

Fir logische Operatoren gilt in locgischen Ausdriicken folgende
Prioritdtenliste:

(6) (r)

(5) .
(4) => und <=>
(3) A
(2) v

(1) ] ’
wobei Operatoren mit htherer Prioritdt stdrker binden als sol-

che mit niedrigerer Prioritét.



1.2.2. Mengensymbolik

Es bezeichnen

wg = {0,1,2,...} die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen,

w := {1,2,3,...} die Menge der positiven ganzen Zahlen.

Sei new und seien A,A,,...,An Mengen. Dann bezeichnen
/p(A) := {BIB ist Teilmenge von A} die Potenzmenge von A,
n
Ai t= Ay4X...XAn := {(a1,...,an)I(Vie{1,...,n})(aieAi)}
i=1
das kartesische Produkt von A,,...,An,
n
Ai := AqU...UAn := {al(aie{1,...,n})(aeAi)}
i=1
die Vereinigungsmenge von A4,...,An,
n
Ai := A4N...NAQn := {a!(Vie{T,...,n})(aeAi)}
i=1

die Durchschnittsmenge von A4,...,An,
An ;= {a1...anl(Vie{1,...,n})(aieA)}

die Menge aller Worte liber A der Ldnge n und zweideutig
AN := {(a1,...,an)I(Vie{1,...,n})(aieA)}

die Menage aller Listen {iber A der Linge n,

U an

At :=

new

die Menge der nicht-leeren Worte (Listen) {iber A und
A* := (/) AR die Menge aller Worte (Listen) iiber A.

newo

Flir n=0 sei

(a47...,an) := () die leere Liste (das leere Tupel),
aq...an = ) das leere VWort,

n

X Ai := {()} die Menge, die nur die leere Liste
i=1

(das leere Tupel) enthdlt und

n n
U A, := a A, = {1,...,n} := @ die leere Menge.
i=1 i=1

Ist I eine (Index-) Menge und sind filir alle ieI die Ai Mengen,

dann bezeichnet

(A,). die aus den A, gebildete (Mengen-) Familie.
i"iel i

Dariiberhinaus bezeichnen wie {iblich die Symbole



& die Teilmengenbeziehung,
c die echte Teilmengenbeziehung und

€ die Elementbeziehung.

1.2.3. Relationen und Funktionen

Seien A,A4,...,An Mengen.

RC AXA ist eine (bindre) Relation auf A. Fiir (a,b)eR wird
auch aRb geschrieben. Sind R4y und Rz bindre Relationen auf
A, dann wird flir aR+b A bRzc auch aRi1bRac geschrieben.
Ist R eine Aquivalenzrelation auf A, dann bezeichnet fiir alle

aeA [a]_:={blbeA A aRb} die Aquivalenzklasse von a bzgl. R.
R

Funktionen werden wie {iblich notiert und e bezeichnet die

Hintereinanderausfiihrung von Funktionen.

/i ist die i-te Projektionsfunktion, definiert durch
n ay falls 1<i<n
(V(aq1,...,an)e X A.)(View)((a'],...,an)/i::[ ).
j=1 J undefiniert sonst
Als SchluB der technischen Vorbemerkungen wird noch die textu-
elle Substitution (eines Terms durch einen Term) erkldrt.

Seien t,t4,ts Terme. Dann ist t[tz/t1] der Term, den man er-

hdlt, wenn man jedes Auftreten von t4 in t durch t. ersetzt.



2. Grundkonzepte

In diesem Abschnitt werden die filir den Hauptteil der Arbeit
bendtigten Definitionen, Sdtze und Lemmata, die grdBtenteils
aus [H 79] uné [HR 79] stammen, in einer vereinheitlichten
Schreibweise zusammengestellt. Dabei sind zwei Abweichungen

zu erwdhnen:

- Bei der Definition der t-Spezifikation (Definition 30) wird
nur die Existenz von zwei Konstanten der Sorte dis, ndmlich
tt und ff gefordert, wohingegen in [H 79] noch die Existenz
einer dritten Konstante, Ldis flir das undefinierte Element
der Sorte dis, cefordert wird. Dies soll die Beweise zum Im-
plementierungsbeispiel {iberschaubarer machen.

- Fir die Lesbarkeit der Beispielspezifikationen scheint es
glinstiger, die Bedingungen der Axiome auf die linke Seite zu
schreiben statt wie in [H 79] auf die rechte. Der Unter-
schied ist formal in (3) der Definition 21 und in (4) der
Definition 30 festgehalten. Die Beweise der Lemmata und
Sdtze verlaufen infolge dieser unwesentlichen Anderung je-
doch v&llig analog zu denen in [H 79].

Dariiberhinaus wird eine Notation fiir Spezifikationen und Kom?

binationen angegeben und die Unterschiede der i- und t-Alge-

brasemantik werden an einem Beispiel aufgezeigt.

2.1. Die algebraischen Svezifikationen abstrakter Datentypen

Datentypen, wie sie der Informatiker und der Programmierer
dauernd benutzen, bestehen aus einer oder mehreren Datenmengen
und aus Operationen, die darauf "arbeiten". Dieser Tatbestand
legt es nahe, Datentypen im mathematischen Sinn als heterogene
(mehrsortige) Algebren aufzufassen.

Abstrakte Datentypen unterscheiden sich von einfachen Datenty-



pen dadurch, daB sie
- allein durch die Operationen erzeugbar und

- unabhdngig von einer konkreten Reprdsentation ihrer Daten

und Operationen sind.

2.1.1. Die initiale Algebrasemantik abstrakter Datentypen

Definition 1 (Signatur)

Eine Signatur ist ein Paar (S,}), wobei

S eine Menge von "Sorten" und

Z=(Zw,s)wes*,ses eine Familie von paarweise disjunkten
Mengen von Operationssymbolen ist.

Flir ce o schreiben wir auch o:s; ... s, = s.

S1...Sn,S

Man sagt: o hat die Stelligkeit s4...sn,s , den Rang sj...sSn

und o ist von der Sorte s.[]

Eine Signatur stellt mittels der Sorten Namen flir Datenmengen
und auBerdem Namen fir Operationen und deren Argument- und
Wertebereich zur Verfiigung. Sie bildet ein syntaktisches Sche-
ma fir die Verschachtelung von formalen Operationsaufrufen und
legt damit die Form der Algebren fest. Algebren, die in das
von der Signatur } vorgegebene syntaktische Schema passen,
heiBen )} -Algebren. Ihre Tradgermengen AS sind nach den Sorten

seS der Signatur und ihre Funktionen o, nach den Operations-

A

symbolen der Signatur benannt.

Definition 2 () -Algebra)

Sei (S,Y) eine Signatur. Dann ist eine )-Algebra ein Paar

A= ((A))

- ,
s seS’“A)’ wobei

(As)ses eine Familie von Mengen und



$A={0Aloe2w S,wes*,scs} eine Menge von Funktionen ist, sodaB
’

Vnew) Ws,S4,...,5neS) (VOGZS1 ) (o

«+«+Sn,S A:As1x”'XAsn - As)

und (VseS)(VerA s)(o - AS), d.h. o, ist eine nullstelli-
14

A A

ge Funktion nach AS und bezeichnet ein Element aus dieser

Menge. Daher ist ZA - die Menge der (Namen der) Konstanten
14

von A der Sorte s.[]

Die Operationssymbole einer Signatur kann man entsprechend ih-
rer Stelligkeit zusammensetzen und erhdlt dadurch die }-Terme.
Ein Term ist von der Sorte seS, wenn das duBerste in ihm vor-
kommende Operationssymbol von der Sorte s ist. Die Menge der
y-Terme einer Sorte s wird mit TZ,S bezeichnet. Diese Mengen

bilden die Datenmengen bzw. Trdgermengen einer speziellen

y-Algebra, ndmlich der )-Termalgebra TZ.

Definition 3 (Term,Termalgebra)

Sei (S,}) eine Signatur. Dann ist filir alle newy und seS eine

A%
s,n

Menge folgendermaBen definiert:

(1) (VseS)(A§’0:= \,g) und
(2)  (Viewy) (VseS)

v
(a= :={0(a4s...,an) INn€WAS1,...,SneSAce],

s,i+1° S1...Sn,S

i
- Y
(V1si<n) (asel ) AE . )1).
] E;% Syrk

Dabei sind (, ) und , Hilfssymbole, die nicht Element von

ky) Zw,s sind.

weS*, seS

\ . L 3
Dann ist fiir seS TZ:S : k,J As,n
newq

Die durch (S,)) induzierte Termalgebra ist

TZ = ((TZ,S)SES' {OT

Hierbei ist fir newgy, S,S1,.-.,5n€eS und ce}, o
S1...5n,S T

Zloe}:w,s,WCS*,seS}).

Ny

die folgende Funktion:

o : T
T
)

X.oooXTn

- Tw
2.rS1 L.rSn EJIS

(t1,...,tn)  g({tqpesastn) -



Ein teT. _ mit seS heift Term der Sorte s. Fiir er@ s
JARY & 14

schreiben wir statt O auch einfach nm.[]
T i

Offensichtlich ist T eine ) -Algebra.

DaB ) -Algebren auch Unteralgebren besitzen k&nnen, wird in der

ndchsten Definition erklart.

Definition 4 (Unteralgebra)

Seien (S,Y), (8',Y') Signaturen, A eine ;-Algebra und A' ei-

ne ;'-Algebra. A heiBt Unteralgebra von A' wenn gilt:

(1) sgs’
(2)  (VseS) (A_CA)

(3) (Vneu)o) (VS,S1 s ++-rSn€S) (VOCZS1 . .Sn,S)

x...xAS ) (oed’! A o (a)=oA,(a)).[]

oA
(Vae s n S1...5Sn,S A

1

Definition 5 (Einschré&nkung, (S,}) -Anteil)

Sei (S',7') eine Sicgnatur, A eine §'-Algebra. Sei (S,}) eine

Signatur mit SC€S' und (YweS¥) (VseS) (7] <y ). Dann ist
W,S< “w,s

die Einschrédnkung von A auf (S,)) bzw. der (S,])-Anteil von

A, AI , wie folat definiert:

M

= 5 b3
Alg 1= (A or{oploel, rWeS ,sesy) . [

Offensichtlich ist A,v eine (-Algebra und Unteralgebra von A.
L

Im Folgenden sind unter anderem Strukturvertrdglichkeiten und

Beziehungen zwischen j-Algebren von Interesse. Daher wird ein

Homomorphiebegriff formuliert.

Definition 6 () -Homomorphismus)

Sei (S,Y) eine Signatur und seien A und A' (-Algebren. Ein

ya

S'-Homomorphismus von A nach A' ist eine Familie von Abbil-

= : - A! i gilt:
dungen h = (hs.As As)scS , wobei gilt

(M) (VseS)(VoefA’s)(hs(oA) = 0p0)

(2) (Vnem)(Vs,s1,...,sneS)(VKa1,...,an)eAS1x...xASn)



o 0 =

y =
(VUCLS1 .. .Sn,S) (hS(OA(a1 e ran)) OA' (hS1 (a1) oo 'hSn(an) ))
Wir schreiben diesen ) -Homomorphismus als h:A - A'. []
Definition 7 ( gef )

Sei (S,Y) eine Signatur, seien A,B,C [ -Algebren und f:A - B,
g:B - C ) -Homomorphismen. Dann ist  gef die folgende Funk-
tionenfamilie:

]

gef := (gSOfs:AS - Cs)seS'

Die Hintereinanderausfiilhrung von Y-Homomorphismen ist selbst

wieder ein )-Homomorphismus und verhdlt sich assoziativ.

Korollar 1
Die Funktionenfamilie aus Definition 7 ist ein }-Homomorphis-
mus.

Beweis: Sh. [H 79], Seite 8, Beweis zu Korollar 1.1.1.8..[]

Lemma 1
Sei (S,}) eine Signatur, seien A,B,C,D }-Algebren und
f:A - B, g:B - C, h:C -~ D j;-Homomorphismen. Dann gilt
(heg)ef = he(gef).

Beweis: Sh. [E 79], Seite 8, Beweis zu Lemma 1.1.1.9..[]

Es folgen einige Aussagen iiber spezielle | -Homomorphismen.

Definition 8 () -Epimorphismus, ) -Monomorphismus, idA)
Sei (S,Y) eine Signatur, seien A,B Y-Algebren. Ein {-Homo-

morphismus h:A - B heiflt

(1) Y-Epimorphismus :<=> (VseS)(hS ist surjektiv)

(2) )}-Monomorphismus :<=> (VseS)(hS ist injektiv).

Die Familie 1dA:=(ldA,s

bildungen der Trdger von A in sich ist ebenfalls ein ) -Homo-

tcA_ - A ) der identischen Ab-
S s’ seS

morphismus, £flir den wir idA:A - A schreiben.[]
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Definition 9 (;-Isomorphismus)

Sei (S,}) eine Signatur und seien A,B ;] -Algebren. Ein ) -Ho-

momorphismus h:A - B ist ein )-Isomorphismus genau dann,

wenn es einen ) -Homomorphismus h-:B - A gibt, sodaB

]

heh— = idB und h—eh = idA.

Lemma 2
Sei (S,Y) eine Signatur uhd seien A,B Y-Algebren. Fiir alle
Y -Homomorphismen h:A - B gilt:
h ist ein )} ~-Isomorphismus <=> h ist }-Epimorphismus und
h ist }-Monomorphismus.

Beweis: Sh. [H 79], S. 9f, Beweis zu Lemma 1.1.1.12..[]

Definition 10 (Algr)
Sei (S,Y) eine Signatur. Dann ist Algr die Kategorie, deren
Objekte gerade die j-Algebren und deren Morphismen gerade

die }-Homomorphismen sind. Algr heipt die Kategorie der

Y'-Algebren. []

Definition 11 (initiales, terminales Objekt)

Sei C=(0,M) eine Kategorie mit Objektmenge O und Morphis-
menmenge M. Ein Objekt

.
cieO0 heiBt initial (in C) :<=> (VceO) @meM) (m:ci - c)

1
cteO heiBt terminal (in C) :<=> ({/ce0) meM) (m:c - ct). D

Satz 1
Sei (S,)) eine Signatur. Dann ist TZ das bis auf Isomorphie
eindeutige initiale Objekt in Algz. Dabei gibt es zu jedem
AcAng genau einen j -Homomorphismus hA:TZ - A.

Beweis: Sh. [ADJ 77], S.92ff. D

Man kann also zeigen, daB es fiir jede ) -Algebra A genau einen
> —Homomorphismus h:T7 - A gibt. Die Termalgebra nimmt daher

eine Sonderstellung unter den )-Algebren ein, denn diese Ei-
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genschaft besagt, daB TZ initial in der Kategorie AlgZ ist,
deren Objekte gerade die }-Algebren und deren Morphismen gera-
de die j)-Homomorphismen sind. TZ ist bis auf Isomorphie ein-
deutig, d.h. alle anderen initialen )}-Algebren gehen allein
durch Umbenennungen aus TY hervor; die Initialitdtseigenschaft
hdngt also nicht von einer konkreten Darstellung der Daten ab.
In diesem Sinn ist die Termalgebra "reprdsentationsunabhdng-
ig". Im Sinne der Definition 15 ist sie auch noch "operationser-
zeugt". Damit erfiillt sie die beiden Anforderuncen, die an
einen abstrakten Datentyp zu Anfanag gestellt wurden. Man kann
also sagen:

"Termalgebren als initiale Algebren sind abstrakte Datentypen."
(d.i. These 3 aus [Kre 78]). Dieses vorldufige Resultat wird

im Folgenden noch verbessert werden. Als ndchstes wird der Be-
griff der )-Kongruenz und der Quotientenalgebra eingefiihrt,

deren Bedeutung jedoch erst weiter unten erldutert wird.

Definition 12 (Z—Kongruenz,KonA,SE)

Sei (S,}) eine Signatur und A eine J-Algebra. Eine }-Kon-
gruenz auf A ist eine Familie = = (=) cg Vvon Relationen,
fir die gilt:

(1) XVSeS)(ES ist Aquivalenzrelation auf A)

(2) (Vnew) (VSIS1I"'ISneS) (VOCZS s )
15N/, S
(V(a1,...,an),(b1,...,bn)€As1X...XASD)
((V1<i<n) (ai —i bi) => oA(a1,...,an) =g oA(b1,...,bn)).

hE
Die Menge aller }-Kongruenzen auf A wird mit KonA bezeich-

net. (2) ist die Substitutionseigenschaft (SE) von =. []

Lemma 3

Sei (S,)) eine Signatur, A eine Y-Algebra und K eine Teil-

menge von KonA. Dann ist auch
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(K := {=_Ilses A =_ = () k_}
S S keK S
eine ) -Kongruenz.

Beweis: Sh. [H 79], S. 11, Beweis zu Lemma 1.1.1.17.. []

Definition 13 (Quotientenalgebra)

Sei (S,)) eine Signatur, A eine }-Algebra und = eine j -Kon-

gruenz auf A. Dann heiBt

A/= := ((AS/E)SCS,{OA/EIOGZWIS, weS*, seS})
die Quotientenalgebra von A ber =. Hierbei ist
(1)  (VseS) ( AS/E o= flal_ IaeAs} )

~s

(2) (Vnew)(VSIS1,---,SnCS)(VOCZS1...Sn'S)
(V(a1,...,an)eAs1x...xASn)

(opjetlar]s oeonifan], )= [oar,..am], 0. [

S1 Sn S

Uber den eindeutigen  -Homomorphismus hA:TZ - A erzeugt jede

y.-Algebra A eine )} -Kongruenz =, auf T..
7]

Definition 14 (EA)

Sei (S,)) eine Signatur und A eine ) -Algebra. Dann bezeich-

net = die Relationenfamilie auf TY' die wie folgt durch

=a 3
den nach Satz 1 eindeutigen )} -Homomorphismus hA:TZ - A in-
duziert wird:

v - ' - = '
(VseS) (Ve,t'eTe ) (&=, t' <= hy (&) =hy (). []

Lemma 4

Sei (S,)) eine Signatur und A eine )-Algebra. Dann ist =

eine ) -Kongruenz.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 1.4.4.5. in [R 79].[]

Definition 15 (}-erzeugt)

Sei (S,)) eine Signatur und A eine )} -Algebra. A heiBt

y—erzeugt, wenn der nach 3atz 1 eindeutige )} -Homomorphis-



= T =

mus h,:T. = A ein J-Epimorphismus ist.[]
Ly

Bisher konnte man jede Operation nur in ihrer Stelligkeit de-
finieren, aber meistens nicht ihr Verhalten beschreiben und
auch nicht sagen, was eine Operation "macht". Dies soll nun
durch Einfthrung von "Gleichungen" bzw. "Axiomen" erreicht
werden. Zundchst braucht man zur Abkilirzung von Termen bzw. zur
Erstellung von Termschemata "Variablen". Jeder Sorte s wird
eine Menge XS von Variablenbezeichnern zugeordnet, welche als
zusdtzliche Konstantensymbole der Sorte s aufgefaBt werden.
Die so entstandene Variablensignatur erm&glicht es, Terme mit

Variablen zu erhalten.

Definition 16 (Variablensignatur, Variablentermalgebra)

Sei (S,)) eine Signatur. Dann ist (S,} (X)) die Variablensig-

natur zu (S,)) mit

(1) X=(Xs)seS ist eine Familie von abzdhlbaren unendli-
- 1 n
chen Mengen XS {xs,...,xs,...}
(2)  (VseS) ( T(X), ( := 1, (uXS )
* 5 e= T
(YweS™) (VseS) ( “(X)w,s = ly.s ) .

Die durch (S, (X)) induzierte Termalgebra T“(X) heiBt die
Lo

durch (S,}) induzierte Variablentermalgebra. Fiir oef& s mit
& 14

weS* und seS schreiben wir auch o statt o .[]
T (X) TY(X)

Flir Terme (mit Variablen) wird der Begriff des Subterms defi-

niert und spezielle Arten von Subtermen benannt.

Definition 17 (Subterm, echter Subterm)

Sei (S,}) eine Signatur. Fir jede Sorte seS undéd flir jeden

Term teTy. ist erklart:
yauy 4
(1) Ein Subterm von t ist
(1.1) t selbst und

(1.2) Jjeder Subterm von ts,...,tn, wenn gilt
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(3new)(35131r---'snes)(30€Xé1...5n,5
(3(t1,_.,,tn)eTX,s1x...xTZ,Sn)( t = o(ti,e..0tn) ).

(2) Ein Subterm t'eTy ny s'eS, von t heiBt echt :<=> t'#t.[]
ar >

Um bestimmen zu k&nnen, welche Variablen ein Term enthilt,

wird die Funktion var erklart.

Definition 18 (Variablenmenge, var)

Sei (S,)) eine Signatur. Die Funktion

var:U TZ(X),S *p(gé)s Xg)

seS
ist folgendermaBen induktiv definiert:
(1) (vseS) (Vtel(X), ) ( var(t):={tinXx_ )
14

(2) (Vl’lew) (VSIS1I .o rsnes) (V(t1 g e -,tn)eTv(X) S1X- --XTZ(X) sn)
nLJ 14 14

(Voels, . sn,s ¢ vau:(o(tq,..,tn)):=iL=)1 var (ty) ).
Fir seS, teTT(X) . heift wvar(t) die Variablenmenge von t.[]

Definition 19 (Gleichungsterm, GltF s)
ar
Sei (S,)) eine Signatur. Dann ist flir seS GltY " die Men-
al

ge der Gleichungsterme der Sorte s, wie folgt definiert:

Gltp,s = Toiy,s X (N Trag,s0®)*

Fir teGltT & mit t=(t,4,)) schreiben wir auch einfach t,, d.h.
Y 4

wir identifizieren TZ(X),SX{A} mit TZ(X),S'

Fiir teGltZ = mit t=(t4,((l4,r4)s...,(ln,rn))) schreiben
T

wir auch if 1,%r, &...& lpn=rpn then t1.[]

Mittels der Gleichungsterme lassen sich Gleichungen zusammen-
setzen. Die Variablenmenge eines Gleichungsterms wird durch

die Funktion vgl bestimmt.

Definition 20 (vgl)

Sei (S,)) eine Siognatur. Die Funktion var sei definiert

wie in Definition 18. Dann ist die Funktion
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vgl:U Glt}f,s - ﬁ(u XS)

SesS

wie folgt definiert:
(1) (VseS)(VteTv(X) S)( vgl((t,r)):=var(t) )

(2) (Vnew) (VSIS'!I""SDCS) (vteTZ(X)ls)

(V(l1""’ln)’(r1""’rn)CTZ(X),s1x"'XTZ(X),sn)
n
(vgl ((t, ((14,74) ;.. (1n,rn)))) :=var(t)ui&=J1 (var (1;)uvar(r;))).

Fiir seS, teGlt heiBt vgl(t) die Variablenmenge des Glei-

2.1 S
chungstermns t.[]

Eine Signatur zusammen mit einer Mencge von Gleichungen (Paaren
von Gleichungstermen) bildet eine Spezifikation. Die zweite
Komponente des "linken" Gleichungsterms wird, wenn es nicht

das leere Wort ist, als Menge von "Bedingungen" aufgefaBt.

Definition 21 (Spezifikation)

Eine Spezifikation ist ein Tripel (S,},E) fir das gilt:

(1) (S,¥) ist eine Signatur,

(2) EQ(\J (GltZ S)2 ist die Menge der Axiome bzw. Glei-
seS !

chungen, die wir auch als Familie E=(Es)SCS auffassen,
(3) (V(L,R)eE) ( R/2=) ).
Flr »(L,R)eE schreiben wir auch L=R.
Ist SPEC=(S,).,E) eine Spezifikation, dann bezeichnet
- SSPEC die Sortenmenge von SPEC, d.h. es gilt SSPEC=S,
- [ SPEC die Familie der Operationssymbolmengen von SPEC,
d.h. es gilt }SPEC=) und

- ESPEC die Axiomenmenge von SPEC, d.h. es gilt ESPEC=E.[]

Zur schrittweisen Erweiterung von Spezifikationen wird der Be-
griff der Kombination eingefiihrt und zur Notationsvereinfachung
werden die Operationen U und - fiir die Familien von Operati-

onssymbolen erklirt.
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Definition 22 (Ju;"',)-", Kombination)

Sind (S,’) und (S',;') Signaturen, dann definieren wir:

AT s (ST 5. & l.
(1) ult: ("w,s)wc(s"US"),sc(Sus') el

(Wwe (S*US'¥)) (Yse (SuS'))
Al Al fal S:':/\ ~
‘w,sU‘w,s alls we seS
< v =g 51 5 £ 1 '
(/w,s' ‘v, sV, s alls weS'*AseS' )
0) sonst
(2) T_[yl o= ('\"ll ] ) mlt

“w,s ' weS¥,seS

(VweS¥) (VseS)
IS

falls weS'*AseS"
(V“Vll e={ __ ) .

v :
W, S Lw,s sonst

COMB:=SPEC+(S',>"',E") heift Kombination, wenn SPEC:=(S,}.,E)

und (SuS',,u).',BUE') Spezifikationen sind.[]

Nun wird beschrieben, wie unter Vorgabe einer Beleguno der Va-
riablen mit TriAgerelementen einer Y -Algebra die Gleichungster-

me in dieser interpretiert werden.

Definition 23 (Belegung, Interpretationsfunktion)

Sei (S,}) eine Signatur, A eine j}-Algebra. Eine Belegung

durch A ist eine Funktion

bl x_ - ) (aux))

seS ses
fliir die gilt:
(VSCS)(VXCXS)( b(x)eASU{X} ¥ .

Die Menge aller Belegungen durch A wird mit Bel (A) bezeichnet.

Seien t't'ck,) Glt. _. Dann ist
seS 2,18

Bel(A,t,t"') :={beBel (A) | (Vxevagl (t)yvgl(t')) ( b(x)#x )}.

; i B ) ot
Sei t ngé TL(X),S Dann is

Bel (A,t") :={beBel (A) | (VYxevar(t")) ( b(x)#x )}.

Sei b eine Belegung durch A. Dann induziert b folgendermafBen
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eine Interpretationsfunktion

lntb:L,) Gltf,s - kv) Asu{undef}

S€S seS
(1) (VSCS) (VQQE)\'S)( intb((OT’)\)):z-OA )
b (x) falls b(x)#x
(2)  (VseS) (VxeXx) ( int, ((x,1)):= )
undef sonst
(3) (Vnew)(VSrS1r---'Sn€S)(VOEFS1 ..Sn,s
(V(t1,...,tn)CTf(X),S1x"'XTZ(X),Sn)

(((V1si5n)(intb((ti,X))iundef)) =>
intb((o(t1,...,tn),x)):=oA(intb((t1,A)),...,intb((tn,A))) A
((31£i$n)(intb((ti,A))=undef)) =>
intb((o(t1,...,tn),A)):=undef)

(4) (Vne‘ﬂ) (VSIS1I°'~ISneS) (VreTZ(X),S)

)

(V(l1,...,ln),(r1,...,rn)€T?(X)’S1X...XTT(X)’sn
(((VTSiSn)(intb((li,k))=intb((ri,k))¢undef)) =>
intb(if li=r4 &...& ln=rn then r):=intb((r,A)) A
((31Si$n)(ﬂintb((li,k))=intb((ri,A))¢undef)) =>

intb(if 1l42r4, &...& lpn®=rn then r):=undef).[]

Lemma 5
Sei (S,)) eine Signatur, A eine ) -Algebra. Dann gilt

(VseS) (VteT ) (Vb,b'eBel (A))

Y (X),s
((Yxevar(t)) (b(x)=b'(x)) => intb(t)=intb.(t))

Beweis: Sh. [H 79], Beweis von Lemma 1.1.2.5., S.17.[]

Jetzt sind alle Voraussetzungen geschaffen, um sagen zu k&n-

nen, wann eine )} -Algebra eine Spezifikation erfiillt.

Definition 24 ((Y,E)-Algebra,SPEC-Algebra,SPEC-Anteil)

Sei (S,),E) eine Spezifikation. Eine ) -Algebra A erfiillt

(S,2.,E) bzw. ist eine (},E)-Algebra, wenn gilt:

(1) A ist ) -erzeugt

(2) (V(L,R)eE)(VbeBel(A,L,R))(intb(L)=intb(R)Vintb(L)=undef)
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(d.h. A erfiillt die Axiome).

Ist SPEC der Name der Spezifikation (S,},E), dann schreiben

wir auch SPEC-Algebra statt ()),E)-Algebra.

Sind SPEC=(S,),E) und SPEC'=(S',)"',E') Spezifikationen mit

SES', ECE' und (YweS¥) (VseS) (I <¥' ) und ist A eine
w,S “wW,S

SPEC'-Algebra, dahn wird die Einschrdnkung von A auf (S,}),

A‘T' auch SPEC-Anteil von A genannt und mit AlSPEC oder

(A) bezeichnet.[]

SPEC

Definition 25 (Algy E)

Sei (S, ,E) eine Spezifikation. Dann ist Alg.. E die Kate-
ar
gorie, deren Objekte die () ,E)-Algebren und deren Morphismen

die }-Homomorphismen zwischen diesen Algebren sind.[]

Die () ,E)-Algebren bilden also wieder eine eigene Kategorie,
in der auch wieder ein initiales Objekt gesucht wird. Die
.-Termalgebra scheidet aus, da sie i.a. die Gleichungen nicht

erfiillt; sie bildet aber die Grundlage flir das gesuchte Objekt.

Definition 26 (EE)

Eine Spezifikation (S,),E) induziert auf T. folgendermaBen

eine Y-Kongruenz EE:E(EE,S)SCS

Sei K, die Menge aller Y-Kongruenzen EeKonT , die die fol-
Y

E

genden Bedingungen erfiillen:

(1) (V(L,R)eE) (VbeBel (T.

L

2L, R (L/2=) => intb(L) = intb(R))
(2) (VnCm)(VSrS1Io--rSnCS)(V(LlR)CE)(VbCBel(TerlR))

(V(l1l---lln)r(r1!--~rrn)€Tv(X)’S1X---XTF(X),Sn)

/
Lo

(Vl,reTv(X),s)((Lrif 14%r4 &...& 1Ipn®rn then 1 A R=(r,A)
(V1Sl$n)(lntb(li) = 1ntb(ri))) => 1ntb(l) = 1ntb(r)).
Dann ist filir alle seS EE,s::Iﬂw =q .[]
=eK
E
Die Y -Kongruenz =_, wird auch i-Kongruenzrelation oder einfach

“E

i-Kongruenz cgenannt.

A



Lemma 6
Sei (S,),E) eine Spezifikation. Dann erfiillt g die Aussage-
formen (1) und (2) aus Definition 26.

Beweis: VO0llig analog zum Beweis von Lemma 1.1.2.9. in

[H 79], s. 19. D

Lemma 7

Seien (S, ,E),(s',}"',E') Spezifikationen mit SES', ECE' und

ES T ' :
es gelte (YweS )(Vses)(ﬁw'g;fwls). Dann gilt
= = 13
%E, s c g, s fliir alle seS.
Beweis:

V61llig analog zum Beweis von Lerma 1.1.2.10. in [H 79],S. 19f.[]

Definition 27 (Quotiententermalgebra)

Sei SPEC=(S,},E) eine Spezifikation. Dann heiBt T E:va/EE
Lir L

Quotiententermalgebra von SPEC. Fiir TT E schreiben wir auch
o’

oder T oder T _ . []
f Z’:E

a =

TSPEC

Satz 2
Sei (S,Y,E) eine Spezifikation, A eine (},E)-Alcgebra.

= fiir alle seS.

Dann gilt A,s

EE,s <
Beweis:

V81llig analog zum Beweis von Satz 1.1.2.12 in [H 79], S. 20ff. D

Satz 3
Sei (S,?,E) eine Spezifikation. Dann ist T? E initial
VY 4

in Alg , wobei fiir alle AeAlg der eindeutige ) -Homo-
ZIE Y,E

rorphismus h:7T - A ein ) -Epimorphismus ist.

) E

Beweis:

V&llig analog zum Beweis von Satz 1.1.2.13 in [H 79], S.23ff.[j

Korollar 2
Sei (8, ,E) eine Spezifikation. Jedes initiale Objekt in

Alg. b ist )-isomorph zu T B
Y 4 yary |
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Beweis: Folgt direkt aus proposition 1 in [ADJ 77].[]

Flir die Quotiententermalgebra gilt entsprechend das hinter
Satz 1 fiir die ) -Termalgebra Gesagte. Damit ist die folgende

Definition gerechtfertigt.

Definition 28 (i-abstrakter Datentyp, i-Semantik)

Sei (S,},E) eine Spezifikation. Dann heift T @ der durch
yary

(S,).,E) definierte i-abstrakte Datentyp oder auch die i-Se-

mantik von (S,Z,E).[]

Will man sichergehen, daB bei der Hinzunahme von Sorten, Ope-
rationssymbolen und Axiomen zu einer Spezifikation SPEC der

bestehende i-abstrakte Datentyp T erhalten bleibt, so for-

SPEC
dert man, daB die neue Spezifikation SPEC' eine i-Erweiterung
von SPEC ist. Ein Spezialfall der i-Erweiterung ist die i-An-
reicherung, bei der keine neuen Sorten, sondern nur neue Ope-
rationssymbole und Axiome hinzugefiigt werden. Die Eigenschaf-
ten der i-Konsistenz und der i-Vollstdndigkeit werden im nédch-

sten Satz dazu verwendet, die i-Erweiterungen zu charakteri-

sieren.

Definition 29 (i-Erweiterung,i-Anreicherung,i-vollstdndigqg,

i-konsistent)

SPEC=(S,}) ,E) und SPEC'=(S',}"',E') seien Spezifikationen.

(i) SPEC' heiBt i-Erweiterung von SPEC, wenn gilt
(1) s<s'
b 5 S
(2)  (YweS*) (VseS) (I, &V o)
(3) ECE'

(4) TZ,E ist )-isomorph zu TZ.,E.hj :

(ii) SPEC' heiBt i-Anreicherung von SPEC, wenn gilt
g

(5) S=s'

(6) SPEC' ist i-Erweiterung von SPEC.
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(iii) SPEC' heiBt i-vollstdndig auf SPEC gdw.

(VseS)(VteTE,,S)(Et'eTE,S)(t EE',S L

(iv) SPEC' heiBt i-konsistent auf SPEC adw.

(VSCS)(Vt,t'eTX,S)(t EE',S t' => t EE,S t').‘]

Satz 4

Seien SPEC=(S,},E) und SPEC'=(S',}',E') Svezifikationen mit

(1) sgcs'

(2)  (YweS¥) (VseS) (Tw'sgfg\,’s)
(3) EGE'.

Dann gilt

SPEC' ist i-Erweiterung von SPEC <=>
SPEC' ist i-vollsté&ndic und i-konsistent auf SPEC.

Beweis: Sh. [H 79], Beweis zu Satz 1.2.2.6., S.35ff. D

2.1.2. Die terminale Algebrasemantik abstrakter Datentypen

Analog zur initialen Algebrasemantik bzw. darauf aufbauend
wird die terminale Algebrasemantik abstrakter Datentypen er-
kldrt. Dabei betrachtet man nur solche Spezifikationen — die
t-Spezifikationen — , die eine bestimmte elementare Sorte dis
enthalten zusammen mit gewissen Operationssymbolen, darunter
mindestens die beiden Konstanten tt und ff, und beschreiben-
den Gleichungen dieser Sorte. Sie dient zum "unterscheiden"
(engl.: distinguish) von Termen. Der Unterschied zur i-Alge-
brasemantik manifestiert sich in der Generierung einer neuen
y-Kongruenz. Initial gesehen werden zwei Terme t und t' glei-
cher Sorte zundchst grundsdtzlich als verschieden angesehen.

Sie k&nnen jedoch durch Axiome miteinander identifiziert wer-



- 99 -

den; in dem Fall sind t und t' i-koncruent.

Terminal gesehen werden t und t' zundchst grundsdtzlich als
(verhaltens-) gleich angesehen. Es wird dann untersucht, ob
sie sich, eingesetzt in "Kontexte" der Sorte dis gleich -
dann sind t und t' t-kongruent — oder unterschiedlich "verhal-
ten". Hier deutet sich ein Bezug zum Modul-Konzept an, in dem
zwel Moduln dann als gleich angesehen werden, wenn ihr Input-
und Output-Verhalten agleich ist. Die Beariffe "Kontext" und

"Verhalten" werden noch prazisiert werden.

Definition 30 (t-Spezifikation)

Eine Spezifikation (S,Y,E) heiBt t-Spezifikation, wenn gilt

(1) diseS
ST FEIET

(2) Y, {tt'k'}g“x,dis
el ® {“}g)dLs,dls

e 3 . .
2y {_AND—}g”dls dis,dis

=Xé. ’

(3) Ed::-{:,tt':ff, aff=tt, tt AND x1 is

dis
£f AND Xéis:ff }C€E

(4) (V(L,R)CE)(L/2e((TZ(X),diSp)*)_ []

Analog zur Kombination definiert man die t-Kombination.

Definition 31 (t-Kombination)

COMB=SPEC+(S',}"',E') heift t-Kombination, wenn SPEC=(S,),E)

und (SuS', u: ' ,EuE") t-Spezifikationen sind.[]

Unter den t-Spezifikationen sind solche von besonderem Inter-
esse, die vollsté&ndig und konsistent sind, d.h. in denen jeder
dis-Term entweder zu tt oder zu ff i-kongruent ist und in de-

nen tt und f£f nicht i-kongruent sind.

Definiton 32 (vollst&dndig,konsistent)

Eine t-Spezifikation (S,',E) heiBt



- 24 -

(i) vollstdndig gdw. (YteT iq)(Htve{tt,ff})(t

)rd EE,d]‘.S

(ii) konsistent gdw. tt $E,dis ff.[]

Als ndchstes wird der Begriff "Kontext" prédzisiert.

Definition 33 (Kontextkategorie Cr,Kontext)

Sei (S,)) eine Signatur. Die Kategorie C.,, genannt die Kon-

ba

textkategorie, ist definiert durch

(1) Objektmenge ist IC.l:=8S
(2) Morphismenmenge ist

/Co/:={ct:s>s'Is,s'eS und cteT und ct enthdlt

2(X),s!
genau eine Variable, und diese ist von
der Sorte s}

(3) Fir je zwei Morphismen ctq:si*s2, Ct2:s2*s3 mit

S1,S2,S3eS und CtiCTV(X),s. , i=1,2, ist deren Kompo-

bt i+1

sition definiert durch
ctyectqi:si~s3 := cta[ctq/x ].
S2
Man schreibt (Vs,s'eS)(Cv(s,s'):={ct:s*s'|cte/Cv/}).
Cx(s,s') ist die Menge der Kontexte der Sorte s' flir Terme

der Sorte s. D

Neben der i-Kongruenzrelation = induziert jede t-Spezifikati-

on eine weitere }-Kongruenz auf T_, die t-Kongruenzrelation
b

g Zwei Terme t,t'eTZ s’ seS, verhalten sich gleich, wenn sie
W

- 3 . ]
unter e t-kongruent sind: t'”E,s t'.

Definition 34 (~E)

Sei SPEC=(S,),E) eine t-Spezifikation. Die Familie

~ ::(

B )

von Relationen auf T. ist definiert durch

yau

(a%
E,s seS

(VseS)(Vp,quy s)(p'VE,s q :<=>

foci &

(Vctecy(s,dis))(ct[p/xs] E,dis ct[q/xs]))

und heifBt die durch SPEC induzierte t—Kongruenzrelation.l]

tv)



Lemma 8

Sei SPEC=(S,),E) eine t-Spezifikation. Dann ist die durch
SPEC induzierte t-Kongruenzrelation ~E eine ;~Kongruenz.

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Lemma 2.2.4.(1). [

Die Beziehung zwischen den beiden von einer t-Spezifikation

erzeugten ) -Kongruenzen wird in Lemma 9 dargestellt.

Lemma 9

Sei (S,},E) eine t-Spezifikation. Dann gilt

(VS«?S)(EE s & g S).

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Lemma 2.2.4.(2).[]

Lemma 10

Seien (S,),E) und (8',;',E') vollstdndige und konsistente

)

t-Spezifikationen mit SES', ECE' und (YweS¥) (¥seS) (L Shy o) e
4

"W, S

Dann gilt (VseS) (Vt,t'eT S)(tfv , t' => t t').

~,
' S E,s

14

Beweis: Sh. [H 79], Beweis zu Lemma 1.3.2.7., S.48f.[]

Mit der t-Kongruenzrelation erhdlt man aus T, auch eine neue

Tod

Quotiententermalgebra.

Definition 35 (T., )

,i,,/\/

Sei SPEC=(S,J,E) eine t-Spezifikation. T, bezeichnet dann

Lar

die y-Algebra TY/NE' Wir schreiben auch TSPEC,N oder TZ,NE

{

filr T .[]

VAN Xad

Lemma 11

Sei (S,),E) eine t-Spezifikation. Dann ist T eine

Vay Xacd

(Y,E) -Algebra.
Beweis: Sh. [H 79], Beweis zu Lemma 1.3.2.9., S.50ff. []

Definition 36 (Ah)

Sei (S,).,E) eine t-Spezifikation und A eine j-~Algebra. Dann
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ist die Familie “hzz(mh,s)ses von Relationen auf TE defi-
niert durch
(VseS)(Vp,quz,S)(p AL q :<=>

(VcteCZ(s,dis))(ct[p/xS] A, dis ct[q/xs])).

~ heiBRt die durch A induzierte t-Kongruenz. []

Lemma 12
Sei (S,;,E) eine t-Spezifikation und A eine ) -Alagebra. Dann

ist ~

eine ) -Kongruenz und es gilt (Y¥seS) (= c v ) o
A ~ A,s

A,s

Beweis:
Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt von ~ ergeben
sich direkt aus den entsprechenden Eigenschaften von - Die
Substitutionseigenschaft, also Punkt (2) der Definition 12,

zeigt man fir ~a v8llig analog zu dem Nachweis ebendieser

‘Efgenschaft fiir ~p in [HR 79], Beweis zu Lemma 2.2.4.(1).

Der Nachweis von (VSCS)(EA,S c “A’s

zum Beweis von Lemma 2.2.4.(2) in [HR 79].[]

) verlduft v6llig analog

Fiir die vollstdndige und konsistente t-Spezifikation SPEC

definiert man zwei neue Kategorien.

e M _ :
Definition 37 (t OdZ,E’t Imp?’E)

Sei (S,),E) eine vollstdndige und konsistente t-Spezifikation.

(i) t-Mod ist die wie folgt definierte Kategorie:

i E
|t-Mods &

sei die Objektmenge von t-Mod. E und

iy 4

l::{ACIAng,EIIAdisz{ttA’ffA} A ttA¢ffA}

/t-Mod /:={h:A - Blh ist Y-Homomorphismus A

2. E

A,Be|t-Mod I}

2 E
sei die Morphismenmenge von t-Mod. B*
Fy 4
(ii) t-Imp. p ist die wie folgt definierte Kategorie:
[y 4

(1 (VAeIAngI)(Aelt-Imp:,E|:<=>

((a) A ist )-erzeugt A
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= £
(b) AdiS {ttA,f;A} A ttl\#ffA A

(c) (VseS) (Vp,chZ,S) (p Mpg =Py g q) ))
(2) Die Morphismenmenge von t—Impy E ist
-y 4
/ E=Inpe E/:={h:A -~ Blh ist Y -Homomorphismus A

Anschaulich gesehen, bedeutet das:

Die Objekte von t—Mody.E erfiillen die Axiome von (S,Y,E) und
YAy 4
modellieren den dis-Anteil von T.. e
Die Objekte von t—Impy.E brauchen die Axiome nicht zu erfilillen;

sie modellieren aber ebenfalls den dis-Anteil von T« E und es
I Lar
gilt, daB zwei t-kongruente Terme demselben Element des Objek-

tes entsprechen.

Lemma 13
(S,7.,E) sei eine vollstdndige und konsistente t-Spezifikation.

Dann gilt Jt-Mod. .| < lt—ImpT El .
Lor r

E
Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Lemma 2.3.2..[]

Lemma 14
Fliir jede vollstdndige und konsistente t-Spezifikation (S,¥,E)
und fir jede t-Implementation Ae|t—ImpT E| gilt “e = "hC

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Lemma 2.3.3..

Die terminale Quotiententermalgebra nimmt in den Kategorien
der t-Modelle und der t-Implementationen eine Sonderstellung

ein.

Satz 5
Sei (S,),E) eine vollstdndige und konsistente t-Spezifikation.
Dann ist T, sowohl in t-Mod., als auch in t-Imp- termi-
ZI’V e B B

nal.

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Theoremn 2.3.4..[]
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Seéi (S,),E) eine vollstdndige und konsistente t-Spezifikation.
Jedes terminale Objekt in t-Mod.. E bzw. t—ImpT E ist }-iso-
yauy | b

morph zu Tf .
B Rad

Beweis:

Sei A terminales Objekt in t-Mod Dann gibt es genau ei-

o E

nen ) ~Homomorphismus h:T - A und da TT terminal in
Lo o Aad

r~

t—ModY E ist gibt es auch genau einen ) -Homomorphismus
4

h':A - T . Dann sind auch heh':A - A und h'eh:T. - TZ :
Lo [ZaN]

Zald Y Xard

Y-Homomorphismen nach Korollar 1. Mit h und h' sind heh' und

h'eh ebenfalls eindeutig, d.h. es gilt hOh'=idA und h'-h=idT .
ZIN

Nach Definition 9 sind h und h' }-Isomorphismen. []

Auch T ist reprdsentationsunabhdngig und operationserzeugt

ZIN

und erfilillt damit die Anforderungen, die an einen abstrakten

Datentyp gestellt werden. Man definiert daher:

Definition 38 (t-abstrakter Datentyp,t-Implementation,t-Modell)

Sei SPEC=(S,),E) eine vollstdndige und konsistente t-Spezi-

fikation. Dann heiBt T der durch SPEC definierte t-ab-

2
strakte Datentyp bzw. die t-Semantik von SPEC.

Eine }-Algebra, die Objekt von t-Imp - ist, heiBft t-Imple-

)

mentation von T und, wenn sie Objekt von t-Mod = ist,
yay

Lo

auch t-Modell von T .l]
Ladt™

Es gibt t-Spezifikationen, deren i- und t-Kongruenzrelation

gleich sind. Diese werden kategorisch genannt.

Definition 39 (kategorisch)

Eine t-Spezifikation (S,}.,E) heiBt kategorisch :<=> =, ='VE'l]

Analog zum initialen Fall werden die Begriffe t-Erweiterung,
t-Anreicherung, t-vollstdndig und t-konsistent definiert und

charakterisiert.



- 20 -

Definition 40 (t-Erweiterung, t-Anreicherung, t-vollsténdig,

t-konsistent)
SPEC=(S, ,E) und SPEC'=(S',}"',E') seien t-Spezifikationen.

(i) SPEC' heiBt t-Erweiterung von SPEC, wenn gilt

(1) sgs!

(2) (VWeS")(VSCS)(Yw,ngW,S)

(3) ECE'

(4) TY ist ) -isomorph zu T, |v.
L BN Ly 1™V,

(ii) SPEC' heift t-Anreicherung von SPEC, wenn gilt

(5) S=s'
(6) SPEC' ist t~Erweiterunc von SPEC.

(iii) SPEC' heiBt t-vollstdndic auf SPEC gdw.

(VSCS)(VtCqu S)(Ht'eT ) (£~ t').

WA 'S

(iv) SPEC' heiBt t-konsistent auf SPEC gdw.

/

(VseS) (Ve b el ) (b~ bt = tag, ot [

Satz 6

Seien SPEC=(S,),E) und SPEC'=(S',)"',E') vollstdndige und

konsistente t-Spezifikationen mit

(1) sgs'!
(2) (VweS*)(VSeS)(Xw,ngQ,s)
(3) ECE'.
Dann gilt

SPEC' ist t~Erweiterung von SPEC <=>
SPEC' ist t-vollstdndig und t-konsistent auf SPEC.

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Theorem 2.5.5..[]

Es folgen drei technische Korollare. Fiir diese seien
SPEC=(S,},E) und SPEC'=(S',}.',E') t-Spezifikationen mit

(1) B8Cc§?

(2)  (YweS*) (¥seS) (I Tt )

(3) EGE'.
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Wenn SPEC' vollstdndic ist, dann ist SPEC' auch i-vollstidn-
dig auf SPEC bzgl. dis.

Beweis:

Es gilt (Yt'eT. ) Jtve {tt,f£f}) (t°*

"y dis “E'dis

gilt die Behauptung.[]

tv) und wegen

(tt, FECT 5iq

Korollar 5
SPEC' ist t-konsistent auf SPEC bzgl. dis.
Beweis:

Seien p,qeT und es gelte p Wegen

~E,dis -

und

y,dis

“E,dis” "E,dis’ “E',dis "E',kdis “E,dis""E',dis (9-1-

Lemma 7) gilt auch p NE',dis q.[]

Korollar 6
Wenn SPEC' i-vollstdndig auf SPEC ist, dann ist SPEC' auch
t-vollstdndig auf SPEC.

Beweis: Folgt aus Lemma 9.[]

Flir spdtere Induktionsbeweise wird die Gewichtsfunktion w ein-
gefiihrt. Da das Symbol = bereits fiir Axiome verwendet wird,

soll die Identitdt von Termen mit is bezeichnet werden.

Definition 41 (w(t), t is t')

Sei SPEC=(S,) ,E) eine Spezifikation.

(1) Fir jedes seS und jeden Term teT, a ist das Gewicht
Lsl

von t — i.Z2. w(t) — wie folgt definiert:
(a) (VSeS)(VteZA S)( w(t):=1)
(b) (Vnew) (vsps1,...,Sn€S) (VOQXSA,...S]—),S)

)

(V(t1,...,tn)cTE'S1x...xTS'Srl
n

( Wlo(tqg,.-.,tn)) =1+ 3 W(ti) )
3=

(2) Sind t,t'eT.

&t seS, dann steht t is t!' fiir
yauy 4

"t ist identisch gleich t'".[]
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Notation fiir Spezifikationen und Kombinationen

Konkrete Beispielspezifikationen und -kombinationen werden in

der Literatur Uber abstrakte Datentypen nahezu einheitlich no-

tiert. Wir wollen die in [EKP 79a] verwendete Spezifikations-

sprache hier informell kurz vorstellen und leicht modifizie-

ren.

Sei SPEC=(S,},E)

COMB=SPEC+ (S',y"' ,E')

eine Spezifikation und

eine Kombination.

SPEC wird wie folgt aufgeschrieben.

SPEC:

sorts:

opns:

eqns:

SqreeerSn

O,:W,; = S. abr: (a,)

- 31 -
O_:W_ - S. (a_)
m’ m I m
E.1 L1=R1

E.k Lk=Rk

Dabei gilt:

SPEC

sorts:

opns:

ist der Name einer Spezifikation, den wir als Wort
aus {A,...,2}%{0,...,9}* auffassen. Oft wird statt
dessen auch der durch SPEC spezifizierte Datentypo
dort hingeschrieben. Datentypnamen sind doppelt un-
terstrichene Worter aus

{a,...,z}*{0,...,9 *vfa,...,z}*{0,...,91 *{} fa,...,21 *{0,...,9} * 01,

setl(nat2)

Hinter dieser Marke werden die Namen der Elemente voOn

z.B. oder

stack .

S (Sortennamen) durch Kommata voneinander getrennt
aufgelistet. Sortennamen sind einfach unterstrichene
wr2F*00, . s £91 %,

Worter aus fa,..

Hinter dieser Marke werden die Operationssymbole und
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ihre Stelligkeit aufgelistet. Namen von Operations-
symbolen sind Worter aus {A,...,Z,_}*{O,...,9}*. Der
Strich _ wird bei Infix-Operatoren verwendet, wie z.B.

_AND :dis dis = dis, und gibt an, wo spdter die Argu-

rente stehen. Die Dperationssymbole werden unterein-
ander aufagelistet ohne Kommatrennung. Gibt es mehrere
Operationssymbole mit derselben Stelligkeit, so braucht
die Stelligkeit nur einmal angegeben zu werden; die
Namen der zugehOrigen Operationssymbole werden dann
davor durch Komma getrennt aufgelistet, z.B.

_AND_, EQV_, OR , XOR :dis dis — dis.

abr: Hinter dieser Marke k&nnen flir die in derselben Zeile
davorstehenden Operationssymbole Abkirzungen angece-
ben werden, die in runden Klammern stehen. Fir eine
Liste von n Operationssymbolen gleicher Stelligkeit
muB eine Liste von n Abkiirzungen angegeben werden (if
any) . Abklirzungen k&nnen beliebige Zeichen sein, je-
doch miissen bei Infix-Operatoren die underscore-Stri-
che wieder angegeben werden. Fiir das Beispiel unter

opns: kdnnten die Abkiirzungen so aussehen:

eqgns: Hinter dieser Marke werden die Elemente von E unter-
einander aufgelistet. Die Axiome werden wie folgt
durchnumeriert: Ist E der Bezeichner der Axiomenmenge
und besteht dieselbe aus k Elementen, dann fangen die

Zeilen hinter der Marke eqgns: mit E.1,...,E.k an (s.o0.).
COMB wird wie folgt aufgeschrieben.

COMB: SPEC +
sorts: s%,...,si

opns: oy:wj -~ s! abr: (al)



Oy:wy — s (ay)

Fir COMB gilt dasselbe wie fiir SPEC.

Ist die Sorten-, Operationssymbol- oder Gleichungsmenge einer
Spezifikation oder Kombination leer, so schreiben wir an den
entsprechenden Stellen no sorts, no opns oder no egns.
Wird flir eine Operation keine Abkilirzung gewlinscht, lassen wir
in der entsprechenden Zeile unter abr: einfach freien Raum.
Werden {liberhaupt keine Abklirzungen gewlinscht, entf&dllt die

Spalte abr: ganz.

2.3. Ein Beispiel fir die Unterschiede der initialen und

terminalen Algebrasemantik abstrakter Datentypen

Der Unterschied zwischen initialer und terminaler Algebrase-

mantik ist der Unterschied zwischen der i- und der t-Kongru-

enzrelation. Wie bereits in 2.1.2. gesagt, sind zwei Terme t

und t' gleicher Sorte dann i-kongruent, wenn ihre Gleichheit

aus den Axiomen ableitbar ist und sie sind dann t-kongruent,

wenn die dis-Terme, die durch Einsetzen von t und t' in den-

selben dis-Kontext entstehen, i-kongruent sind; letzteres muB
fir alle mdglichen dis-Kontexte gelten.

Spezifikationen, die keine t-Spezifikationen sind, sollen ab

jetzt i-Spezifikationen heiBen.

Man kann sich fragen, wie i- und t-Spezifikationen aussehen
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miissen, die (flir eine bestimmte Sorte) "dasselbe" spezifizie-

ren. Dazu ein Beispiel:

sorts: nat

opns: NULL: - nat abr: (¢g)
SUCC:nat - nat (S)
_PLUS :nat nat - nat (~+_)
. i - 1 = x1
egns: i=g.1 g + o4 JY x] i
] - 1 2 = 1 2
i=Eeic S(Xnat) T *hat S(Xnat * Xnat)

ist eine i-Spezifikation, deren i-Semantik T, ;. -isomorph

i-nat
ist zu der j-Algebra A=(wgy, {0,S,+}), deren nat-Trdger die Men-
ge der nicht-negativen ganzen Zahlen ist und deren Funktionen
die Konstante (0, die Nachfolgerfunktion S:wy; - wy und die Ad-
dition +:wyxwg = wy Mit der {iblichen Definition sind.

Eine t-Spezifikation, deren nat-Anteil, d.i. die Einschrdadnkung

auf die Sorte nat und die Operationssymbole NULL, SUCC und

_PLUS_, ebenfalls zu A j-isomorph ist, sieht so aus:

sorts: dis,nat

opns: TT,FF: - dis abr: (tt,ff)
NOT:dis - dis (=)
_AND_:dis dis - dis (_A_)
NULL: - nat (¢)
SUCC:nat - nat (S)
_PLUS :nat nat - nat (_+)

EQN:nat nat - dis

eqgns: t-E.1 att = ff
t-E.2 ~ff = tt

-F 1 = x1
t~E.3 tt A X3is Xdis



t-E.4 ff A x1. = ff
dis
t-E.5 EQN(#,0) = tt
t-E.6 EQN(ﬁ,S(xgat)) = ff

=B EQN(S(Xﬁat)'g) = ff

- 1 2 - 1 2
t-E.8 EQN(S(xnat),S(xnat)) EQN(Xnat'xnat)
- 1 - 1
L i nat
- 1 2 — 2
t-E.10 S(xnat) + Xnat S(x =k Xnat)
Es gilt also g = B = Tt-natlZ reit

7=({nat}, {¢§: - nat,S:nat - nat, + :nat nat - nat}).

Man sollte hier keiner optischen Tduschung erliegen; wenn man
den obligatorischen dis-Anteil vergift, ist eine t-Spezifika-
tion meist nicht grdBer als eine entsprechende i-Spezifikation.

Es fdllt auf, daB t-nat gegenliber i-nat die "zusdtzliche Ope-

ration" EQN besitzt. Diese wird bendtigt, um dis-Kontexte fiir
nat-Terme zu bilden, welche etwa so aussehen:

tt AND EQN(S(x}_ .),S(S(g))) oder

- EQN(S(ﬂ),Xﬁat) AND EQN(S(S(s(d))),d),
d.h. sie enthalten genau eine Variable, und diese ist von der
Sorte nat. Wdre EQN nicht vorhanden, dann gdbe es keine Kontex-
te fir nat-Terme und daher wdren alle nat-Terme zueinander
t-kongruent. Die Axiome t-E.9 und t-E.10 hdtten dann keinerlei
Wirkung mehr. EQN unterteilt die nat-Terme in Klassen, die als
kanonische Reprdsentanten gerade die Terme @#,S(g),S(S(d)),...,
Sn(g),... enthalten. Zur Bestimmung der durch eine t-Spezifi-
kation erzeugten t-Kongruenzrelation brauchen nicht alle dis-
Kontexte betrachtet zu werden, sondern nur die "contexts of

interest". Dies sind im Falle von t-nat alle Kontexte, deren

duBerstes auftretendes Operationssymbol EQN ist; weiBl man z.B.,
daB EQN(t,p)=EQN(t',p) ist, dann gilt wegen der SE der i-Kon-
gruenz = auch REQN(t,p)=sEQN(t’',p),

tt AND EQN(t,p)=tt AND EQN(t',p) usw.;
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damit gilt also fiir alle Kontexte ctecginat,dis), die

1 1 = vt ' 1
EQN(x!_,,p) als Subterm haben Ct[t/xnat]"c"[t /Xnat]'
Dieses Ergebnis wird spdter noch in Lemma 17 ausgedriickt.
t-nat erzeugt wie jede t-Spezifikation zwei ) -Kongruenzen,

ndmlich = und ~ Bei genauerer Betrachtung f4llt auf,

“t-E t-E"

daB die beiden Relationen identisch sind: SL g T Also

N .
t=E

sind auch die i-Semantik und die t-Semantik von t-nat gleich:

Ttonat = Tt-nat,~
(vergl. Definition 39). Die kontexterzeugenden Operationen wie

. Solche Spezifikationen heifBen kategorisch

EQON werden im folgenden das Konzept der terminalen Implemen-

tierungen beeinflussen.



3. Implementierungen

Es existieren bereits verschiedene Implementierungskonzepte
flir algebraische Spezifikationen abstrakter Datentypen, von
denen einige in den folgenden Abschnitten vorgestellt werden
sollen. Es wird kurz auf die Konzepte aus [ADJ 77], [Ehr 78]
und [GHM 76a] eingegangen und danach wird das Konzept aus

[EKP 79a] etwas ausfilihrlicher behandelt. Daran anschlieBend
wird letzteres soweit mdglich in die terminale Algebrasemantik
ibertragen. An einem Beispiel wird dann die Wirkungsweise des
Konzeptes verdeutlicht.

In [ADJ 77],[Ehr 78] und [EKP 79a] wird jeweils von einer ini-
tialen Algebrasemantik ausgegangen, wdhrend in [GHM 76a] be-
reits informell eine "terminale Algebrasemantik" zugrundege-
legt wird; Guttag, Horowitz und Musser sehen zwei Terme glei-
cher Sorte solange als gleich an, bis nachgewiesen ist, daB
sie verschieden sind. Dies entspricht in der Tat der in Defi-
nition 34 eingefiihrten t-Kongruenzrelation N jedoch fehlt in

[GHM 76a] jegliche Pr&zisierung.

Buls Ubersicht {iber einige Implementierungskonzepte

Man unterscheidet generell zwischen zwei Arten der Implemen-
tierung abstrakter Datentypen, d.i.
- die Implementierung abstrakter Datentypen durch abstrakte

Datentypen, manchmal auch abstrakte Implementierung genannt,

und
- die Implementierung abstrakter Datentvpen durch beliebige

Typen, als da sind Programme, Maschinenzustdnde, abstrakte
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Datentypen usw. Diese werden auch konkrete Implementierun-

gen genannt.
Von den hier vorgestellten Implementierungskonzepten, die alle
nur flir Spezifikationen ohne bedingte Axiome formuliert sind,
gehdren [Ehr 78] und [EKP 7%9a] zur ersten und [ADJ 77] und
[GHM 76a] zur zweiten Art.
Allen Konzepten gemein ist, daB sie beschreiben, wie Daten und
Operationen eines Typs, der sich, anschaulich gesehen, auf ei-
nem "hdheren" Abstraktionsniveau befindet, durch die Daten und
Operationen eines Typs reprdsentiert werden, der sich dement-
sprechend auf einem "niedrigeren" Abstraktionsniveau befindet.
Die Implementierungen der ersten Art kOnnen dazu dienen, aus
einfachen Datentypen schrittweise immer "kompliziertere" Da-
tentypen aufzubauen; eine Implementierung dieser Art kann also
als refinement step aufgefaBt werden. In diesem Zusammenhang
sind "Uber-alles"-Implementierungen bzw. Compound-Implementie-
rungen von Interesse, die mehrere solcher refinement steps
IMPL1,...,IMPLn zusammenfassen zu IMPL=IMPL1le...,eIMPLn. Damit
beschdftigt sich Ehrich in [Ehr 78] und neuere Ergebnisse zu
diesem Thema sind in [EKMP 80] zu finden.
Implementierungen der zweiten Art k&nnen benutzt werden, um
algebraisch zu spezifizierende Software-Systeme wdhrend der

Entwicklung teilweise zu testen.

3.1.,1. ADJ

In [ADJ 77] wird die von einer Spezifikation <S,Y,E> induzier-

te Termalgebra T durch eine "Implementierungsalgebra" B im-

yamy 4

plementiert. Dabei ist B eine }'-Algebra, deren Tridgerelemente
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konkrete Datenreprdsentationen wie Maschinenzustdnde oder pri-
mitive Datentypen sein kodnnen und deren Operationen auf diesen
Datenreprdsentationen definierte Basisoperationen wie Maschi-
nenoperationen, Basisinstruktionen und Programme sind.

Formal besteht eine Implementierung von <S,) ,€> aus der j '-~-Al-
gebra B, einem "derivor" 4 von ) nach ' und einer [ -Kongruenz
=, sodaB gilt:
TZ:E ist y-isomorph zu einer Unteralgebra von (dB)/=,

wobei dB die "d-abgeleitete Algebra von B" ist.

Sind (S,)) und (S',)') Signaturen, dann ist ein derivor von }

nach }' ein Paar d=(f, (d ), wobei f:S - S' eine

w,s)WeS*,SeS

Funktion mit der Eigenschaft
(Vnew) (Ys1,...,5neS) ( £(sq1...8n)=f(s1)...£f(sn) ) und
)

(dw,szzw,s - (TZ')f(w),f(s) eine Familie ist.

(TZ')f(w),f(s) bezeichnet die Menge der )'-Terme der Sorte

weS*,seS

f(s), die die Variablen {y1,...,¥yn} benutzen, wobei y; von der

Sorte f(si) ist. Jedes Operationssymbol Oezﬁ s wird mittels
14

einer abgeleiteten Operation dw s(o) mit geeigneter Stellig-
14

keit dargestellt. Dann ist
dB = ((Bf(S))SCS'{OdBIOCF’IW,S' WGS::, SCS})

die d-abgeleitete j-Algebra von B, wobei die Operation ogp von

dB fir oe) definiert ist als (d(c))B, d.i. die "abgeleitete

Operation" des §'-Terms d(¢) .
Bleibt der Begriff der abgeleiteten Operation zu klé&ren.

Sei teT seS, mit var(t)={y4,.-..,¥Yn},new, und die Y; sei-

(X)) ,s’
en Variable der Sorte sieS. Sei A eine )-Algebra und beBel(A,t)
eine Belegung. Dann ist intb(t)eAS. Wenn t fest ist und b vari-
iert, dann erhdlt man eine Funktion t_:A x...xA - A , die

A Sq Sn S

die abgeleitete Operation von t in A heiBt, mit

wenn b(yi)=a1.eAs f.a. ief{1,...,n}, dann ist
- i

tA(a1,...,an) = intb(t)cAs.
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Da y-isomorph zu einer Unteralgebra von (dB)/= sein darf

Tr.E
und nicht zu der ganzen Algebra (dB) /= )-isomorph sein mu8,
ist es z.B. mbglich, eine Spezifikation fiir nat mit den Opera-
tionssymbolen @#,+,* und SUCC durch eine Algebra zu implemen-
tieren, deren Trdgermenge die Menge der ganzen Zahlen ist und
deren Operationen 0,+,#* und SUCC mit den {iblichen Definitionen
sind.

Der Korrektheitsnachweis der Implementierung 138t sich laut

ADJ in speziellen Fdllen durch automatische Beweiser fiihren.

3.1.2. Ehrich

Ehrich behandelt in [Ehr 78] Implementierungen auf syntakti-
scher Ebene als Beziehung zwischen Spezifikationen. Das mit
den Begriffen aus [ADJ 77] kompatible framework bildet eine
Kategorie spec, deren Objekte Spezifikationen und deren Mor-
phismen Paare von Abbildungen zwischen Sorten und Operations-
symbolen sind, die also dem derivor von ADJ &hneln. Jedem Ob-
jekt von spec ist eine Kategorie beigeordnet, deren Objekte
(1) Algebren sind und deren Morphismen ({-) Homomorphismen
zwischen diesen Algebren sind. In jeder dieser Kategorien gibt
es ein bis auf Isomorphie eindeutiges initiales Objekt, das
die Semantik der Spezifikation darstellt. Auf semantischer E-
bene werden die Auswirkungen der Implementierung auf die ini-
tialen Algebren diskutiert.

Informell gesehen, implementiert eine Spezifikation D,; eine
Spezifikation Do, wenn die Operationen von D, abgeleiteten O-
perationen (im Sinne von [ADJ 77], sh. 3.1.1.) in D, zugeord-
net werden kénnen, die das durch die Gleichungen ausgedriickte

"Verhalten" von Do realisieren. Wenn man filir die abgeleiteten
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Operationen neue Operationssymbole und entsprechende definie-
rende Gleichungen zu D¢ hinzufligt, dann erhdlt man eine Spezi-
fikation D, und es gibt Morphismen sowohl von Do nach D, als
auch von D4y nach Daz.
Formal ist eine Implementierung von Do durch D, ein Tripel
(D>,f,t), wobei D, eine Spetifikation, t:Do = D> eine "wahre
Einbettung" und f:D, - Ds eine ";-Einbettung” ist, die "voll
bzgl. t" ist (sh. [Ehr 78]). Das Hauptergebnis von [Ehr 78]
betrifft die Komponierbarkeit solcher Implementierungen und
besagt flir Spezifikationen Do, D4, Da:
Wenn D, D, implementiert und wenn Do D, implementiert,
dann implementiert Do auch D,, d.h. es gibt eine "Uber-
alles"-Implementierung.
Es gibt jedoch kein allgemeines effektives Kompositionsverfah-
ren flir Tmplementierungen. Weiter wird ein praktisches Kompo-
sitionsverfahren angegeben, das pushouts benutzt und nicht-
systematische Schritte enthdlt.

Die Frage der Korrektheit wird in [Ehr 78] nicht gestellt.

3.1.3. Guttag, Horowitz und Musser

Das sehr informell gehaltene Papier [GHM 76a] beschdftigt sich
anhand von Beispielen mit der Frage, wie alcgebraische Axiomati-
sierung den Korrektheitsnachweis von Implementierungen abstrak-
ter Datentypen verbessern kann und mit der Angabe von halb-au-
tomatischen Hilfsmitteln, die zur Automatisierung solcher Be-

weise und zur Erstellung einer direkten Implementierung verwen-

det werden kOnnen. Direkte Implementieruncen erlauben begrenz-

te Tests wdhrend der Entwicklung von Software-Systemen.
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Eine Implementierung eines Datentyps durch einen anderen ist
aufgeteilt in einen
- representation-Teil,
in dem eine Reprdsentation der Werte des zu implementieren-
den Typs durch (Tupel von} Werte(n) des implementierten Typs
angegeben wird, etwa
SYMT (Stack [Mapping[Identifier,Attributelist]]) - Symboltable,
und in einen
- programs-Teil,
in dem "Programme" (d.s. Axiome), welche auf der Reprdsenta-
tion arbeiten, filir die Operationen des zu implementierenden
Typs angegeben werden, etwa
INIT = SYMT (PUSH(NEWSTACK,NEWMAP) ) .
Dabei wird davon ausgegangen, daB fiir beide Datentypven alge-
braische Spezifikationen existieren, die aus einem syntakti-
schen Teil, der die Operationen des Datentyps und ihre Stellig-
keit, und einen semantischen Teil, der die die Operationen be-
schreibenden Axiome enth&dlt, bestehen.
Die Korrektheit einer Implementierunag kann nachgewiesen werden,
indem man zeigt, daB jedes Axiom des semantischen Teils der
Spezifikation des Datentyps durch die Programme erfiillt wird,
etwa flir das Axiom LEAVEBLOCK (INIT) = INIT:

LEAVEBLOCK (INIT) LEAVEBLOCK (SYMT (PUSH (NEWSTACK ,NEWMAP) ) )

= SYMT (REPLACE (NEWSTACK ,NEWMAP) )

= SYMT (REPLACE (STAK (NEWARRAY, @) ,NEWMAP) )

= SYMT (STAK (ASSIGN (NEWARRAY,1,NEWMAP) , 1))

= SYMT (PUSH (NEWSTACK,NEWMAP) )

= INIT.
AuBerdem wird gezeigt, wie formale Deduktionen, die den Daten-
typ boolean benutzen, Interpretationen von Gleichheitsoperato-

ren auf Datentypen und Datentyp-Invarianten bei der Verifika-
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tion von Implementierungen verwendet werden kodnnen. Dabei ist
eine Datentyp-Invariante eine Eigenschaft P, die fir alle Wer-
te des Datentyps gilt, etwa

P(symtab) = (JstkeStack) ( symtab = SYMT(stk) )

mit symtabeSymboltable.
SchlieBlich wird noch das Konzept der direkten Implementierun-
gen eingefiihrt. Eine direkte Implementierung eines Datentyps T
ist eine Implementierung, deren reprensentation-Teil eine Teil-
menge des syntaktiséhen Teils der Spezifikation von T ist und
deren programs-Teil eine Teilmencge des semantischen Teils der
Spezifikation von T ist. So kann zum Beispiel der Datentyp
boolean mit den Operationen TRUE, FALSE, AND, OR, NOT, EQV,
IMP und XOR durch den Datentyp boolean mit den Operationen
TRUE, FALSE, AND und NOT direkt implementiert werden. Hdufig
werden auch Baumstrukturen als direkte Implementierungen ver-

wendet oder Darstellungen in LISP.

3.1.4. Ehrig, Kreowski und Padawitz

Ehrig, Kreowski und Padawitz verlangen in [EKP 79a] von einem
Implementierungskonzept, daB es die "Spracheigenschaft" alge-
braischer Spezifikationen, welche abstrakte Datentypen syntak-
tisch definieren uhd deren Semantik automatisch festlegen, be-
achtet. Diese Forderung, die von keinem anderen Implementie-
rungskonzept erfiillt wird, soll es erm6glichen, die EKP-Imple-
mentierungen als Konzept einer Beschreibungssprache fiir ab-
strakte Datentypen aufzufassen. In einem Anforderungskatalog,
der hier woértlich idbernommen wird, wird etwas genauer erklirt,

wie dies zu verwirklichen ist.



Die Implementierunc eines abstrakten Datentyps ADTO durch
einen abstrakten Datentyp ADT1 soll syntaktisch als Imple-

mentierung ihrer Spezifikationen verwirklicht werden,

7 m
S IMPLEMENTATION cpnog

indem die SPECO-Sorten und -Operationen aus entsprechenden
Bestandteilen von SPEC1 zusammengesetzt werden.

Semantisch soll dadurch festgelegt sein, wie sich Berech-
nungen in ADTQ auf Berechnungen in ADT1 zuriickfiihren las-
sen, wie also die (i-)Semantik von SPECO aus der von SPECI

resultiert:

T IMPLEMENTATION .
SPEC1 SPECO :

Dabei so0ll jeder Wert in ADTO zusammengesetzt aus ADT1-Da-
ten reprdasentiert sein, verschiedene Werte verschieden,
jedoch nicht unbedingt eindeutig (d.h. Mehrfach-Reprédsen-
tationen sind zugelassen). Auch brauchen nicht alle geeig-
net zusammengesetzten Daten aus ADT1 zu Daten aus ADTO0 zu
korrespondieren. Insbesondere dirfen durch das Zusammen-
setzen neuer Daten aus ADT1-Daten diese selbst nicht zer-
stort oder verdndert werden.

AuBerdem soll jede Anwendung einer Operation in ADTO0 (d.h.
jede Berechnung) bis auf Reprdsentation von Argumenten und
Werten gemdf 3. auf Anwendungen von Operationen in ADT1 zu-

rickgefiihrt und aus diesen zusammengesetzt werden kodnnen.

Es kann jedoch eine geniigend allgemeine Syntax einer Implemen-

tierung meist keine Semantik induzieren, die 2. bis 4. erfillt,

da diese Forderungen unentscheidbar sind. EXP l&sen dieses Pro-

blem, indem sie zundchst einen schwachen Implementierungsbe-

agariff angeben, der den syntaktischen Anforderungen geniigt, der

jedoch meist T nicht in ein zu TSPECO isomorphes, sondern

SPEC1
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nur in ein homomorphes iiberfiihrt. Dann werden semantische Zu-
satzforderungen angegeben, die eine schwache Implementierung
erfiillen muB, um als eigentliche Implementierung zu gelten. Die
Irplementierungen geniigen dann, wie gezeigt wird, auch den An-
forderungen 2. bis 4. des Kataloges.

Es folgen die formalen Definitionen aus [EKP 79a].

VORAUSSETZUNG

SPECO0 und SPEC1 seien zwei Spezifikationen, die beide Exten-
sion einer gemeinsamen Unterspezifikation SPEC=(S,},E) sind,
d.h. sie sind syntaktisch Kombinationen

SPEC0= SPEC + (S0,y0,E0) und SPEC1= SPEC + (S1,>1,E1),

die die semantische Zusatzforderung erfiillen, daB die SPEC-
Anteile ihrer (i-)Semantik mit der (i-)Semantik von SPEC -

bereinstimmen.l]

Dies ist anschaulich damit zu begriinden, daBR SPECO0 und SPEC1
gemeinsame Teile haben k&nnen, die bei der Implementierung na-
tlirlich nicht neu realisiert werden miissen. Haben SPECO und
SPEC1 keine gemeinsamen Teile, so ist SPEC=(@,?,d) die leere

Spezifikation.

Definition (Syntax der schwachen Implementierung) (3.2.)

IMPL = (yS0,ES0,E}0) ist eine schwache Implementierung von

SPECQ mit Hilfe von SPEC1, wenn
IMPL1= SPEC1 + (S0,yS0,ES0) wund IMPL2= IMPL1 + (@,70,E}0)

Kombinationen sind. Dabei sind SO und ESO die S0-Sorten im-

plementierenden Operationen und Gleichungen und Ej;0 die

Y 0-Operationen implementierenden Gleichungen. Dementsprech-

end wird der Schritt von SPEC1 zur ersten Implementierungse-

bene IMPL1 Sorten-Implementierung und der von IMPL1 zur zwei-

ten Implementierungsebene IMPL2 Operationen-Implementierung

genannt. D
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Definition (Semantik der schwachen Implementierung) (3.4.)
Die Semantik der schwachen Implementierung IMPL=(}.S0,ES0,E;0)
von SPECO mit Hilfe von SPEC1 ist die aus der Semantik TSPEC1
von SPEC1 durch Anwendung der Konstruktionen EXTENSION, RE-
STRICTION und IDENTIFICATION resultierende SPECO-Algebra B,
wobei die einzelnen Schritte folgendermaBen definiert sind:
1. EXTENSION, aufgeteilt in SORT- und OP-EXTENSION, iliberfiihrt

in die Semantik der Kombination IMPL1 und diese in

TSPEC1
die von IMPL2:

i EXTENSION 7
SPEC1 IMPL2
SORT~-EXTENSION OP-EXTENSION
TIMPL1 :

2. RESTRICTION, aufgeteilt in FORGETTING und REACHABILITY,

Uberfiihrt T in seinen SPECO'-Anteil T

IMPL?2 IMPL2 | SPECO'
mit SPECO'=SPEC + (S0,70,®) und bildet darin das Bild

B' = h(TvUTO) unter der Interpretation der ;U}0-Terme
ViR Ak

. - 1 ! 1 ¥ -
h'TXDXO TIMPLZISPECO" wobei B' eine SPECO'-~Unteralge

bra von TIMPLZ'SPECO' wird:
T RESTRICTION B’
IMPL2
FORGETTING REACHABILITY
T '
IMPL2 | SPECO "

3. IDENTIFICATION faktorisiert B' nach der von den Gleichun-
gen EQ erzeugten Kongruenz EEO und liefert als Quotient
eine SPEC(O-Algebra B = B'/EEO:

IDENTIFICATION

Bl

Die SORT-EXTENSION beschreibt, wie Daten, die zu S0-Sorten ge-
hdren, aus SPEC1-Daten zusammengesetzt werden.

Die OP-EXTENSION beschreibt, wie die [0-Operationen auf den
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zusammengesetzten Daten "arbeiten", d.h. wie sie darauf defi-
niert sind.

Im FORGETTING-Schritt werden alle Sorten und Operationen, die
nicht zu SPEC0O gehOren, "vergessen". Dabei entsteht eine SPECO'

-Unteralgebra von T die aber i.a. die Gleichungen E0 von

IMPL2'
SPECO noch nicht erfiillt.
Im REACHABILITY-Schritt werden dann noch tberflilissige Daten
entfernt, die zwar zu SPECO-Sorten geh&ren, die aber nicht
durch SPECQ-Operationen erzeugbar sind, d.h. die keine SPECO-
Daten reprdsentieren. Die aus diesem Schritt entstandene Alge-

bra B' = h(T. )}, das Bild der Interpretation h, enthdlt nur

2020
noch die von SPEC0O0 aus in TIMPL2 erreichbaren (engl.: reacha-
ble) Daten.

Im letzten Schritt, IDENTIFICATION genannt, muB man dafiir sor-
gen, daB man aus B' eine Algebra erhdlt, die auch die Gleichun-
gen aus EO0 erfiillt; denn es gibt in B' zwar geeignete Reprdsen-
tationen der SPECO-Daten und es ist erkldrt, wie die SPECO-Ope-
rationen darauf arbeiten, doch erfiillt B' i.a. noch nicht die
Gleichungen aus EO. In [BKP 79a] ist dies an einem Beispiel
verdeutlicht. Dort werden Mengen von natiirlichen Zahlen durch

lineare Listen natiirlicher Zahlen implementiert. Die Sorte set

wird durch eine einfache kopierende Operation c:string - set

aus der Sorte string aufgebaut. In der Operationen-Implementie-
rung wird die leere Menge durch die leere Liste dargestellt
(@ = c(x)) und das Einfiicen von Elementen in eine Menge durch
das Anhdngen eines Eintrags an eine Liste dargestellt

1 1 = 1 1 i -
(INSERT(xnat,c(x )) C(ADD(xnat’Xstr)))' Die schwache Imple

str

mentierung sieht also so aus:

set(nat): i-nat +

sorts: set

opns: @: - set
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INSERT:nat set - set

)

s 7 1 1 - 1
eqgns: E0.1 INSI:.R'.[‘(xnat,INSER’I‘(Xn ) ) =INSERT (xn

%! x1
at’ “set at’“set

EO0.2 INSERT (x',INSERT(x2,x'))=INSERT (x?, INSERT (x!,x1))
n n'"s n n'’s

string(nat): i-nat +

sorts: string
opns: A: - string

ADD:nat string — string

no eqns

string(nat) impl set(nat) by

sorts impl opns: c:string - set

no sorts impl egns
opns impl eqns: E}0.1 @=c(})

1 1 = 1 1
EY0.2 INSERT(xn,c(xS )) c(ADD(xn,xst)) .

t

Nach RESTRICTION liegt dann eine Algebra B' vor, in der aber
noch nicht das durch die Axiome von set(nat) ausgedriickte Ver-
halten von Mengen realisiert ist: Die Reihenfolge des Einfii-
gens von Elementen in Mengen ist irrelevant, die Reihenfolge
des Anhdngens von Eintrdgen an Listen jedoch nicht und auBer-
dem kann eine Liste einen Eintrag, anders als eine Menge ein
Element, mehrfach enthalten. Dieses zu erreichen ist nach EKP
der Sinn des IDENTIFICATION-Schrittes, der die Algebra B' nach
der aus den Gleichungen E0 erzeugten Kongruenz faktorisiert.
Nach diesem Schritt liegt also eine SPECO- bzw. set(nat)-Alge-
bra B = B'/EEO vor, die nach Konstruktion SPECO erfiillt.
Meines Erachtens nach wird durch den IDENTIFICATION-Schritt

etwas erzwuncen, was auch auf anderem, natiirlicherem Weg er-

reicht werden kann: Man braucht in dem Beispiel nur die Axiome

1 1 1 = 1 1
c(ADD(xnat,ADD(xnat,xstr))) c(ADD(xnat,xstr)) und

1 2 1 -— 2 1 1
c(ADD(xnat,ADD(xnat,xstr))) c(ADD(xnat,ADD(xnat,xstr)))
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zu ESO hinzuzufiigen und kann dann auf den IDENTIFICATION

~Schritt verzichten. Es kann leicht durch Induktion gezeigt

werden, daB bereits nach RESTRICTION eine set(nat)-Algebra vor-
liegt. Auf diese Weise wird das Verhalten von Mengen in B'

nicht erzwungen, sondern sozusagen ebenfalls implementiert.

Der schwache Implementierungsbegriff erfiillt die semantischen

Bedingungen 2. bis 4. i.a. nicht. Daher werden semantische Zu-

satzforderungen gestellt.

Definition (Implementierung) (3.6.)

Eine Implementierung von SPECO mit Hilfe von SPEC1 ist eine

schwache TImplementierung IMPL=(}S0,ES0,EY0) dieser Spezifi-

kationen, bei der zusdtzlich gilt, daB

(i) ihre Semantik B isomorph ist zur Semantik von SPECO:
B = Tgppco -
(ii) die erste Implementierungsebene IMPL1=SPEC1+(S0,}S0,ES0)

eine Extension (i-Erweiterung) von SPEC1 ist und
(iii) die zweite Implementierungsebene IMPL2=IMPL1+(¢,50,E}0)

ein Enrichment (i-Anreicherung) von IMPL1 ist. []

Die Punkte (i) bis (iii) lassen sich als Korrektheitskriterien
interpretieren:
(idi) besagt, daB die Sorten-Implementierung die Semantik
von SPEC1 bewahrt,
(iii) besagt, daB die Operationen-Implementierung die Seman-
tik von IMPL1 bewahrt und
(i) stellt sicher, daB die erzeugte Semantik B auch wirk-

lich zu der von SPEC0O, T isomorph ist, d.h. mit

SPECO'

ihr Ubereinstimmt.

EKP zeigen schlieBlich, daB8 ihr Implementierungsbegriff den

Anforderungen 1. bis 4. des Kataloges geniligt.
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1. und 2. sind klar nach Definition von Syntax und Semantik der
schwachen Implementierung und nach Definition der Implementie-
rung. Zur Vorbereitung von 3. und 4. wird gezeigt, daB es ei-
nen Epimorphismus REP:B' - TSPECO gibt, der, anschaulich ge-
sagt, die ADT1-Daten den ADTO-Daten zuordnet, die sie reprd-
sentieren. Die Surjektivitdt von REP besagt, daB jeder SPECO~
Wert — eventuell mehrfach — in IMPL2 reprdsentiert ist, und

die Rechtseindeutickeit von REP sichert, daBR verschiedene Wer-
te auch verschieden représentiért sind.

Die Korrektheitsbedingungen (ii) und (iii) erlauben darauf zu
schlieBen, daB ADT1-Daten nicht zerstdrt werden und daB, da es
zu jedem IMPL1-Term, der keine S0-Sorte verwendet, einen &qui-
valenten SPEC1-Term gibt (vergl. Satz 4 und Definition 29.(ii)),
die Operationen aus ;S0, die die SO0-Sorten "aufbauen", tats&ch-
lich nur ADT1-Daten (SPEC1-Terme) als Argumente benutzen. Damit
ist 3. erfiillt.

Die Homomorphie-Eigenschaft von REP besagt zundchst nur, dafB
bis auf Datenreprdsentation jede Anwendung einer SPECO-Opera-
tion (jede ADTO-Berechnung) auch in B'g TIMPL2 ausgefilhrt wer-
den kann:

REP(O (b1,...,bn)) = O'SPECO(a1,...,an)

IMPL2
mit biy,...,bpneB' und a”""aneTSPECO' Nach den Bemerkungen
zu 3. 1l&8t sich die Berechnung von oIMPLz(b1,...,bn) zundchst
auf einen IMPL1-Term t' zurilickfihren, der neben SPEC0-Operati-
onsaufrufen auch Subterme enth&dlt, die keine S0-Sorten verwen-
den. Diese Subterme k&nnen nach den Bemerkungen zu 3. als Be-
rechnungen in ADT1 aufgefaBt werden. Indem man nun schrittwei-
se alle SPECO-Operationsaufrufe in t' auf Berechnungen in ADT1
zurilickfiihrt, erhdlt man eine Gesamtberechnung von t' bzw. von
(b4,...,bn), die bis auf Reprdsentation nur noch aus An-

?IMPL2
wendungen von Operationen aus ADT1 besteht. Am Mengen/Listen-
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Beispiel sieht dies wie folgt aus:
Die Berechnung von INSERT(n,@) 1ldB* sich schrittweise
auf c(ADD(n,2)) zurilickfiihren:
INSERT (n,®) = INSERT(n,c()))

c(ADD(n, 7)) .

H

Dabei werden bis auf die Rerrdsentation ¢ nur Operationsaufru-

fe (ADD, A, n) verwendet, die zur string(nat)-Spezifikation

geh8ren.

Damit ist klar, daB auch die vierte Anforderung erfiillt ist.

Die letzten beiden Kapitel von [EKP 79a] besch&ftigen sich mit
Korrektheitskriterien und Moglichkeiten der Sorten-Implemen-
tierung. Die Hauptergebnisse sollen hier noch aufgefiihrt wer-
den. Zundchst wird der Begriff der RI-Korrektheit (RESTRICTION

und IDENTIFICATION) definiert und charakterisiert.

Definition (RI-Korrektheit) (4.1.)
Eine schwache Implementierung IMPL von SPECO mit Hilfe von

SPEC1 heiBt RI-korrekt, wenn ihre Semantik B isomorph ist

zur Semantik wvon SPECOQ: B = TSPECO .[]

Theorem (Charakterisierunag der RI-Korrektheit) (4.3.)

Fiir eine schwache Implementierung IMPL ist jede der folgen-

den Aussagen dgquivalent zur RI-Korrektheit:

1. B ist initiale SPECO-Algebra

2. die Interpretation l:TSPECO - B ist injektiv

. . . b g

3. es gibt einen Homomorphismus f£':B TSPECO
(der dann automatisch surjektiv ist)

4. alle in IMPL2 &quivalenten )y 0-Terme t und t' sind auch
. S0t . _ v - i
in SPECO dquivalent: t =EUE1UESOUET0 t > t ZEUEO t'.

Beweis: Sh. [EKP 79a], Beweis zu Theorem 4.3..[]

Die vierte Eigenschaft ist eine Art Konsistenzbedingung, die



als Ansatzpunkt fir automatische Verifikationsverfahren dienen
kann.

Damit ist die Eigenschaft (i) der Implementierung charakteri-
siert. Die Enrichment-Eigenschaft (iii) der Implementierung
wird in [EKP 79a] nicht behandelt; es wird jedoch auf das Pa-
pier [EKP 78] verwiesen, wo die Enrichment-Eigenschaft aus-
fihrlich untersucht wird. [EKP 78] enthdlt jedoch noch Fehler,

die aber in [EKP 79b] verbessert wurden.

Die Sorten-Implementierung einer schwachen Implementierung, die

das folgende Lemma erfiillt, hat bereits die Implementierungsei-

genschaft (ii).

Lemma (5.1.)
Gilt bei einer schwachen Implementierung IMPL=(;S0,ES0,E)0)
von SPECO mit Hilfe von SPEC]
(i) seS0 fiir alle oeFSOw,S
(ii) seS0 fiir alle (L,R)eESOs,
so ist die erste Implementierungsebene IMPL1=SPEC1+(S0,,S0,ES0)

eine Extension von SPEC1.

Beweis: Sh. [EKP 79a], Beweis zu Lemma 5.1..[]

Es wird also rein syntaktisch verlangt, daB die Sorten imple-
mentierenden neuen Operationen und Gleichungen nur von Sorten
seS0, nicht aber von Sorten seSUS1 sind. Diese Bedingung ist
fiir viele praktische Fdlle hinreichend und umfaBt Sorten im-
plementierende Operationen wie

a) kopieren: c:sq = S fir s4eSUS1, seSO

b) vereinigen: in :s;, - s
: fir s1,...,skeSuS1, seS0, kew
in s, =~ s

c) tupeln: TUP:s1...sk - s fir s1,...,skeSuS1, seS0, kew



d) tabellieren: NIL: - s

}fﬁr s1,...,skeSuS1, seS0
TAB:s 51...5k - S

e) verzweigen: EMPTY: -~ s
fir s1,...,skeSuS1, seS0
- S

BIN:s S S4...S

k

Ein Beispiel flir eine Implementierung von stacks durch poin-
ter/array-Paare, wobei filir die Sorten-Implementierung eine

Operation _below_:array nat - stack vom Typ c¢) benutzt wird,

findet sich im Anhang 2 von {EKP 79a].

Dieses Implementierungskonzept erscheint fiir die Ubertragung
in die terminale Algebrasemantik besonders geeignet, denn EKP
zeigen in [EKP 79a], daB die Implementierungskonzepte in

[Ehr 78], [EKP 78], [ADJ 78], [wan 78], [GN 78] und [LS 77]
mehr oder weniger nur Spezialfdlle ihres Konzeptes sind.

In einem neuen Papier [EKMP 80] hat die Berliner Gruppe ihr
Implementierungskonzept noch einmal Uberarbeitet und Untersu-
chungen angestellt, inwieweit eine Implementierung IMPL1 von
ADTO0 durch ADT1 und eine Implementierung IMPL2 von ADT1 durch
ADT2 so komponiert werden kdnnen, daB eine Implementierung
IMPL3 von ADTO durch ADT2 entsteht.

Unter den schwachen Implementierungen werden durch semantische
Zusatzforderungen starke Implementierungen und unter diesen

wiederum persistente Implementierungen gekennzeichnet. Analog

dazu wird die schwache, starke und persistente Komposition er-
kldrt. Schwache und persistente Implementierungen sind unter
der Komposition abgeschlossen, starke Implementierungen i.a.

nicht. SchlieBlich werden mehrere schwache Implementierungen

IMPLi:SPECi => SPEC(i-1), i=1,...,n, zur Compound-Implementie-
rung COMPIMPL=(IMPL1,...,IMPLn) zusammengefaBt, wobei die Kom-
position IMPL=IMPL1le...e¢IMPLn wieder eine schwache Implementie-

rung sein muB. COMPIMPL heifB3t schwach, stark bzw. persistent,
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wenn IMPL schwach, stark bzw. persistent ist. Das Papier ent-
hdlt neben einem groBen Beispiel filir eine Compound-Implemen-

tierung auch noch einen Ansatz fiir parallele Komposition von

Implementierungen, die es erm&glicht, eine "horizontale" Struk-
tur in den schrittweisen Software-Entwicklungsprozess einzu-
bringen. Die Idee dabei ist, daB man nicht nur von einer ein-
zigen grundlegenden Spezifikation SPECO0 wie im Falle der Com-
pound-Implementierungen auszugehen braucht, auf die schlieB-
lich alles zurilickfiihrbar ist, sondern daB es zwei oder mehrere
Grundspezifikationen SPEC0O, SPEC0',... usw. filir die parallele
Implementierung von SPEC1, SPEC1',... usw. gibt. Die sequenti-
elle (e¢) und die parallele Komposition (+) sind kompatibel. Es
gilt: Wenn IMPLi fir i=1,...,4 Implementierungen sind, fiir die
IMPL1eIMPL3 und IMPL2eIMPL4 oder (IMPL1+IMPL2)e (IMPL3+IMPL4)
wieder Implementierungen sind, dann gilt
(IMPL1+IMPL2) e (IMPL3+IMPL4)=(IMPL1eIMPL3)+ (IMPL2e¢IMPL4),
wobei beide Seiten Implementierungen sind.
Unter Verwendung beider Kompositionsverfahren ist man in der

Lage, algebraische Implementierungsschemata anzugeben, die ge-

geniiber der linearen Struktur der Compound-Implementierungen

eine Baumstruktur aufweisen, etwa:

SPECO
‘//////////§2Egl\\\\ SPEC2
SPEC3 SPEC4 SPEC5
SPEC6 SPEC7 SPEC8 SPECY SPEC10 .

Die algebraischen Implementierungsschemata sind den algebrai-
schen Spezifikationsschemata aus [EKW 79] sehr verwandt.
Die Autoren bemerken auBerdem, daB ihre Komposition die Proble-

me, die in [Ehr 78] (sh. 3.1.2.) angesprochen werden, vermei-



det. Es wird nicht nur (wie in [Ehr 78]) festgestellt, daB es
eine Implementierung gibt, die aus der Komposition zweier an-
derer Implementierungen entsteht, sondern es ist syntaktisch

und semantisch festgelegt, wie diese "Uber-alles"-Implementie-

rung aussieht, wihrend sie in [Ehr 78] konstruiert werden muB.
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3.2. Terminale Implementierungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das in 3.1.4. vorgestellte Im-
plementierungskonzept, das wir von nun an als I-Implementie-
rung bezeichnen werden, in die terminale Algebrasemantik ilber-
tragen. Dies erscheint mbglich, da Hornung in [H 79] gezeigt
hat, daB es zu fast jedem Begriff der initialen Algebraseman-
tik eine duale Entsprechung in der terminalen Algebrasemantik
gibt, die wir jeweils durch das Prdfix i- bzw. t- unterschei-
den. Das gilt speziell flir die bei den I-Implementierungen be-
nutzten Begriffe wie Kombination, Erweiterung, Anreicherung
und Semantik. Es wird darauf verzichtet, die in [EKP 79a) an-
gegebene Motivation der Anforderungen an ein Implementierungs-
konzept zu wiederholen. Die Anforderungen sind von der Art des
Ansatzes — ob initial oder terminal — unabhd&ngig. Wir werden
aber sehr wohl untersuchen, inwieweit unser Konzept der T-Im-
plementierungen diesen Anforderungskatalog (sh. 3.1.4.) er-
fiillt. Obwohl die hier vorgeschlagenen T-Implementierungen in
dhnlichen Begriffen wie die I-Implementierungen formuliert wer-
den, ergeben sich bereits zu Beginn unserer Uberlegungen eini-
ge Unterschiede, die wir hier kurz ansprechen wollen und deren
Auswirkungen an spdterer Stelle noch ausfihrlich beschrieben
werden.

Da t-Spezifikationen eines Typs gegeniiber initial zu interpre-
tierenden Spezifikationen desselben Typs meist — wie wir in
2.3. gesehen haben — zusdtzliche Operationen mit Wertebereich
dis beinhalten, miissen wir das Konzept der T-Implementierungen
etwas anders gestalten als das der I-Implementierungen, wo in
der zweiten Implementierungsebene alle Operationen des zu im-
plementierenden Typs angereichert werden, und wo in der ersten

Implementierungsebene die Sorten des zu implementierenden Typs



ibernommen wurden. Wirden wir diese Aufteilung beibehalten, so
konnte es vorkommen, daB zwar in der ersten Ebene die Sorten
ibernommen werden, daB aber keine dis-Kontexte dieser Sorten
existieren, da ja die kontexterzeugenden, zu SPEC0O gehOrenden
Operationen erst in der zweiten Ebene hinzukommen. In dem Fall
wirden alle Terme dieser Sorten, die aus Sorten implementieren-
den Operationen gebildet werden, identifiziert werden. In den
meisten Fdllen ist dann nach Anreicherung der SPEC(O0-Operatio-
nen in der zweiten Ebene die semantische Zusatzforderung, daB
die zweite Ebene eine (t-)Anreicherung der ersten Ebene ist,
nicht mehr erfiillbar oder die resultierende Semantik stimmt
nicht mehr mit der des zu implementierenden Typs ilberein, denn
es miiBten auch in der zweiten Ebene alle Terme der obengenann-
ten Sorten identifiziert werden (t-Konsistenz der zweiten Ebe-
ne bzgl. der ersten Ebene). Solche (Nicht-)Strukturen, in denen
alle Terme identifiziert werden, sind in den wenigsten F&dllen
von Interesse.

Wir wollen die Aufteilung in zwei Implementierungsebenen bei-
behalten, jedoch die zusédtzlichen Operationen mit Wertebereich
dis, die die Kontexte flir die Sorten des zu implementierenden
Typs erzeugen, zur ersten Ebene bereits hinzunehmen. Da der Be-
griff "zusdtzliche Operationen" nicht allgemein definierbar

ist und andererseits Operationen mit Wertebereich dis existie-
ren, die wenig EinfluB auf die t-Semantik haben, also nicht
zur ersten Ebene hinzugenommen werden miissen, (Bsp.:

IS NEW:array - dis und &dhnliche), wollen wir die Auswahl vom

Einzelfall abhdngig machen, ebenso wie die Auswahl der diese
Operationen beschreibenden Gleichungen, die auch der ersten
Ebene angeh&ren sollen.

Auch im terminalen Fall gibt es Griinde, auf einen IDENTIFICA-

TION-Schritt zu verzichten. Bei den Beispielen flir t-Spezifi-
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kationen, die im Folgenden auftreten, kommen solche "Problem-
Gleichungen" wie in set(nat) aus 3.1.4. nicht mehr vor. Die
Kommutativitdts—- und Idempotenz-Eigenschaften von Operatoren
wie INSERT (oder ASSIGN) werden praktisch in den die "zusdtzli-
chen" Operationen beschreibenden Gleichungen "versteckt". Sie
sind nicht mehr explizit angegeben wie im initialen Fall, aber
implizit noch vorhanden, was man meist durch Induktion zeigen
kann. Das Vorhandensein dieser Gleichungen war aber gerade

der Grund, den EKP fiir die Existenz des IDENTIFICATION-Schrit-
tes angaben. Man kann daher auch im terminalen Fall auf den
IDENTIFICATION-Schritt verzichten, muB aber darauf achten, daBs
insbesondere die "zusdtzlichen Operationen" korrekt implemen-
tiert werden, d.h. daB sie so auf den Datenreprédsentationen de-
finiert werden, daB sich etwa die Kommutativit&ts- und Idempo-
tenzeigenschaften von Operatoren wie INSERT oder ASSIGN auch
auf die Datenreprdsentation ibertragen. Sind alle Operationen
korrekt implementiert, so liegt bereits nach RESTRICTION eine
Semantik vor, die isomorph ist zu der des implementierten Typs.
Es sei noch bemerkt, daB die T-Implementierungen nicht mit den
in Definition 37 erwdhnten t-Implementationen verwechselt wer-
den sollten. Es wird jedoch in Theorem 1 gezeigt, daB die Seman:

tik einer T-Implementierung auch eine t-Implementation ist.



3.2.1. Das Konzept

GENERALVORAUSSETZUNG filir die Abschnitte 3.2.1. bis 3.2.3.

Wir fassen jede t-Spezifikation (S,},E) als t-Kombination
(Sd,Za,Ed)+(S',§“,E') einer Spezifikation SPDIS=(Sd,Yd,Ed)
flir dis mit Sd={dis} auf, d.h. es ist S=SdUS', X%Xduf' und

E=E ,uE'.

d
SPECO und SPEC1 seien t-Spezifikationen, die t-Erweiterung
einer gemeinsamen Unterspezifikation SPEC=(S,),E) sind, d.h.
sie sind syntaktisch t-Kombinationen

SPECO = SPEC + (S0,)0,E0) wund SPEC1 = SPEC + (S1,Y1,E1),
die die semantische Zusatzforderung erfiillen, daB die SPEC-
Anteile ihrer t-Semantik mit der t-Semantik von SPEC iberein-

stimmen. SPEC, SPEC0O und SPEC1 seien vollstdndig und konsi-

stent. Es sei SPEC0' = SPEC + (SO,XO,¢).[]

Die Idee ist, wie im initialen Fall, daf die implementierende

und die implementierte (t-)Spezifikation Teile gemeinsam haben
kénnen, die nicht erneut zu realisiert werden brauchen. Im Ge-
gensatz zum initialen Fall kann jedoch SPEC=(@¢,d,#) nicht auf-
treten, da alle t-Spezifikationen mindestens die Unterspezifi-
kation SPDIS gemeinsam haben.

Es folgen die Definitionen von Syntax und Semantik der schwa-

chen T-Implementierung.

Definition 42 (Syntax der schwachen T-Implementierung)

IMPL=()S0,0D,ES0,E0D,EJ0) ist eine schwache T-Implementie-

rung von SPECO mit Hilfe von SPEC1, wenn

IMPL1 SPEC1 + (S0,).S0u)0D,ESQUEQD) und

IMPL2 IMPL1 + (@,50-0D,E)0~EOD)

vollstdndige und konsistente t-Kombinationen sind, wobei

» S 0DCY’ = fgel - -
EODCE}. dis und ;.0DS)0DIS {oeus1...SH’OislnemA(31sJSn)(sj$d;s)}.
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7’50 enthdlt SO0-Sorten-implementierende Operationen,

;0D enthdlt SO0-Struktur-implementierende Operationen,

ESO0 enthdlt S0-Sorten-implementierende Gleichungen,

E0OD enthdlt SO0-Struktur-implementierende Gleichungen und

E}0 enthdlt j}0-Operationen-implementierende Gleichungen,

darunter als Teilmenge auch EOD.

Die Schritte von SPEC1 zur ersten (T-)Implementierungsebene

IMPL1 heiBen entsprechend Sorten&Struktur-Implementierung

und von IMPL1 zur zweiten (T-)Implementierungsebene IMPL2

Qperationen—Implementierung.I]

Definition 43 (Semantik der schwachen T-Implementierung)

Die Semantik der schwachen T-Implementierung

IMPL=()S0,,0D,ES0,E0D,E}0) von SPECO mit Hilfe von SPECI

ist die aus der t-Semantik T . von SPEC1 durch Anwen-
SPEC1,~

dung der Konstruktionen EXTENSION und RESTRICTION resultie-
rende SPECO'-Algebra B', wobei die einzelnen Schritte fol-

gendermaBen definiert sind:
(1) EXTENSION, aufgeteilt in SORT&STRUC- und OP-EXTENSION,

Uberfiihrt TSPEC1 N in die t-Semantik der t-Kombination

IMPL1 und diese in die von IMPL2.

(2) RESTRICTION, aufgeteilt in FORGETTING und REACHABILITY,

v . . . ' 3
dberfdhrt Tyypr, | in seinen SPECO'-Anteil Tryprs |y v

und bildet darin das Bild B' = h'(TTUYo) der "Inter-

. " v, ] - 5 =
pretation h .TZUZZO TIMPLZ,NIZUZO der }u;0-Terme,

: ' ' "
wobei B' eine SPECO'-Unteralgebra von TIMPL2,~|ZUTO

wird.
T EXTENSION . RESTRICTION B'
SPEC1,~
I
(o) N \\‘\( al
€5, S
s
- ¢ &
N T e n
IMPL1,~ IMPL2 ,~ | 2.u20

1
L%
%
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Unter den schwachen T-Implementierungen werden durch semanti-
sche Zusatzbedingungen einige herausgesucht, die die Punkte 2.

bis 4. des Anforderungskataloges aus 3.1.4. erfiillen.

Definition 44 (T-Implementierung)

Eine T-Implementierung von SPECO mit Hilfe von SPEC1 ist ei-

ne schwache T-Implementierung IMPL=();S0,)0D,ES0,E0D,E)0)
dieser t-Spezifikationen, bei der zusdtzlich gilt:
(1) ihre Semantik B' ist )y)0~isomorph zur t-Semantik
von SPECO,
(ii) die erste Implementierungsebene IMPL1 ist eine t-Er-
weiterung von SPEC1 und
(iii) die zweite Implementierungsebene IMPL2 ist eine t-An-

reicherung von IMPL1.l]

Diese Bedingungen lassen sich auch als Korrektheitskriterien
auffassen. Schwache T-Implementierungen, die nur die Bedingung
(i) erfiillen, sollen R-korrekt heiBen. Dies ist die terminale
Entsprechung fiir die RI-Korrektheit aus 3.1.4.. Im ndchsten

Theorem wird die R-Korrektheit charakterisiert.

Definition 45 (R-korrekt)

Eine schwache T-Implementierung IMPL von SPECQ durch SPECI
heiBt R-korrekt, wenn ihre Semantik B' Yy)0-isomorph zur

t-Semantik wvon SPECO ist.[]

Theorem 1
Fir eine schwache T-Implementierung IMPL von SPEC(Q durch
SPEC1 sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) IMPL ist R-korrekt
(ii) B' ist terminale SPECO-Algebra

e . . . A
(iii) Der terminale )y)0-Homomorphismus f':B TSPEC0,~
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existiert und ist ein }y).0-Monomorphismus.
(iv) Alle in SPECO kongruenten jy}(0-Terme p und q sind
auch in IMPL2 kongruent:
(Vsesus0) (Vp,aeTy sg o) (P ~gupo,s § => P “EimpL2,s q)
mit EIMPL2=EUE1TUESOUE}O.
Beweis:
Durch RingschluB.
(iv) => (iii)
Wir zeigen zundchst: B'e't-ImpZUZO,EUEOI’ d.h.
(a) B' ist )Yy)0-erzeugt
(b) B}

dis B''
(c) (VseSuS0) (Vp,qeT

{ttg £E5.} A g #EEL,

sur0,s’ (P “EyEo,s > P “pr,s D-

ad (a)
B' ist Yy0-erzeugt, wenn B' [yl 0-Algebra ist und wenn der
initiale }y).0-Homomorphismus h:TZUfD - B' ein > y)0-Epi-
morphismus ist.
B' ist nach Konstruktion bereits eine ) )0-Algebra.

Die "Interpretation" h':TZUZO - T ist nach

IMPL2,~IZUZO

Definition auch ein )y} 0-Homomorphismus. Die Einschrdnkung

e:TZUZO - B' wvon h' auf das Bild B'=h'(TZUZO) ist eben-

falls ein ju)0-Homomorphismus und sogar ein Yy)0-Epimor-
phismus. Da TZUXO eine initiale Jy)0-Algebra ist, ist e
eindeutig, d.h. es gilt h=e.

ad (b)
Nach Generalvoraussetzung sind alle betrachteten Spezifi-
kationen vollstdndig und konsistent, d.h. es gilt auch

) (3tve {tt,£ff}) (t= tv).

tt “EvEQ,dis

*EuEO,dis ff und (VteTZUZO,dis

Der dis-Trdger von T besteht also aus genau zwei

SPECO ,~

Klassen. Demnach besteht dann auch der dis-Trdger von

Timpr2,. 2US genau zwei Klassen [tt] und [£f£f]. Da tt und

ff Jy)0-Operationen sind, besteht auch der dis-Trdger der
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SPECO'-Unteralgebra B' wvon TIMPLZ,N aus genau zwei Klassen
ttB,=[tt] und ffB.=[ff], q.e.d..

ad (c)

- Die Relation ~ ist wie folgt definiert:

Bl
(VSGSUSO)(vp'qCTYUYO,s)(p ~prs d s (=D

(YcteC. (s,dis)) (ct{p/x] ctla/x_]))).

w0 “B',dis

- Die Relation =g ist wie folgt definiert:

(VseSuso) (Vp,geT-.

/,WU./V,:OIS) (p EB' 'S ! =2 hs(p)zhs(q)) !

wobei h der eindeutige ) u)0~Homomorphismus h:T« - B'

w2 0

ista.
- Also gilt:
(VYseSuSo) (Vp,qCT?UvO ,S) (p ~g! ,s q <=

(VcteCZ (s,dis))(hdis(ct[p/xS])=hdis(ct[q/xs]))).

U0

Seien seSyS0 und p,qeTs. s

YuY0, s mit p NEuEO,s gq. Dann gilt

P “BuE0,s 4 77
(VCtCCZUZO(S’diS))(Ct[p/xs] “EUEO, dis ct[q/xs]) L= (43

(VCtQCEUZO(S'diS))(Ct[p/xs] “EUEO, dis ct[q/xs]) => (2)
(VeteCy sq (s,dis)) (ct[p/xg] ~ppypry,ais CtlA/%]) <>
(VcteCZUZO(s,dis))(hdis(ct[p/xs])=hdis(ct[q/xs])) <=>
P~gr,s 9-

Dabei wurde benutzt:

(1) die Tatsache, daB = flir jede t-Spezifika-

E,dis:A@,dis
tion (S,),E) ist (sh. note nach 2.2.4. in [HR 79]),

(2) Punkt (iv) des Theorems 1 und
(ay B' ist 'y 0-erzeuagt, d.h. h ist Yyl 0-Epimorphismus;

B' ist Unteralgebra von T d.h. es gilt

IMPL2 ,~'

t £t <=> [t]=[t"'] <=>

'
EIMPL2,dis (t").

hgig(t)=hyig
Damit ist (c) gezeigt.
Wir wissen jetzt, daB die Semantik B' von IMPL eine t-~Im-

plementation von TCPFCO ~ ist. Daher existiert der termi-
o B St ’
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LR o P 1 ', ' g i i -
nale )y 0-Homomorphismus f':B TSPECO,A/ und ist eindeu

tig. Es bestehen die im nebenstehen-

T, T B '
den Bild dargestellten Beziehungen; T,U¢D
. v TS o _
nat0 ist der natlirliche ) uy)0-Epimor nato £
phismus, der jedem Term die ihn ent-
TsPECO ,~

haltende Klasse zuordnet. Da natO

eindeutig ist und f'eh ebenfalls ein })y; 0-Homomorphismus

von T nach T ist, gilt nat0=£f'eh.

Y0 SPECO ,~
Seien nun a,beBé mit seSuS0. Da h ein )'yy0-Epimorphismus ist,
gilt (EPrquZUFO,S)(hS(p)=a A hs(q)=b). Dann gilt
fé(a)=fé(b) <=> fé(hs(p))=fé(hs(q))
<=> natos(p)=natos(q)
(1 <=> P “pygo,s 9
() =2 P “grmpr2,s 9
<=> hs(p)=hs(q)
<=> a=b
Dabei ist (4 Definition von nat0 und (,) ist Punkt (iv) des
Theorems 1. Wir haben also gezeigt, daf fiir alle seSuUSO fé
injektiv ist. Also ist f' ein }u)0-Monomorphismus.
(iii) => (1)
Hier bleibt zu zeigen, daB f':B' - TSPECO,A/ ein )y} 0-Epi-
morphismus ist.
Wegen natO=f'eh dist f' mit nat0 und h ebenfalls ein Yuy}0
~Epimorphismus und mit (iii) ist £' nach Lemma 2 auch ein
Tuy0-Isomorphismus.
(i) => (ii)
Dieser SchluB gilt nach Korollar 3.
(ii) => (iv)
Die terminale SPEC0O-Algebra B' ist )} () 0-isomorph zu der

ebenfalls terminalen SPECO-Algebra T , d.h. es gibt
SPECO ,~

1 50 - 3 R' 1 1 -
einen )y’ 0-Isomorphismus f:B TSPECO,N' Aus Eindeutig
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keitsgriinden gilt wieder natO=feh. Damit gilt

(VseSuS0) (Vp,geT-. )

2.0.0,8

(p'VEuEO,S q <=> natOS(p):natos(q)
<=> £ (hs(p))zfs(hs(q))

(1) => hs(p)=hs(q)

<=> p ) »

~EIMPL2,s 4

wobei bei (,) die Injektivitdt wvon fs ausgenutzt wurde. []

Im Vergleich zu den I-Implementierungen ist die Existenz einer
Abstraktionsfunktion, die reprédsentierende Daten auf reprdsen-
tierte abbildet, viel leichter nachzuweisen, denn sie wird bei

der Konstruktion mitgeliefert.

Korollar REP

Sei IMPL=(}S0,.0D,ES0,E0D,E)0) eine T-Implementierung von
SPECO mit Hilfe von SPEC1. Sei B' die Semantik von IMPL,

d.h. eine SPECO0-Unteralgebra von T Dann gibt es ge-

IMPL2 ,~ "
nau einen ) u)0-Epimorphismus REP (RESENTATION):B' - T :
SPECO ,~

Beweis:
Die Gliltigkeit der Behauptung folgt direkt aus Punkt (i) der

Definition 44 und aus Lemma 2. Es ist REP=f' mit f' wie

im Punkt (iii) von Theorem 1. []

Bemerkung:
Da f' und damit REP sogar ein ) u)0-Isomorphismus ist, kommen
Mehr fachreprdsentationen von SPECO-Daten zwar mdglicherweise

noch in T aber nicht mehr in B' vor.

IMPL2 ,~'
Jetzt sind wir in der Lage, das Konzept der T-Implementierun-
gen an dem in 3.1.4. aufgestellten Anforderungskatalog zu mes-

sen.

- Punkt 1. ist klar nach Definition der Syntax der schwachen

T-Implementierung.
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- Punkt 2. ist klar nach Definition der Semantik der schwachen
T-Implementierung und nach Definition der T-Implementierung.

- Zu Punkt 3.:
Die Punkte (ii) und (iii) der Definition der T-Implementie-
rung stellen sicher, daB die SPEC1-Anteile der ersten und
der zweiten Implementierungsebene noch mit der t-Semantik
von SPEC1 iibereinstimmen, d.h. daB sie weder zerstdrt noch
verdndert werden.
Die Existenz des ) y) 0-Epimorphismus REP:B' - TSPECO,N stellt
sicher, daB verschiedene ADTO0-Daten auch verschieden repra-
sentiert sind (Rechtseindeutigkeit von REP). Fiir Mehrfachre-
prdsentationen gilt das nach Korollar REP Gesagte. Auch be-
nutzen die }S0-Operationen, die die SO0-Sorten "aufbauen",
tatsdchlich nur ADT1-Daten (SPEC1-Terme) als Argumente, denn
wir wissen, daB IMPL1 t-vollstdndig auf SPEC1 ist (Satz 6),
d.h. wir k&nnen jeden IMPL1-Term mit Sorte aus SuS1, der als
Argument einer ) S0-Operation auftaucht, durch einen &dquiva-
lenten SPEC1-Term ersetzen.

- Zu Punkt 4.:
Jede Anwendung von SPECO-Operationen (jede ADT0-Berechnung)
kann bis auf Datenreprisentationen auf Anwendungen von SPEC1
-Operationen zuriickgefiihrt werden.
Dabei sichert die Homomorphie-Eigenschaft von REP, daB zu-
nédchst jede Anwendung einer SPECO-Operation bis auf Datenre-
prdsentation auf Anwendungen von IMPL2-Operationen (d.s.
SPECO- und IMPL1-Operationen) zuriickgefiihrt werden kann. Wir
kénnen daher schrittweise in einer ADTO-Berechnung die in
IMPL2 ausgefiihrt wird, alle SPECO-Operationsaufrufe ersetzen,
sodaB wir eine Berechnung erhalten, die nur noch IMPL1-Ope-
rationsaufrufe enth&lt. Ein Teil dieser Aufrufe sind Aufrufe

von }S0-Operationen, d.h. SPECO-~Datenreprédsentationen, die
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wir nicht weiter ersetzen kdnnen. Alle anderen IMPL1-Operati-
onsaufrufe lassen sich jedoch durch SPEC1-Berechnungen er-
setzen (vergl. oben zu Punkt 3.; IMPL1 ist t-vollstdndig auf
SPEC1). Damit ist die Anforderung 4. erfillt, denn wir haben
gezeigt, daB sich jede ADTO-Berechnung bis auf Datenreprdsen-

tation auch in ADT1 ausfiihren 1l&ant.

3.2.2. Mdglichkeiten der Sorten&Struktur-Implementierung

Lemma 15
Gilt bei einer schwachen T-Implementierung
IMPL=().S0,;0D,ES0,E0D,E}0) von SPECO mit Hilfe von SPEC1
(1) E0D=30D=¢
(ii)  sesS0 fiir alle we(SUS1US0)* und fiir alle 0eTS0, o
(iii) seS0 filir alle (L,R)eESOS,
so ist die erste Implementierungsebene
IMPL1=SPEC1+ (S0,)S0u>0D,ESOUEOD) eine t-Erweiterung von SPEC1.
Beweis:
Seien t,4,t, zwei in SPEC1 kongruente Terme einer Sorte s aus

SuS1: t4 ta. Nach (i) und (ii) kommen weder in ti

“EUE1, s

noch in t, neue Operationen vor. Wegen (i) bis (iii) sind

die Kontextkategorien CvUV1(S'diS) und C., (s,dis) von

IMPL1
SPEC1 bzw. IMPL1 filir alle seSuS1 gleich. Also gilt auch

t, t2, d.h. IMPL1 ist t-konsistent auf SPEC1. Die

~EIMPL1, s

Trdger von TIMPL1,~ und TSPEC1,~ sind fir alle seSuS1 gleich,
also ist IMPL1 auch t-vollstdndig auf SPEC1. Nach Satz 6 ist

IMPL1 daher eine t-Erweiterung von SPECI1. []

Die Entsprechung von Lemma 15 in [EKP 79a) (Lemma 5.1., sh.
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3.1.4.) stellt fir viele praktische Fdlle von I-Implementie-
rungen ein einfaches syntaktisches Schema der Sorten-Implemen-
tierung dar. Unser EntschluB, die "zusdtzlichen Operationen"
zur ersten Ebene hinzuzunehmen, eliminiert diesen Vorteil. Die
interessanten T-Implementierungen mit E0D#@#}0D werden von
Lemma 15 nicht erfaBt. Wir konnen jedoch eine schwdchere Aus-

sage formulieren.

Lemma 16
Gilt bei einer schwachen T-Implementierung

IMPL=(}.S0,,0D,ES0,E0D,E}0) von SPECO mit Hilfe von SPECI

(1) seS0 fiir alle we(SuS1uS0)* und fiir alle erSOw g7
4
L. iy
(i1i) (Vnem)(Vs,s1,...,sn€SUST)(V0€Es1...Sn,SULJS1_..sn,S)
( s#dis => (Vie{1,...,n})(si¢dis) ),

dann ist IMPL1=SPEC1+(S0,,.S0u,.0D,ESOUEOD) sowohl t-vollstdn-
dig als auch i-vollstdndig auf SPEC1.
Beweis:
a) seSuS1-{dis}.
(i) und (ii) stellen sicher, daB TZIMPL1,S=TZUZ1,S' Es gilt

(VPeTsrvpr1,s) 39Ty, s) P “ezmMpL1,s 9 M P Zprmprni,s ¥

mit p is q aufgrund der Reflexivitdt der beiden Kongruen-

zen.
b) s=dis.

Die Gliltigkeit der Behauptung folgt, da IMPL1 vollst&dndig

ist, aus Korollar 4 und 6 bzw. nur aus Korollar 4.[]

In Lemma 16 wird also E0D#@#)0D zugelassen; jedoch diirfen die
SPEC1-Operationen nicht die Sorte dis im Rang haben ((ii)), da
sonst liber die "zus&dtzlichen Operationen" aus ;0D neue Terme
der SPEC1-Sorten S1 entstehen k&nnten.

Fiir die unter Lemma 16 erfaBten Fdlle ist dann nur noch die
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t-Konsistenz von IMPL1 auf SPEC1 zu zeigen, um IMPL1 zu einer
t-Erweiterung von SPEC1 zu machen.

Bemerkung:

Da bei dem Beweis von Lemma 16 die Konsistenz von IMPL1 und
SPEC1 nicht bent6tigt wurde, gilt das Lemma auch fir nicht
-konsistente t-Spezifikationen IMPL1 und SPEC1, die in der

in dem Lemma geforderten Beziehung zueinander stehen.

3.2.3. Notation fiir (schwache) T-Implementierungen

Analog zu der in 2.2. vorgestellten Notation flir Spezifikati-
onen und Kombinationen wird in diesem Abschnitt eine Notation
fiir (schwache) T-Implementierungen angegeben.

Sei 1MPT=(}.S0,)0D,ES0,E0D,ES0) eine (schwache) T-Implementie-

rung von SPECO mit Hilfe von SPEC1 und SPEC, SPECO und SPEC1

seien wie in der Generalvoraussetzung gefordert.

IMPL wird wie folgt aufgeschrieben:

<Angabe von SPEC, SPECO0 und SPEC1 gendf 2.2.>

SPEC1 impl SPECO by

sorts impl opns: abr:

O41:Wq4 = S. (aq)
Jn

On:Wn = S. (an)
In

struc impl opns: abr:

oy:wj - s! (a®)
J1

V. v ]

oriw, - sl (a')



sorts impl eqns:

ESO.1 L1:R1

ES0.k Lszk

struc impl eqgns:
EOD.1 L}=R}
1t
EQ0D.1 Ll Rl
opns impl eqgns:

EyO0.1+1 1=RjY

E)0.1+i LY=RY

i i

Dabei werden hinter der Marke

sorts impl eqns: (sorts implementing operations)

die Elemente von S0 und hinter

struc impl opns: (structure implementing operations)
die Elemente von 0D so aufgelistet wie die Operationssym-
bole bei Spezifikationen. Fiir die Abkiirzungen gilt das
Entsprechende.

Es werden hinter der Marke

sorts impl egns: (sorts implementing equations)

die Elemente von ESO0, hinter

struc impl egns: (structure implementing equations)
die Elemente von EOD und hinter

opns impl eqns: (operations implementing equations)
die Elemente von EJ0-E0OD so aufgelistet wie die Axiome bei
der Notation fiir Spezifikationen, wobei wegen EQDCE}0 die
Nummern unter der letzten Marke nicht wieder mit 1 beginnen,
sondern durchgezdhlt werden.

Ist z.B. }S0=@, so wird dies durch no sorts impl opns aus-

gedriickt. Bei }0D,ES0,E0D,E)0-EOD=@ gilt das Entsprechende.



3.2.4. Ein Beispiel

Wir wdhlen als Beispiel die T-Implementierung von Kellern von

natiirlichen Zahlen (stack(nat)) durch Felder mit natilirlichen

Zahlen als Indices und Eintrdgen (arxay(nat,nat)).

SPEC:

sorts: dis,nat

opns: TT,FF: - dis

NOT:dis - dis

_AND_, EQV :dis dis -

abr: (tt,ff)

(=)

NULL: - nat

SUCC:nat - nat

EQN:nat nat - dis

egns: E.1

att
a2f £

tt A xé

ff A xé

1
tt EQV x3

ff EQV Xé
EQN (4, 9)
EQN (8,5 (x]))

EQN(S(XA),ﬂ)

E.10 EQN(S(xA),S(xg))

SPECQ: SPEC +

sorts: stack

opns: NEWST: - stack

PUSH:stack nat - stack

POP:stack - stack

dis (_A_,_EQV )

(9)
(S)

ff

tt

x

ff

x}

nxé

tt

ff

ff

EQN(X&,x;)

abr: (NS)

(PU)
(PP)
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TOP:stack - nat (TO)

EQS:stack stack(-> dis

eqns: EO0.1 EQS (NEWST,NEWST) = tt
E0.2 EQS(NEWST,PUSH(x;,xﬁ)) = £f
E0.3 EQS(PUSH(X;,XA5,NEWST) = ff

E0.4 if EQN(xg,x;)itt then
") i 1 1 2 2 — 1 2
hQS(PUSH(XS,Xn),PUsgﬁxﬁrxn)) —‘EQS(XS,XS)
E0.5 if EQN(X%,XS)%ff then

.'.1 , P ; ) =‘
EQS(PUSH(XS,XH),PUSH(xS,xn)) ff

E0.6 | ' “TOP (NEWST) =
E0.7 : » TOP(PUSH(X;,XA)) = xa
EO0.8 POP (NEWST) = NEWST
E0.9 | POP(PUSﬁ(x;,x;)) = x;
SPEC1: SPEC +

sorts: array

opns: NEWA: - array abr: (NA)
ASSIGN:array nat nat - array (AS)
REMOVE:array nat - array (RE)
ACCESS:array nat - nat (AC)
INDEX:array nat — dis (IN)

EQA:array array — dis

eqgns: E1.1 EQA(NA,NA) = tt
E1.2 EQA(NA,AS(X&,X&,X;)) = ff
E1.3 EQA(AS(x;,xﬁ,xﬁ),NA) = ff

E1.4 if IN(AS(x;,xﬁ,x;),xﬁ)AIN(AS(x;,xg,x;),xﬁ)étt&

1 w1 w2 3 4\ A 2 w3 el 1 2) =
EQNGKKAS(gang“xh),xn)ngg.EQNUKKAS(xangﬂxh)ﬁgg,xh)°tt
then

1 1 2 2 3 4 -
EQA(AS(Xa’Xn'xn)’AS(Xa'xn’Xn))

1 1 3 2 3 1
EQA(RE(RE(xa,xn),xn),RE(RE(xa,xn),xn))



E1.5

E1.6

E1.7

E1.8

E1.9

E1.10

E1.11

E1.

E1.13

E1.14

E1.15
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: 1 1 2 2 3 x1)=
if IN(AS(x 'Xn’xn) n)/\IN(AS(X PX2 n) n) tt &

1 1 2 3 4 A 2 3 ol 1 2)2
EQN(AC(AS(Xa,xn,xn),xn),xn)A EQN(AC(AS(xa,xn,xn),xn),xn) ff

then
EQA(AS(x;, ,X2) Z\S(x2 xg,x“)) = ff
if IN(AS(x1 x2),x3)AIV(AS(x? x3 x“)

EQA(AS(X;,X

if

if

if

if

if

if

1 2 2 3 > L
X AS(x2,x3,x
n’ n)’ ( a'"“n’ n))

IN(NA;XA)

EQN (x ,x3) =tt then
N(AS(x1,x},x2),x2)
1 3) =2 %
EQN(xn,xn) ff then
1 1 2 3
IN(AS(x),x],x2),%2)
AC(NA,X&)

1 3) 2
EQN(xn,xn) tt then

AC(AS(x;,xa,Xﬁ),X3)

n

EQN(x1,x3) ff then

1 1 2 3
AC(AS(xa,xn,xn),Xn)

RE(NA,XA)

1 w3y
EQN(xn,xn) tt then

RE(AS(xé,x1,x2),xg)

n

EQN(XA,XS)=ff then

RE(AS(x;,xﬁ,xﬁ),X3)

n

SPEC1 impl SPECO by

sorts impl opns: abr:
STAK:array nat - stack (ST)
struc impl opns:
EQS:stack stack - dis
no sorts impl eqns
struc impl eqns
tt

EOD. 1

EQS(ST(x;,a),ST(x§,¢)) =

fl

,X1)=ff then
n
ff

£f

tt

h 1 3
IV(xa,xn)

AC(X;,X3)

n
NA

1 3
RE(x1,x3)
xX1,x2)

AS(RE(xé,Xg),
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Il

EOD.2 EQS(ST(x;,Q),ST(x;,S(xA))) ff
EOD. 3 EQS (ST (x},S(x1)) ,ST(xZ2,0)) = ff
EOD.4 if IN(x],S(x])) EQV IN(x2,8(x2))=tt &
EQN (AC(x1,S(x])) ,AC(x2,8(x2)))=tt then
EQS(ST(x;,S(xA)),ST(x;,S(xﬁ))) = EQS(ST(x;,xA),ST(xg,x;))
EOD.5 if IN(xé,S(x%)) EQV IN(x;,S(xﬁ))étt &
EQN(AC(x;,S(xA)),AC(x;,S(xﬁ)))éff then

EQS (ST (x],S(x])),ST(x2,5(x2))) = ff

1 1 1 2 2 -
EOD.6 if IN(xa,S(xn)) EQV IN(Xa’S(Xn)),ff then

ff

EQS (ST (x2,S(x1)),ST(x2,5(x32)))

opns impl egns:

1l

E}0.7 NEWST STAK (NEWA, d)

E)0.8  PUSH(STAK(x],x!),x2)

2 STAK(ASSIGN(XA,S(XA),xg),S(xA))

il

EY0.9 POP(STAK(X;,ﬁ)) STAK(x;,ﬂ)

s X 1 1 1
E)>0.10 POP(STAK(Xa,S(Xn))) STAK(x;,Xn)

E}0.11 memmmxgﬂn = ¢

% T 1 1 1 1
E)0.12 OP(STAK(Xa,S(xn))) ACCESS(Xa,S(Xn))

Es ist also IMPL=(yS0,y0D,ES0,E0D,Ey0) mit

y'S0={STAK:array nat - stack}

5'0D={EQS:stack stack - dis}

ES0=¢

EOD={E0D.1,...,E0D.6}

E)0= EODU{E}0.7,...,E}0.12}.

Diese Bezeichnungen gelten filir das gesamte Kapitel 3.2.4..

Die Sorten dis, nat, stack und array werden jeweils mit ihren

Anfangsbuchstaben abgekiirzt. Die Spezifikationsbezeichnungen
SPEC, SPECO, SPEC1, IMPL1 und IMPL2 werden SP, SP0O, SP1, I1 und
I2 abgekilirzt. AuBerdem gelten folgende Abkiirzungen und Identi-

tdten:
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(Viewg) ( S(...S(@)...)=:87(9) ), speziell s°(¢) is ¢.

j-mal

(Vmewy) ( m=0 =>

(ASSIGN (...ASSIGN (NEWA,p1,q1),+..,P,d ) is NEWA A

PUSH(...PUSH(NEWST,r1),...,rm) is NEWST) ),

wobei die p1,...,pm,q1,...,qm nat-Terme aus SP1, I1 oder I2

und die r1,...,rm nat-Terme aus SP0 oder I2 sind.

3.2.4.1. Erlduterungen zum Beispiel

SPEC

SPECOQ

SPEC1

ist eine einfache Spezifikation fiir dis und nat.
nat-Terme bestehen entweder nur aus der NULL oder aus
endlich vielen Anwendungen von SUCC auf NULL. EQN sorgt
daflir, daB die Menge der dis-Kontexte flir nat-Terme
nicht leer ist. Unter AE,nat wird jeder nat-Term nur
mit sich selbst identifiziert.

ist ein? auf SPEC aufbauende Spezifikatiop fﬁ:‘
sfackgnatg. NEWST steht fiir den leeren Keller qnd PUSH
figt zu einem bestehenden Keller ein neues Top-Element
hinzu. Dariiberhinaus besteht die M&glichkeit, mit TOP
das oberste Keller-Element zu lesen bzw. es mit POP zu
entfernen. Kanonische stack-Terme sind gerade solche,
die weder TOP noch POP enthalten. EQS ist der Gleich-
heitsoperator und erzeugt auch Kontexte fir §E§g£—Terme.
ist einé auf SPEC aufbauende‘Spezifikation fiir arrays
mit nat-Termen als Indices und als Eintrdgen. NEWA
steht fiir den leeren array und ASSIGN(a,n4,nz) fiigt in

den bestehenden array a an der Stelle n, den Eintrag n:

hinzu. ACCESS(a,ns) liefert den an der Stelle n4 in a
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befindlichen Eintrag bzw. NULL, falls an der Stelle ni
kein Eintrag definiert ist. Mit dieser Regelung wird
das an dieser Stelle eigentlich ben&tigte error hand-
ling umgangen, um die Ubersichtlichkeit der Beweise 2zu
wahren. Es wird jedoch zusdtzlich eine Operation
INDEX(a,n,) bendtigt, die feststellt, ob an der Stelle
n, in a ein Fintrag definiert ist oder nicht. Anderen-
falls k&nnte man nicht entscheiden, falls ACCESS ange-
wendet wird, ob an der Stelle n4 in a kein Eintrag de-
finiert ist oder ob dort gerade der Eintrag NULL defi-
niert ist.
EQA ist der Gleichheitsoperator fir arrays.
Die Reihenfolge, in der Eintrdge an verschiedenen Stel-
len eines arrays erfolgen, ist irrelevant. Es werden
z.B. die Terme
ASSIGN (ASSIGN (NEWA,S“ (¢) ,S'°(#)) ,S7(#) ,S2(@)) und
ASSIGN (ASSIGN (NEWA,S7 (@) ,S2(g)) ,S4(g) ,81°(g))

unter ~ identifiziert.

ESP1,a
Erfolgen mehrere Eintrdge an derselben Stelle, so ist
nur der letzte Eintrag relevant, d.h. die Terme

ASSIGN (ASSIGN (NEWA,S¢ (@) ,S3(#)) ,S¢ (@) ,S5(#)) und
ASSIGN (NEWA,SS (f) ,S5(f))
werden unter ~ESP1,a ebenfalls identifiziert.
Mit REMOVE(a,n,) konnen schlieBlich alle an der Stelle
n, befindlichen Eintr&dge (if any) gel&6scht werden.

IMPL1 1ist eine (t-)Erweiterung von SPEC1 und dient dazu, die
Sorte stack mittels SPEC1 zu implementieren. Die neuen
stack-Terme setzen sich aus einem array und einem poin-
ter, der anzeigt, an welcher Position des arrays das

Top-Element des Kellers eingetragen ist, zusammen. EQS

wird auf den so zusammengesetzten stack-Termen neu defi-
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niert. stack-Terme, deren pointér NULL sind, werden un-
abhdngig von der array-Komponerite identifiziert und re-
pridsentieren den leeren Keller (sh. auch unter IMPL2).
Ansonsten werden solche stack—ferme identifiziert, deren
pointer identisch sind und die an allen Stellen mit
Index < pointer die gleichen Eintrdge besitzen bzw. an
denselben Stellen nicht definierte Eintr&dge besitzen.
IMPL2 ist eine (t-)Anreicherung von IMPL1 und dient dazu, die
restlichen Operationen der stack(nat)-Spezifikation SPECO
zu implementieren. Dies geschieht durch implementierende
Gleichungen fiir jede Operation. Die Struktur wurde be-
reits in IMPL1 weitgehend festgelegt, denn mit der Exi-
stenz von EQS in IMPL1 ist auch die Existenz von dis-Kon-
texten fiir stack-Terme in IMPL1 garantiert, womit die
Voraussetzungen fiir eine nicht-triviale }IMPL1-Kongru-
enz ~,

EIl,s

-Termen getupelten stack-Terme bereits in Klassen un-

gegeben sind, welche die aus array- und nat

terteilt. In IMPL2 wird also erkldrt, wie die SPECO-Ope-

rationen auf der pointer/array-Reprdsentation arbeiten,

womit dann auch der Rest der Struktur realisiert ist.

3.2.4.2. Nachweis der T-Implementierungseigenschaften des

Beispiels

Um nachzuweisen, daB IMPL eine T-Implementierung von SPECO mit
Hilfe von SPEC1 ist, muB gezeigt werden:
(1) sp, SP0, SP1, I1 und I2 sind vollstdndig,

(2) sp, SPO, SP1, I1 und I2 sind konsistent,
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(3) SPO und SP1 sind t-Erweiterungen von SP,

(4) I1 ist t-Erweiterung von SP1,

(5) I2 ist t-Anreicherung von I1 und

(6) IMPL ist R-korrekt.

Dies wird wie folgt getan:

ad (6):

Es wird Punkt (iv) des Theorems 1 gezeigt; diese Be-

dingung ist zur R-Korrektheit &dquivalent.

ad (3),((4),(5):

ad (2)»

Die Eigenschaft der t-Erweiterung und damit auch der
t-Anreicherung 188t sich nach Satz 6 aufspalten in

die Eigenschaften der t-Vollstdndigkeit und der t-Kon-
sistenz, welche im Folgenden nachgewiesen werden.

Die Konsistenz 1&B8t sich filir Spezifikationen ohne be-

dingte Axiome wie SPEC oft iiber den Knuth-Bendix-Al-

gorithmus aus [KB 70] und &hnliche Verfahren (sh.
[HO 80]), [H 79]), [M 78]) zeigen. Hat man die Church-

Rosser-Eigenschaft (CRE) mittels des KBA und die Ei-

genschaft der endlichen Terminierung fiir die aus der

Axiomenmenge von SPEC gebildete Rewrite-Rule-Menge

gezeigt, dann zeigt man, daBf tt und ff verschiedene

irreduzible Terme sind und weiB dann auch, daR

tt g g ff, daB also SPEC konsistent ist. Im Falle

’
der Grundspezifikation SPEC des Beispiels braucht der
KBA noch nicht einmal angewendet zu werden, da die

Rewrite-Rule-Menge von SPEC supervositionsfrei ist.

Fir Spezifikationen mit bedingten Axiomen ist der
Nachweis der Konsistenz ohne weiteres jedoch nicht
moglich, da der KBA noch nicht flir Rewrite-Rule-Mengen
mit bedingten Regeln erweitert wurde. Diese Erweite-
rung des KBA ist jedoch zur Zeit an der Uni Bonn im
Rahmen einer Diplomarbeit in der Entwicklung. Wir wol-

len daher auf die Konsistenznachweise verzichten, denn
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die Konsistenz von SP0O, SP1, I1 und I2 ist leicht ein-
sehbar: die Bedingungen von Axiomen mit identischen
linken Seiten schliefen sich gegenseitig aus und die
zugehOrigen Rewrite-Rule-Mengen sind dann im erweiter-
ten Sinn "superpositionsfrei".

SP, SPO, SP1, I1 und I2 seien also konsistent.

Die Vollstidndigkeitsnachweise werden durch Induktion
Uiber das Gewicht der Terme erbracht, wobei im Induk-
tionsschluB iiber den Aufbau der Terme, d.h. nach dem
duBersten auftretenden Operationssymbol unterschieden
wird. Diese Art des Induktionsbeweises wurde aus fol-
genden Griinden gewdhlt: Im Induktionsschritt muB sehr
oft gezeigt werden, daB eine bestimmte Gleichung auf
céen zu betrachtenden Term "anwendbar" ist. Enthdlt die
Gleichung Bedingungen, dann muB auch noch gezeigt wer-
den, daB diese "auswertbar" sind, daB die linke Seite
einer Bedingung zur rechten i-kongruent ist. Man m&éch-
te beispielsweise zeigen, daB der SPECQ-Term
t:=EQS(PUSH(p4,r4) ,PUSH(p2,r2)) 2zu tt oder ff i-kon-
gruent ist. Dazu mufl man etwa zeigen, daB die Glei-
chung E0.5 auf t anwendbar ist, d.h. man muB wissen,
daB die Bedingung EQN(r4,r;)=ff erfiillt ist, daB also
EON(r4,r,) zu ff i-kongruent ist. Da EQN(r4,r) kein
Subterm von t ist, kann strukturelle Induktion hier
nicht angewendet werden. Man weiB aber, daB EQN(r4,r2)
ein kleineres Gewicht als t hat. Daher kann im Voll-
stdndigkeitsbeweis die Induktionsannahme benutzt wer-
den, um sicherzugehen, daB die Bedingung einer Glei-

chung erfiillt ist.

Wir brauchen nicht zu zeigen, daB SP, SPO0 und SP1 t-Spezifika-

tionen bzw. daB I1 und I2 t-Kombinationen sind, denn dies ist

nach Aufschreibung und 2.2. und 3.2.3. klar.
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Zundchst zeigen wir, daB SP vollstdandig ist.

Lemma V.SP

Beh. : T t tt,£f t = tv
e (VteTs. 4) (tve (k=g g te)
Bew. :

Durch Induktion iiber das Gewicht w(t) der Terme teTr 3-
o

i) Induktionsanfang.

Sei teT mit w(t)=1.

Led
Daraus folgt, daB entweder t is tt oder t is ff gilt.
In beiden Fdllen folgt die Giiltigkeit der Behauptung aus

der Reflexivitdt der Relation EE q-
14

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle teT mit w(t)<n.

2.d
iii) InduktionsschluB.
Sei teTZ’d mit w(t)=n+1.
Wir unterscheiden nach dem Aufbau von t, d.h. nach dem
duBersten in t vorkommenden Operationssymbol. Da w(t)=2
ist, gilt t is tt und t ;g ff. Es bleiben daher vier

Fdlle zu untersuchen.

] . [] s ]
iii.a) t is =t mit t eTZ,d.
Es gilt w(t')<n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

tv'e{tt,ff}, sodaB t' tv'. Aus Gleichung E.1 bzw. E.2

“E,d
und der Substitutionseigenschaft (SE) von =g folgt dann die

Gliltigkeit der Behauptung filir dieses t.

iii.b) t is t4 AND t, mit t,4,tzeT- a-
YA
Es gilt w(t4q)+w(ts)<n und daher gibt es nach Induktionsan-

nahme ii) Terme tv,,tvae{tt,ff}, sodaB ¢t, = tv, fir
i TE,d i

i=1,2. Aus der SE von B und aus Gleichung E.3 bzw. E.4

folgt dann die Gliltigkeit der Behauptung flir dieses t.
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iii.c) t is t4 EQV t, mit t,4,t2eT.. 3
o v d

Dieser Unterfall entspricht dem Unterfall iii.b), wobei

jedoch die Gleichungen E.5 und E.6 verwendet werden.

iii.d) t is EON(ts,t2) mit t"tzeTX,n
Wir unterscheiden weiter nach dem Aufbau von t4 und ta.
Flir die Fdlle mit tq is @, +t, is ¢§ und t, is @,
ty is S5(¢) una t, is s¥(#), t. is ¢ mit kew ergibt sich
die Gliltigkeit der Behauptung direkt aus den Gleichungen

E.7 bis E.9. Es bleibt der Fall

k

iii.d.4) t, is ST (#), tz is S°(¥) mit j, kew.

Nach Gleichung E.10 gilt

gon (s3 71 (g) , sk

k-1

1 EQN(SI (¢),S5(¢#)) ).

(#)))<n. Nach Induktionsan-

“E,d
AuBerdem ist w(EQN(SJ-1(¢),S

nahme ii) gibt es daher ein tve{tt,ff}, sodaB

k-1 _
(9)) :E,d tv.

Aus *1 und *2 folgt mittels der Transitivitdt von =p 9
14

die Gliltigkeit der Behauptung fiir EQN(SJ(ﬁ),Sk(ﬂ)).

%2 EQN(Sj_1(¢),S

Damit ist die Induktion geschlossen und die Vollstdndigkeit

von SP gezeigt. []

Bevor wir zeigen, daB SP0 vollstdndig ist, wollen wir die Exi-
stenz von "Normalformen" fiir stack- und nat-Terme in TZUSO

nachweisen, d.h. wir zeigen, daB jeder stack- bzw. nat-Term zu
einem "kanonischen" stack- bzw. nat-Term i-kongruent ist. Dies
tragt zur Vereinfachung des Vollstdndigkeitsnachweises von SP0

bei, denn die Anzahl der 2zu betrachtenden Unterfdlle in den

Induktionsbeweisen wird dadurch verringert.

Lemma S.SPO

Beh.: (VteTEjUy‘.O , S) (3t eTTUYVyO , S) (Bmewo) (3q1 P e e ,qI‘_‘CTTUZO 'n)

(D) t'" A w(t')sw(t) A

t EEuEO,s
2) ¢! is PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm) )
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Bew.:

Durch Induktion {iber das Gewicht w(t) der Terme teTTUVO s
(UL

i) Induktionsanfang.

Sei teT. mit w(t)=1.
-

U 0,s
Daraus folgt t is NEWST. Also ist m=0 und der Rest ist

Reflexivitdt von und <.

“EUEO, s

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle teTZUvO 5 mit w(t)<n.
WLV gy

iii) InduktionsschluB.

Sei teT mit w(t)=n+1.

Yu0,s
Aus w(t)>2 folgt t ;g NEWST und es bleiben zwei Fdlle

zu unterscheiden.

i1. {5 p , L+ .
iii.a) t is PUSH(p,q) mit peTZuZO,S und quZUZD,n
Es gilt w(p)<n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

' i = ' ' |
p GTXUZO,S mit p *EuE0,s P und w(p')<w(p) und p' hat

die unter 2) der Beh. geforderte Form.

Wegen der SE von folgt

=EUE0

PUSH (p,q) PUSH(p',q) .

EEuEO,s
AuBerdem ist w(PUSH(p',q))<w(PUSH(p,q)), d.h. 1) ist er-
flillt und mit 19 hat PUSH(p',q) ebenfalls die unter

2) geforderte Form.

iii.b) t is POP(p) mit peTZuXOIS'
Es gilt w(p)<n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein
' s = ' ' '
P GTZUZOrS mit p =EUEO, s P und w(p)<w(p') und p' hat
die unter 2) geforderte Form.

Dann bleiben zwei MOglichkeiten.

iii.b.1) p' is NEWST, d.h. m=0.

Es gilt
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POP (p) EEUEO,S POP (NEWST) EEUEO,S NEWST

nach SE von ZEUEOD und nach Gleichuna E0.8. AuBerdem gilt

w (NEWST) =1<w (POP (p) ) und NEWST hat die passende Form.

iii.b.2) p' is PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm) mit mewgy, m>0

und q1""’qm€TTUVO,n'
Es gilt

POP (p) POP(PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm))

=EUEOD, s

EEUEO,S PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm_1)

nach SE von und nach Gleichung E0.9. Der letztge-

EEUEO
nannte Term hat die unter 2) geforderte Form. AuBerdem ist

w(PUSH(...,qm_1))<w(PUSH(...,qm))Sw(p)<w(POP(p))=n+1.

Damit ist die Induktion geschlossen und Lemma S.SP0 bewiesen.

Lemma N.SPO

Beh.: (VteTVUY ) (Jkewy)

>0
( 1) t

L}
Te,
,n)(at €Ivus0,n

t' A w(t')sw(t) A

Bew. :

Durch Induktion Uber das Gewicht w(t) der Terme teT‘hU\ﬁ0 n
caN Ly 14

i) Induktionsanfang.
Sei teTXUYOrn mit w(t)=1.
Daraus folgt t is . Es ist k=0 und der Rest ist Reflexi-

vitdt von und von <.

=EUEQ,n

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fir alle ’ceTvaO i mit w(t)<n.
LD Mo

iii) InduktionsschluB.

Sei teT mit w(t)=n+1.

>ur.0,n
Aus w(t)>2 folgt t iz g . Wir betrachten die Fdlle



% B =
iii.a) t is ' i ! ;
) is S(t') mit t eTYufU,n'

Es gilt w(t')<n. Nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

kewy, sodaB t' und w(Sk(G))Sw(t').

_ k
“EUEO,n 5°(9)

Dann gilt wegen der SE von = auch
EyEO

k+1

S(t') = s(s®(g)) is s°F (¢

—EUEOIH
Es ist w(s T (@))<w(s(t')) und s5" V(@) hat die unter 2)

geforderte Form.

iii.b) t is TOP(p) mit peTVUVO s°
I PNV N N 4

Nach Lemma S.SP0 gibt es ein p'eT..

yus0,s’ 50938 P Spypg,g P

und w(p')<w(p) und es gibt mewy und q1""'qm€Tqu0,n'
sodaB p' is PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm).

Jetzt bleiben zwei F&dlle zu betrachten.

iii.b.1) p' is NEWST, d.h. m=0.
Es gilt

TOP (p) = TOP (NEWST) g

EUEO, n =EUEO,n

Nach SE von und nach Gleichung E0.6. Es ist

=EUEO0
w(@)=1<w(TOP(p)), d.h. 1) und 2) sind fir dieses t erfiillt.

iii.b.2) p' is PUSH(...PUSH(NEWST,q+),...,q ) mit mewg, m>0

m
und q1""’qmeTfub0,n'
Es gilt
TOP (p) =EUEO, n TOP(PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm))
EEUEO,n I
nach SE von =EUEO und nach Gleichung E0.7. Es gilt auBerdem

w(qm)<w(PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm))SW(p)Sn<w(TOP(p)).
Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein tleTZuTO n’
LA

sodaB g t! w(t')Sw(qm) und t' hat die unter 2)

m EEUEO,n
geforderte Form. Der Rest ist Transitivitdt von “EUEO,n

und <.

Damit ist die Induktion geschlossen und Lemma N.SPO gezeigt.l]



Lemma V.SPO

Beh.: (VteTy s q) (Ftvelte, ££3) (t =p pg g tV)

2.U7,

Bew.:

Durch Induktion iliber das Gewicht w(t) der Terme tCT“UTO a-
3 14

A

i) Induktionsanfang.

Sei teT« mit w(t)=1.

>u20,d
Daraus folgt, daB entweder t is tt oder t is ff. In bei-

den F&dllen folgt die Giiltigkeit der Behauptung aus der Re-

flexivitdt von EEqu,d'

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle teTTUVO g mit w(t)<n.
[aaVI=L

iii) InduktionsschluB.
Sei teTZUZO,d mit w(t)=n+1.
Aus w(t)>2 folgt, daB sowohl t is tt als auch t iz ff.

Dann unterscheiden wir folgende Fdlle.

3 . ] : ' 1 '
iii.a) t is at' mit t'eTy o) g

iii.b) t is t, AND tz mit t,,tzeTy ¢ 4 und

iii.c) t is t4 EQV t, mit t”tzeTZuXO,d
verlaufen vO6llig analog zu den Punkten iii.a) bis iii.c)

aus dem Beweis von Lemma V.SP. Es bleiben die Fdlle

iii.d) t is EQN(t,,ts) mit tq,t2€T« < .
==z ;w0,n

Nach Lerma N.SP0 gibt es ta't“eTTUSD,n N T n’ sodaf

Lol

= 3 ] = 2 1 =
ti “EUEO,n ti+2 fir i=1,2. Daraus folgt mittels SE von ZEUEO

EQN(t1,t2) EQN(tBrtu)r

“EUE0, d
wobei EQN(t3’t“)€TZuYO,dr‘Tf,d' Nach Lemma V.SP cgibt es

daher ein tve{tt,ff}, sodaR

EON (ts, ty) EE d tv.
14
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Nach Lemma 7 folgt daraus

EQN(t1,t2) tv.

“EUEO,d

Der Rest ist Transitivitat von EEUEO,d'

iii.e) t is EQS(t,,tz) mit t1't2eTXUZD,S'

Nach Lemma S.SP0 gibt es ts3,tseT- sodaRB
VA

A.‘U/,JO S !

ti EEUEO,S ti+2 unda w(ti+2)>w(ti) und entweder
ti+2 is NEWST oder ti+2 is PUSH(pi,qi) mit pieTfufO,s
und qieTZuXO,n fir i=1,2. Dabei haben wir die genauere

Aussage von Lemma S.SP0 durch Verwendung von p4 und pa2 éet-
was abgekiirzt, denn es kommt im Folgenden nur darauf an,
daB t; bzw. t4 nicht mit POP beginnen.

Die SE von liefert jetzt

EUEO

"3 EQS(t,,ts) EQS(ta,ty) .

=EUE0,d
Flir die Fdlle ts is NEWST, t, is NEWST,

ts; is NEWST, t4 is PUSH(p2,q2) und
ts is PUSH(p4,q4), ts is NEWST

ergibt sich die Gliltigkeit der Behauptung aus den Gleichun-

gen EO0.1 bis E0.3 und aus *3 zusammen mit der Transitivitit

von = Es bleibt der Fall

“EVEO,d’

iii.e.4) ts is PUSH(p4,91), ts is PUSH(pz2,d2).
Es gilt w(g4)+w(g2)<n und daher w(EQN(g,,92))<n. Nach In-
duktionsannahme ii) gibt es ein tve {tt,ff}, sodaBs
EQN(g4,g2) EEUEO,d tv, d.h. wir kdnnen die Bedingun-

gen der Gleichungen E0.4 und E0.5 "auswerten".

iii.e.4.1) tv is tt,
Wir kénnen Gleichung E0.4 anwenden und erhalten
*4 EQS(PUSH(p1,g41) ,PUSH(p2,92)) EEUEO,d EQS(p1,P2),
wobei W(EQS(p1,p2))<w(EQS(ts,ts))<w(EQS(t4,t2))=n+1.
Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein tv'e{tt,ff},

sodaB
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¥ = !

Aus *3, "4 und 5 folgt mittels Transitivitdt von EEuEO,d

die Gliltigkeit der Behauptung fiir diesen Fall.

iii.e.4.2) tv is ff.
Wir kodnnen die Gleichung EO0.5 anwenden und erhalten
*“6 EQS(PUSH(p1,q4),PUSH(p2,gq2)) ?Equ,d ff.
Aus "3 und 6 folgt mittels Transitivitdt wvon EEUEO,d die

Gliltigkeit der Behauptung fiir diesen Fall.

Damit ist die Induktion geschlossen und die Vollstdndigkeit

von SPQ gezeigt.[]

Im Beweis des ndchsten Lemmas miissen wir im Induktionsschritt
bereits wissen, daB zu array-Subtermen von nat-Termen i-kongru-
ente kanonische array-Terme existieren. Da wir Lemma A.SP1 noch
nicht zur Verfiigung haben, miissen wir dies durch eine weitere
Induktion zeigen. Derartige Verschachtelungen von Induktionen

werden auch in den weiteren Beweisen bendttigt.

Lemma N.SP1

)(Ht'FTV ) (Fjewy)

1rn uUZ1,n

= ] '
( 1) t ZEUET,n t A w(t')sw(t) A

v o €T
Belad Q(Vt RS

2) t' is ST )
Bew.:

Durch Induktion iiber das Gewicht w(t) der Terme teTTUV1 n°
/UL 14

i) Induktionsanfang.
Sei teTZUZ1,n mit w(t)=1.
Daraus folgt t is @ und die Behauptung gilt aufgrund der

Reflexivitdt von und <. Es ist Jj=q.

EUEO,n

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.
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Die Behauptung gelte fiir alle te7.. 1 n mit w(t)<n.
Lo 4

/

iii) InduktionsschluB.

Sei teTTUT1,n mit w(t)=n+1.
Es ist w(t)22 und daher t ;g a.

Es bleiben zwei Fdlle zu untersuchen.

PR . ] . '
iii.a) t is S(t') mit t CTXU;1In‘
Wegen w(t')<n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

jewgy, sodaB t! Sj(ﬁ) und w(Sj(Q))Sw(t').

=EUE1,n

_ ; ' j
Nach SE von =BUET gilt S(t') S(s’(@)).

EEuE1,n
Der letztgenannte Term hat die unter 2) geforderte Form

und es gilt w(S(S?(#)))<w(S(t')), d.h. auch 1) ist erfiillt.

iii.b) t is ACCESS(q,r) mit qCTXUZ1,a und reTXU21'n.
Um die Gleichungen E1.10 bis E1.12 anwenden zu kdnnen,
missen wir zeigen, daB es zu q einen i-kongruenten array-
Term gibt, der nicht mit REMOVE beginnt und ein kleineres
oder gleiches Gewicht hat. Wir zeigen daher zundchst

*7 Fiir alle q'eT. mit w(g')sw(g) gilt

w.l,a
(3g QTZUT1,a)(Bmemo)(3p1""’pm’r1’""rmeTfuﬁ1,n)

( 3) q' ZEUE1. a qa" A w(g")sw(g') A

4) q" is ASSIGN(...ASSICN (NEWA,p1,T1),...,P_,T ) ).
Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber das Gewicht

w(gq') der Terme qleTVuV1 5 Mit w(g')sw(q).

iii.b.i) Induktionsanfang.

Sei q'eT mit w(g')=1.

ZUF1 ra
Daraus folgt ¢q' is NEWA. Es ist m=0 und der Rest ist Re-

flexivitdt von und <.

EEuE1,a

iii.b.ii) Induktionsannahme.

Sei kew fest mit k<w(q).
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Die Behauptung gelte filir alle q'chUv1 - mit w(g')<k.

iii.b.iii) InduktionsschluB.
i gq' 5 i ')=k+1.
Sei g CTZUX1,3 mit w(q')
Es ist w(gq')>22 und daraus folgt g’ ;g NEWA.

Es bleiben folgende Fdlle zu betrachten:

iii.b.iii.a) gq' is AS(q",x,y) mit qneTquT,a und X’YCTXufT,n'

Wegen w(g")<k und Induktionsannahme iii.b.ii) gibt es ein

ni

" q - [LR— " " "
q CTfuz1ra' sodaB q “EuEl,a 9 w(g"')<w(g") und g

hat die unter 4) geforderte Form. Nach SE von ZEUE gilt

As(q"lXIY) AS(C_{"':X,Y)

EEUE1,a

und der letztgenannte Term hat ebenfalls die unter 4) ge-

forderte Form. Es ist w(AS(q"',x,y))sw(AS(q",x,y)).

i v r s " z "
iii.b.iii.b) g' is REMOVE(q",x) mit g CTEUFT,a und XGTZUZT,H'

Wegen w(gq")<k und Induktionsannahme iii.b.ii) gibt es ein

q , wig"')<sw(g") und g"'

' (LI
€Tyur1,ar S°938 A" Zpupq 4 9
hat die unter 4) geforderte Form. Nach SE von ZEUE1 gilt

*8 RE(q",x) RE (g"',x) .

fEUE1,a
Jetzt gibt es zweli Unterfdlle.

iii.b.iii.b.1) g"' is NEWA, d.h. m=0.
Nach Gleichung E1.13 gilt

*9 RE(NEWA, x) NEWA .

~EUE1,a
Es gilt w(NEWA)=1<w(RE(g",x)) und der Rest ist Transitivi-

tdt von bzgl. %8 und *9.

=EUE1,a

iii.b.1iii.b.2) q"' is AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm) mit
mewg, m>0 und p1’""pm’r1""’rmeTZuZ1,n'
Um die Gleichungen E1.14 bzw. E1.15 anwenden zu k&nnen,

miissen wir zeigen, daB die Bedingungen derselben "auswert-

bar" sind:
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Es gilt w(g")+w(x)<k und w(g"')=sw(q"), also auch
w(g"')+w(x)<k und schlieBlich w(pm)+w(x)sk5n. Nach Induk-
tionsannahme ii) gibt es daher j1,52€ewy, sodaR

“10 sti(g) , x s32(p) ,

Pm=EUE1,n “EUE1,n

1 w(s @) swip) . w(sT2 (@) sw(x)

j1 j2 . .
und S-°'(g),S (¢)eTSUX1,nrﬁTX,n. Damit ist aber auch

J j2 .
EQN (s’ ' (@) ,S (¢))6Tfuﬁ1,dr]TZ,d und nach Lemma V.SP gibt
es ein tve {tt,ff}, sodaB
- Ja J2 =
EQN (S- " (g) ,S72(d)) “E,d tv,
woraus nach Lemma 7 folgt
b3 j1 j2 ==
12 EQN(S°%g),S872(¢)) =EUE1, d tv.
Aus *10 folgt nach SE von =EUET

*13 RE(AS(...AS(NA,p4,T1) ... P /T ),X) “EVE1,a

RE(AS(...AS(NA,p1,r1),...,SJ1(¢),rm),sz(¢)).
Wegen *12 konnen wir jetzt die Gleichungen E1.14 und E1.15

anwenden.

iii.b.iii.b.2.1) tv is tt.
Nach Gleichung E1.14 gilt

% j1 j2 =
14 RE(AS(...AS(NA,p1,¥1),...,5 " (@) ,r ),S57%(#)) ZEUE1,a

RE(AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm_1,rm_1),Sj2(¢)).
Es gilt wegen *11
w(RE(As(...,rm_1),sjz(ﬁ)))<w(RE(As(...,sj1(¢),rm),sj2(¢)))
<w(RE(gq",x)) = k+1.

Nach Induktionsannahme iii.b.ii) gibt es daher ein

ofe

elrirt,ar |
%15 RE(AS(...AS(NA,P1,r1),...,pm_1,rm_1),sjz(¢)) =puEl.a O
’

sodaB

%16 w(q*)Sw(RE(AS(...,rm_1),sjz(a)))
und q* hat die passende Form. Dann folgt die Gililtigkeit der

Behauptung fiir diesen Fall aus der Transitivitdt von ZEUE1, a
’
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1, )

zusammen mit 8, *13, *14 und *15 und aus der Transitivi-

tdat von <.

iii.b.iii.b.2.2) tv is ff.

Nach Gleichung E1.15 gilt

& J 1 jz =
17 RE(AS(...AS(NA,p1,r1),...,S (¢),rm),s (#)) ZEVE1, a

J2 Jn
§S(RE(AS(..AS(NA,p1,r1),..,pm_1,rm_1),s (@) 877 (#),x ).

Es gilt wegen *11 wieder w(RE(AS(...,rm_1),SJ%Q)))Sk und

nach Induktionsannahme iii.b.ii) gibt es ein q*eTVUW ar
LNV

sodas

*18 RE(AS(...AS(NA,p1,T1),-.esPy_qsL_4) 572 (F)) S
*19  w(g*)<w(RE(AS(...,r__1),872(9)))

und g* hat die unter 4) geforderte Form. Aus der SE von

ZEUE1 folgt mit *17 und *18 auch

H] j1 jz =
20 RE(AS(...AS(NA,p1,T1),«.,S (¢),rm),S (2)) ZEUET,a
As(a*, 2 (@) ,x ),
wobei AS(q*,SJ1(¢),rm) ebenfalls die unter 4) geforderte
Form besitzt. Es gilt w(AS(q*,S]1(¢),rm))5w(RE(q",x)) und
der Rest ist Transitivitdt von EEUE1,a zusammen mit “8,
*13 und *20.

Damit ist die Induktion unter iii.b) geschlossen.

Nach #*7 wissen wir jetzt, daB es zu dem Subterm g von

3 L 1 = ’
ACCESS(q,r) ein g GTZUZ1ra gibt, sodaB g ZEUET, a q',
w(g')sw(g) und entweder gq' is NEWA oder es gibt ein mewg,

m>0, und p1,...,pm,r1,...,r GTTUV , sodan

m >1,n

q' is AS(...AS(NA,p1,r1),...,p‘

m’rm)'

iii.b.1) q' is NEWA, d.h. m=0.

Nach SE von ZEUET und nach Gleichung E1.10 gilt

ACCESS (q,r) EEUE1,n ACCESS (NEWA, x) EEUE1,n g.

Es gilt w(¢@)=1<w(ACCESS(q,r)).



- G2 -

iiivb.2) o lg‘AS(...AS(NA,p1,r1),...,ph,rm)\
zundchst zeigen wir, daB die Bedingungen der Gleichungen
E1.11 und E1.12 auswertbar sind und:betraqpten dgnn die
Unterfédlle, die sich durch Anwendgpgwdéf gle}phungen.egge;
ben. o , b | »

S0 IR S B
Es‘éilt w(q)+w(r)sﬁ und w(pm)SW(q). Nach Induktionsannahme

ii) gibt &k daher,j,,jsemy, sodaB

= Csdigy L pTEgL 8,

fan BUET,n

ﬂ (R
m “E E1 n
22 w(sMg))<wip ) , w(sI2(@))<w(x)

und SJ’(¢ sz(ﬂ)eTK §1 N nT?‘n' Damit ist aber auch

LS .o Y

EQN(sj1(¢) sjz(g) GTT 71, d F ar Nach Lemma V.SP glbt es

daher ein tve{tt,ff}, sodaB
36 SUEUS A B T

EIQ‘FVﬂ

Bon (57 (g) 592 (¢))

Nach Lemma 7 folgt daraus o
’ syt b

%23 mON(s)'(g),s32(g)) ty.

=EUE1,d
Aus “21 folgt nach SE vop 'EUE1 “ |
. Yy S A ! '
“24 AC(q,;) :EuE1 n AC(AS(l AS(NA,p1,r1),...,pm,rm),r)

_EUE1 AC(AS( As(Né,?1,;7),.; sj‘(a),rm),sjz(a)).
ey ¥ LRV A

Wegen %23° konnen wir jeEzt dle Gleichung E1.11 bzw.

E1.12 anwenden.
iii.b.2.1) tv is tt.

aeb (28 gy

Nach Gleichung E¥. f1oghles =9
b3 1l 2y Ji 32 =
25 AC(AS(..AS(NA}p.,ry)i. 2/S7H (@) ,xr ),S 2 (F)) “EVEl,n Tm"
Es gilt . w(rm)<w(q')§w(qf<ﬁ+ﬂiéDaher gibt es nach Indukti-
i B o o
onsannahme ii) ein r GTYUT1}H' sodanR

% = 3 Lo Ties s
6 rm EUE1,I’1 L i A

w(r’)Sw(ﬁ# und r' hat die unter 2) geforderte Form. Es gllt
w(r')<w(ACCESS(g,r)) und der Rest ist Transitivitdt von

zZusammen mit *24, ‘25 und *26.

Y]

“EUE1,n



iii.b.2.2) tv is ff.
Nach Gleichung E1.12 gilt

o j1 j2 =
27 AC(AS(...AS(NA,p1,x4), ... 5" (#),x ), S5 (H)) =p gy o

AC(AS(...AS(NA,pP1,T1),-e. Py 1/ _1),S72(0)).
Es gilt

%28 w(AC(AS(...,r__,),SI2(¢)))<w(rC(aS(..,87"(¢),r),s72(g)))

m-1
Sw(AC(AS(...,pm,rm),r)) = n+1.

Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein r'eTTUv1 n'
ANV VST iy |

sodanR

!,

b \ j2 = '
29 AC(AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm_1,rm_1),s (g)) =EUE1,n r

30 w(r')<w(AC(AS(...,r__.),87%(#)))
und r' hat die unter 2) geforderte Form. Der Rest ist Tran-
zusammen mit *24, %27 und %29 und

sitivitdt wvon EEUE1,n

von < zusammen mit *28 und *30.

Damit ist die Induktion geschlossen und Lemma N.SP1 gezeigt.[j

Lemma A.SP1

Beh.: (VtCTEUF1,a)(3t eTYuﬁ1,a)(3m€w0)
(391,---,Pmrr1,---rrmCTZUZ1’n)

= ' ]
(1) “EUE1, a t A wt'")sw(t) A

2) t' is ASSIGN(...ASSIGN(NEWA,p1,r1),...,pm,rm) )
Bew. :

Durch Induktion iiber das Gewicht w(t) der Terme teTVU71 ar
4] Lot

i) Induktionsanfang.
Sei tCTZUZ1,a mit w(t)=1.
Daraus folgt t is NEWA. Der Rest ist Reflexivitdt von <

und von Es ist m=q.

EEUET,a'

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle teT\ﬁka1 a Mit w(t)<n.
/ & 14
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iii) InduktionsschluB.

Sei teT. « mit w(t)=n+1.

U./_J‘l ra
Da w(t)22 ist, gilt t i® NEWA. Es bleiben zwei Fdlle.

iii.a) t is ASSIGN(qg,x,y) mit qufUT1,a und x,yeT?U21'n.

Es ist w(q)<n. Nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

q'eT. sodaB , w(g')<w(g) und g' hat die

Turl,a’ 9 =guE1,a 4

unter 2) geforderte Form. Es gilt auch
w(ASSIGN(q',x,y))<w(ASSIGN(g,x,y)) und nach SE von ZEUET

ASSIGN (q,X,y) ASSIGN(q',x,y)

EEUE1,a
und der letztgenannte Term hat ebenfalls die unter 2) ge-

forderte Form mit Pt =X und ro4qi=y.

iii.b) t is REMOVE(qg,x) mit quZu?1,a und XeTZuE1,n'
Es ist w(g)<n. Nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

! == ' ] .
q GTZUZ1Ia, sodaB g =EUE1,a q', w(g')<w(g) und es gibt

mew : e r oo s pX €T
0r Pas er, 17 r Lo ZUZ1/H’ sodasn

q' is AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm).

iii.b.1) g' is NEWA, d.h. m=0.
Nach SE von =RUE1 und nach Gleichung E1.13 gilt

REMOVE (g, xX) REMOVE (NEWA, x) NEWA.

“EVE1,a EEuE1,a
Es gilt w(NEWA)=1<w(REMOVE(q,x)), d.h. 1) und 2) gelten

flir dieses t.

iii.b.2) q' is AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm) und m>0.
Um die Gleichungen E1.14 bzw. E1.15 anwenden zu kdnnen,
miilssen wir zeigen, daB die Bedingungen derselben auswert-
bar sind.

Nach Lemma N.SP1 gibt es j,kew;, sodaf

b3 = ] - k
31 Pm “EUE1,n ST . x “EUE1,n sT(@)
32 w(st@swip) , wisk))wix
und Sj(¢),Sk(¢)cTh - nNT_ . Damit gilt aber auch

2ull,n Lo
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EQN(Sj(ﬁ),Sk(Q))eTm < n T Nach Lemma V.SP gibt es

/>JU1A\,TT1 ,d A'TId.
ein tve{tt,ff}, sodaB

] k = L
EON (87 (9), 8" (9)) =, 4 tv,

woraus nach Lemma 7 folgt

%33 pon (st (g),sK (9)) =auEt,d tV-

Nach SE von ZEUET gilt zundchst mit “31

%34 RE(q,x) RE (q,S* (9))

“EUE1,a

k
ZpuEl,a RE(AS(. . .AS(NA,pP1,T4), ..., Py T ), S ()

= n T ]
_EUE1,a RE(AS("AS(NAIP1,I'1):- S (¢)I S (ﬂ

Wegen *33 kdnnen wir Gleichung E1.14 bzw. E1.15 anwenden.

iii.b.2.1) tv is tt.

Nach Gleichung E1.14 gilt

“35 RE(AS(..AS(NA,py,r1),..,50 (§),r ),s (@) =CLET 4
RE(AS(..AS(NA,p1,r1),..,pm_1,rm_1),Sk(ﬂ))

Es gilt wegen *32

W(RE(AS(...,r__1),S*(§)))<w(RE(AS(...,r ), (#))

sw(RE(q,x)) = n+1.
Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein q"eTvUV1 "
LD L r

sodaB

k =
.er_1rrm_1)rs (g)) :EUE1,a q s
#37 w(q")sw(RE(AS(...,x__),S%(9)))

“36 RE(AS(..AS(NA,p4,Tr4),.

und q" hat die unter 2) geforderte Form. Die Gliltigkeit
der Behauptung folgt jetzt fiir diesen Fall aus der Transi-

tivitdt von zusammen mit *34, *35 und *36.

“EUE1,

iii.b.2.2) tv is ff,
Nach Gleichung E1.15 gilt

*38 RE(AS(..AS(NA,p1,r1),--,Sj(ﬂ),rm),Sk(Q))

EEUE1,a
AS (RE(AS(..AS (NA,p1,T4),..,p 4 /r, ), (), (g),r
Es gilt wegen %32
W(RE(AS(...,r__ ), (¢)) <w(RE (AS (. ,rm),sk(ﬁ)))
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<w(RE(g,x)) = n+1.

14

Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein q"eT\ﬁwvn1 =
Lo 4 ¥

sodasf
*39 RE(AS(...AS(NA,pP1,T1) .../ 4rF _

%40 w(q")<w(REAS(...,r__),S(9)))

k _ ”
DS @) =pipy L a

und g" hat die passende Form. Damit gilt auch
w(AS(q",Sj(a),r ))<w(AS(RE(AS(...,r__ ),Sk(ﬂ)),sj(ﬂ),r ))

m m-1 m
und nach SE von EEuE1

2,

“41 AS(RE(AS(...,r ),sk(a)),sj(a),r ))

m-1 m EEuE1,a
As(q",s7(9) ,r ),

wobei der letztgenannte Term wieder die unter 2) geforder-

te Form besitzt. Es gilt w(AS(q",S](G),rm))Sw(RE(q,x))

und der Rest ist Transitivitdt wvon zusammen mit

“EUE1,a
*34, *38 und *41.

Damit ist die Induktion geschlossen und Lemma A.SP1 gezeigt. []

Fiir weitere Beweise ist es hilfreich zu wissen, daB es zu jedem
array-Term, der mit REMOVE beginnt, einen i-kongruenten Term

mit echt kleinerem Gewicht gibt.

Korollar REM.SP1

Beh.: (quTXU21,a)(VreTT

1
. T =
vt 0! G €Ty g Q)

( REMOVE (q,r) ZRUET . a q' A w(g')sw(g) )

Bew. :

Durch Induktion iiber das Gewicht w(g) der Terme geT .
qu1,a

i) Induktionsanfang.

Sei quny1,a

Dann gilt nach Gleichung E1.13

mit w(g)=1, d.h. g is NEWA. Sei reTZUZ1’n.

REMOVE (NEWA, r) NEWA.

~EUE1,a



ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle ch.\.ﬁU\f,1 a mit w(qg)=<n.

iii) InduktionsschluB.

Sei geT« « mit w(g)=n+1. Sei reT. - .
g EYU/Q ra (q LUiJ 39!

, sodafl ¢ ZRuEl.a 9

Nach Lemma A.SP1 gibt es ein g cTVij’a

G

und w(q')<w(g) und entweder q' is NEWA oder es gibt mewg,

m>0, p1,...,pm,r1,...,rchXUY1'n, sodanf

q' is AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm).

iii.a) gq' is NEWA.

Nach SE wvon und nach Gleichung E1.13 gilt

EUET

REMOVE (g, r) NEWA

REMOVE (NEWA, r)

“EUE1,a “EUE1,a

und es ist w(NEWA)=1<w(q) .

iii.b) q' i_s_ AS(~0-AS(NAIP1Ir1)I"'Ipmlrn‘) mit m>0.

Nach Lemma N.SP1 gibt es j,kewy, sodaB

k

% = j =
42 Pmn “EUE1,n 57(9) g £ “EUE1,n S (4) !

“43 w(sT@swip) , w(s“(@)sw(n)
J k Cy
und S” (@) ,S (¢)CTZUE1,nr1TS’n. Damit ist aber auch
j k
EQNKS (9).,S (¢))€T7UE1’df1TZId und nach Lemma V.SP
gibt es ein tve{tt,ff}, sodaB
EoN (s (g) ,s5 (@) = ; tv
' ! “E,d s
woraus nach Lemma 7
b j k -
44 EON(S-(g),S (@)) SpuEl,d tv folgt.
Nach SE von ZEUE1 folgt aus “42

*45 RE(q,r) RE (AS (. .AS(NA,p1,T4) .., P /T ), T)

EEuE1,a
j k
=FUE1, a RE(AS(..AS(NA,p1,r1),..,Sj(g),rm),s #)) .

Wegen *44 kdnnen wir jetzt Gleichung E1.14 bzw. E1.15

anwenden.

iii.b.1) tv is tt.
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Nach Gleichung E1.14 gilt

%46 RE(AS(..AS(NArP1rr1)""Sj(g)’rm)’sk(g)) “EUE1,a

K
RE (AS(..AS(NA,p1,T1) .., _4,F 1) ,S (#)).

Es ist w(AS(...,rm_1))<w(AS(...rm))Sn+1. Nach Induktions-

annahme ii) gibt es ein gq"eT. - , sodaf
Lust,a

% k = "
47 RE(AS(--AS(NAIP111'-'1):--:Pm_1rrm_1)rS (g)) —EUE1,a q
und w(q")Sw(AS(...,rm_1))<w(AS(...,rm))Sw(q). Der Rest

ist Transitivitdt von = zusammen mit %45 bis *47.
EUE1,a

iii.b.2) tv is ff.

Nach Gleichung E1.15 gilt

“48 RE(AS(..AS(NA,p1,74),..,S) (8), 1), 85 (#)) = o0
AS(RE(AS(..AS(NA,p1,r1),..,pm_1,rm_1),Sk(ﬂ)),Sj(ﬂ),rm).

Es ist w(AS(...,rm~1))<w(AS(...,rm))5n+1. Nach Induktions-

annahme ii) gibt es daher ein queTZuET,a' sodafB

“49 RE(AS(..AS(NA,p1,T4), .-, Py_q Ty 1) S (9)) =g o0 . q" und

*50 w(q")<sw(AS(...AS(NA,P1,T4) ,eeesP_qsF_4))-

Nach SE von =p .. 9ilt mit *49 auch

%51 AS(RE(AS(...,rm_1),Sk(ﬁ)),Sj(¢),rm) “EUE1,a
AS(q",Sj(ﬁ),rm)

und mit *50 auch

w(AS(q",Sj(Q),rm))SW(AS(...AS(NA,p1,r1),...,Sj(ﬁ),rm))

Sw(AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm))sw(q).

Also ist AS(q",SJ(ﬁ),rm) der gesuchte Term.

Damit ist die Induktion geschlossen. []

Lemma V.SP]1

Beh.: (VteTZuz1,d)(3tve{tt,ff})(t ZEuE1,d tv)

Bew.:

Durch Induktion iliber das Gewicht w(t) der Terme teT .
ZUT1 ’ d



i) Induktionsanfang,

ii) Induktionsannahme und die Fdlle iii.a) bis iii.d) des
Induktionsschlusses verlaufen v6llig analog zu den Punkten
i), ii) und iii.a) bis iii.d) des Beweises von Lemma V.SPO.
Es ist lediglich }0, EO0O und N.SPO durch }1, E1 und N.SP1

zu ersetzen. Es bleiben die Fidlle iii.e) und iii.f).

iii.e) t is EQA(t,,t,) mit t,,t,ecT. und w(t)=n+1.
R >lU31 rQa

Nach Lemma A.SP1 gibt es t:,,,tueTv\.ﬂUv1 a’ sodaf
14

Lot Lk

52t B

i “EVE1,a “i+2’
*53 w(ti+2)§w(ti)
und entweder ti+2 is NEWA oder ti+2 is AS(qi,pi,ri) mit

qieTZUZLa und pi’riGTTuf1,n fir i=1,2. Hierbei wurde die
Aussage von Lemma A.SP1 etwas abgekiirzt, da es i.f. nur da-
rauf ankommt, daB t; und t4 nicht mit REMOVE beginnen.

Nach SE von folgt aus *52

EEUE1

*54 EQA(t,,ts) EQA(ta,ts4) .

“EUE1,d
Wir unterscheiden jetzt nach dem Aufbau von ts und tg4.
Fiir die Fédlle ts is NEWA , ts is NEWA ,
ts is NEWA , t4 is AS(g2,p2,r2) und
ts is AS(q+1,pP1,r1) , ts is NEWA
ergibt sich die Giiltigkeit der Behauptung aus den Gleichun-

gen E1.1 bis E1.3 und zusammen mit *54 aus der Transitivi-

tat von EEUE1,d‘ Es bleibt der Fall

iii.e.4) t; is AS(g4,pP1,¥4), tu is AS(g>,p2,r2).
Zunéchst zeigen wir, daB die Bedingungen der Gleichungen
E1.4 bis E1.6 auswertbar sind. Man rechnet leicht nach,
dan fir i=1,2
w(INDEX(AS(qi,pi,ri),p3_i))<n+1 und
w(EQN(ACCESS(AS(qi,pi,ri),p3_i),r3_i))<n+1 gilt.

Nach Induktionsannahme ii) gibt es also tvq,...,tvae{tt,ff},



- 100 -

sodaB filir i=1,2 gilt
INDEX(AS(qi,pi,ri),p3_i) EEUET,d tvi und
EQN(ACCESS(AS(qi,pi,ri),p3_i),r3_i) EEUET,d tvi+2.

Nach SE von = und nach Gleichung E.3 bzw. E.4 gilt

“EUE1
dann, daB es tvs,tvee{tt,ff} gibt, sodaB

IN(AS(q4,P1,r1) ,p2) AND IN(AS(g2,p2,r2),P1) “EuE1,d tvs und
BEN(AC(AS(g1,P1,X1) sP2) ,X2) A EN(AC(AS(g2,pP2,X2) ,P1) /X1) RUE1.d tve.

Jetzt gibt es drei Mdglichkeiten.

iii.e.4.1) tvs is tt , tve is tt.
Wir kbnnen Gleichung E1.4 anwenden und erhalten
*55 EQA(AS(q4,P1,r41) ,AS(d2,P2,r2)) “EVE1,d
EQA(RE(RE(Q1IP1),pz)rRE(RE(qzlpz)rp1))-
Nach Korollar REM.SP1 gibt es q%’Q5€TTUV1 5 sodaB fir i=1,2
"56 RE(RE{q; P;)«P3_3) Spygq o 9  und
w(g;)<w(RE(q,,p;)) gilt.

Nach SE von folgt aus *56

“EUE1
*57 EQA(RE(RE(q4,p1) ,P2) yRE(RE(Q2,p2) ,p1)) ZmuEl, g EQA(Qi,q3)
und mit w(qi)sw(RE(qi,pi))<w(AS(qi,pi,ri)) fir i=1,2 gilt
auch w(EQA(gi,g%))<w(EQA(AS(g+,p1,r4) ,AS(d2,pP2,r2)))=n+1.
Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein tve {tt,ff},

sodaR

*58 EQA(gi,q2) EEUE1,d tv.

Die Gliltigkeit der Behauptung folgt filir diesen Unterfall

dann aus der Transitivitdt von SEuR].q 2usammen mit 54, ®55,
r

*57 und *58.

iii.e.4.2) tvs is tt , tve is ff.
Wir konnen Gleichung E1.5 anwenden und erhalten

*59 EQA(AS(g+1,P1,Y1) ,AS(d2,P2,Y2)) ZRUEl. d ff.

iii.e.4.3) tvs is ff.

Wir konnen Gleichung E1.6 anwenden und erhalten
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*60 EQA(AS(q1’p1'r1),AS(qzlpz,rZ)) EEUE,],d ff-

Die Gliltigkeit der Behauptung folgt fiir iii.e.4.2) bzw.
iii.e.4.3) aus der Transitivitdt von EEUE1,d zusammen mit

*54 und *59 bzw. *60.

iii.f) t is INDEX(q,r) mit qCTXUi1:a und rETXUf1,n'

Nach Lemma A.SP1 gibt es ein q'eTvUv1 ar SodaB q =g .y a',
AR\ S VarE N | J ’

w(g')<w(gq) und entweder q' is NEWA oder q' is As(q",p",r")
mit q CTZUZ1,a und p",r QTZUF1,H' Wie unter iii.e) kommt
es nur darauf an, daB gq' nicht mit REMOVE beginnt.

Wir unterscheiden nach dam Aufbau von q'.

iii.f.1) gq' is NEWA.

Nach SE von und nach Gleichung E1.7 gilt

EUE1

INDEX (q,r) = INDEX (NEWA, r) Efs

EUE1,d =EUE1,d

iii.f.2) q' is AS(q",p",x").
Nach SE von =EUET gilt zun&chst

*61 INDEX(q,r) INDEX (AS(q",p",x") ,x).

=EUE1,d
Es ist w(p")+w(r)<n und daher w(EQN(p",r))<n. Nach In-

duktionsannahme ii) gibt es daher ein tve{tt,ff}, sodaB

EQON (p",r) EEUE1,d tv. Dann gibt es zwei Mdglichkeiten.

iii.£.2.1) tv-is tt.
Wir konnen Gleichung E1.8 anwenden und erhalten

*62 INDEX(AS(gq",p",xr"),r) 5

“EUE1,d

Der Rest ist Transitivitdt von zusammen mit *61

=EUE1,d
und *62.

1ii.£.2.2) tv is ff.
Wir kdénnen Gleichung E1.9 anwenden und erhalten

*63 INDEX(AS(g",p",r"),r) INDEX(gq",r)

EUE1,d

und es gilt w(IN(gq",r))<n. Nach Induktionsannahme ii)
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gibt es ein tv'e{tt,ff}, sodaB

*64 INDEX(q",r)

Der Rest ist Transitivitdt von =

“puEl,d TV -

EUE1,d zusammen mit “61,

*63 und *64.

Damit ist die Induktion geschlossen und es ist gezeigt, daB

SP1

vollstdndig ist.[]

Mit dem bisher Gezeigten k&nnen wir leicht Aussagen liber die

t-Vollstdndigkeit von SP0O bzw. SP1 auf SP machen.

Lemma TV.SPO

Beh.:

Bew.:

(Vse {dis,nat}) (VteTy o0 ) (3e'eTy ) (t ap po o t')

Durch Fallunterscheidung iiber die Sorten seS.

a) s=dis.

Da SP0 und SP vollstdndig sind, ist SP0 nach Korollar 4

i-vollstdndig auf SP bzgl. dis und nach Korollar 6 daher

auch t-vollstdndig auf SP bzgl. dis.

b)

s=nat.

Da TT n ja gerade die Menge {Sk(¢)|k€m0} ist, haben wir

—r

mit Lemma N.SPO gezeigt, daB

(VteTXUZO,n)(Bt'eTZ,n)(t EEUEO,n t') gilt,

d.

h. daB SPO i-vollstdndig auf SP bzgl. nat ist. Nach Ko-

rollar 6 ist SPO0 daher auch t-vollstdndig auf SP bzgl. nat.l]

Lemma TV.SP1
. 4 r ] A ]
Beh.: (Vse{dls,nat})(Vterxuz1ls)(3t eTf,s)(t EUET, S ')
Bew. :
Der Beweis verlduft v&llig analog zum Beweis von Lemma TV.SPO.[]
Jetzt wird gezeigt, daB auch in I1 jeder nat- und array-Term
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i-kongruent zu einem kanonischen nat- bzw. array-Term ist und

daB I1 vollstdndig ist,.

Lemma N.I1

Beh.: (VteT.p, ) (3t'eT oy, ) Fjcu)
(1) t=py B A wth)swit) A
2) t'is sl (g )

Nach Definition von I1 gilt TVT =T

< und
1,a Jurl,a

Tor1,n Ty, n
Lemma N.SP1 liefert damit

(VteT 14 n)(at'CTYI1,n)(3j€m0)
( 1" t EUE1.n t' A w(t')=w(t) A
2') ' is s ),

w us nach Lemma 7, als > = o= = !
ora ach mma 7, also wegen t EUET,n t t t',

“EIl1,n
die Giltigkeit der Behauptung folgt.[]

Lemma A.I1

Beh.: (Vt€T111ra)(3t CJ]I1,a)(Bmgmo)(3p1""’pm’r1""’rmeTfI1,n)
- = " v <
( 1) + “ET1,a t AN wi(t')<w(t) N
2) t' is ASSIGN(...ASSIGN (NEWA,p1,r1),...,p T ) )
Bew.:

Die Gililtigkeit der Behauptung folgt wegen TEI1,a=TEU?1,a
und T, =

- D g aus TLemma A.SP1 und Lemma 7.[]
2I1,n “}uxl,n

Lemma V.I1

Beh. : (VtCTFI1’d)(3er{tt,ff})(t EEI1,d tv)
Bew. :

Durch Induktion i{iber das Gewicht w(t) der Terme teT

LT 4"

i) Induktionsanfang,

ii) Induktionsannahme und die Punkte iii.a) bis iii.c) ver-

laufen v&llig analog zu den Punkten i), ii) und iii.a) bis
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iii.c) des Beweises von Lemma V.SP.

iii.d) t is EQN(t4,t2) mit ta ,tzCTv .
= LI1,n

= % j Y 2 5 NTe o . i
YTl ,m gy, n Sot BON(E1,ta)€Tyy g 0T 5y g+ Dl

Gliltigkeit der Behauptung folgt daher aus Lemma V.SP1 und

Wegen T

aus Lemma 7.

iii.e) t is EQA(t1,t2) mit tq,t2eT .
—= 2I1,a

Dieser Fall verlduft analog zu iii.d).

iii.f) t is INDEX(qg,r) mit qCTYI1,a und reTFI1,n'
Wegen der Gleichheit der nat- bzw. array-Trdger von TTI1
und TXUZT ist bereits INDEX(q’r)QTZI1,d nTZU71,d'
Nach Lemma V.SP1 gibt es daher ein tve {tt,ff}, sodaB

INDEX (g, r) tv gilt, woraus nach Lemma 7

=EUE1,d
INDEX(gq,r) ZE11.4d tv folgt.
iii.g) t is EQS(ST(qg4,r4),ST(g2,r2)) mit q1,qzeT>ﬁI1 a
L ’

und r1,rzeTTI1'n.
Nach Lemma N.I1 gibt es j,kewy, sodaB

% . k
“65 1 5p11,n sT(g) , r2 =EI1,n s (g)

wisT (@) swira) . w(sS@))swirs).
Nach SE von =_., folgt aus *65
‘66 EQS(ST(g+1,r4),ST(g2,r2)) =E11,d
EQS (ST (q+,S7 (#)) ,ST(q2,8%(9))) .

Wir unterscheiden nach j und k.

iii.g.1) sI(g) is ¢ , S°(g) is ¢ , d.h. j=k=0.
Dann gilt nach Gleichung EOD.1

*67 EQS(ST(g,,0),ST(d>,4)) =p11,4 £t

1ii.g.2) sl(g) is g , s iz g , a.n. 3=0 A k>0.

Nach Gleichung EOD.2 gilt

%68 EQS (ST (q,,d) ,ST(q,,S"(4))) ££.

“EI1,d



k(¢) is § , d.h. 3>0 A k=0.

iii.g.3) s7(9) isd , s
Dann gilt nach Gleichung EOD. 3

*69 EQS(ST(q1,sj(¢)),ST(qz,Q)) ££.

“EI1,d

Fiir die F&dlle iii.g.1) bis iii.g.3) folgt die Gliltigkeit
der Behauptung aus der Transitivitdt von EEI1,d zZusammen

mit *66 und %67 bis ¥69.

1ii.g.4) s(g) iz g , S°(@) iz ¢ , d.h. 3,k0.
Die Bedingungen von E0D.4 bis EOD.6 sind auswertbar, denn
es gilt
P+ :=EQN (AC (a4, 87 (9)) ,AC (a2, 8" (#))) €Ty o NTo oy 4 und
P2:=IN(d4,S7 (9)) ,ps:=TN (a2, (1)) €Ty 4 N Ty cr 4.
Nach Lemma V.SP1 und Lemma 7 gibt es daher
tv,,tv,,tvae {tt,££f}, sodaB fir i=1,2,3 P; EEI1,d tvi.
Dann gibt es auch ein tvgae{tt,ff}, sodaB wir nach SE von
ZRT1 und durch Anwendung der Gleichung E.5 bzw. E.6
pz2 EQV pj =EI1,d tv,

erhalten. Jetzt bleiben drei Mdglichkeiten.

iii.g.4.1) tvy is £t , tvq is tt.
Wir k&nnen Gleichung EOD.4 anwenden und erhalten

=T @33 .

EQS (ST (q4,577 ' (9)) ,ST(qa,8

Es gilt
w (EQS (44,57 (@) ,5T (a2, @#))))< w(®0S(ST(q4,5” (#)) ,5T(q2,8 #))))
< w(BOS (ST(q4,r4) ,ST(q2,r2))) = n.
Nach Induktionsannahme ii) gibt es also ein tve{tt,ff},

sodanR

%71 BOS(ST(qq,87 " (9)),ST(da, 85 (1)) =, 4 tv.

Der Rest ist Transitivitidt von zusammen mit %66,

“EI1,d
*70 und *71.
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111.9.4.2) tvy l_$_ tt ’ tvq _J;_S__ ff.
Wir konnen Gleichung EOD.5 anwenden und erhalten

72 EQS (ST (qq,S’ (#)),ST (q2,5% (9))) “gr1,a Tt

iii.g.4.3) tv, is ff.
Wir k&nnen Gleichung EQ0D.6 anwenden und erhalten

%73 EQS(ST(q4,57 (#)),ST(q2,8" (9))) g11,a tf-

Fiir die letzten beiden Unterfdlle folgt die Gililtigkeit der
Behauptung aus der Transitivitdt von Zp11.q 2usammen mit *66
14

und *72 bzw. *73.

Damit ist die Induktion geschlossen und es ist gezeigt, daB

I1 vollstdndig ist.[]

Die erste Implementierungsebene I1 erfiillt die syntaktischen
Kriterien (i) und (ii) von Lemma 16 und ist daher t-vollsté&n-

dig auf SP1.

Lemma TV.I1

Beh.: (Vse{dis,nat,arrqy})(VteTXI1,S)(3t CTZUZ1,S)(t “EI1,s t')

Bew. :

Die Gliltigkeit der Behauptung folgt direkt aus Lemma 16.[]

Auch in I2 ist jeder nat-Term i-kongruent zu einem kanonischen

nat-Term.

Lemma N.I2
Beh.: (VteTzlz,n)(3t'€Ty:2,n)(3jew0)

( 1) t t' A w(t'")sw(t) A

EI2,n
2) t' is sT(p) )
Bew. :

Durch Induktion iiber das Gewicht w(t) der Terme teTers 4
Lo 4
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i) Induktionsanfang.

Sei tCTEIZ,

o mit w(t)=1, d.h. t is §.

Die Gililtigkeit der Behauptung folgt dann aus den Reflexi-

vitdtseigenschaften der Relationen = und <.

EI2,n

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle teTs. mit w(t)<n.

I2,n

iii) InduktionsschluB.

Sei teTvI2
4ig 7

mit w(t)=n+1.
n

Es gilt w(t)>2 und daher auch t iz @. Wir unterscheiden

drei Fdlle.

iii.a) t is s(t') mit t'eT

YI2,n”

Dieser Fall verl&duft analog zum Fall iii.a) aus dem Beweis

von Lemma N.SP1.

iii.b) t is ACCESS(g,r) mit geT

Wir wollen

r12,a Y09 T€Tvrp, p
zeigen, daB es zu t einen EEIz-kongruenten

nat-Term aus I1 gibt, auf den wir dann die Lemmata N.I1

und 7 anwenden ko&nnen. Wir zeigen daher zundchst

*74 Fiir alle q'eTyr, o mit wig')<w(q) gilt

(3q eT}"‘Izla) (amCu)()) (3p1 e -,pm,r1, . oo 'rmeTTIZ,n nTSI‘],n)

( 3)

4)

9 “gr2,a A
q" _]:_,S. AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm) ).

" A w(g")sw(gq') A

Die gegeniliber der &dhnlichen Aussage im Lemma A.SP1 etwas

verédnderte

und ri bereits aus Ty
i

ten Zweck.

Formulierung, ndmlich die Forderung, daB die P;

11 sein sollen, erfiillt einen doppel-

Zum einen bleibt uns unter iii.b.iii.b) eine

weitere Induktion erspart und zum anderen wird sicherge-

stellt, daB unter iii.c.2.2) die Bedingungen der Gleichun-
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gen E1.11 und E1.12 auswertbar sind.
Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber das Gewicht w(qg')

der Terme q'eT. mit w(q')<wi(q) .

I2,a

iii.b.i) Induktionsanfang.

. [] . "y —
Sei g eTXIZ,a mit w(g')=1.

is NEWA. Es ist m=0 und der Rest ist

Daraus folgt, daB q

Reflexivitdt von EEI2,a und <.

iii.b.ii) Induktionsannahme.
Sei kew fest mit k<w(q).

Die Behauptung gelte fiir alle q'cTsﬂIz a mit w(q')<k.
Lol L4

iii.b.iii) Induktionsschluf.

Sei q'eTV,12 a mit w(g')=k+1.
1y ’

Aus w(q')22 folgt q' is NEWA.

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von gq' zwei F&dlle.

iii.b.iii.a) q' is ASSIGN(qq,P1,r1) mit q1€Teor, v P1sT1€Top, o
Es gilt w(g4,)<k. Nach Induktionsannahme iii.b.ii) gibt es

ein q,eT sodaf

12,4’

%75 und w(qgz2)<w(gq)

91 =gr2,a 92
und g, hat die unter 4) geforderte Form.

Es gilt w(p4),w(r4)<k<n und nach Induktionsannahme ii)
gibt es pz’rzeTEIZ,n’ sodaR

*76 Y ro ’

P1 Zg12,n P2 EI2,n

w(p2)<w(p1) v w(rz)sw(r,)
und p> und r, haben die unter 2) geforderte Form, d.h. es
gilt pz'rZCTZIZ,n nTZI1,n'
Mit *75 und *76 gilt nach SE von =p1, auch

ASSIGN(q1 1P yTa) ASSIGN(qzrpzrrz)r

EEI2,a
w(AS(gz2,p2,r2))<w(AS(g+,P41,r4)) und

AS(g2,p2:r2) hat die unter 4) geforderte Form.
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und r"eT-

PR ] . - " " . "
iii.b.iii.b) gq' is RE(g",r") mit g CT“Iz,a 7I2,n°

s

Es ist w(g")<k und nach Induktionsannahme iii.b.ii) gibt
2 ne :
es ein g eTZI2,a’ ein mew,; und

p‘""'pm'r1""’rm€TEIZ,n anIT,n' sodafR

5

“T7Ta" =gpp,a 17

*78 w(gq"')<w(g") und

.,

*79 g is AS("'AS(NA’p"r1)""'pm’rm>eTXIZ,a nTEIT,a'
Es ist w(r")<k<n und nach Induktionsannahme ii) gibt es

ein r'eTT und ein jewy, sodasB

I2,n
P3 LI ]
80 " =pry T

“81 w(r')<sw(r") und

b v J
82 r' is S (¢g) e TXI2,n’1TTI1,n'

Nach SE von =.., gilt mit *77 und *80 auch

7:83 RE(q",r") RE(q"',r').

EEIZ,a
Mit *78 und *81 gilt

*84 w(RE(g"',r'))<w(RE(g",r"))
und wegen “79 und *82 gilt RE(q"',r )GTXIZ,afwTXI1,a'

Nach Lemma A.I1 gibt es daher ein q*eTT lewp und

I1,a’

%* o o * r* ce.,rreTo
Py rPypsLay '“1°°711,n, sodaR

*85 RE(q"',r'") EEI1,a q”,

*86 w(g*)<w(RE(q"',r')) und

oo
o

*87 q” is AS(...AS(NA,p?,r?),...,pi,rl).
Nach Lemma 7 folgt aus *85

b " ' = £
88 RE(q"',r'") =g12,a2 4 -

g® hat die unter 4) geforderte Form und der Rest ist Tran-

sitivitdt von zusammen mit *83 und *88 und von <

EI2,a

zusammen mit “84 und *86.
Damit ist die Induktion unter iii.b) geschlossen.

Wir wissen jetzt nach *74, daB es zu dem Subterm g von

ACCESS(q,r) ein q'eT gibt, sodaB

N
12,2 TTI1,a
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94 Zp12,4 9 und wi(q')sw(q).

Wegen w(r)<n gibt es nach Induktionsannahme ii) ein

'
r CTZIZ,nleZI1,n' sodaf

EEIZ,n r und w(r')<w(r).

Daher gilt nach SE von ZE12 auch

*89 ACCESS(q,r) ACCESS(q',r'")

“EI2,n
2 ] ] ]
und es ist ACCESS(q',r )CZZIZ,nr)TXI1,n'

Nach Lemma N.I1 gibt es daher ein r"chI1 i sodafR
Lo 14

90 ACCESS(q',r'") sl

EI1,n
w(r")<w(ACCESS(q',r')) und

r" hat die unter 2) geforderte Form. Nach Lemma 7 folgt

aus %90

ot ) ' ' = "
91 ACCESS(q',r'") ZE12,n r".

Es gilt w(r")<w(ACCESS(q,r)) und der Rest ist Transitivi-

tdt von EEIZ,n mit *89 und “91.

iii.c) t is TOP(p) mit pCTTIZ,S'
Um die Gleichungen E}0.11 bzw. E}).0.12 anwenden zu kdnnen,
miissen wir zundchst die folgende Hilfsbehauptung zeigen,
deren zusdtzliche Forderung 6.2) im Unterfall iii.c.2.2)

bendtigt wird:

*92 Fiir alle p'eT mit w(p')<w(p) gilt:

012, s

39eTsr5,2 " Ty11,a

/

) (BreTyq, o NTopy ) Gmewy)

(Bp"’°"pm’r”""erTﬁIZ,nr\T}I1,n)

( 5) p' EEIZ,S STAK(q,r) A w(r)sw(p') A

6.1) g is AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm) )

6.2) (Vie{l,...,m})( w(r,)sw(p') ) ).

Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber das Gewicht w(p"')

der Terme p'eT mit w(p')<w(p) .

3I2,s

iii.c.i) Induktionsanfang.



- 111 -

s 1 s ] — ] ] .
Sei p CTZIZ,S mit w(p')=1, d.h. p»' is NEWST.
Nach Gleichung E;0.7 gilt

NEWST *E12,s STAK (NEWA,?) ,

wobei STAK(NEWA,@) die Forderungen 5), 6.1) und 6.2) erfiillt.

iii.c.ii) Induktionsannahme.
Sei kew fest mit k<w(p).

Die Behauptung gelte filir alle p'eTYI2 s mit w(p')<k.
s 14

iiji.c.iii) InduktionsschluB.
s ) U v .
Sei p eTfIZ,s mit w(p')=k+1.
Es gilt w(p')>2 und daher ©p' i# NEWST.

Es bleiben drei F&dlle zu betrachten.

iii.c.iii.a) p' is POP(p") mit p"eT712
Es gilt w(p")<k. Nach Induktionsannahme iii.c.ii) gibt es

N Te -
Terme qCTLI2,a TZI1,a und reT§J2,n'1TVI1,n' sodaf

Lo

“93 p EEIZ,s STAK(q,x),

w(r)<w(p")<k<n und
q erfliillt die Forderungen 6.1) und 6.2). Nach Induktions-
annahme ii) gibt es nun ein r eTXIZ,n’ sodaf

*94 r r' , w(r')sw(r) und

EI2,n

entweder r' is # oder es gibt ein jewp, j>0, sodaB

r' is S](ﬂ). Danach unterscheiden wir zwei Fdlle.

iii.c.iii.a.?) r' is 4.

Nach SE von folgt aus %93 und %94

“EI2

POP (p") POP (STAK (q,r))

EI2,s

EEIZ,S POP (STAK (q,#))

“E12,s STAK (q,9),

wobei die letzte i-Kongruenz nach Gleichung E}0.9 gilt.

qg und ¢ erfiillen die Forderungen 5) und 6.1) und 6.2).
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iii.c.iii.a.2) r' is S7(9) mit jewy, 3>0.

Nach SE von %93, %94 und Gleichung E}0.10 gilt

“E12'
POP (p") =p1, POP (STAK (q,57 (9)))
_ J=-1
=p1o, s STAK(q,577 (#)).

Die Terme 83—1(¢) und g erfiillen die Forderungen 5) bis 6.2).

iii.c.iii.b) p' is PUSH(p",r) mit p CTTIZ,S und rCTTIZ,n

L [

Es ist w(p")<k. Daher gibt es nach Induktionsannahme

iii.c.ii) Terme q'e€Ts N T und r'eT« N Ts

11 ) q >J12,a LI’I,a },IZ,n /)I1ln’
sodaf

3 "o ' '

95 p “E12,s STAK(q',r'")

und q' und r' erfiillen auch die restlichen Forderungen

unter 5), 6.1) und 6.2).

Es gilt w(r)<w(p')=n+1. Nach Induktionsannahme ii) gibt es

ein r CTXEZ,nIWTSI1,n’ sodafB

“96 «r EEIZ,n r und w(r")<sw(r).
Nach SE von Zp12 folgt aus *95 und *96
PUSH (p",r) “E12,s PUSH(ST(q',r'),r")
= ' 1 ” '
ZE12,s ST(AS(q',s(x'),r"),s(x')),

wobei die letzte i-Kongruenz nach Gleichung E}0.8 gilt.
Wegen S(r')’r"eTZIZ,n nTZI1,n und q'eTZIZ,a nTZI1,a

gilt auch As(q"S(r')’r")eTEIZ,anTXI1,a und mit g' hat
auch AS(q',S(r'),r") die unter 6.1) geforderte Form.

Es gilt w(r')<w(p") und daher auch w(S(r'))<w(PUSH(p",r)),
d.h. S(r') erfiillt 5).

Nach #96 gilt auch w(r")<w(PUSH(p",r)) und fir

q' is AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rl) gilt nach Voraussetzung

n

(Vie{1,...,m})(w(ri)Sw(p")). Daher gilt auch
(Vie{T,...,m,m+1})(w(ri)Sw(PUSH(p",r))), wobei rm+1:=r"

.s . ] v
Also erfiillen die Subterme Ta,e..,T 41 VON AS(gq',S(r ),rm+1)

auch 6.2).
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s v i o .
iii.c.iii.c) p' is ST(q,r) mit qCTZIZ,a und rFTTIZ,n

Wir konnen analog zu iii.b) zeigen, daR

%97 Fiir alle g¥eT mit w(g®) <w(g) gilt

2.I2,a
(3q CT}—"Iz’a) (BmC(UO) (3p1 (AR A Ipmlr" | 2 IrmCTy‘IZ,n nT}"IAI ,n)

- ' ' b3
( 7)) g “p12,a 9 A wig')swi(g¥™)
8) q' is AS(...AS(NA,p1,r4),... 0,7 ) )
gilt; daher wird der Beweis hier unterlassen.
Es ist w(g)<w(q). Sei also q'CTvI2 = der nach *97 existie-
L ’

', w(g')<w(g) und der un-

rende array-Term mit g EEIZ,a q
ter 8) geforderten Form. Es ist w(r)<w(p')=k+1<n+1. Nach
Induktionsannahme ii) gibt es daher ein jew,y, sodaB

SEN sy A wisd @) <w(r)

.

und es ist Sj(ﬁ)eTF Nach SE von =510 gilt

IZ,n"TFI1,n'

ST (q, 1) sT(q',s3(9)) .

EEIZ,S
Es ist W(Sj(ﬂ))Sw(r)Sw(ST(q,r)), d.h. Sj(ﬂ) erflillt 5).
Fir m=0, d.h. qgq' is NEWA, sind 6.1) und 6.2) automatisch
erfiillt. Fiir m>0, d.h. q' is AS(...AS(NA,pq,rq),...,pm,rm),
gilt

(Vic{1,...,m})(w(ri)sw(q')SW(q)sw(ST(q,r)))7

also ist auch fiir diesen Fall 6.1) und 6.2) erflillt.
Damit ist die Induktion unter iii.c) geschlossen.

Wir wissen jetzt, daB es zu dem Subterm p von TOP(p) Terme

T i ' ] " ‘ ,
an)IZ,arWT)I1,a und rCTXIZ,n T gibt, sodaR

ST(q,r),

$I1,n
P Zgr12,58

woraus nach SE von folgt

EI2

“98 TOP (p) =EI2,n TOP(ST(g,r)) .

Es ist w(r)<w(p)<n. Nach Induktionsannahme ii) ist entwe-

der r = oder es gibt ein jew,, j>0, sodaB

EI2,n ¢
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r = Sj(ﬂ) und w(Sj(Q))Sw(r).

EI2,n
iii.cs1) ¥ EEIZ,n a.
Nach SE von ZE12 und Gleichung E;0.11 gilt
“99 TOP(ST(q,r)) “E12,n TOP (ST (gq,¥)) “E12,n .

Es ist w(f)<w(TOP(p)) und der Rest ist Transitivitdt von

EEIZ,n zusammen mit “98 und ©99.

143 8u2)  Bpey o st (g) .

Nach SE von und Gleichung E}0.12 gilt

“EI12

100 TOP(ST(q,r)) TOP (ST (q,S7 (9)))

ACCESS (q,S7 (9)) .

“EI2,n

=EL2,n
Jetzt gibt es folgendes Problem: Wir miissen zu ACCESS(q,SJ(ﬂ))

einen i-kongruenten nat-Term finden, dessen Gewicht kleiner
oder gleich w(TOP(p)) ist. Dies ist deshalb problematisch,
weil nicht immer w(ST(q,Sj(Q)))Sw(p) gilt und wir daher nicht
den nach Lemma N.I1 und Lemma 7 existierenden, zu
ACCESS(q,Sj(Q)) i-kongruenten Term r' nehmen ko&nnen, fir
den w(r')Sw(ACCESS(q,Sj(Q)))<w(TOP(ST(q,Sj(¢))))

<w (TOP(ST(g,r))) gilt.
Wir unterscheiden zundchst nach dem Aufbau des Terms q, der

ja die Forderungen 5), 6.1) und 6.2) erfiillt.

iii.c.2.1) g is NEWA, d.h. m=0.
Es gilt nach Gleichung E1.10

o T J s
101 ACCESS (NEWA,S” (g)) =EI2,n g.
g hat die unter 2) geforderte Form, es ist w({)<w(TOP(p))
und wedgen der Transitivitdt von Zp1o p Zusammen mit %98,
o~y

*100 und *101 ist auch der Rest von 1) erfiillt.

iii.c.2.2) q is AS(...AS(NA,p1,r1),--.,pm,rm) mit mewgy, m>0
und p”""pm’r1""’rm€TXI2,nrWTXI1,n und

(Vie{1,...,m})(w(ri)SW(p)).
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Wir zeigen die folgende Hilfsaussage.

. i ; ’ .
102 Fiir alle g eTZI2,ar11EI1,a mit
q' is AS(...,AS(NA,p%,r%),...,pﬁ,ri), kew und

] 1 L} n o . .
p"""pk’r"""rkETﬁIZ,n TXI1,n gilt

(Vr CTﬁIZ,nr‘TXI1,n)
( 9) ACCESS(q',r'") =BEI2 .1 g o
10) (3le({1,...,k}) (ACCESS(q',r') = r) ).

“EI2,n "1

Wir zeigen also, daB die Anwendung von ACCESS auf einen
array in kanonischer Form entweder die @ liefert — falls
an der zugegriffenen Stelle kein Eintrag definiert ist —
oder genau den Eintrag ri an der zugegriffenen Stelle pi
liefert. Zusammen mit 6.2) heiBt das, daB wir in jedem
Fall einen zu ACCESS(q,Sj(ﬂ)) i-kongruenten nat-Term fin-

den, dessen Gewicht kleiner oder gleich w(TOP(p)) ist.
Der Beweis erfolgt durch Induktion {liber kew.

iii.c.2.2.i) Induktionsanfang.
Sei k=1, d.h. q' is AS(NA,pj,r}) mit p%,r%eTXIz nr\TrI1 5
‘-‘ : r . r

. [] . n - . i ! !
Sei r'eTy , | N Typq - Dann ist EQN(pi,r')eTer, 4 nTypy 4

und- nach Lemma V.I1 und Lemma 7 gibt es ein tve{tt,ff},

sodafR EQN(pi,r") tv.

“E12,d

iii.c.2.2.i.a) tv is tt.

Wir kOnnen Gleichung E1.11 anwenden und erhalten

ACCESS (AS(NA,py,xr3),r") EEIZ,n rl;

d.h. 10) ist erfiillt mit 1=1.

iii.e.2.2.1.b) tv is £E.
Wir kénnen Gleichung ET1.12 anwenden und erhalten

ACCESS (AS (NA,p},r}) ,r'") AC(NA,r') =

EI2,n EI2,n ?°

wobei die letzte Kongruenz nach Gleichung E1.10 gilt.
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jii.c.2.2.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte flir ein beliebiges, aber festes kew.

iji.c.2.2.iii) InduktionsschluB.

. v ¥ - n .
sl St v IR S
q' is AS(...AS(NA,p%,r%),...,p£+1,r£+1) und
n Ty

L] ) 1 ] - ] m
R e T R e T R I1,n"

i r' n T
Sei r CT}IZ,n T?I1,n'
(] 1 ) . n B} . y
Dann ist EQN(pk+1{r )CTﬁlz,d TLI1,d und{nach Lemma V.I1
und Lemma 7 gibt es ein tve{tt,ff}, soda8
EQN(pk+1,r ) “E12,d tv,

d.h. die Bedingungen von Gleichung E1.11 und E1.12 sind

auswertbar. Wir unterscheiden daher zwei Fdlle.

iii.c.2.2.iii.a) tv is tt.

Wir ko&nnen Gleichunag E1.11 anwenden und erhalten
] [} ' ' ' = '
AC(AS(...AS(NA,pq,rq),...,pk+1,rk+1),r ) =EI2,n rk+1,

d.h. 10) ist erfiillt mit 1=k+1.

jii.e.2.2.iii.b) tv is ff.

Wir kénnen Gleichung E1.12 anwenden und erhalten
] ] ' . ' ' =
AC(AS(...AS(NA,pi,ri), «.. Pp qeLp, 1) sr") “EI2,n
AC(AS(...AS(NA,p%,r%),-..,pﬁ,ri),r').
Der letztgenannte Term erfilillt wegen Induktionsannahme
iii.c.2.2.ii) die Forderung 9) bzw. 10) und wegen der Tran-

sitivitidt von erfiillt AC(AS(...,r£+1),r') sie auch.

“EI2,n

Damit ist die Induktion unter iii.c.2.2) geschlossen.

Wegen *102 bleiben fiir unseren Term AS(...,pm,rm)

zwel F&dlle zu untersuchen.

iii.c.2.2.1) Flir den Term cilt 9), d.h. es gilt

w j =
103 AC(AS(..AS(NA,p1,r4), ..., ,r ),S" (#)) *E12,n g.
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Es ist w({)<w(TOP(p)), ¢ hat die unter 2) geforderte Form

und wegen der Transitivitdt von =gy . p Zusammen mit *98,
' 4

¥100 und *103 ist auch der Rest von 1) erfiillt.

iii.c.2.2.2) Fir den Term gilt 10), d.h. es gilt
(J1le{1,...,m})

(104 AC(AS(...AS(NA,p1,r4),--.,p ,r ) .S (#)) ry).

1

zusammen mit 98, *100

“EI2,n

Wegen der Transitivitdt wvon EEIZ,n

und *104 gilt also

*105 TOP(p) = s

1°

Nach Voraussetzung des Unterfalls iii.c.2.2) gilt

EI2,n

*106 w(r,)<w(p)<n<w(TOP(p)),

denn der Term g is AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm) erfillt
die Forderung 6.2).

Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein kewg,, sodaR

107 Sk(ﬂ) und

Y1 Zg12,n
] k

108 w(S (¢))§w(rl).
Die Giltigkeit der Behauptung folgt jetzt aus der Transi-
bzw. < zusammen mit “105 und ¥107 bzw.

tivitat von fEI2,n

*106 und *108.

Damit ist die Induktion geschlossen und Lemma N.I2 gezeigt.[j

Lemma A.T2

Beh. : (VteTylzla)(Ht'gTYIzla)(EmcMﬂ)
(391 roee lpmrr1 roae . 'rmCTF‘fIZ,n)

( 1 t t' A w(t')sw(t) A

“EI2,a
2) t' is AS(...AS(NA,p1,r,),...,pm,rm) )
Bew. :

Der Beweis verlduft vollig analog zum Beweis von Lemma A.SP1

und seine Durchfiihrung wird daher hier unterlassen.[]
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Jetzt zeigen wir noch, daB jeder stack-Term in I2 i-kongruent

zu einem pointer/array-Paar ST(q,r) ist.

Lemma S.I2
Beh.: (vtETfIZ,s)(BqCTYI2,a)(3rCTEIZ,n)(t EEIZ,S ST(q,r))
Bew.:

Durch Induktion iliber das Gewicht w(t) der Terme t€Tv12 5*
4

i) Induktionsanfang.
Sei teTEIZ,s mit w(t)=1.
Es ist t is NEWST wund nach Gleichung E}0.7 gilt

NEWST *E12,s ST (NEWA,d) .

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle teTYIZ s mit w(t)<n.
4 14

iii) InduktionsschluB.

Sei teT mit w(t)=n+1.

2I2,s
Da t wegen w(t)>2 nicht identisch NEWST sein kann, bleiben

drei zu untersuchende F&lle ibrig.

iii.a) t is PUSH(p,r') mit chf12 " und r'eTEI2 n°
) 14 1 ’

Es gilt w(p)<n und nach Induktionsannahme ii) gibt es daher

ein qCTEIZ,a und ein rGTZIZ,n’ sodaf
P =gy, g ST(Q/r).
Nach SE von 12 und nach Gleichung Ey0.8 folgt daraus
PUSH(p,xr") Sp12. s PUSH(ST(q,r) ,x")
14
= '
%12, s SsT(As(gq,S(r),r'),S(r)).

iii.b) t is POP(p) mit peTZI2,s'
Es ist w(p)<n und nach Induktionsannahme ii) gibt es daher

ein qCTZIZ,a und ein reT}I2,n’ sodaB

%109 ST(g,r) .

P EEIZ,s
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Nach Lemma N.I2 gibt es ein r'eT. und ein jew,, sodaB
Ly

I12,n

*110 r

EI2,n ©

und w(r')<w(r) und r' is s7(¢). Wir unterscheiden nach

jewg zwei Fdlle.

iii.b.1) r' is ¢, d.h. j=0.

Nach SE von folgt aus *109 und “110

)

POP(p) =g;, o POP(ST(q,#))

wobei die letzte Kongruenz nach Gleichung E}0.9 gilt.

iii.b.2) r' is 87 (§) is ¢, d.h. 3>0.

Nach SE ven folgt aus 109 und *110

%

POP (p) POP(ST(q,Sj(ﬂ)))

EEI2,s

- . -1
=p12,s ST(@. 877 (M),

wobei die letzte Kongruenz nach Gleichung E})0.10 gilt.

iii.c) t is ST(q,r) mit qu§: und reTﬁI2,n'

I2,a
Die Giltigkeit der Behauptung folgt flir diesen Fall aus

der Reflexivitdt von EEI2,s'

Damit ist die Induktion geschlossen.[]

Lemma V.I2

Beh.: (YteT

) (tve {tt, ££}) (t tv)

12, d g12,d

Bew. :

Durch Induktion iiber das Gewicht w(t) der Terme tCTpI2 a-
L ’

i) Induktionsanfang,

ii) Induktionsannahme und die Schritte

iii.a) bis iii.c) des Induktionsschlusses verlaufen v6llig
analog zu den Punkten i), ii) und iii.a) bis iii.c) des Be-
weises von Lemma V.SP. Sei also tCTfIZ,d mit w(t)=n+1. Dann

bleiben folgende vier F&dlle {ibrig.



iii.d) t

iii.e)

Dieser

weises

Nach Lemma A.I2

is EON(ts,tz2)

Fall verlduft vollig analog zum Fall iii.d)

t i.__s_ EQA(t'l rt2)
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mit t”tzeTXIZ,n'

des Be-

von Lemma V.SPO.

mit t1 ,tzeTV\IZ _3.
G r<s

gibt es q1,qzeTVI2 und m4,mzewy und
Lo

’

1 1 1 2 2 2 2
p},...,pm1,r1,...,rm1,p1,...,pm2,r1,...,rmzeTzlzln, sodaB
111 ti EEIZ,a q; und

q. is AS(...AS(NA,py,r3),...,p- ,re )  fiir i=1,2.
T mj " my

Nach Lemma N.I2

10

gibt es zu den p; und r; fir i=1,2 und

-kongruente kanonische nat-Terme, die ja

I=lsreeo my  Epps

sowohl in TZIZ,n als auch in TZI1,n enthalten sind. Ersetzt
man die kanonischen nat-Terme filir die p; und r% in den qy

dann erhdlt man array-Terme qi,qs:, die auch schon in TZI1 a
14
enthalten sind. Also folgt zusammen mit der SE von Sprp aus

v ' 1 — n . s
Lemma N.I2, daB es q"qzeTLIz,a TlI1,a gibt, sodaB

: fir i=1,2.

112 9y 2154 9

Transitivitdt von und SE von = ., liefern mit #1111

“EI2,a
und #112

“113 EQA(t.,ta) =, 4 EQA(gi,qab),

wobei EQA(q;,qi)eTTI2 df‘TTI1 a- Nach Lemma V.I1 und Lemma
5 r’ - 14

7 gibt es daher ein tve {tt,ff}, sodaB

*114 EQA(q),qb) S

Der Rest ist Transitivitdt von = zusammen mit *113

E12,d

und *114.

iii.f) t is INDEX(q,r) mit quZI2ra und rCTZIZ,n'

Nach Lemma A.I2 und Lemma N.I2 gibt es, aus den gleichen

Griinden wie unter iii.e), ein q'ETZI2,ar\TZI1,a und ein
r'eTZIZ,nerZI1,n’ sodasB

q EEIZ,a q' und ¥ EEIZ,n r' bzw.
*115 INDEX(q,r) *B12.4 INDEX(q',r').
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- . - ' [] mo . ~ .
Es ist INDEX(q',r )cl>12'dtﬁT>I1,d und nach Lemma V.I1 und

Lemma 7 gibt es ein tve{tt,ff}, sodaB

K

*116 INDEX(q',r') tv.

“EI12,d

Der Rest ist Transitivitidt von = mit *115 und *116.
BI2,d

iii.g) t is FOS(t:,ta) mit ti,taelip, .

Nach Lemma S.I2, A.I2 und N.I2 gibt es Terme

q”qzeTXIZ,an TXI1,a und r1,rch:, , sodaB

12,n" T

ya

I1,n

t. =

S R ol
i “B12,s T(ql’rl)

fir i=1,2. Nach SE von EEI2 gilt auch

#7117 EQS(tq,t2) EQS(ST(g1,r41),ST(gz2,r2)),

=B12,4d

wobei der letztgenannte Term aus T ist. Lemma

_ n
r12,4" Tyr1,4d

V.I1 und 7 sichern die Existenz eines tve {tt,ff} zu, sodaB

%118 EQS(ST(q1,r41),ST(q2,r2)) tv.

“E12,d

Der Rest ist Transitivitdat von :EIZ,d mit *117 und *118.

Damit ist die Induktion geschlossen. Es sei erwdhnt, daB die

Induktionsannahme unter iii.a) bis iii.c) benutzt wurde. []

Lemma TV.I2

Beh.: (Vse{dis,nat,stack,array})

(VteT., ) (t'eT ) (t

I2,s Y I1,s

Bew.:

Durch Fallunterscheidung iliber die Sorten seSuSOuS1.

a) s=dis.
Die Gliltigkeit der Behauptung folgt fiir diesen Fall aus

der Vollstdndigkeit von I2 und aus den Korollaren 4 und 6.

b) s=nat.

Folgt aus Lemma N.I2 und Korollar 6.

c) s=stack.

Folgt aus Lemma S.I2, A.I2 und N.I2 und aus Korollar 6.
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d) s=array.

Folgt aus Lemma A.I2, Lemma N.I2 und aus Korollar 6.

Damit ist gezeigt, daB I2 t-vollstdndig auf I1 ist. [j

Zur Vorbereitung der t-Konsistenznachweise werden drei Aussagen
iiber die Operation EQN jeweils filir einige der fiinf beteiligten
t-Spezifikationen SP,...,I2 gemacht. Es wird, anschaulich ge-
sagt, gezeigt, daB mit EQN ein Gleichheitsprddikat fir die
nat-Terme dieser Spezifikationen spezifiziert wird.

Zuerst wird gezeigt, daB jeder kanonische nat-Term unter EQN

zu keinem anderen kanonischen nat-Term auBer sich selbst gleich

ist.

Lemma K.NAT.SP

Beh.: 1) (Vjewo)(EQN(sj(ﬁ)'sj(g)) “E,d tL)

2) (Vi kewy) (G#k => EON(sT(9),s5(g9)) = 4 £f)
Bew.:

ad 1) Durch Induktion iiber jewy.

1.i) Induktionsanfang.
Sei jewo, jZO.
Dann gilt SJ(¢) is # und nach Gleichung E.7 gilt

EQN (#,0) =p g tte

1.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes jeuy.

1.iii) InduktionsschluB.
Es gilt j+1>0 und daher s7*'(g) iz #.
Nach Gleichung E.10 und Induktionsannahme 1.ii) gilt

‘ j+1 341 _ 3 J =
EQN(S”" 1 (#),87" " (9)) = 4 BON(ST(#),s7(#) = 4 tt.

Damit ist die Induktion unter ad 1) geschlossen.
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ad 2) Durch Induktion iber jewg.

2.1i) Induktionsanfang.
Sei jewgy, j=0.
Dann gilt Sj(ﬂ) is ¢. Sei kewp mit j#k. Es gilt k>0
und daher Sk(ﬂ) ;g'ﬁ. Nach Gleichung E.8 folgt daraus

EON (#, S (¢)) = 4 £f.

2.1i) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte flir ein jewy und alle kewg.

2.1iii) InduktionsschlufB.
Sei kewgy, j+l#k.

Es gilt Sj+1(ﬂ) i g und wir unterscheiden nach k.

2.iii.a) k=0.
D.h. Sk(ﬂ) is @#. Nach Gleichung E.9 gilt

: I+ _ _
BQN (S (#) ., §) =p 4 ff.

2.iii.b) k>0.
D.h. Sk(ﬁ) iz @. Dann gilt
; j+1 k - i k=1 _
EQN (S (¢),s7(9)) “E,d EQN (S- (g) ,S (2)) *E,d Ef

nach Gleichung E.10 und Induktionsannahme 2.ii).

Damit ist die Induktion unter ad 2) geschlossen. []

Lemma K.NAT.SPQ

. ] w D j J =
Be}'l;_-_ 1) (VJ(‘IO) (EQN(S (ﬂ) IS (g)) ”EUEO,d tt)
. . N j k _
2)  (Vi,kewy) (j#¢k => EQN(S5-(d),S (d)) “EUEO, d ££)
Bew. :
Die Giltigkeit der Behauptung folgt aus Lemma K.NAT.SP und

Lemma 7. []

Lemma K.NAT.SP1, K.NAT.I1 und K.NAT.I2 sollen die gleichen
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Aussagen wie Lemma K.NAT.SP filir die Relationen EEUE1’ EEI1

und EEIZ enthalten. Die Beweise verlaufen v6llig analog zu

dem Beweis von Lemma K.NAT.SPO.

Korollar 7
Beh.: ~p = {(t,t)lteTy 3
Bew. :
Alle Terme teTT n lassen sich darstellen als t i Sj(ﬂ)
"

mit jewg. Sj(ﬂ),Sk(a)eTZ,n sind genau dann verschieden, wenn

j,kewg mit j#k.

Wir zeigen, daB es zu zwei Termen Sj(;l),sk(ﬂ)eTF’n mit j,kewy

und j#k immer einen Kontext cteCZ(n,d) gibt, sodaB
ct[Sj(¢)/xA] 5.4 Ct[Sk(¢)/xﬁ].

Seien also sj(a),sk(q)eTZ,n mit j,kewy und j#k.

Dann gilt nach Lemma K.NAT.SP

tt und

BoN (7 (9), 87 () = |

EQN (s9 (¢),sX (¢)) £

EE,n
Der gesuchte Kontext ist EQN(S](Q),xﬁ)ecy(n,d) und es gilt
Jj j j k
EON (87 (9) ,x1) [$7 (#) /x1] #p 4 BON(sT (@) ,x1) [8* () /1],
da SP nach Voraussetzung konsistent ist. Es gilt also

(Wt ,tzeTy n) (ta ig tz => (tq,t2) ¢~ ) =

Ly E,n
Da “&,n reflexiv ist, gilt
(VeeTs ) ((t,)emy ), gee.d.  []

Korollar 8

Beh.: SP ist kategorisch.

Bew.:
Es gilt EE,d=AE,d per definitionem.
Da E keine Axiome der Sorte nat enthdlt, g n aber reflexiv
14
ist, gilt EE,n = {(t,t)lteTX'n} und nach Korollar 7 also
= = . Wir haben gezeigt: (¥seS) (= =ns ), g.e.d.. [j

E,s E,s



Korollar 9

Beh. : (Vt1’t28T2,n)(t1 *g,n t2 <=> EON(ti.,t2) E,d tt)

Bew. :

Die Giiltigkeit der Behauptung folgt aus Korollar 7, Korollar

8 und Lemma K.NAT.SP sowie aus der Konsistenz von SP. []

Korollar 10

Beh. : (Vt1,t2€TZU20'n) (tq EEUEO,n ta <=> EQN(tq,t2) EEUEO,d tt)

=> Seien t1’t2€TXuTO,n mit tq EEUEO,n ts.

Dann gilt nach SE von =EUEOD

0119 E:QN(t1,t2) EEUEO,d EQN(t‘I rt‘l)-

. L - J

Nach Lemma N.SPQ0 gibt es ein jewg, sodaB t, =EUEO,n S (9)
und nach SE von ZEUEO und Lemma K.NAT.SPO folgt daraus

o’ - = n j j =

120 EQN(tq,ty) =p no g FON(ST(H),8°(9)) =p py g tt-

Der Rest ist Transitivitdt von EEUEO,d mit “119 und "120.
i Seien t“'tchTUYO,n und es gelte EOQN(t,,t2) ZEUE0, d o5 o

Nach Lemma N.SP0O gibt es j,kewp, sodagB

%121 t, sy und ks s®(g) .

“EUEO,n
Nach SE von ZEUED gilt

“EUEO,n

EQN (57 (g) , ¥ (9)) =puEo a tt-

Wdare j#k, dann gdlte nach Lemma K.NAT.SPO

= j k =
tt =pupo,q EON(ST(®),s5 () =p oo 4 £E,

was der Konsistenz von SPO widerspricht.
Also muB j=k sein und daher gilt mit ¥121 auch

= j 3 k —
E TEVEO,n ST dE 57(h) “EVEO,n B2y q.e.d..[]

Korollar 11

Beh.: (Vt1’t2€Tfo1,n)(t1 EEUE1,n t, <=> EQON(t,,ts) ZEuE1l,d tt)[]

Korollar 12

) (t4 to <=> EQN(t4,t2) EEI1,d tt) D

~EI1,n

Beh. : (Vt1,t2c:T:I1’rl



Korollar 13

ta <=> EQN(ts,ta) =, 4 tt) []

Beh.: (Vt1't2€TZIZ,n

Die Beweise der Korollare 11, 12 und 13 verlaufen v6llig analog

zu dem Beweis von Korollar 10.

Korollar EQ.NAT.SP

Beh.: (vt1 ,tz,t3CT-Zl )

N
( 1) EQN(t,,t,) =g, q tt A
2) EQN(t,,tz) “E, q EON(t2,t4) A
3) (EQN(t,,ty) =g q tE A BQN(t2,ts) =g 4 tt) =>
BON (£ s tg) *g,q tt )

ad 1) Die Glltigkeit der Behauptung 1) folgt aus der Refle-

xivitdt wvon und aus Korollar 9.

EE,n

ad 2) Seien t1’t2CTZ,n'

2.a) Es gelte EQN(t,,t,) =g a tt.

Nach Korollar 9 gilt dann t13% % t, und die SE von =
r

und Punkt 1) dieses Korollars liefern

EQN (t,, t,) g BN (tq, tq) = tt = EQN (tq,t2) .

~E, E,d “E,d

2.b) Es gelte EQN(t1 ,tz) EE d ff.

Wegen der Konsistenz von SP und nach Korollar 9 folgt

daraus ts t,. Also gibt es j,kewgy, j#k, sodaB

35F n
t, = Sj = k
1" Tg,n (d) und ta “E,n ST(@) .

Nach Korollar K.NAT.SP gilt

]
Hh
f—h

EQN (5" (9) ,87 (9))
und daraus folgt nach SE von B und nach Voraussetzung

EQN(tz,t1) EE a ff EE e EQN(t1,t2)-
’ r

2.c) Seien ti,t2,ts3eT. n- Es gelte

Lar



EON(t4,t2) tt und EQN (t2,ts3) = tt.

“E,d “E,d
Nach Korollar 9 gilt
ta EE,I’I to und to EE,I’] ta,
woraus nach SE von EE und Punkt 1) dieses Korollars
EON(t4,t3) EE,d EQON(ts,ts) EE,d tt folgt.[]
Korollar EQ.NAT.I1
Beh.: (Vt1’t2’t3€TYI1,n)
( 1) EON(t,,tq) EEI1,d tt A
2) EON(t,,tz) EEI1,d EQON (ty,tq4) A
EQN (t,,ts3) “EI1,d tt )

ad 1) Die Giltigkeit der Behauptung 1) folgt aus der Refle-

xivitdt von und aus Korollar 12.

“ET1,n

ad 2) Seien t"tZCTEI1,n'

. . - Ji
Nach Lemma N.I1 gibt es j,,j2€wg, sodaB ti “EI1,n S-+(g)
fiir i=1,2. Nach SE von =ET1 gilt

#122 EQN(t,,t5) EN (537 (g) , 872 ().

“EI1,d
Es ist EQN(Sj1(g)’sjz(g))CThI1,dr‘Tf,d und nach
Punkt 2) von Korollar EQ.NAT.SP gilt

BoN (877 (9),$92(9)) = 4 BT (), 8T (),
woraus nach Lemma 7 folgt

123 Ban(s)(g),s72(g)) = pon(s72(9),87" () .

EIT,d
Nach SE von ZET1 gilt
o J2 I - -

124 EQN(SZ2(¢g),s”7(g)) “EI1,d EQN (t,,tq) .

Der Rest ist Transitivitdat von 11,4 zusammen mit *122,
4

*123 und *124.

ad 3) Die Gilltigkeit von Punkt 3) der Behauotung folgt ana-

log zum Beweis von 3) des Korollars EQ.NAT.SP aus Ko-
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rollar 12, SE von EEI1 und aus Punkt 1) von EQ.NAT.I1.[]

Korollar EQ.NAT.I2

Beh.: (vt1 ’tz’t3€TY12,n)

( 1) EQN(t,4,t4) = tt A

EI2,d

2) EQN(t1It2) EQN(t21t1) A

%g12,d
3)  (EQN(ts,ta) =po, 4 tt A BON(tz,ta) =g, o tt) =>
EON (tq,ta) = 5 4 tt )

Bew. :

V6llig analog zum Beweis von Korollar EQ.NAT.I1. []

Wir zeigen jetzt, daB SPO und SP1 t-konsistent auf SP sind und
daB sie auch t-Erweiterungen von SP sind. Danach bereiten wir

die restlichen t-Konsistenznachweise weiter vor.

Lemma TK.SPO

Beh.: (Vse{g_i_g,nat})(Vt1,tzeTZ S)(t1 o s ks =% &5 ~EUED . S ts)
14 ’ 14
Bew. :

Durch Fallunterscheidung iiber die Sorten seS={dis,nat}.

a) SPO0 ist t-konsistent auf SP bzgl. dis nach Korollar 5.

b) s=nat.
Nach Korollar 7 gilt
(Vt1:t2€T?,n)(t1 “E,n t2 <=> t, is tz)
und wegen der Reflexivitdt von ~EUEO,n und TZ,ng;TXUZO,n

gitt  (VteTyp )t ~5,n & = * ~gygo,n -

Lemma TK.SP1

Beh.: (Vse{dis,ggg})(Vt“tzeTZ,S)(t1 ~p,s t2 = t1 epupy,s t2)

Bew. :

V6llig analog zum Beweis von Lemma TK.SPO. []
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Korollar T.ERW.SPO

Beh.: SPO ist t-Erweiterung von SP.
SP und SP0 sind konsistente t-Spezifikationen nach Voraus-
setzung und vollstdndige t-Spezifikationen nach Lemma V.SP
und Lemma V.SP0. AuBerdem ist SPO t-konsistent und t-voll-
stidndig auf SP nach Lemma TV.SPO und TK.SPO. Nach Satz 6 ist

SP0 daher t-Erweiterung von SP. []

Korollar T.ERW.SP1

Beh.: SP1 ist t-Erweiterung von SP.

Bew. :

V6llig analog zum Beweis von Korollar T.ERW.SPO.[]

Wir haben gezeigt, daB SP0 und SP1 die Generalvoraussetzung
erfiillen. Nach Definition 42 und nach 3.2.2. ist
IMPL=().S0,0D,ES0,E0D,E)0) eine schwache T-Implementierung von
SPO mit Hilfe von SP1, da I1 und I2 vollstdndig und konsistent
sind.

Um zu zeigen, daf IMPL auch eine T-Implementierung ist, muB
noch bewiesen werden, daf I1 auf SP1 und I2 auf I1 t-konsistent
ist und daB IMPL R-korrekt ist. Wir bereiten zun&chst die rest-

lichen t-Konsistenznachweise vor.

Lemma EQV.I1

Beh. : (Vt1't2€Tv11,d)(t1 EEI1,d t, <=> t4, EQV t, EEI1,d tt)
Bew. :

Seien t1’t2€TTI1 a- Nach Lemma V.I1 gibt es tv,,tvae{tt,ff},

sodaB fiir i=1,2 ti EEI1,d tvi gilt.
" => n
Sei tq EEI1,d t2>. Dann gilt auch tv;4 EEI1,d tvz und auf-
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grund der Konsistenz von I1 muB tv, is tva=:tv gelten.
Es gilt

t, EQV t, tv EQV tv EF tt

I1,d

fiir beide m&glichen Belegungen von tv nach Gleichung E.5

“EI1,d

bzw. E.6 und E.2 und der Transitivitdt von EEI1 a-
r

L1} <= n

Sei t, EQV t, tt. Dann gilt nach SE von auch

“EI1,d “EI1

*125 tva EQV tV2 tt.

“EI1,d

a) Sei tv, is tt.
Wdre jetzt tv, is ff, dann erhielten wir mit Gleichung

E.5 tv, EQV tv, ff; dies ergibt mit *125 einen

“EI1,d
Widerspruch zur Konsistenz von I1. Also gilt

tv, is tt is tv, und damit t, t, nach Refle-

“EI1,d

xivitdat von und SE von

“EI1,d “EI1"

b) Sei tv, is ff.

Dieser Fall verlduft analog zu a). []

Die ndchsten Beweise sind mit Untersuchungen von Kontexten ver-
bunden, filir die uns noch einige Begriffe fehlen. Wir wollen zum
Beispiel Terme benennen, die mit einem bestimmten Operations-

symbol beginnen.

Definition 46 (oc-wurzelnd,Wurzel)

Sei SPEC=(S,},E) eine Spezifikation. Ein Term teTv(x) s mit
Lo r
seS heiBt og-wurzelnd, wenn gilt
(Enew)(351""'Sn€5)(3(t1""’tn)€TZ(x),s1x"'XTZ(X),Sn)
5 i
(OCL—‘S-‘...Sn,S /\ t}_—s_ G(t1,--o,tn))-

Man sagt: ¢ ist die Wurzel von t, t hat die Wurzel o. []

Als ndchstes definieren wir die "contexts of interest" und zei-
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gen, daB man zur Festlegung der t-Kongruenzrelation nicht alle

Kontexte, sondern nur die "contexts of interest" betrachten muf.

Definition 47 (COI(),s))

Es sei SPEC'=(S',)',E') eine t-Spezifikation mit S'-{dis}#@.

Sei

XéIS:={nI(3ncm)(351,...,snps)((31@{1,...,n})(si#dis) A
T
Oe“s1...sn,s)}

und fir alle seS'-{dis} sei

v U

COI(JYs):={cteC., (s,dis) |Ict hat eine Wurzel oe

T
y “DIS

Lemma 17

Sei SPEC'=(S',)'',E') eine t-Spezifikation mit S'-{dis}#@.

)

Dann gilt
(VSCS'~{§3§})(Vprchx.'s)
(((veteCOT (7', 8)) (ctlp/xl] =5, o4 ctlasxl])) =
((VreCpn (s,dis)) (v[p/x3) =5, 4 vlasxih).
Sei seS'-{dis}, seien p,chz.,S, es gelte
126 (VctcCOI(E',s))(ct[p/x;] S ct[q/x;])

und es sei teC., (s,dis). Wir unterscheiden zwei Fille.
Ls

a) 1eCOI(Y',s).

Gilt nach Voraussetzung.

b) 1£COI(',s).
Dann hat t eine Wurzel oed' .. mit we{dis}+.
w,dis —

Wegen s#dis muB 1 einen Subterm cteCOI(J.',s) haben.
Nach %126 gilt
1 = 1
ctp/x3] =g 4 ctla/x{]

und die SE von =g liefert dann sofort

t[p/x1] is 1[ct[p/x;]/ct] g4 r[ct[q/x;]/ct] is

tla/xl] .
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Beim t-Konsistenznachweis brauchen wir die "alten" Kontexte
der zu erweiternden t-Spezifikation, die ja auch Teilmenge der
"neuen" Kontexte sind, nicht mehr zu beriicksichtigen, denn flr
zwei "alte" Terme t und t' mit t ~E t' gilt ja bereits

ct[t/x] ctt'/x]

“E',d
fiir alle "alten" Kontexte ct und nach Lemma 7 folgt daraus

ctt/x] =pu 4 ct[t'/x].

Formal wird dies im ndchsten Lemma festgehalten.

Lemma 18
Seien SPEC'=(S',}',E') und SPEC"=(S",)",E") t-Spezifikatio-
nen mit
(1) S8'¢sS" A (S'-{dis})+@
(2) (VweS‘)(VseS)(Xw,SC Xw,s)
(3) E'CE".
Wenn fir alle p,quF, mit seS'-{dis} und p ~_, g gilt
. 18 _— E',s
%127 (VcteCOI(L",s) -Cy, (s,dis)) (ct[p/x]] =g" .4 ctla/x1]),
dann ist SPEC" t-konsistent auf SPEC' bzgl. der Sorte s.
Bew. :
Seien p’quZ',s mit seS'-{dis} und mit p ~VE', s qg, d.h. es
gilt (Vctecz,(s,dis))(ct[p/x;] =5'.4 ct[q/x;]).
Nach Lemma 7 gilt auch

(VeteCy, (s,dis)) (ct[p/x2] =pn 4 cta/xi]),

2i
was zusammen mit %127 ergibt
(V1eCOI(L',s)) (r[p/x] =E". 4 t[a/x1]) .
Nach Lemma 17 folgt daraus
(VTCCZn(srdiS)) (T[p/X;] EE",d T[Q/Xé]),
was dquivalent ist zu p ~_, gq.
E",s
Unter der Voraussetzung, daB 127 gilt, haben wir gezeigt
(Vp,quZ.'s)(p ~gr,g @ = P ~pe g q) .

d.h. SPEC" ist t-konsistent auf SPEC' bzgl. scS'-{dis}.[]
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Jetzt zeigen wir, daB I1 t-konsistent auf SP1 ist.

Lemma TK.I1

Beh.: (Vsa{dis,nat,array})(VL,t'cTVUY )

>1,s

=> t o~

(t “EUE1, s C

Bew. :

Durch Fallunterscheidung liber die Sorten seSuS1.

a) s=dis.

I1 ist t-konsistent auf SP1 bzgl. dis nach Korollar 5.

b) s=nat.
Wir zeigen zundchst EEuE1,n:AtUE1,n'

risch bzgl. nat.

5.7 EEUE1,n;AfUE1,n gilt nach Lemma 9.
b.2) Wir zeigen AEUE1,n;EEUE1,n’ d.h.

(Vt1 'tzeTfuf,Ln) (t1 ’VEuE,l,n tao => tq EEUE1,I’1 tz) .
Seien also t1’tzeT?uZ1,n und es gelte tq ~EUE1,n ts.

Nach Lemma N.SP1 gibt es j4,jz€wqg, sodaB filir i=1,2

% = Ji
128 t; =EVET,n S’1(g).
Ware jetzt jq1#j2, dann gdlte nach SE von ZEUE1’ *128 und
Lemma K.NAT.SP1
' - 34 J2 -

EON (t1,t1) EQN (877 () ,87 " (¢)) =puEt,a tt-

EEuE1,d
Da SP1 konsistent ist, gdlte auch

EON(t4,t4) # EQN(tq,t2) .

EVE1,d

d.h. SP1 ist katego-

Damit hdtten wir einen Kontext EQN(t1,xﬁ) gefunden, sodas

EON (tq,x1) [t4/x]] *5uE1, d EON (tq,x1) [ta/x1].
Dies widerspricht der Voraussetzung t, ~EUE1,n ta.
Also muB j41=J2 sein.

Aus *128 folgt mit der Transitivitidt und Symmetrie von
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“EUE1,n°’ ti Tpypi,n "2 9-2.4.
Es gilt also NbUE1,n = EEUE1,n' Nach Lemma 7
1 = C =
gilt ZEUE1,n S SEI1,n und nach
Lemma 9 gilt EEI1,n c ~EI1,n °
Zusammenfassend heifBt das: Es gilt NEuE1ﬂl§ AhIT,n’
was nichts anderes bedeutet als
' ' - '
Ve, theTe 51,0 (8 ~EuE1,n © > ® ~gry,n )

d.h. I1 ist t-konsistent auf SP1 bzgl. nat.

c) s=array.

Wir wollen zeigen, daB die Voraussetzungen von Lemma 18
erfiillt sind. Dazu bestimmen wir die "contexts of interest".
Es ist
CA:=COI(XI1,a)—CXUZ1(a,d)=
{EQS(ST(t1,t2),ST(ta,tu))It1,taeTZI1(X)’a A tartu€Tyrg vy o

A (ie(1,2,3,4)) (var (t)=(x2}A(Vie (1,2,3,4)) (4] => var(e)=9))}.

Wir zerlegen CA disjunkt in vier Teilmengen indem wir de-
finieren:

Flir i=1,2,3,4 sei Ci:={cteCA|var(ti)={x;}}.

Jetzt sind wir in der Lage, eine Fallunterscheidung iiber
die Kontexte 2zu machen, in denen x; in einem bestimmten
Subterm ti’ i=1,2,3,4, auftritt.

Wir zeigen

*129 (Vp,quZU21,a)(p ~EuE1,a 4 =
((Vie(1,2,3,4)) (VeteCi) (ct[p/x1]) =_14 4 ctla/xi]))

durch Fallunterscheidung iber ie{1,2,3,4}.

c.1) i=2.
Sei cteC2, d.h. ct is EQS(ST(t,,t2),ST(ts,ts)) und x;
ist Subterm vom Term t, der Sorte nat.

Wegen TEI1,n=TTuf1,n und SE von ~EUE 1 gilt



130 (Vp,geT

curt,a) (P ~pumt,a 9 7 el g telaxD.

In b) dieses Beweises hatten wir gezeigt, daB

= “ﬁuE1,n' Daher gilt mit “130 auch

EEuE1,n
—_ 1 = 1
VPsaeTy oq o) (P ~gypr,a 1 = /) = q t2loxdD,

ya

woraus nach Lemma 7 folgt

VP aeTs g o) (P ~pypy,a @ = ®[p/x)) =gy, tala/xi]D.

Die SE von liefert

“EI1
WRedels o P “gypi,a @ =
ctlta[p/x3)/ta]zp g ctltalasxi]/e2]),
was dquivalent ist zu
(Vp,ch}-jU ) => ct[p/x;] “E11,d ct[q/xé]) .

v1,a (p “EUE1,a !

.2) i=4.

Dieser Fall verlduft symmetrisch zu c.1).

.3) i=1.
Sei cteCl, d.h. ct is EQS(ST(t,,t2),ST(ts3,ts)), x; ist
Subterm von t; und t, ist von der Sorte array.

W P =T,
egen lLI1,a T}U)J,a

(Vp,qeTs oq (P ~pipy o @ = tlp/xl] appq  talax)).

und SE von “EUE1 gilt

Dann ist es aber gleichwertig, ob wir

(vp’qCTYUT1,a)(p “EVE1,a 9 =

EQS (ST (tq,t2) ,ST(ta,ta)) [p/x1] = EQS (ST (t+,t2) ,ST(ta,ts)) [a/x21])

a! "EIl,d a
oder ob wir
m \ = -1 S 1 —_

(Vp’quZufT,a)(t'[p/xa] EUET, a t1[q/xa] >

EQS (ST (x2, t2) ,ST (ta, ta)) [te[p/x]]/x2] =p1; 4

EQS (ST (x2,t2),ST (ta, tu)) [tq[a/x1]/x2])
zeigen, denn wegen
ERS (ST (tq,t2) ,ST(ts, ta)) [t'/x]] is EOS(ST(x2,ta) ,ST(ta, ta)) [ta[t'/x]]/x2]
mit t' is p,q folgt die mittlere Aussage aus den beiden anderen.
Da sich jeder array-Term teTy, o, . darstellen 148t als t1[t'/xé]

und t'eT. kann man in der letzten Aussage

2,021 (X) ,a 2ull,a
t1[p/xé] und tq[q/x;] wieder durch p und g ersetzen.

mit t,€eT



- 136 -

AuBerdem gibt es nach Lemma N.I1 j,kewy, sodaB zusammen

“ET1 gilt

BOS (ST (x, ta) ,ST(ts,ta)) [£/x1] = 5 BOS(ST(x),57 9)),8T(ta,8°0))) [£/x3] -

mit der SE von = fiir alle teTs o
2u2.1,a

Wir kSnnen daher fiir diesen Unterfall die Menge C1 der zu

betrachtenden "contexts of interest" einschrdnken auf

k

CON:={EQS(ST(x;,Sj(¢)),ST(t, s (#))) 15, keny A teT } .

»I1,a
Wir zeigen
131 (vp'quEUYJ,a)(p ~EVE!,a 4 =5

(VcteCON) (ctp/x}] “E11,d ctfg/x1]))

durch Induktion iber jecwg.

.3.i) Induktionsanfang.
Sei EQS(ST(x;,SJ(ﬂ)),ST(t,Sk(ﬂ)))cCON mit j=0, d.h.

SJ(¢) is @g. Wir unterscheiden iiber keuwg.

.3.i.a) Sei k=0, d.h. Sk(ﬁ) is #.

Dann gilt fiir alle p,quxUm’a
EQS (ST (x1,#) ,ST(t,¢)) [p/x]] =pr1q,q tt und
EQS (ST (x3,0) ,ST (t,9)) [a/x1] =ppq q tt

nach Gleichung EOD.1; *131 ist fiir diesen Unterfall gezeigt.

.3.i.b) Sei k>0, d.h. sk (@) iz 0.

Dann gilt fiir alle p'qCTTUT1 a
k

EQS (ST (x],#) ,ST(t,S (ﬂ)))[p/x;] =E11,d ff und
k -

EQS (ST (x1,9),ST(t,5" (9))) [a/x]] =g 4 ff

nach Gleichung EO0D.2.

.3.1i1) Induktionsannahme.
Die Behauptung gelte fiir alle EQS(ST(xaHS]((ZI)),ST(t,Sk(ﬁ)))eCDN

mit beliebigem, aber festem jewy und beliebigem keuwy.

.3.1ii) InduktionsschluB.

sei BOS(sT(x1,57" " (g)),s1(t, 8 @)))econ . Bs ist sITN(g) iz 4.
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Wir unterscheiden iliber kewg.

.3.iii.a) Sei k=0, d.h. sK(#) is g.

Dann gilt fiir alle p'qCTfuf1,a
j+1 3

EQS (ST (x1,87" (#)),8T(t,9) [p/x]] =1, 4 ff  und

_ j+1 -

EQS (ST(x1,87" (#)),ST(t,0)) [a/x]] =5 4 £f

nach Gleichung EQD.3.

.3.iii.b) Sei k>0, d.h. S(§) is d.
Seien p'quZuZ1ra mit p AEUE1,a g. Zundchst zeigen wir,
daB die Bedingungen der Gleichungen E0D.4 bis EO0OD.6 aus-
wertbar sind.
Wegen TZI1,a=TZUZ1,a ist bereits tCTZUZ1,a und damit
p1:=INDEX(p,Sj+1(¢)) EQV INDEX(t,sk(g)) € T¢UY1 ar
yan " yarn |
Pz:=INDEX(q,SJ+1(¢)) EQV INDEx(t,sk(ﬂ)) € T '
yull,d
pa:=EON (AC (p, s 1 (@)) ,ac(t,s%(@))) e 1o und
v, d
L j+1 k
P4 :=EON (AC (g, S (¢)),AC(t,s7(@))) € Txuy»],d-
Wegen der SE von “EUET und wegen EEUET,d=AtUE1,d gilt
P1 Zgyg1,q P2 Wnd  Pa Zpupq,q Pe-
Nach Lemma 7 folgt daraus
“132 pq EEI1,d P2 und Pa EEI1,d Py -

Dann gibt es aufgrund der Vollstdndigkeit und Konsistenz

von I1 genau drei Unterfidlle.

.3.1iii.b.1) Seien p;, =E11,d tt und p; %g11,d tt.
Damit gilt nach #1132 auch p»> EEI1,d tt und ps4 EEI1,d tt.
Die Bedingungen der Gleichung E0D.4 sind erfiillt und wir

erhalten

%133 EQS(ST(x;,SJ+1(ﬂ)),ST(t,Sk

k-1

())) [p/x3] =g1q.4
EQS (ST (x],87 (9)),sT(t,8°71 (9))) [p/x]] und
& j+1 k

%134 EQS(ST(x;,SJ+ (¢)),ST(t,S (¢)))[q/X;] “ET11,d

EQS (ST (x1,57 (#)),sT(t,8 ™ (9))) [arx]].
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Nach Induktionsannahme c.3.ii) gilt
k—1 1 =
@) [p/x3) =p1q 4

(@))) [a/x}].

%135 EQS(ST(x;,sj(a)),ST(t,s
EQS(ST(x;l,Sj((Zl)),ST(t,Sk—1

Der Rest ist Transitivitdt von SBT1.4d mit *133 bis *135.
14

tt und ps = ff.

c.3.iii.b.2) Sei p;, EI1.d
14

P1 Zg11,4

Damit gilt nach #132 auch p, =E11,4 tt und ps “E11,4d ff.

Die Bedingungen von Gleichung EQD.5 und nur die Bedingun-

gen von EQD.5 sind erfiillt und wir erhalten
EQS(ST(X;rsjf1l¢)),ST(t,Sk(ﬂ)))[P/X;] *E11,d ff und
B0S (ST (x3,57 1 (9)) 57 (¢, 8% (9))) [a/x3) =ppq 4 £E-

Der Rest ist Symmetrie und Transitivitdt von SE11.4°
14

c.3.iii.b.3) Sei b o AW

P1 Zg11,4
Dann gilt nach 132 auch p, Zp11,4 ff.

Damit sind die Bedingungen von Gleichung E0D.6 und nur die
von EQD.6 erfillt und wir erhalten

EQS (ST (x3,57"" (), ST (+,8(9))) [p/x3] =51, 4 £f  und

B0S (ST (x2, 57" (1)) ,8T(¢,88 (90)) [a/x2] =1, 4 EE-

Damit ist die Induktion unter c.3) geschlossen und *131 ge-

zeigt.

c.4) i=3.

Dieser Fall verlduft symmetrisch zu c.3).

Damit ist *129 und die zu *129 &dquivalente Aussage

VpraeTy v1,a) (P ~gygr,a 4 =

(VcteCh) (ct[p/x1] =£11,4 cta/x1]))
gezeigt. Die Voraussetzung von Lemma 18 ist erfiillt und da-
her ist I1 auf SP1 t-konsistent bzgl. der Sorte array und

mit a) bis ¢) gilt, daB I1 t-konsistent auf SP1 ist. []
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Lemma EQ.STACK.I1

Beh.: (Vt1 ,t2,t3€TZWI1,S)

(1) EQS(tq,t1) *E11, 4 tt
2) EQS(t,,tz) EEI1,d tt => EQS(t2,tq) EEI1,d tt A
3) (EQS(tq,ts2) EEIT,d tt A EQS(t,,t3) EEI1,d tt) =>
EQS(t,4,t3) EEI1,d tt )
Bew. :
ad 1) Sei ST(q,r)eTFI],s mit qCTZI1,a und rCTﬁI1,n'

Nach Lemma N.I1 gibt es ein jew;, sodaB r ZEI1.n Sj(ﬂ)
14

und nach SE von auch

“EI1
EDS (ST(q,¥) ,ST(q, 1)) =, 4 BOS(ST(q,s7 (@) ,ST(q,s7 (@) gilt.
Wir zeigen durch Induktion iiber jeuwy

EQS (ST (q, 87 (¢)) ,ST(q,S7 (1)) =pp, 4 tt.

1.i) Induktionsanfang.
Sei j=0, d.h. s7(¢) is ¢.

Dann folgt die Giiltigkeit der Behauptung aus Gleichung EOD.1.

1.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte flir ein beliebiges, aber festes jeuwg.

1.iii) InduktionsschluB.

Wir zeigen zundchst, daB die Bedingungen von Gleichung EQD.4

erfiillt sind.
Nach Lemma V.I1 gibt es ein tve {tt,ff}, sodaB

INDEX (q,s7 " (g)) tv.

~EI1,d
Aus Lemma EQV.I1 und der Reflexivitdt von ZET11.4 folgt, daB
’

tv EQV tv tt,

=EI1,d
und zwar filir beide m&glichen Belegungen von tv.
Nach Korollar EQ.NAT.I1, Punkt 1), gilt

j+1 j+1 -

Wir koénnen also Gleichung EO0OD.4 anwenden und erhalten



p0s(sT(q,s7" @) ,57(q, 87 (@) =, 4 BOs(sT@,8T @) 5T, @)

“pr1,9

wobei die letzte Kongruenz nach Induktionsannahme 1.ii) gilt.
Damit ist die Induktion unter ad 1) geschlossen.

ad 2) Seien ST(q1,r1),ST(qz,rz)GTyI1,S mit q1’q2CTYI1,a und
r1,rzeTYI1,n.
Nach Lemma N.I1 gibt es j,kew;, sodaB zusammen mit der SE
von =pno4 gilt
BOS (ST(qr,1) ,ST(Ga,72)) =gy q POS(ST(q:,S) @) ,ST(az,8@0))) .
Wir zeigen durch Induktion {iber jewg die zu 2) &dquivalente

Behauptung

Vi, kewqg) (Vg4 rCI2€TvI1 a)

(EQS (ST (q4,S7 (#)) , ST (q2,55 (#))) =p11 g tE =

EQS (ST (q4,85(#)), ST (qs,87 (9))) te) .

=EI1,d

2.i) Induktionsanfang.
Sei j=0, d.h. sl(g) is 0.

Seien q4,q,€T- und kewy. Es gelte

LI1,a
EQS (ST (q+,8) , ST (q2,S (9))) =pr1.q tt-

Wdre k>0, d.h. Sk(ﬁ) iz @, dann gdlte nach Gleichung E0D.2

l

k
was einen Widerspruch zur Konsistenz von I1 implizierte.

Also ist k=0 und nach Gleichung EOD.1 gilt

EQS (ST(qa,S* () ,ST(q+,#)) =y, 4 tt.

2.ii) Induktionsannahme.
Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes jeu,

und filir alle kewy.

2.iii) InduktionsschluB.

Seien g4,q2€T und kew,. Es gelte

SI1,a
J+1

“136  EQS(ST(q.,57 "' (#)),5T(q2,8%(#))) SRl
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Wire k=0, d.h. Sk(¢) is @, dann gdlte wegen SJ+1(¢) is g
Nach Gleichung EO0D.3

EQS (ST (q+,877 1 (9)),ST(q2,9)) £,

“EI1,d
woraus sich ein Widerspruch zur Konsistenz von I1 ergdbe.
Also ist k>0, d.h. S(§) is g.
Jetzt zeigen wir, daB die Bedingungen von Gleichung E0D.4
und nur diese erfiillt sind.
Gidlte INDEX(q,,SJ+1(¢)) EQV INDEX(qz,Sk(ﬂ)) =£11.4 £E,
dann kdnnten wir Gleichung E0D.6 anwenden und erhielten mit
j+1 k -
EQS(ST(g4,S (#)),ST(q2,5"(#))) %gI11,4 ££
erneut einen Widerspruch zur Konsistenz von I1. Also gilt
&K INDEX(q1,S]+1(¢)) EQV INDEX(qz,Sk(¢)) =p11.g tt-
r
Gilte EON(AC(q,,877'(§)),AC(q2,8"(#))) = ££,
EI1,d
dann k&nnten wir Gleichung E0D.5 anwenden und erhielten
EQS (ST (q+,57" " (#)),ST(q2,8°(#))) =g, 4 £f,
was, wie wir wissen, nicht sein kann. Es muB also gelten
b j+1 k =
138 EQN(AC(g4,S (#)),AC(q2,5" (#))) =pq g tE-
Damit sind die Bedingungen von Gleichung EO0D.4 erfiillt und

wir erhalten zusammen mit “136

: k
EQS(ST(q1,S]+1(¢)),ST(qer (9))) “EI11,4d

EQS (ST (q4,57 (#)) ,ST(q2,5% 1 (#))) “EI1,4 %

Nach Induktionsannahme 2.ii) gilt damit

*139 EQS(ST(gs,S< ' (#)),ST(q+,57 (9))) *g11,q tt-

Nach Lemma EQV.I1 und Symmetrie von =p . 4 gilt mit *137 auch
14

k

#140 INDEX(q,,S"(§)) EQV INDEX(q,,Ss "

(4))) “E11,4 tit..

Nach Punkt 2) von Korollar EQ.NAT.I1 und #138 gilt
o k j+1 _
*141 EQN(AC(Q2:S (¢))IAC(q1IS (¢))) = tt.
EI1l,d
Durch #140 und *141 wird die Anwendung von Gleichung EO0D.4
ermdglicht und wir erhalten
% k j+1 =

EQS (ST (q2,55 1 (#)),ST(q4,S7 (9))) .
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Die Transitivitdt wvon EEI1 a zusarmen mit “142 und 139
14

sichern uns die Giiltigkeit der Behauptung.
Damit ist die Induktion unter ad 2) geschlossen.

ad 3) Seien ST(q1,r1),ST(qz,rz),ST(q3,r3)eTvI1 s mit
L r:
q1 'qz,qaeTij,]’a Und r1 ,rz,r3CT\:-:I1,n.
Nach Lemma N.I1 gibt es j,k,lewy, sodaB zusammen mit der
SE von ZR11 gilt
BOS (ST (q,x1) ,ST(d2,72)) =1, 4 POS(ST(ar,87(9)),5T(q2, 85 @),
14
1
(#))) und

@)).

BOS (ST (dz2) (ST(d5/75)) Zpry o BOS(ST(G2,S" (8)) ,ST(qs,S
EOS (ST(ds 114) ,ST(05,15)) Zgpy o BOS(ST(ar,S) (#) ST (a3, S
Wir zeigen durch Induktion iber kewy die zu 3) dquivalente
Aussage
(lekllewﬂ)(vq1lq2quCTEI1,a)
((BQS (ST (q,87 (#)),ST(az,8" (1)) =y, 4 tE A
BOS (ST(q2,8° (9)) ,ST(qs,8" (9))) =1, 4 t6) =>

EQS (ST (q,57 () ,ST(qa, ST (1)) =y, 4 tt) .

3.i) Induktionsanfang.
| Sei k=0, d.h. Sk(w) is ¢.
Seien j,lewg und q1,q2,qgeTZI1,a. Es gelte
EQS (ST (g, 87 (#)) ,5T(q2,85(9))) =14 4 tt  und
BOS (ST (d2, 8" (#)) ,ST(as, 87 (9))) =1, 4 tt.
Wie unter 2.i) zeigt man durch Widerspruch zur Konsistenz

von I1, daB j=0 und 1=0, d.h. S7(9) is ¢ und SI(Q) is ¢

gelten muB. Dann gilt
EOS (ST (q4,87 (9)) ,ST(qs,S" (1)) =1, 4 tt

nach Gleichung EO0OD.1.

3.1ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes kewy

und fir alle j,lewy.
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3.iii) InduktionsschluB.

und j,lewg. Es gelte

Seien q1,92,93€Typ o
%143 EQS(ST(q+,S9 (#)),ST(q2,5°7 " (#))) =pT1,q ¢ und
k+1 1

*144 EQS(ST(qg2,S (#)),ST(qs,5 (#))) EEI1,d tt.
Wie unter 2.1iii) zeigt man durch Widerspruch zur Konsistenz

von I1, daB j,1>0, d.h. s7(g),s'(#) iz #, und daB
k+1

#145 INDEX(q,,S7(§)) EQV INDEX(qa,S*" ' (§)) “Ert,a
146 INDEX(q,,S°"' (#)) EQV INDEX(gs,S™ (#)) %p11,d t*/
%147 EQN(AC(q,,S7 (#)),AC(q2,8 1 (#))) *p11,a t* und daf
“148  EON (AC(qa,S" ' (#)),AC(qa,S (9))) *g11,4 * gelten

muB. Damit sind die Bedingungen von Gleichung E0D.4 und
nur die von E0D.4 erfiillt und wir erhalten daraus
*149.{EQS(ST(qq,Sé(ﬁ)),ST(qz,Sk+1(ﬂ))) =11 4

BQS (ST(q+,S7 7 () ,ST(q2,8(9))) =ppq 4 tt

und

1)), sTias, st ) =g 4

, EQS (ST (qa2,S
150 G

EQS (ST (qa2,S" (#)),ST(qa,S tt,

(#))) “EI1,4d

wobei die letzte Kongruenz von %149 und *150 jeweils aus

der Transitivitdt von zusammen mit *143 und *144

<EI1,d
folgt. Auf *149 und *150 trifft die Induktionsannahme 3.ii)

zu und daher gilt

1

b ]~ =1 -
151 EQS(ST(q+,877"(9)),5T(as,s'7 (9))) =pp; 4 tt.

Nach Lemma EQV.I1 und SE von folgt aus *145 und *146

cET1

152 INDEX(q,,S’ (§)) EQV INDEX(qs,S’(g)) = tt.

EI1,d
Aus *147, *148 und Punkt 3) von Korollar EQ.NAT.I1 folgt

%153 EQN(AC(q1,Sj(¢)),AC(q3,Sl(¢))) tt.

=EI1,d
Durch *152 und *153 wird die Anwendung von Gleichung E0D.4

und nur die von EOD.4 ermdglicht und wir erhalten

%154 1-1

EQS (ST (q+,S7 1 (#)),ST(qs,87 7 (#))) .

Aus *154 und *151 folgt aufgrund der Transitivitdt von = ., .
14
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die Gliltigkeit der Behauptung fiir den InduktionsschluB.

Damit ist die Induktion unter ad 3) geschlossen.[]

Als ndchstes charakterisieren wir den stack-Anteil der t-Kon-

gruenz ~ppq- Zwei pointer/array-Paare sind dann t-kongruent,

wenn ihre pointer gleich (unter ) sind und die array-Kom-

“EI1,n
ponenten an allen Stellen @<j<pointer die gleichen Eintrdge

haben bzw. an den gleichen Stellen undefinierte Eintrdge besitzen.

Lemma K.STACK.II1

Beh. : (Vq1,qchXI1’a)(Vr1,r2eTxI1,n)

(ST(q1 lr1) g ST(q21r2) <=>

EIl,s

( 1) r, Yo N

=EI1,n '
2)  ((3Fewy) (rq =ppq ST A 3>0) => ((Vie(l,...,5})

( 2.a) IN(q.,S(d)) IN(q2,8 (9)) A

EI1,d

2.b) AC(g4,st(g)) AC(g2,sT(g)) NN

EI1,n
Bew. :

Wir zeigen zundchst die beiden Hilfsaussagen

und
“156 (Vt“ ,tzCTX:I,l,S) (EQS(t1 ,tz) EEI1,d ff => t1 ’f’EI‘I'S tz)o
ad *155)

Seien t1,t2eTTI1 & und es gelte

*157 EQS(t4.,t2) =p11.gq Ft- Wir zeigen

158 (YcteCOL(111,s)) (ctltq/x1] =gy 4 ctlta/x2]).

i 5 ={F 1 ) 1 .
Es ist COI(2I1,s) {EQS(Xs'p)lp€T§I1,s}U{EQS(p’Xs)’pCTZI1,s}

(e

Sei chv\-,I1 - Dann gibt es nach Lemma V.I1 vier Fdlle.
L ’

1 1 =
a) Es gelte EQS(xs,p)[t1/xS] %EI1,d ££.
Dann muB auch EQS(x;,p)[tz/x;] “E11,4 ff gelten, denn aus

EQS (x,p) [ta/x]] = tt und *157

EI1,d
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folgte nach Punkt 3) von Lemma EQ.STACK.I]

EQS (t4,p) tt,

“EI1,d
Wegen EQS(t,,p) is EQS(X;,p)[tq/X;] erhielten wir damit

einen Widerspruch zur Konsistenz von I1.

b) Es gelte EQS(Xé,p)[t1/x;] =EI1,d tt.
Nach Punkt 2) von Lemma EQ.STACK.I1 gilt mit *157 auch

EQS(t,,E4) tt. Dies, die Voraussetzung von b)

=EI1,d
und Punkt 3) von Lemma EQ.STACK.I1 ergeben

EQS (x1,p) [t2/x1] is EOS(ta2,p) tt.

“EI1,d

Die Beweise von

EQS (p,x2) [t,/x1] =p11,q EQS (p,x1) [t2/x]] =g11,q £f
und
EQS (p,x]) [t4/x1] =p11,9 EQS (p,x1) [t2/x]] *pr1,q tt

verlaufen symmetrisch zu a) und b).

Damit ist die Giiltigkeit von %158 gezeigt und nach Lemma 17

gilt t, ~pI1.s £27 also ist auch #155 gezeigt.

ad *156)
Seien t”tzeTZI1,s und es gelte

*159 EQS(tq4,tz) Ef.

“EI1,d
Nach Punkt 1) von Lemma EQ.STACK.I1 gilt

*160 EQS(tq,tq) tt.

“EI1,d
Da I1 konsistent ist, folgt aus *159 und

t,

“160:

Es gibt einen Kontext EQS(t1,x;)cCOI(§I1,s)§ s,dis), sodar

Copq
EQS (t1,x1) [€4/%%] #ppq g BOS(ta,x0) [t2/x]],

d.h. es gilt t4 ta.

¢EI1,S

Aufgrund der Vollstdndigkeit und Konsistenz von I1 sind zu
*155 und *156 die Aussagen

*161 (Yt,,t2eT t, => EQS(t,4,t2) ff)

/‘711,5)(t1 ¢EI1,S “EI1,s

bzw.



%162 (vt1rt2€Tf“‘I ) (t 4 NEI1,S tz2 => EQS(ti,t2) EEI1,d tt)

dquivalent.

Fiir den Rest des Beweises brauchen wir nach Lemma N.I1 und

SE von nur noch stack-Terme zu betrachten, deren poin-

~HT1
ter-Komponente die kanonische Form S](Q) mit jewy hat.

c) "=>"
Wir zeigen
(Virkewg) (Vaq,92eTspy )
(5T(q,,87 (8)) ~ypy o ST(a2,85(9)  =>
( 3) j=k A
4) (3>0 => ((Vie{1,...,3})
( IN(G,, ST () =ppy g N(@2,8T () A

AC(q,,S% (#)) AC(g2,ST(8)) )))))

EI1,n

durch Induktion liber jewg.

c.i) Induktionsanfang.
Seien q1,qzeTZI1,a, J,kewy und es gelte

%163 ST(q4,57 (9)) ST(q2,5°(9)) .

“EI1l,s

c.i.a) Sei j=0, d.h. Sj(ﬂ) is @.
Angenommen, es ist k>0, d.h. Sk(ﬂ) ;g @#. Dann gilt
BOS (ST(q+,#) /ST (qz,8° (9))) =1, 4 £f
nach Gleichung EOD.2, woraus sich wegen *156 ein Wider-
spruch zu *163 ergibt. Also ist j=k=0, d.h. 3) gilt und

4) ist nicht anwendbar.

c.i.b) Sei j=1, d.h. s(@) is s(@) is @.
Angenommen, es ist k=0, d.h. Sk(ﬂ) is @¢. Dann gilt
EQS(ST(g4,S(#)),ST(q=2,¥)) *E11,4 ff
nach Gleichung E0D.3, woraus sich wegen *156 ein Wider-

spruch zu *163 ergibt. Also ist k>0, d.h. Sk(¢) isf.
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Angenommen, es gilt IN(qs1,S(9)) $EI1 a IN(qz,Sk(Q)).
Daraus, aus Lemma EQV.I1 und der Vollstdndigkeit und Kon-
sistenz von I1 folgte dann
: . i

IN(qu(ﬁ)) EQV IN(qer (#)) :EI1,d i

Wir kdnnten Gleichung EOD.6 anwenden und erhielten
k

EQS(ST(g,,S(@)) ,ST(g>,S (#))) EEI1,d ff,
was nach *156 einen Widerspruch zu *163 implizierte.
Also gilt
164 IN(q,,S(#)) EQV IN(qs,S*(§)) =g, 4 tt  bzw.

%165 IN(q,,S(d)) IN(qz,SK(9)) .

EI1,d

Angenommen, es gilt AC(q,,S(g)) $E11,n AC(qz,Sk(ﬁ)).
Nach Konsistenz und Vollstd@ndigkeit von I1 und nach Korol-
lar 12 folgte daraus
“166 BON(AC(d+,5(#)) AC(d2,585(9))) = o £E.
Wir kénnten wegen *164 und *166 Gleichung EOD.5 anwenden
und erhielten
EQS (ST (q1,5(#)) , ST (2,8 (9))) =pp, 4 EF,
was nach 156 einen Widerspruch zu *163 implizierte.
Also gilt
*167 EQN(AC(q1,S(¢)),AC(qz,Sk(ﬂ))) %EI1,q tt bzw.

“168 AC(q:,S(9)) =y, AC (q2,85(9)) .

Angenommen, es ist k>1. Dann wdre auch Sk—1(¢) iz g.
Wegen *164 und *167 k&nnten wir Gleichung E0D.4 und dann
EOD.2 anwenden und erhielten

EQS (ST (q+,S(#)) ,ST(q2,S (8))) “EI1,d

EQS (ST (q4,#) ,ST(q2,8° 1 (#))) =gpr1,4 ffr

was nach *156 erneut einen Widerspruch zu *163 hervorruft.
Also gilt k=j=1.
Damit und mit *165 und %168 sind die Aussagen 3) und 4) fiir

diesen Unterfall des Induktionsanfanges gezeigt.
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c.ii) Induktionsannahme.
Die Behauptung gilt fiir ein beliebiges, aber festes jeuwy

und filir alle keuwy.

c.iii) InduktionsschluB.

Seien q1,qzeT§TI1’a und kewy. Es gelte

169 ST (q,,sit! ST (g2,8%(#)) .

(@) ~g1q, g
Wie in c.i.b) zeigt man, daB k>0, d.h. Sk(ﬁ) ;g @ ist, daB

*170 IN(q,,sj+1(¢)) EQV IN(qz,sk(ﬂ)) tt  bzw.

“EI1,d

£171  IN(q,,s0t ! (g)) IN(q2,S(9)) and das

“EI1,d
172 EQN(AC(q,,57"" () ,AC(qa,85(9))) =, 4 tt bzw.

173 AC(q,,S37 1 (#)) AC (q2,S%(9)) gilt.

EEI1,n
Wegen 170 und 174 ist Gleichung EOD.4 und nur diese an-
wendbar und wir erhalten
% j+1 k =
174 EQS(ST(q.,87" (#)),ST(q2,8"(9))) =51 4
EQS (ST (a4, 87 (#)) , ST (q2,85 1 (9))) .
Wegen “169 und *162 gilt
- j+1 k -

und dies, *174 und die Equivalenzeigenschaften von =2T1.d
14

ergeben

k-1 _
k-1

Daraus folgt nach %155 ST(q1,SJ(¢)) ~eI1.s ST(g2,S (#)).
’

EQS (ST (q+,S7 (#)) ,ST(q2,S

Nach Induktionsannahme c.ii) gilt
j=k-1 und

#175 (350 =>  ((Vie(l,...,3}) (NS @) =5py 4 TGS @) A
AC(1,S" @) =ppy o AC(G2,S @) )

Also gilt auch j+1=k, d.h. 3) ist erfiillt, und mit %175,

%171 und %173 gilt

%176 (4150 => ((¢iell,...,3+1}) (IN(q:,S (@) =11 IN(ga,ST (@) A
AC(@n,ST0)) =g, AC@a,S @) M),

d.h. 4) ist erfiillt.

Damit ist die Induktion unter c) geschlossen.
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d) ll<:__ll
Wir zeigen durch Induktion liber jeuwg
(Vj lkc‘“()) (VQU quCT\}l 1 ’a)
(¢ 5 3j=k A
6) (3>0 => ((ie{l,...,3}) (IN(g+,S" (@) =211.4 IN(q2,S"(f) A

AC(qq, S (@) AC(qa,S (@) ))))

“EI1,n
_ j & <K
=>  ST(q,87 (8)) ~ppq o ST(az,85 () ).

d.i) Induktionsanfang.

Seien j,kewp, j=k und q1,q2(-:TvI1 S
PAE rc

d.i.a) Sei j=k=0, d.h. SI(g) is S (§) is g.
Dann gilt nach Gleichung EO0D.1
EQS (ST(qq,#) ST (q2,8)) =ppq 4 tt

und nach *155 folgt daraus ST(q4.,¥) “MET1 .8 ST (qz2,9) .
14

d.i.b) Sei j=k=1, d.h. sJ(g) is s(9) is s(9).

Es celte 1IN(g4,S(¢)) k11,4 IN(g2,S(#))

und AC(g4,S(@)) “EI1,n AC(g2,5(¢)) .

Nach Lemma EQV.I1 und Korollar 12 gilt dann auch
IN(q.,S(#)) EQV IN(q2,S(#)) =ppq 4 tt und
EQN(AC(Q1 IS(¢) ) .AC(Q{z,S(Q’) )) EEI1,d tt.

Wir konnen daher Gleichung EOD.4 und E0D.1 anwenden und

erhalten
EQS(ST(q+,S(#)) ,ST(q2,8(#)) =1, 4 BOS(ST(q,#) ,ST(q2,8))
“gr1,4 ttr

woraus nach *155 folgt: ST(q+,5(@)) ~oTd s ST(g=2,S(¢)) .

d.ii) Induktionsannahme.
Die Behauptung gelte filir ein beliebiges, aber festes jeuwy

und fir alle keuwyg.

d.iii) Induktionsschluf.

Seien q1,qchTI1 a’ kewpg und es gelte j+1=k und



%177 (¢ie (1, ...,5+1}) (IN(q1,S(9)) pr1. g Ma2,870)) A

AC(q+, ST () =pp; | AC(az,S (§)) ).

Dann gilt natiirlich auch j=k-1 und
(3>0  => ((Vie{l,...,3}) (IN(@:,5 () =g, 4 N@z,5 @) A
AC(qr,S @) =pp, . AC(@2,S @) 1)),

woraus nach Induktionsannahme d.ii) folgt:

k-1

ST(q,,ST(#)) ~ypy o ST(q2, 8T (@)) .

©11,s
Wegen ¥162 gilt damit auch
%178 QS (ST(q,,S7 (#)),ST (q2,8%7 (9))) = tt.

EI1,d
Aus “177 folgt mit Lemma EQV.I1 und Korollar 12 speziell
j+1

(§)) EQV IN(qa,S°(9)) = e und

N v EI1,d

EQN (AC (q4,S7 1 (#)) ,AC (g2, ¥ (9))) te.

“EI1,d

Wir konnen Gleichung EOD.4 anwenden und erhalten

#179 B80S (ST (qx, 87 (1)) ST (a2, 85 (90)) =) 4
EQS (ST (q+,87 (9)) , 8T (2,857 () .

Aus *178, ®179, Transitivitit von “EI1,d und aus *155 folgt

J+1 ~ k
ST(q+,S7" " (#)) ~ppq, g ST(2,57 ().

Damit ist die Induktion unter d) geschlossen.[j

Lemma TK.I2

Beh.: (Vse{dis,nat,array,stack})(Vt1,t2cTz,I1 s)
) 14

t2)

(t1 t2 = t,

“EI1,s “E12,s

Bew. :

Durch Fallunterscheidung ilber die Sorten seSuS0uS1.

a) s=dis.

I2 ist t-konsistent auf I1 bzgl. dis nach Korollar 5.

b) s=nat.
Dieser Fall verliuft vollig analog zu b) aus dem Beweis

von Lemma TK.I1.
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c) sef{array,stack}.

Wir wollen zeigen, daB die Voraussetzungen von Lemma 18 er-
fiillt sind. Dabei gehen wir von folgenden Uberlegungen aus:
Durch die Hinzunahme der restlichen }0-Operationen NEWST,
PUSH, POP und TOP und deren definierenden Gleichungen zu

I1 entstehen in I2 neue "contexts of interest". Bei der
Bestimmung des array- und stack-Anteils der t-Kongruenz
~MET2 kann man, da I2 i- bzw. t-vollstdndig auf I1 ist, alle
o=-wurzelnden Subterme, oce {NEWST,PUSH,POP,TOP}, eines Kon-
textes ct bis auf einen, der die Variable enthdlt, durch
dquivalente Terme aus I1 ersetzen. Flir diesen letzten Sub-
term t, gibt es dann eine Gleichung (L,R)€E}0 und Belegun-

1 :s [} .
gen b,b Bel(TfIZ’L’R)’ sodaf fir alle t,t eTZI1,s' mit

s'e{array,stack} gilt:

to[t/xl,] is int (L) und  to[t'/xl,] is int,,(L).
Jetzt kann man intb(L) bzw. intb.(L) durch intb(R) bzw.

intb.(R) ersetzen und es gilt

ctt/x1,] = ct[int, (R)/int, (L)) bzw.

EI2,d b
ctt'/x1,] =p12,d ctint . (R) /int , (L) ] .

Die rechts stehenden Terme sind, da ja durch die Ersetzung

auch der letzte o-wurzelnde Term in ct durch einen JI1-Term

substituiert wurde, dis-Terme aus TTI1' Wenn man zeigen

(R)

kann, daB int intb,(R) gilt, dann weiB man

b “EI1,s"

auch, daB

ct[int, (R)/int, (1) ] 12,4 ctint,, (R) /int_, (L)]
gilt und damit

1 = ' /g

ct[t/x1,] =E12,4 ctlt'/xl.].
Wir wollen die oben angestellten Uberlegungen formalisie-
ren, indem wir die Hilfsbehauptung *180 zeigen. Dabei steht
*A fiir: t ist Subterm von int, (L) und intb,(L) entsteht

aus intb(L) durch einmaliges ersetzen von t durch t'.
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*180 (Vs'c{arrax,stack'})(Vt,t'cTs‘I1 s,)

(1819 (t “EI1, s’ t A

(V(L,R)e{EYO.S,...,EVU.12})(Vb,b'cBel(TvIz,L,R))

((*A A intb(R),intb.(R)eT )

2.1

=> int, (R) intb.(R)))

b "EI1
=> «kﬂxixux§12,s')-cgi1(s',dis))(ct[t/x;,] =p1o g Ctlt'/x3])) .

c.1) Beweis von *80.

Wir geben zundchst ein Verfahren zur Ersetzung der meisten
o-wurzelnden Subterme in den dis-Kontexten fiir s'-Terme

an und untersuchen dann die {ibrigbleibenden dis—-Kontexte.

c.1.1) Sei s'e{array,stack}, sei

ctcCOI(ZIZ,s')—CYI1(s',dis) mit ct is o(tq,tz2),

oe {EQN, EQA, INDEX ,EQS} und t4,t2 seien zur Stelligkeit von
. " g

o passende Terme aus ?EIZ(X)' Sei xs. Subterm von tk fiir

ein festes ke {1,2}. Dann enthdlt t3—k keine Variable und

wir wenden die Punkte c¢.1.1.1) bis c.1.1.3) auf o(t,,tz) an.

c.1.1.1) Falls t keine Operationssymbole aus {NEWST,PUSH,

3-k
POP,TOP} enthdlt, dann benenne t3—k in té—k um und fahre

fort mit ¢.1.1.3), andernfalls fahre fort mit c.1.1.2).

c.1.1.2) t enthdlt Operationssymbole aus {NEWST,PUSH,POP,

3~k
TOP} . Dann gibt es nach den Lemmata N.I2, A.I2 oder S.I2

: L - L] L] -
einen Term t3—kCTZ12' sodaB t3_k ZET2 t3__k und t3_k ent
hdlt keine Operationssymbole aus {NEWST,PUSH,POP,TOP} mehr.

in o(t4,t2) durch t! und fahre fort mit c.1.1.3).

Ersetze t 3-k

3-k

c.1.1.3) Ersetze in tk alle Subterme 1 von tk’ die x;. nicht
als Subterm haben, in denen jedoch Operationssymbole aus
{NEWST , PUSH, POP,TOP} vorkommen, durch die nach den Lemmata
N.I2, A.I2 und S.I2 existierenden, zu = %ﬂz—équivalenten

Terme t', die nur noch Operationssymbole aus )I1 enthalten.
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Der so entstandene Term heiBe tﬁ.

Das Verfahren endet hier und wir haben einen Kontext
o(t},t2)eCOI()I2,s"') erhalten, sodaB gilt:

(VeeTorq o) (ot t2) [t/x10] =5y g o(ti,t3) [t/x1]) .

c.1.2) Fiir s'e{array,stack} kann man die Menge

CoIr(yr2,s')-C ,dis) in zwei disjunkte Teilmengen zer-

y11(s’
legen. Sei n(o(t},t})) die Anzahl der in o(t},t3)eCOI(}I2,s"')
vorkommenden Operationssymbole aus {NEWST,PUSH,POP,TOP}.

Wir definieren
C1(s'):={0(t1,tz)cCOI(ZIZ,s')—CZI1(s',dis)ln(o(t%,ti))=0} und
C2(s'):={o(t1,tz)eCOI(ZIZ,s')—CZI1(s',dis)In(o(t%,té))>0},
wobei o(t},t3) das Resultat der Anwendung des Verfahrens
c.1.1) auf o(t,,t,) bezeichnet. Es ist
COI(EIZ,S')—CZI1(s',dis)=C1(s')uC2(s‘).

Wir machen eine Fallunterscheidung iiber Ci(s'), i=1,2.

c.1.2.1) Es gilt fiir alle s'e{array,stack} und fir alle

t,t'eTZI1,S, mit t “EI1, s t'

(Vo (ta,t2)eCl(s')) (0(tq,ta) [t/x30] =pp, g o(td, ) [t/x],]
=£12,4 o(t%,té)[t'/x;.]
=512,4 o(t1,t2)[t-/x;.]).

Dabei gilt die mittlere i-Kongruenz aus folgenden Griinden:

Wegen n(o(t},ts))=0 ist O(t%,té)ccw11(s',dis). Mit

t t' gilt o(ti,t) [t/x1.] *E11,4d o(t%,ti)[t'/x;.]

“EI1,s'
und der Rest ist Lemma 7.
Fiir den Teil C1(s') der Kontexte gilt ¥180 also unabhingig

von den Aussagen {iber die Gleichungen E}0.8,...,E20.12.

c.1.1.2) Fiir den Teil C2(s') zeigen wir jetzt
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*182 (Vs'el{array,stack}) (Vt,t'eTy 0 o)

(#183{(t ~pyq g0 & A
(V(L,R)e {(E}0.8,...,E 0.12}) (Vb,b'eBel (T y5,L,R))

((*A A int (R),intb,(R)eTﬁI1)

b
=> intb(R) ~“ET1 intb.(R)))

=>  (Vo(ty,tz2)eC2(s") (o (ta,ta) [t/x00] =gy g oltasta) [£7/x0]))
durch Induktion iiber die Anzahl n(tﬁ) der im Subterm ti
von o(tj,t3) vorkommenden Operationssymbole aus {PUSH,POP,
TOP} fiir ein beliebiges, aber festes ke {1,2}; dabei haben
wir ausgenutzt, daB es genau ein ke {1,2} gibt, sodaB
n(ﬂ(t;,tg))=n(t£) und daB NEWST nach Anwendung von c.1.1)

in o(t},t)) nicht mehr vorkommt.

.1.2.2.1i) Induktionsanfang.

Sei s'e{array,stack}, t,t'eTZI1,s. und sei o(t},t3)eC2(s'")
mit n(o(t%,té))=n(té)=1. Es gelte *183.
Sei to der o'-wurzelnde Subterm von ti, o'e {PUSH,POP,TOP},
der x;, als Subterm enthdlt. Dann kommen in allen anderen
echten Subtermen von to[t/x1,] bzw. to[t'/xl,] nur noch
Operationssymbole aus ;. I1 vor. Jetzt gibt es eine Gleichung
(L,R)e{E}0.8,...,E20.12} und Belegungen b,b'CBel(TZIZ,L,R),
sodaB int, (L) is to[t/x1,] und int_,(L) is to[t'/x1.],
d.h. (L,R) ist anwendbar und wir erhalten

to[t/x1.] =g, gn to1 bzw. to[t'/x2.] “p12,s" tozr
wobei s"€{nat,stack}, tos is intb(R), toz is intb.(R) und

t°1 ,tozGTZI1'S,,. Nach *183 ist to1 MEI‘I,S" toz.

Jetzt gilt nach SE von ZR12

olta,ta) [6/x10] =g, g olti tl) [t/x,]

=p12,d o(th,t3) [toq/to])

EEIZ,d O(t%rté)[toz/to]

=E12.4 o(t%,té)[t'/x;.]

Tpra g O (tast2) [E'/x2, ],
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Dabei gilt die mittlere i-Kongruenz, weil mit toq ~BEI1.s" toz
4
und o (th,t3) [tor/to] 0 (th,t3) [toa/to]eTrr, |
Lo r-
auch o(ti,t3) [tor/to] =ppq q olti,t2) [toa/to]

und nach Lemma 7 o(t},ts) [to1/to] =p1o.g (i, t2) [toa/to].

c.1.2.2.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte filir alle s'e({array,stack} und fiir al-

le o(t4,t2)eC2(s') mit n(o(t%,té))=n(t£)=m, wobei mew be-

liebig, aber fest ist.

c.1.2.2.iii) InduktionsschluR.

Sei s'e{array,stack}, seien t’t'eTZI1,s" sei o(t),tl)eC2(s"')
mit n(o(ti,t5))=n(t))=m+1 und es gelte *183.
Die m+1 o'-wurzelnden Subterme, o¢'e {PUSH,POP,TOP}, von ti
haben alle x;. als Subterm, d.h. sie bilden eine Kette.
Sei t, der kleinste o'-wurzelnde Subterm von t!, d.h. fir
alle o"-wurzelnden Subterme t§ von ti mit o"e {PUSH,POP, TOP}
gilt: to ist Subterm von t§.
In allen echten Subtermen von to[t/x1,] bzw. to[t'/xl,]
kommen dann nur noch Operationssymbole aus 2.I1 vor. Jetzt
gibt es eine Gleichung (L,R)€{E}0.8,...,E20.12} und Bele-
gungen b,b'eBel (Typ,,L,R), sodaB int, (L) is to[t/x;,]
und int., (L) is to[t'/x;,], d.h. {(L,R) ist anwendbar und
wir erhalten

to[t/x;,] “ET2,s" tion bzw. to[t'/x;.] =p12,s" tozs
wobei s"e({nat,stack}, tos is int (R), to: is int,,(R) und

to1,t02€T Nach *183 ist ton1 NEI1,S" toz-

s I1,s"”
Jetzt gilt nach SE von ZR12
*184 o (tq,tz) [t/x1.] Zp12,q o (tirtd) [t/x3,]

=p1o.g O (tirtd) [toq/to] und
*185 o(ta,ta2)[t'/x1,] Zpr2,q o (ti.td) [t'/x1,]

EEIZ,d a(t},ts) [toa/to]
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Wir machen eine Fallunterscheidung iber die Sorte

s"e {nat,stack}.

PRI .e "w__ = =~ -—
c.1.2.2.iii.a) Flir s"=nat folgt wegen “EI1,n""EI1,n und Lem

ma 7 aus toi1 to2 auch tg1 EEI2,n toz und die SE

“EI1,n
von =n., liefert
#186  o(ti,t1) [tor/to] = 1, 4 o(ti,td) [toz/to].

Der Rest ist Symmetrie und Transitivitdt von =R12 g Zusam-
14

men mit *184, *186 und *185.

c.1.2.2.iii.b) Fiir s"=stack definieren wir
g{tYy,th) = o(t;,té)[xg"/to]. Es ist o(t},t%)eC2(s") und
n(t£)=m. Damit gilt
o(tq,tz) [t/x1,] “E12,d o(t;,ta)[t/x;.]
=512.4 o(ti,t3) [toq/to]
is o(t?,tg)[to1/x;"]

EEIZ’d Y (t!l'ltg) [tOZ/Xg"]

is o(ti,t3) [toa/to]

EEIz,d G(t;rté) [t'/xél]
EEIZ,d O(t1lt2) [t|/x;l]’
Die mittlere i-Kongruenz gilt wegen n(t£)=m nach Indukti-

onsannahme c¢.1.2.2.ii).

Damit ist die Induktion unter c.1.2.2) geschlossen und mit

c.1.2.1) und c.1.2.2) wurde gezeigt, daB *180 gilt.

Wenn wir also zeigen kOnnen, daB die Gleichungen E} 0.8 bis
EY0.12 die Bedingung %181 erfiillen, dann wissen wir nach
%180, daB die Voraussetzungen von Lemma 18 erfiillt sind.
Daraus konnen wir dann auf die t-Konsistenz von I2 auf I1

bzgl. der Sorten array und stack schlieBen.



C.

2) s=array.
2 L} < H P L]
Seien t,t eTZI1,a mit t EI1,a t'.

Seien (L,R)e{E}0.8,...,E)0.12} und b,b'eBel(TYIz,L,R) mit
t ist Subterm von intb(L) und intb,(L) entsteht aus intb(L)
durch einmaliges ersetzen von t durch t'. Seien

int, (R),int R)eT

b b'( YI1,s

Dann ist je nach Gleichung t bzw. t' entweder Subterm von

, mit s'e{nat,stack}.

b(x;) (bzw. b'(x;)) oder Subterm von b(xi) (bzw. b'(xi))
fiir i=1,2. Wir berilicksichtigen E}0.11 zundchst nicht.

Da flir alle (L,R)e{E}0.8,...,E}0.10,E}0.12} intb(R) und

intb.(R) yI1-Terme sind, die sich héchstens darin unter-
scheiden, daB in intb.(R) t' an Stelle von t in intb(R)

vorkommt, gilt nach SE von ~BET1 mit passendem

s'e {nat,stack}

1ntb(R) ~EI1,S' 1ntb.(R).

Fiir Gleichung E}0.11 gilt speziell R is # wund damit

g is int _(R) intb,(R) is ¢

b “EI1,n

unabhdngig von den Belegungen b und b'.

Damit ist #181 fiir die Sorte array gezeigt.

.3) s=stack.

Seien q1,q2€TTI1 a’ r1'r2€TTI1,n und es gelte
) r il

ST(q1,r1) ST(qzlrz)'

“EI1,s
woraus nach Lemma K.STACK.I1 sofort r; p11.n Y2 folgt.
14
Nach Lemma N.I1, Lemma 9 und SE von “EI1 gilt fiir alle
quZI1,a und fiir alle rCTZI1,n
; » J ~ j
@jewy) (x =ppqy [ STWH) A ST(q,r) ~ppy o ST(q,S7 ().
Daher ist es zuldssig, nur noch Terme ST(qi,ri) mit

rie{Sj(¢)|jew0} fiir i=1,2 zu betrachten.

Wir zeigen ®181 durch Fallunterscheidung iiber die Gleichun-



gen (L,R)ef{E’0.8,...,EY0.12}.

. " 1 1 2 — N 1 1 2 1
c.3.1) (L,R) is PU(SF(xa,xn),xn) = bT(AS(xa,S(xn),xn),S(xn)).

Seien b'b'CBel(Tilz’

L,R) mit b(x;) is g1, b'(x]) is gz,
b(xﬁ) ig rq, b'(x%) is r2 und b(x2) is b'(x2), b(x;)eTYI1,n'
Sei ry is S7(¥) mit jew,. Dann gilt nach Lemma K.STACK.I1
r, is sJ(g) und
*187  3>0 => (Wie{(l,...,3}) (N(@,S @) =, dIN(qz,Sl(G)) A

AC (4,8t (@) AC(q2,S5(9)) ).

EEI1,n
Wir missen zeigen, daB
stas(an, 7 @) ,b62), 87 0) ~py o STAS (2,57 @) bix2)) 5T ()

gilt; dazu unterscheiden wir {iber 7j.

c.3.1.1) j=0.
Nach Punkt 1) von Korollar EQ.NAT.I1 gilt EN(S(®),S(9)) =p11 g Ft
Wir k&nnen Gleichung E1.8 und E1.11 anwenden und erhalten
IN(AS(qz,S(ﬂ),b(Xg)),S(ﬂ)) und
AC(AS(q4,S(#) ,b(x2)),S(4)) *EI1,n b (x2) =ET1,n
AC(AS(Q2,S(¢),b(Xg)),S(ﬁ))-
Mit j'=1 folgt daraus nach Lemma K.STACK.I1

ST(AS(q+,S(#) /b (x2)),S(@)) ~pry  ST(AS(q2,S(8) b (x2) ,5(0)).

c.3.1.2) j>0.
Nach Punkt 1) von Korollar EQ.NAT.I1 gilt

EQN(SJ+1(¢),Sj+1(¢)) tt. Wir kdnnen die Gleichungen

“EI1,d
E1.8 und E1.11 anwenden und erhalten
% j+1 J+1 - -
m(as(q2,87" @) b x2),87 @) und
b I+ j+1 = =
189 AC(AS(ar,s)" ) bx),ST B =ppy [ bOR) =y |
ac(as (a8 @) b)), 7 @)

Nach Lemma K.NAT.I1 gilt
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. . j+1 i _
(Vie(1,...,3}) (BON(sT (@), 8 (9)) =y 4 £5),

d.h. wir kénnen Gleichung E1.9 j-mal anwenden und daher gilt

!,

*190 Wiefl, naessd))
(1N (A (a+,87" 1 (9) b (x2)) 8T (9) =y, 4 IN(gr, 8T (9))
*E11,d IN(qz,Si(ﬂ))
“EI1,d
IN(AS (q2,87 7 () ,b(x2)), 87 (1) ),
wobei die erste und letzte i-Kongruenz jeweils nach Gleich-
ung E1.9 und die mittlere i-Kongruenz nach *187 gilt.
Wir kOnnen auch Gleichung E1.12 j-mal anwenden und erhalten
%191 (Yie{1,...,3})

(ac (as (q4,87* 1 (@) b (x2)) s (1)) AC(qq,s%(9))

EI1,n
AC(qz,S™ (#))

EI1l,n

=EI1,n
AC (aS(q2,87% () b (x2)) 8T () ),

wobei die erste und letzte i-Kongruenz jeweils nach Gleich-
ung E1.12 und die mittlere i-Kongruenz nach *187 gilt.
Mit 188 bis *191 haben wir gezeigt

(3+1>0 => (Yie{1,...,J+1})

3+1 g b)), s @) A

(W @as(ar, 87 @) b x2),8" @) =, NOBS(Ga,S

ac@s(a, s @ b)) s @) =y, L ACBS@,sT @ beR) st e ),
woraus nach Lemma K.STACK.I1 folgt

ST@S (1,87 @) b x2), 87 @) oy STBS (2,87 @) b)) 7 (@)

Damit gilt unter den angegebenen Voraussetzungen

int, (R) int, , (R) fir (L,R) is E}0.8.

“EI1,s

.3.2) (L,R) is POP(ST(x],#)) = ST(x1,#).

Seien b,b'eBel (T ,L,R) mit b(x;) is g4 und b'(x;) is q»

SI2
und r, is @, r, is @. Fir die Subterme ST(g,,@) von
intb(L) und ST(g>,#) von intb.(L) gilt nach Voraussetzung

von c.3)
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int, (R) is ST(qg1,9)

. ST(q2,9) is int . (R).

~/
EIl,s

c.3.3) (L,R) is POP(ST(X;,S(XA))) = ST(x;,xﬁ).

Seien b,b'eBel(TYIz,L,R) mit bi(x!) is g1, b‘(xé) is qa2

1

a

und r4,r; i_S_ Sj+1 ((3) mit j@wo, d.h. b(X;l),b'(x;l) &_S_ SJ (@) .
Dann gilt flir die Subterme ST(q1,SJ+1(¢)) von intb(L) und
ST(qz,SJ+1(¢)) von intb,(L)

j+1

ST(q,,S ST (q2,57% 1 (9))

@) ~g1q,s
nach Voraussetzung von c.3). Nach Lemma K.STACK.I1 folgt
(Vie{l,...,3+13) (IN(q.,S* (¥)) sy IN(q2,S (#)) A
14
AC(q+,S () =ppq , AC(q2,87(#)) )
und natilirlich erst recht
(350 => ((Vie{1,...,3}) (IN(q,,S (@) = IN(gz,S" (#)) A
EI1,d
i _ i
AC(g4,S (@) =EI1,n AC(gz2,S (#)) ))).
Daraus folgt nach Lemma K.STACK.I1 wiederum

int, (R) is ST(qs,S7 () ~ ST(q2,87(9)) is int,, (R).

EI1l,s

c.3.4) (L,R) is TOP(ST(x1,#)) = §.
Seien b,b'eBel(TZIz,L,R) mit b(xé) is g4, b'(x;) is g2,
rs is § und r, is @#. Dann gilt

intb(R) is ¢ ~ g is intb.(R).

EI1l,n

i

i 1 1 1 1
c.3.5) (L,R) is TOP(ST(xa,S(xn))) AC(xa,S(xn)).
Seien b,b'eBel (T« ,,L,R) mit b(x1) is g4, b'(x}) is g2
L:[Z a I a E—
und seien r.,r2 is S]+1(ﬂ) mit jewy, d.h.
b(x1),b' (x1) is S (P). Nach Lemma K.STACK.I1 gilt wegen
j+1>0

(Vie{l,...,3+1}) (IN(a+,87(8) =1, 4 IN(qa,S" (M) A

i _ i
AC(g1,57(8)) =EI1,n AC(g2,S7(#)) ).
Also gilt speziell
j+1 j+1
AC(q+,87" 1 (9)) =g, | AC(aa,sTT ().

Mit Lemma 9 folgt daraus

. ; j+1 j+1 (o

inty (R) is AC(qs,S87" (#)) ~pry | AC(q2,577 (#) is int, (R).
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Damit ist die Fallunterscheidung unter c.3) beendet. Es
gilt *181 flir die Sorte stack, d.h. daB nach *180 die Be-
dingungen von Lemma 18 erfiillt sind. Somit ist I2 t-kon-
sistent auf I1 bzgl. stack. Aus a) bis c) folgt, das I2

t-konsistent auf I1 ist. []

Jetzt wissen wir, daB IMPL die beiden Korrektheitskriterien

ii) und iii) der Definition 44 erfillt.

Korollar T.ERW.I1

Beh.: I1 ist t-Erweiterung von SP1.
Bew. :
Der Beweis verlduft vo6llig analog zum Beweis von Korollar

T.ERW.SPO.[J

Korollar T.ANR.IZ2

Beh.: 1I2 ist t-Anreicherung von I1.

Bew. :
Analog zum Beweis von Korollar T.ERW.SPO zeigt man, daB I2
t-Erweiterung von I1 ist. Nach Definition gilt

SI2 = SuSOuS1 = {dis,nat,array,stack} = SI1,

also ist I2 speziell t-Anreicherung von I1.[]

Es bleibt zu zeigen, daB IMPL R-korrekt ist. Die Hauptarbeit
wird dabei darin bestehen, die Relationen AﬁuEO,s und NEI2,s
zu charakterisieren. Zundchst machen wir jedoch die Beobachtung,

daB die i- und t-Kongruenzrelation von SP0 iibereinstimmen.

Lemma KAT.SPO

Beh.: SP0 ist kategorisch, d.h. (Yse{dis,nat,stack})

(Vt,,tzeTZUm,s)(t1 t, <=> t, t2) .

—d ~
~“EVEO, s EuEOQ, s
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Bew. :

"=>"  Gilt nach Lemma 9.

"<="  Durch Fallunterscheidung liber die Sorten seSuS0.

a) s=dis.
Fiir dis gilt die Behauptung nach Definition von NEUEO'

Siehe auch die note nach Lemma 2.2.4. in [HR 79].

b) s=nat.

Der Beweis zu diesem Unterfall verlduft vdllig analog zu

Punkt b.2) im Beweis von Lemma TK.I1.

c) s=stack.

Seien t1'tZCTYUXO,S mit t4 “EUEQ, s ta.

Seien n,m,j1,...,jn,k1,...,kmewo die nach Lemma S.SP0 und

N.SPQ existierenden Zahlen, fiir die gilt

£q pU(...PU(Ns,sj’(g)),...,sjn(ﬂ))=:t;

“EVEOD, s

ta PU(...PU(Ns,sk‘(ﬂ)),...,skm(ﬂ))=:t5.

“EUVEO, s
Wir zeigen indirekt, daB m=n und (Vie{1,...,n})(ji=ki)

gilt. Dazu benttigen wir die Hilfsbehauptung
*192 (Vnewo) (Vra, ..., rneTy 5q ) (Ymewy) (msn =>
POP(..(POP(PU(..PU(NS,r4),..,Yn))..) EEUEO,S PU(..PU(NS,r1),..,rnﬂm) ),
m-mal
die man leicht durch Induktion {iber n und m zeigen kann,

was wir aber hier aus Platzgriinden unterlassen.

Angenommen, es ist n#m bzw. o.B.d.A. m<n. Dann gilt

EQS(M(t1) wwm) lw(tz) cee)) EEUEO,d
m-mal m-mal

BQS (POP (.. .POB(£4) +..) ;POP (.. .POB(t3) ...)) Zpypg g
m-mal m-mal

BOS (PU(...PUNS, ST (9)),...,8Inm(g)) NS) =g po o fE

nach SE von *192 und nach Gleichung E0.3, die wir

~EUEOD’

anwenden konnen, da n-m>0 und somit
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PU(...PU(NS,S7 ' (#)),...,sTn"m(g)) iz NS
gilt. Andererseits gilt

BQS(POF (- s BOE(Ea) « o - sBOR < 1 POB(ta) « 2 ) ) Epypg, g
m-mal m-mal

EQS (POP (...POP(t%)...) ,POP(...POP(t2)...)) =g pg 4
m-mal m-mal

EQS (NS,NS) ZEUEO . d tt

nach SE von #192 und Gleichung EO0.1.

=EUEQ’

Wir haben also einen Kontext

ct:=EQS(POP(...POP(X;)...),POP(...POP(tz)...))eruvo(s,dis)
m-mal m-mal P

gefunden, sodaB wegen der Konsistenz von SP0 gilt
1 1
ct[t1/xs] *Equ,d ct[tz/xs].
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung t, AEUEO,S ta;

also muB n=m sein.

Angenommen, es gibt ein ie{1,...,n}, sodaB ki¢ji. Dann gilt

BEQN (TOP (POP(. . .POP(t4) ...)) ,TOP(POP(...POP(t2) ...))) EEUEO,d

(n-i)-mal (n-i) -mal
E@me%Hw(“.Kwuﬂ)“.n,nanw(”.mmﬂay.d))EE
R e [ UEO,d
(n~i) -mal (n—-i) -mal

EQN (TOP (PU(. . .PU(NS,S7" (@), ..., (@),
1 i =
TOP(PU(...PU(NS,Sk (¢)),...,sk @))) =puEo,d
Ji i -
BN (s71 (g) , %1 () =ity 5
nach SE von =g .o, *192, Gleichung E0.7 und Punkt 2) von
Korollar K.NAT.SPO. AuBerdem gilt

EQN (TOP (POP (. . .POP(t4) ...)) ,TOP (POP(...POP(t4)...))) ZEUED d tt
S — N ) ’
(n-i) mal (n-i) -mal
nach Reflexivitdt von EEUEO,H und nach Korollar 10.

Damit haben wir einen Kontext
ct:=EQN(TOP (POP(...POP(t,) ...)),'IOP(POP(...POP(x;) ...)))E C)TUY.O (s,dis)

(n-1)-mal (n-i)emal
gefunden, sodaB wegen der Konsistenz von SP0 gilt

1 1
ct[t1/xs] *Equ,d ct[tz/xs].
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung t4 =~ t,.
EVEOQ, s

Also muB gelten (Vie{],...,n})(ki=ji).
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Damit gilt dann

t PU(...PU(NS,Sj1(¢)),...,Sjn(Q))

EEUEO,S
is PU(...PU(NS,sk‘(a)),...,skm(a))

ZguEQ,s t2r d-e-d..

Aus a), b) und c¢) folgt, daB SP0 kategorisch ist.[]

Als nichstes zeigen wir, daB jeder kanonische stack-Term in I2
i-kongruent zu einem pointer/array-Paar aus kanonischen array-

und nat-Termen ist.

Lemma NF.I2

Beh.: (Vn,jq,...,Jn€wo)
. J j _
(PUSH(...PUSH(NEWST,S” " (¢#)),...,S°(g)) “E12,s
ST(AS(...AS(NA,S(g),s21(g)),...,s™(g),s ™ (g)),s™(g)) )
Bew. :

Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber n€wg.

i) Induktionsanfang.
Sei newy, n=0. Dann gilt
PU(...PU(NS,S8T " (¢)),...,5I°(g)) is NS und
ST(AS(..AS(NA,S(9),S"(g)),..,s™(9),s3P(g)),s"(#)) is ST(NA,f).

Nach Gleichung E)0.7 agilt NS = ST (NA,d) .
EI2,s

ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes neuwy.

iii) InduktionsschluB.
Seien j4,+..sJnsJn+1€wgy. Dann gilt
PU(PU(...PU(NS,87"(8)),...,87™(#),s7™* " (g)) 12,8

PU(ST(AS (... ASOR,S(#),87 @), ...,S° (@) ST (@) ,S2 (@) ST (@) =,
ST(AS (AS(...AS(NA,S (9),87 (@) ,..,s@) 87 (@) s (@), 877 (9)) 8™ (@)

nach Induktionsannahme ii), SE von EEIZ und Gleichung E}0.8.

Damit ist die Induktion geschlossen. []
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Die Charakterisierung des stack-Anteils der t-Kongruenz von I1

in Lemma K.STACK.I1 gilt entsprechend fir I2.

Lemma K.STACK.IZ2

Beh.: (Vq1 'qzeTTIZ,a) (Vr1 ,rzeTSﬁIz’n)
(ST(q1 ,r1) NEIZ,S ST(qz,rz) <=>

( 1) 1, : A

EEIZ,n
2)  ((Fjewg) (ry =p1, o sT(g) A 3>0) => ((Vie{1,...,3})

(2.a) IN(q:,8T () =1, 4 TN(Ga,ST(B)) A

2.b) AC(q4,ST(#)) = AC(g2,ST(8)) )))))

EI2,n
Bew.:

Seien q1er€T712 5 und r1,rzeTTI2 - Nach Lemma A.I2 und N.I2
] 14 a4 r

gibt es q%,qieTFIz,a und j1,jz2€wg, sodaB flir i=1,2 gilt

= ' = Jl
9; ®g12,a 9 und ry Sgp,n SN

Daraus folgt nach SE von ZET12 fir i=1,2
13 = v j i

193 ST(qg;,r;) =pg, o ST(4{,S (),
wobei ST(qJ?_,SJi([JJ))eTTI1 5"
Nach Lemma 9 folgt aus %193 fiir i=1,2

3 ' J i
194 sT(q,,r,) ST (q; .S +(#)) .

NEI2,S

Wegen der Transitivitdt von ~ET2 gilt mit *194 auch

%195 ST(q4,r4) ST{gasra) <=>

“EI2,s

] j1
ST(q4,57" () ~pry o

Aufgrund der t-Konsistenz von I2 auf I1 und nach Lemma 10 gilt

ST(q4,872(9)).

%196 ST(q}, 87" (#)) ~yr, o ST(a,872())  <=>

ST(q4,s97 (¢)) ST(g4,872 () .

~EI1,S
Lemma K.STACK.I1 liefert

197 ST(q},87"(#)) ~p, o ST(gs,872(#)) <=>
r

H j 1 = j
198 {( 3) s’7(¢) “EI1,n S”2(¢) A

) (@jewy) (ST10) =gy | ST (B A 3>0)

(Vie(l,...,30) AN (a}, 81 () =g, 4 IN(a3,80 (@)

>

AC(at, st (#) =pp, | AC(as,sT(®) ))).
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An dieser Stelle bendtigen wir die

Hilfsbehauptung: I2 ist kategorisch bzgl. nat, d.h. es gilt

(vt1 ’ tzPTv ts <=> t;, tz) .

s12,n ¥ Sgmaon “EI2,n

Der Beweis verlauft analog zum Beweis der Kategorizitdt von
SP1 bzgl. nat unter b.1) und b.2) des Beweises von Lemma

TK.I1.

Damit haben wir fiir se {dis,nat} und t1,tzeTﬁI2 = folgende
g1 ,11dt 12,

Situation
,
t1 Zppq,g T2 5> ta gy o b2
.2||
\% . ﬂ5
t1 Zg1y,g t2 <=> ta ~ppy o ta
Es gilt

1 weil I1 kategorisch bzgl. dis und nat ist, wobei letz-
teres unter b) des Beweises von Lemma TK.I2 gezeigt
wurde,

2 nach Lemma 7,

3 nach Lemma 10 und

4 nach unserer Hilfsbehauptung und weil I2 per definiti-
onem kategorisch bzgl. dis ist.

Also gilt

(Vse {dis,nat}) (Vta,t26Typy ) (1 Zppy ot <> tq S, o ta)

und damit auch

*199  (¥198 <=>

(30 8T =, L8P A

1) (@deug) (811 =g, L STW@) A 3500 o

(Vie(l,....3) ON(q}, 8" (@) =5, 4 IN(ad,S (@) A

AC(q),ST (@) = ac(ql, st @) n.

“EI2,n

In 3') und 4') kénnen wir fiir i=1,2 g} und sJi(g) durch die

EEIZ—équivalenten q; und rs ersetzen. Die Gililtigkeit der
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Behauptung folgt dann aus *195, %196, *197 und *199 und

dem gerade Gesagten.[]

Das ndchste Lemma besagt, daB in I2 zwei stacks, deren pointer
an die gleiche Stelle zeigen und deren Inhalt "unter" dem poin-
ter gleich ist, als verhaltensgleich angesehen werden, unab-

hdngig von ihrem Inhalt "iber" dem pointer.

Lemma ST.I2

Beh. : Vk,n,j1,...,Jn€wy) (k<n =>

ST(AS (.. .AS(NA,S(9),877(9)), ..., 8™ (9), ST (9)) ,S°(B)) ~pp, o

ST(AS(...AS(NA,S(g),S3(¢),...,s5),s7k @) ,skw)) )
Bew. :

Durch Fallunterscheidung iiber kewg.

Seien k,n,jq,...,jn€wg. Wir kiirzen ab:
an:=AS(...AS(NA,S(¢),S) " (g)),...,s™(#),sIP(F)) und

a, :=AS(...AS(NA,S(9),57 " (1) ,...,s5@) ,sTk@)).

a) k=n.
Es ist ST(an,Sk(¢)) ;E_ST(ak,Sk(ﬁ)) und die Behauptung

gilt hier nach Reflexivitdt von “EI2,s"

b) k=0, k<n.

Es gilt Sk(Q) is # und nach Lemma K.NAT.I2 und Korollar

13 gilt qzcho)(Sk(¢) 12 .1 Sj(a) A 3>0).

Daher ist Punkt 2) von Lemma K.STACK.I2 nicht anwendbar

aber nach Punkt 1) desselben gilt ST (an,¥?) 12 s ST(ak,G).

c) 0<k<n.
Man kann leicht durch Induktion zeigen, daB
. i B _ i

AC(ay,S" (@) )

i _ 34 -
AC(an,S™(#)) =g,  S7H(@) =p1, |
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gilt, jedoch unterlassen wir den Beweis aus Platzgriinden.

Damit sind die Bedingungen von Lemma K.STACK.I2 erfiillt

und es gilt ST (an, S5 (9)) ST(ak,sk(g)). i

“EI2,s

Wir zeigen jetzt, daB zwei kanonische }u)0-stack-Terme genau
dann unter EQS gleich sind, wenn sie identisch sind, und zwar

sowohl in SPQ als auch in I2.

Lemma K.S.SPQ

. . ) .
Beh. : (Vm1,m2,j},...,j% v 33032 ewq)
e 1 m2

(1 (my=my A (Vie(l,...,m}) (31=32)) =>
mS(PU(...PU(NS,sz(ﬁ)),...,Sjl;H(ﬂ)),

PU(...PU(NS,ij(ﬁ)),...,Sj’?lz(ﬁ))) ZEUEO,d Et) A

2)  (((my=mp A (Jie{l,...,m4}) (j{#33)) & my#mz) =>

BEQS (PU((. . .PU(Ns,sjq (@), ...,sjﬁ11 @),

PU(...PU(NS,S)3 (9)),...,S0M2(g))) = wopg,q EE)
Bew. :
ad 1) Durch Induktion iiber mj€ewg.
1.i) Induktionsanfang.

Sei m4=0 und mycwy Mmit m;=m,.

Dann ist {1,..:,m1}=¢ und fir i=1,2

PU(...PUS, 831 (9)),...,sTMi(g)) is Ns.

Nach Gleichung E0.1 gilt EQS (NS,NS) EEUEO,d tt.

1.1ii) Induktionsannahme.
Die Behauptung gelte filir ein beliebiges, aber festes mjeuw

und filir alle maewy.

1.iii) InduktionsschluB.
Seien mz,j:,...,j$1,j%1+1,jf,...,j;26w0 und es gelte
mi+1=m> und (Vi€{1,...,m1+1})(j{=j?).

i i
Fiir i=1,2 sei  sti:=PU(...PU(NS,S77(g)),...,S Mi(g)).
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P
Es gilt st2 im NS und PU(st1,5Imi+1(g)) is Ns.
.1 s 2
Nach Lemma K.NAT.SP0 gilt EQN (s m.+1(g),sIm,(g)) = tt,
EVEQ,d
d.h. wir k&nnen Gleichung E0.4 anwenden und erhalten
<
J‘ -+ =
EQS (PU(st1,S- 1(¢)),it2) . =EVEO,d
j1 jm ’1 =
EQS(st1,PU(...PU(NS,S ' (d)),...,S"M2"1(g))) “EUEO,d tt,
wobei die letzte i-Kongruenz wegen m,=m,-1 und

(Vie{1,...,m1})(j;=j;) nach Induktionsannahme 1.ii) gilt.
Damit ist die Induktion unter ad 1) geschlossen.
ad 2) Durch Induktion lber m,ewg.

2.i) Induktionsanfang.
Sei m,=0 und mz,j?,...,jizemo mit m2>0.
Es sei sti:=PU(...PU(NS,Sj%(¢)),...,Sj%i(ﬁ)) fir i=1,2.
Dann ist stl is NS wund st2 ;g’NS. Nach Gleichung E0.2
gilt daher EQS(st1,st2) EEUEO,d ff.
Flir m,=m,=0 ist die Prdmisse von 2) falsch, denn es gilt

Fie(1,...,my}) (3{#3]), und die Implikation ist daher

richtig.

2.i1) Induktionsannahme.

Die Behauptung gilt filir ein beliebiges, aber festes m €uwj

und filir alle myewy.

2.1ii) InduktionsschluB.
Seien my,j4,-..,3" ,3. j%2,...,32 ewg. Es gilt
4 4 m1r.m1+1l I4 14 Mo 0

. 1
PU(st1,s7m +1(g)) i NS. Wir unterscheiden zwei Fille.

2.iii.a) mq+1=my A(ﬂie{1,...,m2})(j£#j§).
Dann ist auch st2 ig NS.
Sei Vi:={iewglie{l,...,mq+1} A ji#ji}. Es ist V#@.
Sei keV mit (V1eV) (1<k), d.h. k ist grdBtes Element in V.

Dann gilt (Vle{k+1,...,m1+1})(jizjf) und nach Lemma
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K.NAT.SPO gilt
j1 J?
. 1 i -
(Vle {k+1,...,mi+1}) (EQN (S L (F),S L (f)) “EUEQ,d L) .
Wir kSnnen daher Gleichung E0.4 (mi-k+1)-mal anwenden und

erhalten
21
EQS (PU(st1,5Tma+1(g)) ,st2) =EUEO . d
1 v 1 !
EQS (PU(...PUNS,s) (), ..., sTk(g)),

&2 + 2
PU(...PU(NS,SIT(g)),...,sk(g))) £F;

EEuEO,d
wobei die letzte i-Kongruenz nach Gleichung E0.5 gilt, die

wir anwenden kdénnen, weil mit i'#+92 nach Lemma K.NAT.SPO
Ik Ik

1 - 2
auch EQN (s7k (¢) , 87k (¢)) £ff gilt.

“EUEOD, d

2.iii.b) my+1#m,.
2.iii.b.1) my=0, d.h. st2 is NS.
Dann gilt nach Gleichung E0.3

21
EQS (PU(st1,s87M1+1 (¢)) ,NS) £f.

EEUEO,d

2.41i.b.2.1) mp>0 und j! =32 .

Es ist st2 is NS. Nach Lermma K.NAT.SPO gilt

+ 1 . 2
EQN(SJm1+1(¢),SJm2(¢)) tt, d.h. wir k&nnen

~EUEO,d
Gleichung E0.4 anwenden und erhalten
21
]m +1 =
EQS (PU(st1,S8- My (d)) ,st2) =EUE0,d
2 2
n J1 ]m —1 =
EQS(st1,PU(..PU(NS,S""(g)),..,s"M2=1(g))) =EUE0,d ££,
wobei die letzte i-Kongruenz wegen m,;#mz-1 nach Indukti-

onsannahme 2.ii) gilt.

L. v .
2.iii.b.2.2) m2>0 und ]m1+1¢jm2.

Es ist st2 ig NS. Nach Lemma K.NAT.SP0O gilt
£f,

.1 2
EQN (SIm4+1 (g) ,sIma (g)) “EVEO,d

d.h. wir kdnnen Gleichung E0.5 anwenden und erhalten

.1
EQN (PU(st1,s7mi+1(g)),st2) £F.

“EUEO,d

Damit ist die Induktion unter ad 2) geschlossen. []



Lemma K.S.I2

Beh.: (Vm1,mz,j1,...,j;1,j1,...,j;2€mo)
( 1) ((my=mz A (Vie{l,...,m})(3{=3F)) =>
BOS (PU(. . .U NS, S5 (9)) ..., 87 (),
PU(...PU(NS,Sj$(¢)),...,Sj§2(¢))) =E12,4 tt) A
2)  (((mqy=my A (3i€{1,.--,m1})(j;¢j§)) ® mqi#mz) =>
EQS(PU(...PU(NS,Sj1(¢)),...,Sj&1(¢)),
PUC...PUMS, ST @), ..., STMa@)) =y, o £6) )
Bew.:
ad 1)

1 e .2 § .
rJasee.rJ. €wg. Wir kilirzen ab:

.1 W
Seien m,,m s B
17 2’311 I_Jm1 m2

sti:=PU(...PU(NS,Sj%(¢)),...,Sjéi(ﬂ)) und

ai:=AS(...AS(NA,S(¢),Sj%(ﬁ)),...,Smi(¢),Sj$i(¢)) fiir i=1,2.
Es gelte m,=m, und (Vie{1,...,m1})(ji=ji).

Also gilt st1 is st2, al is a2 und s™ (g) is s™2 (g) .
Nach Lemma NF.I2 und SE von ZET12 gilt

EQS (st1,st2) EQS (ST (a1,8™ (@)),ST(a2,s™2 (g)))

“EI2,d
is EQS (ST (al,8™" (#)),ST(al,s™"(¢))).
Der letztgenannte Term ist bereits aus Typ4 4 und nach

Punkt 1) von Lemma EQ.STACK.I1 und nach Lemma 7 gilt
: my mi4 =
EOS (ST (al,8"" (#)),ST(al,s°" (1)) =g, 4 tt.

Aus der Transitivitdt von EEIZ,d folgt dann

EQS(st1,st2) tt, qg.e.d..

“EI2,d

Flir den zweiten Teil des Beweises verwenden wir auBer den

obigen Abkiirzungen auch noch
+ j
al':=As(al,s™" 1(ﬂ),sjm1+"(¢)) mit 31, qew und
1
2 _ 12
a2':=AS(...AS(NA,S(#),89 7 (g)),...,s"2 (g ,sIma-1(g)) .

ad 2) Durch Induktion liber miew.

2.1i) Induktionsanfang.

. . . .2
Sei m1=0 und seien mz,jf,...,jm euwq -
2
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Fir ms4=m2=0 ist die Prdmisse von 2) falsch, denn es gilt
(Hie{1,...,m1})(ji¢jf); damit ist die ganze Implikation

richtig.

Sei mz>0, d.h. es ist S"'(¢) is § und S"2(P) iz g.
Mit den Abkilrzungen von ad 1) ist

st1 is NS und st2 is NS.
Nach Lemma NF.I2 gilt

NS ST(NA,#) und st2 ST(aZ,sz(ﬂ)),

“EI2,s “EI2,s

woraus nach SE von folgt

“E12

EQS (NS, st2) = EQS (ST (NA, #) , ST (a2,S™2(g))) =ory g EE7

E12,d
dabei gilt die letzte i-Kongruenz nach Gleichung EOD.2.

2.ii) Induktionsannahme.
Die Behauptung gelte flir ein beliebiges, aber festes mieuwy

und fiir alle myewg.

2.1ii) InduktionsschluB.

. 1 « 1 o 1 2 « 2 :
waw .o € . E i
Seien my, 74, ljm1ljm1+1lj1l 'jmz w s gilt

+ 1
PU(st1,87M+1(g)) ig Ns.
Nach Lemma NF.I2 gilt
<1
PU(st1,87ma+1(g)) - sT(a1',s™* 1 (g)) und
14

st2 ST (a2,s™2(g)),

“EI2,s

woraus nach SE von fEIZ folgt

%204 EQS(PU(st1,s Mit1(g)),st2) Ern 3
EQS (ST (al1',s™ %1 (¢)),sT(a2,s™2(g))) .

Wir unterscheiden zwei Fdlle.

2.iii.a) m4+1=my, A (3ie{1,...,m1+1})(ji*ji)'

Dann gilt gkl

(@) iz ¢ und S"2(F) iz 4.
Sei V:={iewglie{l,...,m4+1} A ji¢ji}. V ist nicht leer.
Sei keV mit (V1eV) (1<k), d.h. k ist gr6Btes Element in V.

Dann gilt (Vle{k+1,...,m1+1})(jizjf). Man kann leicht durch
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Induktion zeigen, daB gilt
(Yle{k+1,...,m1+1})

v el 1 _
(IN(al1',S"(¢)) EQV IN(a2,S™ (¢)) “E12,4d Lk SR

EQN (AC (a1', ST (#)) ,AC(a2,87(9))) =, 4 tt).

Der Ubersichtlichkeit halber unterlassen wir den Beweis; es

ist jedoch klar, daB8 die arrays al' und a2 auf den letzten

m,-k+1 Stellen dieselben Eintr&ge haben.

Durch (m,-k+1)-malige Anwendung von Gleichung E0D.4 erhal-

ten wir
% S PR my &
205 EQS(ST(al',s™7" ' (#)),ST(a2,5 2 (#)) =1, 4
EOS (ST (a1',sX (9)),sT(a2,55(9))).
Ebenfalls leicht einzusehen ist, daR
i ol _ - k
' k = Jk
AC(al1',s7(@)) SE12,n S 2(¢) und
k _ Jk g
AC(a2,s” (#)) “EI2,n S-X(g) cilt.
Nach Lemma EQV.I1 und Lemma 7 gilt
v ok k =
IN(al',S"(¢g)) EQV IN(a2,S (@)) “E12,d tt und
nach SE von ZEI2 und Lemma K.NAT.I2 gilt
_— k -
EQN(AC(al1',s7(#)) ,AC(a2,5 (4))) %E12,d ff.
Damit sind die Bedingungen von Gleichung EOD.5 erfiillt und
es gilt
%206 EQS(ST(al',sX(9)),sT(a2,8%(9))) = £f
! r ! “EI2,d :

Der Rest ist Transitivitdt von =p., q mit *204 bis *206.
14

2.iii.b) mi+1#ma.
2.iii.b.1) m2=0, d.h. ST(a2,S"2(g)) is ST(NA,{).

Dann gilt nach Gleichung EOD.3

mt+1

*207 EQS(ST(al',s" ' (#)),ST(NA,@)) =, 4 ff-

L s
2.iii.b.2.1) m2>0 und jm1+1 3;2.
Es ist ST(a2,S">(f)) iz ST(NA,§). Es gilt
IN(at1',s™ ] tt und IN(a2,S™2(g)) =

Lt “EI2,d EI2,d

tt
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und damit auch nach SE von EEIZ und Gleichung E.5

(a1, s™ (@) BV 1N(a2, " (9)) =, 4 tt.
Ebenso gilt

ac(al’,$" @) =, - sTmr1g), ac(2, " @) =e12.n sinz (g)
und nach SE von “ET12

v Myt mo -
EQN (AC (al1',S (#)),AC(a2,5 “(¢))) “g12,4
im,+1 ) Sj% = tt
EQN (S 1 (g r 2(¢)) “EI2,d r
wobei die letzte i-Kongruenz nach Lemma K.NAT.I2 gilt.

Die Bedingungen von Gleichung EO0D.4 sind erfiillt. Es gilt
1

%208 EQS(ST(al',s™ "1 (g)),sT(a2,8™ (9))) “EI2,d
EQS(ST(a1',Sm1(¢)),ST(a2rSmi—1(g))) §E12,d
EQS (ST (al,8™" (¢#)) a2',s™27 1 (9))) “EI12,d
EQS (st1,PU(. ..PU(NS, sj:(ﬂ e, 8Imam (g))) ;EIZ,d +Ey

wobei benutzt wurde
1 Gleichung E0D.4,

2 TLemma ST.I2 liefert ST(a1',Sm1(¢)) ~BI2. s ST(a1,Sm1(¢))
r

and sT(a2,8™ " (g)) ~ sT(a2',s™7 " (g))

EI2,s

und dann kann man die SE von “ET2 und die Tatsache, daB

EEIZ,d=~EIZ,d ist, verwenden.

3 Lemma NF.I2 und SE von =R12

4 TInduktionsannahme 2.ii).

.iii.b.2.2) m3>0 und 31 +1

Es ist ST(a2,S™2(§)) is ST(NA,q). wie in 2.iii.b.2.1) gilt
w(at',s™* () EQv IN(a2,s™2(g)) =g g tt und
r 2
) 1+ - j& +1 2 - I
ac@l',SY M) =g, ¢ ST, AC(@2,8™ (@) =y, 4 ST(@).
Nach SE von ZET2 und Lemma K.NAT.I2 gilt
' m1+1 my -
EQN(ACfa1 (g)) ,AC(a2,S 2(¢)) k12,4
Jma+1 Jm =
EQN (S-°m1+1 (g) ,5-°M2(g)) “g12,d ff.
Die Bedingungen von Gleichung EOD.5 sind erfiillt. Es gilt

mq+1

209 EQS(ST(al',8"'" ' (§)),ST(a2,8"2(#))) =g, 4 ff.



|
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Die Giiltigkeit der Behauptunco folgt fiir 2.iii.b.1), 2.iii.b.2.1)
und 2.iii.b.2.2) aus der Transitivitdt von Sgp12 g 2usammen

’
mit %204 und jeweils ¥207, *208 bzw. *209.

Damit ist die Induktion unter ad 2) geschlossen. []

Jetzt haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um den Nachweis der
R-Korrektheit von IMPL zu flilhren. Wir zeicen die zur R-Korrekt-
heit &dquivalente Aussage (iv) des Theorems 1. Vorbereitend dazu
wird in den ndchsten drei Lemmata fiir die Sorten nat, stack und
dis gezeigt: wenn ein Term t in SPO zu einem kanonischen Term
i- bzw. t-kongruent ist, dann ist t in I2 zu demselben kanoni-

schen Term i- bzw. t-kongruent.

Lemma RK.NAT

. ] = j - = j
Beh.: (VteTrJU/v'O,n) (Vijewp) (t =EUEO,n S (@) > t “EI2,n S-(g))
Bew. :

Durch Induktion {iber das Gewicht w(t) der Terme teTZuTO "
= 14

i) Induktionsanfang.

Sei tcTy,Y mit w(t)=1, d.h. t is §.

:UL’:O r n
Nach Lemma K.NAT.SP0O, Korollar 10 und der Konsistenz von

SP0 wissen wir, daB es kein jewg, j>0, gibt, sodaB

g sJ (@) gilt. Die Gliltigkeit der Behauptung

=EUVEO,n
folgt fiir j=0 aus der Reflexivitidt von EEUEO,D und EEI2,n'

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gilt fiir alle tc-:T\ﬂU.\v,O n mit w(t)<n.
LN M

iii) InduktionsschluB.

Sei t€T§UFO,n

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von t zwei Fdlle.

mit w(t)=n+1, d.h. t ;g'ﬂ.

iii. i ! ni 'eT.,
iii.a) t i S(t") mit t 7uT0, 1
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Es ist w(t')<n und die Giiltigkeit der Behauptung folgt fiir
diesen Unterfall aus der Induktionsannahme ii) und der SE

und ~,

von ~ EI2°

EVEQ

iii.b) t is TOP(p) mit peTVUvO -
a yan g |

Wir zeigen durch Induktion iiber das Gewicht w(p) der Terme

peTTUTO & mit w(p)<n zundchst die Hilfsbehauptung
-4 Vo

1.

::210 (Vm,j1,...,ij(1)0)
j1 jm =
(P ~gygg,s FPU(---PUNS, S (F)),...,8°T(g)) =>

P 12, s PU(...PU(NS,S77(g)),...,sIm(g)) )

iii.b.i) Induktionsanfang.

Sei peTZUZO,S mit w(p)=1, d.h. p is NS.

Aus dem Punkt c) des Beweises von Lemma KAT.SP0 wissen wir,
daB es kein mew;, m>0, und keine j1,...,jmewo gibt, sodas

NS PU(...PU(Ns,sj1(a)),...,sjm(a)).

“EVE0, s
Die Gliltigkeit der Behauptung folgt dann mit m=0 aus der

Reflexivitdt von ~p pg o und ~poo oo

iii.b.ii) Induktionsannahme.
Sei kew fest mit k<n.

Die Behauptung gelte fiir alle peT-\ﬂUvo s mit w(p)<k.
LNl g

jii.b.1iii) InduktionsschluB.

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von p zwei Fdlle.

. ] 1 . ] '

iii.b.iii.a) p is PU(p',r') mit p GTZUZOIS und r CTXUZO,H'
Nach Lemma S.SP0, N.SPO und Lemma 9 gibt es m,j1,...,jmem0,
sodaB mit der Abkilirzung

pm:spu(...PU(Ns,sj‘(ﬂ)),..-,Sjm(ﬂ)) gilt

P' ~“EuE0,s Pm und w(pm)Sw(p ) .

Es ist w(p')<k und nach Induktionsannahme iii.b.ii) gilt



- 177 -

- ) —-—
P ~EUED,s Pnm =2 P EI2,s Pm’
woraus nach SE von ~EUEO und “EI2 folgt
E v ' - v = ' LAY '
211 PU(p',r") EVEO , s PU(pm,r ) > PU(p',r") EIzﬁ;PUqﬁVr)‘

Nach Lemma N.SP0O gibt es ein jm+1€w°’ sodas

r Sjm+1(¢) bzw. r'

Ad Im+1
EUVEO,n S (@) .

Es ist w(r')<n und nach Induktionsannahme ii) gilt auch

EEUEO,H

#3us b =E12,n Sjm+1(¢) bzw. ' ~E12.1 Sjm+1(¢).
Mit *212 und SE von ~EUEO und ~MET2 folgt aus *211
PU(D',2") ~pupo o PU(D ST T(g))  =>
PU(P' /') ~pry o PU(DL SITT(9)).

PR ] PRI * L] : t
iii.b.iii.b) p is POP(p') mit p eTfUZO,S'
Nach Lemma S.SPQ, N.SP0 und Lemma 9 gibt es m,j,,...,jmewo,

sodaB mit der Abkilirzung P wie in iii.b.iii.a) gilt

]
P' ~gyEo,s Pm Wnd wipp)swip').

Es ist w(p')<k und nach Induktionsannahme iii.b.ii) gilt

~ = '~
P EVEOQ, s Pn 5 p EI2,s Py
woraus nach SE von ~EUEOQ und ~ET2 folgt
- 1 - '
213 POP(p") ~pugg,s POP(Py) => POP(P') ~gpy o Pop(pm).

Wir unterscheiden nach m€wg.

iii.b.iii.b.17) m=0, d.h. p, is NS.
Jetzt gilt nach Gleichung E0.8 und Lemma 9

*214 POP(NS) NS

NEUEO,S
und nach Gleichung E}0.7, EY0.117 und nach Lemma 9

*215 POP (NS) POP (ST (NA,#) )

“EI2,s

ST (NA,Q) NS.

~

EI2,s ~f12,s

ii1i.b.1ii.b.2) ms0, d.h. < ;E'NS.

Nach Gleichung E0.9 und Lemma 9 gilt

o

%216 POP (p_) PU(...PU(NS,ST " (#)),...,sIm=1(g)).

“EUEO, s
Es gilt auch
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%217 POP(pm) lﬁxz s pop(sT(As(..AS(NA,s(g),sj‘(g)),..,sm(g),sjm(g)),sm(g))
2

2ty o ST@S(.ASow,S @), @), .., @ ,sm@) " @)

EI2,
iEIZ < ST@S(..as (A, S(9),877 (9)) .S @), s e) 8 )
A PU(...PUMS,S (@), ...,sTm(g))

EI2,s e ’ Foser ’

wobei benutzt wurde

1 Lemma NF.I2, Lemma 9 und SE von ~“E127
2 Gleichung E}0.10 und Lemma 9,

3 Lemma ST.I2 und

4 Lemma NF.I2 und Lemma 9.

Fir iii.b.iii.b.2.1) und iii.b.iii.b.2.2) folgt die Gliltig-
keit der Behauptung aus der Transitivitdt von ~ und
EVEO,s

~ zusammen mit *213 und *214 und %215 bzw. ¥216 und
EI2,s

*217. Damit ist die Induktion unter iii.b) geschlossen.

Nach Lemma S.SP0, N.SP0 und Lemma 9 gibt es m,j1,...,jmew0,
sodaB mit der Abkiirzung p, wie in iii.b.iii.a) gilt

P ~EVEO, s P uird W(pm)SW(p).

Nach *210 gilt dann auch

P “k12,s Pnm

und die SE von ~EUEO und “EI2 liefert

TOP (p) TOP(p,) => TOP(p) TOP (p_ ) -

~S ~
EUEQ,n EI2,n

Da SP0 und I2 kategorisch bzgl. nat sind, gilt auch

%218 TOP (p) TOP (p,) => TOP(p) TOP (p_ ) -

“EUEO,n SEI2,n

Wir unterscheiden nach mew.
iii.b.1) m=0, d.h. P is NS.

Dann gilt nach Gleichung E0.6

EEUEO,n ¢
und nach Gleichung E}0.7 und E}0.11

#219 TOP (NS)

TOP (ST (NA,f#)) = g.

#220 TOP (NS) ZE12.n

EEIZ,n

iii.b.2) m>0, d.h. Pn is NS.
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Dann gilt nach Gleichung EO0.7

¥221 TOP(p_) =p o n sIm(g) und es gilt

¥222  TOP(p) ;EIZ,n TOP (ST(AS (. .AS(NB, S(9) , 37 (@) , ..,s™@) ,s'm(g)),s™(®))
=1 ACS(..AS(A,S() 8 @), .., s @), 7)), s"@)
2 j
=pr2,n ST,

wobei benutzt wurde

1 Lemma NF.I2 und SE von Sp127

2 Gleichung E}0.12 und
3 Gleichung E1.11, die anwendbar war, da nach Punkt 1) von

Korollar EQ.NAT.I2  EQN(S™(#),s™(g)) tt galt.

EEIZ,n

Flir iii.b.1) und iii.b.2) folgt die Gliltigkeit der Behaup-

EEUEO,n und EEIZ,n zusammen

mit *218 und *219 und *220 bzw. *221 und *222.

tung aus der Transitivitdt von

Damit ist die Induktion geschlossen. []

Lemma RK.STACK

Beh.: (VteT ) (Vm,j1,...,jm€:mo)

L‘UEK) ' S
(t ~pipo, s PUC-..PUMS, 8T (@), ..., sPm(@) =
£ ~vppy,g PUC---PUMNS, ST (9)), ..o, 89m()))

Bew. :
Der Beweis verlduft analog zum Beweis von *210, wobei jedoch
die Beschrdnkung des Gewichts der zu betrachtenden Terme ent-
f4llt. Daher wird auch, um die ¥212 entsprechende Aussage zu
zeigen, nicht wie im Beweis von *210 die Induktionsannahme

ii) verwendet, sondern Lemma RK.NAT. []

Lemma RK.DIS

Beh. : (vtCTZUZO,d)(VtVC{tt’ff})(t EEUEO,d tv => t EEIZ,d tv)

Bew.:

Durch Induktion iiber das Gewicht w(t) der Terme teTVUVO a-
rs (a0



- 180 -

i) Induktionsanfang.
Sei tGTVUVO a mit w(t)=1, d.h. t is tt oder t is ff.
Lo 7

In beiden Fdllen folgt die Giiltigkeit der Behauptung aus der

ivita n = : = istenz von SPO.
Reflexivitdt wvon “EUEO, d und ET2,d und der Konsi

ii) Induktionsannahme.
Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte fiir alle tCTVUTO a mit w(t)<n.
NNV

iii) InduktionsschluB.

Sei tCTZUXO,d mit w(t)=n+1, d.h. t &g’tt und t ig‘ff.

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von t. Die Fidlle

PP . v : L
iii.a) t is xt mit t CTZUXO,d’
iii.b) t is t4 AND t, mit t1,t2€T7Uv0 3 und
LN L 14
iii.c) t is t, EQV t, mit t1't2€TVUVO a
/ yan vy 4
sind klar nach Vollst&dndickeit von SP0, Induktionsannahme

ii) und den Gleichungen E.1 bis E.6. Es bleiben zwei Fille.

iii.d) t is EON(t,,tz) mit t1'tchZUEO,n'

Nach Lemma N.SP0 gibt es j.,j2€wy, sodaB filir i=1,2
Sji(g)

t ZEUEO,n

gilt, woraus nach Lemma RK.NAT folgt

= Ji
t; Zg12,n ST
Wegen der SE von ZEUEO und Zp12 gilt damit auch
& = Ja J2 =

223 EON(ti,ta) =p pg g BQN(S7'(4),8°%(8)) =>

EQN (t4,t2) EQN(Sj1(¢),Sj2(¢)).

“E12,d
Die Gliltigkeit der Behauptung filir diesen Unterfall folgt
aus der Transitivitdt wvon EEUEO,d und EEIZ,d zusammen mit
*223 und Punkt 1) von Lemma K.NAT.SP0 und K.NAT.I2 fiir

j1=j2 bzw. Punkt 2) derselben Lemmata fiir j,1#j2.

s}

iii.e) t lé EQS(t4,tz2) mit t1,t2€TTUVO .
/Mo

Nach Lemma S.SP0, N.SPO und Lemma 9 gibt es
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. 1 2 .2 J .
m1,m2,31,...,jm1,j1,...,jmzemo, sodaB mit der Abkiirzung

. . l
sti:=pu(...PU(NS,s T (g)),...,sIMi(g)) fur i=1,2 gilt

t sti.

i “EUEO,s
Nach Lemma RK.STACK gilt daher auch fiir i=1,2

t sti.

i VEI2,s

Mit der SE von ~EUEO und ~R192 folgt daraus

EQS(t1,t2) ~ EQS(St1,St2) =>

EUVEO,d

EQS(tq.,t2 EQS(st1,st2)

) ~g12,d

bzw. wegen und

EVE(Q,d” "EVE0,d “g12,d4 "£12,4
%224 BOS(ti,ta) =p oo o BOS(stl,st2) => HOS(ty,ta) Zp, g BOS(stl,st2).

Jetzt gibt es zwei M&glichkeiten.

iii.e.1) Es gilt st1 “EUEO, s st2.
Dann gilt nach Lemma RK.STACK auch st1 ~EI2.s st2 und
s r
% b -
225 EQS(st1,st2) ZEUED, d EQS(st1,st1) ZEUEO, d tt und
e E :
226 EQS(st1,st2) “E12,d EQS(st1,st1) ZE12,d tt,

wobei benutzt wurde

1 SE von e~ und

EUEO “EUE0,d "EUVEO,d’
2 Punkt 1) von Lemma K.S.SPO,

3 SE von =~ und und

EI2 “E12,d "EI12,d
% Punkt 1) von Lemma K.S.I2.

iii.e.2) Es gilt st2.

st1 %uEo,s

Dann gilt nach Punkt c) des Beweises von Lemma KAT.SP0 und
wegen der Vollstdndigkeit und Konsistenz von SP0 entweder
mqi#m, oder (m;=my A (3ie{1,...,m1})(ji#ji)).

Nach Punkt 2) von Lemma K.S.SPQ0 gilt

*227 EQS(st1,st2) £

~EUE0,d
und nach Punkt 2) von Lemma K.S.I2 gilt

*228 EQS(st1,st2) =124 £,
4

Die Gililtigkeit der Behauptung folgt fiir iii.e.1) und
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iii.e.2) aus der Transitivitdt von = und :EI2,d zZu-

EVEO,d
sammen mit “224 und %225 und *226 bzw. ¥227 und *228.

Damit ist die Induktion geschlossen.[j

Lemma RK
Beh.: (Vse{dis,nat,stack})(Vt1,t2€TvuﬁO S)
LNy
(t1 ~pupo,s t2 = Y1 ~pra,s F2)

Bew.:

Durch Fallunterscheidung {iber die Sorten seSuS0.

a) s=dis.
Seien t1,tz€’1‘xuzold und t, “EUEO,d t2 bzw. t;4 EEUEO,d
Da SP0 konsistent und vollstdndig ist, gilt

1
(3tvc{tt,ff})(Vle{1,2})(ti EEUEO,d tv).
Flir dieses tv gilt nach Lemma RK.DIS und wegen der Voll-
stdndigkeit und Konsistenz von I2
(vie {1,2}) (t; 12,4 tv),

und damit auch t; t, bzw. t, ts.

“EI12,d “EI2,d

b) s=nat.
Seien t1't2€TZUYO,n mit t4 NEUEO,n ta.
Da SP0 kategorisch ist, gilt auch

t, ts.

EUEO,n

Nach Lemma N.SPO gibt es ein jew;, das nach Korollar 10

und Lemma K.NAT.SP0 eindeutic ist, sodaB

» J
t1 ZpyEo,n S () -
Dann gilt auch
ta s7 (¢)

“EUEO,n
und nach Lemma RK.NAT folgt daraus, daf fiir i=1,2

¢ s1(g) .

i :EIZ,n

Wegen der Transitivitdt von gilt t4 =

“EI2,n

woraus nach Lemma 9 folgt ts “EI2 . n ta.
4

ta.
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c) s=stack.

Selen,t1't2€TZuXO,s und es gelte t, “EUEO, 5 ta.

Nach Lemma S.SP0O, N.SPO0 und Lemma 9 gibt es m,j1,...,jmcw0,

die nach Punkt c¢) aus dem Beweis von Lemma KAT.SPQ eindeu-

tig sind, sodaB fiir i=1,2 gilt

t PU(...PU(NS,Sj1(¢)),...,Sjm(ﬂ)).

i TEUEO,s
Nach Lemma RK.STACK gilt damit fiir i=1,2

t PU(...PU(Ns,sj’(ﬂ)),...,sjm(¢>)

i "E12,s

bzw. nach den Aquivalenzeigenschaften von “EI2.s
’

ta. U

t1 ~g12,5

Korollar RK.IMPL

Beh. : IMPL ist R-korrekt.

Bew. :

Die Giiltigkeit der Behauptung folgt aus Lemma RK und aus

Theorem 1.[]

Korollar T.IMPL

Beh.: 1IMPL ist eine T-Implementierung von SP0 mit Hilfe
von SP1.
Die Glltigkeit der Behauptung folgt aus den Korollaren

T.ERW.I1, T.ANR.IZ und RK.IMPL.I]
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4. Analyse

4.1. Vergleich der Implementierungskonzeote

Die Vergleichsm&glichkeiten des Konzeptes der T-Implemen-
tierungen mit dem EKP-Konzept der I-Implementierungen sind
begrenzt, da EKP nur Spezifikationen ohne bedingte Axiome
betrachten. Ein Vorteil des EKP-Konzeptes ist die klare Tren-
nung von Syntax und Semantik. Demgegeniiber ist die Bestimmung
der "zusdtzlichen Operationen", also der Menage Y0D und der da-
zugehdrigon Axiomenmendge EQD bei den T-Implementierungen nicht
mehr rein syntaktisch m&glich. Jedoch deutete sich im Beispiel
3.2.4. bereits eine L&sungsmdalichkeit an:

Wenn wir annehmen, daf es flir praktische Zwecke ausreicht,

als "zusdtzliche Operation" ein Gleichheitsprddikat EQ.s

flir jede Sorte s zu spezifizieren, dann k&énnen wir folgendes

festlegen:

- Wir betrachten nur noch t-Spezifikationen, die fiir jede
Sorte s ein Operationssymbol EQ.s:s s - dis mit den fol-
genden Eigenschaften besitzen:

(Vt,t'eTi’s)(t EE,s t' <=> EQ.s(t,t") EE,dis tt).

- Auf der syntaktischen Ebene fordern wir filir die (schwache)
T-Implementierung:
y0D:={EQ.So]S0€50} und
EOD:={(L,R) | (L,R)eE) 0N L/2 ist EQ.so-wurzelnd A EQ.s,e}0D}.

Damit sind }0D und EOD syntaktisch klar festgelegt.

Die Einschrdnkuna, nur solche t-Spezifikationen zu betrachten,
die fiir jede Sorte ein durch Axiome spezifiziertes Gleichheits-
prddikat besitzen, scheint uns eine natlirliche zu sein. Der
Nachweis dieser Eigenschaften wurde fiir EQV im Lemma EQV.I1

und flir EON in den Korollaren 9 bis 13 gefiihrt, war jedoch

nicht fiir alle Sorten in allen betrachteten Spezifikationen
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notwendig. Der Beweisaufwand wiirde also durch eine solche Ein-
schrdnkung vergroéfert.

Durch die Hinzunahme der zusdtzlichen dis-Operationen zur ersten
Implementierungsebene k&énnen wir auch nicht mehr allein durch
eine syntaktische Bedingung wie in [EKP 79a) (sh. das Lerma
5.1. unter 3.1.4.) garantieren, daB die erste Implementierungs-
ebene eine (t-)Erweiterung der implementierenden Spezifikation
ist. Das entsprechende Ergebnis, das in Lemma 16 formuliert
ist, ist schwdcher und betrifft nur die t-Vollstdndigkeit der
ersten Implementierungsebene.

Es sollte an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden,
daB diese Einschrdnkungen in der Verwendung der terminalen Al-
gebrasemantik wurzeln, nicht aber in der Wahl des T-Implemen-
tierungskonzeptes.

Im Anhang von [EKP 79a] findet sich ebenfalls ein Implementie-
rungsbeispiel, daB die Implementierung von stacks durch poin-
ter/array-Paare behandelt, wobei jedoch ein error handling
stattfindet, auf welches in 3.2.4. aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit der zu flihrenden Beweise verzichtet wurde. EKP gehen
beim Korrektheitsnachweis ihres Beispiels, der nicht sehr de-
tailliert gefiihrt ist, einen anderen Weg; sie benutzen ihre
Kenntnis mathematischer Modelle der beteiligten Datentypen und
zeigen die RI-Korrektheit und die Erweiterunagseigenschaft von
IMPL2 auf IMPL1 durch Angabe von ) -Homomorphismen zwischen den
Modellen und den jeweiligen i~Semantiken und durch Angabe der
"Abstraktionsfunktion" a:A' - B; dabei ist A'=h(TZSPEC0) das
Bild des ) u; 0-Homomorphismus h:TTSPECO - A in dem mathemati-
schen Modell A von IMPL2 und B ist das mathematische Modell
von SPECO. o entspricht dem }y)0-Homomorphismus REP aus 3.1.4..
In [P 79] wurde ein anderer Weg des Korrektheitsnachweises fiir

die I-Implementierungen von EKP gew&hlt, und zwar der Korrekt-
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heitsnachweis durch ausschlieBlichen Gebrauch kanonischer Term-
algebren (CTA's). Dabei geht Padawitz von der Uberlegung aus,
daB der Korrektheitsnachweis {iber mathematische Modelle davon
abhdngt, daB der Desicgner des Datentyps diese Modelle kennt
und somit schwerlich automatisierbar ist. Andererseits ist die
(i-) Semantik einer Spezifikation immer durch eine kanonische
Termalgebra darstellbar. Padawitz weist darauf hin, daB [P 79]
einen experimentellen Charakter hat und keine endgililtigen Re-
sultate beinhaltet. Er verifiziert seine Uberlegungen exem-
plarisch am Beispiel der bereits aus [EKP 79a] bekannten Im-
plementierung von stacks durch pointer/array-Paare.

Das EKP-Konzept kann mdchtiger werden, wenn es auf initial zu
interpretierende Spezifikationen im Sinne von Definition 21,
die bedingte Axiome zuldBt, erweitert wird, was meines Erach-
tens ohne Schwierigkeiten m&glich ist.

Die T-Implementierungen sind als Konzept einer Beschreibungs-
sprache fiir abstrakte Datentypen ebenso geeignet wie die I-Im-

plementierungen von EKP.

4.2. Die terminale Algebrasemantik in der Anwendung

Der Nachweis der T-Implementierungseigenschaften in 3.2.4.2.
war zugleich ein erstes gr&Beres Anwendundgsbeispiel fiir den
Ansatz der terminalen Algebrasemantik. Es hat sich dabei ge-
zeigt, daB die Bestimmung der t-Kongruenzrelation meist schwie-
riger ist als die Bestimmung der i-Kongruenz. Man muB sich da-
mit behelfen, daB man die t-Kongruenz mit Hilfe der i-Kongru-
enz charakterisiert, wie etwa in Lemma K.STACK.I1 cgeschehen.
Diese Charakterisierung entspricht der "Interpretation von

Gleichheitsoperatoren" in [GHM 76a], Abschnitt 4.4..
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Die Haupthilfsmittel in den Beweisen unter 3.2.4.2. waren:

1) Verwendung von algebraisch spezifizierten Gleichheitspréa-
dikaten,
2) Kenntnis kanonischer Terme und

3) Vollstdndigkeits- und Konsistenzeigenschaften der bheteilig-
ten t-Spezifikationen.
Das Vorhandensein der Sorte dis und die Notwendigkeit, Voll-
stdndigkeitsnachweise zu fiihren, brachte zwar zus&dtzliche Be-
weislast, hatte aber auch erhebliche Vorteile, denn die alge-
braisch spezifizierten Gleichheitsprddikate und die Vollstdn-
digkeits— und Konsistenzeigenschaften ermdglichten prédzise
Korrektheitsaussagen; so wurde zum Beispiel im Beweis von Lem-
ma KAT.SPO gezeigt, daB zwei stack-Terme t, und t, genau dann
i- bzw. t-kongruent sind, wenn sie zu demselben kanonischen
stack-Term i-kongruent sind. Verschiedene kanonische stack-Ter-
me sind also Reprdsentanten verschiedener EEqu,stack—Kongru_
enzklassen, und damit ist der Bezug zu den kanonischen Term-

algebren hergestellt.

4.3. Offene Probleme

Wie bereits in [EKP 79a] gesagt, ist die detaillierte Ausfiih-
rung des Nachweises der Korrektheit der (I-)Implementierungen
fiir Spezifikationen realistischer GroB8e kaum von Hand zu be-
wdltigen. Dies gilt mit Sicherheit auch flir die T-Implementie-
rungen, denn selbst unser einfaches Beispiel erforderte in die-
ser Hinsicht bereits einen enormen Aufwand. Damit taucht schon
die Frage auf, ob die zu filhrenden Beweise maschinell unter-
stitzt werden kOnnen.

Die Fragen, ob eine t-Spezifikation konsistent, vollstdndig,
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t-Erxrweiterung oder t-Anreicherung einer anderen t-Spezifikation
ist, sind jedoch im allgemeinen nicht entscheidbar. Es milissen
also Kriterien gefunden werden, die diese Fragen flir viele prak-
tische Fdlle beantwortbar machen und die maschinell nachzuwei-
sen sind. Ein Beispiel daflir ist der Knuth-Bendix-Algorithmus
[KB 70], mit dem in vielen F&dllen die Eigenschaft der eindeuti-
gen Terminierung fiir z.B. die aus der Axiomenmenge einer Spezi-
fikation gebildete Rewrite-Rule-Menge nachgewiesen werden kann.
Flir den Korrektheitsnachweis im terminalen Fall haben sich
grundsdtzlich nur vier verschiedene Arten von Beweisen ergeben:
- Konsistenzbeweise,

- t-Konsistenzbeweise,

Nachweis der R-Korrektheit und

t-Vollstadndigkeitsbeweise

(wobei die ersten drei noch zu einer Gruppe von konsistenzdhn-
lichen Beweisen zusammengefaBt werden kOnnen).

Erstere kodnnen durch eine Erweiterung des KBA unterstilitzt wer-
den, wdhrend fiir die ndchsten beiden noch jegliche Kriterien
fehlen. Die t-Vollstédndigkeit 148t sich fast immer auf die
i-Vollstdndigkeit zurilickfihren.

In [EKP 79b] werden syntaktische Kriterien angegeben, die fiir
Spezifikationen SP und SP' ohne bedingte Axiome mit SSP=SSP',
LSPC)SP' und ESPSESP' in vielen Fdllen entscheiden k&nnen, ob
SP' i-vollstdndig auf SP ist. Solche Kriterien werden auch

fir Spezifikationen mit bedingten Axiomen gesucht, wobei SSPSSSP'
zugelassen werden sollte.

Von Interesse sind auch weitergehende Untersuchungen {iber Kom-
position von T-Implementierungen, analog zu den Untersuchungen
in [EKMP 80], und die Erweiterung des T-Implementierungskonzep-

tes auf parametrisierte Spezifikationen.
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5. Index der Definitionen und Satze

Dieser Index soll dem Leser das Nachvollziehen der Beweise er-
leichtern. Definitionen (D) und Theoreme (T) sind nach Nummern
und Korollare (K), Lemmata (L) und Sadtze (S) nach Nummern bzw.

lexikographisch nach ihren mnemonischen Namen geordnet.

Seite
D 1 Signatur 7
D 2 3Y-Algebra 7
D 3 Term, Termalgebra 8
D 4 Unteralgebra 9
D 5 Einschré&nkung, A'X' (S,Y) -Anteil 9
D 6 J-Homomorphismus 9
D 7 gef 10
D 8 -Epi-, ) -Monomorphismus, idA 10
D 9 Jy-Isomorphismus 11
D 10 AlgZ 11
D 11 initiales, terminales Objekt 11
D 12 Y-Kongruenz, KonA, SE 12
D 13 Quotientenalgebra 13
D 14 = 13
D 15 ). -erzeugt ' 13
D 16 Variablensignatur, Variablentermalgebra 14
D 17 Subterm, echter Subterm 14
D 18 Variablenmenge, var 15
D 19 Gleichungsterm, GltZ,s 15
D 20 wvgl 15
D 21 ©Spezifikation, SSPEC, )SPEC, ESPEC 16
D 22 3Yuy', Y=Y'", Kombination 17
D 23 Belegung, Interpretationsfunktion, Bel(A), 17

Bel(A,t), Bel(A,t,t")



24
25
26
27
28

29

30
31
32
33
34
35
36
37

38

39

40

41
42
43
44
45
46

47

- 190 -

().,E) ~Algebra, SPEC-~-Algebra, SPEC~-Anteil

AlgV,E

~“E

Quotiententermalgebra

i-abstrakter Datentyp, i-Semantik
i-Erweiterung, i-Anreicherung, i-vollstdndig,
i-konsistent

t-Spezifikation

t-Kombination

vollstdndig, konsistent

Kontextkategorie C:., Kontext
yan

ZIN, SPEC v

t-MOdZ,E' t-Impx,E

t-abstrakter Datentyp, t-Semantik, t-Modell
t-Implementation

kategorisch

t-Erweiterung, t-Anreicherung, t-vollstdndig,
t-konsistent

w(t), t is t'

Syntax der schwachen T-Implementierung
Semantik der schwachen T-Implementierung
T-Implementierung

R-korrekt

o-wurzelnd, Wurzel

COI (Y,s)

Seite
18
19
19
20
21
21
23
23
23
23
24
24
25
25
26

28

28

29

30
59
60
61
61
130

131
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Seite

1 61
1 11
2 20
3 20
4 22
5 27
6 29
1 10
2 11
3 12
4 13
5 18
6 20
7 20
8 25
9 5
10 25
11 25
12 26
13 27
14 27
15 67
16 68
17 131
18 132
A.I1 103
A.I2 117
A.SP1 93

EQ.STACK.I1 139



[ =

=

EQV.I1
KAT .SPO
K.NAT.I1
K.NAT.I2
K.NAT.SP
K.NAT.SPO
K.NAT.SP1
K.S.12
K.S.SPO
K.STACK.I1
K.STACK.IZ2
NF.IZ2
N.I1

N.I2
N.SPO
N.SP1

RK

RK.DIS
RK.NAT
RK.STACK
S.I2
S.SPO
ST.I2
TK.I1
TK.IZ2
TK.SPO
TK.SP1
TV.I1
TV.I2

TV.SPO

- 192 =

Seite
129
161
123
123
122
123
123
171
168
144
165
164
103
106

83

87
182
179
175
179
118

81
167
133
150
128
128
106
121

102



TV.SP1
V. I1
V.I2
V.SP
V.SPO

V.SP1

10
11
12

13

EQ.NAT.I1
EQ.NAT.I2
EQ.NAT.SP
REM. SP1
REP
RK.IMPL
T.ANR.I2
T.ERW.I1
T.ERW.SPO

T.ERW.SP1

T.IMPL
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Seite
102
103
119

80
85

98

10
20
28
30
30
30
124
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125
125
125
125
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128
126

96

65
183
161
161
129
129
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