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Abstract

In this paper we add a concept of implementation of abstract

data types (adts) by adts in terminal algebra semantics to

the notions o f  terminal algebra semantics o f  adts, which are

introduced in [HR 79]. Our concept corresponds to that of
initial implementations of adts described in [EKP 79a]. We
give a l s o  a correctness proof o f  a T-implementation o f

stackgnat) by array!nat‚nat) a s  an application example-

for the methods developed in [HR 79].

As in [EKP 79a], the implementing data type is extended in

'two steps, called SORT—IMPLEMENTATION and OPERATIONS—IMPLE-

MENTATION, to take over the tasks o f  the implemented type.

These two steps are syntactical constructions. The semantics'

of the T—implementation concept is layed down in the EXTEN-

SION- and RESTRICTION—step. A third step o f  the initial case,

called IDENTIFICATION, is not necessary here for reasons

which result from the use of the terminal algebra semantics

and which are explained in this paper. As in [EKP 79a], the
concept of T—implementation distinguishes syntax, semantics

and c o r r e c t n e s s .

Kexwords

AbstraCt data types, terminal algebra semantics, T-implemen—

tations, conditional axioms, correctness proofs, t—extensions,

t—enrichments, consistency, completeness, t—consistency,

t—completeness, context categories.
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1. Vorbemerkungen

1 .1 .  Einleitung

Aus den verschiedenen Ansätzen zur Spezifikation abstrakter

Datentypen haben sich die algebraischen Ansätze, welche einem

syntaktischen Spezifikationsschema implizit eine Semantik,

die als heterogene oder mehrsortige Algebra aufgefaßt wird,

zuordnen, a l s  die wichtigsten herausgeschält. Man kann diese

impliziten Ansätze in zwei Gruppen aufteilen; e s  existiert

zum einen

— die initiale Algebrasemantik abstrakter Datentypen, die

vor allem auf Guttag [Gut 75], Liskov und Zilles [LZ 74],

[Zil 74] und auf die ADJ-Gruppe [ADJ 77] zurückgeht

und zum anderen

— die terminale Algebrasemantik abstrakter Datentypen, wie

sie von Wand in [Wan 78] und insbesondere von Hornung in

[H 79] und von Hornung und Raulefs in [HR 79] beschrieben

wurde.

‚Hornung betrachtet in [H 79] Spezifikationen abstrakter Daten-

typen, die gegenüber [ADJ 77] um bedingte Axiome erweitert

wurden, überträgt die meisten in der initialen Algebrasemantik

existierenden Konzepte in die terminale Algebrasemantik und

fügt neue Ergebnisse für beide Ansätze hinzu.

In dieser Arbeit soll ein Konzept für die Implementierung von

abstrakten Datentypen durch abstrakte Datentypen dem Ansatz

der terminalen Algebrasemantik hinzugefügt werden. Als Vorlage

dient das Implementierungskonzept, das Ehrig, Kreowski und Pa—

dawitz (EKP) in [EKP 79a] in initialer Algebrasemantik für

Spezifikationen ohne bedingte Axiome entwickelt haben.

Nach den Vorbemerkungen des ersten Kapitels werden im zweiten

Kapitel die mathematischen Grundkonzepte der initialen und

terminalen Algebrasemantik angegeben, eine Notation für Spezi-



fikationen eingeführt und die Unterschiede des initialen und

terminalen Ansatzes an einem einfachen Beispiel veranschau—

licht. Im dritten Kapitel folgt auf die Übersicht über einige

der vorhandenen Implementierungskonzepte dann die Angabe des

Konzeptes der T—Implementierungen. Am Beispiel der T-Implemen-

tierung von stacks durch pointer/array—Paare wird außerdem

verdeutlicht, wie der Begriffsapparat des terminalen Ansatzes

"arbeitet". Im vierten Kapitel wird abschließend ein Vergleich

des I—Implementierungskonzeptes von EKP mit dem T-Implementie-

rungskonzept angestellt und auf noch zu lösende Aufgabenstel—

lungen hingewiesen.



1 .2 .  Technische Vorbemerkungen

Die in dieser Arbeit verwendete Notation wird i n  diesem Ab—

schnitt vorgestellt.

1 .2 .1 .  Symbole für loqische Operatoren

Es werden die folgenden Quantorsymbole verwendet werden:

V Allquantor ’ "für alle . . . "

3 Existenzquantor "es gibt ein . . . "

% eindeutiger Existenzquantor "es gibt genau ein . . . " .

Es werden folgende Symbole für logische Operatoren verwendet:

(‚l - Klammern

—q Negation "nicht . . . "

=> Implikation "wenn ... dann . . . "

<=> Äquivalenz " . . .  genau dann, wenn . . . "

A Konjunktion " . . .  und . . . "

V“ Disjunktion " . . .  oder . . . "

$ Antivalenz "entweder ... oder . . . "  .

Für logische Operatoren gilt in logischen Ausdrücken folgende

Prioritätenliste:

(5) <.) '
(5) —q

(4) => und <=>

(3) A

(2) v

(1) $ ,

wobei Operatoren mit höherer Priorität stärker binden als sol—

che mit niedrigerer Priorität.



1 .2 .2 .  Mengensymbolik

Es bezeichnen

wo : =  {0‚1‚2‚...} die Menge der nicht—negativen ganzen Zahlen,

w := {1‚2‚3‚...} die Menge’der positiven ganzen Zahlen.

Sei new und seien A‚A1,...,An Mengen. Dann bezeichnen

fpcA)  := {B IB  ist Teilmenge von A} die Potenzmenge von A,

; A : =  A1x...xAn : =  {(a1‚...,an)l(Vie{1‚...‚n})(aieAi)}

_ das kartesische Produkt von A1‚...‚An‚

{j} Ai : =  A1u...uAn : =  {al(aie{1‚...‚n})(aeAi)}

die Vereinigungsmenge von A1‚...‚An‚

{2} A : =  A1n..4flAn : =  {al(Vie{1‚...,n})(aeAi)}

die Durchschnittsmenge von A1,...‚An‚

A“ := {a1...an|(Vie{1‚...‚n})(aieA)}

die Menge aller Worte über A der Länge n und zweideutig

An := {(a1‚...,an)l(Vie{1‚...‚n})(aieA)}

die Menge aller Listen fiber A der Länge n ,

A+ : =  33% An

die Menge der nicht—leeren Worte (Listen) über A und

A* := K_j An die Menge aller Worte (Listen) über A.
n e w o

Für n=0 sei

(a1‚...‚an) := () die leere Liste (das leere Tupel),

a , . . . a n  : =  A das leere Wort,

n
X A : =  { ( ) }  die Menge, die nur die leere Liste

(das leere Tupel) enthält und
n n
Kg).A := (”\ A1 := {1 , . . . , n }  := @ die leere Menge.

Ist I eine (Index—) Menge und sind für alle i e I  die A1 Mengen,

dann bezeichnet

)(A. . die aus den A .  gebildete (Mengené) Familie.
1 1 € I  1

Darüberhinaus bezeichnen wie üblich die Symbole



9 die Teilmengenbeziehung,

c die echte Teilmengenbeziehung und

e die Elementbeziehung.

1 .2 .3 .  Relationen und Funktionen

Seien A‚A1‚...‚An Mengen.

R ;  AxA i s t  eine (binäre) Relation auf A .  Für (a‚b)eR wird

auch aRb geschrieben. Sind R1 und R2 binäre Relationen auf

A ,  dann wird für aR1b  A s c  auch aR1bR2c  geschrieben.

I s t  R eine Äquivalenzrelation auf A ,  dann bezeichnet für alle

aeA [a]R:={blbeA A aRb} die Äquivalenzklasse von a bzgl. R.

Funktionen werden wie üblich notiert und 0 bezeichnet die

Hintereinanderausführung von Funktionen.

_/i i s t  die i—te Projektionsfunktion, definiert durch

n
(V(a1‚...‚an)e X A j ) ( V i e w ) ( ( a 1 , . . . , a n ) / i : = [

i=1
a .  falls 1 S i $ n
1 . ) .

undefiniert sonst

Als Schluß der technischen Vorbemerkungen wird noch die textu—

elle Substitution (eines Terms durch einen Term) erklärt.

Seien t‚t1‚t2 Terme. Dann ist t[t2/t1] der Term, den man er-

hält, wenn man jedes Auftreten von t1 i n  t durch t 2  ersetzt.



2. Grundkonzepte

In diesem Abschnitt werden die für den Hauptteil der Arbeit

benötigten Definitionen, Sätze und Lemmata, die größtenteils

aus [H 79] und [HR 79] stammen, in einer vereinheitlichten

Schreibweise zusammengestellt. Dabei sind zwei Abweichungen

zu erwähnen: &

- Bei der Definition der t-Spezifikation (Definition 30) wird

nur die Existenz von zwei konstanten der Sorte gig, nämlich

tt und ff gefordert, wohingegen in [H 79] noch die Existenz

einer dritten Konstante, i d i s  für das undefinierte Element

der Sorte gig, gefordert wird. Dies soll die Beweise zum Im-

plementierungsbeispiel überschaubarer machen.

- Für die Lesbarkeit der Beispielspezifikationen scheint es

günstiger, die Bedingungen der Axiome auf die linke Seite zu

schreiben statt wie in [H 79] auf die rechte. Der Unter-

schied ist formal in (3) der Definition 21 und in (4) der

Definition 30 festgehalten. Die Beweise der Lemmata und

Sätze verlaufen infolge dieser unwesentlichen Änderung je—

doch völlig analog zu denen in [H 79].

Darüberhinaus wird eine Notation für Spezifikationen und Kom;

binationen angegeben und die Unterschiede der i -  und t—Alge-

brasemantik werden an einem Beispiel aufgezeigt.

2.1. D i e  algebraischen Spezifikationen abstrakter Datentypen

Datentypen, wie sie der Informatiker und der Programmierer

dauernd benutzen, bestehen aus einer oder mehreren Datenmengen

und aus Operationen, die darauf "arbeiten". Dieser Tatbestand

legt e s  nahe, Datentypen im mathematischen Sinn als  heterogene

(mehrsortige) Algebren aufzufassen.

Abstrakte Datentypen unterscheiden sich von einfachen Datenty—



pen dadurch, daß sie

- allein durch die Operationen erzeugbar und

- unabhängig von einer konkreten Repräsentation ihrer Daten

und Operationen sind.

&

2 .1 .1 .  Die initiale Algebrasemantik abstrakter Datentypen

Definition 1 (Signatur)

Eine Signatur i s t  ein Paar (8,2), wobei

S eine Menge Von "Sorten" und

z = ( z w , s ) w e s * , s e s  eine Familie von paarweise diSJunkten

Mengen von Operationssymbolen ist.

w o e  VI . I . _.- u r  o e  “S1...sn‚s schreiben Wir auch 0 .31  . . .  5n 5 .

Man sagt: 0 hat die Stelligkeit S1...sn‚s , den Rang s,...sn

und o i s t  von der Sorte s.[]

Eine Signatur stellt mittels der Sorten Namen für Datenmengen

und außerdem Namen für Operationen und deren Argument— und

Wertebereich zur Verfügung. Sie bildet ein syntaktisches Sche-

ma für die Verschachtelung von formalen Operationsaufrufen und

legt damit die Form der Algebren fest. Algebren, die in das

von der Signatur 2 vorgegebene syntaktische Schema passen,

heißen Z-Algebren. Ihre Trägermengen A5 sind nach den Sorten

ses der Signatur und ihre Funktionen c nach den Operations-A

symbolen der Signatur benannt.

Definition 2 (Z-Algebra)

Sei (8,3) eine Signatur. Dann ist eine Z—Algebra ein Paar

v
seS'“A

( A s ) s e s  e i n e  Familie von Mengen und
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= v * . -ZA {oAloeuw's,weS ‚seS} eine Menge von Funktionen ist, sodaß

W n e w )  N S , S 1 ‚ . . . ‚ S n € S )  (VÜCZS1

und. (V'seSHVeA S ) ( o A :  # As), d.h. CA ist eine nullstelli-
' F.

ge Funktion nach AS und bezeichnet ein Element aus dieser

)(OA:AS1X...XA * AS)
. . . S n , S  S n

Menge. Daher i st ZA 5 die Menge der (Namen der) Konstanten
I

von A der Sorte s.[]

Die Operationssymbole einer Signatur kann man entsprechend ih—

rer Stelligkeit Zusammensetzen und erhält dadurch die E—Terme.

Ein Term ist von der Sorte SeS, wenn das äußerste in ihm vor-

kommende OperationssymbOI von der Sorte s ist. Die Menge der

Z-Terme einer Sorte s wird mit T2,s bezeichnet. Diese Mengen

bilden die Datenmengen bzw. Trägermengen einer speziellen

Z—Algebra‚ nämlich der Z—Termalgebra TZ'

“Definition 3 (Term‚Termalgebra)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur. Dann ist für alle newo und ses eine

Menge A? n folgendermaßen definiert:
I

Z ‚_(1) ( V S C S ) ( A s ‚ 0 ° _ Z A , s )  und

(2) (Viewo)(VseS)

Z . = { 0 ( a 1 ' o o o ' a n )  
I n C w A S 1 y . . . ‚ S n € S / \ U e z( A s , i + 1 '

S 1 . . . S n , S A' of(v1sjsn)(a.e A - ) } ) -j k=0 sj,k

Dabei sind ( ' ‚ )  und , Hilfssymbole, die nicht Element von

Z w ‚ s  sind.

- ‚= ZNDann i s t  für ses Tl . k_) A s ‚ n  .
newo

Die durch ( 8 ,2 )  induzierte Termalgebra i s t

weS*‚seS

T := ((T ,weS*,seS}).Z Z‚s)ses'{°Tz'°eZw,s

Hierbei i s t  für newo, s‚s1‚..‚sneS und O e z é 1 . . . s n , s  0TZ

die folgende Funktion:

: . . .  * T
GTZ TZ 'S1X  XTZI S n  2 ’ 3

( t 1 l ° ° ' l tn )  ” 0 ( t 1 r - o o r t n )



Ein teTv mit ses heißt Term der Sorte 3. Für OCZQ
£," 3 r S

schreiben wir statt o aueh einfach °T° [ ]
T?

Offensichtlich ist TZ eine Z—Algebra.

Daß Z—Algebren auch Unteralgebren besitzen können, wird in der

nächsten Definition erklärt,

Definition 4 (Unteralgebra)

Seien ( 8 ,2 ) ,  (S ' ,Z ' )  Signaturen, A eine E}Algebra und A' ei—

ne Z'—Algebra. A heißt Unteralgebra von A' wenn gilt:

(1) 8 : 5 '

(2) (VseS) (ASE-218;)

(3) (Vnemo) (Vs,S1,....SneS) (VeS1_HSn 'S )

(VaeAS1X.  . .XASn) ( O C Z S 1 . . . S n , S  /\ o A ( a ) = o A ‚  ( a ) ) .  []

Definition 5 (Einschränkung, (S,Z)—Anteil)

Sei (S',f') eine Signatur, A eine Z'—Algebra. Sei ( 3 ,2 )  eine

' ' ' :2: ' 'Signatur mit S G S  und (VweS )(VseS) ( Z w , s §  Ew's) . Dann l S t

die Einschränkung von A auf ( 8 ,2 )  bzw. der (S‚E_-Anteil von

&, A |  , wie folgt definiert:
2

Ali := ((AS) 583,  {oAl ew'syweS“‚SeS} ) . []

Offensichtlich i s t  A | F  eine Z—Algebra und Unteralgebra von A.

Im Folgenden sind unter anderem Strukturverträglichkeiten und

Beziehungen zwischen z—Algebren von Interesse. Daher wird ein

Homomorphiebegriff formuliert.

Definition 6 (Z-Homomorphismus)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur und seien A und A' X3Algebren. Ein

Z—Homomorphismus von A nach A' ist eine Familie von Abbil-

.. . __ l - - .dungen h — (hs.As A s ’ s e s  , wobei gilt.

(1) (VseS)(VoeV „ „ Ä ' S )  ( h S ( O A )  = G A ! )

(2) (Vnew)(Vs‚s1,...,sneS)(VWa1‚...‚an)eAs1x...xAsn)
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(VOCZS1  ) ( hS (OA(a1 r -o - ran ) )  = O A .  ( hs1 (a1 ) roo - l hsn (an ) ) )
o o ‚ 5 1 1 , 3

Wir schreiben diesen 2-Homomorphismus als h:A + A'. []

Definition 7 ( g - f  )

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur, seien A,B,C 2—Algebren und s » B,

g:B + C 2-Homomorphismens Dann i s t :  gof die folgende Funk-

tionenfamilie:

Dg.f == ( g s . f s = A s  * C s ) s e 8 '

Die Hintereinanderausführung von 2%Homomorphismen ist selbst

wieder ein 2—Homomorphismus und verhält sich assoziativ.

Korollar 1

Die Funktionenfamilie aus Definition 7 ist ein 2—Homomorphis-

mus .

Beweis: Sh. [H 79], Seite 8 ,  Beweis zu Korollar 1 .1 .1 .8 . . [ ]

Lemma 1

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur, seien A,B,C‚D 2—Algebren und

s * B ,  g:B * C ,  h:C + D 2—Homomorphismen. Dann gilt

(h-g)0f = h-(g°f).

Beweis: Sh. [H 79], Seite 8, Beweis zu Lemma 1 .1 .1 .9 . . [ 1

Es folgen einige Aussagen über spezielle 2—Homomorphismen.

Definition 8 (2-Epimorphismus,2-Monomorphismus, idA)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur, seien A , B  2—Algebren. Ein 2-Homo-

morphismus h:A 4 B heißt

(1) 2-Epimorphismus :<=>  (V’seSHhs ist surjektiv)

(2) 2eMonomorphismus :<=>  (V’seSHhS ist injektiv).

Die Familie i d A : = ( i d A , s : A s  + A s ) s e s  der identischen Ab-

bildungen der Träger von A in sich ist ebenfalls ein 2—Homo-

morphismus, für den wir idAzA + A schreiben.[]



- 11 . . .

Definition 9 (Z-Isomorphismus)

Sei (8,2) eine Signatur und seien A‚B Z-Algebren. Ein Z-Ho-

momorphismus h : A  + B i s t  e i n  Z—Isomorphismus genau dann,

wenn e s  einen Z-Homomorphismus h“:B * A gibt, sodaß

h O h ' . =  i d B ‚  und h ‘ O h - =  idA. []

Lemma 2

Sei (3,2) eine Signatur uhd seien A,B E—Algebren. Für alle.

Z-Homomorphismen h:A + B gilt: .

h i s t  ein Z—Isomorphismus <=> ' h  i s t  Z—Epimorphismus und

h ist Z-Monomorphismus.

Beweis: Sh. [H 79], S. 9f, Beweis zu Lemma 1 .1 .1 .12 . . l ]

Definition 10 (Algz)

Sei (8,2) eine Signatur. Dann ist Algz die Kategorie, deren

Objekte gerade die Z—Algebren und deren Morphismen gerade

die Z-Homomorphismen sind. An heißt die Kategorie der

Z—Algebren . []

' D e f i n i t i o n  11 (initiales, terminales Objekt)

Sei C=(O‚M) eine Kategorie mit Objektmenge O und Morphis?

menmenge M. Ein Objekt

cieO heißt initial (_i__9____<_:__) :<=> (VceO) émeM) (moi - c)
1

cteO heißt terminal ( in C )  :<=>  (VceO)  GmeM) (mzc -- ct). []

Satz 1

Sei (5,2) eine Signatur. Dann ist TZ das bis auf Isomorphie

eindeutige initiale Objekt in Algz. Dabei gibt es zu jedem

AeAn genau einen Z-Homomorphismus hAzTZ * A .

Beweis: Sh. [ADJ 77], S.92ff. []

Man kann also zeigen, daß es für jede Z-Algebra A genau einen

E—Homomorphismus hzTY + A gibt. Die Termalgebra nimmt daher

eine Sonderstellung unter den Z—Algebren ein, denn diese Ei-



1 ‘12 -

genschaft besagt, daB TZ initial in der Kategorie Algz ist,

deren Objekte gerade die Z—Algebren und deren Morphismen gera-

de die Z—Homomorphismen sind. TZ ist bis auf Isomorphie ein—

deutig, d.h. alle anderen initialen Z—Algebren gehen allein

durch Umbenennungen aus TZ hervor; die Initialitätseigenschaft

hängt also nicht von einer konkreten Darstellung der Daten ab.

In diesem Sinn ist die Termalgebra "repräsentationsunabhäng—

ig". Im Sinne der Definition 15 ist sie auch noch "Operationser—

zeugt". Damit erfüllt sie die beiden Anforderungen, die an

einen abstrakten Datentyp z u  Anfang gestellt wurden. Man kann

also sagen:

"Termalgebren als initiale Algebren sind abstrakte Datentypen.“

(d.i. These 3 aus [Kre 78]). Dieses vorläufige Resultat wird

im Folgenden noch verbessert werden. Als nächstes wird der Be-

griff der Z-Kongruenz und der Quotientenalgebra eingeführt,

deren Bedeutung jedoch erst weiter unten erläutert wird.

Definition 12 (Z-Kongruenz‚KonA‚SE)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur und A eine ZEAlgebra. Eine ZfKon—

) V R 's s e s  on elat10nen,gruenz auf A ist eine Familie E = (

für die gilt:

(1) TVseS)(ss ist Äquivalenzrelation auf A)

( 2 )  (Vnew)  ( V S l s 1 l o - 0 1 5 n e s ) ( v Ü € Z S 1  )
. . . S n ‚ S

( V ( a 1 ‚ . . . ‚ a n ) ‚ ( b 1 ‚ . . . ‚ b n ) € A s  X o o o X A  )
1 S n

((V1$i<_1n)(ai E s i  bi) => oA(a1‚...‚an) E s  oA(b1‚...,bn)).

Die Menge aller ZFKongruenzen auf A wird mit KonA bezeich-

net. (2) ist die Substitutionseigenschaft (SE) von E. []

Lemma 3

Sei ( 5 ,2 )  eine Signatur, A eine E}Algebra und K eine Teil-

menge von KonA. Dann ist auch
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flK:={:—:lse5 / \a  =flk }
s S k e K S

eine Z—Kongruenz.

Beweis: Sh. [H 79], S. 11, Beweis zu Lemma 1.1.1.17.. []

Definition 13 (Quotientenaigebra)

Sei (S IX)  eine Signatur, A eine ZeAlgebra und E eine Z-Kon-

gruenz auf A .  Dann heißt

A/E := ((AS/E)Ses,{oA/Eloezw’s‚ weS"‚ seS} )

die Quotientenalgebra von A über E .  Hierbei i s t

(1) (VsesH  AS/E == {[a]._. laeAS} )
_ S

( 2 )  ( V n e w ) ( V s ‚ s 1 . . . . ‚ S n e S ) ( v o e z s 1 _ _ _ 5 n ' s )

( V ( a 1 ' o o o ' a n ) e A s  XOIOXA )
1 Sn .

- : [ a n ] =  ):: [ 0 ( a 1 r - o - r a n ) ] =  ) .  D_ S  ..( O  =( [a '  ] :  " “A/._ 1 __ n s5 1

Über den eindeutigen Z—Homomorphismus hAzTZ 4 A erzeugt jede

Z—Algebra A eine Z-Kongruenz : auf T Z °

_Definition 14 (aA)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur und A eine Z—Algebra. Dann bezeich-

net EA die Relationenfamilie auf T7, die wie folgt durch

den nach Satz 1 eindeutigen Z—Homomorphismus h AzTZ  * A in—

duziert wird:

(VseS)(Vt‚t'eTZ’s)( t EA'S t' <=> hA’s(t) = hA's(t') ). []

Lemma 4

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur und A eine Z—Algebra. Dann ist “A

eine Z—Kongruenz.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 1 .4 .4 .5 .  in [R 79 ] . [ ]

Definition 15 (Z-erzeugt)

Sei (8,2) eine Signatur und A eine Z—Algebra. A heißt

Z-erzeugt, wenn der nach Satz 1 eindeutige Z-Homomorphis-
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mus hAzTZ  + A ein Z—Epimorphismus ist.[]

Bisher konnte man jede Operation nur in ihrer Stelligkeit de-

finieren, aber meistens nicht ihr Verhalten beschreiben und

auch nicht sagen, was eine Operation "macht". Dies soll nun

durch Einführung von “Gleichungen" bzw. "Axiomen" erreicht

werden. Zunächst braucht man zur Abkürzung von Termen bzw. zur

Erstellung von Termschemata "Variablen". Jeder Sorte s wird

eine Menge XS von Variablenbezeichnern zugeordnet, welche als

zusätzliche Konstantensymbole der Sorte s aufgefaßt werden.

Die so entstandene Variablensignatur ermöglicht e s ,  Terme mit

Variablen z u  erhalten.

Definition 16 (Variablensignatur, Variablentermalgebra)

Sei (8,2) eine Signatur. Dann i s t  (S‚Z(X)) die Variablensig-

natur zu (8,2) mit

(1) X=(xs)SCS i s t  eine Familie von abzählbaren unendli-

chen Mengen XS: {x;,...‚xg‚...}

(2) (VseS)( z<x>x' == 2S M s

(Vwes*)(vse5)( Z‘X’w,s == zw's ).
Die durch (S,Z(X)) induzierte Termalgebra T f ( X )  heißt die

u x s )

durch (8,2) induzierte Variablentermalgebra. Für 062w s mit
. '

weS* und 598 schreiben wir auch 0 statt 0 []T ( X )  Tzcx)'

Für Terme (mit Variablen) wird der Begriff des Subterms defi-

niert und spezielle Arten von Subtermen benannt.

Definition 1 7  (Subterm, echter Subterm)

Sei (3,2) eine Signatur. Für jede Sorte 565 und für jeden

Term teT i s t  e r k l ä r t :
2,5

( 1 )  Ein Subterm von t i s t

(1.1) t selbst und

(1.2) jeder Subterm von t1,...‚tn, wenn gilt
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( a n e w ) ( a s r s 1 r o - o r s n e s ) ( B Ü C Z E 1 . . . S n ' S )

( 3 ( t 1 ‚ . . . ‚ t n ) € T e 1 X . . . X T Z ' S n Ä (  t = O ( t 1 ‚ . . . ‚ t n )  ) .

(2) Ein Subterm t'eTF s "  s'eS, von t heißt echt :<=>  t'#t.[]
_:I

Um bestimmen z u  können, welche Variablen ein Term enthält,

wird die Funktion var erklärt.

Definition 18 (Variablenmenge, var)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur. Die Funktion

var:U T Z ( X ) ‚ S  *?(U XS)
598 s e S

ist folgendermaßen induktiv definiert:

(1) (VSeS) (VteZ(X)A'S)( vetr(t):=={t}r1XS )

(2) (Vnew) (VSrs1 roo - rSneS) (V ( t1y - - - : t n )e :2 ( x ) 'S1X- - -XTZ(X ) 'Sn )

“V092s1...sn,s’( var(o(t1,..,tn)):=§;4 var(ti) ).

Für ses, t e T Z ( X )  S heißt var(t) die Variablenmenge von t.[]
’

Definition 1 9 (Gleichungsterm, GltZ S )
I

Sei (8,2) eine Signatur. Dann ist für ses GltY s' die Men-
...l'

ge der Gleichungsterme der Sorte s, wie folgt definiert:

' . =  m 2 *sitzis . *z(X)‚s x (HS‘Tzcs') ) .
Für teGltZ s mit t=(t1‚x) schreiben wir auch einfach t 1 ,  d .h .

I

wir identifizieren T Z ( X ) ‚ S X { Ä )  mit T Z ( X ) ‚ s '

Für tCGlt m i t  t = ( t 1 ' ( ( 1 1 ' r 1 ) ' . . . p ( l n r r n ) ) )  SChreiben
E ’ s

wir auch i f  l 1é r1  &. . .&  lnérn then t 1 . [ ]

Mittels der Gleichungsterme lassen sich Gleichungen zusammen—

setzen. Die Variablenmenge eines Gleichungsterms wird durch

die Funktion vgl bestimmt.

Definition 20 (vgl)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur. Die Funktion var sei definiert

wie in Definition 1 8 .  Dann i s t  die Funktion
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vgl:Sk€JS Gltyj,é + fl(g_€JS XS)
1

wie folgt definiert:

(1) (VSeS)(VtcTEKX)'S)( wgl((t‚l)):=var(t) )

(2) (Vnew) (Vs‚S1‚...,sneS) ( V t e T Z ( X ) , s )

(VCL—1 , . . . ‚ l n )  , ( r 1  , . . . , r n ) e T Z ( x )  ' S1X .  . . X T Z ( X )  ‚ a n )

. . j n i

(vgl ( (t, ((11 ‚rn (lmrn) ) ) ) ==var<t>uul (var(1_„.i)uvar(ri) ) >.
i:

Für ses, teGltF 3 heißt vg1(t) die Variablenmenge des Glei—
_.- I ,

chungsterms t . D

Eine Signatur zusammen mit einer Menge von Gleichungen (Paaren

von Gleichungstermen) bildet eine Spezifikation. Die zweite

Komponente des "linken" Gleichungsterms wird, wenn es nicht“

das leere WOrt ist, als Menge von “Bedingungen" aufgefaßt.

Definition 21 (Spezifikation)

Eine Spezifikation ist ein Tripel (S,X,E) für das gilt:

(1) (3,2) i s t  eine Signatur,

(2) E C U  (Glt ) 2  i s t  die Menge der Axiome bzw. Glei-
s e S  2,3

chungen, die wir auch als Familie E=(Es)SeS auffassen,

(3) (V(L‚R)eE)( R/2=Ä ).

Für ‚ ( L , R ) e E  schreiben wir auch_ L=R.

Ist SPEC=(S,Z;E) eine Spezifikation, dann bezeichnet

— SSPEC die Sortenmenge von SPEC, d .h .  e s  gilt SSPECaS,

- ZSPEC die Familie der Operationssymbolmengen von SPEC,

d.h. e s  gilt ZSPEC=Z und

- ESPEC die Axiomenmenge von SPEC, d.h. e s gilt ESPEC=E. []

Zur schrittweisen Erweiterung von Spezifikationen wird der Be-

griff der Kombination eingeführt und zur Notationsvereinfachung

werden die Operationen U und - für die Familien von Operati-

onssymbolen erklärt.
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D e f i n i t i o n  2 2  ( Z u f ' , X - Z ' ,  Kombination)

Sind (3,2) und (S',Z') Signaturen, dann definieren wir:

:" v" ‚___: „“‘n .. .
(1) ”U“ ' “w, s)we(S  HUS"),se(SUs') m1t

(Vwe(S""US”")) (Vse(SUS' ))
4: *EW MY f a l l s  weS A s e S

?“" .-- V” I9: I“w‚s ‚_W‚Hsufw 5 falls weS AseS )

¢ sonst

T...?" 0:: V "  ' '
(2) L ” ( w ,  s)weS*  ‚395 mit

(Vwes"‘) (VseS)
Y“ _ l I z': ILW'S Z w , s  falls weS AseS

(ZZWH:S : =  ) .

Zw sonst
' S

COMB:=SPEC+(S',Z',E') heißt Kombination, wenn SPEC:=(S,Z,E)

und (SUS',ZUZ',EUE') Spezifikationen sind.[]

Nun wird beschrieben, wie unter Vorgabe einer Belegung der Va-

riablen mit Trägerelementen einer Z—Algebra die Gleichungster-

me in dieser interpretiert werden.

Definition 2 3  (Belegung, Interpretationsfunktion)

Sei (8,2) eine Signatur, A eine X%Algebra. Eine Belegung

durch A i s t  eine Funktion

b. U XS _» U (ASUXS)
898 $88

für die gilt:

(VSeS)(VXeXS)( b(x)eAsU{x} ).

D ie  Menge aller Belegungen durch A wird mit Bel(A) bezeichnet.

Seien t ' t ' e k „ )  G l t  . Dann i s t
S e S  Z ' s

Bel(A,t,t'):={beBel(A)|(cvgl(t)uvgl(t'))( b(x )¢x  )}.

"Sei t eäzé T Z ( X )  s‘ Dann i s t

Bel(A,t"):={beBel(AJl(Vxevar(t"))( b(x)#><)}.

Sei b eine Belegung durch A .  Dann induziert b folgendermaßen
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eine Interpretationsfunktion

int : Glt * A U{undef}

(1) OVSQS)(V68XÄ'S)( intb((0T‚Ä))==0 )A

b(x) falls b(x)¢x
(2) (VseS)(VxeXS)( intb((x,A)):= )

undef sonst

( 3 )  ( V n e w ) ( V S : S 1 f o - — : S n 6 5 ) ( V Ü G Z S 1 _ _ _ S n ' S )

CV(t1‚...,tn)eTZ(x)'s1x...xTZ(x) )

(((Vfisisn)(intb((ti‚Ä))$undef)) =>

i n t b ( ( 0 ( t 1 l ° " l t n ) l A ) ) = = Ü A ( i n t b ( ( t 1 t Ä ) ) r ' ° ' l i n t b ( ( t n l x ) ) )  A

((31SiSn)(intb((ti‚Ä))=undef)) =>

'intb((o(t1‚...‚tn)‚x)):=undef)

( 4 )  (Vnew)(VS:S1.‚---‚Sn€S)(VrCTZ(x)'S)

( V ( l 1 " " ' l n ) ' ( r 1 " ° " r n ) e T ? ( X ) ‚ s 1 x " ' X T V ( X ) , s n )

(((V1Si5n)(intb((li‚A))=intb((ri‚A))#undef)) =>

intb(if l 1é r1  &...& lnérn then r):=intb((r‚A)) A

‘(t31si5n)(nintb((li‚x))=intb((ri‚x))#undef)) =»")

intb(if l 1é r1  &...& lnérn then r):=undef).[]

Lemma 5

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur, A eine Z—Algebra. Dann gilt

(V395)(VteTE(x)’S)(Vb,b'eBel(A))

((Vxevar(t))(b(x)=b'(X)) => i i n t b ( t ) = i n t b . ( t ) )

Beweis: Sh. [H 79 ] ,  Beweis von Lemma 1 .1 .2 .5 . ,  S .17 . [ ]

Jetzt sind alle Voraussetzungen geschaffen, um sagen z u  kön—

nen, wann eine E—Algebra eine Spezifikation erfüllt.

Definition 24 ((Z‚E)-Algebra‚SPEC-Algebra,SPEC—Anteil)

Sei (S,X,E) eine Spezifikation. Eine Z—Algebra A erfüllt

(S,Z,E) bzw. i s t  eine (Z,E)—Aigebra‚'wenn gilt:

(1) A ist Z-erzeugt

(2) (VTL,R)eE)(VbeBe1(A‚L‚R))(intb(L)=intb(R)Vintb(L)=undef)
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(d.h. A erfüllt die Axiome).

I s t  SPEC der Name der Spezifikation (S,E,E), dann schreiben

wir auch SPEC-Algebra statt (Z,E)—Algebra.

Sind SPEC=(S‚Z,E) und SPEC'=(S'‚Z'‚E') Spezifikationen mit

SSS', ECE' und CVweS*) (VseS) (X’  ;ZÜ ) und i st  A eine
W ‚ S  'W‚S

SPEC'—Algebra‚ dann wird die Einschränkung von A auf (S‚E),

A I F '  auch SPEC-Anteil von A genannt und mit A I S P E C  oder

(A) bezeichnet.[]
SPEC

Definition 25 ( A n , E )

Sei ( S , Z , E )  eine S p e z i f i k a t i o n .  Dann i s t  Algv E die Kate—
L...,

gorie, deren Objekte die (Z‚E)—Algebren und deren Morphismen

die Z—Homomorphismen zwischen diesen Algebren sind.[]

Die (Z,E)-Algebren bilden also wieder eine eigene Kategorie,

in der auch wieder ein initiales Objekt gesucht wird. Die

E—Termalgebra scheidet aus, da sie i.a. die Gleichungen nicht

erfüllt; sie bildet aber die Grundlage für das gesuchte Objekt.

[ D e f i n i t i o n  26 (EE) '

Eine Spezifikation (S‚Z‚E) induziert auf Tv folgendermaßen

eine Z-Kongruenz E E = = ( E E ‚ s ) s e S  :

Sei KE die Menge aller X—Kongruenzen EeRonT , die die fol—
T

genden Bedingungen erfüllen:

(1) (V(L‚R)eE)(VbeBel(T„,L,R))(L/2=A => intb(L) E intb(R))
Z

( 2 )  (Vnem)  (V3151  I ° ° ° : S n C S ) ( V ( L : R ) € E ) ( V b C B e l ( T \ - « 1 L I R ) )

(V ( l 1  I . .  . , l n )  I ( r 1 ,  . . . , r n ) € T 2 — . ( X )  ‚ S 1 X .  . . X T E ( X )  r sn )

( V l ‚ r e T  ) ( ( L : i f  l 1 é r 1  S t . - ‚ &  lnérn then l A R = ( r , ) \ ) '  A2(X)‚s
(V1515n)(1ntb(li) E intb(ri))) => intb(l) E intb(r)).

Dann i s t  für alle s e S  5 E , s : = I fi )  E S  .[]
:eK E

Die E-Kongruenz = wird auch i—Kongruenzrelation oder einfach
"E

i-Kongruenz genannt.



Lemma 6

Sei (S,Z,E) eine Spezifikation. Dann erfüllt 5 die Aussage—

formen (1) und (2) aus Definition 26.

Beweis: Völlig analog zum Beweis von Lemma 1.1.2.9. in

[H 79], s. 19. []

Lemma 7

Seien (S,Z,E),(S',Z',E') Spezifikationen mit SCS', BGB‘ und

': \‘1 I .es gelte ( V W € S ° ) ( V S € S ) ( L w ' g : Z w ‚ s ) -  Dann gilt

EE’S g EE.’S für alle 398.

Beweis:

Völlig analog zum Beweis von Lemma 1.1.2.10. in [H 79]‚S. 19f.[]

Definition 2 7  (Quotiententermalgebra)

Sei SPEC=(S,Z,E) eine Spezifikation. Dann heißt Tr E==T“/5E
;! (...:

Quotiententermalgebra von SPEC. Für TZ E schreiben wir auch
-r

oder T oder T _ . []
Z Z ' :E

TSPEC
‚ 5

Satz 2

Sei (S,E,E) eine Spezifikation, A eine (Z‚E)-Algebra.

Dann gilt EE 'S  ; EA'S fur alle 595.

Beweis:

Völlig analog zum Beweis von Satz 1.1.2.12 in [H 79], S. 20ff.[]

Satz 3

Sei (S,Z,E) eine Spezifikation. Dann ist TZ E initial
., -

in Alg , wobei-für alle AeAlg der eindeutige Z-Homo—
Z‚E Z‚E

morphismus 'h:TY E + A ein Z-EpimOrphismus ist.
J

Beweis:

Völlig analog zum Beweis von Satz 1.1.2.13 in [H 79], S.23ff.[]

Korollar 2

Sei (S,X,E) eine Spezifikation. Jedes initiale Objekt in

Algw ist Z-isomorph zu TV E'
(__.1’ (...:l



. . 2 ‘ | . . .

Beweis: Folgt direkt aus proposition 1 in [ADJ 77]. []

Für die Quotiententermalgebra gilt entsprechend das hinter

Satz 1 für die Z—Termalgebra Gesagte. Damit ist die folgende

Definition_gerechtfertigt.

Definition 28 (i—abstraktef Datentyp, i-Semantik)

Sei (S,Z,E) eine Spezifikation. Dann heißt Tv E der durch
L.:!

(S,Z,E) definierte i—abstrakte Datentyp oder auch die i-Se—

mantik von (S,Z,E).[]

Will man sichergehen, daß bei der Hinzunahme von Sorten, Ope—

rationssymbolen und Axiomen zu einer Spezifikation SPEC der

bestehende i-abstrakte Datentyp TSPEC erhalten bleibt, so for—

dert man, daß die neue Spezifikation SPEC' eine i—Erweiterung

von SPEC ist. Ein Spezialfall der i-Erweiterung ist die i-An-

reicherung, bei der keine neuen Sorten, sondern nur neue Ope-

rationssymbole und Axiome hinzugefügt werden. Die Eigenschaf-

ten der i—Konsistenz und der i—Vollständigkeit werden im näch—

sten Satz dazu verwendet, die i-Erweiterungen z u  charakteri—

sieren.

Definition 29 (i-Erweiterung,i—Anreicherung,i-vollständig,

i-konsistent)

SPEC=(S,Z,E) und SPEC'=(S',Z'‚E') seien Spezifikationen.

(i) SPEC' heißt i—Erweiterung von SPEC, wenn gilt

(1) SCS'

(2) (VW€S*)(VseS)(Zw'é:Z&'S)

(3) ECE'

(4) T Z r E  i s t  Z—isomorph z u  T Z ' y E ' l z  .

(ii) SPEC' heißt i—Anreicherung von SPEC, wenn gilt

(5) S=S'

(6) SPEC' ist i—Erweiterung von SPEC.
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(iii) SPEC' heißt i-Vollstähdig auf SPEC gdw.
I “  = |CVseS)0VteTZ‚'S)(3t é T E ‚ s ) ( t  "E',s t ) .

(iv) SPEC' heißt i-konsistent auf SPEC gdw.

(VseS)(Vt,t'eTX'S)(t E E ' , s  t '  => t EE'S t').[]

Satz 4

Seien SPEC=(S,Z,E) und SPEC'=(S',Z',E') Spezifikationen mit

(1) SCS'

(2) (VweS*)(VseS)(Z@ISSZQIS)

(3) EQE'.

Dann gilt

SPEC' ist i-Erweiterung von SPEC <=>

SPEC' ist i—vollständig und i-konsistent auf SPEC.

Beweis: Sh. [H 79], Beweis zu Satz 1.2.2.6., S.35ff.[].

2.1.2. ;Diegterminale'Algebrasemantik abstrakter Datentypen

Analog zur initialen Algebrasemantik bzw. darauf aufbauend

wird die terminale Algebrasemantik abstrakter Datentypen er-

klärt.'Dabei betrachtet man nur solche Spezifikationen —-die

t—Spezifikationen _.‚ die eine bestimmte elementare Sorte gig

enthalten zusammen mit gewissen Operationssymbolen, darunter

mindestens die beiden Konstanten tt und ff, und beschreiben—

den Gleichungen dieser Sorte. Sie dient zum “unterscheiden"

(engl.: digtinguish) von Termen. Der Unterschied zur i-Alge-

brasemantik manifestiert sich in der Generierung einer neuen

Z—Kongruenz. Initial gesehen werden zwei Terme t und t' glei-

cher Sorte zunächst grundsätzlich als verschieden angesehen.

Sie können jedoch durch Axiome miteinander identifiziert wer—
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den; in dem Fall sind t und t' i—kongruent.

Terminal gesehen werden t und t' zunächst grundsätzlich als

(verhaltens-) gleich angesehen. Es wird dann untersucht, ob

sie sich, eingesetzt in "Kontexte" der Sorte dig gleich —

dann sind t und t' t—kongruent — oder unterschiedlich "verhal-

ten". Hier deutet sich e i n  Bezug zum Modul—Konzept a n ,  in dem

zwei Moduln dann als gleich angesehen werden, wenn ihr Input-

und Output—Verhalten gleich ist. Die Begriffe "Kontext" und

"Verhalten" werden noch präzisiert werden.

Definition 30 (t—Spezifikation)

Eine Spezifikation (S,E,E) heißt t—Spezifikation, wenn gilt

(1) disaS

0 :  F4: ""(2) 20' {tt'“}gfl—'>.‚.ais

21 "'" {“}gzdiadis

532 == LAND—Elms dis ‚dis
( 3 )  E d :

;: 1 =

(4) (v<L‚R)eE) ‘L/Ze“Tz(X)‚ais’2’*)' Ü

Analog zur Kombination definiert man die t—Kombination.

Definition 31 (t—Kombination)

COMB=SPEC+(S'‚Z'‚E') heißt t—Kombination, wenn SPEC=(S,Z,E)

und (SUS'‚ZUZ',EuE') t—Spezifikationen sind.[]

Unter den t—Spezifikationen sind solche von besonderem Inter—

esse, die vollständig und konsistent sind, d.h. in denen jeder

dis-Term entweder zu tt oder zu ff i-kongruent ist und in de-

nen tt und f f  nicht i—kongruent sind.

Definiton 3 2  (vollständig,konsistent)

Eine t-Spezifikation (S‚E‚E) heißt
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(1) vollständig gdw. (VteT . )(3tve{tt‚ff})(t 5 tv)
X,dls E y d i S

(li) kon51stent gdw. tt $ E ‚ d i s  ff.

Als nächstes wird der Begriff "Kontext" präzisiert.

Definition 33 (Kofitextkategorie CZ‚Kontext)

Sei ( 8 ,2 )  eine Signatur. Die Kategorie CV, genannt die 592—

textkategorie, ist definiert durch

(1) Objektmenge ist ICE I :=S

(2) Morphismenmenge ist

/CZ / := { c t : s+s ' l s , s ' es  und cteTZ(X)'s. und c t  enthält

genau eine Variable, und diese ist von

der Sorte s}

(3) Für j e  zwei Morphismen ct1:51+sz‚ Ctz:Sz*Ss mit

51 ,52 ,53e5  und C t i e T Z ( X ) , s i + 1 '  i=1,2, ist deren Kompo-

sition definiert durch

C t g ' C t 1 : S 1 * 8 3  : =  C t z [ C t 1 / X  i ] .5 2

Man schreibt (Vs;3'eS)(Cv(s,s'):={ct:s+s'lcte/CZ/}).
A..;

Cz(s‚s') ist die Menge der Kontexte der Sorte s '  für Terme

der Sorte s .  D

Neben der i—Kongruenzrelation EE induziert jede t—Spezifikati-

on eine weitere EBKongruenz auf T Z '  die t—Kongruenzrelation

N E .  Zwei Terme t‚t'eT

unter n! t-kongruent sind: t i v  t ' .E E ‚ s

Z s '  seS, verhalten sich gleich, wenn sie

Definition 3 4  ( N D )

Sei SPEC=(S‚Z‚E) eine t—Spezifikation. Die Familie

N : = (E ~E,s
(VseS) (Vp‚qZ‚s) (p NE‚S q :<=>

) von Relationen auf TV ist definiert durch
(..-l5 9 8

(VoteCZ(s,dis))(ct[p/xs] E E ‚ d i s  ct[q/xs]))

und heißt die durch SPEC induzierte t—Kongruenzrelation. []
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Lemma 8

Sei SPEC=(S,Z,E) eine t—Spezifikation. Dann ist die durch

SPEC induzierte t-Kongruenzrelation NB eine E-Kongruenz.

Beweis: Sh. [HR 79 ] ,  Beweis zu Lemma 2 .2 .4 . (1 ) . [ ]

Die Beziehung zwischen den beiden von einer t-Spezifikation

erzeugten Z—Kongruenzen wird i n  Lemma 9 dargestellt.

Lemma 9

Sei (S ,Z ,E )  eine t-Spezifikation. Dann gilt

(VS€S)(EE‚5 Q “%,S)-

Beweis: Sh. [HR 79 ] ,  Beweis zu Lemma 2.2.4.(2).[]

L a m a 1 0

Seien (S,Z,E) und (S ' ‚ Z ' ,E ' )  vollständige und konsistente

__ - - - - I l :‘c 't Spe21fikationen mit SCS , EEE und (Vwes ) ( V S C S ) ( Z w , s : Z w , s ) '

Dann gilt '(vse5) (V‘ht'eTv )(t „ . s t' ==> t NE S t').
'„ r s  :

Beweis: S h .  [H 79 ] ,  Beweis z u  Lemma 1 .3 .2 .7 . ,  S.48f.[]

~Mit der t-Kongruenzrelation erhält man aus Tv auch eine neue
L...:

Quotiententermalgebra.

Definition 35 ( )T
ZÜN

Sei SPEC=(S,Z,E) eine t—Spezifikation. TZhA’bezeichnet dann

die Z-Algebra TzflvE. Wir schreiben auch T S P E C , n r ° d e r  TZ.~E

für TZ’N. []

Lemma 11

Sei (S ,Z ‚E)  eine t-Spezifikation. Dann ist Tv ~ eine
(...; '

(Z,E)—Algebra.

Beweis: S h .  [H 79 ] ,  Beweis z u  Lemma 1 .3 .2 .9 . ,  S.50ff. []

Definition 36 ( A h )

Sei (S,Z,E) eine t—Spezifikation und A eine Z—Algebra. Dann
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)ist die Familie n ; : = (A „ Ä ' s  von Relationen auf TZ d e f i - ‚
s e s

niert durch

(VseS) (Vp .qz 'S )  (p ~A’S q :<=>

(VcteCZ(s,diS)) (Ct[p/XS] 5A,,dis ct[q/xs])).

“Ä heißt die durch A induzierte t-Kongruenz. []

Lemma ‘! 2

Sei (S,Z,E) eine t—Spezifikation und A eine Z—Algebra: Dann

ist ”Ä eine Z—Kongruenz und es gilt (VseSHEA'S C I N E J S J '

Beweis:

Reflexivität, Symmetrie und Transitivität von ”% ergeben

sich direkt aus den entsprechenden Eigenschaften von 3A. Die

Substitutionseigenschaft, also Punkt (2) der Definition 12,"

zeigt man f ürfv völlig analog zu dem Nachweis ebendieserA

'EtgenSchaft'fürayE in [HR 79], Beweis zu Lemma 2 .2 .4 . (1 ) .

Der Nachweis von (VseS)(5 ; «' ) verläuft völlig analog
A ‚ s  A ‚ s

zum Beweis von Lemma 2 .2 .4 . (2 )  in [HR 79]. []

Für die vollständige und konsistente t-Spezifikation SPEC

definiert man zwei neue Kategorien.

Definition 3 ?  ( t _ M ° d Z ‚ E ' t _ I m p x ‚ E )

Sei (S,Z,E) eine vollständige und konsistente t-Spezifikation.

(i) t—ModZ E ist die wie folgt definierte Kategorie:
I

l t - M O d Z , E I : = { A e | A n , E I [ A d i s = { t t A ’ f f A }  A ttA¢ffA}

sei die Objektmenge von t—ModZ E und

/t—ModT E / : = { h : A  + Blh ist Z—Homomorphismus A
..:I .

A,BeIt—MOdZ'EI}

sei die Morphismenmenge von t—Modv E'
:...1'

(ii) t-Impv E ist die wie folgt definierte Kategorie:

(1) (VACIAIQZI) ( A
e ' t _ I m P Z , E I  :<==>

((a) A ist Z—erzeugt A
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= ::(b) A d i s  {ttA,fLA} A ttA¢ffA A .

(c) (VseS) (Vp ‚qZ 's )  (p  N E , s  q ==> p N A , s  q) ))

(2) Die Morphismenmenge von t--ImpZ E ist
I

/t-ImpF E / : = { h : A  » Blh i s t  Z—Homomorphismus A
-.!

A‚BcIt—Imp?'El}.[]

Anschaulich gesehen, bedeutet das:

Die Objekte von t-—Mc;>dZ'E erfüllen die Axiome ven (S,Z‚E) und

modellieren den dis—Anteil Von T Z ‚ E °

Die Objekte von t-—Impz’E brauchen die Axiome nicht zu erfüllen;

sie modellieren aber ebenfalls den dinnteil von T Z , E  und es

gilt, daß zwei t—kongruente Terme demselben Element des Objek-

tes entsprechen.

Lemma 13

(S,Z,E) sei eine vollständige und konsistente t-Spezifikation.

Dann gilt lt—ModZ’El ; It—ImpZ'El .

Beweis: S h .  [HR 7 9 ] ,  Beweis zu Lemma 2 . 3 . 2 . . [ ]

Lemma 1 4

Für jede vollständige und konsistente t-Spezifikation (8,2,E)

und für jede t—Implementation Aelt-Imp„ ! gilt 'V = A'.
L I E  E A

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Lemma 2.3.3..

Die terminale Quotiententermalgebra nimmt in den Kategorien

der t—Modelle und der tmplementationen eine Sonderstellung

e i n .

Satz 5

Sei (S,Z,E) eine vollständige und konsistente t—Spezifikation.

Dann i s t  T sowohl i n  t—ModTZ,“, “ I E  a l s  auch 1n t-ImpZ'E termi-

n a l .

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Theorem 2.3.4.. E]
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Korollar 3

sei (S,Z,E) eine vollständige und konsistente t—Spezifikation.

Jedes terminale Objekt in t-Modv bzw. t—Imp ist Z-iso-
L I E  Z I E

morph zu TZ IV '

I

Beweis:

Sei A terminales Objekt in t _ M ° d Z , E '  Dann gibt e s  genau e i -

nen Z—Homomorphismus h z T Z „ „  + A und da T Z ‚ N  terminal in

t'MOdZ‚E ist gibt es auch genau einen Z-Homomorphismus

h' :A  + Tv . Dann sind auch h-h':A + A und h ' t T v  + TZ
L J ’ N  L—J'~

Z-Homomorphismen nach Korollar 1. Mit h und h' sind h th '  und

‚ N

h'oh ebenfalls eindeutig, d.h. es gilt hOh'=idA und h'nh=idT .
EIN

Nach Definition 9 sind h und h '  Z-Isomorphismen. []

Auch TZ ist repräSentationsunabhängig und Operationserzeugt
‚ N

und erfüllt damit die Anforderungen, die an einen abstrakten

Datentyp gestellt werden. Man definiert daher:

Definition 38 (t-abstrakter Datentyp,t-Implementation,t-Modell)

Sei SPEC=(S‚Z‚E) eine vollständige und konsistente t-Spezi-

fikation. Dann heißt T der durch SPEC definierte t - a b — . .
ZI’V

strakte Datentyp bzw. die t—Semantik von SPEC.

Eine Z—Algebra, die Objekt von t-Impz'E ist, heißt t-Imgle—

mentation von T
Z:”

und, wenn sie Objekt von t—Modr E ist,
J !

auch t-Modell von Tv . []
___—___...— L.;IN

Es gibt t—Spezifikationen, deren i— und t—Kongruenzrelation
"

gleich sind. Diese werden kategorisch genannt.

Definition 39 (kategorisch)

Eine t—Spezifikation (8,2,E) heißt kategorisch :<=>  EE =Ivfi. []

Analog zum initialen Fall werden die Begriffe t—Erweiterung,

t—Anreicherung, t-vollständig und t-konsistent definiert und

charakterisiert.
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Definition 4 0  (t—ErWeiterufig, t—Anreicherung, t—vollständig,

t-konsistent)

SPEC=(S‚Z‚E) und SPEC'=(S'‚X'‚E') seien t—Spezifikationen.

(i) SPEC' heißt t—Erweiterung von SPEC, wenn gilt

(1) SCS'

€: '(2) (VWeS )(VSeS)(X@ SC? s)

(3) ECE'

4 T t - h T( ) Zr” is Z isomorp zu Z' “M IZ .

(ii) SPEC'  heißt t—Anreicherung von SPEC, wenn gilt

(5) S=S '

(6) SPEC' ist t—Erweiterung von SPEC.

(iii) SPEC' heißt t—vollständig auf SPEC gdw.

! N I(VseS)(VteTz?’S)(3t € T Z , S ) ( t  '‚s t ).

(iv) SPEC' heißt t-kOnsistent auf SPEC gdw.

(VseS) ( V t ' t ' e T z ‚ s )  (t N E ‚ s  t' => t NE',S t'). Ü

Satz 6

Seien SPEC=(S‚Z,E) und SPEC'=(S',Z',E') vollständige und

konsistente t—Spezifikationen mit

(1) 8:5'

(2) (VWeS"‘) (VSeS) (EW GEW s.,)

(3) ECE'.

Dann g i l t

SPEC '  i s t  t—Erweiterung von SPEC <=>

SPEC' i s t  t—vollständig und t-konsistent auf SPEC.

Beweis: Sh. [HR 79], Beweis zu Theorem 2.5.5..[]

Es folgen drei technische Korollare. Für diese seien

SPEC=(S,Z,E) und SPEC'=(S',Z' ,E' ) t—Spezifikationen mit

(1) SCS'

(2) (Vwes='= )(VseS) (SW S >
(3) ECE'.

; E w ,  s
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Korollar 4

Wenn SPEC '  vollständig ist, dann i s t  SPEC '  auch i-vollstän—

dig auf SPEC bzgl. das.

Beweis:

Es gilt (Vt'eT S ) ( 3 t v e { t t , f f } ) ( t '  = . tv) und wegen
Z L d i  “Eßdis

d i s  gilt die Behauptung.[]{tt, f f} ;  T..
„:

Korollar 5

SPEC' ist t-konsistent auf SPEC bzgl. dig.

Beweis:

Seien p ' q C T Z ‚ d i s  und e s  gelte p ' N E , d i s  q .  Wegen

und (d.i.

q.[]
EE,dis="i=;,dis' E E ' , d i s = “ fi ' , d i s  EE,dis‘:EE',dis

Lemma 7 )  gilt auch p ' N E ' , d i s

Korollar 6

Wenn SPEC '  i—vollständig auf SPEC i s t ,  dann i s t  SPEC'  auch

t-vollständig auf SPEC.

Beweis: Folgt aus Lemma 9 .  []

Für spätere Induktionsbeweise wird die Gewichtsfunktion w ein—

geführt. Da das Symbol = bereits für Axiome verwendet wird,

soll die Identität von Termen mit £g_bezeichnet werden.

Definition 41 (w(t), t is t')

Sei SPEC=(S,Z,E) eine Spezifikation.

(1) Für jedes 598 und jeden Term teT i s t  das Gewicht
E s

von t — —  i.Z. w(t) —-wie folgt definiert:

(a) (VseS) (V teZA ’SH w(t):=1 )

(b) (Vnew)(VS:S1yn-:SneS) (veer >
4 3 1  o . . S n ‚ S

(V ( t 1  , . . . , t n ) € T Z ' s 1 X .  . °XTV' S n )
L.:!

n

( W ( o ( t 1 ‚ — - - ‚ t n ) ) = = 1 +  Z w(ti) )-
i=1

(2) Sind t,t'eTZ s' 398, dann steht t is t' für
I

"t ist identisch gleich t'". []
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2 .2 .  Notation für Spezifikationen und Kombinationen

Konkrete Beispielspezifikationen und —kombinationen werden in

der Literatur über abstrakte Datentypen nahezu einheitlich no-

tiert. Wir wollen die in [EKP 79a] verwendete Spezifikations—

sprache hier informell kurz vorstellen und leicht modifizie—

ren.

Sei SPEC=(S‚Z,E) eine Spezifikation und

COMB=SPEC+(S',Z',E') eine Kombination.

SPEC wird wie folgt aufgeschrieben.

SPEC:

s o r t s :  s1 . . . . , sn

opns: o1:w1  + s j  abr: ( a1 )
1

o : ' + s .  ( a  )
m m am m

eqnsé E.1 L1=R‚'

E . k  Lk==Rk

Dabei gilt:

SPEC i s t  der Name einer Spezifikation, den wir als Wort

aus {A‚...‚Z}*{0‚...‚9}* auffassen. Oft wird statt

dessen auch der durch SPEC spezifizierte Datentyp

dort hingeschrieben. Datentypnamen sind doppelt un—

terstrichene Wörter aus

{a,. ..‚z}*{o‚...‚9}='=u{a‚. ..‚z}='={o‚...‚9}*.{(} {a,...,z}"‘{0‚...‚9}*{)} .

z . B .  s e t 1 1 n a t 2 }  oder stack .

sorts: Hinter dieser Marke werden die Namen der Elemente von

S (Sortennamen) durch Kommata voneinander getrennt

aufgelistet. Sortennamen sind einfach unterstrichene

Wörter aus {a‚...‚z}*{0‚...‚9]*.

cpns: Hinter dieser Marke werden die Operationssymbole und
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ihre Stelligkeit aufgelistet. Namen von Operations-

symbolen sind Wörter aus {A,...,Z,_}*{0,...,9}*. Der

Strich _ wird bei Infix—Operatoren verwendet, wie z . B .

;AND_;gig dig + 935, und gibt an, wo später die Argu—

mente stehen. Die bperationssymbole werden unterein-

ander aufgelistet chne Kommatrennung. Gibt e s  mehrere

Operationssymbole mit derselben Stelligkeit, so braucht

die Stelligkeit nur einmal angegeben z u  werden; die

Namen der zugehörigen Operationssymbole werden dann

davor durch Komma getrennt aufgelistet, z.B.

__AND__,_EQV___‚__O‘R__,__XOR___'=gig _d_i__s__ -— gig .

abr: Hinter dieser Marke können für die in derselben Zeile

davorstehenden Operationssymbole Abkürzungen angege—

ben werden, die in runden Klammern stehen. Für eine

Liste von n Operationssymbolen gleicher Stelligkeit

muß eine Liste von n Abkürzungen angegeben werden ( if

any). Abkürzungen können beliebige Zeichen sein, je-

doch müssen bei Infix—Operatoren die underscore-Stri-

che wieder angegeben werden. Für das Beispiel unter-

opns: könnten die Abkürzungen so aussehen:

eqns: Hinter dieser Marke werden die Elemente von E unter-

einander aufgelistet. Die Axiome werden wie folgt

durchnumeriert: Ist E der Bezeichner der Axiomenmenge

und besteht dieselbe aus k Elementen, dann fangen die

Zeilen hinter der Marke eqns: mit E.1,...,E.k an (s.o.).

COMB wird wie folgt aufgeschrieben.

COMB: SPEC +

l l
s o r t s :  31 ,000 ’31

opns: 01:w% + s !  abr: ( a1 )
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J r

eqns: E ' .1  L3=R§

E'.v L'=R'v v

Für COMB gilt dasSelbe wie für SPEC.

I s t  die Sorten—, Operationssymbol— oder Gleichungsmenge einer

Spezifikation oder Kombination leer, so schreiben wir an den

entsprechenden Stellen no sorts, no Opns oder no eqns.

Wird für eine Operation keine Abkürzung gewünscht, lassen wir

in der entsprechenden Zeile unter abr: einfach freien Raum.

Werden überhaupt keine Abkürzungen gewünscht, entfällt die

Spalte abr: ganz.

2 .3 .  Ein Beispiel für die Unterschiede der initialen und

terminalen Algebrasemantik abstrakter Datentypen

Der Unterschied zwischen initialer und terminaler Algebrase-

mantik ist der ünterschied zwischen der i -  und der t—Kongru—

enzrelation. Wie bereits in 2.1.2. gesagt, sind zwei Terme t

und t' gleicher Sorte dann i—kongruent, wenn ihre Gleichheit

aus den Axiomen ableitbar i s t  und sie sind dann t-kongruent,

wenn die dis—Terme, die durch Einsetzen von t und t' in den—

selben dig—Kontext entstehen, i—kongruent sind; letzteres muß

für alle möglichen dig-Kontexte gelten.

Spezifikationen, die keine t-Spezifikationen sind, sollen ab

jetzt i—Spezifikationen heißen. ‘

Man kann sich fragen, wie i -  und t-Spezifikationen aussehen
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ren. Dazu ein Beispiel:

i - n a t :

s o r t s :

opns:

eqns:

i s t  eine i—Spezifikation, deren i—Semantik T .

233

NULL: + EEE abr: ( fl )

succ:gg£ * Egg (S)

-PLUS_=EEE.E§E * BEE _

i_E°1 fl + x i n e t :  xnat

igE.2 S(xäat) + xgat = sagat

die ( f ü r  eine bestimmte Sorte)

( +

"dasselbe" spezifizie-

)

)x 2

n a t

v-1-nat „ isomorph

ist zu der Z-Algebra A=(w0,{0‚s,+}), deren nat-Träger die Men-

ge der nicht-negativen ganzen Zahlen i s t  und deren Funktionen

die Konstante o, die Nachfolgerfunktion S2w0 » wo und die Ad-

dition + ‘ w o x w o  » w o  mit der üblichen Definition sind.

Eine t—Spezifikation, deren hat-Anteil, d.i. die Einschränkung

auf die Sorte nat und die Operationssymbole NULL, SUCC und

_PLUS_, ebenfalls zu A Z—isomorph ist, sieht so aus:

('1
'

l :3 m r'l'

s o r t s :

opns:

eqns:

E'EE
TT,FF: * gig

NOT:Q£5_+ gig

_AND_=siiä 9.1.2 —— iii
NULL: + 333
SUCC:£2£  + nat

_PLUS_:nat nat » nat

E Q N z n a t  nat + dis

t -E .1  ntt = f f

t-E.2 uff = t t

t-E.3 tt A X1 =
dis

x1 . .
dis

a b r : (tt,ff)
(n)

(_A_)

(a) ‘
(S)

(_+_)
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t-E.4 f f  A = f fx d i s

t—E.5 EQN(¢ ,¢ )  = tt

t-E.6 E Q N ( ¢ ’ S ( X fi a t ) )  = ff

t—E.7 E Q N ( S ( X n a t ) ' fl )  = ff

t—E.8 EQN(S(xr1lat),S(x2 )) = EQN(x1at.x§at)
nat n

_ 1 = 1t E . 9  fl + x n a t  x n a t

" 1 ‘ 2 = 1 2
t E '10  S ( x n a t )  + xnat S ( x n a t  + x n a t )

. ' g g .Es gilt also Ti-nat — A T t — n a t ' Z  mit

Z=({ggg}‚{fl= * EQE,S=E§E * ggg‚_+_;ggg_ggg * 23£}).

Man sollte hier keiner Optischen Täuschung erliegen; wenn man

den obligatorischen dinnteil vergißt, ist eine t-Spezifika—

tion meist nicht größer als eine entsprechende i-Spezifikation.

Es fällt auf, daß t-nat gegenüber i—nat die “zusätzliche Ope-

ration“ EQN besitzt. Diese wird benötigt, um ginontexte für

Eat-Terme z u  bilden, welche etwa so aussehen:

tt AND E Q N ( S ( x fi a t ) , S ( S ( ¢ ) ) )  oder

. EQN(S(5)‚x5at) AND EQN(S(S(S(¢))).¢).
d.h. sie enthalten genau eine Variable, und diese ist von der

Sorte nat. Wäre EQN nicht vorhanden, dann gäbe e s  keine Kontex-

te für naterme und daher Wären alle Eat—Terme zueinander

t—kongrüent. Die Axiome t-E.9 und t—E.10 hätten dann keinerlei

Wirkung mehr. EQN unterteilt die ngterme in Klassen, die als

kanonische Repräsentanten gerade die Terme ¢,S(¢),S(S(¢)),...,

Sn(¢),... enthalten. Zur Bestimmung der durch eine t—Spezifi—

kation erzeugten t-Kongruenzrelation brauchen nicht alle gig-

Kontexte betrachtet zu  werden, sondern nur die “contexts of

interest". Dies sind im Falle von ggggg alle Kontexte, deren

äußerstes auftretendes Operationssymbol EQN ist; weiß man z.B.,

daß EQN(t,p)EEQN(t',p) ist, dann g i l t  wegen der SE der i—Kon-

gruenz E auch nEQN(t,p)EnEQN(t',p),

tt AND EQN(t,p)Ett AND EQN(t',p) usw.;
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damit g i l t  also für alle Kontexte cteCZ(nat,dis), die

1 ! 1 = ' 1EQN(xnat‚p) als Subterm haben ct[t/xnat]_.ct[t / x n a t ] '

Dieses Ergebnis wird später noch in Lemma 17 ausgedrückt.

t-nat erzeugt wie jede t-Spezifikation zwei Z-Kongruenzen‚

nämlich Et-E und A t - E '  Bei genauerer Betrachtung fällt auf,
'!

daß die beiden Relationen identisch sind: E t - E  = A t — E '  Also

sind auch die i—Semantik und die t-Semantik von t-nat gleich:

Tt-nat = T t — n a t r m '  Solche Spezifikationen heißen kategorisch

(vergl. Definition 39). Die kontexterzeugenden Operationen wie

EQN werden im folgenden das Konzept der terminalen Implemen-

tierungen beeinflussen.
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3 .  Implementierungen

Es existieren bereits verschiedene Implementierungskonzepte

für algebraische Spezifikationen abstrakter Datentypen, von

denen einige in den folgenden Abschnitten vorgestellt werden

sollen. Es wird kurz auf die Konzepte aus [ADJ 77], [Ehr 78]

und [GHM 76a] eingegangen und danach wird das Konzept aus

[EKP 79a] etwas ausführlicher behandelt. Daran anschließend

wird letzteres soweit möglich in die terminale Algebrasemantik

übertragen. An einem Beispiel wird dann die Wirkungsweise des

Konzeptes verdeutlicht.

In [ADJ 77],[Ehr 78] und [EKP 79a] wird jeweils von einer ini-

tialen—Algebrasemantik ausgegangen, während in [GHM 76a] be—

reits informell eine "terminale Algebrasemantik" zugrundege-

legt wird; Guttag, Horowitz und Musser sehen zwei Terme glei-

cher Sorte solange a l s  gleich a n ,  b i s  nachgewiesen ist, daß

sie verschieden sind. Dies entspricht in der Tat der in Defi—

nition 34 eingeführten t-Kongruenzrelation A h ’  jedoch fehlt in

[GHM 76a] jegliche Präzisierung.

3.1. Übersicht über einige Implementierungskonzepte

Man unterscheidet generell zwischen zwei Arten der Implemen—

tierung abstrakter Datentypen, d.i.

— die Implementierung abstrakter Datentypen durch abstrakte

Datentypen, manchmal auch abstrakte Implementierung genannt,

und

- die Implementierung abstrakter Datentypen durch beliebige

Typen, a l s  da sind Programme, Maschinenzustände, abstrakte
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Datentypen usw. Diese werden auch konkrete Implementierun—

gen genannt.

Von den hier vorgestellten Implementierungskonzepten, die alle

nur für Spezifikationen ohne bedingte Axiome formuliert sind,

gehören [Ehr 78] und [EKP 79a] zur ersten und [ADJ 77] und

[GHM 76a] zur zweiten Art. »

Allen Konzepten gemein ist, daß sie beschreiben, wie Daten und

Operationen eines Typs, der sich, anschaulich gesehen, auf e i —

nem "höheren" Abstraktionsniveau befindet, durch die Daten und

Operationen eines Typs repräsentiert werden, der sich dement-

sprechend auf einem “niedrigeren" Abstraktionsniveau befindet.

Die Implementierungen der ersten Art können dazu dienen, aus

einfachen Datentypen schrittweise immer "kompliziertere" Da-

tentypen aufzubauen; eine Implementierung dieser Art kann also

als refinement step aufgefaßt werden. In diesem Zusammenhang

sind "Über—alles"-Implementierungen bzw. Compound—Implementie-

rungen von Interesse, die mehrere solcher refinement steps

IMPL1,...,IMPLn zusammenfassen z u  IMPL=IMPL1-...OIMPLn. Damit

beschäftigt sich Ehrich in [Ehr 78] und neuere Ergebnisse zu

diesem Thema sind in [EKMP 80] zu finden.

Implementierungen der zweiten Art können benutzt werden, um

algebraisch z u  spezifizierende Software-Systeme während der

Entwicklung teilweise zu testen.

3.1.1. ADJ

In [ADJ 77] wird die von einer Spezifikation <S,Z,E> induzier-

te Termalgebra T E E  durch eine "Implementierungsalgebra" B im—
'

plementiert. Dabei ist B eine E'—Algebra, deren Trägerelemente
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konkrete Datenrepräsentationen wie Maschinenzustände oder pri—

mitive Datentypen sein können und deren Operationen auf diesen

Datenrepräsentationen definierte Basisoperationen wie Maschi-

nen0perationen, Basisinstruktionen und Programme sind.
“£

Formal besteht eine Implementierung von <S‚ZQE> aus der Z'—Al-

gebra B ,  einem "derivor“ d von Z nach Z' und einer Z—Kongruenz

E ,  sodaß gilt:

T ist Z—isomorph zu einer Unteralgebra von (dB)/5‚
255

wobei dB die "d—abgeleitete Algebra von B" ist.

Sind ( 5 ,2 )  und (S',Z') Signaturen, dann i s t  ein derivor von E

nach 2' ein Paar d = ( f ' ( d w ‚ s ) w e s *  
3 6 5 ) ,  wobei f:S + S' eine

I

Funktion mit der Eigenschaft

(Vnew)(Vs1,...,sneS)( f(s1...sn)=f(s1)...f(sn) ) und

( d w , s : z w , s  + ( T Z ' ) f ( w ) ‚ f ( s ) ) w e S * ‚ s e S  eine Familie ist.

o . | _( T Z ' ) f ( w ) , f ( s )  bezeichnet die Menge der Z Terme der Sorte

f(s), die die Variablen {y1‚...‚yn} benutzen, wobei yi von_der

Sorte f(si) ist. Jedes Operationssymbol eQ 3 wird mittels
!

'einer abgeleiteten Operation dw S ( o )  mit geeigneter Stellig-
I

k ei t  dargestellt. Dann i s t

dB = ( ( B f ( s ) ) s e S ' { O d B | O € Z w , S ’  Wes”:  SeS} )

die d-abgeleitete E—Algebra von B, wobei die Operation °dB von

dB für e definiert ist als (d(o))B‚ d.i. die "abgeleitete

Operation" des Z'-Terms d(o).

Bleibt der Begriff der abgeleiteten Operation zu  klären.

Sei teT ses. mit var(t)={y1‚...‚Yn}‚new‚ und die yi sei—Z(X).S’
en Variable der Sorte sieS. Sei A eine Z—Algebra und beBel(A‚t)

eine Belegung. Dann ist intb(t)eAS. Wenn t fest ist und b vari-

i e r t ,  dann erhält man eine Funktion t A : A  x . . . x A  + A , die
S 1  S n  S

die abgeleitete Operation von t in A heißt, mit

wenn b(yi)=aieAS f.a. ie{1‚...,n}‚ dann ist
i

t A ( a 1 ‚ . . . ‚ a n )  = i n t b ( t ) € A s .
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Da TZ'E [Hisomorph zu einer Unteralgebra von (dB) /E  seiaarf

und nicht zu der ganzen Algebra (dB)/E Z—isomorph sein muß,

ist e s  z.B. möglich, eine Spezifikation für gg; mit den Opera-

tionssymbolen ¢,+,* und SUCÜ durch eine Algebra z u  implemen—

tieren, deren Trägermenge die Menge der ganzen Zahlen i s t  und

deren Operationen 0‚+,* und SUCC mit den üblichen Definitionen

sind.

Der Korrektheitsnadhweis der Implementierung läßt sich laut

ADJ in Speziellen Fällen durch automatische Beweiser führen.

3 .1 .2 .  Ehrich

Ehrich behandelt in [Ehr 78] Implementierungen auf syntakti-

scher Ebene a l s  Beziehung zwischen Spezifikationen. Das mit

den Begriffen aus [ADJ 77] kompatible framework bildet eine

Kategorie E222! deren Objekte Spezifikationen und deren Mor—

phismen Paare von Abbildungen zwischen Sorten und Operations—

symbolen sind, die also dem derivor von ADJ ähneln. Jedem Ob—

jekt von 53n ist eine Kategorie beigeordnet, deren Objekte

(Z—) Algebren sind und deren Morphismen (Z- )  Homomorphismen

zwischen diesen Algebren sind. In jeder dieser Kategorien gibt

es ein bis auf Isomorphie eindeutiges initiales Objekt, das

die Semantik der Spezifikation darstellt. Auf semantischer E -

bene werden die Auswirkungen der Implementierung auf die ini-

tialen Algebren diskutiert.

Informell gesehen, implementiert eine Spezifikation D1 eine

Spezifikation D o ,  wenn die Operationen von Do abgeleiteten O-

perationen (im Sinne von [ADJ 77], sh. 3 .1 .1 . )  in D1 zugeord—

net werden können, die das durch die Gleichungen ausgedrückte

"Verhalten" von Do realisieren. Wenn man für die abgeleiteten
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Operationen neue Operationssymbole und entsprechende definie-

rende Gleichungen z u  D1 hinzufügt, dann erhält man eine Spezi-

fikation D 2  und e s  gibt Morphismen sowohl von D o  nach D; als

auch von D1 nach D a .

Formal i s t  eine Implementierung von Do durch D1 ein  Tripel

(D2,f,t), wobei D2 eine Spezifikation, t:Do + D; eine "wahre'

Einbettung" und f :D1  * D 2 eine "Z—Einbettung" ist, die "voll

bzgl. t" ist (sh. [Ehr 78 ] ) .  Das Hauptergebnis von [Ehr 78]

betrifft die Komponierbarkeit solcher Implementierungen und

besagt für Spezifikationen Do, D1, D2:

Wenn D 1  D 2  implementiert und wenn Do D ,  implementiert,

dann implementiert Do auch D2, d.h. es gibt eine "Über—

alles"-Implementierung.

Es gibt jedoch kein allgemeines effektives Kompositionsverfah—

ren für Implementierungen. Weiter wird ein praktisches Kompo-

sitionsverfahren angegeben, das pushouts benutzt und nicht-

systematische Schritte enthält.

' Die Frage der Korrektheit wird in [Ehr 78] nicht gestellt.

3 .1 .3 .  Guttag, Horowitz und Musser

Das sehr informell gehaltene Papier [GHM 76a] beschäftigt sich

anhand von Beispielen mit der Frage, wie algebraische Axiomati-

sierung den Korrektheitsnachweis von Implementierungen abstrak-

ter Datentypen verbessern kann und mit der Angabe von halb—au-

tomatischen Hilfsmitteln, die zur Automatisierung solcher Be—

weise und zur Erstellung einer direkten Implementierung verwen-

det werden können. Direkte Implementierungen erlauben begrenz-

te Tests während der Entwicklung von Software-Systemen.
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Eine Implementierung eines Datentyps durch einen anderen i s t

aufgeteilt in einen

- representation—Teil,

in dem eine Repräsentation der Werte des z u  implementieren—

den Typs durch (Tupel von) Werte(n) des implementierten Typs

angegeben wird, etwa

SYMT(Stack[Mapping[Identifier‚Attributelist]]) + Symboltable,

und in einen

- programs-Teil,

in dem "Programme" (d.s. Axiome), welche auf der Repräsenta-

tion arbeiten, für die Operationen des zu implementierenden

Typs angegeben werden, etwa

INIT = SYMT(PUSH(NEWSTACK,NEWMAP)).

Dabei wird_davon ausgegangen, daß für beide Datentypen alge-

braische Spezifikationen existieren, die aus einem syntakti-

schen Teil, der die Operationen des Datentyps und ihre Stellig-

keit, und einen semantischen Teil, der die die Operationen be—

schreibenden Axiome enthält, bestehen.

Die Korrektheit einer Implementierung kann nachgewiesen werden,

indem man zeigt, daß jedes Axiom des semantischen Teils der

Spezifikation des Datentyps durch die Programme erfüllt wird,

etwa für das Axiom LEAVEBLOCK(INIT) = INIT:

LEAVEBLOCK(INIT) LEAVEBLOCK(SYMT(PUSH(NEWSTACK,NEWMAP)))

= SYMT(REPLACE(NEWSTACK,NEWMAP))

= SYMT(REPLACE(STAK(NEWARRAY,¢),NEWMAP))

= SYMT(STAK(ASSIGN(NEWARRAY,1,NEWMAP),1))

= SYMT(PUSH(NEWSTACK,NEWMAP))

= INIT.

Außerdem wird gezeigt, wie formale Deduktionen, die den Daten-

typ boolean benutzen, Interpretationen von Gleichheitsoperato-

ren auf Datentypen und Datentyp-Invarianten bei der Verifika—
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tion von Implementierungen Verwendet werden können. Dabei i s t

eine Datentyp-Invariante eine Eigenschaft P ,  die für alle Wer—

te des Datentyps gilt, etwa

P(symtab) = (EstkeStack)( symtab = SYMT(stk) )

mit symtabeSymboltable.

Schließlich wird noch das KOnzept der direkten Implementierun-

gen eingeführt. Eine direkte Implementierung eines Datentyps T

ist eine Implementierung, deren reprensentation—Teil eine Teil-

menge des syntaktischen Teils der Spezifikation von T ist und

deren programs-Teil eine Teilmenge des semantischen Teils der

Spezifikation von T ist. So kann zum Beispiel der Datentyp

boolean mit den Operationen TRUE, FALSE, AND, OR, NOT, EQV,

IMP und XOR durch den Datentyp boolean mit den Operationen

TRUE, FALSE, AND und NOT direkt implementiert werden. Häufig

werden auch Baumstrukturen als direkte Implementierungen ver-

wendet oder Darstellungen in LISP.

3 .1 .4 .  Ehrig, Kreowski und Padawitz

Ehrig, Kreowski und Padawitz verlangen in [EKP 79a] von einem

Implementierungskonzept, daß es die "Spracheigenschaft" alge-

braischer Spezifikationen, welche abstrakte Datentypen syntak—

tisch definieren und deren Semantik automatisch festlegen, be-

achtet. Diese Forderung, die von keinem anderen Implementie-

rungskonzept erfüllt wird, soll e s  ermöglichen, die EKP-Imple-

mentierungen als Konzept einer Beschreibungssprache für ab-

strakte Datentypen aufzufassen. I n  einem Anforderungskatalog,

der hier wörtlich übernommen wird, wird etwas genauer erklärt,

wie d i es z u  verwirklichen i s t .
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Die Implementierung eines abstrakten Datentyps ADTO durch

einen abstrakten Datentyp ADT1 soll syntaktisch als Imple—

mentierung ihrer Spezifikationen verwirklicht werden,

SPEc1 IMPLEMENTATION * SPECO

indem die SPECO—Sorten und —Operationen aus entsprechenden

Bestandteilen von SPEC1 zusammengesetzt werden.

Semantisch soll dadurch festgelegt sein, wie sich Berech-

nungen in ADTO auf BereChnungen in ADT1 zurückführen l a s -

sen, wie also die (i—)Semantik von SPECO aus der von SPEC1

r e s u l t i e r t :

IMPLEMENTATION = T
SPEC1 SPECO 'T

Dabei soll jeder Wert in ADTO zusammengesetzt aus ADT1-Da—

ten repräsentiert sein, verschiedene Werte verschieden,

jedoch nicht unbedingt eindeutig (d.h. Mehrfach-Repräsen-

tationen sind zugelassen). Auch brauchen nicht alle geeig-

net zusammengesetzten Daten aus ADT1 zu Daten aus ADTO z u

korrespondieren. Insbesondere dürfen durch das Zusammen-

setzen neuer Daten aus ADT1—Daten diese selbst nicht zer;

stört oder verändert werden.

Außerdem soll jede Anwendung einer Operation in ADTO (d.h.

jede Berechnung) bis auf Repräsentation von Argumenten und

Werten gemäß 3 .  auf Anwendungen von Operationen in ADT1 zu-

rückgeführt und aus diesen zusammengesetzt werden können.

eine genügend allgemeine Syntax einer Implemen—

tierung meist keine Semantik induzieren, die 2 .  b i s  4 .  erfüllt,

da diese Forderungen unentscheidbar sind. EKP lösen dieses Pro-

blem, indem s i e  zunächst einen schwachen Implementierungsbe-

griff angeben, der den syntaktischen Anforderungen genügt, der

jedoch meist T nicht in ein z u  TSPECO isomorphes, sondernSPEC1
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‚ n u r  in ein homomorphes überführt. Dann werden semantische Zu-

satzforderungen angegeben, die eine schwache Implementierung

erfüllen muß, um als eigentliche Implementierung zu gelten. Die

Implementierungen genügen dann, wie gezeigt wird, auch den An-

forderungen 2 .  b i s  4 .  des Kataloges.

Es folgen die formalen Definitionen aus [EKP 79a].

VORAUSSETZUNG

SPECO und SPEC1 seien zwei Spezifikationen, die beide Exten-

sion einer gemeinsamen Unterspezifikation SPEC=(S,Z,E) sind,

d.h. sie sind syntaktisch Kombinationen

SPECO= SPEC + (SO,ZO,E0) ‚ u n d  SPEC1= SPEC + (S1,Z1,E1),
die die semantische Zusatzforderung erfüllen, daß die SPEC-

Anteile ihrer (i—)Semantik mit der (i—)Semantik von SPEC ü—

bereinstimmen. []

Dies i s t  anschaulich damit zu begründen, daß SPECO und SPEC1

gemeinsame Teile haben können, die bei der Implementierung na-

türlich nicht neu realisiert werden müssen. Haben SPECO und

SPEC1 keine gemeinsamen Teile, So ist SPEC=(¢ ,¢ ,¢ )  die leere

Spezifikation.

Definition (Syntax der schwachen Implementierung) (3.2.)

IMPL = (ZSO,ESO,EZO) ist eine schwache Implementierung_von

SPECO mit Hilfe von SPEC1, wenn

IMPL1= SPEC1 + (so,zso,Eso) und IMPL2= IMPL1 + (¢.ZO,EZO)

Kombinationen sind. Dabei sind 280 und ESO die SO-Sorten im-

plementierenden Operationen und Gleichungen und E20 die

Zp-OPerationen implementierenden Gleichungen. Dementsprech—

end wird der Schritt von SPEC1 zur ersten Implementierungse—

bene IMPL1 Sorten-Implementierung und der von IMPL1 zur 5323?

ten Implementierungsebene IMPL2 Operationen-Implementierung

genannt . Ü



_ 46 _

Definition (Semantik der schwachen Implementierung) (3.4.)

Die Semantik der schwachen Implementierung IMPL=(ZSO,ESO,EEO)

von SPECO mit Hilfe von SPEC1 ist die aus der Semantik TSPEC1

von SPEC1 durch Anwendung der Konstruktionen EXTENSION, RE-

STRICTION und IDENTIFICATION resultierende SPECO-Algebra B ,

wobei die einzelnen Schritte folgendermaßen definiert sind:

1. EXTENSION, aufgeteilt in SORT— und OP—EXTENSION, überführt

TSPEC1 in die Semantik der Kombination IMPL1 und diese in

die von IMPLZ:

EXTENSION : T
*SPEC1 IMPLZ

SORT-EXTENSION - OP-EXTENSION

TIMPL1 '
2 .  RESTRICTION, aufgeteilt in FORGETTING und REACHABILITY,

überführt T in seinen SPECO'—Anteil TIMPLZ IMPLZISPECO'
mit SPECO'=SPEC + (so,Zo,¢) und bildet darin das Bild

B' = h(TvUZO) unter der Interpretation der ZUEO-Terme
LJ

h‘TZUVo + T I M P L Z I S P E C O "  wobei B' eine SPECO'—Unteralge—
L4

bra von TIMPLZISPECO' wird:

T RESTRICTION <g4 B ,
IMPLZ '

FORGETTING ' REACHABILITY

T .IMPL2 SPECO .

3 .  IDENTIFICATION faktorisiert B' nach der von den Gleichun-

gen E 0  erzeugten Kongruenz E E O  und liefert a l s  Quotient

eine SPECO-Algebra B = B' /§EO:

B .  IDENTIFICALION : B ‚ _ []

Die SORT-EXTENSION beschreibt, wie Daten, die zu SO-Sorten ge—

hören, aus SPEC1—Daten zusammengesetzt werden.

Die OP-EXTENSION beschreibt, wie die ZO-Operationen auf den
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zusammengesetzten Daten "arbeiten", d .h .  wie sie darauf defi—

niert sind.

Im FORGETTING-Schritt werden alle Sorten und Operationen, die

nicht zu SPECO gehören, "vergessen". Dabei entsteht eine SPECO'

-Unteralgebra von T die aber i.a. die Gleichungen E0 vonIMPLZ'

SPECO noch nicht erfüllt.

Im REACHABILITY-Schritt werden dann noch überflüssige Daten

entfernt, die zWar z u  SPECQ—Sorten gehören, die aber nicht

durch SPECO-Operationen erseugbar sind, d.h. die keine SPECO-

Daten repräsentieren. Die aus diesem Schritt entstandene Alge—

bra B' = h(T das Bild der Interpretation h ,  enthält nurZUZO)’
noch die von SPECO aus in TIMPLZ erreichbaren (engl.: reacha-

ble) Daten.

Im letzten Schritt, IDENTIFICATION genannt, muß man dafür sor—

gen, daß man aus B' eine Algebra erhält, die auch die Gleichun—

gen aus EO erfüllt; denn e s  gibt i n  B '  zwar geeignete Repräsen-

tationen der SPECO-Daten und es ist erklärt, wie die SPECO-Ope-

'rationen darauf arbeiten, doch erfüllt B' i.a. noch nicht die

Gleichungen aus EO. In [EKP 79a] ist dies an einem Beispiel

verdeutlicht. Dort werden Mengen von natürlichen Zahlen durch

lineare Listen natürlicher Zahlen implementiert. Die Sorte get

wird durch eine einfache k0pierende Operation czstring » get

aus der Sorte string aufgebaut. In der Operationen—Implementie-

rung wird die leere Menge durch die leere Liste dargestellt

(9 = c(A)) und das Einfügen von Elementen in eine Menge durch

das Anhängen eines Eintrags an eine Liste dargestellt

(INSERT(x£at,c(x;tr)) = C ( A D D ( x 1 a t ' x s t r ) ) ) '  Die schwache Imple-
n

mentierung sieht also so aus:

s e t g n a t ) :  i-nat +

SOI'tS : set

opns :  ¢:-. set
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INSERT:nat set + s e t

eqns: EO.1 INSERT(mafia?)INSERTh-z1 ))=INSERI'(xna )
at'xset 'xset

1 2 1 = 2 1 1E0.2  mSERI‘(xn,INSERI'(xn,XS)) mSERI‘(xn,INSERT(xn,XS))

stringgnat): ;;gg; +

sorts: string

opns: A: + string

ADDznat string + string

no eqns

stringgnat) impl setgnat) by

sorts impl opns :  c:strina + ESE

no sorts impl eqns

opns impl eqns: EZO.1 ¢=c(A)

EZO.2  INSERT(x;1,c(x1t ))=c(ADD(x‘,xs t ) )  .

Nach RESTRICTION liegt dann eine Algebra B' vor, in der aber

noch nicht das durch die Axiome von setinat) ausgedrückte Ver-

halten von Mengen realisiert ist: Die Reihenfolge des Einfü-

gens von Elementen in Mengen i s t  irrelevant, die Reihenfolge

des Anhängens von Einträgen an Listen jedoch nicht und außer?

dem kann eine Liste einen Eintrag, anders als eine Menge ein

Element, mehrfach enthalten. Dieses zu erreichen i s t  nach EKP

der Sinn des IDEfiTIFICATION-Schrittes, der die Algebra B' nach

der aus den Gleichungen E0 erzeugten Kongruenz faktorisiert.

Nach diesem Schritt liegt also eine SPECO— bzw. setinatl—Alge-

bra B = B '  /:E0 vor, die nach Konstruktion SPECO erfüllt.

Meines Erachtens nach wird durch den IDENTIFICATION—Schritt

etwas erzwungen, was auch auf anderem, natürlicherem Weg er—

reicht werden kann: Man braucht in dem Beispiel nur die Axiome

)) und

)))

c(ADD(x1 ADD(x1 Xst r ) ) )—=C(ADD(X1 ‚x
at s t r

t r ) ) )  ==c(ADD(x2a t , A D D ( x

at' at'
1

C(ADD(Xnat'ADD(Xnat’x s nat'xs tr
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zu ESO hinzuzufügen und kann dann auf den IDENTIFICATION

-Schritt verzichten. E s  kann leicht durch Induktion gezeigt

werden, daß bereits nach RESTRICTION eine set(nat)-Algebra vor-

liegt. Auf diese Weise wird das Verhalten von Mengen in B'

nicht erzwungen, sondern s02usagen ebenfalls implementiert.

Der schwache Implementierungsbegriff erfüllt die semantischen

Bedingungen 2 .  b i s  4 .  i.a. nicht. Daher werden semantische Zu-

satzforderungen gestellt.

Definition (Implementierung) (3.65)

Eine Implementierung von SPECO mit Hilfe von SPEC1 i s t  eine

schwache Implementierung IMPL=(ESO,ESO,EEO) dieser Spezifi—

kationen, bei der zusätzlich gilt, daß

(i) ihre Semantik B isomorph ist zur Semantik von SPECO:

B Q TSPECO ’
(ii) die erste Implementierungsebene IMPL1=SPEC1+(SO,ZSO,ESO)

eine Extension (i-Erweiterung) von SPEC1 i s t  und

(iii) die zweite Implementierungsebene IMPL2=IMPL1+(Q,ZO,EZO)

ein Enrichment (i-Anreicherung) von IMPL1 i s t . [ ]

Die Punkte (i) b i s  (iii) lassen sich als Korrektheitskriterien

interpretieren:

(ii) besagt, daß die Sorten-Implementierung die Semantik

von SPEC1 bewahrt,

(iii) besagt, daß die Operationen—Implementierung die Seman—

tik von IMPL1 bewahrt und

(i) stellt sicher, daß die erzeugte Semantik B auch wirk—

lich z u  der von S P E C O ,  T S P E C O ’  isomorph i s t ,  d . h .  mit

ihr übereinstimmt.

EKP zeigen schließlich, daß ihr Implementierungsbegriff den

Anforderungen 1 .  b i s  4 .  des Kataloges genügt.
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1. und 2 .  sind klar nach Definition von Syntax und Semantik der

schwachen Implementierung und nach Definition der Implementie—

rung. Zur Vorbereitung von 3 .  und 4 .  wird gezeigt, daß es ei—

nen Epimorphismus REP:B' + TSPECO gibt, der, anschaulich ge-

sagt, die ADT1-Daten den ADTO—Daten zuordnet, die sie reprä—

sentieren. Die Surjektivität von REP besagt, daß jeder SPECO—

Wert — eventuell mehrfach — in IMPL2 repräsentiert ist, und

die Rechtseindeutigkeit von REP sichert, daß verschiedene Wer-

te auch verschieden repräsentiert sind.

Die Korrektheitsbedingungen (ii) und (iii) erlauben darauf zu

schließen, daß ADT1—Daten nicht zerstört werden und daß, da es

zu jedem IMPL1—Term, der keine SO-Sorte verwendet, einen äqui—

valenten SPEC1-Term gibt (vergl. Satz 4 und Definition 29.(ii)),

die Operationen aus ESC, die die SO-Sorten “aufbauen", tatsäch—

lich nur ADT1—Daten (SPEC1—Terme) als Argumente benutzen. Damit

ist 3. erfüllt.

Die Homomorphie—Eigenschaft von REP besagt zunächst nur, daß

bis auf Datenrepräsentation jede Anwendung einer SPECO—Opera-

tion (jede ADTO-Berechnung) auch in B';:TIMPL2 ausgeführt wer-

den kann:

REP(o (b1,...‚bn)) = ospEco(a.,...‚an)
IMPLZ

, mit b1,...,bneB' und a1,...,aneTSPECO. Nach den Bemerkungen

zu 3. läßt sich die Berechnung von oIMPL2(b1,...,bn) zunächst

auf einen IMPL1—Term t' zurückführen, der neben SPECO-Operati-

onsaufrufen auch Subterme enthält, die keine SO—Sorten verwen-

den. Diese Subterme können nach den Bemerkungen z u  3 .  als Be-

rechnungen in ADT1 aufgefaßt werden. Indem man nun schrittwei-

se alle SPECO-Operationsaufrufe in t' auf Berechnungen in ADT1

zurückführt, erhält man eine Gesamtberechnung von t '  bzw. von

(b1,...,bn), die bis auf Repräsentation nur noch aus An—0IMPL2

wendungen von Operationen aus ADT1 besteht. Am Mengen/Listen-
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Beispiel sieht dies wie folgt aus:

Die Berechnung von INSERT(n,¢) läßt sich schrittweise

auf c(ADD(n‚A)) zurückführen:

INSERT(n,¢) : INSERT(n,c(A))

c(ÄDD(n,A)).

Dabei werden bis auf die Repräsentation c nur OperationSaufru-

fe (ADD, A, n )  verwendet, die zur strin nat —Spezifikation

gehören.

Damit i s t  klar, daß auch die vierte Anforderung erfüllt ist.

Die letzten beiden Kapitel von [EKP 79a] beschäftigen sich mit

Korrektheitskriterien und Möglichkeiten der Sorten—Implemen-

tierung. Die Hauptergebnisse sollen hier noch aufgeführt wer-

den. Zunächst wird der Begriff der RI-Korrektheit (BESTRICTION

und IDENTIFICATION) definiert und charakterisiert.

Definition (RI—Korrektheit) (4.1.)

Eine schwache Implementierung IMPL von SPECO mit Hilfe von

‘SPEC1 heißt RI—korrekt, wenn ihre Semantik B isomorph ist

zur Semantik von SPECO:  B = TSPECO . []

Theorem (Charakterisierung der RI-Korrektheit) (4.3.)

Für eine schwache Implementierung IMPL ist jede der folgen—

den Aussagen äquivalent zur RI—Korrektheit:

1. B ist initiale SPECO—Algebra

2 .  die Interpretation 1:TSPECO + B i s t  injektiv

. . - | ‚ l __3. es gibt einen Homomorphismus f .B TSPECO

(der dann automatisch surjektiv ist)

4. alle in IMPL2 äquivalenten EUZO-Terme t und t' sind auch

. n -  . = ‚ =  = |

1n SPECO aquivalent. t “EuE1uESOUEEO t > t 'EUEO t .

Beweis: Sh. [EKP 79a], Beweis zu Theorem 4 . 3 . . [ ]

Die vierte Eigenschaft i s t  eine Art Konsistenzbedingung, die
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kann.

Damit ist die Eigenschaft ( i )  der Implementierung charakteri—

siert. Die Enrichment—EigenSchaft (iii) der Implementierung

wird in [EKP 79a] nicht behandelt; es wird jedoch auf das Pa-

pier [EKP 78] verwiesen, wo die Enrichment—Eigenschaft aus—

führlich untersucht wird. [EKP 78] enthält jedoch noch Fehler,

die aber in [EKP 79b]  verbessert wurden.

Die Sorten-Implementierung einer schwachen Implementierung, die

das folgende Lemma erfüllt, hat bereits die Implementierungsei-

genschaft (ii).

Lemma ( 5 .1 . )

Gilt bei einer schwachen Implementierung IMPL=(ZSO,ESO,EZO)

von SPECO mit Hilfe von SPEC1

(i) 3980 für alle eSO w,s

(ii) seSO für alle (L,R)eESOs,

so ist die erste Implementierungsebene IMPL1=SPEC1+(SO,ZSO‚ESO)

eine Extension von S P E C 1 .

Beweis: Sh. [EKP 79a], Beweis zu Lemma 5 .1 . . [ ]

Es wird also rein syntaktisch Verlangt, daß die Sorten imple-

mentierenden neuen Operationen und Gleichungen nur von Sorten

seSO, nicht aber von Sorten seSUS1 sind. Diese Bedingung ist

für Viele praktische Fälle hinreichend und umfaßt Sorten im—

plementierende Operationen wie

a )  kopieren: c:s1 » s für s q U S 1 ,  SeSOV

b) vereinigen: in1:s1 » s .

Z für S1,...,skeSuS1‚ seSO, kew

c )  tupeln: TUP:s1...s + s für s1,...‚skeSuS1‚ seSO, kew
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d )  tabellieren: NIL: + s
. für s1,...,skeSUS1, seSO

T A B : s  s 1 . . . s k  * s

e) verzweigen: EMPTY: + s
}für s1,...,skeSuS1, seSO

B I N : s  s s , . . . s k  + 5

Ein Beispiel für eine Implementierung von stacks durch poin—

ter/array-Paare, wobei für die Sorten—Implementierung eine

Operation _below;:arraynat * stack vom Typ c) benutzt Wird,

findet sich im Anhang 2 von {EKP 79a].

Dieses Implementierungskonzept erscheint für die Übertragung

in die terminale Algebrasemantik besonders geeignet, denn EKP

zeigen in [EKP 79a], daß die Implementierungskonzepte in

[Ehr 78], [EKP 78], [ADJ 78], [Wan 78], [GN 78] und [Ls 77]

mehr oder weniger nur Spezialfälle ihres Konzeptes sind.

In einem neuen Papier [EKMP 80] hat die Berliner Gruppe ihr

Implementierungskonzept noch einmal überarbeitet und Untersu—

chungen angestellt, inwieweit eine Implementierung IMPL1 von

ADTO durch ADT1 und eine Implementierung IMPL2 von ADT1 durch

ADTZ so komponiert werden können, daß eine Implementierung

IMPL3 von ADTO durch ADTZ entsteht.

Unter den schwachen Implementierungen werden durch semantische

Zusatzforderungen starke Implementierungen und unter diesen

wiederum persistente Implementierungen gekennzeichnet. Analog

dazu wird die schwache, starke und persistente Komposition er-

klärt. Schwache und persistente Implementierungen sind unter

der Komposition abgeschlossen, starke Implementierungen i . a .

nicht. Schließlich werden mehrere schwache Implementierungen

IMPLi:SPECi => SPEC(i—1)‚ i=1,...‚n, zur Compound-Implementie-

rung COMPIMPL=(IMPL1,...,IMPLn) zusammengefaßt, wobei die Kom-

position IMPL=IMPL10...OIMPLn wieder eine schwache Implementie-

rung sein muß. COMPIMPL heißt schwach, stark bzw. persistent,
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wenn IMPL schwach, Stark bzw. persistent ist. Das Papier'ent-

hält neben einem großen Beispiel für eine Compound-Implemen-

tierung auch noch einen Ansatz für parallele Komposition von

Implementierungen, die es ermöglicht, eine "horizontale" Struk—

tur in den schrittWeisen Software—Entwicklungsprozess einzu-

bringen. Die Idee dabei ist, daß man nicht nur von einer ein—

zigen grundlegenden Spezifikation SPECO wie im Falle der Com-

pound—Implementierungen auszugehen braucht, auf die schließ-

lich alles zurückführbar ist, sondern daß es zwei oder mehrere

Grundspezifikationen SPECO, SPECO',... usw. für die parallele

Implementierung von SPEC1, SPEC1',... usw. gibt. Die sequenti-

elle (0) und die parallele Komposition (+) sind kompatibel.'Es

gilt: Wenn IMPLi für i=1,...,4 Implementierungen sind, für die

IMPL1OIMPL3 und IMPLZOIMPL4 oder (IMPL1+IMPL2)0(IMPL3+IMPL4)

wieder Implementierungen sind, dann gilt

(IMPL1+IMPL2)o(IMPL3+IMPL4)=(IMPL1oIMPL3)+(IMPL2oIMPL4),

wobei beide Seiten Implementierungen sind..

Unter Verwendung beider Kompositionsverfahren ist man in der

Lage, algebraische Implementierungsschemata anzugeben, die ge-

genüber der linearen Struktur der Compound—Implementierungen

eine Baumstruktur aufweisen, etwa:

SPECO

SPETfifl”fl’fliflflflflflffl \\\\\§5EC2
/\ *

SP\$i\\ SPEC4 SPECS

SPEC6 SPEC7 SPEC8 SPEC9 SPEC10 .

Die algebraischen Implementierungsschemata sind den algebrai—

schen Spezifikationsschemata aus [EKW 79] sehr verwandt.

Die Autoren bemerken außerdem, daß ihre Komposition die Proble—

me, die in [Ehr 78] (sh. 3.1.2.) angesprochen werden, vermei—
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det. Es wird nicht nur (wie in [Ehr 78]) festgestellt, daß es

eine Implementierung gibt, die aus der Komposition zweier an—

derer Implementierungen entsteht, sondern e s  i s t  syntaktisch

und semantisch festgelegt, nie diese "Über—alles"—Implementie—

rung aussieht, während sie in [Ehr 78] konstruiert werden muß.



. . 5 6 -

3 .2 .  Terminale Implementierungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das in 3 .1 .4 .  vorgestellte Im—

plementierungskonzept, das Wir von nun an als I—Implementie—

rung bezeichnen werden, in die terminale Algebrasemantik über-

tragen. Dies erscheint möglich, da Hornung in [H 79] geZeigt

hat, daß es zu  fast jedem Begriff der initialen AlgebraSeman—

tik eine duale Entsprechung in der terminalen Algebrasemantik

gibt, die wir jeweils durch das Präfix i —  bzw. t— unterschei-

den. Das gilt speziell für die bei den I-Implementierungen be-

nutzten Begriffe wie Kombination, Erweiterung, Anreicherung

und Semantik. Es wird darauf verzichtet, die in [EKP 79a] an-

gegebene Motivation der Anforderungen an ein Implementierungs-

konzept zu  wiederholen. Die Anforderungen sind von der Art des

Ansatzes —-ob initial oder terminal —-unabhängig. Wir werden

aber sehr wohl untersuchen, inwieweit unser Konzept der T—Im-

plementierungen diesen Anforderungskatalog (sh. 3 .1 .4 . )  er-

füllt. Obwohl die hier vorgeschlagenen T—Implementierungen in

ähnlichen Begriffen wie die I—Implementierungen formuliert wer-

den, ergeben sich bereits zu Beginn unserer Überlegungen eini—

ge Unterschiede, die wir hier kurz ansprechen wollen und deren

Auswirkungen an späterer Stelle noch ausführlich beschrieben

werden.

Da t—Spezifikationen eines Typs gegenüber initial z u  interpre-

tierenden Spezifikationen desselben Typs meist —-wie wir in

2 .3 .  gesehen haben — zusätzliche Operationen mit Wertebereich

gig_beinhalten, müssen wir das Konzept der T-Implementierungen

etwas anders gestalten als das der I-Implementierungen, wo in

der zweiten Implementierungsebene allg_0perationen des zu im—

plementierenden Typs angereichert werden, und wo in der ersten

Implementierungsebene die Sorten des z u  implementierenden Typs
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übernommen wurden. Würden wir diese Aufteilung beibehalten, so

könnte e s  vorkommen, daß zwar in der ersten Ebene die Sorten

übernommen werden, daß aber keine gig—Kontexte dieser Sorten

existieren, da ja die kontexterzeugenden, z u  SPECO gehörenden

Operationen erst in der zweiten Ebene hinzukommen. In dem Fall

würden alle Terme dieser Sorten, die aus Sorten implementieren—

den Operationen gebildet werden, identifiziert werden. In den

meisten Fällen i s t  dann nach Anreicherung der SPECO—Operatio-

nen in der zweiten Ebene die semantische Zusatzforderung, daß

die zweite Ebene eine (t—)Anreicherung der ersten Ebene ist,

nicht mehr erfüllbar oder die resultierende Semantik stimmt

nicht mehr mit der des z u  implementierenden Typs überein, denn

e s müßten auch i n  der zweiten Ebene alle Terme der obengenann—

ten Sorten identifiziert werden (t—Konsistenz der zweiten Ebe-

ne b z g l .  der ersten E b e n e ) .  Solche ( N icht-)Strukturen, i n  denen

alle Terme identifiziert werden,sind in den wenigsten Fällen

von Interesse.

Wir wollen die Aufteilung in zwei Implementierungsebenen bei-

behalten, jedoch die zusätzlichen Operationen mit Wertebereich

gig, die die Kontexte für die Sorten des zu implementierenden

Typs erzeugen, zur ersten Ebene bereits hinzunehmen. Da der B e -

griff "zusätzliche Operationen" nicht allgemein definierbar

i s t  und andererseits Operationen mit Wertebereich gig existie-

ren, die vfiaru; Einfluß auf die t-Semantik haben, also nicht

zur ersten Ebene hinzugenommen werden müssen, (Bsp.:

IS_NEW32££2X + dig und ähnliche), wollen wir die Auswahl vom

Einzelfall abhängig machen, ebenso wie die Auswahl der diese

Operationen beschreibenden Gleichungen, die auch der ersten

Ebene angehören sollen.

Auch im terminalen Fall gibt e s Gründe, auf einen IDENTIFICA-

TION—Schritt zu verzichten. Bei den Beispielen für t-Spezifi—
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kationen, die im Folgenden auftreten, kommen solche "Problem-

Gleichungen" wie in setgnatl aus 3 .1 .4 .  nicht mehr vor. Die

Kommutativitäts— und Idempotenz—Eigenschaften von Operatoren

wie INSERT (oder ASSIGN) werden praktisch in den die "zusätzli-

cmaw Operationen beschreibenden Gleichungen "versteckt". Sie

sind nicht mehr explizit angegeben wie im initialen Fall, aber

implizit noch vorhanden, was man meist durch Induktion zeigen

kann. Das Vorhandensein dieser Gleichungen war aber gerade

der Grund, den EKP für die Existenz des IDENTIFICATION-Schrit—

tes angaben. Man kann daher auch im terminalen Fall auf den

IDENTIFICATION—Schritt verzichten, muß aber darauf achten, daß

insbesondere die "zusätzlichen Operationen“ korrekt implemen—

tiert werden, d.h. daß sie so auf den Datenrepräsentationen de-

finiert werden, daß sich etwa die Kommutativitäts— und Idempo—

tenzeigenschaften von Operatoren wie INSERT oder ASSIGN auch

auf die Datenrepräsentation übertragen. Sind alle Operationen

korrekt implementiert, so liegt bereits nach RESTRICTION eine

Semantik vor, die isomorph i s t  z u  der des implementierten Typs.

Es sei noch bemerkt, daß die T-Implementierungen nicht mit den

in Definition 37 erwähnten t—Implementationen verwechselt wer—

den sollten. Es wird jedoch in Theorem 1 gezeigt, daß die Seman-

tik einer T—Implementierung auch eine t-Implementation ist.
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3 .2 .1 .  Das Konzept

GENERALVORAUSSETZUNG für die Abschnitte 3 .2 .1 .  b i s  3 .2 .3 .

Wir fassen jede t—Spezifikation (S,Z,E) als t-Kombination

(Sd,{h,Ed)+(S',E',E') einer Spezifikation SPDIS=(Sd,Zd,Ed)

für ggg mit Sd={dig} auf, d .h .  e s  i s t  S=SdpS', 2%ZduZ' und

E=EdUE'. ‘

SPECO und SPEC1 seien t—Spezifikationen, die t—Erweiterung

einer gemeinsamen Unterspezifikation SPEC=(S,Z,E) sind, d .h .

sie sind syntaktisch t—Kombinationen

SPECO = SPEC + (so,Zo,E0) und SPEC1 = SPEC + (s1,Z1‚E1)‚

die die semantische Zusatzforderung erfüllen, daß die SPEC-

Anteile ihrer t-Semantik mit der t-Semantik von SPEC überein-

stimmen. SPEC, SPECO und SPEC1 seien vollständig und konsi—

stent. E s  sei SPECO'  = SPEC + (SO,ZO,¢).[]

Die Idee i st, wie im initialen Fall, daß die implementierende

und die implementierte (t—)Spezifikation Teile gemeinsam haben

können, die nicht erneut zu realisiert werden brauchen. Im Ge-

gensatz zum initialen Fall kann jedoch SPEC=(¢ ,¢ ,¢ )  nicht anf-

treten, da alle t—Spezifikationen mindestens die Unterspezifi-

kation SPDIS gemeinsam haben.

Es folgen die Definitionen von Syntax und Semantik der schwa—

chen T—Implementierung.

Definition 42 (Syntax der schwachen T—Implementierung)

IMPL=(ZSO‚ZOD‚ESO,EOD,EZO) i s t  eine schwache T—Implementie-

rung von SPECO mit Hilfe von SPEC1, wenn

IMPL1 SPEC1 + (SO,ZSOUZOD,ESOUEOD) und

IMPLZ IMPL1 + (¢,Xo-EOD,Ezo-E0D)

vollständige und konsistente t-Kombinationen s i n d ,  wobei

EODSEZO und EODCZODIS=£0€ZS1 InewA(31$a)(sj#dis)}.d i s  . . s n , d i s
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ZSO enthält SO-Sorten—implementierende Operationen,

ZOD enthält SO—Struktur-implementierende Operationen,

ESO enthält SO-Sorten—implementierende Gleichungen,

EOD enthält SO—Struktur—implementierende Gleichungen und

E20 enthält ZD—Operationen—implementierende Gleichungen,

darUnter als Teilmenge auch EOD.

Die Schritte von SPEC1 zur ersten (T—)Implementierungsebene

IMPL1 heißen entsPrechend Sorten&Struktur—Implementierung

und von IMPL1 zur zweiten (T—)Implementierungsebene IMPL2

Operationen—Implementierung. []

Definition 43 (Semantik der schwachen T-Implementierung)

Die Semantik der schwachen T-Implementierung

IMPL=(Zso,ZOD,Eso,EOD,EZO) von SPECO mit Hilfe von SPEC1

ist die aus der t—Semantik T S P E C 1 , N  von SPEC1 durch Anwen—

dung der Konstruktionen EXTENSION und RESTRICTION resultie-

rende SPECO'—Algebra B', wobei die einzelnen Schritte fol—

gendermaßen definiert sind:

(1) EXTENSION, aufgeteilt in SORT&STRUC— und OP-EXTENSION,

überführt TSPEC1 M i n  die t—Semantik der t—Kombination

IMPL1 und d iese in die von I M P L Z .

(2) RESTRICTION, aufgeteilt in FORGETTING und REACHABILITY,

. .. - - l _überfuhrt T I M P L 2 , ~  1n seinen SPECO Anteil T I M P L 2 , ~ | Z U Z

und bildet darin das Bild B '  = h ' ( T f u Z O )  der “Inter-

- n l ,  __ T _pretation h .TZUZO T I M P L 2 , ~ | Z b Z O  der „UZO Terme,

. | I I..wobei B eine SPECO Unteralgebra von T I M P L 2 „ „ | E u Z Ü

wird.

T EXTENSION ' 4 T RESTRICTION : B '
S P E C 1 ' N '

'% 1
?) <<

«J‘ 6,69“!

15"
e 1' T4%, IMPL‘I ‚N IMPL2 ‚„ | ZuZO
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Unter den schwachen T—Implementierungen werden durch semanti-

sche Zusatzbedingungen einige herausgesucht‚ die die Punkte 2 .

bis 4 .  des Anforderungskataloges aus 3 .1 .4 .  erfüllen.

Definition 4 4  (T—Implementierung)

Eine T-Implementierung von SPECO mit Hilfe von SPEC1 ist ei-

ne schwache T—Implementierung IMPL=(ZSO,ZOD,ESO,EOD,EZO)

dieser t—Spezifikationen, bei der zusätzlich gilt:

(i) ihre Semantik B' ist ZUZO—iSOmorph zur t-Semantik

von S P E C O ,

(ii) die erste Implementierungsebene IMPL1 i s t  eine t—Er-

weiterung.von SPEC1 und

(iii) die zweite Implementierungsebene IMPLZ ist eine t—An—

reicherung von IMPL1. []

Diese Bedingungen lassen sich auch als Korrektheitskriterien

auffassen. Schwache T-Implementierungen, die nur die Bedingung

(i) erfüllen, sollen R—korrekt heißen. Dies ist die terminale

Entsprechung für die RI—Korrektheit aus 3.1.4.. Im nächsten

Theorem wird die R—Korrektheit charakterisiert.

Definition 4 5  (R-korrekt)

Eine schwache T—Implementierung IMPL von SPECO durch SPEC1

heißt R-korrekt, wenn ihre Semantik B' ZUZO—isomorph zur

t—Semantik von SPECO i s t . [ ]

Theorem 1

Für eine schwache T—Implementierung IMPL von SPECo durch

SPEC1  sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) IMPL ist R—korrekt

(ii) B‘ ist terminale SPECO—Algebra

. .  . __ . o‚ |_ ‚(iii) Der terminale ZDZO Homomorphismus f . B  T S P E C 0 „ u
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existiert und ist ein ZUZO-Monomorphismus.

i) Alle in SPECO kongruenten EUZO—Terme p und q sind

auch in IMPLZ kongruent:

(vse5u50)(VP‚qzuzo‚s)(p “Eq‚s q => p “bIMpL2,s q)

mit EIMPL2=EuE1uESOUEZO.

Beweis:

Durch Ringschluß.

(iv) => (iii)

Wir zeigen zunächst: d.h.' _B e't Impzuzo,Eq"

(a) B' ist ZUZO-erzeugt

(b) = {ttB„ffB‚} A ttB.¢ffB.Bdis

(c) ( V S Q S U S O ) ( v p ' q Z U Z O ‚ S ) ( p  “huE0,s q => p “"‚s q).

ad (a)

B' ist ZUZO-erzeugt, wenn B' ZuZO—Algebra ist und wenn der

initiale Zuzo—Homomorphismus h g T Z u Z D  + B' ein ZUZO-Epi-

morphismus ist.

B' ist nach Konstruktion bereits eine ZUZO-Algebra.

Die "Interpretation" h':TZUZO » T I M P L 2 , ~ | Z U Z O  ist nach

Definition auch ein SUE —Homomorphismus. Die Einschränkung

ezTZUZO + B' von h' auf das Bild B'=h'(TzUZO) ist eben-

falls ein ZUZO—Homomorphismus und sogar ein ZuZO-Epimor-

phismus. Da TZUZO eine initiale ZUZO-Algebra ist, ist e

eindeutig, d.h. e s  gilt h = e .

ad (b)

Nach Generalvoraussetzung sind alle betrachteten Spezifi-

kationen vollständig und konsistent, d.h. es gilt auch

tt ff und (VteT )(3tve{tt,ff})(t§ ).
EUZO,dis EuE0‚distv

besteht also aus genau zwei

*Eq‚dis
Der dis—Träger von T S P E C O „ v

Klassen. Demnach besteht dann auch der dis-Träger von

T I M P L 2 , ~  aus genau zwei Klassen [tt] und [ff]. Da tt und

f f  ZUZO-Operationen sind, besteht auch der dis—Träger der
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SPECO'—Unteralgebra B' von T I M P L 2 . „ ‚ a u s  genau zwei Klassen

ttB.=[tt] und ffB‚=[ff]‚ q.e.d..‘

ad (c)

- Die Relation N' i s t  wie folgt definiert:
B l

‘VSESUSO’(VP'qzuxo‚s)‘P'YB'‚s q :<=>

(VCtQCZUZO(s’diS))(Ct[p/Xs] EB. ct[q/xs]))).
‚ d i s

'; Die Relation * ist wie folgt definiert:: B l

(VseSuSO) ( V p ’ q Z u Z O , s )  (p EB. ‚5 q :<=> hs(p)=hs(q)) .

wobei h der eindeutige ZuZO—Homomorphismus hgTYUYO » B'

ist.

— AlSo gilt:

( V S C S U S ° ) ( V P ' q C T E U Z O ‚ s ) ( p ' " B ' ‚ s  q <=>

(VCteCZUZO(s,dis))(h (ct[p/xs])=hdis(ct[q/xs]))).
d i s

Seien seSuSO und p ’ q C T Z U Z O I S  m1t p N E u E O ‚ s  q .  Dann gilt

p m ' E U E O , s  q <=>

(VbteCZUZO(s‚dis))(ct[p/xs] E E U E O ‚ d i s
 ct[q/xS]) :<=>(1,

( t e C Z u Z O ( S ' d i S ) ) ( C t [ p / X s ]  ~EuE0,dis ct[q/xs]) =>(2,

(VcteCZUZO(s‚dis))(ct[p/xs] ”EIMPL2‚dis ct[q/xs]) <=>(3,
( t e C Z u Z O ( s ' d i s ) ) ( h d i s ( C t [ p / x s ] ) = h d i s ( C t [ q / x s ] ) )  <=>

P N  ',S q °

Dabei wurde benutzt:

(1) die Tatsache, daß für jede t-Spezifika—E"313,ciJ'Ls="’E,cilis

tion (S,Z,E) ist (sh. note nach 2.2.4. in [HR 79]),

(2) Punkt (iv) des Theorems 1 und

(3) B' ist ZUZO—erzeugt, d.h. h ist ZUZO—Epimorphismus:

B' ist Unteralgebra von T d.h. es gilt
IMPL2,~'

t “EIMPL2,dis t' <=> [t]=[t'] <=> hdis(t’=hdis(t"°

Damit i s t  ( c )  gezeigt.

Wir wissen jetzt, daß die Semantik B '  von IMPL eine t-Im—

plementation von T ist. Daher existiert der termi-SPECOflv
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_ . | _ | _, : ' ' ..nale ZuZO Homomorphismus f . B  TSPECO,AI und i s t  eindeu
».

tig. Es bestehen die im nebenstehenn
h ‚ .

den B i l d  dargestellten Beziehungen; TEUZO ' B

I M o V“! t"! _ l _

natO l S t  der naturliche „uLO Epimor natO f .

phismus, der jedem Term die ihn ent-

haltende K l a s s e  zuordnet. Da natO

eindeutig i s t  und f'oh ebenfalls ein ZUZO-Homomorphismus

von T nach T ist, gilt nat0=f'oh.

Seien nun a,beBé mit seSuSO. Da h ein ZUZO—Epimorphismus ist,

gilt ( g p ' q Z u Z O ‚ s ) ( h s ( p ) = a  A hs(q)=b). Dann gilt

' _. l .. ' .. !fs(a)—fs(b) <—> fs(hs(p))—fs(hs(q))

<=> natOS(p)=natOS(q)

( 1 ) < = >  p N E U E O , S  q

‘2’ ' P A'EIMPL2,s q
<=> hs(p)=hs(q)

<=> a=b

Dabei ist ( 1 ,  Definition von nato und ( 2 ,  ist Punkt (iv) des

Theorems 1. Wir haben also gezeigt, daß für alle seSUSO f;

injektiv ist. Also ist f' ein ZUZO-Monomorphismus.

(iii) => (1)

Hier bleibt zu zeigen, daß f':B' » T S P E C 0 , n a  ein ZuZO-Epi-

morphismus ist.

Wegen nat0=f‘oh i s t  f '  mit natO und h ebenfalls ein EuZO

-Epimorphismus und mit (iii) ist f' nach Lemma 2 auch ein

ZUZO-Isomorphismus.

(i) => (ii)

Dieser Schluß gilt nach Korollar 3 .

(ii) => (iv)

Die terminale SPECO-Algebra B' ist ZUZO-isomorph zu der

ebenfalls terminalen SPECO—Algebra T S P E C 0 , ~ '  d.h. e s  gibt

' _ ' ‚ | _ ,  ' ..einen ZUZO Isomorphismus f . B  T S P E C O , ~ £  Aus Eindeutig
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keitsgründen gilt wieder nat0=f0h. Damit gilt

( V S Q S U S O ) ( V p ' q € T Z U Z O ‚ s )

( p ' v E u E O ‚ s  q <=> natos(p)=natos(q)

<=> f s ( h s ( p ) ) = f s ( h s ( 9 ) )

(1)=> h s ( p ) = h s ( q )

<=> p “EIMPL2,s q ”

wobei bei ( 1 ,  die Injektivität von fs ausgenutzt wurde. []

Im Vergleich zu den I—Implementierungen i s t  die Existenz einer

Abstraktionsfunktion, die repräsentierende Daten auf repräsen-

tierte abbildet, viel leichter nachzuweisen, denn s i e  wird bei

der Konstruktion mitgeliefert.

Korollar REP

Sei IMPL=(ZSO,ZOD,ESO,EOD,EZO) eine T—Implementierung von

SPECO mit Hilfe von SPEC1.  S e i  B '  die Semantik von IMPL,

d.h. eine SPECOßünteralgebra von T Dann gibt es ge-} IMPL2,~’
nau einen ZuZO-Epimorphismus REP(RESENTATION):B' + TSPECO .

‚N

Beweis:

Die Gültigkeit der Behauptung folgt direkt aus Punkt (1) der

Definition 4 4  und aus Lemma 2 .  Es i s t  REP=f' mit f' wie

im Punkt ( i i i )  von Theorem 1 .  []

Bemerkung:

Da f' und damit REP sogar ein Zläb-Isomorphismus ist, kommen

Mehrfachrepräsentationen von SPECO—Daten zwar möglicherweise

noch in T aber nicht mehr i n  B '  vor.IMPL2,~'

Jetzt sind wir in der Lage, das Konzept der T—Implementierun-

gen an dem in 3 .1 .4 .  aufgestellten Anforderungskatalog zu mes—

sen .

— Punkt 1 .  i s t  klar nach Definition der Syntax der schwachen

T-Implementierung.
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- Punkt 2 .  i s t  klar nach Definition der Semantik der schwachen

T-Implementierung und nach Definition der T—Implementierung.

— Z u Punkt 3.:

Die Punkte (ii) und (iii) der Definition der T-Implementie-

rung stellen sicher, daß die SPEC1+Anteile der ersten und

der zweiten Implementierungsebene noch mit der t-Semantik

von SPEC1 übereinstimmen, d.h. daß sie weder zerstört noch

verändert werden.

Die Existenz des EuZO—Epimorphismus REPzB' * T S P E C 0 , ~  stellt

sicher, daß verschiedene ADTO—Daten auch verschieden reprä-

sentiert sind (Rechtseindeutigkeit von REP). Für Mehrfachre-

präsentationen gilt das nach Korollar REP Gesagte. Auch be-

nutzen die ESG-Operationen, die die SO-Sorten “aufbauen",

tatsächlich nur ADT1—Daten (SPEC1—Terme) als Argumente, denn

wir wissen, daß IMPL1 t-vollständig auf SPEC1 ist (Satz 6),

d.h. wir können jeden IMPL1—Term mit Sorte aus SUS1, der als

Argument einer ZSC-Operation auftaucht, durch einen Equiva-

lenten SPEC1-Term ersetzen.

— Z u  Punkt 4 .:

Jede Anwendung von SPECO-Operationen (jede ADTo-Berechnung)

kann bis auf Datenrepräsentationen auf Anwendungen von SPEC1

—Operationen zurückgeführt werden.

Dabei sichert die Homomorphie—Eigenschaft von REP, daß zu-

nächst jede Anwendung einer SPECO—Operation bis auf Datenre—

präsentation auf Anwendungen von IMPLz-Operationen (d.s.

SPECO- und IMPL1—Operationen) zurückgeführt werden kann. Wir

können daher schrittweise in einer ADTO—Berechnung die in

IMPLZ ausgeführt wird, alle SPECO—Operationsaufrufe ersetzen,

sodaß wir eine Berechnung erhalten, die nur noch IMPL1-Ope-

rationsaufrufe enthält. Ein Teil dieser Aufrufe sind Aufrufe

von ESD—Operationen, d.h. SPECO—Datenrepräsentationen, die
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wir nicht weiter ersetzen können. Alle anderen IMPL1-Operati-

onsaufrufe lassen sich jedoch durch SPEC1—Berechnungen er—

setzen (vergl. oben z u  Punkt 3.; IMPL1 ist t-vollständig auf

SPEC1). Damit ist die Anforderung 4. erfüllt, denn wir haben

gezeigt, daß sich jede ADTO—Berechnung b is  auf Datenrepräsen—

tation auch in ADT1 ausführen läßt.

3.2.2. Möglichkeiten der Sorten&Struktur-Implementierung

L a m a 1 5

Gilt bei einer schwachen T—Implementierung

IMPL=(Zso‚ZoD‚Eso‚E0D‚EZO) von SPECO mit Hilfe von SPEC1

(i) EoD=XbD=¢

(ii) 3980 für alle we(sus1u30)* und für alle oeXBOw'S

(iii) seSO für alle (L,R)eESOS‚

so i s t  die erste Implementierungsebene

IMPL1=SPEC1+(SO,XBOUEOD,ESOUEOD) eine t-Erweiterung von SPEC1.

Beweis:

Seien t1,t2 zwei in SPEC1 kongruente Terme einer Sorte s aus

SUS1:  t1 t2. Nach (i) und (ii) kommen weder in t1~EuE1,s
noch in t2 neue Operationen vor. Wegen (i) bis (iii) sind

die Kontextkategorien C X u Z 1 ( S ' d i S )  und C Z I M P L 1 ( S ’ d l s )  von

SPEC1 bzw. IMPL1 für alle seSuS1 gleich. Also gilt auch

t 1  ~ t z ,  d.h. IMPL1 i s t  t—konsistent auf SPEC1. Die
E I M P L 1 ‚ s

Trager von T I M P L 1 , ~  und T S P E C 1 , ~  51nd  fur alle seSUS1 gleich,

also i s t  IMPL1 auch t-vollständig auf SPEC1. Nach Satz 6 i s t

IMPL1 daher eine t—Erweiterung von SPEC1. []

Die Entsprechung von Lemma 15 in [EKP 79a] (Lemma 5.1.‚ sh.
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3 .1 .4 . )  stellt für viele praktische Fälle von I-Implementie-

rungen ein einfaches syntaktisches Schema der Sorten-Implemen-

tierung dar. Unser Entschluß, die "zusätzlichen Operationen"

zur ersten Ebene hinzuzunehmen, eliminiert diesen Vbrteil. Die

interessanten T—Implementierungen mit EOD¢¢¢EOD werden von

Lemma 15 nicht erfaßt. Wir können jeddch eine schwächere Aus—

sage formulieren.

Lemma 16

Gilt bei einer schwachen T—Implementierung

1MPL=(Zso‚ZOD‚Eso,E0D,EZO) von SPECO mit Hilfe von SPEC1

(i) seso für alle we(SuS1uSO)* und für alle eSOw’sp

(ii) (Vnew)(vs,s1‚...,sneSuS1)(Ves1...sn'suZfls1_._Sn's)

( sägig => (Vie{1,...,n})(si$g£g) ),

dann ist IMPL1=SPEC1+(SO,ZSOUZOD,ESOUE0D) sowohl t—vollstän—

dig a l s  auch i-vollständig auf SPEC1.

Beweis:

a) seSuS1—{dig}.

(i) und (ii) stellen sicher, d a ß - T Z I M P L 1 , S = T Z u Z 1 ‚ s °  Es gilt

(VPETZIMPL1.S)(aqZuZ1,s)(P ~'EIMPL1,s q A p EEIMPL1,S q)
mit p ig_q aufgrund der Reflexivität der beiden Kongruen-

zen.

b) s=dis.

Die Gültigkeit der Behauptung folgt, da IMPL1 vollständig

i s t ,  aus Korollar 4 und 6 b z w .  nur aus Korollar 4 . [ ]

In Lemma 16 wird also EOD¢¢¢ZOD zugelassen; jedoch dürfen die

SPEC1-Operationen nicht die Sorte dig im Rang haben ((ii)), da

sonst über die "zusätzlichen Operationen" aus ZOD neue  Terme

der SPEC1-Sorten S1 entstehen könnten.

Für die unter Lemma 1 6  erfaßten Fälle  i s t  dann nur noch die
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t-Konsistenz von IMPL1 auf SPEC1 z u  zeigen, um IMPL1 zu einer

t—Erweiterung von SPEC1 zu machen.

Bemerkung:

Da bei dem Beweis von Lemma 16 die Konsistenz von IMPL1 und

SPEC1  nicht benötigt wurde, gilt das Lemma auch für nicht

-konsistente t—Spezifikationen IMPL1 und SPEC1, die in der

in dem Lemma geforderten Beziehung zueinander stehen.

3.2.3. Notation für (schwache) T—Implementierungen

Analog zu der in 2.2. vorgestellten Notation für Spezifikati—

onen und Kombinationen wird in diesem Abschnitt eine Notation

für (schwache) T—Implementierungen angegeben.

Sei I M m 3 4 X s o ‚ Z O D ‚ E S O ‚ E O D ‚ E E O )  eine (schwache) T—Implementie-

.rung von SPECO mit Hilfe von SPEC1 und SPEC, SPECO und SPEC1

seien wie in der Generalvoraussetzung gefordert.

IMPL wird wie folgt aufgeschrieben:

<Angabé von SPEC, SPECO und SPEC1 gemäß 2.2.>

SPEC1  impl SPECO by

sorts impl opns: abr:

. J 1  .

onzwn * s. (an)
J n

struc impl Opns: abr:

oä=wPu - S '  (aä)j1

| .  v _, I |om.wm s j  ( a  )
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sorts impl eqns:

1350 .1  L1=R1

ESO.k Lk=Rk

struc impl eqns:

EOD.1 L:=R:

! = !EOD.l Ll Rl

opns impl eqns:

EZO.1+1 L¥=R¥

EZo.1+i LäzR;

Dabei werden hinter der Marke

sorts impl eqns: (sorts implementing operationg)

die Elemente von 250 und hinter

struc impl opns: (strggture implementing operatiogg)

die Elemente von EDD so aufgelistet wie die Operationssym—

bole bei Spezifikationen. Für die Abkürzungen gilt das

Entsprechende.

Es werden hinter der Marke

sorts impl eqns: (sorts implementing gguatiogg)

die Elemente von ESO, hinter

struc impl eqns: (g££ggture implementing egnatiogg)

die Elemente von BGB und hinter

opns impl eqns: (operationg implementing eguatiogg)

die Elemente von EZO—EOD so aufgelistet wie die Axiome bei

der Notation für Spezifikationen, wobei wegen EODCEZO die

Nummern unter der letzten Marke nicht wieder mit 1 beginnen,

sondern durchgezählt werden.

Ist z.B. ZSO=¢, so wird dies durch no sorts impl opns  aus-

gedrückt. Bei ZOD,ESO,EOD,EZO-EOD=¢ g i l t  das Entsprechende.
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3.2.4. Ein Beispiel

Wir wählen als Beispiel die T-Implementierung von Kellern von

natürlichen Zahlen ( s t a c k g n a t l )  durch Felder mit natürlichen

Zahlen als Indices und Einträgen (gggaggnagggatg).

SPEC:

s o r t s :  d i s , n a t

opns :  TT,FF: + dis

NOTzdis + dis

JAND_,_EQV_:dis dis +
NULL: + nat

SUCC:nat 4 hat

EQNznat nat + dis

eqns: E.1

E.2

E.3

E.4

E.5

E.6

E.7

E.8

E.9

att

uff

t t  A xä

f f  A xä

1tt EQV xd

ff EQV xä

Homme!)
E Q N ( fl ‚ S ( x g ) )

E Q N ( S ( X A ) 1 9 )

E.1O EQN(S(xA)‚S(xä))

SPECO: SPEC +

sorts: stack

opns :  NEWST: + stack

PUSstack nat + stack

POstack + stack

abr:  (tt,ff)

(a)

gag (_A__‚__Eov_)
(9)

(S)

= f f

= t t

= xä

= f f

= xä

= “xä

= tt

= f f

= ff

= EQN(xg‚xä)

abr: (NS)

(PU)

(PP)



eqns: E0 .1  EQS(NEWST‚NEWST)

E0.2 EQS(NEWST,PUSH(3;‚xg))

30.3 EQS(PUSH(X;,XA3,NEWST)
E0.4  i f  EQN(xg‚xä)étt then .

EQS(?USQ(X1‚X1)‚PUSH(xä,Xä))

30.5 if EQN(xn ‚x2) iff then__h(;gf; _

EQS(PUSH(X1,X ) Push(¥2,x2))
EO . 6 TOP (NFWST)

E0.7 TOP(PUSH(XS,xn))

E0.8 P0P(NEWST)
E0.9 P0P(PUSH(x;‚xA))

SPEC1:  SPEC +

sorts: EEEEZ

opns: NEWA: + ggggx ‚ a b r :  (NA)

ASSIGN:array nat nat * §££§Z (AS)

REMOVEzarray nat + §:£EX. (RE)

ACCESS:array nat * Egg (AC)

INDEX:array nat *“Qig (IN)

EQAzarray array + gig

eqns :  E1 .1  EQA(NA‚NA) =

TOP:stack + - n a t  -
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(T0)

EQS:stack stack f dis

E1 .2

E1 .3

E1 .4

1 1 2 =EQA(NA‚  AS(xa‚Xn‚xn))

EQA(AS(x1‚xÄ‚x2)‚NA) =

"

tt

ff

ff

tt

ff

ff

if IN(AS(x1‚x1,x2),  x3)AIN(AS(x2‚x3‚  x“),x‘)étt&
n n n

EUNAC(AS(X1:X;1: XE) 1x3)  13%)AM(AC(AS(X ä)lxälxä ,Xfi) :xä)=’=tt

then

‘ 1 1 2 u =EQA(AS(xa‚xn‚xä)‚AS(xa‚xg‚xn))

I 3 2 3 1EQA(RE(RE(X;.XA),gn).RE(RE(xa.xn).xn))



E1 .5

E1 .6

E1 .7

E1 .8

E1 .9

E1 .10

E1 .11

E1 .12

E1 .13

E1 .14

E1 .15
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. 1 1 2 :3 2 3 4 1 é1 f  IN(AS(xa‚xn,xn),xn)AIN(AS(xa‚xn,xn)‚xn) t t  &

EQNUKXAShg„xAngpnfi3‚x;hßEQNGKXAS(

then

1 2 3 FuEQA(AS(xä‚xn,xä)‚AS(xa,xn‚xn))

xz.x3‚X“)‚xg)‚Xä)éff

a n n

ff

i f  IN(AS(xä,xA‚xä),xä)AIN(ÄS(Xä‚xä‚xä)‚xfi)éff then

EQA(AS(xä‚xä‚xä),AS(xä‚xä‚Xä))

IN(NA;XA)

i f  EQN(xA,xg)étt then

IN(AS(x;,xfi,x§),xg)

i f  EQN(xA,xfi)éff then

IN(AS(xä‚xä‚xä)‚xg)

AC(NA‚xg)

if EQN(xä‚xä)étt then

AC(AS(xä‚xÄ‚xä)‚xä)

i f  EQN(x£,xä)£ff then

AC(AS(xä‚xÄ‚xä)‚xä)

R E ( N A ‚ X A )

if EQN(xg‚xä)éttthen

RE(AS(xä‚xA‚xä)‚xg)

if EQN(xfi,xfi)éff then

1 3RE(AS(xa,xfi,xfi),xn)

SPEC1 impl SPECO by

sorts impl opns : '  abr:

STAK:array nat + stack

struc impl o p n s :

EQS:stack stack + dis

no sorts impl eqns

struc impl eqns

EOD.1

(ST)

EQS(ST(x;‚a)‚ST(x;‚ß)) = tt

ff

ff

tt

IN(x;‚xä)

a

1 3AC(xa‚xn)

NA

1 3RE(xa,xn)

1 3 1 2AS(RE(xa,xn),xn,xn)
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EOD.2 EQS(ST(x;,¢),ST(x§,S(xA))) f f

ff5300 .3  EQS(ST(xg‚S(xg))‚ST(xa,0))

EOD.4 if IN(x;,S(xfi)) EQV IN(x§,S(x§))étt &

EQN(AC(xä,S(xg))‚AC(xä,S(xä)))étt then

E Q S ( S T ( X ä ‚ S ( X ä ) ) ‚ S T ( X ä ‚ S ( X ä ) ) )  E Q S ( S T ( X ä ‚ X ä ) ‚ S T ( X ä ‚ X ä ) )

EOD.5 i f  IN(x;,S(xfi)) EQV IN(xä‚S(xä)) tt &

EQN(AC(xä‚S(Xfi)l‚AC(xä‚?(xä)))éff then

EQS(ST(xä‚S(xA))‚ST(xä,S(xä)))' ? ff _.„„

EOD.6  i f  IN(x;,S(xfi)) EQV IN(xä‚S(xä)?%ff thenwjt

EQS(ST(xä‚S(xg))‚ST(Xä‚S(xä))) .= ff

0pns impl eqns:

320.7 'NEWST STAK(NEWA,¢)

320 .8  PUSH(STAK(xä‚xA),xä) STAK(ASSIGN(XÄ,S(X£)‚xä)}S(xA))

EZo .9  P0P(STAK(x ; ;¢ ) )  = STAK(x ; ,¢ )

320.10 POP(STAK(xg,s(x5))) = S T A K ( x g r x g )

EZO.11 TOP(STAK(x;,¢)) = fl
1320 .12  TOP(STAK(xä,S(xn))) ACCESS(x ; ,S (xfi ) )

Es i s t  also IMPL=(ZSO‚ZOD‚ESO‚EOD‚EZD) mit

ZSO={STAK:array nat + 53393)

ZDD={EQS:stack stack » gig}

Eso=¢

EOD={EOD.1,...,EOD.6}

EZO= EODu{Ezo.7,...,Ezo.12}.

Diese Bezeichnungen gelten für das gesamte Kapitel 3.2.4..

Die Sorten dis, nat, stack und g££3x_werden jeweils mit ihren

Anfangsbuchstaben abgekürzt. Die Spezifikationsbezeichnungen

SPEC, SPECO, SPEC1, IMPL1 und IMPLZ werden S P ,  S P D ;  SP1 ,  I1 und

12 abgekürzt. Außerdem gelten folgende Abkürzungen und Identi-

täten:
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mücwo)( S(...S(U)...)=:SJ(G) ), speziell S° (¢ )  is 9 .

j—mal

(Vmew0)( m= =>

(ASSIGN(...ASSIGN(NEWA,p1,q1),.,..,pm,qm) _i_s__NEWA A

IPUSIH(. . .PUSH(NEWST,r1) , . . . ,rm) 1.3 NEWST) ),

wobei die p1‚...‚pm‚q1‚...‚qm naterme aus SP1, I1 oder IZ

und die r 1 ‚ . . . ‚ r m  net—Terme aus SPO oder 1 2  s i n d .

3 .2 .4 .1 .  Erläuterungen zum Beispiel

SPEC ist eine einfache Spezifikation für dis und nat.#

hat—Terme bestehen entweder nur aus der NULL oder aus

endlich vielen Anwendungen von SUCC auf NULL .  EQN sorgt

dafür, daß die Menge der dis—Kontexte für nat—Terme

nicht leer ist. Unter A: wird jeder nat—Term nur
E ‚ n a t

mit sich selbst i d e n t i f i z i e r t .

SPECO i s t  eine auf_ _SPEC aufbauende Spez1fikat10n für
f ! _..._____

s t a c k g n a t g  NEWST steht für den leeren Keller und PUSH

fügt zu einem bestehenden Keller e i n  neues Top-Element
? ‘ s ' l .
n.}

hinzu. Darüberhinaus besteht die Mogl1chkeit, mit TOP

das oberste Keller-Element z u  lesen b z w .  es mit PQP z u
I‘

entfernen. Kanonische stack——Terme sind gerade solche,
’! , .rL

die weder TQP noch POP enthalten. EQS ist der Gleich-

. heitsoperator und erzeugt auch Kontexte für stack_-Terme.
„ 5 : 1 .  ‘ .

SPEC1 ist eine auf SPEC aufbauende Spezifikation für arrays..: ‘ = - :

mit nat-Termen als Indices und als Einträgen. NEWA

steht für den leeren array und ASSIGN(a.n1,n2) fügt in

den bestehenden array a an der Stelle n1 den Eintrag n;
i

hinzu. ACCESS(a‚  n 1 )  liefert den an der Stelle n1 in a
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befindlichen Eintrag bzw. NULL, falls an der Stelle n1

kein Eintrag definiert ist. Mit dieser Regelung wird

das an dieser Stelle eigentlich benötigte error hand-

ling umgangen, um die Ubersichtlichkeit der Beweise zu

wahren. Es wird jedoch zusätzlich eine Operation

INDEX(a,n1l benötigt, die feststellt, ob an der Stelle

n .  i n  a e i n  Eintrag definiert i s t  oder nicht. Anderen-

falls könnte man nicht entscheiden, falls ACCESS ange-

wendet wird, ob an der Stelle n. in a kein Eintrag de-

finiert ist oder ob dort gerade der Eintrag NULL defi-

niert ist.

EQA ist der Gleichheitsoperator für arrays.

Die Reihenfolge, in der Einträge an Verschiedenen Stel-

len eines arrays erfolgen, i s t  irrelevant. Es werden

z.B. die Terme

ASSIGN(ASSIGN(NEWA,S“(Q)‚S‘°(fl))‚S7(G),Sz(fl)) und

ASSIGN(ASSIGN(NEWA,S7(¢),Sz(¢))pS“(¢),S‘°(0))

unter «* i d e n t i f i z i e r t .ESP1‚a

Erfolgen mehrere Einträge an derselben Stelle, so ist-

‘ nur der letzte Eintrag relevant, d.h. die Terme

ASSIGN<ASSIGN(NEWA,S°(9)‚ss(a))‚se(a)‚55(a)) und

ASSIGN(NEWA,S6(¢),SS(¢))

werden unter nr ebenfalls identifiziert.
E S P 1 , a

Mit REMOVE(a,n1) können schließlich alle an der Stelle

“ n ,  befindlichen Einträge ( i f  any) gelöscht werden.

i s t  eine (t-)Erweiterung Von SPEC1 und dient dazu, die

Sorte gtgg£_mittels SPEC1 zu implementieren. Die neuen

gtagäfTerme setzen sich aus einem array und einem poin—

ter, der anzeigt, an welcher Position des arrays das

Top—Element des Kellers eingetragen ist, zusammen. EQS

wird auf den so zusammengesetzten stack-Termen neu defi-
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niert. stagEfTerme, deren poinfier NULL sind, werden un-

abhängig von der array—Komponente identifiziert und re-

präsentieren den leeren Keller (sh. auch unter IMPL2).

Ansonsten werden solche gtagh—éerme identifiziert, deren

pointer identisch sind und die an allen Stellen mit

Index 5 pointer die gleichen &inträge besitzen bzw. an

denselben Stellen nicht definierte Einträge besitzen.

IMPL2 ist eine (t—)Anreicherung von lMPL1 und dient dazu, die

restlichen Operationen der gtaCk(nat)—Spezifikation SPECO

z u  implementieren. D i e s  geschieht durch implementierende

Gleichungen für jede Operation. Die Struktur wurde be-

reits in IMPL1 weitgehend festgelegt, denn mit der Exi-

stenz von EQS in IMPL1 ist auch die Existenz von gison-

texten für'gtagä—Terme i n  IMPL1 garantiert, womit die

Voraussetzungen für eine nicht—triviale ZIMPL1—Kongru-

enz A» gegeben sind, welche die aus arrax- und net
EI1,s

-Termen getupelten Stack-Terme bereits in Klassen un-

terteilt. In IMPL2 wird also_erklärt, wie die SPECO—Ope-

rationen auf der pointer/array-Repräsentation arbeiten,

womit dann auch der Rest der Struktur realisiert i s t .

3.2.4.2. Nachweis der T—Implementierungseigenschaften des

Beispiels

Um nachzuweisen, daß IMPL eine T—Implementierung von SPECO mit

Hilfe von SPEC1 ist, muß gezeigt werden:

(1) S P ,  SPO, SP1, I1 und 12 sind vollständig,

(2) SP, S PO, SP1, I1 und I Z  sind konsistent,
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(3) SPO und SP1 sind t—Erweiterungen von SP,

(4) I1 i s t  t—Erweiterung von SP1,

(5) 12 ist t-Anreicherung von I1 und

(6) IMPL i s t  R-korrekt.

Dies wird wie folgt getan:

ad (6): Es wird Punkt (iv) des Theorems 1 gezeigt; diese Be—

dingung i s t  zur R-Korrektheit äquivalent.

ad (3)  , (4)  , (5):

ad ( 2 ) :

Die Eigenschaft der t—Erweiterung und damit auch der

t-Anreicherung läßt sich nach Satz 6 aufspalten in

die Eigenschaften der t-Vollständigkeit und der t—Kon-

sistenz, welche im Folgenden nachgewiesen werden.

Die Konsistenz läßt sich für Spezifikationen ohne be-

dingte Axiome wie SPEC oft über den Knuth-Bendix—Al-

gorithmus aus [KB 70] und ähnliche Verfahren (sh.

[H0 80], [H 79], [M 78]) zeigen. Hat man die Church—

Rosser—Eigenschaft (CRE) mittels des KBA und die Ei—

genschaft der endlichen Terminierung für die aus der

Axiomenmenge von SPEC gebildete Rewrite—Rule-Menqe

' g e z e i g t ,  dann zeigt man, daß tt und ff verschiedene

irreduzible Terme sind und weiß dann auch, daß

t t  $ E , d  f f ,  daß also SPEC konsistent ist. Im Falle

der Grundspezifikation SPEC des Beispiels braucht der

KBA noch nicht einmal angewendet zu werden, da die

Rewrite—Rule-Menge von SPEC superpositionsfrei ist.

Für Spezifikationen mit bedingten Axiomen ist der

Nachweis der Konsistenz ohne weiteres jedoch nicht

möglich, da der KBA noch nicht für Rewrite-Rule-Mengen

mit bedingten Regeln erweitert wurde. Diese Erweite—

rung des KBA i s t  jedoch zur Zeit an der Uni Bonn im

Rahmen einer Diplomarbeit in der Entwicklung. Wir wol-

l e n  daher auf di e Konsistenznachweise verzichten, denn
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die Konsistenz von SPD, SP1, 11 und I2 ist leicht ein—

sehbar: die Bedingungen von Axiomen mit identischen

linken Seiten schließen sich gegenseitig aus und die

zugehörigen Rewrite-Rule—Mengen sind dann im erweiter—

ten Sinn "superpositionsfrei".

SP, SPO, SPI, I1 und 12 seien also konsistent.

Die Vollständigkeitsnachweise werden durch Induktion

über das Gewicht der Terme erbracht, wobei im Induk-

tionsschluß über den Aufbau der Terme, d.h. nach dem

äußersten auftretenden Operationssymbol unterschieden

wird. Diese Art des Induktionsbeweises wurde aus fol—

genden Gründen gewählt: Im Induktionsschritt muß sehr

oft gezeigt werden, daß eine bestimmte Gleichung auf

daizu betrachtenden Term "anWendbar" ist. Enthält die

Gleichung Bedingungen, dann muß auch noch gezeigt wer-

den, daß diese "auswertbar" sind, daß die linke Seite

einer Bedingung zur rechten i-kongruent ist. Man möch-

te beispielsweise zeigen, daß der SPECO—Term

t:=EQS(PUSH(p1,r1),PUSH(p2‚rz)) zu tt oder ff i-kon—

gruent ist. Dazu muß man etwa zeigen, daß die Glei-

chung E0.5 auf t anwendbar ist, d.h. man muß wissen,

daß die Bedingung EQN(r1,r2)éff erfüllt ist, daß also

'EQN(r1,r2) z u  ff i-kongruent ist. Da EQN(r1,r3) kein

Subterm von t i st, kann strukturelle Induktion hier

nicht angewendet werden. Man weiß aber, daß EQN(r1,r2)

ein kleineres Gewicht als t hat. Daher kann im Voll—

ständigkeitsbeweis die Induktionsannahme benutzt wer-

den, um sicherzugehen, daß die Bedingung einer Glei—

chung erfüllt ist.

Wir brauchen nicht z u  zeigen, daß S P ,  SPO und SP1 t-Spezifika-

tionen bzw. daß 11 und I 2  t—Kombinationen sind, denn dies i s t

nach Aufschreibung und 2.2. und 3.2.3. klar.
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Zunächst zeigen wir, daß SP vollständig ist.

Lemma V . S P

B .: T , e tieh (Vte Z ' d ) ( 3 t v e { t t  ff})(t E,d )

B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w(ti der Terme teTZ d'
'

i) Induktionsanfang.

Sei teT m i t  w ( t ) = 1 .T d(_:l’

Daraus folgt, daß entweder ‘t is tt oder t ig ff gilt.

In beiden Fällen folgt die Gültigkeit der Behauptung aus

der Reflexivität der Relation E E  d '
I

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte für alle teTZ d mit w(t)$n.
_ !

iii) Induktionsschluß.

n + -Sei t e t d  mit w(t) n 1

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von t ,  d.h. nach dem

äußersten in t vorkommenden Operationssymbol. Da w(t)22

ist, gilt t i tt und t ' ff. E s  bleiben daher vier_ ‚é! kg?

F ä l l e  zu untersuchen.

iii.a) t is_qt' mit t'eTZ'd.

Es gilt w(t')$n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

tv'e{tt,ff}, sodaß t' äE d tv'. Aus Gleichung E.1 bzw. E.2
I

und der Substitutionseigenschaft (SE) von folgt dann dieaE

Gültigkeit der Behauptung für dieses t.

i i i . b )  t _i__S_ t 1  AND t 2  m i t  t1,t2€T\—a d .
‘ Z...!

Es gilt w(t1)+w(t2)5n und daher gibt es nach Induktionsan—

nahme i i )  Terme t v 1 , t v 2 e { t t , f f } ,  sodaß t i  E E  d tvi für
!

i=1,2. Aus der S E  von E und aus Gleichung E.3 bzw. E.4

folgt dann die Gültigkeit der Behauptung für dieses t .
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iii.c) t i s  t1 EQV tz mit t1,t2cTy d '
""—' .I,

Dieser Unterfall entspricht dem Unterfall iii.b), wobei

jedoch die Gleichungen E.5 und E.6 verwendet werden.

iii.d) t 15 EQN(t1,t2) mit t1‚tzeTZ'n.

Wir unterscheiden weiter nach dem Aufbau von t1 und tz.

Für die Fälle mit t1 ig ß, t2 is $ und t1 ig_fl‚

t2 ig sk(¢) und t1 ig sk(¢),' t2 ig a mit kam ergibt sich
die Gültigkeit der Behauptung direkt aus den Gleichungen

E . 7  b i s  E.9. E s  bleibt der Fall

iii.d.4) t ,  ig Sj (¢ ) .  t2 ig Sk(¢ )  mit j,kew.

Nach Gleichung E.10 gilt

*1 EQN(sj(¢),sk(¢)) EE,d EQN(Sj"(¢),sk'1(¢)>.
Außerdem i s t  w(EQN(Sj_1(fl),Sk_1(ß)))Sn. Nach Induktionsan—

nahme i i ) gibt e s  daher ein tve{tt,ff}, sodaß

*2 EQN(sj'1(¢),sk‘1(¢)> sE’d tv.
Aus *1 und *2 folgt mittels der Transitivität von 5 E , d

die Gültigkeit der Behauptung für EQN(Sj(¢),Sk(¢)).

Damit ist die Induktion geschlossen und die Vollständigkeit

von SP gezeigt. []

Bevor wir zeigen, daß SPO vollständig ist, wollen wir die Exi-

stenz von "Normalformen" für EEEEE“ und Eat—Terme in TZUZO

nachweisen, d.h. wir zeigen, daß jeder stagkf bzw. Eat—Term zu

einem "kanonischen" gtagk— bzw. naterm i—kongruent ist. Dies

trägt zur Vereinfachung des Vollständigkeitsnachweises von SPO

bei, denn die Anzahl der zu betrachtenden Unterfälle in den

Induktionsbeweisen wird dadurch verringert.

Lemma S . S P O

Beh.: ( V t e T X u z o ‚ s ) ( a t ' E T z u z o . s ) ( a m ß w o ) ( 3 q 1 " " ' q m ° T F u 2 0 ‚ n )

( 1 )  t EEUE0,S t '  A w(t')5w(t) A

2) t' ig PUSH(...PUSH(NEWST‚q1)‚...,qm) )
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B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w ( t )  der Terme teTZufU s '
_, I

i )  Induktionsanfang.

' T t =1.Sei te ZUZO‚S mit w( )

Daraus folgt t ig_NEWST. Also ist m=0 und der Rest ist

. . „ = <
Reflex1v1tat von ” E u E 0 ‚ s  und _ .

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte für alle teTZUV mit w(t)$n.
LJOIS

iii) Induktionsschluß.

. = + .Sei t eTZUZO.S  m1t w(t) n 1

Aus w(t)22 folgt t ig NEWST und es bleiben zwei Fälle

z u  unterscheiden.

iii.a) t ig PUSH(p‚q) m1t peTZUZDys  und qZUZD'n.

Es gilt w(p)5n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

| . = | | |p e T Z u Z O ‚ S  m1t p ‘EuE0,s p und w(p )5w(p) und p hat

die unter 2) der Beh. geforderte Form.

Wegen der SE von EEUEO folgt

PUSH(p‚q) PUSH(p',q).E E u E 0 , s

Außerdem ist w(PUSH(p'‚q))$w(PUSH(p‚q)), d .h .  1) ist er-

füllt und mit qm+1:=q hat PUSH(p'‚q) ebenfalls die unter

2 )  geforderte Form.

111.b) t $ § _ P O P ( p )  m1t peTZUZDIS .

Es gilt w(p)5n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

| ___. | ‘ | | -p CTZUZOIS mit p 'EuE0‚s p und w(p)sw(p ) und p hat

die unter 2) geforderte Form.

Dann bleiben zwei Möglichkeiten.

iii.b.1) p' ig NEWST, d.h. m=0.

Es gilt



„ 83 _

POP(p) E E q ‚ s  POP(NEWST) EEuEO S NEWST

nach SE von EEUEO und nach Gleichung E0.8. Außerdem gilt

w(NEWST)=1sW(POP(p)) und NEWST hat die passende Form.

iii.b.2) p' ig PUSH(...PUSH(NEWST‚q1),...‚qm) mit memo, m>0

u n d  q 1  ’ . o o ' q m e T Z U E O ' n -

Es gilt

POP(p) POP(PUSH(...PUSH(NEWSq1)‚...,qm))E E U E 0 , s

E E U E 0 , s  PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...,qm_1)

nach SE von und nach Gleichung E0.9. Der letztge-EEUEO
nannte Term hat die unter 2 )  geforderte Form. Außerdem ist

w(PUSH(...,qm_1))<w(PUSH(...,qm))5w(p)<w(P0P(p))=n+1.

Damit i s t  die Induktion geschlossen und Lemma S .SPO bewiesen. E]

Lemma N.SPO

Beh.: ( V t e T Z u Z O ‚ n ) ( a t ' C T Z U Z O ‚ n ) ( 3 k e w 0 )

( 1) t E E u E 0 , n  t '  A w(t')$w(t) A

2) t' is sk(9) )

B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w(t) der Terme teTeo n '
L... L . : !

i )  Induktionsanfang.

S e '  t T „  m i t  w t = 1 .1 e LUZOrn  ( )

Daraus folgt t is_ß. Es i s t  k=0 und der Rest i s t  Reflexi-

vität von und von s .E E u E 0 , n

i i )  Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

. „ . <Die Behauptung gelte fur alle t e T T U Z U ‚ n  mit w(t)_n.
.1

i i i )  I n d u k t i o n s s c h l u ß .

Sei teT m i t  W(t)=n+1.
ZUZO r n

Aus w(t)22 folgt t in . Wir betrachten die Fälle
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iii.a t is ' ' ') __ S(t ) mit t CTZUXDIÜ.

Es gilt w(t')$n. Nach Induktionsännahme ii) gibt es ein
| _ k 'kew0‚ sodaß t =Eq‚n s (a) und w(sk(a))sw(t').

Dann gilt wegen der SE von EE E flauch
U

I = k - k + 1S(t ) 'EUEO‚n S(s (a)) ;§_s (a)
k+1

Es i s t  w(Sk+1(¢))Sw(S(t')) und 5 (a) hat die unter 2 )

geforderte Form.

iii.b) t ig TOP(p) mit P C T Z U Z O , S '

. . I ‚= 'Nach Lemma S .SPO g1bt e s  e 1 n  p ETZUZOIS '  sodaß p “ E U E O , s  p

und w(p')sw(p) und es gibt memo und q1,...‚qmeT}-.UZO n'
_! '

sodaß p' ig PUSH(...PUSH(NEWST‚q1)‚...,qm).

J e t z t  bleiben zwei Fälle z u  betrachten.

iii.b.1) p '  ig_NEWST‚ d.h. m=0.

Es gilt

TOP(p) TOP(NEWST) aE E q , n  Eq,n “
Nach SE von und nach Gleichung E0.6. Es i s tEEUEO

w(¢)=1sw(TOP(p)), d.h. 1) und 2) sind für dieses t erfüllt.

iii.b.2) p' i s  PUSH(...PUSH(NEWST‚q1)‚...‚qm) mit memo, m>0

und q 1 " " ' q m e T Z u Z O ‚ n '

Es gilt

TOP(p) TOP(PUSH(...PUSH(NEWST,q1),...‚qm))E E U E 0 , n

E E U E o , n  qm

nach SE von und nach Gleichung E0.7. Es gilt außerdem=":13q

w(qm)<w(PUSH(...PUSH(NEWST‚q1)‚...‚qm))5w(p)5n<w(Top(p)).

Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein t'eTZUZO n’
'

sodaß qm t', w(t')$w(qm) und t' hat die unter 2)i';EUE0‚n

geforderte Form. Der Rest i s t  Transitivität von 5
E U E O ‚ n

und 5 .

Damit ist die Induktion geschlossen und Lemma N.SPO gezeigt. []
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Lemma V.SPO

Beh . :  (VteTZUXOId) (3tvc {tt,ff} ) ( t  E E U E 0 , d  tv)

B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w(t) der Terme teTv .
(__.UZO ' d

i) Induktionsanfang.

Se1 teTZUZO’d m1t w( t )=1 .

Daraus folgt, daß entweder t ig tt oder t ig ff. In bei-

den Fällen folgt die Gültigkeit der Behauptung aus der Re—

flex1V1tat von E E u E 0 ‚ d '

i i )  Induktionsannahme.

Sei new b e l i e b i g ,  aber f e s t .

Die Behauptung gelte für alle teTTuZO d mit w(t)$n.
„.. '

iii) Induktionsschluß.

. . = + .Se1 t E T Z u Z o , d  m1t w(t) n 1

Aus w(t)22 folgt, daß sowohl t ig_tt_ als auch t ;g'ff.

Dann unterscheiden wir folgende Fälle.

. c l ' 'iii.a) t ifi at m1t t GTZuzord '

iii.b) t i s  t1 AND tz mit t1‚tzeT v und—-—- JU/_‚0 r d

iii.a) t ig t1 EQV t2 mit t 1 ' t z e T Z U Z O , d

verlaufen völlig analog zu  den Punkten iii.a) bis iii.c)

aus dem Beweis von Lemma V . S P .  Es bleiben die Fälle

i i i - a d )  t i S  E Q N ( t 1 ' t 2 )  m i t  t 1  „t-26T?“ Y“ o
__ . / __ ;UL_ .0 ,n

Nach Lemma N.SPO gibt es t3‚t„eTZUvo'nf\tn, sodaß

t für i=1‚2. Daraus folgt mittels SE von EEUEOti EEUEo,n 1+2
EQN( t1 r t 2 )  E E U E 0 , d  E Q N ( t 3 i - t H - )  !

wobei E Q N ( t 3 ' t “ ) e T Z u X O ‚ d r ‘ T Z , d °  Nach Lemma V.SP g i b t  es

daher e i n  t v e { t t ‚ f f } ,  sodaß

E Q N ( t 3 l t u )  t V .E E ‚ d
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Nach Lemma 7 folgt daraus

E Q N ( t 1 r t 2 )  t V .E E U E 0 ‚ d

Der Rest l S t  Tran31t1v1tat von 5 E U E 0 , d '

JJ r

Nach Lemma S.SPO gibt es t 3 , t q v é  , sodaß
{_‚UZO ' S

tt uno w(ti+2)Sw(ti) und entweder
i E = “ E u E 0 ‚ s  i + 2

t. ig NEWST oder ti1+2 +2 ii PUSH(pi'qi) mit pieTZuZO‚s

und q i e T Z u Z O ‚ n  fur 1=1‚2. Dabei haben wir die genauere

Aussage von Lemma S.SPO durch Veruendung Von p1 und p2 et-

was abgekürzt, denn es kommt im Folgenden nur darauf a n ,

daß ta bzw. t“ nicht mit POP beginnen.

Die SE von liefert jetztE E q

“ 3  EQS(t1‚t2) E Q S ( t 3 1 t u ) -
E E q ‚ d

Für die Fälle t 3  ig NEWST, t4 ig NEWST,

‘ t3 35 NEWST, t“ £5 PUSH(p2,q2) und

t a  ig PUSH(p1 ,q1 ) ‚  t4 ig NEWST

ergibt sich die Gültigkeit der Behauptung aus den Gleichun-

gen E0.1  bis E0.3 und aus *3 zusammen mit der Transitivität

von E E U E 0 , d °  E s  bleibt der Fall

111 .6 .4 )  t 3  _i_§_ P U S H ( p 1 ‚ q 1 ) ,  t a  _.'i_._S_ P U S H ( p 2 , q 2 ) .

Es gilt w(q1)+w(q2)<n und daher w(EQN(q1‚qz))Sn. Nach In—

duktionsannahme i i ) gibt e s  ein tve{tt‚ff}, sodaß

EQN(q4‚q3) 5 E u E 0 ‚ d  tv, d.h. wir können die Bedingun—

gen der Gleichungen E0.4  und EO.5 "auswerten".

iii.e.4.1) tv ig tt.

Wir können Gleichung E0.4  anwenden und erhalten

*4 EQS(PUSH(p1‚q1)‚PUSH(pz‚qz)) E E U E 0 , d  E Q S ( p 1 : P 2 ) v

wobei W(EQS(p1‚pz))<w(EQS(ts‚tn))SW(EQS(t1‚tz))=n+1.

Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein tv'e{tt‚ff}‚

sodaß
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3°: = 4 '
5 EQS ( p 1  1 P 2 )  — E U E O , d  tV '

Aus "3, "4 und “5 folgt mittels Tran51t1V1tat von E E u E 0 ‚ d

die Gültigkeit der Behauptung für diesen Fall.

iii.e.4.2) tv 35 ff..

Wir können die Gleichung E0.5 anwenden und erhalten

*6 EQS(PUSH(p1‚q1)‚PUSH(pz‚qz))'tEuEO d ff.
Aus “ 3  und “6 folgt mittels Tran51t1V1tat von E E U E 0 , d  die

Gültigkeit der Behauptung für diesen Fall.

Damit ist die Induktion geschlossen und die Vollständigkeit

von SPO gezeigt.[]

Im Beweis des nächsten Lemmas müssen wir im Induktionsschritt

bereits wissen, daß zu arrgfubtermen von nat—Termen i—kongru-

ente kanonische array—Terme existieren. Da wir Lemma A.SP1 noch

nicht zur Verfügung h a b e n ,  müssen w i r  d i e s  durch e i n e  weitere

Induktion zeigen. Derartige Verschachtelungen von Induktionen

werden auch in den weiteren Beweisen benötigt.

Lemma N . S P 1

Beh.: ,(VteTZMZ1,n)(Bt'eTXuZ1,n)(Ejewo)

( 1) t EEUE1,n t' A w(t')$w(t) A

z) t' 13 sj<¢) )
B e w . :

Durch Induktion über d a s  Gewicht w ( t )  der Terme t e T 7 u F 1  n '
. « I.-

i )  Induktionsanfang.

Sei teT mit w( t )=1 .
ZuZhn

Daraus folgt t is fl und die Behauptung gilt aufgrund der

Reflex1vitat von E E U E O , n  und 5. Es ist 3 :0 .

i i )  Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.
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Die Behauptung gelte für alle t C T v U v 1  n mit w(t)$n.
' Z.: !J.;

iii) Induktionsschluß.

Sei t e T f U E 1 p n  m1t w(t)=n+1.

Es ist w(t)22 und daher t ia 9. ;

Es bleiben zwei F älle z u  untersuchen.

. . . | ' l111.a) t £§_S( t  ) m1t t GTZUZ11n .  :

wegen w(t')£n und nach Induktionsannahme ii) gibt es ein

jew0‚ sodaß t' Sj (¢ )  und w(Sj(G))Sw(t').E E U E 1 ‚ n

: ' ' .-_- jNach SE von ”EuE1 gilt S(t ) “EuE1‚n S(S (9)).

Der letztgenannte Term hat die unter 2 )  geforderte Form

und e s  gilt w(S(Sj(¢)))SW(S(t')), d.h. auch 1) i s t  erfüllt.

iii.b) t ig_ACCESS(q,r) mit qZUm'a und reTZUZ1'n.

Um die Gleichungen E1 .10  b i s  E1.12 anwenden z u  können,

müssen wir zeigen, daß e s  z u  q einen i—kongruenten 3553!-

Term gibt, der nicht mit REMOVE beginnt und ein kleineres

oder gleiches Gewicht hat. Wir zeigen daher zunächst

*7 Für alle q'eTZUZ1’a.mit w(q')$w(q) gilt

(3q"eTZUE1'a)C3mewo)C3p1,...,pm,r1,...,rmeTZUZ1'n)

( 3 )  q '  EEUE1 ,a  q "  A w(q")$w(q') A

4) q" ig‚ASSIGN(...ASSIGN(NEWA‚p1‚r1)‚...‚pm‚rm) ).

Der Beweis erfolgt durch Induktion über das Gewicht

w(q') der Terme q ' e T T U 7 1 ‚ a  mit w(q')$w(q).

iii.b.i) Induktionsanfang.

. | ' ! ___Sei q e T Z u Z 1 r a  m1t w(q ) 1.

Daraus folgt q '  ig NEWA. Es i s t  m=0 und der Rest i s t  Re—

flexivität von und s .ä E u E 1 ‚ a

iii.b.ii) Induktionsannahme.

Sei k e w  fest mit k<w(q).
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Die Behauptung gelte für alle q'e'l‘TUT1 a mit w(q')$k.

iii.b.iii) Induktionsschluß.

' I ' l = + .Sei q CTZUZ1 ‚a  mit w(q ) k 1 .

Es ist w(q')22 und daraus folgt q' ;nEWA.

Es bleiben folgende Fälle z u  betrachten:

. . . . . . | . n ' ll111.b.111.a) q £ § _ A S ( q  ,x,y) m1t q eTEUZ1'a und x,yeTZUZ1 n‘

Wegen w(q")sk und Induktionsannahme iii.b.ii) gibt e s  ein

" |  ll = ll I " I  " " 'q eTZUZ1'a, sodaß q ‘EuE1,a q , w(q )$w(q ) und q

hat die unter 4 )  geforderte Form. Nach SE von EEUE1 gilt

A S  ( q " I X I Y )  EEUE1 'a  AS ( q " '  IX 'y )

und der letztgenannte Term hat ebenfalls die unter 4 )  ge-

forderte Form. Es i s t  w(AS(q " ' , x , y ) )$w(AS(q " , x , y ) ) .

iii.b.iii.b) q " £ g  REMOVE(q",x) mit q"e'I'§~T1 a und XCTTUZ1  n '
. _: _: I .J '

Wegen w(q")$k und Induktionsannahme iii.b.ii) gibt es ein

" I II = " l " ' " " 'q S T E U 2 1 1 6 '  sodaß q 'EuE1,a q , w ( q  )$w(q ) und q

hat die unter 4) geforderte Form. Nach SE von 5 E u E 1  gilt

"‘8 RE(q" ‚x) RE(q" ' ,x) .E E U E 1 , a

Jetzt gibt e s  zwei Unterfälle.

iii.b‚iii.b.1) q " '  ig NEWA, d.h. m=0.

Nach Gleichung E1.13 gilt

"‘9 RE (NEWA , x )  NEWA .E E U E 1 , a

Es gilt w(NEWA)=1$w(RE(q",x)) und der Rest i s t  Transitivi-

tät von bzgl. *8 und *9.E=‘E\JE1,a

iii.b.iii.b.2) q"' ig_AS(...AS(NA,p1,r1),...,pm,rm) mit

memo, m>0 und p1,...,pm,r1,;..,rmeTzUZ1in.

Um die Gleichungen E1.14 bzw. E1.15 anwenden z u  können,

müssen wir zeigen, daß die Bedingungen derselben "auswert-

bar" sind:
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Es gilt w(q")+w(x)$k und w(q"')SW(g"), also auch

w(q"')+w(x)5k und schließlich w(pm)+w(x)SkSn. Nach Induk-

tionsannahme ii) gibt es daher j1,52ew0‚ sodaß

€: = j 1  = . j 2

10 p m ‘ E U E 1 ‚ n  S (G) ' x "EuE1‚n S (ß) ’

*11 w(sj‘(¢))sw(Pm) , w ( S j 2 ( G ) f s w ( x )

j1 jz ’ . .und S (ß)‚S (¢)eTvUZ1’nr1TZ’n. Damit lSt aber auch
1.1

j 1  j 2EQN(S (fl)‚S (fl))eTZUE1’dnTv d und nach Lemma V.SP gibt
L.:!

es ein tve{tt‚ff}‚ sodaß

EQN(53‘(a)‚sjz<a)) s tv,E,d

woraus nach Lemma 7 folgt

:‘e j1 J 2 =12 EQN(S (fi)‚s ( a ) )  "EUE1‚d tv.
* =Aus 10 folgt nach SE von “EUE1

“13 RE(A$(;..AS(NA,p1‚r1)‚...‚pm‚rm)‚x) E E u E 1 , a

RE(AS(...As(NA‚p1‚r1)‚...‚sj‘(a)‚rm)‚sj2(a)).
Wegen *12 können wir jetzt die Gleichungen E1 .14  und E1.l5

anwenden.

iii.b.iii.b.2.1) tv ig tt.

Nach Gleichung E1 .14  gilt

*14 RE(AS(...AS(NA:P1rr1)r---ISJ1(¢)'rm)'sjz(¢)) :EUE1 'a

RE(AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm_1‚rm_1)‚sj’(fl)).

Es gilt wegen *11

w<RE<AS(...,rm_1),sj2(¢)))<w(RE(AS(...,sj1<¢>.rm).sj=<¢)))
Sw(RE(q",x)) = k+1.

Nach Induktionsannahme_iii.b.ii) gibt es daher ein

q*eTzuz1'a‚ sodaß

*15 RE(AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm_1‚rm_1)‚Sj2(a)) E E u E 1 ‚ a  q*

*16 w(q*)Sw(RE(AS(...,rm_1),Sj2(¢))) I

und q* hat die passende Form. Dann folgt die Gültigkeit der

Behauptung für diesen Fall aus der Transitivität von EEUE1  a
I
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'.
Zusammen mit *8, :“13, *14 und *15 und aus der Transitivi-

tät von s .

iii.b.iii.b.2.2) tv ig ff.

Nach Gleichung E1.15 gilt

*17 RE(AS(...AS(NA,p1,r1)....,53*(¢),rm);sjz(g)) E E U E 1 ‚ a

AS(RE(AS(..AS(NA,p1‚r1)‚..‚pm_1‚rm_)‚Sj2(9))‚8j1(9)‚rm).
Es gilt wegen *11 wieder w(RE(AS(L..‚rm_1),Sj'flfl)))<k und

nach Induktionsannahme iii. b. ii) gibt es éin q eTz U21 a'

sodaß

*18 RE(AS(.L.AS(NA‚p1‚r1)‚...,pm_1‚rm_1)‚SJz(9)) EEUE1‚a q*
*19 w(q*)sw(RE(AS(...,rm_1),532(¢)))
und q* hat die unter 4) geforderte Farm. Aus der SE von

. a E U E 1  folgt mit *17 und *18 auch

*20 RE(AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚SJ‘(fl)‚rm)r532(fl)) 5 E „ E 1 ‚ a

As<q*,sj‘(a)‚rm)‚
wobei AS(q*,SJ1(ß)‚rm) ebenfalls die unter 4) geforderte

Form besitzt. Es gilt w(AS(q*,SJ1(fl)‚rm))$w(RE(q"‚x)) und

der Rest i s t  Transitivität von zusammen mit * 8 ,. E E U E 1 ‚ a

*13 und *20 .

Damit ist die Induktion unter iii.b) geschlossen.

Nach * 7  wissen wir jetzt, daß es zu dem Subterm q von

ACCESS(q‚r) ein q'eT gibt, sodaß q ‚___ .l
ZUZ1‚a -EUE1,a q '

w(q')$w(q) und entweder q' ig NEWA oder es gibt ein memo,

m>0‚ und p1,...,pm , r 1 ‚ . . . ‚ r m e T „ U  „1 n '  sodaß
I...! „1.1!

q .  1 8  A S ( 0 . . A S ( N A I P 1 ‚ r 1 ) ‚ c l o ' p m p w r m )

iii.b.1) q' ii NEWA, d.h. m=0.
Nach SE von EEUE1 und nach Gleichung E1.1O gilt

ACCESS(q‚r) ACCESS(NEWA‚r)E E U E 1 , n  EEUE1 ,n  a.
Es gilt w(fl)=15w(ACCESS(q‚r)).
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iiivbiä) q '15 AS(...AS(NA,p4,11),...,ph,rm)fi

Zunächst zeigen wir, daß die Bedingungen der G1eiöhüngen'"

E1 .11  und E1 .12  auswertbar sind und1betraehten dann die_

Unterfälle, die sich durch Anwendung der Q1eiehungen.erge;

b e n .  : . ‚__ ' ..}, ' —,.-„ f . !

. -..5'{1‘1\"°1,(“!3 
5 - " " ' " - ' : '  ‚ _!1 {_

Es g'i1t w(g)+w(r)<n und w(p  m ) < w ( q ) .  Nach Induktionsannahme

iiN3g1Btiésfidahergjwijgemd, sodaß

:3: „1. “>; ((R! j 1  a'ff‘._}_1i'i‘; j g  t *- - . .  ‚'-2 '  Pä =£EuE1 n S (G) ' r '  "EUE'1, n 'g ('G)'
..} _ I E  I ‘  I !  ' "

*22:.w!sjfi'ä))sw55m 5'‚ w(sjz(¢))<w(r)
und Sj1(fl),832(ß)eT7 Z1 n t fi T r  n '  Damit i s t  aber a uch

„|, ‚J \. \

EQN(Sj1(ß),  832(6))CTy 21 d '  a: d '  Nach' Lemma V .  SP gibt e s

daher ein tve{tt,  ff}, sodaß

„ . ,  j f f ä '  j ""-. f.}i'i'qs .5.‘i"l'

E Q N ( S  1 ( 6 ) : ; 5  2593 )  ..:- t V .
' E i d  ‘ -- „

w w n s - ‘ W  ?
Nach Lemma 7 f o l g t  d a r a u s ,

*1 ' 13 '  ' "".

*23. EQN(s31(a),sjäxa))“aEUE1 d tu,”
Aus *21 folgt nach SE von :EUE1

!, f?— s-_}
!- :‚l - '! f "

*24” Ac(q‚r) 5' WE'. ' AC(AS(  AS(NA p1‚r1)‚...‚pm ‚rm ) r)
" " " " ' 2 ' j1 jzr a u s !  n AC(AS( ‚As(NA, p „ r , ) , . . , s  (ß), rm ), S (a)).

a ! ”v" .53 f!‘)i/ 1 F 1'5 ‘f 5 f €? Wt

Wegen ' Zä '  konnen'w1r j e t z t j d l e  Gleichung E 1 .  11 bzw.

E1 .12  anwenden.

1 7 T 1 3 . 1 b d ; fl

i i i . b . 2 . 1 )  tv ii t t .

. . }  «4-. „ i  ‚.*-.".

Nach G L e i c h u n g a ß fi g ä 1 m g $ 1 g a  e s  fi s h  ,„a„:1

*25 AC(ASL1.ASQNA1p1{r?P$.afg1?(ßlgrmr}sjz(ß)) EEUE1 ,n  rm;

ES gilt“ Wfrfi)<wéq‘!éw(qf<h#fläé
Däßer gibt”eS‘nabh'Indukti=‘

onsannahme i i  e ' n - r " T  . m ‘  sodaß’ 1 ° Zux1in' ~-
' € ” ?  "? . . ' x i !

r ' . W a n t ? ? ? "  "“ 2 6  rm ="=EUE1,n

w(r')$wCrm) und r' hat die unter 2) geforderte Form. Es gi1t

w(r'  )<w(ACCESS(q,r)) und der Rest ist Transitivität von

zusammen mit ='*2£l_,__ i25 undl *26 .
*."i

:EUE1 ,n
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iii.b.2.2) tv 33 ff.

Nach Gleichung E1 .12  g i l t

* j1 ja27 AC(AS(...AS(NA‚P1:I1)too—rs (9),rm)‚s (g)) “EuE1,n

AC(AS(...AS(NA;p1,r1),...,pm_1,rm_1),sjz(¢)).

Es g i l t

* j z  j 1  j z28 W ( A C ( A S ( . . . ‚ r m _ 1 ) ‚ S  (9)))<W(AC(AS(.—‚S (9)‚rm):3 (9 ) ) )

5w(AC(AS(...,pm‚rm)‚r)) = n+1.
Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein r'eT ,

ZUz1fl1

sodaß

‘Ä‘ . j 2  = l29 AC(AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm_1‚rm_1)‚S (E) )  "EUE1‚n r

='=3o w(r')sw(AC(AS(...,rm_1),sjz(b)))

und r' hat die unter 2) geforderte Form. Der Rest ist Tran—

sitivität von 5 zusammen mit *24, *27 und *29 undEUE1‚n

von 5 zusammen mit *28 und *30.

Damit i s t  die Induktion geschlossen und Lemma N.SP1  gezeigt.[]

Lemma A.SP1

B e h  . : (V tCTZUZ1  ‚ a )  ( 3 t  € T X U E 1 , a )  (Emewo)

( 3 P 1 : - - - ! P m t r 1 r - - - I r m e T Z U Z 1 ' n )

( 1) t E E u E 1 , a  t' _A w(t')$w(t) A

2 )  t '  33 ASSIGN(...ASSIGN(NEWA,p1‚r1):...‚pm‚rm) )

B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w(t) der Terme t eTZUT1  a '
__: I

i )  Induktionsanfang.

Sei t e T Z U Z 1 , a  mit w(t)=1.

Daraus folgt t is_NEWA. Der Rest ist Reflexivität von s

und von EEuE1 'a .  Es l S t  m=0.

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte für alle t e T V U V 1  a mit w(t)$n.
1..) I{. _



_ 94 _

i i i )  Induktionsschluß.

S e i  teT mit w ( t ) = n + 1 .
ZUZ1ra

Da w(t)22 ist, gilt t inEWA. Es bleiben zwei Fälle.

iii.a) t ig_ASSIGN(q‚x‚y) mit q S U Y 1 , a  und X ' Y G T Z u X 1 , n '

Es ist w(q)$n. Nach Induktionsannahme ii) gibt e s  ein

| = I ‘ | I -q CTZUZ113' sodaß q "EuE1,a q , w(q )Sw(q) und q hat d1e

unter 2 )  geforderte Form. Es g ilt auch

w(ASSIGN(q'‚x,y))$w(ASSIGN(q‚x,y)) und nach SE von E E u E 1

ASSIGN(q‚x‚y) ASSIGN(q'‚x,y)E E U E 1 ‚ a

und der letztgenannte Term hat ebenfalls die unter 2 )  ge-

forderte Form mit p °=x und rm+1z=y.m+1°

lli.b) t ii REMOVE(q,x) m1t qZUZ1 'a  und x e T Z U Z 1 , n '

Es i s t  w(q)Sn. Nach Induktionsannahme i i ) gibt es ein

| = l Iq CTZUZ1ra '  sodaß q 'EuE1,a q , w(q )$w(q) und es gibt

m e m o ,  p 1 ‚ . . . ‚ p m ‚ r 1 ‚ . .  . ' r m e T Z U Y ‘ l ' n '  S O d a ß

q '  _ i _ s _ A S ( . . . A S ( N A ' p 1 p r 1 ) ’ . o o ’ p m ' r m ) .

iii.b.1) q' ig_NEWA, d.h. m=0.

Nach SE von und nach Gleichung E1.13 giltE E u E 1

REMOVE(q‚x) E REMOVE(NEWA,X) NEWA.EUE1‚a 5 E u E 1 ‚ a

Es gilt w(NEWA)=1$w(REMOVE(q,x)), d.h. 1) und 2) gelten

für dieses t .

iii.b.2) q '  ig_AS(...AS(NA,p1‚r1)‚...‚pm‚rm) und m>0.

Um die Gleichungen E1.14 bzw. E1.15 anwenden z u  können,

müssen wir zeigen, daß die Bedingungen derselben auswert—

bar sind.

Nach Lemma N.SP1 gibt e s j,kew0, sodaß

5': = j = k

31 pm "EUE1,n S ( g )  ' x "EUE1‚n S ( g )  '

='=32 W(Sj(¢))5w(pm) . w(skmnswm)
und Sj(ß)‚Sk(ß)eTzum n n T F  n '  Damit gilt aber auch
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EQN(Bj(9)‚Sk(Q))eTZUZ1'deZ'd. Nach Lemma V.SP gibt es

ein tve{tt‚ff}‚ sodaß

EQN(sj(¢),sk(¢)) 5E‚d tv,
woraus nach Lemma 7 folgt

*33 EQN(sj(¢),sk(¢)) EEUE1,d tv.
Nach SE von =-EuE1 gilt zunächst mit *31

*34 fiE(q.x) RE(q,sk(¢))E E U E 1 , a

_ . k
=EUE1 'a  R E ( A S ( O O U A S ( N A ' p 1 I r 1 ) I O O O l m I — m ) ’ s  ( g ) )

RE<AS(..AS(NA‚p1‚r1)‚..‚sj(a)‚rm)‚sk(9>).
E U E 1 , a

Wegen *33 können wir Gleichung E1 .14  bzw. E1 .15  anwenden.

iii.b.2.1) tv ig tt.

Nach Gleichung E1 .14  gilt

& ' k
" 3 5  R E ( A S ( . . A S ( N A ‚ p 1 , r 1 ) ‚ . . ‚ S J ( Q ) ‚ r m ) ‚ S  ( g ) )  E E u E 1 ‚ a

‘ k
R E ( A S ( o o A S ( N A I P 1 I r 1 ) I ' ° I p m _ 1 l r m _ 1 ) I s  ( g ) ) .

Es gilt wegen *32

w(RE(AS(....rm_1),Sk(¢)))<w(RE(As(...,rm),sk(¢)))

Sw(RE(q,x)) = n+1 .

Nach Induktionsannahme ii) gibt e s  daher ein q " e T T  v ,
. U L J I a

sodaß

* ' k = "36 RE(AS(..AS(NA,p1,r1)‚..‚pm_1‚rm_1)‚S (a)) _EUE1 a q ,

*37° w(q")Sw(RE(AS(...,rm_1),sk(¢)))
und q" hat die unter 2) geforderte Form. Die Gültigkeit

der Behauptung folgt jetzt für diesen Fall aus der Transi-

tivität von zusammen mit *34, *35 und *36.E E U E 1 ‚ a

iii.b.2.2) tv ig_ff.

Nach Gleichung E1 .15  gilt

*38 RE(AS(..AS(NA‚p1‚r1)‚..,Sj(ß)‚rm)‚Sk(ß)) EEUE1,a

AS(RE(AS(..AS(NA‚p1‚r1)‚..‚pm_1‚rm_1)‚Sk(V))‚Sj(g)‚rm).
Es gilt wegen *32

w<RE<AS(...,rm_1>,sk(¢)))<w(RE(AS(...,rm),sk<¢)))
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$w(RE(q‚x)) = n+1.

Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein q"eTv . ,
p U Z 1 r a

sodaß

:3: k := "39 RE(AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm_1‚rm_1),S (G)) _EUE1‚a q .

*40 w(q")Sw(RE(AS(...,rm_1),Sk(¢)))
und q "  hat die passende Form. Damit gilt auch

w(AS(q".SJ(¢).rm))SW(AS(RE(AS(...,rm_1),Sk(¢)),SJ(¢),rm))

und nach SE von EEuE1

. k jN =:

A S  ( a S J ‘ g )  ' r m )  I

wobei der letztgenannte Term wieder die unter 2 )  geforder—

te Form besitzt. Es gilt w(AS(q"‚SJ(G)‚rm))SW(RE(q‚x))

und der Rest i s t  Transitivitat von E E u E 1 ‚ a  zusammen mit

9

"34, *33 und *41.

Damit i s t  die Induktion geschlossen und Lemma A.SP1 gezeigt. []

Für weitere Beweise i s t  e s  hilfreich z u  wissen, daß e s  z u  jedem

array-Term, der mit REMOVE beginnt, einen i-kongruenten Term

mit echt kleinerem Gewicht gibt.

Korollar REM.SP1

Beh.  : ( vqZUE1  ‚a) (V reTZU21 'n )  ( aq l  eTZUE—n ‚ a )

( REMOVE(q‚r) ' A w(q')sw(q) )E s E U E 1 , a  q

B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w(q) der Terme qYuZ1 a '
. . . I

i )  Induktionsanfang.

Sei q mit w(q)=1‚ d.h. q is NEWA. Sei reTZUZ1 n '
IZUZ1 I ‘ 3

Dann gilt nach Gleichung E1 .13

REMOVE (NEWA , r )  NEWA .E E u E 1 , a
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ii) Induktionsannahme.

Sei n e w  b e l i e b i g ,  aber f e s t .

Die Behauptung gelte für alle qvUV1 a mit w(q)$n.
L; L.: I

iii) Induktionsschluß.

Sei qZU21'a mit w(q)=n+1. Sei r e T Z U 2 1 ‚ n '

. - I = 'Nach Lemma A.SP1 gibt e s  e in q S T E U T 1 ‚ a '  sodaß q “EUE1‚a q

und w(q')$w(q) und entweder q' ig_NEWA oder es gibt memo,

m > 0 ‚  p 1 " " ’ p m ’ r " " ° ' r m € T Z U Z 1 , n '  sodaß

q' i£_AS(—.-AS(NA‚p1‚r1)‚..-‚pm‚rm).

iii.a) q' ig_NEWA.

Nach SE von und nach Gleichung E1.13 giltE E U E 1

REMOVE(q,r) NEWAREMOVE(NEWA,r)E E u E 1 , a  E E u E 1 , a

und e s  ist w(NEWA)=1sw(q).

iii.b) q' ig_AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm‚rm) mit m>0.

Nach Lemma N.SP1  gibt es j,kew0, sodaß

* = j = k

='=43 w(sj(¢))sW(pm) , w(sk(¢))sw(r)
j k . .

und S (a),s ( ¢ ) e T Z U Z 1 ' n n T v  n '  Damit I s t  aber auch
L.; ’

j k „EQNfS (G),S ( ¢ ) )€TZUZ1 .d  T Z , d  und nach Lemma V.SP

gibt e s  ein tve{tt,ff}‚ sodaß

j‘ k =
E Q N ( S  ( ¢ ) r s  (G) )  _ E ‚ d  t V r

woraus nach Lemma 7

“f: j k =:4 4  E Q N ( S  ( fl ) ‚ S  (G ) )  " E u E 1 , d  tv f o l g t .

Nach SE von EEuE1  folgt aus "42

*45 RE(q‚r) RE<AS(..AS(NA‚p1‚r1)‚.-‚pm:rm)fr)EEuE1,a

' kE E u E 1 , a  RE(AS(..AS(NA,p1,r1),..,SJ(¢),rm),S ($)).

Wegen * 4 4  können wir jetzt Gleichung E1.14 bzw. E1.15

anwenden.

iii.b.1) tv ig tt.
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Nach Gleichung E1 .14  gilt

=#46 RE(AS(..AS(NA,p1,r1)...,Sj(¢):rm)v5k(¢)) =EuE1 .a

R E ( A S ( .  uAS(NA 'p1  ' r ‘ l )  l’ . .  ' Pm_1 ' rm_1)  ‚ s k ( a )  ) .

Es ist w(AS(...‚rm_1))<w(AS(...rfi))5n+1. Nach Induktions—

annahme 11) gibt es e1n q GTZUE1 ia '  sodaß

2': „ : k . . . :  |!47 RE(AS(..AS(NA‚p1‚r1)‚..,pm_1‚rm_1)‚S (G)) -EuE1 a q
und w(q")sw(AS(...‚rm_1))<w(AS(...‚rm))5w(q). Der Rest

ist Transitivität von E zusammen mit *45 bis *47 .EUE1‚a

iii.b.2) tv ig ff.

Nach Gleichung E1 .15  gilt

*48 RE(As(..As(NA‚p1‚r1)‚.-‚SJ(5)'rm)'sk(“)) 5EuE1‚a

As(RE(As(..AS(NA‚p1‚r1)„..pm_1.rm_1)‚sk(a))‚sj(a)‚rm).
Es ist w(AS(...,rm_1))<w(AS(...,nm))$n+1. Nach Induktions—

annahme ii) gibt es daher ein q"€-TZU>31 a' sodaß
I

* k * == "49 RE(AS(..AS(NA‚p1‚r1)‚..‚pm_1,rm_1)‚S (G)) 'EuE1‚a q und

1 ) )*50 w(q")$w(AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm_1‚rm_

Nach SE von EEUE1 gilt mit *49 auch

*51 AS(RE(AS(...,rm_1),Sk(¢)),Sj(¢),rm) EEuE1,a

AS (q" ,Sj (ß) ‚rm)

und mit *50 auch

w(AS(q",Sj(¢),rm))Sw(AS(...AS(NA,p1,r1),...,Sj(¢),rm))
Sw(AS(...AS(NA‚p1‚r1),...‚pm‚rm))$w(q).

Also ist AS(q",SJ(fl),rm) der gesuchte Term.

Damit ist die Induktion geschlossen. []

Lemma V.SP1

Beh.: CVteTzuz1'd)(3tve{tt,ff})(t EEUE1 ,d  tv)

Bew.: '

Durch Induktion über das Gewicht w(t) der Terme teT .
ZUZ1  r d
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i )  Induktionsanfang,

ii) Induktionsannahme und die Fälle iii.a) bis iii.d) des

Induktionsschlusses verlaufen Völlig analog z u  den Punkten

i), ii) und iii.a) bis iii.d) des Beweises von Lemma V.SPO.

Es i s t  lediglich 20, E0 und N.SPO durch f 1 ,  E1 und N.SP1

zu ersetzen. Es bleiben die Fälle_iii.e) und iii.f).

111.e) t ii EQA(t1‚t2) mit t 1 ' t z e T Z u Z 1 p a  und w( t )=n+1 .

Nach Lemma A . S P 1  gibt e s  t 3 ‚ t „ c T  "v , sodaß
ZU541  ' a

"52 ti EEUE1,a t1+2'
€:53 w(ti+2)$w(ti)

und entweder ti+2 ifi NEWA oder ti+2 i g _ A S ( q i ‚ p i , r i )  mit

q i e T Z u Z 1 . a  und p i ' r i e T X u Z 1 ‚ n  fur 1=1,2. Hierbei wurde die

Aussage von Lemma A.SP1 etwas abgekürzt, da e s  i.f. nur da-

rauf ankommt, daß t3 und ta nicht mit REMOVE beginnen.

Nach SE von EEUE1 folgt aus “52

*54 E Q A ( t 1 ‚ t z )  E E U E 1 ‚ d  E Q A ( t 3 r t 4 ) -  _
Wir unterscheiden jetzt nach dem Aufbau von t3 und tu.

Für die Fälle t3 ig NEWA , tu is NEWA ,

t3 i_ NEWA ‚„tq ig_AS(q2‚p2‚r2) und

t 3  is.AS(q1‚p1,r1) , tu ig NEWA

ergibt sich die Gültigkeit der.Behauptung aus den Gleichun—

gen E1.1 bis E1.3 und zusammen mit *54 aus der Transitivi—

tat von E E U E 1 , d '  Es b l e i b t  der Fall

iii.e.4) t3_ig AS(q1,p1,r1), tu is AS(q2‚p2,r2).

Zunächst zeigen w ir, daß die Bedingungen der Gleichungen

E1.4 bis E1.6 auswertbar sind. Man rechnet leicht nach,

daß für i=1‚2

w(INDEX(AS(qi,pi,ri),p3_i))<n+1 und

Nach Induktionsannahme ii) gibt e s  also tv1‚...,tv„e{tt‚ff}‚
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sodaß für i=1‚2 gilt

INDEX(AS(qi,pi‚ri)‚p3_i) E E u E 1 ‚ d  tvi und

EQN(ACCESS(AS(qi,pi,ri),p3_i),r3_i) 5 E u E 1 ‚ d  tvi+2.

Nach SE von EEuE1  und nach Gleichung E . 3  bzw. E.4 gilt

dann, daß es tv5‚tv5e[tt‚ff} gibt, sodaß

I N ( A S ( q 1 r P 1 r r 1 ) y P 2 )  AND I N ( A S ( q 2 1 p 2 r r 2 ) I P W )  EEUE1 ,d  t V s  und

EUNIAC(AS(q1‚p1‚r1)‚p2)‚rz) A EQNIAC(AS(q2,p2.r2);p1),rq) = tvs.“EUE1‚d

Jetzt gibt e s  drei Möglichkeiten.

i i i . e . 4 . 1 )  t V 5  E t t  ; tVs E t t .

Wir können Gleichung E1 .4  anwenden und erhalten

* ' ‘ =5 5  EQA(AS(q1 IP1 r r1 ) IAS(q2 rP2 r r2 ) )  _EUE1 ,d

E Q A ( R E ( R E ( q 1 ' p 1 ) . p z ) . R E ( R E ( q 2 , P é ) . p 1 ) ) .

Nach Korollar REM.SP1  gibt e s  qhqfic—zTYUv1 a '  sodaß für i=1‚2
.. Z...: '

*56 RE(RE(qi'Pi)'p3-i) EEUE1,a qi und
w(qi)5w(RE(qi‚pi)) gilt.

Nach SE von folgt aus *56EEUE1

* 5 7  E Q A ( R E ( R E ( q 1 : P 1 ) : P z ) ‚ R E ( R E ( q 3 : P z ) y P 1 ) )  E E U E 1 ‚ d  E Q A ( q % r q ä )

und mit w(qi)$w(RE(qi‚pi))<w(AS(qi‚pi‚ri)) für i=1‚2 gilt

auch W(EQA(q%;q5))<W(EQA(AS(q1,p1.r1),AS(q2.p2,r2)))=n+1.

Nach Induktionsannahme ii) gibt es daher ein tvc{tt,ff},

sodaß

? l I =: 5 8  E Q A ( q 1 ‚ q 2 )  — E U E 1 , d  t V .

Die Gültigkeit der Behauptung folgt für diesen Unterfall

'

dann aus der Transitivität von zusammen mit *54, ” 55 ,EEuE1,cit

*57 und *58.

i i i . e . 4 . 2 )  tvs ii tt , tvs ii f f .

Wir können Gleichung E1 .5  anwenden und erhalten

*59 EQA(AS(q1‚p1‚r1)‚AS(qz:Pz:rz)) EEUE1‚d ff.

iii.e.4.3) tvs ig ff.

Wir können Gleichung E1 .6  anwenden und erhalten
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* 6 0  E Q A ( A S ( q 1  rp‘l r ' r 1 ) : A S ( q 2 : P e . - 2 ) )  5 E U R - '  ‚(1 f f .

Die Gültigkeit der Behauptung folgt für iii.e.4.2) bzw.

1 1 1 . e . 4 . 3 )  aus der Tran51t1V1tat von E E u E 1 , d  zusammen mit

*54 und *59 bzw. *60.

111.f) t i § _ I N D E X ( q , r )  m1t qEUZ1;a und reTEUE1'n.

- - | - = lNach Lemma A.SP1 gibt e s  e 1 n  q ETZUZ1 ‚a '  sodaß q “EUE1,a q ,

w(q')sw(q) und entweder q' is NEWA oder q' is_AS(q",p"‚r")

' II II II o u . .mit q C T Z U Z 1 , a  und p ‚r CTZUZ1IH. W1e unter 111.e) kommt

e s  nur darauf a n ,  daß q '  nicht mit REMOVE beginnt.

Wir unterscheiden nach dam Aufbau von q ' .

iii.f.1) q' ig_NEWA.

Nach SE von und nach Gleichung E1 .7  gilt5 E u E 1

INDEX(q,r) 5 ff.INDEX(NEWA‚r)
E u E 1 ‚ d  E E U E 1 , d

iii.f.2) q' ig_AS(q"‚p"‚r").

Nach SE von E E U E l  g i l t  zunächst

*61 INDEX(q,r) INDEx(A5(q"‚p"‚r")‚r).EEuE1,d

E s  i s t  w(p")+w(r)<n und daher w(EQN(p",r))$n. Nach In—

duktionsannahme i i ) gibt e s  daher ein tve{tt‚ff}‚ sodaß

EQN(p",r) EEUE1 ,d  tv. Dann gibt es zwei Möglichkeiten.

iii.f.2.1) tv ig tt.

Wir können Gleichung E1 .8  anwenden und erhalten

*62 INDEX(AS(q",p",r"),r) tt.E E u E 1 , d

Der Rest i s t  Transitivität von E zusammen mit *61EUE1 ,d

und *62 .

iii.f.2.2) tv is ff.

Wir können Gleichung E1 .9  anwenden und erhalten

“63 INDEX(AS(q',p"‚r")‚r) E E U E 1 ‚ d  INDEX(q",r)

und e s  gilt w(IN(q“,r))$n. Nach Induktionsannahme ii)
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gibt e s  ein tv'e{tt,ff}, sodaß

€: " = l6 4  INDEX(q ,r) "EuE1,d tv .

Der Rest ist Transitivität von E ' zusammen mit *61,
E U E 1 , d

*63 und *64.

Damit ist die Induktion geschlossen und e s  ist gezeigt, daß

SP1 vollständig i s t . [ ]

Mit dem bisher Gezeigten können wir leicht AuSsagen fiber die

t-Vbllständigkeit von SPO bzw. SP1 auf SP machen.

Lemma TV.SPO

Beh.: (VS°{§-i-§’9§-E})(Vt€TZuZo,s) (Bt'eTf s )  (t ”Euzo S t')

Bew. :

Durch Fallunterscheidung über die Sorten ses.

a )  s=dis.

Da SPO und SP vollständig sind, ist SPD nach Korollar 4

i—vollständig auf SP bzgl. dis und nach Korollar 6 daher

auch.t—vollständig auf SP bzgl. dis.

b) s=nat. ’

Da TZ n j a  gerade die Menge {Sk(¢ ) | kewo}  ist, haben wir
I

mit Lemma N.SPO gezeigt, daß

I = | I( V t E T X M Z D , n ) ( 3 t  € T Z , n ) ( t  ”EUEO,n t ) gilt,

d.h. daß SPO i-vollständig auf S P  bzgl. nat ist. Nach Ko—

rollar 6 ist SPO daher auch t—vollständig auf SP bzgl. n a t . [ ]

Lemma TV.SP1

Beh.: (Vse{gi§,§§3})(VteTZUZ1'S)(3t'eTX'S)(t ~EUE1,S t.)

B e w . :

Der Beweis verläuft völlig analog zum Beweis von Lemma TV.SPO.[]

Jetzt wird gezeigt, daß auch in 11 jeder nat— und arrax-Term
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i—kongruent z u  einem kanonischen nat— bzw. array—Term i s t  und

daß I1 vollständig ist.

Lemma N . I 1

Beh.: ( V t e T E I 1 , n ) ( 3 t  C T X I 1 , n ) ( 3 3 8 w O )

( 1) E E I 1 , n  t' A w(t')$w(t) A

2) t' ig SJ(G) )
B e w . :

Nach Definition von I1 gilt T Ü I T ‚ a = T Z U Z T ‚ a  und T E I 1 r n = T Z U Z 1 ‚ n '

Lemma N.SP1  liefert damit

(warp$11 ‚n’ (Bt'es ‚n) (Ejemo)
( 1') EEUE1 ,n  t' A w(t')sw(t) A

2') t' E s h m  ),
' =: _ ‘  = =: 'woraus nach Lemma 7 ,  a l s o  wegen t ' E U E 1 ‚ n  t > t " E I 1 , n  t ,

die Gültigkeit der Behauptung folgt.

Lemma A . I 1

'Beh.: (VteTZI1’a)(3t 61::1'a)(anwwo)(3p1,...,pm,r1,...,rmeTZI1’n)

= ' '( 1) t ' E I1,a t A w ( t  )Sw(t) A

2) t' ig ASSIGN(...ASSIGN(NEWA‚p1‚r1)‚...‚pm‚rm) )

B e w . :

Die Gültigkeit der Behauptung folgt wegen T Z I 1  a=TVUf1 a
] L.] - '

und T = T „  aus Lemma A . S P 1  L 7 .Z I 1 , n  ZUZ1 IH  und emma

Lemma V.I1

Beh.: (VteTZI1'd)(3tVe{tt,ff})(t fEI1’d tv)

B e w . :

Durch Induktion über d a s  Gewicht w ( t )  der Terme t e T211 d '
I

i )  Induktionsanfang,

i i )  Induktionsannahme und die Punkte i i i . a )  b i s  i i i . c )  ver—

laufen völlig analog zu den Punkten i ) ,  ii) und iii.a) b i s
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i i i . e )  des Beweises von Lemma V . S P .

iii.d) t is EQN(t1,t2) mit t.,tzer. .
_ L J I 1 ' n

= ' _ n .wegen T 2 “ , n  T Z U Z 1 ‚ n  lSt E Q N ( t 1 ' t 3 ) C T Z I 1 ‚ d  T Z U Z 1 ‚ d  Die

Gültigkeit der Behauptung folgt daher aus Lemma V.SP1 und

aus Lemma 7 .

iii.e) t i s  EQA(t1,t2) mit t 1 v t 2 € T v I 1  .
“""” 4... ( a

Dieser Fall verläuft analog z u  iii.d).

111.f) t ii INDEX(q,r) .m1t q € T X I 1 , a  und r e T Z I 1 , n '

wegen der Gleichheit der nat* bzw. array-Träger von T Z I 1

und TZUZ1  lSt bereits INDEX(q‚r)eTZI1'dfwTZUZ1'd.

Nach Lemma Véflfl gibt e s  daher ein tve{tt‚ff}‚ sodaß

INDEX(q,r) tv gilt, woraus nach Lemma 7E E u E 1 , d

INDEX(q,r) tv folgt.E E I 1 , d

iii.g) t l £_  EQS(ST(q1,r1),ST(q2,rz)) mit q1‚qzeTZI1'a

und r1,rzeTZI1'n.

Nach Lemma N.I1 gibt e s  j,kem0, sodaß

:‘c .-.: j ___ k65 r 1 “ E I 1 ‚ n  S (9) , r2 “EI1‚n S (9) r

w(Sj(¢))sw(r1) . w(Sk(¢))Sw(r2).

Nach SE von SE11 folgt aus * 6 5 .

*66 EQS(ST(q1‚r1)‚ST(q3‚r2)) 5 E I 1 ‚ d

EQS(ST(q1‚Sj(G))‚ST(qz‚Sk(9))).
Wir unterscheiden nach j und k .

iii-9.1) s3(a) 15 a . skca> ;; d . d.h. j=k=o.
Dann gilt nach Gleichung EOD.1

9:67 EQS(ST(q1:¢ )pST(q2:¢ ) )  E E I 1 ’ d  t t .

111.9.2) 53(a) ;§_¢ , sk(¢) $gjd , d.h. j=0 A k>0.
Nach Gleichung EOD.2 gilt

*68 EQS<ST<q1,¢),ST(q2,sk(¢))) ff.E E I 1 , d
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iii.g.3) 53(g) 3259 , sktp) ;; a , d.h. j>0 A k=0.
Dann gilt nach Gleichung EOD.3

*69 EQS<ST<q1,SJ(¢)).ST<q2,¢)) 53:1,a ff.

Für die Fälle iii.g.1) bis iii.g.3) folgt die Gültigkeit

der Behauptung aus der Transitivität von E E I 1 , d  zusammen

mit *66 und *6? bis *69.

iii.g.4) sj(¢) 55 a , sk(¢) gg a , d.h. j,k>0.
Die Bedingungen von EOD.4 b i s  EOD.6 sind auswertbar, denn

e s  gilt

P1==EQN(AC(q1rSJ(Ü)).AC(Q2;Sk(Ü)))€TZI1Id{1TEUZ1'd und

P2==IN(Q1rSj(Ü)):P3=:IN(Q2:3k(9))€TEI1'df‘TxUX1'd.

Nach Lemma V.SP1 und Lemma 7 gibt e s  daher

tv1,tv2,tvge{tt,ff}, sodaß für i=1‚2‚3 pi E E I 1 , d  tvi.

Dann gibt e s  auch e i n  tv„e{tt‚ff}, sodaß wir nach SE von

5 E I 1  und durch Anwendung der Gleichung E.5 bzw. E.6

p2 EQV pg § E I 1 , d  tv.“

erhalten. Jetzt bleiben drei Möglichkeiten.

iii.g.4.1) tv“ ig tt , tv1 ig tt.

Wir können Gleichung EOD.4 anwenden und erhalten

*70 EQs(sq1‚SJ(fl)).ST(qz:Sk(9))) EEI1pd

EQStST(q..sj“1(ß))‚ST(qz‚sk“1(a))).
Es gilt _

3-1 ' gm j skw(EQS(q„S (G))‚Sflqz: (¢))9)< w(EQS(ST(a (G))‚STKIz. (GM))

..<.. w(EQS(ST(q1.r1) .ST(qz‚rz))) = n+1 .

Nach Induktionsannahme ii) gibt es also ein tve{tt‚ff}‚

sodaß

*71 EQS(ST(q1,sj‘1(¢)),ST(q2,sk“1(¢ ) ) )  E E I 1 , d  tv.

Der R e s t  i s t  Transitivität von E E I 1  d zusammen mit * 6 6 ,
I

*70 und *71.
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iii.g.4.2) tv“ ig tt , tv1 ig ff.

Wir können Gleichung EOD.5 anwenden und erhalten

*72 EQS(ST(q1‚Sj(ß))‚ST(qz‚Sk(fl))) EEI1,d ff.

iii.g.4.3) tv“ is ff.

Wir können Gleichung EOD.6  anwenden und erhalten

*73 EQS(ST(q1.sj(¢)).ST(q2.sk(¢))) fEI1,d'ff°

Für die letzten beiden Unterfälle fOIgt die Gültigkeit der

Behauptung aus der Transitivität von EEI1 d zusammen mit *66
'

und *72 bzw. *73 .

Damit i s t  die Induktion geschlossen und e s  i s t  gezeigt, daß

11 vollständig ist.[]

Die erste Implementierungsebene I1 erfüllt die syntaktischen

Kriterien (i) und (ii) von Lemma 16 und ist daher t-vollstän—

dig auf SP1 .

Lemma TV.I1

Beh.: (Vse{dis,nat,array})CVteTfI1'S)(3t'eTZUZ1'S)(t ~EI1,s t.)

Bew.:

Die Gültigkeit der Behauptung folgt direkt aus Lemma 16 . [ ]

Auch in I 2  i s t  jeder nat—Term i—kongruent z u  einem kanonischen

nat—Term.

Lemma N.IZ _

Beh . :  ( V t e T Z I Z , n ) ( 3 t ' 6 T 2 1 2 , n ) ( 3 j e w 0 )

( 1) t t' A w(t')$w(t) A5 E 1 2 ‚ n

2) t' 's S j W )  )

B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w(t) der Terme teTZIZ n '
'
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i )  Induktionsanfang.

12,n mit w(t)=1, d.h. t gg G .

Die Gültigkeit der Behauptung folgt dann aus den Reflexi-

S e i  teTZ

vitätseigenschaften der Relationen EEIZ  n und s .
'

i i )  Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte für alle t e T T I Z  n mit w(t)$n.
-: I

iii) Induktionsschluß.

Sei teTY mit w(t)=n+1.
„12,11

Es gilt  w(t)22 und daher auch t i g ’fl. Wir unterscheiden

drei F ä l l e .

. . . . | - I111.a) t ii S(t ) mit t € T Z I Z , n ‘

Dieser Fall verläuft analog zum Fall iii.a) aus dem Beweis

von Lemma N . S P 1 .

iii.b) t iä_ACCESS(q,r) mit q und reTVIZ n'
:‘_J IZI2,a

Wir wollen zeigen, daß e s  z u t einen äEIZ-kongruenten

nat—Term aus I1 gibt, auf den wir dann die Lemmata N.I1

und 7 anwenden können. Wir zeigen daher zunächst

*74 Für alle q'eTZIZ a mit w(q')$w(q) gilt

(3q € T Z I 2 , a ) ( a m e w o ) ( 3 p 1 " " ' p m ’ r 1 " " ' r m e T Z I 2 , n  n T Z I 1 , n )

( 3 )  q '  EEIZ ,a  q "  A w(q")$w(q‘) A

4 )  q "  _]_._§_ A S ( . . . A S ( N A , p 1 ‚ r 1 ) , . . . , p m , r m )  ) -

Die gegenüber der ähnlichen Aussage im Lemma A.SP1 etwas

veränderte Formulierung, nämlich die Forderung, daß die pi

und ri bereits aus T X I 1  sein sollen, erfüllt einen doppel-

ten Zweck. Zum einen bleibt uns unter iii.b.iii.b) eine

weitere Induktion erspart und zum anderen wird sicherge-

stellt, daß unter iii.c.2.2) die Bedingungen der Gleichun—
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gen E1.11 und E1.12 auswertbar sind.

Der Beweis erfolgt durch Induktion über das Gewicht w(q')

| - l ,der Terme q C T Y I Z ‚ a  mit w(q )$w(q).
.J

iii.b.i) Induktionsanfang.

. | ' I _Sei q € T Z I 2 , a  m1t w(q )—1 .

Daraus folgt, daß q' ig NEWA. Es ist m=0 und der Rest ist

RefleX1v1tat von E E 1 2 , a  und s .

i i i . b . i i )  Induktionsannahme.

Sei kew fest mit k<w(q).

Die Behauptung gelte für alle q'eTT12 a mit w(q')$k.
!. J

iii.b.iii) Induktionsschluß.

! ' l _.Sei q e T Z I Z , a  m1t w(q )—k+1.

Aus w(q')22 folgt q' inEWA.

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von q' zwei Fälle.

iii.b.iii.a) q' ig_ASSIGN(q1‚p1‚r1) mit q 1 e T E I Z ‚ a '  p1,r1eTZI2'n.

Es gilt.w(q1)5k. Nach Induktionsannahme iii.b.ii) gibt es

ein qzeTvI2 a’ SodaB
1.4 I '

*75 q1 und w(qz)$w(q1)5 E 1 2 ‚ a  qz

und q; hat die unter 4) geforderte Form.

Es gilt w(p1),w(r1)5k$n und nach Induktionsannahme ii)

gibt e s  p2,r2eTZ12'n‚ sodaß

:‘e = =
76 91 'E12,n p2 ' r‘ "E12‚n r2 '

w(p2)Sw(p1) r W ( r 2 ) 5 w ( r 1 )

und p; und r 2  haben die unter 2 )  geforderte Form, d . h . e s

g i l t  p z ' r z e T Z I Z , n  n T Z I 1 ’ n o

Mit *75 und *76 gilt nach SE von E E I Z  auch

ASSIGN(q1,p1,r1) ASSIGN(q2.p2.r2).E E I Z , a

W(AS(q2,p2.r2))Sw(AS(q1.p1.r1)) und

AS(q2,p2,r2) hat die unter 4 )  geforderte Form.
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. . u o n I II I! ' ll ' "lll.b.ill.b) q is RE(q ‚r ) m1t q € T E I Z , a  und r e T Z I Z , n °

Es ist w(q")$k und nach Induktionsannahme iii.b.ii) gibt

e s  ein q"'eTZI2 a’ ein memo und
I

p 1 , . . . , p m , r 1 , . . . , r m € T Z I 2 ’ n “ T E — : 1 1  n ,  S O d a ß

*77 q" EE12‚aq ’
m w(q"')sw<q") und
*79 q " '  iä_AS(...AS(NA‚P1rr1)""'pm'rm)€TZIZ‚a“TZI113'

E s  i s t  w(r")sk5n und nach Induktionsannahme ii) gibt e s

ein r'eTZIZ n und ein jewo, sodaß
I

€: " = '
80 r “E12,n r ’

*81 w(r')sw(r") und

3': l - j82 r ii S (a) e T Z I Z , n r ‘ T X I 1 , n '

Nach SE von E E I Z  gilt mit *77 und *80 auch

€: " " __= " |  l83 RE(q ,r ) “E12‚a RE(q ‚r ).

Mit *78 und *81 gilt

7:84 w ( R E ( I q " I ’ r l ) ) S W ( R E ( q I U ’ r " ) )

* * - " I  lund wegen 79 und 82 gilt RE(q ‚r ) E T E I Z ‚ a ' 1 T Z I 1 ‚ a '

Nach Lemma A.I1 gibt es daher ein q*eTF11 a’ lame und
J '

‚'; :‘c €: *p 1 ‚ . . . y P l r r 1 t - o - r r l e T Z I 1 ' n ’  s o d a ß

* “ |  | = *

*86 w(q*)sw(RE(q"',r')) und

* 8 ?  q* ig_AS(...AS(NA‚p?‚r?)‚...‚pä‚rä).

Nach Lemma 7 folgt aus *85

E E 1 2 , a  q '

q* hat die unter 4) geforderte Form und der Rest ist Tran—

* 8 8  R E ( q " ' ‚ r ' )

sitivität von E E I Z  a zusammen mit *83 und *88 und von s
'

zusammen mit *84 und *86.

Damit i s t  die Induktion unter iii.b) geschlossen.

Wir wissen jetzt nach *74, daß es zu dem Subterm q von

. | n .
ACCESS(q‚r) ein q C T Z I Z ‚ a  T Z I 1 ‚ a  gibt, sodaß
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q EEIZ  a q' und w(q')$w(q).

Wegen w(r)$n gibt es nach Induktionsannahme ii) ein

Ir e T Z I Z , n ' 1 T Z I 1 , n '  sodaß

r f '  und w(r')Sw(r).E E I Z , n

Daher gilt nach SE von EEIZ  auch

; ACCESS(q'‚r')*89 ACCESS(q‚r) EEIZ n
' .

- : . iund es ist ACCESS(q ‚r ) C T Z I Z ‚ n ' 1 T Z I 1 ‚ n '

Nach Lemma N.I1 gibt e s  daher ein r " e T „  , sodaß
LI1,n

* I I = n90 ACCESS(q ‚r ) "E11 n r ,
w(r")sw(ACCESS(q',r')) und

r" hat die unter 2) geforderte Form. Nach Lemma 7 folgt

aus *90

*91 ACCESS(q'‚r') E E I Z  n r".
'

E s  gilt w(r“)sw(ACCESS(q‚r)) und der Rest i s t  Transitivi—

'tät von mit *89 und *91 .E E 1 2 , n

iii;c) t ig TOP(p) mit p C T E I 2 ‚ s '

Um die Gleichungen EZO.11 bzw. EXO.12 anwenden zu können,

müssen wir zunächst die-folgende Hilfsbehauptung zeigen;

deren zusätzliche Forderung 6 .2 )  im Unterfall iii.c.2.2)

benötigt wird:

*92 Für alle p'eT mit w ( p ' ) s w ( p )  gilt=212 ,5
(3q6T212,a"T711,a’(3r8T212,n"TZI1,n)(3me“0)

..!

( 3 p 1 „ ‚ _ , p m , r 1 ‚ . . . ‚ r c Z I z l n r ä T z I 1 l n )

_. l( 5) p‘ : E 1 2 ‚ s  STAK(q‚r) A w(r)5w(p ) A

6 .1 )  q ig A S ( . . . A S ( N A ‚ p 1 , r 1 ) ‚ . . . ‚ p m , r m )  A

6.2) (Vie{1‚...‚m})( w(ri)Sw(p') ) ).

Der Beweis erfolgt durch Induktion über das Gewicht w(p')

der Terme p'cT mit w(p')Sw(p).212 ,3

iii.c.i) Induktionsanfang.
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| I = | 'Sei p €TZIZ,S mit w ( p  ) 1 ,  d.h. p_ iä NEWST.

Nach Gleichung EEO.7 gilt

QEWST E E I Z ’ S  S T A K ( N E W A , ¢ ) ,

wobei STAK(NEWA,¢) die Forderungefl 5), 6.1) und 6 .2 )  erfüllt.

iii.c.ii) Induktionsannahme.

Sei kew fest mit k<w(p).

Die Behauptung gelte für alle p'eTTI2 s mit w(p')$k.
J "

iii.c.iii) Induktionsschluß.

Sei p'eTTI2 s mit w(p')=k+1.

Es gilt w(p')22 und daher p' ;nEWST.

Es bleiben drei F ä l l e  z u  betrachten.

iii.c.iii.a) p' ig POP(p") mit p"<»:TZ.12 8 .

Es gilt w(p")5k. Nach Induktionsannahme iii.c.ii) gibt es

nTerme q € T Z I 2 , a  T Z I 1 , a  und r e T X I Z , n r 1 T Z I 1 , n '  sodaß

* n =9 3  p “E12,s STAK(q‚r)‚

w(r)$w(p")5k5n und

q erfüllt die Forderungen 6.1) und 6.2). Nach Induktions—

annahme i i ) gibt e s  nun e i n  r ' e T T I Z  n' sodaß

*94 r r' , w(r')$w(r) undE E I Z , n

entheder r " i g  fl oder e s  gibt ein jewo‚ j>0‚ sodaß

r' ig SJ(G). Danach unterscheiden wir zwei Fälle.

iii.c.iii.a.1) r' ig @.

Nach SE von folgt aus *93 und ="'94£E12
POP(p") E E I Z , s  POP(STAK(q‚r))

EEI2,S pop(STAK(q.¢))
E E I 2 , s  STAK(q,¢),

wobei die letzte i—Kongruenz nach Gleichung EZO.9 gilt.

q und @ erfüllen die  Forderungen 5 )  und 6 . 1 )  und 6 . 2 ) .
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iii.c.iii.a.2) r' ig 530a) mit jewo, j>0.
!Nach SE von *93, *94 und Gleichung EZO.10 gilt5312 '

POP(p") POP(STAK(q,Sjc¢)))5 E 1 2 , s

_. j-1=Exz,s STAK(q.S (a)).
Die Terme S]_1(fl )  und q erfüllen die Forderungen 5) bis 6.2).

. . .  . . .  | . n ' "111 .C . l l l .b )  p ii PUSH(p ‚r) mit p €TZIZ,S und r e T Z I Z ‚ n '

Es ist w(p")$k. Daher gibt es nach Induktionsannahme

. . .  . .  " ' ,111 .c .11 )  Terme q € T Z I Z , a “ T Z I 1 , a  und r € T X I Z , n r ‘ T X I 1 , n '

sodaß

*95 p" STAK(q'‚r')E E 1 2 ‚ s  _

und q' und r' erfüllen auch die restlichen Forderungen

unter 5 ) ,  6 .1 )  und 6.2).

Es gilt w(r)<w(p ' )5n+1 .  Nach Induktionsannahme ii) gibt es

e i n  r C T Z I Z , n r ‘ T Z I 1 , n '  sodaß

“96 E E I Z , n  r und w ( r  )$w(r ) .

Nach SE von EEIZ  folgt aus *95 und *96

PUSH(p"‚r) PUSH(ST(q'‚r')‚r")=*"E::[2‚s

EEIZ ,s  ST(AS(q'‚S(r')‚r")‚S(r'))‚

wobei die letzte i-Kongruenz nach Gleichung EXO.8 gilt.

Wegen S ( r ' ) , r " e T Z I Z I n n T a n  und q'eTzIZIanTZ“,a

gilt auch AS(q'‚S(r‘)‚r")c:TZ:[2rariTE-j“’a und mit q' hat

auch AS(q'‚S(r')‚r") die unter 6 .1 )  geforderte Form.

Es gilt w(r ' )$w(p")  und daher auch w(S(r ' ) )Sw(PUSH(p"‚r ) ) ‚

d.h. S(r') erfüllt 5) .

Nach *96 gilt auch w(r")$w(PUSH(p"‚r ) )  und für

q '  i s  AS( . . .AS(NA‚p1‚r1 ) ‚ . . . ‚pm‚rm)  gi lt nach Voraussetzung

(V ie{1 , . . . ‚m} ) (w(r i ) sW(p") ) .  Daher gilt auch

(V ie{1 , . . . ‚m‚m+1} ) (w(r i ) sW(PUSH(p"‚r ) ) ) ‚  wobei rm+1z=r" .

von AS(q'‚S(r')‚rAlso erfüllen die Subterme r1 ‚ . . . ‚ r  m+1)m+1

auch 6.2).
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. . .  I n "  " '111.0.111.C) P iä S T ( e )  m l t  qZIZ‚a und r € T 7 1 2 , n

Wir können analog z u  iii.b) zeigen, daß

"= [ .  „.: I ‚',: .

9 7  Fur alle q € T Z I Z , a  mit w(q )Sw(q) gilt

I
(3q G T Z - 3 1 2 , 3 )  ( B r n e ‘ U O ) ( 3 p 1 l ' " I p m ' r 1 l " ' l r m € T Z — : 1 2 ' n n T Z I 1 ' n )

% = I I . *( 7) q‘ “E12,a q A w(q )$w(q )

8) q' ig_AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm‚rm) )

gilt; daher wird der Beweis hier unterlassen.

Es ist w(q)sw(q). Sei also q'eTZI2 a der nach =‚"97 existie-
I

rende arrax-Term.mit q E E I Z , a  q', w(q')$w(q) und der un-

ter 8 )  geforderten Form. Es i s t  w(r)<w(p')=k+1$n+1. Nach

Induktionsannahme ii) gibt e s  daher ein jew0‚ sodaß

._._._ j J'r 'EI2,n S (w) A w(S (¢ ) )5w( r )

. j = _
und es lSt S ( a ) e T s ‚ n r 1 T Z I 1 , n '  Nach SE von “E12 gilt

ST(q‚r) 5E12‚s ST(q'‚SJ(a)).

Es ist w(SJ(fl))Sw(r)Sw(ST(q‚r)), d.h. 53(a) erfüllt 5).

Für m=0‚ d.h. q '  ig_NEWA‚ sind 6.1) und 6.2) automatisch

erfüllt. Für m>0‚ d.h. q " i s  AS(...AS(NA,p1‚r1),...‚pm‚rm)‚

gilt

(Vie{1‚..-‚m})(W(ri)5w(q')SW(q)SW(ST(q‚r))):

a l s o  i s t  auch für diesen Fall 6 . 1 )  und 6 . 2 )  e r f ü l l t .

Damit i s t  die Induktion unter iii.c) geschlossen.

Wir wissen j e t z t ,  daß e s  z u  dem Subterm p von T O P ( p )  Terme

t q X I Z ' a n T Z “ , a  und r C T E I Z ‚ n r ‘ T Z I 1 ‚ n  gibt, sodaß

p E E I 2 ‚ s  ST(q‚r),

woraus nach SE von E E I Z  folgt

* 9 8  T 0 p ( p )  5 T O P ( S T ( q ‚ r ) ) .E12‚n

Es ist w(r)5w(p)5n. Nach Induktionsannahme ii) ist entwe—

der r E oder es gibt ein jem0‚ j>0‚ sodaßEI2‚n “
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r E E I Z , n  Sj(¢) und w(Sj(¢))Sw(r).

iii.c.1) r 5 E 1 2 , n  0-

Nach SE von E E I Z  und Gleichung EZO.11 gilt

"99 TOP(ST(q,r)) E E I 2 , n  T0P(ST(q‚G)) E E I Z , n  a.

Es i s t  w(fl)5w(fOP(p)) und der Rest i s t  Transitivität von

E E I Z , n  zusammen mit “ 9 8  und "99 .

iii.c.2) r E E I Z , n  Sj(¢).

Nach SE von EEIZ und Gleichung EZO.12 gilt

*100 TOP(ST(q,r)) EEIZ,n TOP(ST(q,Sj(¢)))
E E I Z , n  ACCEss(q,sj(¢)).

Jetzt gibt e s  folgendes Problem: Wir müssen z u  ACCESS(q,Sj(fl))

einen i-kongruenten'naE—Term finden, dessen Gewicht kleiner

oder gleich w(TOP(p)) ist. Dies i s t  deshalb problematisch,

weil nicht immer w(ST(q,Sj(¢)))Sw(p) gilt und wir daher nicht

den nach Lemma N.I1 und Lemma 7 existierenden, z u

ACCESS(q,Sj(¢)) i-kongruenten Term r' nehmen können, für

den w(r')sw(ACCESS(q,Sj(¢)))<w(TOP(ST(q,sj(¢))))

$w(TOP(ST(q,r))) gilt.

Wir unterscheiden zunächst nach dem Aufbau des Terms g ,  der

ja die Forderungen 5), 6 .1 )  und 6 .2 )  erfüllt.

iii.c.2.1) q,;g NEWA, d.h. m=o.
E s gilt nach Gleichung E1 .10

z’: j =101 ACCESS(NEWA,S ($ ) )  “ E 1 2 , n  fl .

@ hat die unter 2) geforderte Form, es ist w(¢)$w(TOP(p))

und wegen der Transitivität von E E I Z  n zusammen mit *98,
f

*100 und *101 ist auch der Rest von 1) erfüllt.

iii.c.2.2) q ig AS(...AS(NA,p1,r1)‚...,pm,rm) mit memo, m>0

und p 1 " " ' p m ’ r 1 " " ' r m e T Z I Z , n ( w T Z I 1 , n  und

(Vie{1.....m})(w(ri)Sw(p)).
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Wir zeigen die folgende Hilfsaussage.

*102  Für alle q'eT r1T mitZ IZ ,a  ZI1,a

q '  i s  AS(...,AS(NA,p:,r:),...,pfi,ri), kem und
_ _ _

p : " " ' p i ' r ; ’ " " r i € T $ 1 2 , n n  TZI1'n gilt:

( v r ' e T Z I Z ‚ n r 1 T Z I 1 ‚ n )

( 9) ACCESS(q'‚r') E E 1 2 ‚ n  b ®

10) (316{1‚...‚k})(ACCESS(q'‚r') E E I Z , n  ri) ).

Wir zeigen also, daß die Anwendung von ACCESS auf einen

array in kanonischer Form entweder die 9 liefert _ falls

an der zugegriffenen Stelle kein Eintrag definiert i s t  —

oder genau den Eintrag ri an der Zugegriffenen Stelle pi

liefert. Zusammen mit 6.2) heißt das, daß-wir i n  jedem

Fall einen z u  ACCESS(q,Sj(¢)) i—kongruenten naterm fin-

den, dessen Gewicht kleiner oder gleich w(TOP(p)) ist.

Der Beweis erfolgt durch Induktion über k e w .

iii.c.2.2.i) Induktionsanfang.

. __ . | - I ISei k—1,  d.h. q '  i s _ A S ( N A ‚ p ä ‚ r 1 )  mit P 1 ' r 1 e T Z I 2 , n r \ T Z I 1 ‚ n '

. I ' l 'Sei r e T Z I Z ‚ n r ‘ T Z I 1 ‚ n '  Dann i s t  EQN(p1,r ) C T Z I Z , d . n T Z I 1 , d

und nach Lemma v.11 und Lemma 7 gibt e s  ein tve{tt,ff}‚

I I :sodaß ' EQN(p1‚r ) “E12,d tv.

iii.c.2.2.i.a) tv ig tt.

Wir können Gleichung E1 .11  anwenden und erhalten

ACCESS(AS(NA,p:,r:),r') EEIZ n ri,
I

d.h. 10) i s t  erfüllt mit 1:1.

iii.c.2.2.i.b) tv ig_ff.

Wir können Gleichung E1 .12  anwenden und erhalten

1 l I ___- | =ACCESS(AS(NA,p1,r1),r ) "E12‚n AC(NA,r ) 'EI2‚n a,

wobei die letzte Kongruenz nach Gleichung E1 .10  gilt.
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iii.c.2.2.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes kem.

i i i . c . 2 . 2 . i i i )  Induktionsschluß.

' l | „ '

Sei q C I ' X I Z , a  T Z I 1 , a

q' is AS(...AS(NA‚pä‚rä)‚...‚p£+i‚ré+1) und

ph--Hamm“,—--«.ryzfrlgm'l‘mmnTyp,.-

| | n : ' ‘ '
S e i  r C T X 1 2 , n  T Z I 1 , n '  ‘ _

° I l 'Dann l S t  EQN(pk+1.r ) C T Z I Z ‚ d r 1 T Z I 1 ‚ d  undénach Lemma V.I1

und Lemma 7 gibt e s  e i n  t v e { t t ‚ f f } ‚  sodaß '

I I _._._.. ' ‘ I IE_QN(pk+1'r ) "E12‚d t V '
d.h. die Bedingungen von Gleichung E1.11 und E1.12 sind

auswertbar. Wir unterscheiden daher zwei F ä l l e .

iii.c.2.2.iii.a) tv 33 tt.

Wir können Gleichung E1.11 anwenden und erhalten

l I I I _ l = |
A C ( A S ( . . . A S ( N A , p 1 ‚ r 1 ) ‚ . . . ‚ p k + 1 p r k + 1 ) ‚ r  ) _EI2 'n  r k+1 '

d.h. 10) i s t  erfüllt mit l=k+1.

iii.c.2.2.iii.b) tv ii ff.

Wir können Gleichung E1.12 anwenden und erhalten

. AC(AS(...AS(NA‚pä‚rä)‚...‚pé+1,r£+1),r') 5 E 1 2 , n

AC(AS(...AS(NA‚p%‚r$)‚...‚pi,r£).r').

Der letztgenannte Term erfüllt wegen Induktionsannahme

iii.c.2.2.ii) die Forderung 9 )  bzw. 10) und wegen der Tran-

l t I I .  = O I  ' ' !

51t1V1tat von "E12‚n erfullt AC(AS(...,rk+1),r ) Sie auch.

Damit i s t  die Induktion unter iii.c.2.2) geschlossen.

Wegen *102 bleiben für unseren Term AS(...‚pm‚rm)

zwei F älle z u  untersuchen.

iii.c.2.2.1) Für den Term gilt 9 ) ,  d.h. e s  gilt

:‘c j =103 AC(AS(..AS(NA‚p1‚r1)‚...‚pm,rm)‚S (G)) "E12‚n G.
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Es ist w(G)Sw(TOP(p)), 9 hat die unter 2) geforderte Form

und wegen der Transitivität von : E I Z  n zusammen mit *98 ,
'

*100 und *103 ist auch der Rest von 1) erfüllt.

iii.c.2.2.2) Für den Term gilt 10 ) ,  d . h .  e s  gilt

(31e{1‚...,m})

( *104  AC(AS(...AS(NA‚p1‚r1)‚...,pm‚rm)‚Sj(G)) E E I Z , n  rl).

Wegen der Transitivität von 3 E 1 2 ‚ n  zusammen mit :"98, *100

und *104 gilt also

*105 TOP(p) rE E 1 2 , n  1 '

Nach Voraussetzung des Unterfalls iii.c.2.2) gilt

*106 w(rl)sw(p)5nsw(TOP(p))‚

denn der Term q is.AS(...AS(NA,p1‚r1)‚...‚pm‚rm) erfüllt

die Forderung 6.2).

Nach Induktionsannahme ii) gibt e s  daher e i n  kew0‚ sodaß

z'c = k107 r l  “E12,n S (G) und

*108  w(Sk(¢))Sw(rl).

Die Gültigkeit der Behauptung folgt jetzt aus der Transi-

tivität von bzw. 5 zusammen mit *105  und *107  bzw.E E 1 2 , n

*106  und *108 .

Damit i s t  die Induktion geschlossen und Lemma N.12 gezeigt. []

Lemma A . 1 2

Beh.: ( V t e T Z I Z , a ) ( 3 t ' 8 T 7 1 2 , a ) c a m e w 0 )

‘ 4 '

Gp1 l ‘  ' ' I p m l r 1  I " ' I r m e T y ' l - I z ' n )

( 1) t t' A w(t')$w(t) AE E 1 2 , a

2 )  t '  ä A S ( . . . A S ( N A ‚ p 1 ‚ r 1 ) ‚ . . . ‚ p m y r m )  )

B e w . :

Der Beweis verläuft völlig analog zum Beweis von Lemma A.SP1

und seine Durchführung wird daher hier unterlassen. []
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Jetzt zeigen wir noch, daß jeder stack-Term in 1 2  i—kongruent

zu einem pointer/array-Paar ST(q,r) ist.

Lemma 8.12

Beh . :  ( V t e T X 1 2 , s ) ( a q X 1 2 , a ) ( 3 r e T Z I Z , n ) ( t  EEIZ,S ST(q,r))

Bew. :

Durch Induktion fiber das Gewicht w(t) der Terme teTv12 s’
‘ LJ '

i) Induktionsanfang.

Sei t e T Z I Z , s ‘ m l t  w( t )=1 .  4

Es i s t  t ig_NEWST und nach Gleichung EEO.7  g i l t

NEWST ST(NEWA,¢).E E I Z , s

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte für alle teTX12 s mit w(t)5n.
!

i i i )  Induktionsschluß.

Sei teT mit w( t )=n+1 .212 ,5
Da t wegen w(t)22 nicht identisch NEWST sein kann, bleiben

drei zu untersuchende Fälle übrig.

. . | - I111.a) t ig_PUSH(p,r ) mit p e T Z I Z , s  und r € T Z I 2 , n °

Es gilt w(p)$n und nach Induktionsannahme ii) gibt es daher

ein @;s12,a und ein r e T Z I Z , n '  sodaß

P EE12,s ST(q'r)°

Nach SE von EEIZ und nach Gleichung EZO.8 folgt daraus

I = |PUSH(p‚r ) “E12‚s PUSH(ST(q‚r)‚r )

E E I Z , S  S T ( A S ( q ( r )  I r . )  ‚ S ( r ) ) .

ii1.b) t ig POP(p) mit p e T Z I Z , s °

Es i s t  w(p)Sn und nach Induktionsannahme ii) gibt e s  daher

ein q E I Z , a  und e i n  r e T Z I Z , n '  sodaß

*109 ST(q,r).
p E E I 2 , s
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Nach Lemma N.I2 gibt e s  ein r'eTw und ein jewo, sodaß

3': = '110 r “EIZ,n r

und w(r')$w(r) und r‘ ig S](G). Wir unterscheiden nach

jewo zWei Fälle.

iii.b.1) r' g a, d-.:h. j=o.
Nach SE von folgt aus *109 und *110E E 1 2

POP(p) POP(ST(q‚G))E E 1 2 , s

wobei die letzte Kongruenz nach Gleichung EZO.9 gilt.

iii.b.2) r' _i__s__ sjw) ;gß, d.h. j>0.
Nach SE von folgt aus *109  und :"'110

_EEIZ
POP(p) POP(ST(q,Sj(¢)))E E I Z , S

= 3—1

wobei die letzte Kongruenz nach Gleichung EZO.1O gilt.

111.0) t ii ST(q,r) m1t qXIZ,a und r e T Z I Z ‚ n ‘

Die Gültigkeit der Behauptung folgt für diesen Fall aus

der Reflex1v1tat von 5 E 1 2 , s '

Damit i s t  die Induktion geschlossen.l]

Lemma V . I Z

Beh.: (VteTYI2 d ) ( 3 t v e { t t , f f } ) ( t  
EEIZ  d tv)

Bew.: '

Durch Induktion über das Gewicht w ( t )  der Terme tcTZIZ d '
I

i )  Induktionsanfang,

i i )  Induktionsannahme und die Schritte

iii.a) b i s  iii.c) des Induktionsschlusses verlaufen völlig

analog z u  den Punkten i ) ,  ii) und iii.a) bis iii.c) des Be-

weises von Lemma V.SP. Sei also t C T Z I Z ‚ d  mit w(t)=n+1. Dann

bleiben folgende vier Fälle übrig.
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i i i . d )  t ig E Q N ( t 1 , t 2 )  mit t 1 ' t z e T Z I Z  
n .

Dieser Fall verläuft völlig analog zum Fall iii.d) des B e-

weises von Lemma V.SPO.

iii.e) t is EQA(t1,t2) mit t1,t2eTfI2 a .
Lu '

Nach Lemma A.12 gibt e s  q1‚qzeTZIé a und m1,m2ew0 und
'

1 1 1 1 2 2 2 2
. . .  r . . .  r . . .  r . . .  r eT sodaßP 1 :  : P m 1 f  1 :  r m1rP1 r  : s y  1 1  : m2 Z I Z , n ’  .

*111 t. und
1 E E I Z , a  q i

. ' ' i 1 “;”
qi i g . A S ( . . . A S ( N A , p % , r % ) ‚ . . . ‚ p m i ‚ r m i )  fur i =1 ,2 .

Nach Lemma N.12  gibt e s  zu den p; und r; für i=1,2 und

j=1‚...,m. —kongruente kanonische nat-Terme, die ja1 3 E 1 2

sowohl in T Z I Z , n  a l s  auch in T Z I 1 , n  enthalten Slnd. Ersetzt

man die kanonischen nat—Terme für die p; und r; in den q i ,

dann erhält man array—Terme qä‚q5‚ die auch schon in TZI1 a
I

enthalten sind. Also folgt zusammen mit der SE von E E I Z  aus

Lemma N.12‚ daß e s  q ä ' q ä e T Z I Z  ar‘TFI1 a gibt, sodaß
' J I

* = I „ - =112 qi "E12,a qi fur 1 1 ,2 .
. „ = = *Transitivitat von "E12,a und SE von “E12 liefern mit 111

und *112

*113 EQA(t1,t2) 5 E 1 2 , d  EQA(q%,q§),

b ' E A ' ' 6T f ‘ T  . N .wo e1 Q (q1,q2) Z IZ ,d  ZI1,d ach Lemma V I1 und Lemma

7 gibt e s  daher ein tve{tt,ff}, sodaß

* I I =
1 1 4  E Q A ( q 1 , q 2 )  _ E l z ' d  t V .

Der Rest i s t  Transitivität von E zusammen mit *113
I

und *114.

111.f) t i § _ I N D E X ( q , r )  m1t q € T { 1 2 , a  und r eTZIZID '

Nach Lemma A.12 und Lemma N.IZ gibt e s ,  aus den'gleichen

.. I o n  o 'Grunden W1e unter iii.e)‚ ein q E T Z I Z ‚ 8 r \ T Z I 1 ‚ a  und ein

r e T Z I Z ‚ n ' 1 T Z I 1 ‚ n '  sodaß

= Iund r "EIZ,n r bzw.= I
q "E12‚a q

* 1 1 5  I N D E X ( q ‚ r )  EEIZ  d I N D E X ( q ' ‚ r ' ) .
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Es i s t  INDEX(q'‚r')eT und nach Lemma V.I1 und
$ 1 2 , d " T z I 1 , d

Lemma 7 gibt e s  e i n  tve{tt‚ff}‚ sddaß

*116 INDEX(q',r') tv.E E 1 2 , d

Der Rest i s t  T r a n s i t i v i t ä t  von E E I Z  d m i t  *115  und *116 .
'

iii.g) t ig EQS(t1,tz) mit t1,tzeTZI2 s'
I

Nach Lemma 8.12, A.12 und N.IZ gibt e s  Terme

und r 1 ‚ r 2 c  n'r sodaßq 1 ' q 2 9 T 2 1 2 ‚ a r ‘ T z I 1 ‚ a  „12,n EI1,n'

t ST(qi‚r.)i 5 3 1 2 ‚ s  1

für i=1‚2. Nach SE von :EI2 gilt auch

*117 EQS(t1,t2) EQs(ST(q1,r1),ST(q2,r2)),E E 1 2 , d

wobei der letztgenannte Term aus T V
(LJ

n .
1 2 , d  T 2 1 1 , d  i s t .  Lemma

V.I1 und 7 sichern die Existenz eines tve{tt,ff} zu, sodaß

*118  EQS(ST(q1,r1),ST(q2,r2)) tv.E1312,61

Der Rest i s t  Transitivität von E E I Z  d mit *117  und ="118.
’

Damit i s t  die Induktion geschlossen. Es sei erwähnt, daß die

Induktionsannahme unter i i i . a )  b i s  i i i . c )  benutzt wurde. []

Lemma T V . 1 2

Beh.: (VsC{dis‚nat‚stack‚array})

)(3t'eT t ' )(VteT 312,5 211,5)(t ”E12,s
B e w . :

Durch Fallunterscheidung über die Sorten seSuSOuS1.

a )  s=dis.

D i e  Gültigkeit der Behauptung folgt für diesen Fall aus

der Vollständigkeit von 1 2  und aus den Korollaren 4 und 6 .

b )  s=nat.

Folgt aus Lemma N.IZ und Korollar 6 .

c )  s=stack.

Folgt aus Lemma 8.12, A.IZ und N.I2 und aus Korollar 6 .
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d )  s=arrax.

Folgt aus Lemma A.IZ, Lemma N.12 und aus Korollar 6 .

Damit i s t  gezeigt, daß 1 2  t-vollständig auf I1 ist. []

Zur Vorbereitung der t—Konsistenznachweise werden drei Aussagen

über die Operation EQN jeweils für einige der fünf beteiligten

t-Spezifikationen SP,...,I2 gemacht. Es wird, anschaulich ge-

sagt, gezeigt, daß mit EQN ein Gleichheitsprädikat für die

Eat—Terme dieser Spezifikationen spezifiziert wird.

Zuerst wird gezeigt, daß jeder kanonische naterm unter EQN

z u  keinem anderen kanonischen nat—Term außer sich selbst gleich

i s t .

Lemma K.NAT.SP

ggg;3_ 1) (Vjew0)(EQN(sj(¢),sj(¢)) 2E,d tt)
2) (Vj,kewo)(j¢k => EQN(sj(a)‚sk(a)a aE'd ff)

ad 1) Durch Induktion über jewo.

1.i) Induktionsanfang.

Sei jcwo, j=0.

Dann gilt SJ(9 )  ig fl und nach Gleichung E . ?  gilt

EQN(9.9) 5 E , d  tt.

1 . i i )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes jemo.

1.iii) Induktionsschluß.

Es gilt j+1>0 und daher sj+1(¢) ;g g.
Nach Gleichung E.10  und Induktionsannahme 1.ii) gilt

j+1 j+1 = j j .EQN(S (a)‚s (a)) “E,d EQN(S (fl)‚s (a)) “E,d tt.

Damit ist die Induktion unter ad 1) geschlossen.
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ad 2) Durch Induktion über jemo.

2.1) Induktionsanfang.

Sei jemo, j=0.

Dann gilt sj(¢) ig a. Sei kewo mit j¢k. Es gilt k>0

und daher Sk(¢ )  ;g'fl. Nach Gleichung E . 8  folgt daraus

EQN(¢.sk(¢)) 3E d ff.

2 . 1 1 )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für e i n  jewo und alle kcwo.

2.111) Induktionsschluß.

Sei kew0‚ j+1#k.

Es gilt SJ+1(¢ )  gg fl und wir unterscheiden nach k .

2.iii.a) k=0.

D.h. sk(¢) ii a. Nach Gleichung E.9 gilt
. j+1 =EQN(S (a),¢) “E‚d ff.

2 . i i i . b )  k > 0 .

D . h .  Sk(¢ )  ig 5 .  Dann gilt

j+1 k _ j k—1 _
E Q N ( S  ( (5 )15  ( g ) )  : E , d  E Q N ( S  ( ¢ ) r s  (G ) )  = E ‚ d  f f

nach Gleichung E.10 und Induktionsannahme 2.11).

Damit i s t  die Induktion unter ad 2 )  geschlossen. []

Lemma K . N A T . S P O

Beh.: 1) (Vjem0)(EQN(Sj(¢),Sj(¢)) EEuEO'd tt)
2) (ekem0)(j¢k => EQN(sj(a)‚sk(a)) EEq‚d  ff)

Bew.:

Die Gültigkeit der Behauptung folgt aus Lemma K.NAT.SP und

Lemma 7 .  []

Lemma K . N A T . S P 1 ,  K . N A T . I 1  und K . N A T . I Z  s o l l e n  die gleichen
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Aussagen Wle Lemma K.NAT.SP fur die Relationen EEUET' EEI1

und E enthalten. Die Beweise verlaufen Völlig analog z u
E 1 2

dem Beweis von Lemma K . N A T . S P O .

Korollar 7

Beh.: fl ä ' n  = { ( t ' t ) | t e T Z , n }

B e w . :

Alle Terme teTF n lassen sich darstellen als t £g_SJ(ß)
!

mit jewg. Sj({2!),Sk(¢)eTz’n sind genau dann verschieden, wenn

j,kew0 mit j¢k.

Wir z e i g e n ,  daß e s  z u  zwei Termen Sj(fl).‚Sk(9)eTE'n m i t  j , k e m 0

und j¢k immer einen Kontext c t e ( n , d )  gibt, sodaß

ct[Sj(¢)/xfi] iE'd ct[Sk(¢)/xfi].
Seien also Sj(G),Sk(G)eTZ'n mit j,kew0 und j¢k.

Dann gilt nach Lemma K.NAT.SP

EQN(sj(q),sj(ß)) E E , n  tt und

EQNtsj(a>‚sk(a>) ff.EE‚n

Der gesuchte Kontext ist EQN(SJ(9),xA)€Cf(n,d) und es gilt

j j j kEQN(S (9)‚xg)[s (a)/xg] *E,d EQN(S (a)‚xg)[s (a)/xg]‚
da SP nach Voraussetzung konsistent ist. Es g i l t  also

(Vf1ptzeTZ’n)(t1 gg t 2  => (t1yt2)¢“h n ) -
'

Da «h'n reflexiv ist, gilt

(VteTZ'n)((t,t)eAh'n), q.e.d. []

Korollar 8

Beh.: SP i s t  kategorisch.

B e w . :

Es gilt E E , d = h ä , d  per definitionem.

Da E keine Axiome der Sorte nat enthält, 5 E  n aber reflexiv
I

ist, gilt ä E , n  = {(t,t)lteTx'n} und nach Korollar 7 also

E E , n = A ä , n '  Wir haben gezeigt: (VseS)(§E'S=nE'S), q .e .d . .  []
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Korollar 9

B e w . :

Die Gültigkeit der Behauptung folgt aus Korollar 7 ,  Korollar

8 und Lemma K.NAT.SP sowie aus der Konsistenz von SP. []

Korollar 1 0

Beh.: (Vt1,tzeT )(t1' t2 <=> EQN(t1,t2) E E U E O , d  tt)ZUZO.n =“=Eq‚n

" = u ~ - => Seien t 1 ' t z e T Z u Z O ‚ n  mit t 1  ” E U E O , n  t z .

Dann gilt nach SE von EEUEO

*119 EQN(t1,t2) EQN(t1,t1).E E q , d

. . . = jNach Lemma N.SPO gibt es ein j e w o ,  sodaß t1 'EUEO,n S (a)

und nach SE von und Lemma K.NAT.SPO folgt darausEEUEO

="120 EQN(t1‚t„) EQN(sj(¢),sj(¢)) E E u E O ‚ d  tt.E E q , d

' I I o u = . ”€ "€

Der Rest i s t  Transit1v1tat von “ E U E O , d  m1t 1 1 9  und 120 .

<= Seien t 1 ' t z e T X U X O , n  und e s  gelte EQN(t1‚t2) E E U E 0 ‚ d  tt.

Nach Lemma N.SPO gibt e s  j,kew0, sodaß

:‘e = j = . k1 2 1  “121 _EUEOI -n  S ( G )  und t 2  “ E U E O ‚ n  S ( a )  .

Nach SE von EEuEO gilt

j k :

Wäre j¢k, dann gälte nach Lemma K.NAT.SPO

= j k =

was der Konsistenz von SPO widerspricht.

Also muß j=k sein und daher gilt mit *121  auch

Sj(9) ig Sk(¢)  ' tz, q.e.d..[]
t 1  : E U E O , nE E U E 0 , n

Korollar 11

Beh.: (Vt1,t2eTZUz1’n)(t1 sEqln t2 <=> EQN(t1,t2) EEuE1’d tt)[]

Korollar 1 2

B 6 h . :  ( V t 1 , t 2 € T Z I 1 ' n )  ( t 1  E E I 1 ’ n  t z  <=> E Q N ( t 1 , t 2 )  E E I 1 ’ d  t t )  D



Korollar 1 3

Beh . :  ( V t 1 ‚ t 2 € T Z I Z I n ) ( t 1  E E I Z ’ n  t 2  (=> E Q N ( t 1 , t 2 )  E E I Z ’ d  t t )  []

D ie Beweise der Korollare 11, 12 und 1 3  verlaufen völlig analog

z u  dem Beweis von Korollar 1 0 .

K o r o l l a r . E Q . N A T . S P

Beh . :  ( V t 1 ’ t 2 ’ t 3 e T Z ’ n )

( 1 )  EQN( t1 : t 1 )  tt A5 E ‚ d

2) E Q N ( t 1 . t 2 )  E E , d  EQN<t2,t1) A

3 )  ( E Q N ( t 1 , t 2 )  E E ’ d  t t  A E Q N ( t 2 , t 3 )  E E , d  t t )  =>

EQN(t1,t3) tt )5 E ‚ d

Bew.:

ad 1) Die Gültigkeit der Behauptung 1) folgt aus der Refle—

xivität von E E  n und aus Korollar 9 .
I

ad 2) Seien t1,tzeTZ’n.

2.a) Es gelte EQN(t1‚t2) s tt.
E , d

Nach Korollar 9 gilt dann t 1 5 ä  n t 2  und die SE von EE
I

und Punkt 1) dieses Korollars liefern

E Q N ( t 1 ‚ t 1 )  = tt “ EQN(t1‚t2).EQN( t z l t 1 )  _E'd  = E , d5 E ‚ d

2.b) Es gelte EQN(t1‚t2) s f f .
E,d

Wegen der Konsistenz von SP und nach Korollar 9 folgt

daraus t1 ¥E n t z . Also gibt e s  j,kew0, j¢k, sodaß
I

= j = kt 1  ‘E,n S (a) UHd t z  'E,n S (g ) .

Nach Korollar K.NAT.SP gilt

k j =EQN(S (a).s (a)) —E,d ff
und daraus folgt nach SE von EE und nach Voraussetzung

E Q N ( t 2 ‚ t 1 )  E E  d f f  E E ' d  E Q N ( t 1 ‚ t 2 ) .

2.c) Seien t1,tz‚tseTÜ n '  Es gelte
L.;I
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EQN(t1,t2) E E  d tt und EQN(t2,t3) E E , d  tt.

Nach Korollar 9 gilt

t 1  E E , n  t z  und t 2  E E , n  t a ,

woraus nach SE von E E  und Punkt 1 )  d i e s e s  Korollars

E Q N ( t 1 , t 3 )  E E Q N ( t 2 , t 2 )  = tt f o l g t .  []
E,d " E ‚ d

Korollar EQ.NAT.I1

B e l l - =  ( V t 1 t t 2 1 t 3 9 T 7 I 1 ’ n )

( 1 )  E Q N ( t 1 , t 1 )  E E I 1 ‚ d  t t  A

2 )  E Q N ( t 1 : t z )  EQN(t2,t1) AE E I 1 , d

3) (EQN(t1,t2) E E I 1 , d  tt A EQN(t2,t3) E E I 1 , d  tt) =>

EQN(t1,t3) tt )E E I 1 , d

B e w . :

ad 1) Die Gültigkeit der Behauptung 1) folgt aus der Refle-

xivität von und aus Korollar 1 2 .E'EI1,n

ad 2 )  Seien t 1 ' t z e T T I 1  n '
.4 I

I ' ' = j iNach Lemma N.I1 gibt es 31,329m0,  sodaß ti ‘EI1,n S (fl)

für 1=1‚2. Nach S E  von E E I 1  gilt

*122 EQN(t1,t2) EQN(sj‘(¢),Sj2(¢)).E E I 1 , d

Es ist EQN(SJ1(9)‚SJZ(G))€TFI1 d r \TT  d und nach

Punkt 2 )  von Korollar EQ.NAT.SP gilt

EQN<S31(9)‚532(9>) EE‚d EQN(832(G)‚SJ1(G))‚

woraus nach Lemma 7 folgt

*123 EQN<SJ1<¢).532(¢)) EEI1,d EQN(532(¢),SJ‘<¢)).
Nach SE von EEI1 gilt

*124 EQN<332(¢).531<¢)) EEI1,d EQN(t2,t1)-

Der Rest ist Transitivität von EEI1 d zusammen mit *122,
'

*123 und *124 .

ad 3 )  Die Gültigkeit Von Punkt 3) der Behauptung folgt ana—

log zum Beweis von 3 )  des Korollars EQ.NAT.SP aus Ko-
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rollar 1 2 ,  SE von E E I 1  und aus Punkt 1 )  von E Q . N A T . I 1 . [ ]

Korollar EQ.NAT.12

Egg (Vt1 ’tz'taeTZIZ,n)
( 1) EQN(t1‚t1) E E I Z , d  tt A .

2) E Q N ( t 1 . t 2 )  EEIZ ,d  E Q N ( t § , t 1 )  A _
3) (EQN(t1‚t2) E E 1 2 , d  tt A EQN(t2,t3) 5 E 1 2 , d  tt) =>

EQN(t1,t3) 5 E 1 2 ‚ d  tt )

E2!;i.

Völlig analog zum Beweis von Korollar EQ.NAT.I1. []

Wir zeigen jetzt, daß SPO und SP1 t—konsistent auf SP sind und

daß sie auch t-Erweiterungen von SP sind. Danach bereiten wir

die restlichen t—Konsistenznachweise weiter vor.

Lemma TK.SPO

B9h .3  (Vse { d i s , n a t } )  (Vt-.1 ' t z e T z , S )  ( t 1  N E I S  t z  => t 1  ~EUEO'5  t a )

B e w . :

Durch Fallunterscheidung über die Sorten seS={dis‚nat}.

a) SPO ist t-konsistent auf SP bzgl. dis nach Korollar 5.

b )  s=nat.

Nach Korollar 7 gilt

(Vt1rtzeTZ'n)(t1 ~E,n t z  <=> t 1  _j_-_$__ t z )

und wegen der Reflex1vität von ~EUEO,n und T I n c i T z U Z O I n

gilt (VteTZ'n)(t «Elfi t => t ”EUEO,n t).

Lemma T K . S P 1

Beh . :  (V56  { d l S y n a t } )  (Vt1 ‚ t z e T z ' s )  ( t 1  N E ’ S  t z  => t 1  NEUE‘I ‚ S  t 3 )

Bew. :

Völlig analog zum Beweis von Lemma TK.SPO. []
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Korollar T.ERW.SPO

EEELL SPO ist t—Erweiterung von SP.-

SP und SPO sind konsistente t—Spezifikationen nach Voraus—

setzung und vollständige t—Spezifikationen nach Lemma V.SP

und Lemma V.SPO.  Außerdem i s t  SPO tekonsistent und t-voll—

ständig auf SP nach Lemma TV.SPO und TK.SPO. Nach Satz 6 ist

SPO daher t—Erweiterung von SP. []

Korollar'T.ERW.SP1

Beh.: SP1 i s t  t-Erweiterung von S P .

B e w . :

Völlig analog zum Beweis von Korollar T.ERW.SPO.[]

Wir haben gezeigt, daß SPO und SP1 die Generalvoraussetzung

erfüllen. Nach Definition 4 2  und nach 3.2.2. i s t

IMPL=(ESO‚ZOD‚ESO‚EOD‚EZO) eine schwache T—Implementierung von

SPO mit Hilfe von S P1, da 11 und 1 2  vollständig und konsistent

Sind.

Um zu zeigen, daß IMPL auch eine T—Implementierung ist, muß

noch bewiesen werden, daß I1 auf SP1 und 12 auf I1 t-konsistent

ist und'daß IMPL R—korrekt ist. Wir bereiten zunächst die rest-

lichen t—Konsistenznachweise vor.

Lemma EQV.I1

B e h . :  ( V t 1 ' t z e T Z I 1 y d )  ( t 1  E E I 1 ’ d  t z  < = >  t 1  EQV t z  E E I 1 ‚ d  t t )

B e w . :

Seien t 1 ' t z e T 7 I 1  d '  Nach Lemma V.I1 gibt e s  tv1‚tv2e{tt‚ff}‚

sodaß für i=1‚2 t i  E E I 1 , d  tvi gilt.

“ = >  "

Sei t1 E E I 1 ‚ d  tz. Dann gilt auch tv1 E E I 1 , d  tv; und auf-
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grund der Konsistenz von I1 muß tv1 ig tv2=:tv gelten.

Es gilt

t1 EQV t z  E E I 1 ‚ d  tv EQV tv E E I 1 ‚ d  t t

für beide möglichen Belegungen von tv nach Gleichung E.5

b z w .  E . 6  und E . 2  und der Transitivität von ä E I 1  d '
'

" < =  ll

Sei t1 EQV t z  EEI1'd tt. Dann gilt nach S E  von EEI1 auch

*125  tv1 EQV tv2 5 3 1 1  d tt.
I’

a )  S e i  tv1 ig t t .

Wäre jetzt tv; ig_ff‚ dann erhielten wir mit Gleichung

E.5 tv1 EQV tvz E E I 1 ‚ d  ff; dies ergibt mit *125 einen

Widerspruch zur Konsistenz von 1 1 .  Also gilt

tv; is tt is tv. und damit t1‘ t2 nach Refle—E E I 1 , d

xivität von und S E  vonE E I 1 , d  E E 1 1 “

b) Sei tv1 ig ff.

Dieser Fall verläuft analog zu a ) .  []

Die nächsten Beweise sind mit Untersuchungen von Kontexten ver-

bunden, für die uns noch einige Begriffe fehlen. Wir wollen zum

Beispiel Terme benennen, d ie  mit einem bestimmten Operations-

symbol beginnen.

Definition 46 (o-wurzelnd‚Wurzel)

Sei SPEC=(S,Z,E) eine Spezifikation. Ein Term teTv(x) s mit
L.: '

s e s  heißt o-wurzelnd, wenn g i l t

(anew)(351‚...‚sneS)(3(t1‚...‚tn)eTZ(x)’s1x...xTZ(X)'sn)

(062  A t ä o ( t 1 ‚ . . . ‚ t n ) ) .
S 1 . . . S n ‚ 5

Man sagt: 0 ist die Wurzel von t ,  t hat die Wurzel 0 .  []

Als nächstes definieren wir die "contexts o f  interest" und zei-
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gen, daß man zur Festlegung der tongruenzrelation nicht alle

Kontexte, sondern nur d i e  "contexts o f  interest" betrachten m u ß .

Definition 4 7  (COI(Z,S))

Es sei SPEC'=(S',Z',E') eine t—Spezifikation mit S ' -{d i s}¢¢ .

S e i

Zfils:={o|(anew)(331,...,sneS)((3ie{1,...,n})(si#dis) A

|
08251  . . . S n ‚ S ) }

und für alle seS'-{dis} sei

COI(Z$s):={cteC ‚(s,dis)lct hat eine Wurzel 092513}. []Z

Lemma 1 7

Sei SPEC'=(S',Z',E') eine t-Spezifikation mit S'-{§i§}¢¢.

Dann gilt

(VSeS'-{g;5})(Vp‚qZ.'S)

(((vctecox(gv,s))(ct[p/x;] 2E. d ct[q/x;])) =>

((vTecZ.(s‚dis)><T[p/x;] EE ' ‚ d  T[q/x;]))>.
B e w . :

Sei seS'-{dis}‚ seien p,qZ, s' es gelte

*126 (VCteCOI(Z',s))(ct[p/x;] E E ' ‚ d  ct[q/xg])

und e s  sei recz.(s‚dis). Wir unterscheiden zwei Fälle.

a )  T e C O I ( Z ' , s ) .

G i l t  nach Voraussetzung.

b )  TéCOI(Z'‚S).

. T v ,  - - +Dann hat T eine Wurzel O e t w ‚ d i s  mit we{dls} .

Wegen sidis muß T einen Subterm cteCOI(Z',s) haben.

Nach *126 gilt

Ct [p /x ; ]  E E '  d ct[q/x;]
I

und die SE von EE, liefert dann sofort

T[p /x ; ]  ig 1[ct[p/x;]/ct] SE. d r[ct[q/xg]/ct] ig r[q/xg].

[
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Beim t-Konsistenznachweis brauchen wir die "alten" Kontexte

der zu erweiternden t-Spezifikation, die ja auch Teilmenge der

"neuen"_Kontexte sind, nicht mehr zu berücksichtigen, denn für

zwei "alte" Terme t und t' mit t "E' t‘ gilt ja bereits

ct[t/x] E E ' , d  ct[t'/x]

für alle “alten" Kontexte ct und nach Lemma 7 folgt daraus

ct[t/x] E E " , d  ct[t'/x].

Formal wird dies im nächsten Lemma festgehalten.

Lemma'18

Seien SPEC'=(S'‚Z',E') und SPEC"=(S",Z",E") t—Spezifikatio-

nen mit

(1) S'CS" A (S'-{dis})$Qg

:‘c I .n(2) (vwes )(VsesHZIW S c  ;w‚s)

(3) E'SE".

Wenn für alle p , q Y ‚  s mit seS'—{dis} und p „„ 5 q gilt
_. I I

*127 (VcteCOI(Z",s)-CZ.(s,dis)) (ct[p/x;] 5 E " , d  ct[q/x';]),

dann ist SPEC" t-konsistent auf SPEC'  bzgl. der Sorte s.

Bew.:

Seien p,q . mit seS'-{dis] und mit pav . q ,  d.h. es
Z l s  ""— E ‚ S

gilt „ (VoteCz‚(s,dis))(ct[p/xg] EE ' ,d  ct[q/x;]).

Nach Lemma 7 gilt auch

(VbteCZ.(S.diS))(ct[p/x;] EEu’d c t [ q / X ; ] ) :

was zusammen mit *127  ergibt

( V T C C O I ( Z ' I S ) )  ( T [ p / X é ]  E E " , d  T [ q / X é ] ) .

Nach Lemma 1 7  folgt daraus

(VTeCZ I I (S Id j -S ) )  (T [P /X; ]  EE" ,d  T[q /x ; ] ) l

was äquivalent i s t  z u  p "E" s q .

Unter der Voraussetzung, daß *127 gilt, haben wir gezeigt

(VPqTZ I  ‚ S )  ( P  N E !  ‚ 5  q = >  P N E " ‚ S  q )  !

d.h. SPEC" i s t  t—konsistent auf SPEC'  bzgl. seS'-{dis}.[]
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zeigen w i r ,  daß 11 t—konsistent auf SP1 ist.

TK.I1

. „ !(Vse{dis‚nat,array})(Vt,t CTEUX1yS)

' ...... |

(t “EuE1‚s t "> t ~EI1,s t )

Durch Fallunterscheidung über die Sorten seSuS1.

a )  s = d i s .

I1 i s t  t-konsistent auf SP1 bzgl._dis nach Korollar 5 .

b )  Senat.

Wir zeigen zunächst
E E U E 1 , n = A ä U E 1 ‚ n '  d.h. SP1 ist katego—

risch bzgl. nat.

b.1)

b.2) Wir zeigen

CEEUE1 ,n  N E U E 1 ‚ n  g i l t  nach Lemma 9 .

N E U E 1 ‚ n g  E E U E ‘ I  ‚n' d 'h '

(V t1 ’ t zeTZuX1 .n ) ( t 1  “EUE1,n tz ”> t1 EEuE1,n tz)’

Seien also t 1 ' t 2 e T T U Y 1  n und e s  gelte t1 ~EUE1,n t z .
...! .J I

Nach Lemma N.SP1 gibt e s  j1‚j2ew0‚ sodaß für i=1‚2

:‘c = j j_128 t. ‘EUE1 ,n  S (G).
1

Wäre jetzt j1$jz‚ dann gälte nach SE von EEuE1, }"‘128 und

Lemma K . N A T . S P 1

' . j1 ja .EQN(t1‚tz) _EuE1 d EQN(S (a)‚s (a)) _EUE1 d ff und
= j j ' :EQN(t1‚t1) “EuE1‚d EQN(S 1 ( a n s  1 ( m )  -EUE1'd tt.

Da SP1 konsistent i s t ,  gälte auch

EQN( t1 , t1 )  * E Q N ( t 1 : t 2 ) -

EuE1‚d

Damit hätten wir einen Kontext EQN(t1‚xfi) gefunden, sodaß

EQN(t1‚xg)[t1/xg] $EUE1 d EQt1‚xg)[t2/xg].
Dies widerspricht der Voraussetzung t1 A: tz.

EUE1‚n

Also muß j 1= j2  sein.

Aus *128 folgt mit der Transitivität und Symmetrie von



E E U E 1 , n :  t “  : E u E 1 ‚ n  t z '  q ° e  d '

Es gilt also N ä u E 1 ‚ n  = E E U E 1 , n ‘  Nach Lemma 7

gilt E E U E 1 , n  ; E E I 1 , n  und nach

Lemma 9 gilt EEI1 'n  g ' ” E I 1 , n  .

Zusammenfassend heißt das: Es gilt N E u E h n ;  ~EI1,n’

was nichts anderes bedeutet als

I I = ; '  I(vt‚t e T fi b Z 1 ‚ n ) ( t  ~EUB1 n t > t "h11,n t ),

d.h. 11 ist t—konsistent auf SP1 btgl. nat.

c )  s=arrax.

Wir wollen zeigen, daß die Voraussetzungen von Lemma 18

erfüllt sind. Dazu bestimmen wir die "contexts o f  interest".

Es ist

CA:=COI(ZI1‚a)—Czuz1(a‚d)=

{ E Q S ( S T ( t 1  I t 2 )  I S T ( t 3 7 t l - o ) )  ' t 1  1 1 1 3 9 1 2 1 1 0 0  : 3  A t z ' t “ € T z I 1 ( x ) ' n

[\ ('äie{1,2,3‚4}) (var(ti)={xä}/\(Vj€{1‚2‚3‚4})(i*j => var(tj)=¢))}.

Wir zerlegen CA disjunkt in vier Teilmengen indem wir de-

finieren:

Für i=1‚2‚3‚4 sei Ci:={cteCA|var(ti)={xä}}.

Jetzt sind wir intkm-Lage, eine Fallunterscheidung über

die Kontexte zu machen, in denen x; in einem bestimmten

Subterm t i=1,2,3‚4‚ auftritt.i l

Wir zeigen

*129 ( V p ' q z u z 1 , a ) ( P  “EuE1,a q =>
((Vie{1.2.3.4})(vctec1) <ct[p/x;] EEI1,d ct[q/x;])))

durch Fallunterscheidung über ie{1,2‚3‚4}.

0.1) i=2.

Sei cteCZ, d.h. ct gg EQS(ST(t1‚t2)‚ST(t3,tu)) und x;

i s t  Subterm vom Term t2 der Sorte n a t .

und SE von „,EUE1 giltWegen T 2 1 1 p n = T Z U E 1 r n
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'}: „___. 1 „ 1130 (vp'qEuZ1 ‚a) (p ”EuE1‚a q > 12[p/xa] Eumm t2[q/xa]).

In b )  dieses Beweises hatten wir gezeigt, daß

Daher gilt mit *130 auchE E u E 1 , n  _ N ä u E 1 , n '

: 1 := 1(VP'qCTzuzna) (P “EuE1,a q > tab/Kai] “EuE‘l,n tab/"51]“

woraus nach Lemma 7 folgt

(VP'qCTZUqa) (P NEUE1,a q ”> tip/Ka] 3311,11 tab/“$1"

D i e  SE von l i e f e r tE E 1 1

‘Vp'qzuzua’ (P ~EUE1,a ‘1 =>
C t [ t 2 [ P / x a ] / t 2 ] E E I 1 ‚ d  Ct[tz[q/Xä]/t2]) ‘

was äquivalent i s t  z u

(VP'qCTZu71,a) (’9 ~EuE1,a q => Ct[P/xä] EEI1,d Gag/“5]"..-J

.2) i=4.

Dieser Fall verläuft symmetrisch zu 0 .1 ) .

.3) i=1.

Sei cteC1, d.h. c t  ii EQS(ST(t1,t2),ST(t3,tq)), x; i s t

Subterm von t ,  und t 1  i s t  von der Sorte arrax.

Wegen T E I 1 , a =

N = 1 1(VP'qCTZuXLa)  (P EuE1,a q > “[P/xa] ~EUE1,a t1[Cal/"ah"

T Z U Z 1 , a  und SE von “EUE1 gilt

Dann i s t  e s  aber gleichwertig, ob wir

( v p ' q X u X 1 , a ) ( p  “EUE1,a q =>
EQS(ST(t1,t2).ST(t3,tu)) [pkg] Emm EQS(ST(t1,t2) ,S'I‘(t:„tq)) [q/x;])

oder ob wir

NPC-18113213) ( “ [P / xä ]  NEUE1,a “kJ/%] =>
EQS(ST(Xä:t2)‚ST(t3‚ta))[t1[P/Xä]/xä] E E I 1 , d

EQS(ST(xä,t2),ST(t3,t4))[t1[q/xä]/xä])

zeigen, denn wegen

EQS(ST(t1‚tz)‚ST(t3‚tu))[t'/xg] ;g_EQS(ST(xä,tz)‚ST(ta‚ta))[t1[t'/xg]/xg]

mit t '  ig p,q folgt die mittlere Aussage aus den beiden anderen.

Da sich jeder array—Term tssz'l‘nf1 a darstellen läßt als t 1 [ t ' / x ; ]
„_: . I ’

' e ' . 'mit t 1  T Z U X 1 ( X ) , a  und t C T X U Z 1 ,  kann man i n  der l e t z t e n  Aussage

t1[p/xä] und t1[q/x;] wieder durch p und q ersetzen.
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Außerdem gibt e s  nach Lemma N.I1 jpkewo, sodaß zusammen

mit der SE von E E I 1  fur alle t e T Z U Z 1 . a  gilt

EQS<ST<xä‚t2)‚ST(t3‚t„))[t/xg] EEI1,d EQS<ST(x;,sj(a)),ST<t3.sk(w)))[t/xg].

Wir können daher für diesen Unterfall die Menge C1 der z u

betrachtenden "contexts of intereét" einschränken auf

CON:={EQS(ST(x;,sj(¢)),ST(t, Sk(¢5) ) l j ,kew0 A teTZI1'a}.

Wir zeigen

*131 (VPrqZUZ1'a)(p N E U E 1 ‚ a  q =>

(VcteCON)(ct[p/xä] E E I 1 ‚ d  ct[q/xä]))

durch Induktion über jemo.

c.3.1) Induktionsanfang.

Sei EQS(ST(x;,SJ(¢)),ST(t,Sk(¢)))eCON mit j=0, d .h .
SJ (¢ )  ; §_¢ .  Wir unterscheiden über kewo.

c.3.i.a) Sei k=o, d.h. sk(¢) ii a.
Dann gilt für alle p ' q Z U Z T  a

EQS(ST(xä‚d)‚ST(t‚fl))[p/xä] E E I 1 , d  tt und
EQS(ST(Xä‚G)‚ST(t‚G))[q/xä] EEI1,d tt

nach Gleichung EOD.1; *131 ist für diesen Unterfall gezeigt.

c.3.i3b) Sei k>0, d.h. sk(¢) 35 9.
Dann gilt für alle p,q€TZUZ1 a

. k _
EQS(ST(x;,¢),ST(t,S (¢ ) ) ) [p /x ; ]  :EI1 d ff und

k =EQS(ST(x;.¢),ST(t,s (¢)))[q/x;] “EI1,d ff
nach Gleichung EOD.2.

c.3.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für alle EQS(ST(xä‚SJ({J))‚ST(t‚Sk([J)))eCX1\I

mit beliebigem, aber festem jemo und beliebigem kewo.

c . 3 . i i i )  Induktionsschluß.

Sei EQS<ST(x;_‚sj+1(a))‚sr(t‚sk(m))ecoN. Es ist sj“(a) g a.
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Wir unterscheiden über kewo.

.3.iii.a) Sei k=0‚ d.h. sk(¢) is 5.

Dann gilt für alle p 'qZUZ1 :a

EQS<ST<xä‚s3+1(a))‚ST(t‚a))[p/xg] EEI1,d ff und
EQS(ST(x;,SJ+1(9)),ST(t,¢))[q/xé] EEI1 d ff

nach Gleichung EOD.3.

.3.iii.b) Sei k>o‚ d.h. sk(¢) gg a.
Seien p ' q Z u Z 1 ‚ a  mit p A h U E 1 ‚ a  q .  Zunachst zeigen wir,

daß die Bedingungen der Gleichungen EOD.4 b i s  EOD.6  aus—

wertbar sind.

Wegen T T Z U Z 1 , a  i s t  bereits t e T Z U 2 1 ‚ a  und damitZI1,a=
_ j+1 kp1z—INDEX(p‚S (G)) EQV INDEX(t‚S (g)) e TZUY1  

d ,
_1 !

“+p2:=INDEX(q‚SJ 1 ( a ) )  EQV INDEX(t,Sk(¢)) e T Z U Z 1 . d '

p3==EQN(AC(p.sj+1(¢)),AC(t.sk(¢>)) e TG und
U U Z 1 ‚ d

_ j+1 k
:——-E N AC ‚ S  ‚AC ‚ S  - T _ .

Wegen der SE v o n w E u E 1  und wegen E E U E 1 ‚ d = fi ä U E 1 ‚ d  g i l t

p1 E E U E 1 ‚ d  P; und p3 £ E U E 1 , d  p “ °

Nach Lemma 7 folgt daraus

„{ = =

132 p‘ “EI1‚d 92 und p3 “EI1‚d ? “ “

Dann gibt e s  aufgrund der Vollständigkeit und Konsistenz

von 11 genau drei Unterfälle.

.3.iii.b.1) Seien p1 5 E I 1 ‚ d  tt und p3 E E I 1 , d  tt.

Damit gilt nach *132  auch p; EEI1 d tt und pg EEI1 d tt.
I '

Die Bedingungen der Gleichung EOD.4 sind erfüllt und wir

erhalten

*133 EQs(ST(x1 sj+1(¢)) ST(t sk(¢)))[p/x1] =a '  ' ' a 'EI1,d

EQS(ST(x;,sj(¢)),ST(t.sk‘1(¢)))[p/xé] und
& '+1 k _«134 EQsts'r(x;,sJ (a))‚ST(t‚s (¢)))[q/x;] =EI1'd

EQS(ST(xg.Sj(9))‚ST(t‚Sk_1(9)))[q/xä].
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Nach Induktionsannahme c.3.ii) gilt

k-1:‘e j ! =135 EQS(ST(x;,S (¢)).ST(t,S (Q)))[p/x;] —EI1‚d
(fl)))[q/x;].

Der Rest ist Transitivität von EEI1 d mit ="'133 bis *135.
’

EQS(ST(x;.sj(¢)).ST(t.sk'1

c.3.iii.b.2) Sei p. EEI1 'd  tt und: p3 E E I i ‚ d  f f .

Damit gilt nach *132 auch p2 E E I 1 , d  tt und pa E E I 1 , d  ff.

Die Bedingungen von Gleichung EOD.5 und nur die Bedingun-

gen von EOD.5 sind erfüllt und wir erhalten

EQs(ST(xg‚sjf1ta))‚smct,sk(a)))[p/xä] EEI1,d ff und
EQS<ST(Xä‚sj+1ra))‚sm(t‚sk(g)))[q/xä] EEI1‚d ff.

Der Rest i s t  Symmetrie und Transitivität von E E I 1  d '
I

c.3.1ii.b.3) Sei p1 E E I 1 , d  ff.

. 3': ..Dann gilt nach 132 auch p2 : E I 1 , d  ff.

Damit sind die Bedingungen von Gleichung EOD.6 und nur die

von EOD.6 erfüllt und wir erhalten

'+1 kEQS(ST(Xä‚SJ <¢)).ST(t.s (¢)))[p/x;] EEI1,d ff und

EQS(ST(x;.Sj+1(¢)),ST(t;Sk(¢)))[q/xg] EEI1,d ff.

Damit ist die Induktion unter cg» geschlossen und *131 ge-

zeigt.

c . 4 )  i = 3 .

Dieser Fall verläuft symmetrisch zu c.3).

Damit ist *129 und die zu *129 äquivalente Aussage

(Vp‚qzuz1'a)(p "EUE1‚a q =>
(VcteCA)(ct[p/xä] E E I 1 , d  ct[q/x;]))

gezeigt. Die Voraussetzung von Lemma 1 8  ist erfüllt und da-

her i s t  I1 auf SP1 t-konsistent bzgl. der Sorte arrax und

mit a )  bis c )  gilt, daß I1 t—konsistent auf SP1 ist. []
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Lemma BQ.STACK.I1

( 1) EQS( t1 , t1 )  E E I 1 , d  tt

2) EQS(t1,t2) E E I 1 , d  tt => EQS(t2,t1) E E I 1 , d  tt A

3 )  (EQS(t1,t2) E E I 1 ‚ d  tt A EQS(t2;t3) E E I 1 , d  tt) =>

EQS(t1,t3) E E I 1 , d  tt )

Bew. :

ad 1) Sei ST(q,r)eT m1t q C T X I 1 , a  und r E T E I 1 , n '

211’s
Nach Lemma N;I1 gibt e s  ein jewo, sodaß & E E I 1  n SJ (¢ )

. I

und nach SE von EEI1 auch _

EQS(SI'(q‚r) ‚sr(q‚r>> 51311 ‚d EQS(ST(q‚SJ (an ‚s'r(q‚sJ (am gilt.
Wir zeigen durch Induktion über jewo

EQS(3T(q,sj<¢)),ST(q.sj(¢))) EEI1,d tt.

1 .1 )  Induktionsanfang.

Sei j=o, d.h. 53(g) £5 a.

Dann folgt die Gültigkeit der Behauptung aus Gleichung EOD.1 .

1.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber-festes jewo.

1 . i i i )  Induktionsschluß.

Wir zeigen zunächst, daß die Bedingungen von Gleichung EOD.4

erfüllt sind.

Nach Lemma V.I1 gibt e s  ein tve{tt‚ff}‚ sodaß

INDEX(q,Sj+1(¢)) tv.EEI1,d

Aus Lemma EQV.I1 und der Reflexivität von § E I 1  d folgt, daß
I

tv EQV tv t t ,EEI1,d

und zwar für beide möglichen Belegungen von tv.

Nach Korollar EQ.NAT.I1‚ Punkt 1), gilt
‚+ .

EQN<AC(q,sj 1(¢)),AC(q.sj+1(¢))) s tt.EI1,d

Wir können also Gleichung EOD.4  anwenden und erhalten
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EQS(3T(q.sj+1(¢)),ST(q,sj+‘(¢))) EEI1,d EQS(ST(q‚sj(a)>‚su%q‚sj(a)))
EEI1,d tt'

wobei die letzte Kongruenz nach Induktionsannahme 1.11) gilt.

Damit i s t  die Induktion unter ad 1) geschlossen.

r 1 ; r z e T X I 1 ' n .

Nach Lemma N.I1 gibt e s  j,kem0, sodaß  zusammen mit der SE

von EEI1 gilt

EQS(SI‘(q1‚r1)‚SI‘(qz‚r2)) 5mm EQS(ST(q1‚Sj(G))‚ST(qz‚Sk(G))).

Wir zeigen durch Induktion über jewo die z u  2 )  äquivalente

Behauptung

( v j ' k e w ° ) ( v q 1 ’ q 2 € T X I 1 ‚ a )

(EQS(ST(q1,Sj(¢)).ST(q2,Sk(¢))) EEI1,d tt =>
EQS<ST<q2‚sk(a))‚ST(q.‚sj(a))) EEI1,d tt).

2.1) Induktionsanfang.

Sei j=o‚ d.h. sJ(a) ig_fl.

S e i e n q „ q 2 € T Z I 1  a und kewo. Es gelte
'

k

Wäre k>0‚ d.h. Sk(fl).;g u, dann gälte nach Gleichung EOD.2

kEQS(ST(q1:¢ ) :ST(Q2:S  (¢ ) ) )  E E I 1 , d  f f :

was einen Widerspruch zur Konsistenz von I1 implizierte.

Also i s t  k=0 und nach Gleichung EOD.1  gilt

EQS(ST(q2.sk(¢)),ST(q1.¢)) EEI1,d tt.

2 . 1 1 )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes jewo

und für alle kemo.

2.111) Induktionsschluß.

Seien q1,q2eTZI1’a und kewo. Es gelte

*135 EQS(ST(q1,Sj+1(¢)),ST(q2,Sk(¢))) EEI1,d tt.
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k . „ j+1 ,Wäre k=o, d.h. s (a) gg a, dann galte wegen S (a) 55 a

Nach Gleichung EOD.3

'+1 _EQs(s'r(q„sJ (9)),ST(q2.¢)) 3311 d ff.

woraus sich ein Widerspruch zur Konsistenz von I1 ergäbe.

Also i s t  k > 0 ‚  d.h. Sk(¢ )  $g -fl .

Jetzt zeigen wir, daß die Bedingudgen von Gleichung EOD.4

und nur diese erfüllt sind.

Gälte INDEx(q1,SJ+1(¢)) EQV INDEX(q2,sk(¢)) §EI1 d ff,
'

dann könnten wir Gleichung EOD.6 anwenden und erhielten mit

EQS(5T(q1‚SJ+‘(a))‚ST(qz‚sk(a))) s ffEI1‚d

erneut einen Widerspruch zur Konsistenz von I 1 .  Also gilt

*137 INDExtq.‚SJ+1(ß)) Eov INDEX(qz.sk<¢)) 5E11,d tt.
.. ' +Galte EQN<Ac<q„sJ 1(fl))‚AC(qz‚Sk(fl))) EEI1 d ff.

dann könnten wir Gleichung EOD.5 anwenden und erhielten

EQS(ST(q..sJ+1(a))‚ST(qz‚sk<a)>> & ff.E11,d

was, wie wir wissen, nicht sein kann. Es muß also gelten

*138 EQN(AC(q1‚Sj+1(G))‚AC(q2‚Sk(G))) tt.E E I 1 , d

Damit sind die Bedingungen von Gleichung EOD.4  erfüllt und

wir erhalten zusammen mit *136

j+1EQs(ST(q1‚S (fl))‚ST(qzr3k(“))’ E E I 1 , d

' k—1EQS(ST(q1'SJ(¢)),ST(q2.S (¢))) EEI1,d tt.
Nach Induktionsannahme 2.ii) gilt damit

*139 EQS(s'1‘(q;„sk"1(ß)).ST(q1‚sj(9))) 5E11‚d tt.
Nach Lemma EQV.I1 und SYmmetrie von EEI1'd gilt mit *137  auch

$140 INDEX(q2‚Sk(fl)) EQV INDEX<q1,sj+1(¢))) E E I 1 ‚ d  tt.

Nach Punkt 2) von Korollar EQ.NAT.I1 und *138  gilt

*141 EQN(AC(q2‚Sk(fl))‚AC(q1‚Sj+1(G))) 53:1,d tt.
Durch *140 und *141 wird die Anwendung von Gleichung EOD.4

ermöglicht und wir erhalten

*142 EQS(ST(qz‚Sk(9))‚ST(q1:5j+1(9)))
k — 1

E"EI1,d

EQS(ST(q2,S (¢)),ST(q1,sj(¢)))
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Die Transitivität von E E I 1  d zusammen m i t  *142  und *139
!

sichern uns die Gültigkeit der Behauptung.

Damit i s t  die Induktion unter ad 2) geschlossen.

ad 3) Seien ST(q1,r1),ST(q2,r2),ST(q3,r3)eTXI1'S mit

q 1 ' q 2 ' q 3 6 T Z I 1 , a  und r 1 ‚ r 2 ‚ r 3 e T Z I 1 ' n . _

Nach Lemma N.I1 gibt e s  j,k,lew0‚ sodaß zusammen mit der

SE von EEI1 gilt .

EQS(ST(q„r1)‚ST(q2‚r2)) 55:11, d Eos<swä1„sj(a)) ,sr(q2,skw))),
EQS(ST(q2‚r2)‚ST(q3‚r3)) EEI1‚d EQS<ST<q2.sk(¢)),SToq3,slta))) und
EQS(ST(q1rr1),ST(qapr3)) EEI1,d EQS(ST(q1:Sj(¢)),ST(qa,Sl(¢))).

Wir zeigen durch Induktion über kewo die zu 3 )  äquivalente

Aussage

( e k r l e w o ) ( V q 1 r q e 3 e T Z I 1 ' a )

((EQS(ST(q1,Sj(¢)),ST(q2,Sk(¢))) E E I 1 ‚ d  tt A

-EQS(ST(q2‚sk(a))‚St3‚sl(a))) EEI1,d tt) =>
EQS(ST(q1‚sj(a))‚ST(q3‚slta)>) EEI1‚d tt).

3.1) Induktionsanfang.

Sei k=0‚ d.h. sk(¢) ig a.
Seien j‚lew0 und q1,q2‚qgeT<—.I1 . Es gelte

. L.: f a

EQS(ST(q1‚SJ(G))‚ST(qz‚Sk(fl))) EEI1 d tt und
l I

EQS(ST(q2.Sk(¢)),ST(q3.s (¢))) aEI1 d tt.
Wie unter 2.i) zeigt man durch Widerspruch zur Konsistenz

von 11, daß j=o und 1:0, d.h. 53(9) ii a und 51(9) 35 9
gelten müß. Dann gilt

EQS(ST(q1‚SJ(a))‚Sc3‚sl(a))) 5311 d tt
nach Gleichung'EOD.1.

3.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes kemo

und für alle j‚lew0.
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3 . i i i )  Induktionsschluß.

Seien q 1 ' q 2 ' q 3 8 T Z I 1 ‚ a  und j,1ew0. Es gelte

*143 EQS(ST(q.‚sj(a));ST(q2‚sk+1(a))) EEI1,d tt und
*144 EQS(ST(q2.Sk+1(¢)),ST(q3,Sl(¢))) EEI1,d tt.
Wie unter 2.iii) zeigt man durch Widerspruch zur Konsistenz

von 11, daß j‚l>0, d.h. Sj(fl)‚sl(ü) ig‘ß, und daß

k + 1*145  'INDEX(q1,Sj(¢)) EQV INDEX(q§yS (G)) E E I 1 ‚ d  t t .

*146 INDEX(q2,Sk+1(¢)) EQV INDEx(q3.sl(¢)) aEI1 d tt,
*147 EQN(AC(q1,Sj(¢)),AC(q2,Sk+1(¢))) E E I 1 , d  tt und daß

*148 EQN(AC(q2.sk+1(¢)),AC(q3.sl(¢))> EEI1,d tt gelten
muß. Damit sind die Bedingungen von Gleichung EOD.4  und

nur die von EOD.4  erfüllt und wir erhalten daraus

k+1(¢)) )  EEI1,d
' E Q S ( S T ( q 1 1 5 j ( 9 ) ) ‚ S T ( q z : S

"149 ._1 k
EQs(ST(q„SJ (¢)).ST(q2,S (¢))) EEI1,d tt

und

, _{EQS(ST(q2‚sk+‘(a))‚ST(q3‚s1(a))) EEI1 d
”150 '1-1 _

(fl ) ) )  : E I 1 , d  t t :

wobei die letzte Kongruenz von *149  und *150  jeweils aus

E Q S ( S T ( q z ‚ S k ( fl ) ) ‚ S T ( q 3 ‚ S

_der Transitivität von zusammen mit *143 und *144:EI1,d
folgt. Auf *149 und *150 trifft die Induktionsannahme 3.11)

zu und daher gilt

*151 Eos(ST(q„sJ"1(m)‚ST(q3‚sl'1(¢ ) ) )  5 E I 1 ‚ d  tt.

Nach Lemma EQV.I11mdSEvcm.f—::EI1 folgt aus ="145 und *146

*152 INDEX(q1,SJ(¢)) EQV INDEX(q3,Sl(¢)) EEI1 d tt.
Aus *147 ,  *148 und Punkt 3) von Korollar EQ.NAT.I1 folgt

*153 EQN(AC(q1,SJ(¢)),AC(qa.Sl(¢))) s tt.EI1,d

Durch } " 1 5 2  und *153 wird die Anwendung von Gleichung EOD.4

und nur die von EOD.4 ermöglicht und wir erhalten

EQS(ST(q1.Sj(¢)),ST(q3.Sl(¢))) 5311,a
*154 1_1

EQs<St1.sj'1<¢)),ST(q3.s (¢))).
Aus *154 und *151  folgt aufgrund der Transitivität von E E I 1  d

’
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die Gültigkeit der Behauptung für den Induktionsschluß.

Damit i s t  die Induktion unter ad 3) geschlossen.[]

Als nächstes charakterisieren wir  den stack-Anteil der t-Kon—

gruenz ~EI1 '  Zwei pointer/array—Paare sind dann t—kongruent,

wenn ihre pointer gleich (unter ) sind und die array—Kem-E E I 1 , n

ponenten an allen Stellen flspointer die gleichen Einträge

haben bzw. an den gleichen Stellen undefinierte Einträge besitzen.

Lemma K . S T A C K . I 1

EEELL ( v q 1 l q 2 9 T Z I 1 ' a ) ( V r i r r 2 9 T F I 1 ’ n )

' ( S T ( q 1 r r 1 ) ’ 3 E I 1 ’ S  ST(q2,r2) <=)

( 1) r1 r; AEEI1,n _
2) ((Bjew0)(r1 5311,n s3(a> A j>0) => ((Vie{1.....j})

( 2.a) IN(q1‚si<a)) EEI1 d IN<q2.si(¢)) A
2.b> AC(q1.Si(¢)) 5311 n AC(q2,Si(¢)) )))))

B e w . :

Wir zeigen zunächst die beiden Hilfsaussagen

* V = = _155 0Vt1‚tzeTZI1's)(EQS(t1,t2) -EI1 d tt > t1 "r11,s t,)

und

1 :156  ( V t 1 ’ t z e T Z I 1 ' S ) ( E Q S ( t 1 ' t z )  EEI1 'd  f f  = >  t 1  ’ f ’ E I ‘ l ' S  t z ) .

ad *155 )

Seien t 1 ’ t z e T F I 1  s und e s  gelte
..: '

*157 EQS(t1,t2) tt. Wir zeigenEEI1,d

*158 (voteCOI(ZI1,s))(ct[t1/x;] 5311 d ct[t2/Xg])-

Es ist COI(ZI1:S)={EQS(X;,p)IpeTZI1’S}u{EQS(p,x;)lpeTZI1'S}.

Sei peTv11 3“ Dann gibt e s  nach Lemma V.I1 vier Fälle.
LJ '

1 =a) Es gelte EQS(xs‚p)[t1/xg] 'EI1,d ff.

Dann muß auch EQS(x ; , p ) [ t 2 /x ; ]  E E I 1 , d  ff gelten, denn aus

; *E I 1 ‚ d  tt und 1 5 7EQS(x;,p)[t2/x;] E
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folgte nach Punkt 3) von Lemma EQ.STACK.I1

E Q S ( t 1 : P )  t t .5E11,d

Wegen EQS(t1,p) ig EQS(x;,p)[t1/k;] erhielten wir damit

einen Widerspruch zur Konsistenz Von I1.

b) Es gelte EQS(xé,p)[t1/x;] E E I 1 , d  tt.

Nach Punkt 2) von Lemma EQ.STACK.I1 gilt mit *157 auch

EQS(t2‚t1) E E I 1  d tt. Dies, die Voraussetzung von b), .

und Punkt 3 )  von Lemma EQ.STACK.I1 ergeben

EQS(xé,p)[t2/xg] gg EQS(t2‚p)‘5EI1’d tt.

Die Beweise von

EQS(p ,x ; ) [ t 1 /X ; ]  SEI1’d ff =>' EQS(p,x;)[t2/x;] E E I 1 , d  ff

und

EQS(p,x;)[t1/x;]._—-:EI1 a tt => 'EQS(p,x;)[t2/x;] E E I 1 , d  tt

verlaufen symmetrisch z u  a )  und b ).

Damit ist die Gültigkeit von *158 gezeigt und nach Lemma 17

gilt t1 "311,5 t2; also ist auch *155 gezeigt.

ad *156 )

Seien t 1 ’ t 2 C T Z I 1  s und e s  gelte

*159  EQS(t1,t2) ff.E E I 1 , d

Nach Punkt 1 )  von Lemma EQ.STACK.I1 gilt

="=160 EQS(t1‚t1) tt.EEI1,d

Da I1 konsistent ist, folgt aus *159 und *160 :

Es gibt einen Kontext EQS(t1,x;)eCOI(EI1,sX:CZI1(s,dis), sodafi

EQs<t1‚x;>[t1/x;] *EI1,d EQS<t1.x;)[t2/x;].
d.h. es gilt t1 $ E I 1  s t2.

Aufgrund der Vollständigkeit und Konsistenz von I1 sind zu

*155 und *156 die Aussagen

' 161  N t 1 ' t z e T X I 1 ‚ S )  ( t 1  q L E I 1 , S  t z  = >  E Q S ( t 1 ‚ t 2 )  E E I 1 , S  f f )

b z w .
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= = 1 6 2  (Vt1rt29Tr tt)(t1 t 2  => EQS(t1‚t2)11,5) “E11,s E E I 1 , d

äquivalent.

Für den Rest des Beweises brauchen wir nach Lemma N . I 1  und

SE von nur noch stack—Terme zu betrachten, deren poin-f E 1 1  „
ter—Komponente die kanonische Form $J (¢ )  mit jewo hat.

„=>„
Wir zeigen

(ikewo)(Vq1e€TZI1'a)

(ST<q..sj(a)) «311,5 ST(q2rSk(¢)) =>
( 3) j=k A

4) (j>0 => ((Vie{1‚...‚j})
( IN(q.‚si(a)) 5E11‚d IN(q2‚Si(fl)) A

Ac<q.‚si(a)) 2E11 n AC(q2,si(¢)) )))))
durch Induktion fiber jewo.

c.i) Induktionsanfang.

Seien q 1 ' q Z C T Z I 1 ‚ a '  j‚kew0 und es gelte

*163 ST(q1:Sj(¢)) "311,5 ST(q2.sk(¢)).

c.i.a) Sei j=0, d .h .  Sj (¢ )  ig fl.

Angenommen, es ist k > 0 ‚  d.h. Sk(¢ )  $g '¢ .  Dann gilt

EQS(ST(q1,¢).ST(q2,Sk(¢))) 5311 d ff
nach Gleichung EOD.2‚ woraus sich wegen *156  ein Wider—

spruch zu *163 ergibt. Also ist j=k=0‚ d.h. 3) gilt und

4 )  i s t  nicht anwendbar.

c.i.b) Sei j=1, d.h. sjca) ig s<¢) ig a.
Angenommen, es ist k=0‚ d.h. Sk(¢ )  is 9 .  Dann gilt

EQS(ST(q1‚S(fl))‚ST(qz‚fl)) E E I 1 , d  ft

nach Gleichung EOD.3, woraus sich wegen *156  ein Wider-

spruch z u  *163 ergibt. Also i s t  k > 0 ,  d.h. Sk(¢ )  $g 'fl .
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Angenommen, e s  gilt IN(q1,S(¢)) $ E I 1  d IN(qz‚Sk(9)).
„ I

Daraus, aus Lemma EQV.I1 und der Vollständigkeit und Kon—

sistenz von I1 folgte dann. k _
IN(Q1:S(¢ ) )  EQV IN(q2‚S (g ) )  “EI1,d ff.

Wir könnten Gleichung EOD.6  anwenden und Erhielten

EQS(ST(q1:S(fl))‚ST(qz‚Sk(fl))) =EI1,d ff.

was nach *156 einen Widerspruch zu *163 implizierte.

Also g ilt

*164 IN(q1‚S(fi)) EQV im(qz‚sk(a)) 
5E11,d tt bzw.

*165 IN(q1‚S(ß)) 5E11;d IN(q2.sk(¢)).

Angenommen, es g i l t  AC(q1 ,S (¢ ) )  $ E I 1 ‚ n  AC(q2,Sk(¢)).

Nach Konsistenz und Vollständigkeit von I1 und nach Korol-

lar 12 folgte daraus

*166 EQN(AC(q1‚S(fl))‚AC(qz‚Sk(9))) EEI1,d ff.
Wir könnten wegen *164 und *166 Gleichung EOD.5 anwenden

und erhielten
EQS(ST(q1‚S(fl))‚ST(qz‚Sk(fl))) EEI1,d ff.

was nach *156 einen Widerspruch zu *163 implizierte.

Also g i l t

*167 EQN<AC<q1,S(¢)).AC(qz.sk(¢))) 5311,a tt bzw.
*168 AC(q1.S(¢)) EEI1,n AC(q2.Sk(¢)).
Angenommen, es ist k>1 .  Dann wäre auch Sk_1(fl) ig “.

Wegen *164 und *167 könnten wir Gleichung EOD.4 und dann

EOD.2 anwenden und erhielten
EQS(ST(q1‚S(fl))‚ST(qz‚Sk(fl))) EEI1 d
E Q S ( S T ( q 1 ‚ fl ) ‚ S T ( q z ‚ S k _ 1 ( ß ) ) )  E E I 1 ‚ d  f f .

was nach *156  erneut einen Widerspruch zu *163  hervorruft.

Also gilt k= j=1 .

Damit und mit *165 und *168 sind die Aussagen 3) und 4) für

diesen Unterfall des Induktionsanfanges gezeigt.
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c . i i )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gilt für e i n  beliebiges, aber festes jewo

und für alle kewo.

c.iii) Induktionsschluß.

Seien q1pq2eTTI1 a und kemo.  Es gelte
. .: I

*169 ST(q1,Sj+1(¢)) of 5T‘92'Sk(“”'
E I 1 ‚ s

Wie in c.i.b) zeigt man, daß k > 0 ‚  d.h. Sk(¢ )  &! fl ist, daß

*170 IN(q1,SJ+1(¢)) EQV IN(q2,Sk(¢)) EEI1,d tt bzw.
*171 IN(q1,SJ+1(¢)) s IN(q2,sk(¢)) und daßEI1‚d „
*172 EQN(AC(q1,SJ+1(¢)),AC(q2,Sk(¢))) EEI1,d tt bzw.
*173 AC(q1‚Sj+1(Ü)) AC(q.‚.sk(a>> gilt.EEI1,n‘

Wegen ="170 und *174 ist Gleichung EOD.4 und nur diese an-

wendbar und wir erhalten

j + 1  k =

Eos<ST(q.‚sj(a>>‚swcq.‚sk"1(a>>>.
*174 EQS(ST(q1‚S

wegen *169 und *162 gilt
EQS(ST( sj+‘(¢)) ST( sk(a>>> = ttq ‘ f  ' qz' "EI1‚d

und dies‚_*174 und die Äquivalenzeigenschaften von E E I 1  d
' _

ergeben

k — 1_ EQS(ST(q1,Sj(¢)),ST(q2,S («>>> EEI1,d tt.
Daraus folgt nach *155  ST(q1,Sj(¢)) A ä I 1 ‚ s  ST(q„Sk-1(O)).

Nach Induktionsannahme c.ii) g i l t

j=k+1 und

*175 "(j>o => ((Vie{1‚..„j>><m(q„si(m> Emm m(q.‚si(a>> A
Accq„si(a>>> Emm AC<qz‚sim>> >>>.

Also gilt auch j+1=k‚ d.h. 3) ist erfüllt, und mit *175 ,

*171 und =>=173 gilt
='=176 (j+1>0 => ((Viei1,...,j+1})(IN(q1.Si(¢)) Emm IN(q.‚siw>> A

AC<q1.si(¢)) EEI1,n.AC(q2'Si(¢)) >>>.
d.h. 4) ist erfüllt.

Damit i s t  die Induktion unter c )  geschlossen.
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d) "<="
Wir zeigen durch Induktion über jemo

(Vj ,kewo) (Vq1 'q2€T§fII1,a)

(( 5) j=k A _

6) (j>0 ==> ((v&t%1‚...‚j})(IN(q1‚Si(G)) 5E11‚d IN<q2.sic¢)) A
AC<q1,si(¢)) EEI1 n Ac(q2.si(¢)) ))>)

=> St.‚sj(a)> “311,3 ST(q2.Sk(¢)) ).

d.i) Induktionsanfang.

Seien j,kew0‚ j=k und q1,q2eTZI1 a '
I

d.i.a) Sei j=k=0‚ d.h. sj(¢) ii sk(¢) ii a.
Dann gilt nach Gleichung EOD.1

EQS(ST(q1.¢),ST(q2,¢)) E E I 1 , d  tt

und nach *155  folgt daraus ST(q1,¢) ~EI1 s ST(q2,¢).
I

d.i.b) Sei j=k=1‚ d.h. sj(a) ii sk(¢) ii 5(a).
Es gelte IN(q1,S(¢)) E E I 1 , d  IN(q2,S(fl))

und AC(q1,S(¢)) E E I 1 , n  A C ( q 2 , S ( ¢ ) ) .

Nach Lemma EQV.I1 und Korollar 1 2  gilt dann auch

IN(q1 .S (¢ ) )  EQV IN(q2,S(¢)) E E I 1 ‚ d  tt und

EQN(AC(q1‚S(fl))‚AC(qz‚S(fl))) EEI1,d tt.
Wif können daher Gleichung EOD.4 und EOD.1 anwenden und

erhalten

EQS(ST(q1 .S (¢ ) )  ‚ST(CI2:S(Ü))) E E I 1 ‚ d  EQS(ST(q1 :¢ )  IST(q21¢) )

EEI1,d tt'

woraus nach *155 folgt: ST(q1,S(¢)) “EI1 S ST(q2,S(¢)).

d . i i )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes jewo

und für alle kewo.

d . i i i )  Induktionsschluß.

Seien q1,q2€TZI1 a '  kewo und e s  gelte j +1=k  und



« 150 -

*177 (v1e{1,...,j+1})(IN(q1,si(9)) EEI1,d IN(q2,si(9)) A
AC(q1‚Si(Q)) EEI1,n Accq2,si(a)) ).

Dann gilt natürlich auch j=k—1 und

(j>o => ((Vie{1‚.--‚j})(IN(q1‚si(Q!)) fand m(q2,si(m) A
AC(q1‚Si(GY) EEI1’n_AC(qz‚Si(9)) ))),

woraus nach Induktionsannahme d.ii) folgt:

k—1ST(q1.sj(a)) “t11‚s ST(qz‚S (a)).
Wegen *162 gilt damit auch

k-1snva EQS(ST(q1.Sj(¢)),ST(q2,S (¢))) EEI1,d tt.
Aus *177  folgt mit Lemma EQV.I1 und Korollar 12 speziell

'+1 kIN<q1.sJ (a)) EQV IN(q2.S (a)) EEI1 d tt und
j + 1EQN(AC(q1‚S (¢)).AC(qz.sk(¢))) EEI1 d tt.

Wir können Gleichung EOD.4 anwenden und erhalten

* , '+1 k _179 EQS<ST(q„sJ (¢)).ST(q2,s (¢))) :EI1 d
k" (¢ ) )> .

Aus *178 ,  *179 ,  Transitivität von E E I 1  d und aus *155  folgt
’

EQS(ST(q1.Sj(¢)),ST(q2,S

ST(q1.Sj+1(¢)) ST(q2,sk(¢)).
N
E I 1 , s

Damit i s t  die Induktion unter d )  geschlossen. []

Lemma T K . I Z

Beh.: (Vse{dis,nat,array,stack})(‘ttzeTYI1 S )
J '

(t1 “EI1,s tz => t1 "h12,s tz)
B e w . :

Durch Fallunterscheidung über die Sorten seSuSOuS1.

a )  s=dis.

I2 ist t-konsistent auf I1 bzgl. dis nach Korollar 5.

b )  s=nat.

Dieser Fall verläuft völlig analog z u  b )  aus dem Beweis

von Lemma T K . I 1 .
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c) se{array,stack}.

Wir wollen zeigen, daß die Voraussetzungen von Lemma 18 er-

füllt sind. Dabei gehen wir von folgenden Überlegungen aus:

Durch die Hinzunahme der restlichen ZO-Operationen NEWST,

PUSH, POP und TOP und deren definierenden Gleichungen z u

I1 entstehen in 1 2 neue "contexts o f  interest". Bei der

Bestimmung des EEEEX' und gtggknteils der t—Kongruenz

kann man, da 1 2  i— bzw. t-Vollständig auf I1 ist, alleIV

EIZ

o-wurzelnden Subterme, oe{NEWST,PUSH,POP‚TOP}‚ eines Kon-

textes ct bis auf einen, der die Variable enthält, durch

äquivalente Terme aus 11 ersetzen. Für diesen letzten Sub-

term to gibt es dann eine Gleichung (L,R)eEZO und Belegun-

gen b,b' B e l ( T Z I Z ’ L ’ R ) '  sodaß für alle t ' t ' e T Z I 1 , s '  mit

s'eiarray,stack}»gilt:

to[t/x;‚] ii intb(L) und to[t'/x;‚] ig_intb‚(L).

Jetzt kann man intb(L) bzw. intb‚(L) durch intb(R) bzw.

intb,(R) ersetzen und e s  gilt-

, ct[t/xg.] 5 ct[intb(R)/intb(L)] bzw.EI2,d

c t [ t ' / x ; . ]  s ct[intb.(R)/intb.(L)].EI2,d

Die rechts stehenden Terme sind, da ja durch die Ersetzung

auch der letzte o-wurzelnde Term in ct  durch einen ZI1-Term

substituiert wurde, dis—Terme aus TZI1 '  Wenn man zeigen

kann, daß intb(R) „ intb.(R) gilt, dann weiß man~EI1,s

auch, daß

ct[intb(R)/intb(L)] E E 1 2 , d  ct[intb.(R)/intb‚(L)]

gilt und damit

ct[t/x;.] 5 E 1 2 , d  ct[t'/x;.].

Wir wollen die oben angestellten Überlegungen formalisie-

ren, indem wir die Hilfsbehauptung *180 zeigen. Dabei steht

*A für: t ist Subterm von intb(L) und i n t b u ( L )  entsteht

aus intb(L) durch einmaliges ersetzen von t durch t'



— 152 -

*180 (V’s'e{array,stack})(Vt,t'cT§-+I1 S . )

( 181 (t ~'EI1,s' t. A
(V(L,R) e {EZO.8, . . . ‚EY30.12} ) (Vb,b'eBe1 (T712‚L‚R) )

( ( “A  A intb(R)‚intb‚(R)eTxI1)

[=> intb(R) intb‚(R)))~'EI1
=>- OdcteOOI(X12‚s')—Cäl1(s'‚dis))(ct[t/xg.] EEIZ‚d ct[t'/xg‚])).

c .1 )  Beweis von *180 .

Wir geben zunächst ein Verfahren zur Ersetzung der meisten

c-wurzelnden Subterme in den dis—Kontexten für s'-Terme

an und untersuchen dann die übrigbleibenden dis—Kontexte.

c .1 .1 )  Sei s'e{array,stack}‚ sei

cteCOI(ZIZ‚s')—CYI1(s'‚dis) mit ot ig o(t1‚t2)‚

oe{EQN‚EQA,£NDEX‚EQS} und t1,t2 seien zur Stelligkeit von

. 1 .o passende Terme aus ?ZIZ(X)° Sei xs. Subterm von tk für

ein festes ke{1‚2}. Dann enthält t 3 — k  keine Variable und

wir wenden die Punkte c .1 .1 .1 )  b i s  c .1 .1 .3 )  auf o(t1‚ta) an.

c .1 .1 .1 )  Falls t keine Operationssymbole aus {NEWST‚PUSH,3-k

POP,TOP} enthält, dann benenne t3_k in t ä - k  um und fahre

., fort mit c .1 .1 .3 ) ,  andernfalls fahre fort mit c .1 .1 .2 ) .

c .1 .1 .2 )  t3_k enthält Operationssymbole aus {NEWST‚PUSH,POP‚

TOP} .  Dann gibt e s  nach den Lemmata N. IZ ‚  A . I Z  oder 8 .12

I ;: I ' _einen Term t B — k e T Z I Z '  sodaß t3__k “E12 t 3 — k  und t3—k ent

hält keine Operationssymbole aus {NEWST,PUSH,POP,TOP} mehr.

Ersetze t 3 — k  in 0(t1‚t2) durch t ä - k  und fahre fort mit c .LJ .3 ) .

c .1 .1 .3 )  Ersetze in tk alle Subterme 1 von t k ,  die x é , nicht

als Subterm haben, in denen jedoch Operationssymbole aus

{NEWST,PUSH,POP‚TOP} vorkommen, durch die nach den Lemmata

N.12 ‚  A.IZ und S.I2 existierenden, zu ‘lC EEIz—äquivalenten

Terme r ' ,  die nur noch Operationssymbole aus 211 enthalten.
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Der so entstandene Term heiße ti;

Das Verfahren endet hier und wir haben einen Kontext

o(t:‚t5)ec01(zlz‚s') erhalten, Sodaß g i l t :

(VteTZI1'S.)(o(t1.t2)[t/x;.] EEIZ‚d o(t%.t5)[t/x;.]).

c.1.2) Für s'e{array‚stack} kann man die Menge

COI(ZIZ‚s')-CZI1(S',dis) in zwei disjunkte Teilmengen zer-

legen. Sei n(o(t}‚tä)) die Anzahl der in o(t%‚t5)eCOI(ZIZ,s')

vorkommenden Operationssymbole aus {NEWST‚PUSH,POP,TOP}.

Wir definieren

C1(s'):={o(t1‚t2)eCOI(ZIZ‚s')-Czli(s'‚dis)ln(o(t%‚t£))=0} und

C2(s'):={o(t1,t2)eCOI(ZIZ‚s')-CZI1(s'‚dis)|n(o(t%‚tä))>0}‚

wobei o(t;,t5) das Resultat der Anwendung des Verfahrens

c.1.1) auf o(t1,t3) bezeichnet. Es i s t

COI(ZIZ‚s')—CZI1(s'‚dis)=C1(s')uC2(s').

Wir machen eine Fallunterscheidung über Ci(s')‚ i=1‚2.

c.1.2.1) Es gilt für alle s'e{array,stack} und für alle

t,t'€T , mit t „» t 'ZI1‚s EI1,s' ‘
Ovdct1‚tz)ec1(s'))(o(t1‚t2)[t/xg.] 53:2,d o(t:.t5)[t/xg.]

E E I Z , d  o(t£,t5)[t'/x§.]

5 E 1 2 , d  0 ( t1 , t2 ) [ t ' / x ; . ] ) .

Dabei gilt die mittlere i-Kongruenz aus folgenden Gründen:

Wegen n(0(t%,t£))=0 ist c(tä,t5)eCZI1(s'‚dis). Mit

t t' gilt o(t;‚ta)[t/x;‚] EEI1,d o(t:.t5)[t'/x;.]“E11,s'
und der Rest i s t  Lemma 7 .

Für den Teil C1(s') der Kontexte g i l t  *180  also unabhängig

von den Aussagen über die Gleichungen EZO.8,...‚EZO.12.

c.1.1.2) Für den Teil C2(s') zeigen wir jetzt
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*182 (Vs'e{array‚stack})(Vt‚t'eTZI1'S.)

( *183 ” ( t  ~EI1,s' t' A

(VLL,R)e{Ezo.8,...,E:b.12})(vb,b'eBe1(TZIz,L,R))

((*A A intb(R)‚intb.(R)eTZI1)

L=> intb(R) "E11 intb.(R)))

=>_ ovo(t1,t2)ec2(s'))(0(t1,t2)[t/x;.] 5E12,d o< t1 , t z ) [ t ' / x ; . ] ) )

durch Induktion über die Anzahl nitfi) der im Subterm ti

von c(tä‚t5) vorkommenden Operationssymbole aus {PUSH‚POP,

TOP} für ein beliebiges, aber festes ke{1‚2}; dabei haben

wir ausgenutzt, daß e s  genau e i n  ke{1,2} gibt, sodaß

n(o(t3‚t5))zn(t£) und daß NEWST nach Anwendung von 0.1.1)

in 0(t;,t5) nicht mehr vorkommt.

.1.2.2.i) Induktionsanfang.

Sei s'e{array‚stack}‚ t ’ t ' C T Z I 1 ‚ s '  und s e i  0(t:,t5)eC2(s')

mit n(o(t},t;))=n(t£)=1. Es gelte *183.

Sei to der O ' - w u r z e l n d e  Subterm von t ' ,  o'e{PUSH‚POP‚TOP}‚

der xg. als Subterm enthält. Dann kommen in allen anderen

echten Subtermen von to[t/x;.] bzw. to[t'/xé.] nur noch

Operationssymbole aus ZI] vor. Jetzt gibt es eine Gleichung

(L‚R)6{EZO.8‚...‚EZO.12} und Belegungen b,b'eBel(TZIZ,L,R),

sodaß intb(L) ii to[t/x;.] und intb.(L) ii to[t'/x;.],

d.h. (L,R) i s t  anwendbar und wir erhalten

t 0 [ t / x ; l ]  E E I Z ' S H  t O ‘ l  b Z W .  t 0 [ t ' / x ; l ]  £E::[z'sn 1 :02 !

wobei s"€{nat‚stack}‚ to1_is intb(R)‚ to; is_intb.(R) und

t ° 1 ‚ t 0 2 € T  Nach $1 .183  i S t  t 0 1  N E I 1  S "  tog .
'ZI1‚s"'

Jetzt gilt nach SE von EEIZ

0(t1.t2)[t/x;.] — ottä‚ta)[t/x;.]: E 1 2 ‚ d

EEI2,d 0(t;.t5)[to1/to]
E E I Z , d  0(t5rt5)[toz/to]

5 E 1 2 ; d  ( ‚ ( t ä l t é )  [ t l / x é l ]

E E l z ' d  0 ( t1 l t 2 )  [ t , / x ; | ]  .
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Dabei gilt die mittlere i-Kongruenz, weil mit to1 ~EI1 5" to:
'

und 0(t%‚t£)[tb1/to]‚0(t%‚tb)[toz/to]€TFI1 d

auch _ o(tä‚t5)[to1/to] 5EI1‚d o(t:,t5)[toz/to]
und nach Lemma 7 o(t%‚t5)[to1/to] E E I Z , d  o(t%‚t5)[tog/to].

c.1.2.2.ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für alle s'e{array,stack} und für al-

le o(t1‚t2)eC2(s') mit n(0(t:,t5))=n(tfi)=m, wobei mew be-

liebig, aber fest ist.

c.1.2.2.iii) Induktionsschluß.

Sei s'e{array,stack}‚ seien t ' t ' e T Z I 1 ‚ s "  sei o(tä‚t5)eC2(s')

mit n(o(t1‚t5))=n(t£)=m+1 und es gelte *183.

Die m+1 o'—wurzelnden Subterme, o'e{PUSH,POP,TOP}, von ti

haben alle xg. als Subterm, d .h .  sie bilden eine Kette.

Sei to der'kleinste o'—wurzelnde Subterm von t i ,  d.h. für

alle o"—wurzelnden Subterme t5 von ti mit o"e{PUSH,POP,TOP}

gilt: to ist Subterm von t5.

In allen echten Subtermen von to[t/x;.] bzw. to[t'/x;‚]

kommen dann nur noch Operationssymbole aus 211 vor. Jetzt

gibt e s  eine Gleichung (L‚R)e{EZD.8‚...‚EZO.12} und Bele-

gungen b,b'€Bel(TZI2,L,R), sodaß intb(L) ig to[t/xé‚]

und intb‚(L) 35 to[t'/x;.]„d.h. (L,R) ist anwendbar und

wir erhalten

t o [ t / x ; . ]  5 E 1 2 , s "  to1 bzw. t o [ t ' / x ; . ]  EEIZ ,s "  tog,

wobei s"e{nat.stack}‚ to1 ig intb(R)‚ t o ;  ig intb.(R) und

t o 1 y t 0 2 € T  Nach *183  i S t  t o 1  ~ E I 1 , S "  tog .ZI1‚s"'

Jetzt g i l t  nach SE von E E I Z

” ‘ 184  0 ( t 1 r t 2 )  [iz/Kg.] E E I L d  O'(t"lrtä) [ t / X g i ]

E E I Z , d  0(t%yt5)[to1/to] und

*185  c(t1:t2)[t'/xgl]'EEIz‚d o(t%,t5)[t'/X;|]
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Wir machen eine Fallunterscheidung über die Sorte

s"e{nat‚stack}.

c.1.2.2;iii.a) Für s"=nat folgt wegen E E I 1  n=AEI1 n und Lem-
! I

ma 7 aus to1 ~EI1,n t o ;  auch to1 E E I 2 ‚ n  t o ;  und die SE

von EEIZ  liefert

*186 o(t:,ta)[to1/to] EEIZ,d o(ta,ta)[toz/to].

Der Rest i s t  Symmetrie und Transitivität von E E I Z  d zusam—
. . . I

men mit *184,  *186 und *185.

c.1.2.2.iii.b) Für s"=§£§gE definieren wir _

c(t2‚t3) := o(tä,t5)[xä„/to]. Es ist c(t?,tä)eC2(s") und

n(t£)=m. Damit gilt

0(t1‚tz)[t/Xg.] 5E12,a 
e<t4‚tä)[t/x;-]

EEIZ‚d 0(tirt5)[to1/to]

ig . o(t?‚t3)[to1/x;„]
5E12‚d e(t?‚t3)[toe/xg„

ii 0(t:,t5)[t02/to]

EEIZ,d o<t:.t5)[t'/x;.]

EEIZ,d c(t1,t2)[t'/x;.].

Die mittlere i—Kongruenz gilt wegen n(t£)=m nach Indukti-

onsannahme c.1.2.2.ii).

Damit i s t  die Induktion unter c.1.2.2) geschlossen und mit

0.1.2.1) und c.1.2.2) wurde g e z e i g t ,  daß *180 gilt.

Wenn wir also zeigen können, daß die Gleichungen EZfi.8 b i s

EZm.12 die Bedingung *181 erfüllen, dann wissen wir nach

*180, daß die Voraussetzungen von Lemma 18 erfüllt sind.

Daraus können wir dann auf die t-Konsistenz von 1 2 auf I1

bzgl. der Sorten'array und stack schließen.
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c . 2 )  s=arraz.

. ' ' N !
Seien t , t  € T Z I 1 , a  mit t E I 1 , a  t .

Seien (L,R)e{EfD.8,...,EEO.12}\und b,b'eBel(TYI2,L,fi) mit

t ist Subterm von intb(L) und intb,(L) entsteht aus intb(L)

durch einmaliges ersetzen von t durch t'. Seien

i n t b ( R ) ' i n t b ' ( R ) € T f I 1 , s '  mit s'e{nat,stack}.

Dann ist je nach Gleichung t bzw. t '  entweder Subterm von

b(x ; )  (bzw. b ' (x ; ) )  oder Subterm von b(xä) (bzw. b'(xä))

für i=1‚2. Wir berücksichtigen EXD.11 zunächst nicht.

Da für alle (L,R)e{EZO.8,...,EZO.10,EZO.12} intb(R) und

intb.(R) ZIl-Terme sind, die sich höchstens darin unter-

scheiden, daß in intb‚(R) t' an Stelle von t in intb(R)

vorkommt, gilt nach SE von ”E11 mit passendem

s'e{nat,stack}

intb(R) ~E I1 , s '  intb‚(R).

Für Gleichung EZO.11 gilt speziell R ig % und damit

% ig intb(R) ~EI1,n intb,(R) ig ß

unabhängig von den Belegungen b und b'.

Damit ist *181 für die Sorte array gezeigt.

c.3) s=stack.

Seien q 1 ' q 2 C T Z I 1 , a '  r „ r z e T Z I 1 ' n  und e s  gelte

ST(q1‚r1) "h11,s ST(qz‚rz)‚

woraus nach Lemma K.STACK.I1 sofort r1 E E I 1  n r; folgt.
I

Nach Lemma N.I1, Lemma 9 und SE von t 1  gilt für alle

q Z I 1 , a  und fur alle r e T Z I 1 ‚ n

- = j „ j(33ew0)(r 'EI1,n S (ß) A ST(q‚r) EI1,s S T ( q ‚ S  (¢ ) ) ) .

Daher ist es zulässig, nur noch Terme ST(qi,ri) mit

rie{SJ(¢)|jewo} für i=1,2 z u  betrachten.

Wir zeigen *181  durch Fallunterscheidung über die Gleichun-
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gen (L‚R)e{ETO.8‚...,E?0.12}.

' 1 1 32 -- 1 1 2 1c .3 .1 )  ( L ‚R )  ii PU(ST(xa ‚ xn ) ‚ xn )  - ST(AS(xa ,S (xn ) ‚ xn ) ‚S (xn ) ) .

Seien b‚b'cBel(TZIZ‚L,R) mit b(x ; )  ig q1‚ b ' (x ; )  35 q:‚

b (xä )  ig r1, b ' (xfi )  ig r2 und b (xä )  ig b ' ( xä ) ‚  b(xä)eTEI1’n.

Sei r1 ig sJ(a) mit jewo. Dann gilt nach Lemma K.STACK.I1
r2 ii 33(¢) und ‘

"‘187 j>o => ((Vi€{1.....j})(m(q1,81(¢)) == m(qz‚si(m) A“EI1‚d
i iAC(q1‚S ($)) EEI1‚n'AC(q2'S ($)) )).

Wir müssen zeigen, daß
SI'(AS(q1‚Sj+1(Q)‚b(xr21))‚Sj+1(13)) «311,3 ST(AS(q2,Sj+1(¢),b(;%)),Sj+1(¢))
gilt; dazu unterscheiden wir über j .

0 .3 .1 .1 )  j =0 .

Nach Punkt 1) von Korollar EQ.NAT. I1  gilt EQN(S(G),S(G)) EEI1 
d t t .

I

Wir können Gleichung E1 .8  und E1 .11  anwenden und erhalten

IN (As (q1 .S (fl ) ‚ b ( xä ) ) ‚S (fl ) )  5 E I 1 ‚ d  tt E E I 1 ‚ d

IN(AS(qz‚S(fl),b(xä))‚S(G)) und

A C ( A S ( q 1 . S ( ¢ ) , b ( X § ) ) . S ( ¢ ) )  E E I 1 , n  b (xä )  EEI1'n
AC(AS(qz ‚S (fl ) ‚ b ( xä ) ) ‚S (fl ) ) .

Mit j ' =1  folgt daraus nach Lemma K.STACK. I1

S'I‘(AS(q1,S(¢).b(xr21)),S(¢)) ”311,5 ST(As(q2,s(m mm;) ) ‚sum .

c .3 .1 .2 )  j >0 .

Nach Punkt 1) von Korollar EQ.NAT. I1  gilt

EQN(Sj+1(¢),Sj+1(¢)) EEI1,d tt. Wir können die Gleichungen
E1 .8  und E1 .11  anwenden und erhalten

* j+1 3+1 = =

HHAS(C12:SJ+1 (m ‚b (xg) ) ‚sJ+1 (m) und
3 j+1 , j+1 _ —189 AC(AS(q1—‚S. (o) ‚begin ‚s. (an) =EI1'n bug) zB“ .n

AC<AS(qz‚sj+1 (an ,b(xr21)),s3+1(m) .
Nach Lemma K.NAT.I1 gilt



— 159 -

(Vie{1,...,j})(EQN(Sj+1(¢),Si(¢)) EEI1,d ff).
d .h .  wir können Gleichung E1 .9  j—mal anwenden und daher gilt

*190 (vie{1‚...‚j}) _
(INtAS<q1‚sj+1(ß)‚b(xg))‚si<9>> EEI1‚d IN<q1‚si<a>)

EEI1,d IN(q2.si(¢))

_ EEI1,d

IN<AS<qz‚sj+‘(a)‚b(xg))‚si(a)) ),
wobei die erste und letzte i-Kongruenz jeweils nach Gleich-

ung E1.9 und die mittlere i—Kongruenz nach *187 gilt.

Wir können auch Gleichung E1 .12  jemal anwenden und erhalten

*191 (v1e{1,...,j})

(AccAscq1.sj+1(¢),b(xg)),si(¢)) eEI1 „ AC<q1.si(a>)
E I 1 ' n  AC(Q2951(¢ ) )

. E E I 1 , n

AC(AS(q2‚Sj+1(fl)‚b(Xä))‚Sl(9)) ),

wobei die erste und letzte i—Kongruenz jeweils nach Gleich-

ung E1 .12  und die mittlere i-Kongruenz nach *187  gilt.

Mit *188 bis *191 haben wir gezeigt

( j +1>0  => ovie{1,...,j+1})

j+1 i j+1 i
(INiAS(q„‚S (ß)‚b(x2))‚s (H)) E INLAS(q2,S (g),b(x2)),s ($))  An EI1‚d n

'+ ' “+A C Q A S ( Q 1 : S J  1 ( 9 ) : b ( x ä ) ) r s l ( 9 ) )  EEI1'nmAC(AS(qz:SJ 1 ( 9 7 ‚ b ( x ä ) ) : s i ( fl ) )  )):

woraus nach Lemma K.STACK.I1 folgt

swcnstqa,sj+1(¢).b(xg)).sj+1(¢)).~EI1 S STcAs<qe‚sj+1(a).b(xg>)‚sj+‘(9)).
Damit gilt unter den angegebenen Voraussetzungen

intb(R) intb.(R) für (L‚R) ig EZO.8 .~'EI1,s

c.3.2) (L‚R) i g _ P o p ( S T ( x ; ‚ fl ) )  = ST(xä‚fl).

Seien b‚b'eBel(T 2 ‚ L ‚ R )  mit b(xä) ig q1 und b'(xä) ig q;ZI

und r1 ig ß, r2 ig 5. Für die Subterme ST(q1‚9) von
intb(L) und ST(q2 ,¢ )  von intb‚(L) gilt nach Voraussetzung

von 0 .3 )
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intb(R) ig S T ( q 1 ' g ) ‘ N E I 1 ‚ s  ST(q2 .¢ )  lg intb.(R).

. 1 = 1 10 .3 .3 )  ( L , R )  ii POP(ST(x ; ,S (xn ) ) )  S T ( x a , x n ) .

Seien b,b'eBel(TZIz,L,R) mit b(x ; )  ig q 1 ,  b'(xä)'£g_qz

und r1,r2 ig sJ+1(¢) mit jewo, d.h. b(xg)‚b'(xg) £5 53(a).
Dann gilt für die Subterme ST(q1,Sj+1(¢)) von intb(L) und ‘

ST(qz‚SJ+1(fl ) )  von intb.(L)
j+1 ~ j+1ST(q1‚S (a)) E11 s ST(qz‚S (G))

nach Voraussetzung von c.3). Nach Lemma K.STACK.I1 folgt

(v1e{1....‚j+1})(IN(q1‚sl(a)) 5311,a IN<qz‚sl(a)) A
. i = iAC<q1‚s (a)) “EI1,n AC(q2,s (a)) )

und natürlich erst recht

(j>o => ((Vie{1....:j})(IN(q1,Si(¢)) EEI1,d IN(q2.Si(¢)) A
i iAC(q1‚S (a)) E E I 1 , n  A C ( q z . S  (a)) ) ) ) .

Daraus folgt nach Lemma K.STACK.I1 wiederum

intbcn) ;; ST(q1.SJ(¢)) ~EI1,S ST(q2.sj(¢)) ;§_1ntb.(R).

c.3.4) (L,R) ig TOP(ST(x;,¢)) = 5.
Seien b,b'eBel(TZIZ,L,R) mit b(xä)  gg q1, b'(g;)‘;§_q2:

r1 ig H und rg ig ß. Dann gilt

intb(R)_gg G ~EI1,n fl ig intb.(R).

- 1 '  1 = 1 1c .3 .5 )  (L‚R) ig TOP(ST(xa‚S(xn) ) )  AC(xa‚S(xn) ) .

Seien b,b'eBel(TZIZ,L,R) mit b(xä)  £g_q4‚ b' (xä )  £g_qz

und seien r1‚rg ig SJ+1(ß)  mit jewo, d .h .

b(x£)‚b'(xfi) ig 33(n). Nach Lemma K.STACK.I1 gilt wegen

j+1>0
(Vi€{1‚...‚j+1})(IN(q1‚Si(fi)) EEI1,d IN(qz‚Si(ß)) A

AC(q1‚si(ß)) EEI1,n AC(q2,si<¢)) ).
Also gilt speziell

AC(q1.Sj+1(¢)) EEI1,n AC(q2,Sj+1(¢)).

Mit Lemma 9 folgt daraus

intb(R) _j_.g AC(q1‚SJ+1(fl)) ~EI1,n Ac(q2,sj+'1(¢)) ggintb. (R).
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Damit ist die Fallunterscheidung unter 0.3) beendet. Es

gilt *181 für die Sorte gtagä, d.h. daß nach *180 die Be—

dingungen von Lemma 1 8  erfüllt sind. Somit i s t  I Z  t-kon-

sistent auf I1 bzgl. 53995. Aus a) bis c) folgt, daß IZ

t-konsistent auf I1 ist. []

Jetzt wissen wir, daß IMPL die beiden Korrektheitskriterien

ii) und iii) der Definition 4 4  erfüllt.

Korollar T.ERW.I1

E2241. I1 ist t-Erweiterung von SP1.

Der Beweis verläuft völlig analog zum Beweis von Korollar

T.ERW.SPO.[]

Korollar T.ANR.IZ

EEELi. IZ ist t—Anreicherung von I1.

Analog zum Beweis von Korollar T.ERW.SPO zeigt man, daß 1 2

t-Erweiterung von I1 ist. Nach Definition gilt

512 = SUSOUS1 = {dis‚nat.array‚stack} = 3 1 1 ,

also i s t  I 2  speziell t—Anreicherung von I 1 . [ ]

Es bleibt z u  zeigen, daß IMPL R-korrekt ist. Die Hauptarbeit

wird dabei darin bestehen, die Relationen °BuE0,s und "BI2‚s

zu charakterisieren. Zunächst machen wir jedoch die Beobachtung,

daß die i— und t—Kongruenzrelation von SPD übereinstimmen.

Lemma KAT.SPO

Beh . :  SPO i s t  kategorisch, d.h. (Vse{dis,nat‚stack})

(V t1 ' t zeT2uzo ,sH t1  EEUEO,S t z  (:> "“ “Eq‚s t z "
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B e w . :

"=>"  Gilt nach Lemma 9 .

"<="  Durch Fallunterscheidung über die Sorten seSUSO.

a) s=dis.

Für dis gilt die Behauptung nach Definition von «äq.

Siehe auch die note nach Lemma 2.2.4. in [HR 79].

b) s=nat.

Der Beweis zu diesem Unterfall verläuft völlig analog zu

Punkt b . 2 )  im Beweis von Lemma T K . I 1 .

c )  s=stack.

Seien t 1 ' t 2 e T Z U Z O ‚ S  mit t1 NEUE0‚S t2.

Seien n,m‚j1‚...‚jn‚k1‚...‚kmew0 die nach Lemma S.SPO und

N . S P O  existierenden Zahlen, für die g i l t

t1 PU(...PU(Ns,sj‘(G))‚....Sjn(ß))==t%E E U E 0 ‚ s

t2 pU(...PU(Ns,sk1(¢)),...,skm(¢))=:t5.E E U E o , s

Wir zeigen indirekt, daß m=n und. (Vie{1‚...‚n})(ji=ki)

gilt. Dazu benötigen wir die Hilfsbehauptung

z'c __192 (Vnewo)(Vr1,...,rneTZUZO'n)CVmew0)(m$n —>

Poptéäropuxu.JauNsan)‚„„rn))„J %amn‚sIKH'JÄNNSJ“)'“”rhq£ ),

m-

die man leicht durch Induktion über n und m zeigen kann,

was wir aber hier aus Platzgründen unterlassen.

Angenommen, e s  i s t  n¢m bzw. o.B.d.A. m<n. Dann gilt

EQS(POP(...P0P(t1)...)‚POP(...POP(t2)...)) EEUEO d
W &...—„H _ I

m-mal m—mal

EQS(POP(...POP(t%)...)‚POP(...POP(t£)...)) 5E
„___„‚___‚ „__„„_„__J UEO‚d

m—mal m—mal

EQS(PU(...PU(NS‚SJ1(fl))‚...‚Sjn'm(fl))‚NS) E E U E 0 , d  ff

nach SE von E E U E O ’  ="192 und nach Gleichung E0.3‚ die wir

anwenden können, da n-m>0 und somit



- 163 -

PU(...PU(NS,SJ1(¢)),...,SJn‘m(9)) ;ns

gilt. Andererseits g ilt

EQS(POP(...Pog(t2)...)‚?OP(ii.PQg(tz)...)) EEUEO d
'"ßlfial mémal

EQS(P0P(...P0P(ta)...),P0P(...P0P(t5)...)) EEUEO d, \ T— ___J f

m—mal m—mal
EQS(NS‚NS) E E U E O ‚ d  tt

nach SE von *192 und Gleichung E0.1 .f E u E O '

Wir haben also einen Kontext

ct:=EQS(POP(...POE(xg)...)‚29P(..£203(t2)...))eUv0(s‚dis)
0'":t “ m i m “  t.: (_.u

gefunden, sodaß wegen der Konsistenz von SPO gilt

1ct[t1/xg] *Eq ,d  ct[t2/xs].

Dies i s t  ein Widerspruch zur Voraussetzung t1 "EUEO s tz;
!

a l s o  muß n=m s e i n .

Angenommen, e s  gibt e i n  ie{1,...‚n}, sodaß kiäji. Dann gilt

EENCKENPOPL„.POPHH)..J)‚TUPGCP(„„PORU30-.J)) %afim‚d
(n—i)-mal (n-iS-mal

Em('IOP(P0P(. . .Pop(t:) . . .)) ‚'IOP(POP(. . .POP(t£) . . . ) ) )  EEq d_ v 4-1 ‚___—«___; l
(n,i)_fiau_ (n—i)-uafl.

acropcpm. . .pumasj1 (an ) ‚....sf'iwm ,
10P(PU(...pu(Ns.sJ“(¢))....,ski(a)))) Emma

Eomsf'i (a) ,sJ‘imn Emma ff
nach SE von *192 ,  Gleichung E0.7  und Punkt 2 )  vonE E u E O ’

Korollar K.NAT.SPO. Außerdem gilt

E O N H K H N P O P L „ . P Q E H n ) . . J ) ‚ T O P Q I E W . . J X E fl t 1 ) „ „ ) ) ) i ä w E o c 1 t t

(n—iS-mal (n—Ü—mal

nach Reflexivität von E E U E O , n  und nach Korollar 10.

Damit haben wir einen Kontext

ct:=Efl\I('IOP(POP(...POP(t1) .. .) ) ‚TOP(POP(. ..POP(x§) ...)))€. CZUXO (s,dis)
( n - U - m a l  . (mil—mal

gefunden, sodaß wegen der Konsistenz von SPO gilt

1 1ct[t1/xs] *Eq,d ct[t2/xs].

Dies i s t  e in Widerspruch zur Voraussetzung t1 «I tz.
E u E 0 ‚ s

Also muß gelten (Viefl1,...,n})(ki=ji).
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Damit gilt dann

t1 put...PU(Ns,sj‘(¢)),....sj“(¢))E E U E O , s

ig PU(...PU(Ns,sk‘(¢)),...,Skm(¢))

HI

EUEO'S  t z ,  (1 .9 .6 . . .

Aus a ) ,  b )  und c )  folgt, daß SPO kategorisch ist. []

Als nächstes zeigen wir, daß jeder kanonische stack-Term in 12

i—kongruent z u  einem pointer/array—Paer aus känonischen array-

und nat—Termen i s t .

Lemma N F . I Z

B e h . :  (Vn r j 1 r -o - r j new0)

j J' =(PUSH(...PUSH(NEWST‚S 1 < a > ) ‚ . . „ s  n ( G ) )  *E12‚s

ST(AS(...As(NA‚s<a)‚sj1(a))‚...‚sn(a)‚s3“(a))‚sntfl)> )
B e w . :

Der Beweis erfolgt durch Induktion über nemo.

i )  Induktionsanfang.

Sei newo, n=0 .  Dann gilt

PU(...PU(Ns,sj‘(¢)),...,Sjn(¢)) ig NS und

S T ( A S ( . . A S ( N A , S ( 9 ) ‚ S j 1 ( G ) ) ‚ . . ‚ S n ( fl ) ‚ 8 j n ( 9 ) ) ‚ S n ( 9 ) )  £g_ST(NA‚9)-

Nach Gleichung E20.7 gilt NS = ST(NA,¢).
" E I 2 , s

ii) Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes newo .

iii) Induktionsschluß.

Seien j1‚...‚jn‚jn+1ew0. Dann g ilt

PU(PU(...PU(Ns‚sj?(a))‚...,sjn(fi))‚sjn*1(fl)) 5%m2‚s

PUtSTcAst...As(NA‚S(9)‚sj*(a))‚...‚sn(a)‚sjn<a>)‚sn(a))‚sjn+‘(a)) 5312.3

STcastAS(...As<NA‚s(a)‚sj1(a))‚..‚sn<a)‚sjn<a>)‚sn+1(a)‚sjn+1(a>>‚sn+1(a>)
nach Induktionsannahme ii), SE von E E I Z  und Gleichung EZO.8.

Damit ist die Induktion geschlossen. []
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Die Charakterisierung des stack—Anteils der t—Kongruenz von I1

in Lemma K.STACK.I1 gilt entsprechend für 1 2 .

Lemma K.STACK.IZ

Beh;: ‘ V q 1 ' q 2 C s z , a " V r 1 ' r 2 9 T z l z ‚ n ’

(ST (q1  r r 1 )  ~ E I Z , S  S T ( q 2 1 r 2 )  <=>

( 1) r1 EE12,n r2 A .
2) ((3j9w0)(r1 EEIZ,n s3(¢) A j>0) => ((Vie{1‚...‚j})

i i . i( 2.a) IN(q1:S (G)) 5 E 1 2 ‚ d  IN (qz ‚S  ($))  A
i i2—b)  A C ( Q 1 : S  (H ) )  3 E 1 2 , n  A C ( q 2 . S  ( $ ) )  ) ) ) ) )

B e w . :

Seien q 1 ' q z e T Z I Z , a  und r 1 ' r 2 e T Z I Z ‚ n '  Nach Lemma A.IZ und N.IZ

gibt es qä‚q3eTZI2 a und j1,jzew0‚ sodaß für i=1‚2 gilt

= ! = j i
qi -Elz,a q i  und ri “E12,n 5 (¢ ) '

Daraus folgt nach SE von E E I Z  für i=1,2

#: = j i193 ST(q i ‚ r i )  'EIZ,S ST(q;,s ( a ) ) .
. . ]wobei ST(qi‚S i (fl ) ) eTZ I1 'S .

Nach Lemma 9 folgt aus *193 für i=1‚2
2': N I j i194 ST(q i ‚ r i )  E12‚s ST(qi‚S ( $ ) ) .

Wegen der Transitivität von ~EIZ gilt mit *194 auch

*195  ST(q1 , r1 )  ~ ST(q;,r2) <=>_ EI2‚s

ST(q}‚SJ1(9)) “312,5 St5,sjz(¢)).

Aufgrund der t—Konsistenz von 12 auf I1 und nach Lemma 10 gilt

*196 Scä‚sj‘(a)) "312,3 ST(qa‚sj2(a)) <=>
ST(q(‚sj‘(a)) “311,5 ST(q5.sj2(¢)).

Lemma K.STACK.I1 liefert

*197 sw<qä‚sj1(a)) “3:1‚3 Sta‚sj=(a)) <=>
*198 (( 3) Sj1(¢) E E I 1 ‚ n  Sj2 (¢ )  A

4) ((Bjem0)(Sj1(¢) EEI1,n sj<¢) A j>0) =>
(Vie{1.....j})(IN(q%,Si(¢)) 5311,61 It5.si(m)

AC(q:,sl(¢)) EEI1,n AC(Q£.Si(¢)) ))).
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An dieser Stelle benötigen wir die

Hilfsbehauptung: 1 2  ist kategorisch bzgl. nat, d.h. es  gilt

tz (==> t1 "’ tz) .( v t 1  I t z e T  EIZJIZIZ,n) “21 EEIZm

Der Beweis verläuft analog zum Beweis der Kategorizität von

SP1 n l .  nat unter b.1) und b.2) des Beweises von Lemma

TK.I1.

Damit haben wir für se{dis‚nat} und t1,tzeTF12 s folgende
-.! I

Situation

1
t‘ EEI1,S tz <=> t1 ~'EI1,s t2

2
{> „ fi.

t1 EEIZ,S tz <=> t‘ “h12,s t “  '
Es gilt

1 weil I1 kategorisch bzgl. gas und Egg ist, wobei letz-

teres unter b )  des Beweises Von Lemma TK.I2 gezeigt

wurde,

2 nach Lemma 7,

3 nach Lemma 10 und

“ nach unserer Hilfsbehauptung und weil 1 2  per definiti-

onem kategorisch bzgl. gig ist.

Also gilt

(V39 {ii-31232” (Vt1 'tzeTZIZ,s) (t1 EEEI1 ‚s t2 (=> 111 EEIZ,S ta)

und damit auch

*199 (*198 <=>

( 3') sj1(¢) EEI2‚n sj2<¢) A.
4') ((3j6w0)(Sj1(¢) 5E12,n sj(d) A j>o) =>

(Vie%1‚-„„j})flN(q;‚Si(d)) EEIZ d IN<q5,si(d)) A
AC(q:,si(d)) 5E12‚n Ac<q;‚si<d)))))).

In 3') und 4') können wir für i=1‚2 qi und Sji(ß) durch die

E E I Z — ä q u i v a l e n t e n  qi und ri ersetzen. Die Gültigkeit der
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Behauptung folgt dann aus *195, *196, *197 und *199 und

dem gerade Gesagten. []

Das nächste Lemma b e s a g t ,  daß i n  I 2  zwei s t a c k s ,  deren pointer

an die gleiche Stelle zeigen und deren Inhalt "unter" dem poin-

ter gleich ist, als verhaltensgleich angesehen werden, unab-

hängig von ihrem Inhalt "über" dem pointer.

Lemma S T . I Z

'Beh . :  ( V k , n , j 1 ‚ . . . ‚ j n € w o ) ( k 5 h  =>

ST(AS(...AS(NA‚S(9)‚Sj‘(G))‚...‚Sn(fl)‚sjn(fl))‚Sk(fl)) "E12,s

ST(AS(...As(NA,s<¢),sj1(¢)),....sk(¢>.sjk(¢)),sk(¢)) )
B e w . :

Durch Fallunterscheidung über kemo.

Seien k ‚ n ‚ j 1 ‚ . . . ‚ j n e w 0 .  Wir kürzen a b :

a n : = A S ( . . . A S ( N A , S ( g ) , s j 1 ( ¢ ) ) , . , . , s n ( ¢ ) , s j n ( g ) )  und

ak==AS(...As(NA‚s<a>‚sj‘(a))‚...‚sk(a).sjk(a)).

a )  k = n .

Es i s t  ST(an,Sk(¢)) ig ST(ak,Sk(¢)) und die Behauptung

g i l t  hier nach Reflex1V1tat von ~E IZ ,s '

b )  k = 0 ‚  k<n.

Es g i l t  S k ( 9 ) i ä  9 und nach Lemma K.NAT.12 und Korollar

. . k = j -13 gllt a jeos  (91) "312,11 s (9!) A 3 > 0 ) .

Daher i s t  Punkt 2 )  von Lemma K.STACK.12 nicht anwendbar

aber nach Punkt 1) desselben gilt ST(an,¢) “EIZ s ST(ak,¢).
I

c )  0<k<n.

Man kann leicht durch Induktion zeigen, daß

1 _ _ i
(V ie {1 l " ° l k } )  ( I N ( a a  (a ) )  = E I Z ‚ d  t t  :E IZId  IN (ak ls  (a ) )

i _ j- _ iAC(an.s (om =E12,n s W!) ‚_EIZ'nAuaws (a)) )
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gilt, jedoch unterlassen wir den Beweis aus Platzgründen.

Damit sind die Bedingungen von Lemma K.STACK.IZ erfüllt

und e s  gilt ST(an ,Sk (¢3 )  ~EIZ,S ST(ak,Sk(9)). []

Wir zeigen jetzt, daß zwei kanonische ZuXD-stack-Terme genau

dann unter EQS gleich sind, wenn sie identisch sind, und zwar

sowohl in SPo a l s  auch in 1 2 .

Lemma K . S . S P O

Beh . :  (Vm„,m2,j},...,jä1,j?‚...,jäze@0)

( 1 )  ( (m1=m2 A 0 V i € { 1 I - - - r m 1 } ) ( j i = j i ) )  =>

ms<1>uc...pums‚sji(m)‚...,sjfiu(am,
jz \ jz = .PU(...PU(NS,S 1 (¢ ) ) , . . . ,S  mam”)  ”EUEO,d  tt) A

2) (((m1=m2 A (Sie{1,...‚m1})(ji#ji)) @ m1$mz) =>
.1 .1

EDS(PU(...PU(NS.SJ‘(¢)).--.~.Sjm1(¢)).
j2 j2 =PU(...PU(NS‚S 1 (9 ) ) ‚ „ - ‚Sm2(9 ) ) )  "EuEO,d f f )  )

B e w . :

ad 1) Durch Induktion über m1ewo.

1.i) Induktionsanfang.

Sei m1=0 und mzewo mit m1=m2.

Dann i s t  {1 , . . : ,m1}=¢  und für i=1,2

PU(...PU(NS,Sj%(fl))‚...,Sjäi(fl)) ig NS.

Nach Gleichung E0 .1  gilt EQS(NS,NS) EEUEO d tt.
!

1 . i i )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes m1€wo

und für alle mzewo .

1.iii) Induktionsschluß.

Seien m j1 j1 '1 j2 j2 ew und es gelte2 1  1 l ' ° ° l  m1l jm1+1 l  1r -o - r  ma 0

m1+1=m2 und (V ie {1 , . . . ,m1+1} ) ( j i = j§ ) .
-i -i

Für 1:1,2 sei sti:=PU(...PU(NS,SJ1(fl)),...,SJmi(G)).



“ 169 —

- 1

Es gilt. s t 2  }g 'NS  und PU(s t1 ,SJm1+1(¢ ) )  ;g'NS.
. 1  . 2

Nach Lemma K.NAT.SPO gilt EQN(S]m1+1(9)‚SJm2(Q)) s tt,
E q , d

d .h .  wir können Gleichung EO.4 anWenden und erhalten
-1J + =

31 i j m  -1 =EQS(st1‚PU(...PU(NS‚S (ß))‚...‚S 2 (¢ ) ) )  'EUEO,d  tt,

wobei die letzte i—Kongruenz wegen m1=m2-1 und

(V ie {1 , . . . ,m1} ) ( j ;= j i )  nach Induktionsannahme 1.ii) gilt.

Damit i s t  die Induktion unter ad 1) geschlossen.

ad 2 )  Durch Induktion über m1ew0.

2.i) Induktionsanfang.

Sei m1=0 und m2‚j?‚...‚jä2ewo mit m2>0.

Es sei sti.=PU(...PU(NS,Sj%(¢)),...,Sj$i(¢)) für i=1‚2.

Dann ist st1 ig NS und st2 ;E'NS. Nach Gleichung E0.2

gilt daher EQS(st1‚st2) E E U E 0 ‚ d  ff.

Für m1=m2=0 ist die Prämisse von 2) falsch, denn es gilt

Gaie{1,...,m1})(j£$ji), und die Implikation ist daher

richtig.

2 . i i )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gilt für ein beliebiges, aber festes m1ew0

und für alle mzewo .

2 . i i i )  Induktionsschluß.

Seien m2‚j}‚...‚j$1‚j$1+1‚j%,...‚jäzew0. Es gilt
-1

PU(st1‚SJm +1(13)) ig’NS. Wir unterscheiden zwei Fälle.

2.iii.a) m1+1=m2 A(Bie{1‚...‚m2})(ji$jä).

Dann ist auch st2 ;g'NS.

Sei V:={iewolie{1‚...‚m1+1} A ji¢ji}. Es ist V¢¢ .

Sei keV mit (VleV)(1$k), d.h. k ist größtes Element in V.

Dann gilt (Vle{k+1‚...‚m1+1})(jl=ji) und nach Lemma
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K.NAT.SPO g i l t
.1 .2
31 J' =(Vle{k+1‚...‚m1+1})(EQN(S (9)‚s ¥(¢)) "EUEO,d tt).

Wir können daher Gleichung E0 .4  (fiq—k+1)—mal anwenden und

erhalten
.1

EQS(PU(st1‚SJm1+1(a))‚st2) e. _1 _1 E u E O , d

EQS(PU(...PU(NS,SJ1(¢)),...,sJk(¢)),
; j 2  j z

PU(...PU(NS,S 1 ( m ) , . . . ‚ s  k(¢ ) ) )  EEuEO d ff.

wobei die letzte i—Kongruenz nach Gleichung EO.5 gilt, die

wir anwenden können, weil m i t  j £ ¢ j fi  nach Lemma K . N A T . S P O

j‘ j2 = .auch EQN(S k ( ¢ ) , s  k ( 9 1 ) )  'EUEO‚d ff gilt.

2.iii.b) m1+1¢m2.

2.iii.b.1) m2=0‚ d.h. st2 ig N S .

Dann gilt nach Gleichung E0.3
' 1

EQS(PU(st1,SJm1+1(¢)),NS) ff.E E U E 0 , d

2.iii.b.2.1) m2>0 und j; +1= jä  .
1 2

Es ist st2 }g_NS. Nach Lemma K.NAT.SPO gilt
. 1  . 2
3 m  + 1  3 m  = . ..EQN(S 1 (fl)‚S 2(¢H “EuE0,d tt, d.h. w1r konnen

Gleichung E0.4 anwenden und erhalten
. 1  .
3 m  +1 =E Q S ( P U ( s t 1 ‚ S  1 (¢ ) ) ; s t 2 )  2 "EUEO‚d

j 1  . j m  " " 1  =EQS(st1,PU(..PU(NS,S (¢)),..,s 2 (¢ ) ) )  "EUEO‚d ff,

wobei die letzte i-Kongruenz wegen m1äm2-1 nach Indukti-

onsannahme 2.ii) gilt.

2.iii.b.2.2) m2>0 und j$1+1äjä2.

Es ist st2 ig NS. Nach Lemma K.NAT.SPO gilt
.1 . 2

EQN(SJm1+1(¢),SJm2(¢)) f f .E E q , d

d .h .  wir können Gleichung EO.5 anwenden und erhalten
- 1

EQN(PU(st1,SJM1+1(¢)),st2) ff.£'Eq,d

Damit i s t  die Induktion unter ad 2 )  geschlossen. []
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Eggéi’ ovm1,m2,jl,...,j$1,j?,...,j;2ewo)
( 1) ((m1=m2 A cvie{1,...,m1})(j;=j§)) =>

EQS(PU(...PU(NS,Sj1(9)),..;,sj&1(¢)),

PU(...PU(NS‚Sj%(9))‚...‚Sjä2(9))) E E I 2 , d  tt) A

2) (((m1=m2 A (Sie{1,...‚m1})(ji#jä)) @ m1$m2) =>

EQS<pU(.„pu(NS‚sf'3mn‚..;‚sjflnwn,
PU(...PU(NS‚Sj3(ß)),...,SjäzWH) E m m a  ff) I)

B e w . :

ad 1)

. 2.1 j2 J' 1 " '  "

1 m 2
m emo. Wir kürzen ab:. . 1 .

Seien m1‚m2‚j1‚...,j

. j i  j i .st1:=PU(...PU(NS‚S 1 ( ¢ ) ) , . . . , s  m1(¢) )  und

ai:=AS(...AS(NÄ‚S(fi)‚Sj%(fl))‚...‚Smi(fl)‚Sjäi(fl)) für i=1‚2.

Es gelte;m1=m2 und (Vie{1‚...‚m1})(ji=ji).

Also gilt st1 ii st2, a1'ig a2 und sm‘(¢) ig sm’(a).
Nach Lemma NF.I2 und SE von EEIZ  gilt

EQS(st1,st2) äEI2‚d EQS(ST(a1,sm‘(¢)),ST(a2,sm2(¢)))

“ig EQS(ST(a1,sm‘(9)),ST(a1,sm‘(¢))).
Der letztgenannte Term i s t  bereits aus T Z I 1 ‚ d  und nach

Punkt 1) von Lemma EQ.STACK.I1 und nach Lemma 7 gilt

“ EQS(ST(a1‚Sm1(G))‚ST(a1‚Sm1(9))) 5E12,d tt.
Aus der Transitivität von E E I 2 , d  folgt dann

EQS(st1‚st2) tt, q.e.d..ä E I 2 ‚ d

Für den zweiten Teil des Beweises verwenden w i r  außer den

obigen Abkürzungen auch noch

' - m1+1 j m  +1 — -a1 :—AS(a1‚S (9)‚5 1 (9)) .mlt j$1+1€m0 und
'2 m -1 '2

6 2 ' = = A S ( - - — A S ( N A ‚ S ( 9 ) ‚ S j 1 ( fl ) ) ‚ . . - ‚ S  2 ( 9 ) ‚S jm2 '1 (fl ) ) .

ad 2 )  Durch Induktion über m1em0.

2.1) Induktionsanfang.

. . . . 2
Se1 m1=0 und seien m2,j?,...,jmzewo.
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Für m1=m2=0 i s t  die Prämisse von 2 )  falsch, denn e s  gilt

Giie{1,...,m1})(ji#j§); damit ist die ganze Implikation

richtig.

Sei m‚>o‚ d.h. es ist Sm1(fl)£ä & und sm2(¢) 35'9.
Mit den Abkürzungen von ad 1) i s t

st1 ig_NS und st2 && NS.

Nach Lemma NF.I2 gilt

NS ST(NA,¢) und st2 ST(a2,Sm2(¢)),E E 1 2 , s  
„ 5 E 1 2 , s

woraus nach SE von EEIZ folgt

EQS(NS,st2) EQS(ST(NA‚a)‚ST(a2‚sm2(ß))) EEIZ d ff;E E 1 2 , d

dabei gilt die letzte i—Kongruenz nach Gleichung EOD.2.

2 .11 )  Induktionsannahme.

Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes m1ewo

und für alle mzewo .

2 .111 )  Induktionsschluß.

Seien m2‚j1,.;.‚j$1‚jä1+1,j%,...‚jäzewo. Es gilt

PU(st1,Sjm1+1(fl)) ;ns.

Nach Lemma NF.IZ gilt
- 1

PU(s t1 ,SJm1+1(¢ ) )  ST(a1 ' ,Sm1+1(¢ ) )  undE E I 2 ‚ s .

= m2 2s t 2  „EIZIS  S T ( 3 2 ! S  (g ) ) !

woraus nach SE von fEIZ folgt

* jm +1 =204 EQS(PU(st1‚S 1 _(ß))‚st2) ‘E IZ ,d

EQS(ST(a1',sm‘+1(¢)).ST(a2.sm2(¢))).
Wir unterscheiden zwei F ä l l e .

2.1ii.a) m1+1=m2 A (Bié{1‚...‚m1+1})(ji#jä).

“”Hargga und smzm) ;ga.
Sei V:={iewolie{1‚...,m1+1} A j£$ji . V i s t  nicht leer.

Dann g ilt S

Sei keV mit (VleV)(lsk)‚ d.h. k i s t  größtes Element in V.

Dann gilt (Vle{k+1‚...‚m1+1})(jizji). Man kann leicht durch
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Induktion zeigen, daß gilt

0Vle{k+1,...,m1+1})
(IN(a1',sl(¢)) EQV IN(a2,Sl(¢)) EEIZ,d tt A
EQN<AC<a1',sl(¢)),AC(a2,sl(¢))) 3E12‚d tt).

Der Ubersichtlichkeit halber unterlassen wir den Beweis; es

ist jedoch klar, daß die arrays a1' und a2 auf den letzten

m1—k+l Stellen dieselben Einträge haben.

Durch (m1—k+1)—malige Anwendung von Gleichung EOD.4 erhal—

ten wir _

*zos EQS<ST<a1',sm1+‘<¢)),ST(a2.sm2<¢))) sE12,d
EQS(ST(a1',Sk(¢)),ST(a2.Sk(¢))).

Ebenfalls leicht einzusehen ist, daß

. k _ = kIN(a1 ‚s ( a ) )  : E I Z  d t t 1 ‘ E I Z , d  IN(a2,s (E)),

' k = j kA C ( a 1  ‚5 ($ ) )  “E12‚n S 2(fl) und

k = jk
AC(a2,S ( $ ) )  ‘EI2,n S (5) gilt.

Nach Lemma EQV.I1 und Lemma 7 gilt

. k k =IN(a1 ‚s (a ) )  EQV IN(a2,S ( a ) )  “E12,d tt und

nach SE von EEIZ  und Lemma K.NAT.I2 gilt

k k _
EQN(AC(a1'‚S (¢)),AC(a2.S (¢ ) ) )  : E I Z , d  ff.

Damit sind die Bedingungen von Gleichung EOD.5 erfüllt und

es gilt

f: l k k =
206 EQS(ST(a1 ‚S (fl)),ST(a2‚S (¢ ) ) )  ’E12,d ff.

Der Rest ist Transitivität von E E I Z  d mit *204 bis *206 .
'

2.iii.b) m1+1¢m3.

2.iii.b.1) m2=0, d.h. ST(a2,Sm2(¢)) ;§_ST(NA,¢).

Dann gilt nach Gleichung EOD.3

* , m1+1 _
207 EQS(ST(a1 ‚S (¢ ) ) ,ST(NA.¢ ) )  = E I 2 , d  ff.

2.iii.b.2.1) mz>0 und j ä1+1= jä2 .

Es ist ST(a2‚sm2(a)) gg ST(NA,¢). Es gilt

“1+1 tt und IN(a2‚sm=(a)) = ttIN(a1',S _
E12,d

(g ) )  E E I 2 , d
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und damit auch nach SE von E E I Z  und Gleichung E.5

, m1+1 m2 :IN(a1 ‚s ( g ) )  EQV IN(a2‚s ($)) “E12‚d tt.

Ebenso gilt
2

' 1+1 = ]“! +1 '.- 2 = jmzAmm‚? (m>T„msm«(m„meL?(m>Tnms (m
und nach SE von EEIZ

' m1+1  m g  :EQN(AC(a1 ‚s (¢)>.AC(a2.s («>>> “E12‚d
im +1 jä =

E Q N ( S  1 (¢ ) IS  2(¢ ) )  — E 1 2 ’ d  t t !

wobei die letzte i—Kongruenz nactemma KLNAT.IZ gilt.

Die Bedingungen von Gleichung EOD.4  sind erfüllt. Es gilt
1*208 EQS(ST(a1',sm1+1(¢)).ST(a2.Sm2(¢))) E E I Z  d

EQS(ST(a1',Sm‘(¢)).ST(a2,Sm’—1(¢))) 2 3 1 2  d
m 1  . m 3 — 1  ?.EQS(ST(a1,S (¢ ) ) .ST(a2  ‚S (¢ ) ) )  =E12,d

u

EQS(st1,PU(...PU(NS‚Sj%(fl)),...,Sjäz'1(a))) 5 E 1 2 ‚ d  ff,

wobei benutzt wurde

1 Gleichung EOD.4,

2 Lemma ST.I2 liefert ST(a1',sm‘(¢)) “E12,s ST(a1,sm‘(¢))

und ST(a2‚sm2'1(a>> ~ ST(a2',sm"1(¢))E 1 2 , s

und dann kann man die SE von “E12 und die Tatsache, daß

E E I Z  dzfltlz d i s t ,  verwenden.
I I

3 =Lemma N F . I 2  und SE von ” E 1 2

" Induktionsannahme 2 . i i ) .

2.iii.b.2.2) m2>0 und j$1+1#jä2.

Es ist ST(a2,sm2(¢)) ;g;ST(NA,¢). wie in 2.iii.b.2.1) gilt

IN (a1 ' ,Sm1+1(¢ ) )  EQV IN(a2,Sm2(¢)) EEIZ d tt und
' 2

I ‘14"1 = 3.111 +1 2 = jAC(a1 ‚sm (m) "EIZ,d s a (a), AC<a2,s“‘ (m) „Elm smztm.
Nach SE von und Lemma K.NAT.IZ giltE E I Z

EQN(AC(a1 ' .Sm‘+1(¢)) .AC(a2.Sm2(¢)) )  a1 2 E I Z , d

j + 1  j m  =

Die Bedingungen von Gleichung EOD.5 sind erfüllt. Es gilt

*209 EQS(ST(a1',Sm1+1(¢)),ST(a2,Sm2(¢))) EEIZ d ff.
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Die Gültigkeit der Behauptung folgt für 2„Lü„b;H, 2J11JL2.”

u n d . 2 L i i i J L 2 . 2 )  aus der Transitivität von E E I Z  d zusammen
!

mit *204 und jeweils *207, *208 bzw. *209.

Damit i s t  die Induktion unter ad 2 )  geschlossen. []

Jetzt haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um den Nachweis der

R—Korrektheit von IMPL z u  führen. Wir zeigen die zur R—Korrekt—

heit äquivalente Aussage (iv) des Theorems 1 .  Vorbereitend dazu

wird i n  den nächsten drei Lemmata für die Sorten n a t ,  stack und

die gezeigt: wenn ein Term t i n  SPO z u  einem kanonischen Term

i— bzw. t—kongruent ist, dann i s t  t in 1 2  z u  demselben kanoni—

schen Term i —  bzw. t-kongruent.

Lemma RK.NAT

_ „ . . = j = = jBeh.. (VteTZUEO'n)_(Vj€w0)(t "EUEO,n S (9) > t 3 “ E I 2 , n  S (G))

B e w . :

Durch Induktion über das Gewicht w(t) der Terme teTZuYO n ‘
- . !

i )  Induktionsanfang.

Sei tcTXUZOIn mit w(t)=1, d.h. t is 9.

Nach Lemma K.NAT.SPO, Korollar 10 und der Konsistenz von

SPO wissen wir, daß e s  kein jewo, j>0, gibt, sodaß

= j . .fi “EUEO,n S (9) gilt. Die Gultigkeit der Behauptung

folgt fur j = 0  aus der Reflex1v1tat von E E U E 0 , n  und E E 1 2 , n '

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gilt fur alle te'I‘ZUEO'n mit w(t)sn.

i i i )  Induktionsschluß.

Sei teT mit w(t)=n+1, d.h. t ig'fl.
Z‘UXO r n

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von t zwei F ä l l e .

i i ' . a  t i s  S t '  . ' t  t ' c T „
l ) __ ( ) nl LUZO‚n’



Es ist w(t')£n und die Gültigkeit der Behauptung folgt für

diesen Unterfall aus der Induktionsannahme HJ und der SE

V0“ “Eq und ~1312'

111.b) t ii TOP(p) mit peTZUZO'S.

Wir zeigen durch Induktion über das Gewicht w(p) der Terme

peTZUZb s mit w(p)$n zunächst die Hilfsbehauptung
'

*210  ( vmr j1 r - - - I jm€w0)

j1 ' 'jm _(p  “Eq , s  PU(...PU(NS,S (¢)),...,s ( a ) )  —>

p “t12‚s PU(...Pu(Ns‚sj‘(af)‚...‚sjm(a)) )

iii.b.i) Induktionsanfang.

Se1 peTZUZOFs mit w(p)=1‚ d.h. p ii NS. .

Aus dem Punkt c )  des Beweises von Lemma KAT.SPO wissen wir,

daß es kein memo, m>0, und keine j1,...,jmewo gibt, sodaß

NS PU(...P0(Ns,sj1(¢)),...,sjm(¢))."Eq‚s
Die Gültigkeit der Behauptung folgt dann mit m=0 aus der

Reflex1V1tat von N E u E O , s  und ~ E I Z , s °

i i i . b . i i )  Induktionsannahme.

Sei k e w  fest mit k < n .

Die Behauptung gelte für alle peTZUZO s mit w(p)$k.
. I

iii.b.iii) Induktionsschluß.

Sei p e T Z U Z O , s  mit w(p)=k+1‚ d.h. p ig’NS.

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von p zwei Fälle.

I . ‚" - .  ' l ,  l ' I I T .xii b 111 a) p ii PU(p r ) mit p CTZUZO‚S  und r e Xuzo,n

Nach Lemma S.SPO, N.SPO und Lemma 9 gibt es m,j1,...,jmewo,

sodaß mit der Abkürzung

Pm==PU(...PU(NS.SJ‘(G))‚..-‚SJm(fl)) gilt

' und w(pm)Sw(p').p 'VEUE0,s Pm

Es i s t  w(p')5k und nach Induktionsannahme iii.b.ii) gilt
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I ... I N

P ~EuE0,s pm “> P E12,s pm,
woraus nach SE von ”EUEO und ”BIZ folgt

2': | | ‚V | = | | ~ I211 PU(p ,r ) EuEO,s PU(pm,r ) € > PU(p , r )  E12‚s PU(pm‚r ).

Nach Lemma N.SPO gibt es ein jm+1emo, sodaß

| : j m + 1  | ' ' jm+1r ‘EuEO,n  S (a) bzw. r S (a ) .~'Eq,n
Es ist w(r')5n und nach Induktionsannahme ii) gilt auch

*212 s+1(a)I = ' j m + 1
r “E12,n bzw. r N ä 1 2 , n  S (0).

- 2’: €:Mlt 212 und SE von NEUEO und “E12 folgt aus 211

. - „ 3 +1 =PU(p ‚r > EUEO,s PU(pm.s m (a)) >
PU(P ' | I " )  ”

jm+1

iii.b.iii.b) p ig POP(p') mit p'eTYUZÖ s .
J I

Nach Lemma S.SPO‚ N.SPO und Lemma 9 gibt es m‚j1‚...‚jmewo‚

sodaß mit der Abkürzung pm wie in iii.b.iii.a) gilt

I IV I

p EUEO,s pm und w(pm)sw(p ) '

Es ist w(p')sk und nach Induktionsannahme iii.b.ii) gilt

I N = ' N
p EUEO,s pm > P EI2‚s pm'

woraus nach SE von NEUEO und “E12 folgt

2': | .... I213 POP(p ) ~EUEO,s POP(pm) —> POP(p ) A ä 1 2 ‚ s  POP(pml.

Wir unterscheiden nach memo.

iii.b.iii.b.1) m=0‚ d.h. pm 35 NS.

Jetzt gilt nach Gleichung E0.8 und Lemma 9

*214 POP(NS) NS~EuE0,s

und nach Gleichung EXD.7, EEO.11 und nach Lemma 9

*215 POP(NS) POP(ST(NA,¢))
~35:12.3

ST(NA}¢)  NS.N N
E12,s EI2‚s

iii.b.iii.b.2) m>0‚ d.h. pm‘ 33 N S .

Nach Gleichung E0.9 und Lemma 9 gil t

*216 POP(pm) PU(...PU(NS‚Sj1(Q)),...‚Sjm'1(ß)).”EUEo,s
Es g i l t  auch
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1"312,5 POP(ST(AS(..AS(NA,S(¢),Sj1(¢)),--,Sm(¢).Sjm(¢)).Sm(¢))

S ST(As<. .As(NA.S(¢) .53" (m) , . . ‚smm ‚sjmwn ‚s‘“'1 (m)
S ST(AS(..As(NA.s<m.sj‘mn,...s‘“’1(a),sjm-1(m).s"“1<ml

*217 POPQ%3

2»

E12,

Zu
I: j1 j 1

312's P U ( -
— — P U ( N S : S  (¢ ) ) r . . . , S  I “ " ( % ) ,

wobei benutzt wurde

1 Lemma NF.12‚ Lemma 9 und SE von “EIZ'

2 Gleichung EZO.10 und Lemma 9 ,

3 Lemma ST.I2 und

“ Lemma N F . I Z  und Lemma 9 .

Für iii.b.iii.b.2.1) und iii.b.iii.b.2.2) folgt die Gültig-

keit der Behauptung aus der Transitivität von ~ und
EUEO,s

~ '  zusammen mit *213 und *214 und *215 bzw. *216 und
E12,s

*217. Damit ist die Induktion unter iii.b) geschlossen.

Nach Lemma S.SPO, N.SPO und Lemma 9 gibt es m,j1‚...‚jmewo,

sodaß mit der Abkürzung pm wie in iii.b.iii.a) gilt

p ' ” E U E O ‚ s  pm und w(pm)$w(p).

Nach *210 gilt dann auch

p ~'EIZ,s pm

und die SE von ~ liefertEUEO und "E12
EUEO,n TOP(pm) => TOP(p)‘~EI2'n TOP(pm).

Da SPO und 12 kategorisch bzgl. nat sind, gilt auch

„ TOP(p)  ~

*218 TOP(p) TOP(pm) => TOP(p) TOP(pm).E E U E 0 , n  E E I Z ‚ n

Wir unterscheiden nach memo.

iii.b.1) m=0, d.h. pm'ig_NS.

Dann gilt nach Gleichung E0.6

*219  TOP(NS) E E U E 0 , n  a

und nach Gleichung EZO.7  und EZO.11

#220  TOP(NS) TOP(ST(NA,¢))E E I Z ‚ n  E E 1 2 , n  “'

iii.b.2) m>o‚ d.h. pm ig NS.
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Dann g i l t  nach Gleichung E0.7

*221  TOP(pm) E E u E O , n  Sjm(¢ )  und e s  gilt

*222 10mm) ';‘E12,n mP(ST<AS(..AS(m‚sw)‚sj“('m)‚..‚s'"(;a)‚sjm(m)‚s’“(m)
AC(AS(. ‚AS (11mm) ‚33.1 (m) , . . ‚smm ,sjmm) ) ‚smwn
sjmm) ,

3
:E12,n

3
:T12n1

wobei benutzt wurde

1 Lemma NF.IZ und SE von EE12‚

2 Gleichung EZO.12 und

3 Gleichung E1 .11 ,  die anwendbar war, da nach Punkt 1) von

Korollar EQ.NAT.IZ EQN(sm(¢),sm(¢)) EEI2,n tt galt.

Für iii.b.1) und iii.b.2) folgt die Gültigkeit der Behaup-

tung aus der Trans1t1v1tat von E E U E 0 , n  und E E I Z , n  zusammen

mit *218 und *219 und *220 bzw. *221 und *222 .

Damit i s t  die Induktion geschlossen. []

Lemma RK.STACK

- B e h . =  ( V t e T Z U Z O I S )  ( l j 1 r ' 0 ' l j m e w o )

(t PU(...PU(Ns,Sj‘(¢)),...,sjm(¢)) =>”tq‚s
t PU(...PU(Ns‚sj‘(a))‚...‚sjm(a)))~'EIz,s

B e w . :

Der Beweis verläuft analog zum Beweis von *210 ,  wobei jedoch

die Beschränkung des Gewichts der z u  betrachtenden Terme ent—

fällt. Daher wird auch, um die *212 entsprechende Aussage zu

zeigen, nicht wie im Beweis von *210 die Induktionsannahme

i i )  verwendet, sondern Lemma R K . N A T .  []

Lemma R K . D I S

Beh.: (VteTZUZO'd)(Vtveitt‚ff})(t E E q , d  tv => t 5 E 1 2 , d  tv)

Bew.:

Durch Induktion über das Gewicht w(t) der Terme teT v .
201.40 I d
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i )  Induktionsanfang.

Sei te'I‘v mit w(t)=1‚ d.h. t is-tt oder t is ff.
L U Z O I d  

_“' ““

In beiden Fällen folgt die Gültigkeit der Behauptung aus der

' ' " = = ' t n z  von S P D .Reflex1v1tat von ” E U E O ‚ d  und “ E 1 2 , d  und der K o n 3 1 s  e

ii) Induktionsannahme.

Sei new beliebig, aber fest.

Die Behauptung gelte für alle t C T V u F O  d mit w(t)$n.
(_.J -.1 '

iii) Induktionsschluß.

Sei t C T Z U Z O ‚ d  mit w(t)=n+1‚ d.h. t #g'tt und t fig ff.

Wir unterscheiden nach dem Aufbau von t .  D i e  Fälle

. . . ' l ' l

iii.b) t ;; t1.AND 1:2 mit t1‚tzeTZUY0 a und
. .: '

iii.c) t ig t1 EQV tz mit t 1 ' t z e T 7 U F 0  d

sind klar nach Vollständigkeit von SPD, Induktionsannahme

ii) und den Gleichungen E.1 b i s  E.6 .  Es bleiben zwei Fälle.

111.d) t && EQN(t1‚t2) mit t1‚tzeTZUZO'n.

Nach Lemma N.SPO gibt e s  j1,j2ew0, sodaß für i=1‚2

= j i
t i  “ E U E O , n  S ( 9 )

gilt, woraus nach Lemma RK.NAT folgt

= j i
ti -E12,n S ( “ "

Wegen der SE von und ä E I Z  gilt damit auchE E U E O

*223--EQN(t1.t2) EQNtsj‘(¢),sj2(¢)) =>ä E u E 0 ‚ d

:: j 1  j 2

Die Gültigkeit der Behauptung für diesen Unterfall folgt

aus der Tran51tiV1tat von E E u E 0 ‚ d  und E E I 2 , d  zusammen mit

*223 und Punkt 1) von Lemma K.NAT.SPO und K.NAT.IZ für

j 1= j2  bzw. Punkt 2) derselben Lemmata für j 1¢ j 2 .

i i i . e )  t ii E Q S ( t 1 ‚ t 2 )  m i t  t 1 ' t z e T Z U Z O ‚ S '

Nach Lemma S.SPO, N.SPO und Lemma 9 gibt e s
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m1,m2,j],...,j;1,jf,...,j;29m0, sodaß mit der Abkürzung
.- -i .

sti:=PU(...PU(NS‚SJ%(Q))‚...‚Sjmi(ß)) für i=1,2 gilt

t s t i .i ~'Eq,s
Nach Lemma RK.STACK gilt daher auch für i=1,2

t s t i .i ~E12,s

M1t der SE von NEUEO und NEIZ  folgt daraus

EQS(t1‚t2) „ EQS(st1‚st2) =>
E u E 0 ‚ d

EQS(t.„t2 EQS(st1‚st2)) “E12‚d

b z w '  wegen EEuE0‚d=”Eq‚d und EE12,d="fi12,d

"“224 mS(t1‚tz) EBJEmd EQS(st1,st2) => EQS( t1 , t3 )  EEI2,d EQS(st1,st2).

Jetzt gibt e s  zwei Méglichkeiten.-

iii.e.1) Es g i l t  st1 N E U E O ‚ s  st2.

Dann gilt nach Lemma RK.STACK auch st1 “312 s st2 und
' l

* =1 .:225 EQS(st1‚st2) “EUEO,d EQS(st1‚st1) “EUEO‚d tt und

€: 2.226 EQS(st1‚st2) "E12‚d EQS(st1,st1) “EI2‚d tt,

wobei benutzt wurde

1 N = =
SE von EUEO und 'EuE0,d ”EUEO,d'

2 Punkt 1 )  von Lemma K.S.SPO,

3 N = =

SE V0“ 312 und “EI2,d “E12,d und
“ Punkt 1 )  von Lemma K.S.I2.

iii.e.2) Es gilt st1 % fi U E O ‚ s  st2.

Dann gilt nach Punkt c) des Beweises von Lemma KAT.SPO und

wegen der Vollständigkeit und Konsistenz von SPO entweder

m1¢m2 oder (m1=m2 A (319(1,...,m1})(j;¢ji)).

Nach Punkt 2 )  von Lemma K.S.SPO gilt

*227 EQS(st1,st2) ffE E U E O ‚ d

und nach Punkt 2) von Lemma K.S.IZ gilt

*228 EQS(st1‚st2) E ff.E12‚d

Die Gültigkeit der Behauptung folgt für iii.e.1) und



- 182 -

1 1 1 . e . 2 )  aus der Tran31t1V1tat von E E U E 0 , d  und E E I 2 , d  zu-

sammen mit *224 und *225 und *226 bzw. *227  und *228.

Damit ist die Induktion geschlossen.[]

Lemma RK

Beh.: (Vse{dis‚nat,stack})(Vt1‚tzeTYUYO s )
—"'"'"""""" .4 ‚J r

( t 1  t z  = >  t 1  t 2 )

~Eq,s ”312,3

Bew. :

Durch Fallunterscheidung über die Sorten 568030 .

a )  s=dis.

Seien t 1 ' t z e T Z U Z O , d  und t1 " E U E O ‚ d  t z  b z w .  t 1  E E U E 0 ‚ d  t z .

Da SPO konsistent und vollständig ist, gilt

(jtve{tt,ff})OVie{1.2})(ti tv).E E U E O , d

Für dieses tv gilt nach Lemma RK.DIS und Wegen der V011-

ständigkeit und Konsistenz von IZ

und damit auch t1 EEIZ  d tz  bzw. t1 ~EIZ d ta.
I I

b )  s=nat.

Seien t 1 ’ t 3 E T Z u Z O , n  m1t t 1  ~ E U E O , n  t z .

Da SPO kategorisch ist, gilt auch

t 1  t z .E E U E 0 , n

Nach Lemma N.SPO gibt es ein jew0‚ das nach Korollar 10

und Lemma K.NAT.SPO eindeutig ist, sodaß

t1 EEuE0,n 53(g).
Dann gilt auch

tz E E U E 0 , n  SJ(¢)
und nach Lemma RK.NAT folgt daraus, daß für i=1,2

t. E Sj (¢ ) .
l EI2‚n

Wegen der Tran31t1v1tat von E E I Z , n  gilt t1 E E I Z , n  tz,

woraus nach Lemma 9 folgt t1 “EIZ n t 2 .
I
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c )  s=stack.

s e l e n g t 1 ' t 2 8 T Z U Z O I S  und e s  gelte t 1  ~ E U E O , S  t z .

Nach Lemma S.SPO, N.SPO und Lemma 9 gibt e s  m,j1‚...‚jmewo‚

die nach Punkt c) aus dem Beweis von Lemma KAT.SPO eindeu-

tig sind, sodaß für i=1,2 gilt

, „ 3'1 jmti EUEO‚s PU(...PU(NS‚S (¢)),...,s (a ) ) .

Nach Lemma RK.STACK g i l t  damit für i = 1 ‚ 2

. „., j 1  j mti EI2,s PU(...PU(NS‚S (¢)),...,s (a))

bzw. nach den Äquivalenzeigenschaften von * B I Z  s
I

t'1 ~ E I Z , S  t z .  Ü

Korollar RK.IMPL

äfiäii IMPL ist R—korrekt.

Die Gültigkeit der Behauptung folgt aus Lemma RK und aus

Theorem 1. Ü

Korollar TLIMPL

Beh.: IMPL ist eine T-Implementierung von SPO mit Hilfe

von SP1 .

B e w . :

Die Gültigkeit der Behauptung folgt aus den Korollaren

T.ERW.I1, T.ANR.IZ und RK.IMPL. []
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4 .  Analyse

4 .1 .  Vergleich der Implementierungskonzepte

Die Vergleichsmöglichkeiten des Konzeptes der T-Implemen—

tierungen mit dem EKP—Konzept der I—Implementierungen sind

begrenzt, da EKP nur Spezifikationen ohne bedingte Axiome

betrachten. Ein Vorteil des ERP—Konzeptes i s t  die klare Tren-

nung von Syntax und Semantik. Demgegenüber i s t  die Bestimmung

der "zusätzlichen Operationen", also der Menge TOD und der da—

zugehörigen Axiomenmenge E O D  bei den T—Implementierungen nicht

mehr rein syntaktisch möglich. Jedoch deutete sich im Beispiel

3.2.4. bereits eine Lösungsmöglichkeit an:

Wenn wir annehmen, daß e s  für praktische Zwecke ausreicht,

als "zusätzliche Operation" ein Gleichheitsprädikat EQ.s

für jede Sorte s z u  spezifizieren, dann können wir folgendes

festlegen:

- Wir betrachten nur noch t—Spezifikationen, die für jede

Sorte s ein Operationssymbol EQ.s:s s + gig_ mit den fol—

genden Eigenschaften besitzen: _

(Vt‚t'eTX’s)(t EE'S t' <=> EQ.s(t,t') E E , d i s  tt).

- Auf der syntaktischen Ebene fordern wir für die (schwache)

T—lmplementierung:

XOD:={EQ.so l soeSO}  und

EOD:=[(L‚R)I(L‚R)eETOA L/2 i s t  EQ.so—wurzelnd A E Q . s e O D } .

Damit sind EOD und EOD syntaktisch klar festgelegt.

Die Einschränkung, nur solche t—Spezifikationen z u  betrachten,

die für jede Sorte ein durch Axiome spezifiziertes Gleichheits—

prädikat besitzen, scheint uns eine natürliche z u  sein. Der

Nachweis dieser Eigenschaften wurde für EQV im Lemma EQV.I1

und für EQN i n  den Korollaren 9 b i s  1 3  geführt, war jedoch

nicht für alle Sorten in allen betrachteten Spezifikationen
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notwendig. Der Beweisaufwand würde also durch eine solche Ein-

schränkung vergrößert.

Durch die Hinzunahme der zusätzlichen ginperationen zur ersten

Implementierungsebene können wir auch nicht mehr allein durch

eine syntaktische Bedingung wie in [EKP 79a] (sh. das Lemma

5 .1 .  unter 3 .1 .4 . )  garantieren, daß die erste Implementierungs-

ebene eine (t-)Erweiterung der implementierenden Spezifikation

ist. Das entsprechende Ergebnis, das i n  Lemma 16 formuliert

ist, ist Schwächer.und betrifft nur die t—Vollständigkeit der

ersten Implementierungsebene.

Es sollte an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen werden,

daß diese Einschränkungen i n  der Verwendung der terminalen A1-

gebrasemantik wurzeln, nicht aber i n  der Wahl des T-Implemen-

tierungskonzeptes.

Im Anhang von [EKP 79a] findet sich ebenfalls ein Implementie-

rungsbeispiel, daß die Implementierung von stacks durch poin-

ter/array-Paare behandelt, wobei jedoch ein error handling

Stattfindet, auf welches in 3.2.4. aus Gründen der Übersicht-

lichkeit der zu führenden Beweise verzichtet wurde. EKP gehen

beim Korrektheitsnachweis ihres Beispiels, der nicht sehr de-

tailliert geführt i st, einen anderen Weg; s i e  benutzen ihre

Kenntnis mathematischer Modelle der beteiligten Datentypen und

zeigen die RI-Korrektheit und die Erweiterungseigenschaft von

IMPL2 auf IMPL1 durch Angabe von X—Homomorphismen zwischen den

Modellen und den jeweiligen i-Semantiken und durch Angabe der

“Abstraktionsfunktion” a:A' * B; dabei ist A'=h(TZSPECO) das

Bild des ZUZO-Homomorphismus h:TXSPECO + A in dem mathemati-

schen Modell A von IMPL2 und B ist das mathematische Modell

von SPECO. a entspricht dem EUYO-Homomorphismus REP aus 3 .1 .4 . .

In [P 79] wurde ein anderer Weg des Korrektheitsnachweises für

die I—Implementierungen von EKP gewählt, und zwar der Korrekt—
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heitsnachweis durch ausschließlichen Gebrauch kanonischer Term-

algebren (CTA's). Dabei geht Padawitz von der Überlegung aus,

daß der Korrektheitsnachweis über mathematische Modelle davon

abhängt, daß der Designer des Datentyps diese Modelle kennt

und somit schwerlich automatisierbar ist. Andererseits ist die

(1-)Semantik einer Spezifikation immer durch eine kanonische

Termalgebra darstellbar. Padawitz weist darauf hin, daß [P 79]

einen experimentellen Charakter hat und keine endgültigen Re-

sultate beinhaltet. Er verifiziert seine Überlegungen exem—

plarisch am Beispiel der bereits aus [EKP 79a] bekannten Im;

plementierung von stacks durch pointer/array-Paare.

Das EKP—Konzept kann mächtiger werden, wenn es auf initial zu

interpretierende Spezifikationen im Sinne von Definition 21,

die bedingte Axiome zuläßt, erweitert wird, was meines Erach-

tens ohne Schwierigkeiten möglich ist.

Die T—Implementierungen sind als Konzept einer Beschreibunge-

sprache für abstrakte Datentypen ebenso geeignet wie die I—Im-

plementierungen von EKP.

4.2. Die terminale Algebrasemantik in der Anwendung

Der Nachweis der T—Implementierungseigenschaften in 3.2.4n2.

war zugleich ein erstes größeres Anwendungsbeispiel für den

Ansatz der terminalen Algebrasemantik. Es hat sich dabei ge-

zeigt, daß die Bestimmung der t—Kongruenzrelation meist schwie—

riger i s t  als die Bestimmung der i-Kongruenz. Man muß sich da-

mit behelfen, daß man die t-Kongruenz mit Hilfe der i-Kongru-

enz charakterisiert, wie etwa in Lemma K.STACK.I1 geschehen.

Diese Charakterisierung entspricht der “Interpretation von

Gleichheitsoperatoren" in [GHM 76a], Abschnitt 4.4..
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Die Haupthilfsmittel in den Beweisen unter 3.2.4.2. waren:

1) verwendung von algebraisch spezifizierten Gleichheitsprä-

dikaten,

2 )  Kenntnis kanonischer Terme und

3) Vollständigkeits— und Konsistenzeägenschaften der beteilig—

ten t-Spezifikationen. .

Das Vorhandensein der Sorte gig und die Notwendigkeit, Voll-

ständigkeitsnachweise zu führen, brachte zwar zusätzliche Be-

weislast, hatte aber auch erhebliche VOrteile, denn die alge-

braisch Spezifizierten Gleichheitsprädikate und die Vollstän—

digkeits- und Konsistenzeigenschaften ermöglichten präzise

Korrektheitsaussagen; so wurde zum Beispiel im Beweis von Lem-

ma KAT.SPO gezeigt, daß zwei gtagkerme t1 und tz genau dann

i —  bzw. t-kongruent sind, wenn s i e  z u  demselben kanonischen

gtggkerm i—kongruent sind. Verschiedene kanonische gtagk-Ter-

me sind also Repräsentanten verschiedener E E U E 0 , s t a c k — K ° n g r u —

enzklassen, und damit i s t  der Bezug zu den kanonischen Term-

‘algebren hergestellt.

4.3. Offene Probleme

Wie bereits in [EKP 79a] gesagt, ist die detaillierte Ausfüh-

rung des Nachweises der Korrektheit der (I—)Imp1ementierungen

für Spezifikationen realistischer Größe kaum von Hand zu  be-

wältigen. Dies gilt mit Sicherheit auch für die T—Implementie-

rungen, denn selbst unser einfaches Beispiel erforderte in die-

ser Hinsicht bereits einen enormen Aufwand. Damit taucht schon

die Frage a u f ,  ob die z u  führenden Beweise maschinell unter-

stützt werden können.

Die Fragen, ob eine t—Spezifikation konsistent, vollständig,
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t—Erweiterung oder t—Anreicherung einer anderen t—Spezifikation

ist, sind jedoch im allgemeinen nicht entscheidbar. Es müssen

also Kriterien gefunden werden, die diese Fragen für viele prak-

tische Fälle beantwortbar machen und die maschinell nachzuwei-

sen sind. Ein Beispiel dafür i s t  der Knuth-Bendix—Algorithmus

[KB 70], mit dem in vielen Fällen die Eigenschaft der eindeuti-

gen Terminierung für z.B. die aus der Axiomenmenge einer Spezi—

fikation gebildete Rewrite-Rule—Menge nachgewiesen werden kann.

Für den Korrektheitsnachweis im termihalen Fall haben sich

grundsätzlich nur vier verschiedene Arten von Beweisen ergeben:

- Konsistenzbeweise,

t-Konsistenzbeweise,

Nachweis der R—Korrektheit und

— t-Vollständigkeitsbeweise

(wobei die ersten drei noch zu einer Gruppe von konsistenzähn—

lichen Beweisen zusammengefaßt werden können).

Erstere können durch eine Erweiterung des KBA unterstützt wer—

den, während für die nächsten beiden noch jegliche Kriterien

fehlen. Die t—Vollständigkeit läßt sich fast immer auf die

i—Vollständigkeit zurückführen.

In [EKB 79b] werden syntaktische Kriterien angegeben, die für

Spezifikationen SP und SP' ohne bedingte Axiome mit SSP=SSP',

ZSPCZSP' und ESPSESP' in vielen Fällen entscheiden können, ob

SP' i-vollständig auf S P  ist. Solche Kriterien werden auch

für Spezifikationen mit bedingten Axiomen gesucht, wobei SSPSSSP'

zugelassen werden sollte.

Von Interesse sind auch weitergehende Untersuchungen über Rom—

position von T-Implementierungen, analog zu den Untersuchungen

in [EKMP 80], und die Erweiterung des T-Implementierungskonzep-

tes auf parametrisierte Spezifikationen.
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5 .  Index der Definitionen und Sätze

D i e s e r  Index s o l l  dem Leser das Nachvollziehen der Beweise e r -

leichtern. Definitionen ( D )  und Theoreme ( T )  sind nach Nummern

und Korollare (K), Lemmata ( L )  und Sätze (S) nach Nummern bzw.

lexikographisch nach ihren mnemonischen Namen geordnet.

Seite

D 1 Signatur 7

D 2 ZwAlgebra 7

D 3 Term, Termalgebra 8

D 4 Unteralgebra . 9

D 5 Einschränkung, A I Z '  (S‚Z)-Anteil 9

D 6 z—Homomorphismus 9

D 7 gof ‘ 10

D 8 Z—Epi—‚ Z*Monomorphismus, idA 10

D 9 Z—Isomorphismus 11

D 1 0  AlgZ 11

D 11 initiales, terminales Objekt - „ 11

D 1 2  Z-Kongruenz, Kon , SE 1 2

D 1 3  Quotientenalgebra 1 3

D 14  EA 1 3

D 15 Z-erzeugt ' 13

D 16 Variablensignatur, Variablentermalgebra 14

D 17  Subterm, echter Subterm t 14

D 18  Variablenmenge, var 15

D 19  G1eichungsterm, G l t Z ‚ s  15

D 20 vgl 15

D 21  Spezifikation, SSPEC, ESPEC, ESPEC 16

D 2 2  ZUZ ' ,  Z -Z ' ,  Kombination 1 7

D 2 3  Belegung, Interpretationsfunktion, Be1(A), 17

Bel(A,t), Be1(A,t,t')
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