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Q.LELNLEmme

Ende der 60er- und Anfang der 70er-Jahre war man im Rahmen des
St ruk tu re l len  Programmierens bes t reb t ,  i n  ProgrammierSprachen und
Programme Abstraktionsmechanismen einzubauen.
Die Abstrakt ion wurde dabei a l s  e i n  Gliederungsmittel aufgefaßt,  um das-
Gemeinsame an e i ne r  Menge von Ob jek ten ,  S i t ua t i onen  oder  Abläufen zu

erfassen.
Dies führ te zum Begr i f f  des Moduls, der ohne Kenntnis seines inneren
Aufbaus i n  eine be l ieb ige Umgebung eingesetzt  werden kann und dessen
Entwurf ohne Kenntnis der Umgebung möglich i s t .  A l l e  notwendigen In fo r -
mationen müssen auf der Schnit tstel le des Moduls verfügbar sein GSGOO 76]).

Damit wurde d i e  Abstrakt ion zu einem H i l f sm i t t e l  des Programmentwurfs.
Man versuchte daher, d i e  Abstrakt ion durch sprachl iche M i t t e l  zu unter -
stützen.
Dies geschah etwa i n  der beg r i f f l i chen  Erfassung und Bezeichnung e iner
zusammengesetzten Operation. Operationen können somit a l s  Ganzes i n  eine
Umgebung eingesetzt  werden, wobei nur i h re  Wirkung bedeutungsvoll i s t .
Die sprachl iche Real is ierung dieser operativen Abstrakt ion geschieht i n
den Prozeduren e iner  operat iven Programmiersprache.

Es l i eg t  nahe, diesen Ansatz zu erwei tern ,  indem d ie  Abstrakt ion von
Operationen m i t  e ine r  abstrakten Erfassung der Objekte, d ie  diese Opera-
t ionen manipul ieren, gekoppelt w i rd .  Dies füh r t  dann zum Beg r i f f  des
abstrakten Datentyps, der durch eine Menge von Objekten und den auf ihnen
de f i n i e r t en  Operationen gegeben i s t .  Dabei w i rd  sowohl von der Realisierung
der Objekte a l s  auch vom Aufbau der Operationen a l s  Algorithmen vö l l i g
abs t rah ie r t .  Von e iner  Operation i s t  nur noch i h re  Wechselwirkung m i t
anderen Operationen in teressant .

Sprachlich w i r k te  s ich  dieser Ansatz aus im Klassenkonzept von SIMULA,
den entsprechenden Konzepten i n  den SIMULA-Nachfolgern (z.B. CLU und
ALPHARD) und im Entwurf neuerer Programmiersprachen wie OBJ oder CSSA.

Dabei en thä l t  d i e  l e t z t e  Sprache schon Konzepte zur Abstrakt ion von Kon
t ro l l s t r uk tu ren .
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Para l le l  zur oben beschriebenen Einführung von Abstraktionsmechanismen
in  Programmiersprachen w i rd  se i t  Anfang der 70er-Jahre d ie  dafür not—
wendige mathematische Theorie en tw icke l t .  Das Z ie l  der Bemühungen i n
dieser Richtung i s t  eine formale, mathematische De f i n i t i on  des Begr i f fs
"abstrakter Datentyp". „
Von den verschiedenen Ansätzen, d i e  zur Lösung dieser Frage entwicke l t
wurden, i s t  e iner  d ie  algebraische Beschreibung eines Datentyps. Die
mathematischen Grundlagen dafür wurden bere i t s  i n  den frühen Siebziger-
jahren von der ADJ-Gruppe be re i t ges te l l t .  Popu la r i s ie r t  wurde d i e  Theorie
der abstrakten Datentypen durch d ie  Disser ta t ion von Guttagz" The Speci-
f i ca t i on  and Appl icat ion to Programming o f  Abstract Data Types" ([GUT 75 ] ) .
Anwendung f i nde t  d ie  Theorie der abstrakten Datentypen beim Entwurf von
Programmiersprachen und Programmen sowie beim Nachweis der Korrekthe i t
eines Programms.

Ein abstrakter  Datentyp w i rd  de f in ie r t .du rch  eine Spez i f i ka t ion ,  d i e  einen
syntaktischen Te i l ,  genannt Signatur ,  en thä l t  und eine Menge E von
Gleichungenzwischenlermen‚ d i e  aufgrund der syntaktischen Angaben ge-
bi ldet  werden können und i n  ihrer  Gesamtheit eine Algebra bilden, die_
Termalgebra genannt w i rd .  Die Semantik eines abstrakten Datentyps i s t  dann
d ie  nach e iner  Kongruenz, d i e  d ie  Gleichungen E en thä l t ,  f ak to r i s i e r t e
Termalgebra. Bei der De f i n i t i on  dieser Kongruenz g i b t  es zwei zueinander
dua le  S i ch twe isen :

Der i n i t i a l e  Ansatz: H ier  werden nur so v i e l e  Terme i den t i f i z i e r t ,  wie
unbedingt notwendig i s t ,  damit d ie  Gleichungen noch

ge l ten .

Der terminale Ansatz: H ier  werden möglichst v i e l e  Terme i den t i f i z i e r t ,
d ie  i n  noch anzugebender Weise i n  i h re r  Wirkung

n i ch t  unterschieden werden können.

Der terminale Ansatz i s t  voral lem geeignet für  d i e  Beschreibung prakt ischer
Verhältnisse, da e i n  Programmierer n i ch t  daran i n te ress ie r t  i s t ,  mehrere
Realisierungen eines Objektes m i t  derselben Wirkung zu haben.
Beide Ansätze, der i n i t i a l e  und der te rmina le ,  werden i n  dualer Vorgehens—
weise kurz i n  Kapi te l  1 vo rges te l l t .
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Gegenstand dieser A rbe i t  i s t  nun das Verhältnis e iner  gegebenen alge—
braischen Spez i f i ka t ion  eines Datentyps zu e iner  programmiersprachlichen
Real is ierung.
Bisher hat  l ed ig l i ch  d i e  In ten t ion  und I n tu i t i on  des Programmierers
darüber entschieden, ob beide "dasselbe bedeuten", ob also e i n  Pro-
grammstück eine "korrekte"  Implementierung des algebraisch spez i f i z ie r ten
Datentyps i s t .  Ein allgemeines, formales Kr i te r ium stand se i ther  n i ch t
zur Verfügung, um diese Frage zu beantworten. I n  der vorliegenden Arbei t
w i rd  der Versuch unternommen, solch e i n  Kr i te r ium zu entwickeln.

Das gewünschte Kor rek the i tskr i te r ium wi rd  he rge le i t e t  anhand von
dre i  Beispielsprachen. Diese s ind CLU und APLPHARD a l s  Ver t re ter  der
"konventionel len" Programmiersprachen (SIMULA-Erben). Es w i rd  s ich  zeigen,
daß beide Sprachen i n  den h i e r  relevanten Konzepten so ähnl ich s ind ,
daß s i e  durch eine gemeinsame f i k t i ve  Mischsprache CLALPHARD beschrieben
werden. Als Beispie l  e iner  in te rak t i ven  Programmiersprache fü r  asynchrone
Multiprozessorsysteme d ien t  CSSA.
Für diese Sprachen w i rd  i n  Kapi te l  2 eine kurze Beschreibung, abstrakte
Syntax und abgemagerte denotationale Semantik gegeben.
I n  CLU, ALPHARD und CSSA s ind d i e  Sprachkonzepte zur De f i n i t i on  eines Daten-
typs das C lus te r ,  Form bzw. Sc r i p t .  I n  der Semantik werden daraus Moduln

erzeugt,  d i e  Paare bestehend aus einem Verhalten und einem lokalen Zustand
s ind.  Der l oka le  Zustand kann durch Operationen geändert werden.
Eine Menge von Moduln b i l de t  eine Modulgemeinschaft, i n  der d ie  Moduln durch
Locations i den t i f i z i e r t  werden, was eine Umgebung sein so l l  ( vg l .  Speicher-
belegung).

Das Z ie l  i s t  es nun, der Menge a l l e r  Moduln eine algebraische Struktur  zu
unterlegen, wobei d i e  S t ruk tur  der Termalgebra a l s  Orient ierung d i en t .
Als Schwier igkei t  w i rd  s ich  dabei d i e  notwendige Berücksichtigung der Um-
gebungen erweisen.
Die so erhaltene Algebra, d i e  Modulalgebra, w i rd  i n  3.2 de f i n i e r t .
Die Verbindung zwischen einem Term der Termalgebra und einem Element der
Modulalgebra s te l l t  d i e  Auswertungsfunktion EVAL i n  3.3 her .

Bis hierherinnnhenur d i e  Syntax eines abstrakten Datentyps berücks icht ig t .

Um d ie  Gleichungen zwischen den Termen der Termalgebra i n  der Modulalgebra
widerzuspiegeln, muß zunächst auf  d ieser eine Gle ichhe i ts re la t ion  de f i n i e r t
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werden, d i e  zwei Elemente der Modulalgebra i den t i f i z i e r t ,  wenn s i e  i n
ihrer  Wirkung nicht unterschieden werden können (vg l .  3.4).

Das oben erwähnte Korrekthe i tskr i ter ium besteht dann da r i n ,  daß verhaltens-
gleiche Terme der Termalgebra verhaltensgleiche B i l de r  unter  EVAL i n  der
Modulalgebra haben und daß dazuhin d i e  EVAL-Bilder unterscheidbarer Terme
auch i n  der Modulalgebra unterscheidbar s ind ( vg l .  3.5).

I n  Kapitel  4 wi rd  dieses Kr i te r ium erwe i te r t  auf  typparametr is ier te Daten-

39911.
Zu diesem Zweck w i rd  i n  4 .1  zunächst eine algebraische Theorie en tw icke l t ,
d i e  e i n  duales Vorgehen im i n i t i a l en  und terminalen Fa l l  zu läßt .  Ein para—
met r i s i e r t e r  Datentyp w i rd  dabei aufgefaßt a l s  Transformation zwischen dem
Datentyp, der a l s  ak tue l l e r  Parameter d i en t ,  und dem resul t ierenden ak tue l l
parametr is ierten Datentyp.

I n  4.2 und 4.3 w i rd  d i e  Parametrisierung i n  den Beispielsprachen CLU, CSSA
und ALPHARD untersucht und deren Syntax bzw. Semantik aus Kapi te l  2 soweit
e r f o rde r l i ch  ergänzt. _
Das Korrekthe i tskr i te r ium für den abstrakten parametr is ier ten Datentyp baut
auf dem aus 3.5 insofern au f ,  a l s  d i e  jewei l igen Programmstücke d i e  ak tue l len
Parameterspezifikationen und d i e  zugehörigen Spezi f ikat ionen der resu l t i e ren -
den parametr is ierten Datentypen korrekt  implementieren müssen. Da bei  para-
met r is ie r ten  Datentypen n i ch t  e ine ,  sondern v i e r  Spezi f ikat ionen bzw.
Signaturen be te i l i g t  s i nd ,  f a l l en  d i e  entsprechenden syntaktischen Anforder-
ungen an d ie  Programmkonstrukte umfangreicher aus.

Obwohl d i e  vorliegende Arbe i t  e i n  Problem aus dem Grenzbereich von Theorie
und Praxis behandelt, i s t  s i e  i n  dieser Form nur von akademischem Wert.
Die s ich  unmit te lbar aus den vorliegenden Ergebnissen ergebende Aufgabe i s t
d i e  Konstruktion eines Verfahrens, wie von einem gegebenen Programm konkret
d ie  Er fü l lung des h i e r  entwickelten Korrekthei tskr i ter iums nachgewiesen
werden kann.

"Nur aus der Spannung, aus dem Spiel  zwischen
der Fü l l e  der Tatsachen und den v i e l l e i ch t
dazu passenden mathematischen Formeln können
d ie  entscheidenden For t sch r i t t e  kommen".

Werner Heisenberg i n

"Quantentheorie und Philosophie"



Man

I n  diesem Abschnitt wird die i n  dieser Arbeit verwendete Notation vor-
ges te l l t .  Abkürzende Schreibweisen fü r  bestimmte Sachverhalte werden noch
an späterer S te l l e  e ingeführ t .

0.2.1 Logische Operatoren und Quantoren

Quantoren: v Allquantor ( " fü r  a l l e  . . .  " )
Existenzquantor ("es ex is t ie r t  . . . " )

3 eindeut iger Existenzquantor ("es ex i s t i e r t  genau e in . . . " )]

Logische Operatoren:
A UND
V ODER
- Negation

——> Impl ika t ion
<74> Äquivalenz

I n  logischen Ausdrücken hat  d i e  Klammerung höchste P r i o r i t ä t ;  d ie
logischen Operatoren binden i n  obiger Reihenfolge.

I n  Beweisen wird für die Implikation ("hieraus f o l g t “ )  das Zeichen "==>"
verwendet.
Def in i t ionen werden e ingeführ t  durch d ie  Abkürzung ":gdw" (genau dann wenn).
Das Ende eines Beweises w i rd  angezeigt durch das Zeichen "MMM".

0 .2 .2  Mengen

+ d is junkte  Vereinigung
N0:= {0 ,1 ,2 , . . . }  Menge der nicht—negativen ganzen Zahlen
N = { 1 ,2 ,3 , . . . }  Menge der pos i t i ven ganzen Zahlen

Seien A1, A2, . . . ,An  ,neN, Mengen.

[All bezeichnet die Kardinalität von A1
A lzx . . . xAn  i s t  das kartesische Produkt der Mengen

, dessen Elemente n-Tupel bzw.A , . . . ,A

L is ten  dgr Länge n s ind .
Auf d i e  Menge an der i - t en  S te l l e  eines kartesischen Produktes w i rd  durch
den Projektionsoperator "+“ zugegriffen:
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l
(vneN)(vKn=A1x...xAn)(V1eN) A. f a l l s  Is isn

K l i z=
‚ unde f i n i e r t  sons t

Auf d ie  i - t e  Komponente einer L i s te  w i rd  durch Ind iz ierung zugegr i f fen:

(aN) (v l := (a1 , . . . an )eA1x . . . xAn) (v iEN)
{ a i  f a l l s  I s i sn

l . : =  —
unde f i n i e r t  sons t

]

Zuweilen w i rd  s ta t t  der Schreibweise ( a1 , . . . , an )  e A“ a l s  L i s t e  auch
d ie  Darstel lung a l . . . . an  a l s  Wort (der von A erzeugten Morthalbgruppe
mi t  der Konkatenation a l s  Verknüpfung) verwendet.

l ee res  Wort€

A{0’1}:={e}u A
+ __  n

A "MENA
*A := yNA" = A+U{e} Menge aller Wörter über A

n :0

1_ i s t  e i n  allgemeines Fehlerelement bzw. e i n  Zeichen fü r  " unde f i n i e r t " ,
dessen genaue Bedeutung jewei ls  an Or t  und S te l l e  angegeben w i rd .  I n
Kapitel  2 wi rd  "1? auch für  d i e  leere  L i s t e  verwendet.

0 .2 .3  Re la t i onen  und Funkt ionen

Seien A und B Mengen.
Sei RgAxB eine zweistell ige Relation. Dann wird für ' (a ,b)e R'auch die
Infixschreibweise 'aRb' verwendet.

idA ident ische Funktion auf  e iner  Menge A
Sei f :  A-—e> 8 ,  g :  B ——> C

go f :  A ——> C bezeichnet d i e  Komposition von f und g
dom(f) : =  A der Def in i t ionsbere ich von f
bd ( f )  = B der Bi ldbereich von f

Funktionen f :  A lx . . .xAn ——> A werden i n  Kapi te l  2 auch aufgefaßt a l s
Funktionen feA1-——> [A2 ——> [ . . .  ——> [A„  ‘——> A ] . . . ]  wobei
A ——> B d ie  Menge a l l e r  Funktionen von A nach B i s t .

. .  _.



Abbildungsdiagramme:

f :  A¢——>B f i n j ek t i v

f :  A'ééa-B f pa r t i e l l e  Funkt ion, dh. dom(f)$A.

Seien f :  A ——> B, 9: A-——> C, h: B —->C mit g= hof; dann
kommutiert das Abbildungsdiagramm

Af3/35:



W

I n  diesem Kapitel werden die f ü r  diese Arbeit notwendigen Begriffe aus der
Theorie der abstrakten Datentypen e ingeführ t  sowie d i e  i n i t i a l e  und termi -
nale Semantik von abstrakten Datentypen vo rges te l l t .  Dabei w i rd  von der

Darstellung i n  [HDR 79), lRAU 19] und [ADJ l / J  ausgegangen, wo auch die de-
t a i l l i e r t en  Beweise der z i t ie r ten  Lemmata und Sätze zu finden sind.

l„;L_fiEuuiDLjüiENIUi_LHflElbLLLl£mUiN

E in  abs t rak te r  Datentyp kann au fge faß t  werden a l s  e i ne  Fam i l i e  von Ob jek t -

mengen, deren Elemente durch Operat ionen auf  d iesen  Mengen de f i n i e r t  s i nd .

Die syntaktischen Beziehungen zwischen den Objektmengen und den Operationen
werden i n  e iner  Signatur wiedergegeben.

1 1 .1  Signaturen und z—Algebren

1.1.1.1 Definit ion (Signatur)

Eine Signaixr i s t  e i n  Paar (5 ,2)  m i t
— S i s t  eine Menge von Sorten
- Z:: {EW S:  we Sf seS} i s t  eine Familie von paarweise disjunkten Mengen, .

Für wesf ses heißt fe 2w 5 Operationssymbol der Stelligkeit,
Funktionalität (w,s). ’

Notat ion:
1 . )  Seien (S ,Z ) , (S ' ,Z ' )  Signaturen m i t  893' und (VseS)(VweS*)(Zw,nQ,S).

Dann wird dafür abkürzend gschrieben: zgz'.
2.)  Seien (5,2) und (S ' ‚ z ' )  Signaturen.

Dann i s t  znz'=¢ eine abkürzende Schreibweise fü r
I | * I 1*  I __(vseS,s eS )(vweS ‚w eS ) (Zw ,snzw ;s ' "  D.

3 . )  Sei (5,2)  eine Signatur.
Dann i s t  “ f ez "  eine abkürzende Schreibweise fü r
(35eS)(3wes*)(fe zw 5 ) .



1.1.1.2 Def i n i t i on  (2—Algebra)

Sei (5 ,2 )  eine Signatur.
Eine ZuAdbra A i s t  e i n  Paar (M‚G) mi t

— M={As:se5}die Menge der Trägermengen

- G={fA: fe2w s ’  weSf seS} eine Menge von Funktionen m i t

— (vneN)(vs,sl,...sn e S) (ezs l . . . sn , s ) ( fÄ :As l x " 'XAsn '_>  As)

- (vse5)(vfe2e,s) fA :  ——o As  i s t  e i n  Element aus As.

1.1.1.3 Defini t ion (Termalgebra)

Sei (5 ,2 )  eine Signatur.

1. (vseS)

a )  T2 ,3 ,0  z :  25 ,5

b) (vkeNo)
T2 ‚ s , k+1  : =  {f(t1,...tn): neN; s l , . . . , sne5 ,  f ezs l . . . sn ,s ’

t . e  U T . . i=1...n}1og jgk  Z ,S l ‚ J  .

2 .  (vseS) T2,S :=  n T2‚s ,k  , teTE,S he iß t  Term der Sorte S.

o

*
3. TZ .— ( {T2 ‚ s  . seS} , { s .  fe2w,s,  weS , seS})

he iß t  d i e  durch (5 ,2 )  i nduz ier te  Termalgebra.

1.1.1.4 Defini t ion (Unter-,Teilalgebra)

Seien (5 ,2 ) ,  ( 5 ' , 2 ' )  Signaturen, A eine 2-Algebra und A' eine 2'-Algebra.
A' heißt Unteralgebra von A :gdw '

1. 5 '95
2. (vseS')(A;gAs)
3. (vneN0)(vs‚sl, . . . ,sn e 5)(vfe2;1__ )(vaeAslx...xAsn).sn,s

...sn,s A f .(a)=fA(a))
Spezie l le Unteralgebren e iner  Algebra e rhä l t  man durch d ie  Einschränkung:

( f e2s l

1.1.1.5 Def i n i t i on  / Coro l l a r  (E inschränkung)

Seien (5 ,2 )  eine Signatur und A eine 2-Algebra.

Sei (5',2') eine Signatur mit 5'95 und ( vwes ' * ) ( vses ' ) ( z¢ , sgzw  S ) .

Dann i s t  Al2 '  : =  ({As: se53‚{ fA:  f 33Q ‚5s  we5i* ,  scS ' } )  d ie

Einschränkung von A au f ' (S ' ,Z ' ) .
AI2 '  i s t  eine 2'-Unteralgebra von A.
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Im folgenden werden strukturerhal tende Abbildungen zwischen z-Algebren

eingeführ t .

1 .1 .1 .6  Def i n i t i on  (z-Homomorphismen)

Seien (5 ,2 )  eine Signatur ,  A und B z—Algebren.
a )  H:={hs:As -—9BS, SCS} : A —>-B i s t  Z—HOmomorphismue :gdw

1. (vseS)(vfez€‚s)(hs(fA)=fB)
2. (vneN)(vs,sl,...sneS)(v(a1,...an)eASlx..xAsn)(vfezsl___sn,s)

(hs(fA(a1,... ,an))=fB(hsl(a1),.. . ,hsn(an)))

b) H heißt E—Epimorphismus :gdw H i s t  z-Homomorphismus und
(vseS) hs i s t  su r j ek t i v .

c )  H he iß t  z—Mbnomorphismus :gdw H i s t  z—Homomorphismus und
(vseS) hs i s t  i n j ek t i v .

d) H he ißt  Z-ISomorphismus :gdw H i s t  z—Epi- und Z-Monomorphismus.

' Notat ion:  A = 5,

1.1 .1 .7  Defini t ion / Corollar (Komposition)

Sei (5,2)  eine Signatur ,  A und B X—A1gebren und F:  A-—> B ,  H: B ——>C
z—Homomorphismen.
Dann i s t  HoF:={hsofs: As-——>Cs, seS}: A ——>C e i n  z—Homomorphismus.
Die Komposition i s t  assoz ia t i v .

Beweis: [HDR 79] .

1 .1 :1 .8  Coro l la r

Sei (8 ,2)  eine Signatur ,  A und B z—Algebren, H:A-——?B e in  z-Homomorphismus.
Dann g i l t :  H i s t  z-Isomorphismus <==> (HHEB-—> A)(HdH=idB A HoH=idA).

gggg§y§:[HOR 79].

0f t  i s t  es h i l f r e i ch ,  a l l e  Algebren, d i e  eine bestimmte Eigenschaft haben,
sowie a l l e  Homomorphismen zwischen ihnen zusammenzufassen zu e iner  Gesamt-
he i t .  Hierzu b i e te t  s ich  der Kategor ienbegr i f f  an. Für d i e  folgenden De-
f i n i t i onen  vergleiche [ADJ 75] .

1.1.1.9 Def i n i t i on  (Kategorie)

C:=( |C| ‚ /C/ ,Z,Q,o)  i s t  Kategorie :gdw

1. lC| und /C/  sindkflässén,genannt d i e  Objekte bzw. Mbrphismen von C—
2. 2, Q: /C/ ——>[C| sind Funktionen, genannt Z ie l  bzw.QueZZe.
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3. oz/C/x/C/ ——>/C/ i s t  eine partiel le Funktion, Kbmposition genannt.

Für o ( f , g )  w i rd  auch fog geschrieben.

(vf ‚g,he/C/) g i l t

- fog de f in ie r t  <==> Z(g)=Q(f)

- Falls fog de f in ie r t ,  so g i l t  Q(fog)=Q(g) und Z(fog)= Z ( f ) .

- Fa l l s  fog und goh de f i n i e r t ,  so g i l t

(fog)oh, fo(goh) de f in ie r t  und (fog)oh=fo(goh).

4. (vae|C|)(3idae/C/) so daß

- Q(ida)=Z(ida)=a

- ( v f , ge /C / :  Z(f)=Q(g)=a) ( i dao f= f  A goida=g)

1.1 .1 .10 Lemma

Sei (5 ,2)  eine Signatur, A:={Ai: ieI}eine Familie von z-Algebren und

H:={h:Ai ——>Aj, i ‚ j e I ,  h z-Homomorphismus} d ie  Menge a l l e r  z-Homomorphismen

zwischen Algebren aus A. Sei o d ie  Komposition von z-Homomorphismen en t -

sprechend 1 .1 .1 .7 .  Seien Z,Q: H —9-A, so daß

(vfeH)(Z(f)=A1 <==> (3 je I ) ( f :A j  ~9~Ai))

(eH) (Q( f )=A i  <==> (ajeI)(f:Ai-—> A j ) ) .

Dann i s t  (A,H,Z,Q,o) eine Kategorie.

Beweis:

Bedingung 3 i n  1 .1 .1 .9  f o l g t  unmit te lbar aus den Eigenschaften der H in te r -

einanderausführung o von z-Homomorphismen.

In Bedingung 4 i n  1 .1 .1 .9  setze für  AieA, i e I :  idA1:= I den t i t ä t  auf  A i '

idA i s t  z-Homomorphismus, so daß idA eH. Die Forderungen i n  4 .  ge l ten dann
1 1

t r i v i a l e rwe i se . '
NMN

Der Einfachheit halber wird im folgenden bei der Def ini t ion einer Kategorie

von z-Algebren und z-Homomorphismen nur A angegeben und 2 ,  O, H und o _

wie i n  1 .1 .1 .10  vorausgesetzt.
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Nun können a l l e  z—Algebren zu e iner  Kategorie zusammengefaßt werden.

1.1.1.11 Def i n i t i on  (Algz)

Sei (5 ,2 )  eine Signatur.

Dann i s t  AZgz d ie  Kategorie, deren Objekte d ie  z-Algebren und deren

Morphismen d ie  z—Homomorphismen s ind .

Strukturerhaltende Abbildungen zwischen Kategorien s ind Funktoren: l

1.1.1.12 De f i n i t i on  (Funktor)

Seien A und B Kategorien.

Ein Quadrupel F:=(A‚ |Fl , /F/ ‚B) heißt Funktor :gdw

|F|: IA! ——>|B|, /F/:  /A/ ——>/B/ sind Funktionen, für die g i l t

1 .  Das Diagramm

/A/ “’ >|A|
/F/ l lIFI

/B /  Z,Q >|B| kommutiert.

2 .  ( v f , ge /A / ) ( f og  de f i n i e r t  ==> ( /F / ( f ) o /F / (g )  de f i n i e r t  und
/F/(f)o/F/(9)=/F/(f09))).

3.(vaeIA|) (/F/(ida)=ld|F|(a)).

1.1.1.13 Defini t ion (persistent)

Seien (5 ,2 )  und (S ' ,Z ' )  Signaturen m i t  598' und zgz ' .

Sei A eine Kategorie von z—Algebren und B eine Kategorie von z'-Algebren.

F: A ———»B sei  e i n  Funktor.

F heißt persistent igdw (VaeA) (a=f(a) |z) .

Persistente Funktoren bet ten a lso  i h re  Argumente isomorph i n  deren B i l de r  e i n .

Schließlich Können Funktoren zu einer Kategorie zusammengefaßt werden, deren

Morphismen d ie  natür l ichen Transformationen s ind :
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1 .1 .1 .14  Def i n i t i on  (natUr1iche Transformation)

Se ien  C und D Kategorien und F,G: C-—> D Funktoren.

T: F ——>G i s t  e ine  natürliche Transformation :gdw

r={rc: |F|(c)  ——>|G|(c)‚ ceC} mit

( vc , c ' e  C ) ( v f :  c ——>c' e /C/ )  ( rc .o /F/ ( f )=/G/( f )orc)  d.h.

das Diagramm rc
c lFl(C) —-—--->|G|(C)

f l /F/(f) l l /G/(f)
6 '  IFI(C') T> |G | (C ' )

kommut ier t .

Durch d i e  Zusammenfassung von Aigebren mi t  best immten Eigenschaf ten  zu  e iner

Kategorie können e in ige  d i e se r  Algebren durch ih re  S t e i i ung  in  d i e se r  Kate-

gor i e  ausgeze ichne t  werden.

1.1 .1 ;15  Definit ion ( i n i t i a i e s  und terminaies Objekt)

Sei C e ine  Kategorie m i t  de r  Dbjektmenge 0 und der  Morphismenmenge M.

oeD he iß t  initial :gdw (voe0)(3lfeM)(f:  o -—>c)

o he iß t  tenminal :gdw ( vce0 ) (3] f eM) ( f :  c ——>o)

Der folgende Sa t z  z e i chne t  d i e  Termaigebra T2  aus i n  der  Kategorie der

z -A igebren .

1.1.1.16 Satz / Definit ion (oA)

Sei (5 ,2)  eine Signatur.

Dann i s t  T z  das b i s  auf Isomorphie e indeu t ige  i n i t i a i e  Objek t  i n  A igz .

Dabei wird für AeAlgz der  e indeu t ige  z—Homomorphismus oA: TZ  ——oA best immt

durch: 1 .  (vseS)(vfezg,s)(oA‚S(f  ):=fA)

2 .  ( vneN) (v s1 , . . . sn ‚ seS ) ( v f e z s l  ) ( v ( t1 , . . . ‚ t n ) eT  . . xT
. . . sn , s  2 ,51x  x , sn )

( ¢A ;s ( f  ( t 1"" ’ t " ) ) := fA(°A , s l ( t 1 ) " " ’ °A , sn ( t " ) )  )

Bewe i s :  [ADJ 77 ] .
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1 .1 .1 .17  Def i n i t i on  (z-Kongruenz)

Seien (5,2)  eine Signatur und A eine z-Aigebra.
3={ss:seS} i s t  z-K0ngruenz auf A :gdw

. (VseS) as i s t  Äquwaienzreiation auf  A5
E hat  d i e  Kangruenzeigenschqft, d . h .
(vneN)(vs, s l ,  . . . , sn  e S)(vfezsl_ .
( v  ( a l  M..,an) (b1 , . . . ‚ bn )eAs lx . . . xA
((a1155 b i ,  i =  1. . .n)  ==> (fA(a1,. . . ,an) Es  fA(b1, . . . ,bn)))

1

2.

Auch für  z-Kongruenzen g i l t ,  daß der Durchschnitt  von z-Kongruenzen
wieder eine z-Kongruenz i s t :

1.1.1.18 Lemma

Seien (S,z)eine Signatur ,  A eine z-Aigebra und {=1 : i e I }  eine Menge von

z—Kongruenzen auf  A. _

Dann i s t  2 :=  n E i  :={zs:= n s .  :seS} z-Kongruenz auf  “A.
i e I

Beweis: [HOR 79] .

Von Interesse s ind nun Algebren, d i e  man durch Faktor is ierung e iner  Term-
aigebra nach e iner  Kongruenz e rhä l t .

1.1.1.19 Defini t ion (Quotientenaigebra)

Seien (3 ,2 )  eine Signatur ,  A eine z-Aigebra und sceine z-Kongruenz auf  A.
Dann he iß t  A/E :=  ( {AS/E : seS} , { fA /_  : f ezw ,s ,  weS*, seS} )  d i e  Quotientenalgebna

von A über s .  ' '
Dabei g i l t :  1. (vseS)(As/E :={[a]ES:aeAS})

2. (vneN)(vs,sl,...,sneS)(vfezsl_
(v(a1,..,an)eAslx..xAsn)
( fA / z ( [ a l ] sé l " ’ [ a " ] zsn ) := [ fA (a l " " ’ a " ) ] es )

Da a eine z-Kongruenz auf A i s t ,  sind 1. und 2. unabhängig von der Wahl der
Repräsentanten, d .h .  d i e  Quotientenaigebra i s t  woh ide f i n ie r t .
Da Tz  i n i t i a i  i s t  i n  Aigz, induziert jede z-Algebra über den in i t ia ien
z—Homomorphismus eine z-Kongruenz auf  TZ '

. .SH ‚S )

1.1.1.20 Definition / Lemma (EA)
Seien (3 ,3 )  eine Signatur und A eine z-Aigebra.
Dann bezeichnet EAZ={EA sseS}  d ie  Reiat ionenfami i ie auf ' r :  , d ie  foigender-
maßen durch aA: T)3 ——>A ( vg l .  1.1.1.16)  i nduz ie r t  w i rd :
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( vseS) (v t , t  eTz ,s ) ( tEA ,s t  :gdw °A,s(t )=°A,s(t  ))_
aAist eine z-Kongruenz auf A.

Beweis: [HOR 79] .

1.1.1.21 Definition (z-erzeugt)

Seien (5 ,2 )  eine Signatur und A eine z—Algebra. oA: TZ —-oA gemäß 1.1.1.16.
A i s t  Z-erzeugt :gdw oA is t  surjektiv.

Nun werden in  eine Termalgebra Terme mit Variablen eingeführt.

1.1.1.22 Definit ion (Signatur mit Variablen, Belegung)

Sei (8.2) eine Signatur.
1. (vseS) sei Xseine unendliche , abzählbare Menge von Väriablensymbolen

der Sorte s ,  mit

- (vS'eS) (srs' ==> xsrxs.=ß)
_ * l =(vSCS)(VWCS )(vs e5) <x$.m:„„S a)

2. (S,;(X)) i s t  eine Signatur mit variablen :gdw
z(X);={z(X)w s :weS* ,seS}  mit
- (vses>(z(x3 S== ze sux )
- (vseS) (vweS )(z(X)w s-  =zw s )

3. Die g(X ) -Terma lgebra  
Tz (X )  heißt g—Algebra  TZ(X) oder

freie g—Adbra über X :gdw

" (VSCSHTE (MS .  T2 ,“ )  s )

- (vse5)(vwe5 *)(vfezw S) ( fT  (x) =s(x))

4. Fürveine z-Algebra A heißt eine Familie a=(as)ses mit as } Xs '——> As

eine Belegung der Variablen aus X in A. Notation: a: X —-> A.
. .— .._

Eine Belegung a kann in  eindeutiger Weise fortgesetzt werden zu einem
x-Homomorphismus TE(X)-——mA:

1.1.1.23 Satz

Sei (S,£(X)) eine Signatur mit Variablen.
Dann gibt  es zu jeder zaAlgebra A und zu jeder Belegung a:X-——aA genau
einen z—Homomorphismus H*3TZ(X)-—->A mit

(vseS)(vxexs)(HQTX)=as(X))
Beweis:[RAU 791.



- 16 -

#LJHZ Spez i f i ka t i onen

In  diesem Abschnitt  werden Signaturen um Gleichungen e rwe i t e r t ,  d ie  Terme
mi te inander  i den t i f i z i e ren .

1 .1 .2 .1  Def i n i t i on  (Gleichung)

Sei (S,z(X)) eine Signatur m i t  Variablen.
Für jede Sorte seS he iß t  e i n  geordnetes Paar e=(L,R) von z-Termen der
Sorte s m i t  Variablen i n  X eine z—GZeichung der Sorte 5 .

. 1 . 1 .2 .2  Def i n i t i on  (Spez i f i ka t ion)

Sei (S,Z(X)) eine Signatur m i t  Variablen und E={ES:seS} eine Menge von
Gleichungen der Sorten 563.
Dann he iß t  (S,X,E) eine Spezifikatibn.

1 .1 .2 .3  Def in t ion  (E r f ü l l en  e iner  Gleichung, (z,E)—Algebra)

Sei (5 ,2 (X) )  eine Signatur m i t  Variablen, E={Es:seS} e ine Menge von Gleich-
ungen und SP:=(S,Z,E) d i e  nach 1 .1 .2 .2  zugehörige Spez i f i ka t ion .

1. Eine X—Algebra A erfül l t  die Gleichung e=(L,R)eESeE :gdw
Für a l l e  Belegungen a: X -> A g i l t :  ä(R) = ä(L) ;
Dabei bezeichnet 5: Tz(X) ——> A den nach 1.1.1.23 eindeutig von a
erzeugten z-Homomorphismus.

2 .  Eine Z-Algebra A erfü l l t  die Spezifikation SP :gdw
jede Gleichung eeE wi rd  von A e r f ü l l t .
A he iß t  dann (z ‚E)eAdbra.

Nun werden wieder a l l e  (Z,E)-Algebren zu e iner  Kategorie zusammengefaßt:

1.1 2.4 Defini t ion (A192 ,E )

Sei (S,z,E) eine Spezifikation.
Dann i s t  Azgz ‚3  die Kategorie, deren Objekte die (z,E)-Algebren und deren
Morphismen d ie  z-Homomorphismen unter  diesen Algebren s ind .

1 .1 .2 .5  Definition/Lemma (d i e  von e iner  Relat ion erzeugte z-Kongruenz)

Seien (5 ,2)  eine S ignatur ,  A eine z—Algebra und R:={RSgASxAS:seS} eine Fami l ie
von Relationen auf  A.
Dann g ib t  es eine k l e i ns te  z-Kongruenz auf A, d i e  R en thä l t ,  nämlich der
Durchschn i t t  aälerZI—Kongruenzen Eau f  A m i t  Rg &

DieseZI—Kongruenz he iß t  die von R erzeugte z-kbngruenz.
Beweis: [RAU 79].
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1.1.2.6 Def i n i t i on  (2E, Quotiententermalgebra)
Sei (5 ,2 ,E )  eine Spezifikation.
—Sei EE die nach 1.1.2.5 von der Relation BE:={(äS(L),äS(R)): (L‚R)eEseE,seS‚
a i s t  Belegung in T2  und 3 deren eindeutige Fortsetzung nach 1.1.1.23}
eindeutig erzeugte z—Kongruenz auf TZ.
Notation: Sei RgsTE. Dann wird für 'BEgR' auch kurz 'EgR' geschrieben.
TZ  E '=T 2 /_  heißt die Quotiententenmalgebra der Spezifikation (S‚Z,E).

’ E
1.1.2.7 Lemma

Seien (5,2,E) , (S ' , z ' ‚E ' )  zwei Spezifikationen mit SgS' ,  292' und EgE'.
Dann g i l t :  (VSCS) (EE ,SEEE;5 ) ’

Notation: EEQEE' .

Beweis: [HOR.79].

1.1.2.8 Lemma

Sei (3,2,E) eine Spezifikation und A eine (z‚E)-Algebra.
Dann g i l t :  (VSCS)(EE,SEEA‚S) _

Notation: EEQEA '

Beweis:[HOR 79].

Eine Entsprechung zu 1.1.1.16 i s t  für Algz E der folgende Satz, der die
Quotiententermalgebra in  A1gZ E auszeichnet.

1.2.1 Satz

Sei (3,2,E) eine Spezifikation.
Dann i s t  TE,Einitial in  A1gz ,E '

ngig:[HOR 79].

1.2.2.Corollar

Sei (5,2,E) eine Spezifikation.
Dann is t  jedes in i t i a le  Objekt in  Algz E z-isomorph zu Tas '

Beweis: [ADJ 77].

Beim in i t i a len  Ansatz bei der Behandlung abstrakter Datentypen wird diese
Isomorphieklasse als Semantik eines abstrakten Datentyps gewählt, wobei Tz E
als Repräsentant dieser Klasse verwendet wird. Zwei Terme aus TZ  

Ebeze ichnen

dann dasselbe Objekt des 1‘--abstrakten Datentyps, wenn sie durch E über die
Kongruenz :E  i den t i f i z i e r t  werden.
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1.2.3_Definition (i-abstrakter Datentyp)

Sei (S,Z,E) eine Spez i f i ka t ion .
Dann he ißt  T2 ,E  (bzw. d i e  z-Isomorphieklasse von T2 ,E i "  A192 ,E )  der durch

(S,Z‚E) de f i n i e r t e  i—abstrakte Datentyp.

Notat ion: " i "  s teh t  für  " i n i t i a l " .  Analog w i rd  wei ter  unten das P rä f i x

" t "  f ü r  " termina l "  verwendet.

In der i n i t i a len  Semantik werden zwei Terme i den t i f i z i e r t ,  wenn ihre Gleichheit
aus den Gleichungen e iner  Spez i f i ka t ion  ab le i t ba r  i s t  (Semi—Thue-Ableitung);
andernfal ls  s ind s i e  verschieden. Dennoch kann es Terme geben, d i e  n i ch t  g le ich
sind i n  der i n i t i a l en  Semantik, von ihrer  Wirkung her aber n ich t  unterscheidbar
sind. Dabei wird diese Wirkung bezogen auf eine ausgezeichnete Sorte "dis"
(d ig t inguished) ,  deren zugehörige Trägermenge zwei Elemente en thä l t ,  d i e  per
def in i t ionem verschieden s ind.  Insbesondere w i rd  man im folgenden von jeder
Spez i f ika t ion erwarten, daß s i e  diese Sorte "d i s "  i n  i h re r  Signatur en thä l t .

1.3.1 Defintion (t-Spezif ikat ion, konsistent, vollständig)

1. Eine Spez i f i ka t ion  (S,Z,E) he iß t  t—Spezifikation :gdw
-_dis  e S
- { t r , f l }  g ig ,d i s

2. Eine t—Spezif ikation (S,z,E) he iß t  konsistent :gdw
t r  zE f l

3. Eine t -Spez i f i ka t i on  (S,z,E) he iß t  vollständig :gdw
(v teTZ’d is) (3tve{ t r , f l } )  (tzEtv)

t r  und f l  stehen für  die Wahrheitswerte "true" und " fa lse" .
Die Konsistenz e iner  t—Spezif ikation fordert  gerade d i e  Existenz zweier ver -

schiedener Elemente, d i e  im weiteren a l s  Bezugspunkt fü r  d i e  Verhaltensgleich-

he i t  dienen werden.
Die Vo l ls tänd igke i t  e iner  t -Spez i f i ka t i on  besagt, daß jeder Term der Sorte d i s

zu einem der Wahrheitswerte reduz ie r t  werden kann vermöge der Gleichungen E.

Eine konsistente und vo l ls tändige Spez i f i ka t ion  s te l l t  somit s i che r ,  daß
T ;E ,d i s  genau zwei Elemente en thä l t ,  näml ich[ t r ]EE und [ f l ]  E'
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Als nächstes w i rd  d i e  z-Kongruenz auf  TZ  de f i n i e r t ,  d i e  zwei Terme dann
miteinander i den t i f i z i e r t ,  wenn s i e  bzg l .  d i s  s ich  g le ich  verhalten. Zwei

Terme gel ten nur dann a l s  n i ch t  verhal tensgle ich,  wenn s i e  s ich  bzg l .  d i s
durch E voneinander unterscheiden lassen.

1.3.2 Def i n i t i on  (~E)

Sei (S,Z,E) eine t -Spez i f i ka t i on .
~E:={~E S:seS}  i s t  eine Relat ionenfami l ie auf  TZ, d i e  für seS wie fo lg t
i nduk t i v  de f i n i e r t  w i r d :

. 1 ‚_ _1° (V‘eNo) "E,dis " =E‚dis
2 .  (VseS-{dis})(\7’t,t'eT)3 S)

t 9E ,s  t '  :gdw (vneN)(vs1‚...,sn es ) (ezs l . . . sn ‚ d i s )

(v ls jgn)(v(t1, . . . , tn)eTZ,slx. . .xT£,sn)
(sj=s ==> f ( t 1 , . . . , t j—1 , t , t j +1 , . . . , t n )  "E,dis

f ( t 1 , . . . , t j - 1 , t ; t j +1 ‚ . . . , t n ) )
3. (vieNO)

(vseS-{dis})(vt ‚ t 'eTz‚S)

t i i é , s  t '  :gdw (vneN)(vs1‚...sn,s'eS)(vfezsl___Sn,s.)
(v ls jgn)(v( t1 , . . . , tn)eT 1x . . . xTZ  sn )

(sj=s ==> f(t1,.. . ‚ t j -1‚t ‚ t j+l, . . . ‚ tn) lE 
S .

f ( t1 ,o  o . ‚ t j _1 , t ; t j +1 ‚o  . . , t " ) )

4. (vseS)(f—»E,S := n ~E,s)

1.3.3 Lemma

Sei (S,z ‚E)  eine t -Spez i f i ka t i on ,  "E wie i n  1.3.2.
Dann i s t  "E eine z-Kongruenz.

Beweis:  [HOR 79] .

1 .3 .4  Lemma

Sei (S,z‚E) eine t-Spezif ikat ion.
Dann g i l t :  (VseS) (EE s c "E S) .

Notation: äE g ~E'

Beweis:EHOR 79] .

I n  EE werden möglichst wenig Terme i den t i f i z i e r t  unter  der Randbedingung,
daß d ie  Gleichungen aus E noch ge l ten .  E i s t  damit d i e  Kongruenz auf  Tz ’

d ie  gerade noch E en thä l t .
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Falls (S,z,E) eine konsistente und vollständige t—Spezifikation i s t ,  i s t
mE d ie  z-Kongruenz auf T2 ’  i n  der zwei Terme derselben Sorte verschieden
s ind ,  wei l  i h re  Gleichsetzung zusammen m i t  den Gleichungen aus E
" t r  = f l "  l iefern würde. '
Das folgende Lemma i s t  e ine Entsprechung zu 1 .1 .2 .7 .

L3ß l£mm

Seien (5,2,E) und (S',2;E') vollständige und konsistente t-Spezifikationen
mit SgS', 292' und EgE'.
Dann g i l t :  ( vseS) (v t , t  eTz ,s ) ( t ”E ' t  ==> t—Et ' ) .
Notat1onz~E.g~E.

Beweis: [HOR 79] .

Die Umkehrung der Ink lus ionsr ichtung im Vergleich zu 1 .1 .2 .7  rühr t  daher,

daß zwei Terme, d i e  bzg l .  der ursprünglichen Menge von Gleichungen unter-

schied l ich s i nd ,  dies auch n l .  der erwei ter ten Gleichungsmenge s ind .

)
Sei (5,2,E) eine t -Spez i f i ka t i on .
Dann i s t  T2 ,7E  : =  TE/eE.

1 .3 .6  Def i n i t i on  (TE
’ "E

TZ "E i s t  wieder eine z—Algebra und e r f ü l l t  d i e  Gleichungen i n  E:

L3J |£mm

Sei (S‚Z,E) eine t -Spez i f i ka t i on .
Dann i s t  TZ "E eine (z,E)-Algebra.

Beweis: [HOR 79 ] .

Analog zu 1 .2 .1  wi rd  man nun erwarten, daß TZ "E terminal i s t  i n  der Kate-
gor ie  a l l e r  (z,E)-Algebren. A l le rd ings g i l t  nur eine schwächere Behauptung,
die nur bestimmte (z,E)-Algebren zuläßt.

1 .3 .8  Def i n i t i on  ( t -Mod(x,E),  t—Imp(z,E))

Sei (S,Z,E) eine vo l ls tändige und konsistente t -Spez i f i ka t i on .
1. t—Mbd(Z‚E) i s t  die Kategorie, deren Objekte die (;E)-Algebren A sind,

f ü r  d i e  g i l t :
Adise{trA,f1A} A trA#flA und A i s t  z-erzeugt.
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2.  t—Imp(Z‚E) i s t  d i e  Kategorie, deren Objekte d ie  z—Algebren s ind ,
für  d i e  g i l t :
— Ad i s= { t rA , f lA }  A t rA# f lA

- (vse5)(vt , t  eTz,s)(t EA t ==> t «Et )
- A i s t  z-erzeugt.

Die Algebren aus t—Mod(z,E) e r f ü l l en  a lso d ie  Axiome und modell ieren
Tz ‚E ,d i s  durch  { t rA , f lA } .

Die Algebren aus t - Imp(z,E) brauchen d ie  Axiome aus E n i ch t  zu e r f ü l l en .
Zwei Terme, d i e  vermöge des i n i t i a l en  Homomorphismus oA demselben Objekt
e iner  solchen Algebra entsprechen, müssen aber unter »? kongruent se in .
Die Beziehung zwischen t—Mod(z,E) und t - Imp(z,E) w i rd  beschrieben durch:

1.3.9 Coro l l a r

Sei (3,2,E) eine vo l ls tändige und konsistente t -Spez i f i ka t i on .
Dann g i l t :  Ae |t-Mod(z,E)| ==> Aelt-Imp(z,E)|.

Beweis:  [HOR 79] .

Die Quotientenalgebra T2  ”E i s t  nun i n  beiden Kategorien t—Mod(x,E) und
t - Imp(z,E)  terminales Objekt:

1.3.10 Satz

Sei (S,Z,E) e ine vo l ls tändige und konsistente t -Spez i f i ka t i on .
Dann g i l t :

TZ ~Eist terminal i n  t-Imp(z,E) und i n  t-Mod(z,E).

Beweis:  [HOR 79] .

In dualer Fassung zu 1.2.3 definiert die folgende Definition TZ „E

bzw. d ie  Isomorphieklasse von TZ ~EaJs:termina1e Semantik eines abstrakten
,

Datentyps.

1.3.11 Def i n i t i on  (t—abstrakter Datentyp, t—Modell, t-Implementation)

Sei SP:=(S,2,E) eine vo l ls tänd ige und konsistente t—Spezif ikation.
1. Tz ‚ "E  bzw, d i e  E-Isomorphieklasse von Tz , 'E  he iß t  der durch SP

de f i n i e r t e  t—abstrakte Datentyp.
2. AeIt-Imp(Z,E)| heißt t-Implementation von Tz ,~E '

3. AeIt-Mod(z,E)| heißt t—MbdeZZ von TZ "E'

Zwei Objekte des t -abst rakten Datentyps s ind  a lso dann verschieden, wenn
sie sich bzgl. diseS durch die Gleichungen E voneinander unterscheiden.
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Dies i s t  d ie  duale Sichtweise zur i n i t i a l en  Algebrasemantik, wo zwei
Objekte des i -abs t rak ten Datentyps dann g le ich  s i nd ,  wenn s ich  i h re  Gleich-
he i t  aus E he r l e i t en  l äß t .
In der Praxis i s t  für  einen Programmierer das Verhalten eines Exemplars
eines Datentyps von In teresse,  das ihm i n  der Regel über eine Modul—
schn i t t s t e l l e  m i t ge te i l t  w i rd .  Uninteressant s ind fü r  i hn  Datenstrukturen,
d ie  zwar auf unterschiedl iche Ar t  erzeugt oder r ea l i s i e r t  werden, i n
i h re r  Wirkung nach außen aber n i ch t  unterscheidbar s ind .  Da i n  dieser
Arbe i t  von der Programmierpraxis ausgegangen w i rd ,  w i rd  im weiteren
Verlauf einem Datentyp s te ts  eine terminale Semantik un te r s te l l t .

Ein t-Modell A von TZ,"E m i t  dem terminalen z-Homomorphismus
G: A ——> Tz ‚ "E  kann zwar fü r  ses e i n  Element teTZ‚„E,Smit zwei ver-
schiedenen Elementen a,a'eAS modellieren (d.h. afa '  A G(a)=t=G(a')),
e r fü l l t  aber d ie  Gleichungen aus E.

Für eine t-Implementation B von Tz , "E  mi t  dem terminalen z-Homomorphismus
H: B ——> Tz ‚ "E  und dem i n i t i a l en  z-Homomorphismus F :  TZ-——> B gel ten
d ie  Gleichungen aus E i . a .  n i ch t  mehr, d .h .  es kann fü r  seS t , t ' eT£ ’ s
geben mit  teEt',aber F ( t )#F ( t ' ) .

I n  Kapitel  4 wi rd  bei  der Behandlung parametr is ie r ter  Datentypen noch der
Begr i f f  der Erweiterung gebraucht. Man w i rd  nämlich erwarten, daß d ie
Algebra eines aktue l len Parameters i n  d i e  Ergebnisalgebra des ak tue l l
parametr is ierten Datentyps eingebettet  werden kann. Hierzu d ien t  d i e
folgende De f i n i t i on .

1.3.12 Def in i ton  ( i -Erwei terung)

Seien SP=(S,z‚E) und SP'=(S',2;E') Spezifikationen.

SP' i s t  i—Erweiterung von SP :gdw
1. 895'
2. 292'
3. EgE'
4. TZ ‚E  i s t  bnsomorph zu TELE ' !E '

Wenn SP' eine t-Erweiterung von SP i s t ,  he iß t  auch TE 'E '  i -Erweiterung
von Tz .E '
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1.3.13 Defini t ion (t-Erweiterung)

Seien SP:=(S‚2,E) und SP ' := (S ' ,Z ' ‚E ' )  vo l ls tändige und konsistente
t-Spezifikationen.

SP' i s t  t—Erweiterung von SP :gdw

593'
292'
EgE'

. TZ ,7E  1st z-1somorph zu TZ;NE ' |2 '

4
2

-m

Wenn SP' e ine t-Erweiterung von SP i s t ,  heißt auch Tz 'NE '  t-Erweiterung
von Tz NE?
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I ‚ I I  P "  N SA  ' A ' n ‘ “

Die dre i  h i e r  zu beschreibenden Sprachen wurden u .a .  m i t  dem Z ie l  entworfen,
durch Abstraktionsmechanismen d ie  Programme und den Programmentwurf zu
s t ruk tu r ie ren .
CLU und ALPHARD s ind SIMULA-Nachfolger. Die Konzepte zur Datenabstraktion
— Cluster und Forms - wurden aus den SIMULA—Klassen heraus en tw icke l t .
Dazuhin b i e te t  CLU m i t  dem I terator-Konzept d ie  Mögl ichkei t  zur Abstrakt ion
einfacher Kontro l ls t rukturen (Wiederholungen). Da beide Sprachen i n  den
wesentlichen Konzepten übereinstimmen, werden s i e  gemeinsam durch d ie  f i k t i ve
Mischsprache CLALPHARD beschrieben.

CSSA i s t  eine i n te rak t i ve  Programmiersprache fü r  asynchrone Multiprozessor—
systeme. Konsequent wurden be i  diesem Sprachentwurf Konzepte für  Operations-,
Daten— und Kontro l labst rakt ion e ingeführ t  und heterarchische Kont ro l ls t ruk turen
vorgesehen. .
Für CSSA und CLU bzw. ALPHARD w i rd  im folgenden eine abgemagerte abstrakte
Syntax ([RAU 78])  und eine abgemagerte denotationale Semantik ([STOY], [RAU 78])
angegeben, d i e  s ich  auf d i e  fü r  diese Arbe i t  relevanten Punkte beschränken.

Nota t i on :

Die abstrakte Syntax w i rd  beschrieben durch eine Menge von Prädikaten
und Mengen. Ein Prädikat w i rd  de f i n i e r t  durch e i n  oder mehrere n-Tupel,
deren Komponenten durch Selektoren i den t i f i z i e r t  werden. Die Anwendung
eines Selektors auf  e i n  n—Tupel w i rd  i n  Punkt-Notation f o rmu l i e r t ;

z .B . :  l s .ass ign .
Bei der De f i n i t i on  semantischer Funktionen w i rd  d i e  x—Notation verwendet
([STOY], 8.121).

"lj_P_then E1_gl§g E2” wird abgekürzt durch "P ——>E1 | E2".
Anstelle von Ali P then_E" wird geschrieben fgase P : E".
AL" bezeichnet abhängig vom Kontext ein Fehlerelement, die leere Liste
oder eine leere Komponente i n  einem n-Tupel.

Auf d ie  Komponenten e iner  L i s t e  w i rd  durch Ind iz ierung des Listenbezeichners
zugegri f fen.
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24;L_£§§flfi

(vgl. [CSSA 77]‚[CSSA 79]).
Grundlegende Objekte e iner  CSSA—Berechnung s ind Moduln, d i e  a l s  Agenten
bezeichnet werden. Diese werden dynamisch durch Generatoren auf Grund einer
Moduldef in i t ion ,  einem Scr ip  , erzeugt.  Der 113 eines Agenten i s t  das Sc r i p t ,
aus dem e r  erzeugt wurde.
Agenten können über Zug r i f f s -  und Kommunikationswege, den Acquaintances
(Bekanntschaften), zu e iner  Netzstruktur  verknüpft werden. Der Kon t ro l l -
f l uß  innerhalb dieses Netzes und d i e  Kommunikation zwischen den Agenten
werden durch den Austausch von Nachrichten, den Message , gewährleistet .
Uber d i e  Akt iv ierung eines Agenten durch eine Nachricht entscheidet der
Ausgang eines Entry-Match der Nachricht gegen e in  Entry-Pattern.

Das Sprachkonzept für  d i e  Datenabstraktion i s t  das Sc r i p t .
Im Gegensatz zu den Sprachen der SIMULA-Generation werden bei  der Rea l i -
sierung der Datenabstraktion durch Scr ip ts  bzw. Agenten keine spracheigenen
Datenstrukturen für  eine in te rne  Darstel lung benöt ig t .  Vielmehr w i rd  etwa
jede Komponente eines Exemplars eines zusammengesetzten Datentyps durch
einen Agenten rep räsen t i e r t ,  der u .U . imp l i z i t  erzeugt w i rd .
Be isp ie l :  Push(s,x) kann rea l i s i e r t  werden durch eine imp l i z i t e  Erzeugung

eines Moduls durch den m i t  5 bezeichneten Modul, der einen Ver-
weis auf  das Datum ' x '  en thä l t .

2 .1 .1 .  Abgemagerte abstrakte Syntax für  CSSA

Expr = VExpr v Genagent
Genagent = (<sc: Sc r i p t> ,< i n i t :  Expr*>,<access: 0pid+>)
Opid 9 I d
I ns t r  = Assign v Act iva te
Assign = (< l s :  Id> ,< rs :  Expr>)
Akt ivate = (<mess: (<ms: Expr*>,<opid: 0p id>) ,< target :  Id>)
Sc r i p t  = (<create: Id*>,<procblock:

{<id:  (<entry: Id*>,<lcode: Instr*x Ins t r>)>| | id  e OIQOpid}>)

- VExpr s ind ar i thmetische und logische Ausdrücke, d i e  h i e r  n i ch t  näher
in teress ieren.

— Opid i s t  d i e  Menge der Dperationsbezeichner.
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- Genagent erzeugt einen Agenten unter Angabe
- des zugehörigen Scr ip ts
- der In i t i a l i s i e rungsnachr i ch t  (Paramter l is te)
- der Operationen, auf  d ie  von außen zugegr i f fen werden da r f .

— Von Interesse s ind h i e r  d i e  Inst rukt ionen 1235:, d i e  d i e  globale
Umgebung und/oder den lokalen Zustand eines Agenten ändern.

- Assign i s t  d i e  Zuweisung des Wertes eines Ausdruckes an einen Bezeichner.
- Act ivate g i b t  d ie  Kont ro l le  an den m i t  ' t a rge t '  bezeichneten Agenten

wei ter  und s tößt  i n  diesem d ie  (von außen zugängliche) Operation ' op id ‘
unter den aktuellen Parametern 'ms' an.

— Ein Sc r i p t  en thä l t  e i n  Creat ion-Pattern,  das h i e r  a l s  L i s t e  von formalen
Parametern aufgefaßt w i rd ,  und eine Menge von Operationen, d i e  den Pro-
zeßblock bilden. Von einer Operation wird angenommen, daß sie in ihrem
Code mindestens eine I ns t ruk t i on  en thä l t .

2.1.2 Abgemagerte_genotationale Semantik fü r  CSSA

Semantische Bere i che :

m 3 Agent = Beh x LState

B : Beh = LState ——> Mess x GEnv 44> ‘E

E = Mess x Loc x GEnv

p . :  GEnv = Loc ——> Agent
0 : LState = I d  ——> Acq
aq: Acq = Id*x  (Loc + Scr i p t  + PrimObj)
me: Mess = Acq*x Id{0 ’ ]}

- E in  Agent i s t  durch se in  Ve rha l t en  und se inen  l oka len  Zustand best immt .

- Das Verhalten Beh beschreibt das Input-/Output-Verhalten eines Agenten i n
e iner  bestimmten Umgebung.

- Ein Ereignis (aus E) i s t  das Ergebnis des Verhaltens i n  e iner  ak tue l len
S i tua t ion  und g i b t  eine neue Nachricht an einen anderen (Z ie l - )  Agenten
an sowie d i e  neue, geänderte Umgebung.

- Eine globale Umgebung (aus GEnv) i den t i f i z i e r t  d i e  Agenten über Locations
leLoc.

- Der loka le  Zustand (aus LState) eines Agenten b indet  Bekanntschaften an
( loka le )  Bezeichner. I n  CSSA g ib t  es ausschl ießl ich l oka le  Bezeichner.
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- Eine Bekannschaft (aus Acq) besteht aus e iner  L i s t e  von Zugr i f fsrechten
(Operationsbezeichner) und einem Zugriffsweg auf e i n  CSSA-Objekt.

- PrimObj i s t  d i e  Menge der n i ch t  nähers spez i f i z i e r t en  p r im i t i ven  Objekte
i n  CSSA.

Semantische Fun t i onen :

] :  I ns t r  ——9 GEnv x LState ——> GEnv x LState
“f: Expr -——> GEnv x LState ——> GEnv x Acq
!: Script-——> Mess+1 __» Agent

Hi l f s f unk t i onen :

Follow : E ——> E
Match : I d *x  Acq*x LState ——> LState U {i}

Event : Instrficlnstr-——> GEnv x LState-—+> E
Length : (Instr*+ Expr*+ Id*+ Acq*) —-—> N
Cons : Acq x Acq*——> Acq*
Newloc : GEnv ——> Loc

- Length bestimmt d i e  Länge e iner  L i s t e .

- Cons hängt ein Element an eine bereits bestehende Liste an. '1} sei die
l eere  L i s t e .

- Newloc beschaf f t  aus einem (unendlichen) Vorrat von Locations eine neue
Locat ion,  d i e  abhängig von der ak tue l len  Umgebung bestimmt w i rd .  Newloc
sei  i n j ek t i v .

- Match führ t  d i e  Parameterübergabe durch und i n i t i a l i s i e r t  den lokalen
Zustand eines Agenten.

- Event berechnet das durch eine Operation eines Prozeßblockes bestimmte

Ere ign is .

- Follow berechnet zu einem Ereignis das Folgeereignis und beschreibt damit
auf der Ebene des Agentennetzes die Aktivi täten (Kontrol l f luß) bzw. das
E/A-Verhalten eines Agenten.

Im folgenden w i rd  vorausgesetzt, daß s i ch  bei  Änderungen eines lokalen Zu-
standes 0 eines Moduls (3,0) zu 0" implizitauch die momentane globale Um-
gebung p ändert, d.h. sei L:={loceLoc: p(10C)=(890)}‚ dann g i l t  nach Änderung
von 0 zu d'  d ie  globale Umgebung_ p ' :=A  loc. loc e L ——o (3 ,0 ' ) lp ( loc) .



ÜflazAssignipo =
' sei_x:= l s . a ;  e:=rs.a_in

sei res:=(flel] po  in
§ § i _ Z u w e g : =  res+2 _in
sei o':=A id.id=x ——> Zuweg|o(id); p := res+1_in

(pic')
Eine Zuweisung ändert i n  e rs ter  L i n i e  den lokalen ZUstand.
Da d ie  rechte Sei te der Zuweisung e in  Genagent-Ausdruck se in  kann, ändert
s ich  u.U. auch d ie  globale Umgebung.

‚„I-act: Ac t i va te “  po =

sei_el:=(mess.act)+1; t :=target.act i
n:=Length(el ) ;  p l t=p  .

sei case n>0:

3
...

: 3

p i+1:=( { [ le1 i l ]p1 .o)+1 ‚  i=1,...,n 1'
( pn+1 ’ ° )

Das Ergebnis eines Act ivate-Aufrufs i s t  d i e  durch d i e  Abarbeitung der Para-
meter i n  der Nachricht 'mess.act' erzeugte neue globale Umgebung. Der l oka le
Zustand b l e i b t  unverändert, da nur Ausdrücke i n te rp re t i e r t  werden.

ffigen: Genagentfl pg =
... :sg i_scr :=  sc.gen; pa rm; ; i n i t . gen ;  actparz=15p1t=p

sei_ :=Length(parm);locagent:= Hewloc(p)
521 case n>0:

(_s_e_i_ 91 :4 . “  parmi fl pic in
actparz=Cons(ei+2,actpar);

p i+ l z=e i+1 )  i =1 ‚ . . . , n  .ifl
_s_e__i_ p '  :=}. loc.loc=locagent —-———> ffisc rfl  actpar Ipn+1(10C)lT_l_

d
o

0

:

(p'‚(access.gen,"locagent))

Zunächst wird eine neue Location (locagent) besorgt, an die der neue Agent
gebunden w i rd .  Diesen neuen Agenten e rhä l t  man durch In te rpre ta t ion  des zu-
gehörigen Scr ip ts  sc r  m i t  dem Creat ion-Pattern parm.
Ergebnis der In te rpre ta t ion  eines Genagent—Aufrufes i s t  d i e  neue Umgebung p '

und eine Bekanntschaft zu dem neuen Agenten.
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Match(pat‚aq,o) =

§g j_n :=  Length(pat) ;k := Length(aq) .ifl
caSe n # k:_L
£§§g_ n = k: A id.id=pati, ie {1 , . . . ,n }  ——o aqi|a(id)

Eventfi instr lz  Ins t r * ;  inst rend:  Instrflpc =

sgj_n:=.Length(instr1) _in

_s_ei (o:o'>== n=o—-—> (m)!
Üflinstrlnflmßinstrimlfl. . .Üfiinstrllflpo) . . )

1n
£g§§_ ins t rend#Ac t i va te :

( i , i , ( 3 [1 ins t rend i jp 'o '  )+1)
case instrend=Activate=

sgj_e1:=(mess.instrend)+1; op:=(mess.instrend)+2;
actparz=15 p1 :=p ' ;  k:=Length(e1) .ifl

EEi.EE§E k > 0:
(§_e_]'_ eiz=€ue1inpiy in
actparz=Cons(ei+2,actpar); p i+1 :=e i+1 )

i =1 ‚ . . . , k  in

((actpar‚op),o'(target.instrend)+2,pn+1)

Event in terpret ier t  eine Instruktionsiiste und bestimmt ausgehend von der
dabei erhaltenen neuen Umgebung ein Ereignis, das davon abhängt, ob die letzte
Anweisung der Instruktionsiiste ein Activate-Aufruf war oder nicht.

Euent bewirkt bei der Abarbeitung der Instruktionsliste i . a .  einen Seiten-
effekt auf den lokaien Zustand 0, der dadurch in o' übergeht.

„| sc: Scriptflaq =
§31_o :=  Match(create.sc,aq,i) in_
ggi_ß(o):= A me:Mess‚p:GEnv.

§§ i_o ' :=Match (en t ry . (me+2 ) .p rocb]ock .sc ,me+1 ,a ) . 19

EventE1code.(me+2).procb10ck.sc]po' 1n

(3 ,0 )

Die Liste aq der aktue11en Script-Parameter wird gegen das Creation-Pattern
des Scripts sc gematcht, wodurch der lokaie Zustand zu<ainit ia1isiert  wird.
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i_bedeutet hier die Funktion, die auf Id undefiniert i s t .
Das Verhalten des aus dem Sc r i p t  sc unter dem Parametersatz aq erzeugten
Agenten wi rd  durch d i e  H i l f s f unk t i on  Event berechnet.

Fol low((me,loc,p)) =

((p(lDC)+1)(p(lOC)l2))(me‚p)

Follow wendet das Verhalten des durch l oc  i den t i f i z i e r t en  Agenten an auf

d ie  Nachricht me und d ie  gegenwärtige Umgebung p im lokalen Zustand dieses
Agenten.

Nach Voraussetzung w i rd  der unter dem Sei tenef fekt  des Verhaltens (vgl .Event)
geänderte Modul p ( l oc )  wieder durch d i e  Location l oc  i den t i f i z i e r t ,  d . h .
f a l l s  Fol low((me, loc,p))  = (me ' , l oc ' , p ' ) ,  so g i l t

p ' ( ]OC)  = (890 ' ) ’
wo p ( l oc )  = (8,0)  und o' der durch die Seiteneffekte geänderte lokale
Zustand 0 .

W

([ALPH 76] ,  [ALPH 78] ,  [CLU 74] ,  [CLU 77 ] ,  [CLU 78 ] )

CLU und ALPHARD enthal ten a l s  sprachl iche M i t t e l  zur Datenabstrakion das
Cluster— bzw. Form-Konzept. Durch Angabe ak tue l l e r  Parameter (vg l .Creat ion-
Match i n  CSSA) kann mit te ls eines Clusters bzw. einer Form ein Modul er-
zeugt werden. Dieser besteht wie i n  CSSA aus einem lokalen Zustand und einem
Verhalten. Ein Cluster bzw. eine Form besteht aus e iner  Schn i t t s t e l l e ,  d i e
Angaben zu den Parametern und d ie  Bezeichner der von außen zugreifbaren
Operationen en thä l t ,  und einem Rumpf m i t  den f re i  programmierbaren Prozeduren
(Operationen).

Das Verhalten eines Moduls i s t  dessen E/A-Verhalten sowie d i e  Weitergabe
der Kont ro l le .  Diese geschieht au f  konvent ionel le Weise durch Rückgabe über
eine Return—Anweisung an d i e  aufrufende Instanz.  Eine be l ieb ige  Weitergabe
der Kont ro l le  durch d ie  exp l i z i t e  Angabe e iner  Z ie l ins tanz  wie i n  CSSA i s t
n i ch t  möglich-

In te rn  werden Moduln durch be re i t s  de f i n i e r t e  Da tens t ruk tu ren  rea l i s i e r t .

In CLU s ind dies i n  der Regel Reihe und Verbund.
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Innerhalb eines Moduls s ind  a l s  f re ie  Variable nur Bezeichner von extern
de f i n ie r ten  Moduln zu läss ig .  Dies ha t  wieder eine Unterscheidung von
lokalem Zustand und g lobaler  Umgebung zur Folge.
In diesem Bindungsmodell werden Moduln zweis tu f ig  re fe renz ie r t :  der
lokale Zustand eines Moduls g ib t  zu einem (lokalen) Bezeichner einen
(globalen) Bezeichner e iner  Location an. M i t t e l s  der globalen Umgebung
kann über diese Location dann der re fe renz ie r te  Modul i den t i f i z i e r t
werden.

Zusätz l ich zu diesen Eigenschaften, d i e  CLU und ALPHARD gemeinsam haben,
verfügt ALPHARD noch über folgende Möglichkeiten:

1. Jeder Ausdruck i s t  auch Anweisung.
2 .  Shared-Objects s ind  mögl ich, d .h .  bei  der internen Realisierung

mehrerer Moduln w i rd  e i n  und dieselbe Datenstruktur verwendet.
3 .  Forms bzw. Moduln können geschachtelt werden.
4. Blockschachtelung i s t  möglich.
5. Als pr imit ive Objekte treten nur Speicherzelle (raw-storage) und

boolean au f .

Es i s t  nun d i e  Frage zu k lä ren ,  welche d ieser Spracheigenschaften i n  d i e
Mischsprache CLALPHARD zuzügl ich zu den eingangs aufgeführten aufgenommen
werden.
ad 1: Bei Ausdrücken in teress ieren im folgenden nur Operationsaufrufe

(Call und Create); die logischen und arithmetischen Ausdrücke
werden n i ch t  nähers spez i f i z i e r t .
Da i n  CLU Operationsaufrufe ( n i ch t  Ausdrücke allgemein) Ausdrücke
und Anweisungen s i nd ,  w i rd  diese Regelung für  CLALPHARD übernommen.

ad 2 :  Auf shared-objects w i rd  ve rz i ch te t ,  da s i e  für d i e  weiteren Zwecke
eine unwesentliche Spezialisierung sind (die interne Realisierung
wi rd  n i ch t  behandelt) .

ad 3 :  Die Schachtelung von Forms ha t  dre i  Konsequenzen:
— Eine Beschreibung der Schachtelung von Forms und Moduln bzw. der

imp l i z i t en  Erzeugung von Moduln würde d i e  Berücksichtigung von
Vereinbarungen notwendig machen.

- Bei der Erzeugung eines Moduls aus e ine r  Form, i n  d i e  weitere
Forms geschachtelt s i nd ,  müssen zu den inneren Forms imp l i z i t
noch d i e  entsprechenden Moduln erzeugt werden.
Der e igen t l i che  Vorgang der Generierung eines Moduls aus e iner
Form b le i b t  aber unverändert gegenüber der exp l i z i t en  Erzeugung,
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d.h. die globale Umgebung muß erweitert und der jeweilige lokale
Zustand eines Moduls in i t i a l i s ie r t  werden.

- Der Aufruf einer Operation in einem geschachtelten Modul unter-
scheidet sich vom einfachen Call nur durch die vorgestellte Liste
der'Namen der umgebenden Moduln.

Die SChachtelung von Forms bedeutet somit keine wesentliche Erwei-
terung der Sprachkonzepte von CLU. Deswegen wird in  CLALPHARD darauf
verzichtet.
Die Blockschachtelung ermöglicht die Einführung eines neuen Verein—
barungsteils in den-Programmtext. ”
Während einer Programmberechnung bedeutet der E in t r i t t  i n  einen
neuen Block daher eine Änderung des lokalen Zustandes und der globalen
Umgebung. Bei Blockaustritt muß der lokale Zustand vor Blockeintr i t t
mit einer Korrektur derrficfifl:verdeckten Größen wiederhergestellt
werden.
Es kann nun Locations bzw. Moduln geben, die nicht mehr über einen
lokalen Bezeichner referenzierbar sind (Halde).
Die Berücksichtigung der Blockschachtelung bringt es mit sich, daß
nun anstelle eines lokalen Zustands ein Keller von lokalen Zuständen

[ verwaltet werden muß.
Diese Mechanismen sind neu gegenüber CLU, so daß die Blockschachtelung
eine wesentliche Spracherweiterung dars te l l t ;  s ie  wird daher in
CLALPHARD aufgenommen.
Die Beschreibung des Vereinbarungsteils wird sehr einfach gehalten
und ähnlich der Parameterübergabe bei Moduln behandelt.
Die primitiven Objekte spielen in  ihrer  konkreten Gestalt nur bei
der internen Realisierung von Moduln eine Rolle.  Diese wird aber nicht
genauer beschrieben, da hier die Abstraktion im Vordergrund steht.
Daher wird auch auf die Beschreibung der primitiVen Objekte verzichtet.

Als Ergebnis läßt  sich festhalten, daß die zu untersuchende Mischsprache
CLALPHARD die Spracheigenschaften von CLU, erweitert um die Blockschachte-
lung enthält.

Für die nun folgende Angabe der abstrakten Syntax und der denotationalen
Semantik wird die Notation aus 2 .1  übernommen.
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2.2.1 Abgemagerte abstrakte Syntax für  CLALPHARD

Cluster = (<c l in ter :  Clinterface>,<clbd:Clbody>)
Clinterface = (<cltype: Id>,<parm: Id*>,<public: Id+>)
Clbody = (<rep: Decl>,<create: Oper>,<0p: Oper>+)
Oper = (<opid: Id>,<parm: Id*>,<code:(<stmt:StatementfretzExpr*>)>)

Expr = VExpr v Cal l
Statement = Assign v Cal l  v Block
Block = (<dec:(<id:Id>,<val:Expr>)*>,<code:Statement+>)
Call = (<mod:Id>,<op:Id>,<parm: EXpr*>)
Assign = (<ls:Id>,<rs£Expr>)

- Ein Cluster besteht aus e iner  Schn i t t s t e l l e  und einem Rumpf.
Die Schn i t t s t e l l e  eines Clusters en thä l t  dessen Bezeichner, d i e  L i s t e  der
formalen Parameter zur Aktual is ierung des Clusters (d .h .  Erzeugung eines
Moduls aus diesem Cluster)  sowie eine Auf l i s tung der von außen zugänglichen
Operationen.

Der Rumpf eines Clusters en thä l t  Angaben zur internen Real is ierung, den
Bezeichner der Operation, über d ie  aus dem Cluster e i n  Modul erzeugt
werden kann (Create) und d i e  L i s t e  der Operationen des Clusters.

In der CLU- bzw. ALPHARD-Syntax w i rd  d i e  create—Operation n i ch t  exp l i z i t
au fge führ t ,  da d i e  Erzeugung eines Moduls i n  e iner  Variablenvereinbarung
imp l i z i t  e r f o l g t .  Der Deut l i chke i t  wegen und i n  Analogie zu CSSA wi rd
diese Generierungsfunktion h i e r  aber extra i n  d i e  abstrakte Syntax aufge-
nonmen .

- Die Repäsentationsklausel g i b t  an,  wie e i n  Modul i n te rn  m i t t e l s  p r im i t i ve r
Datenstrukturen rea l i s i e r t  w i r d . 'Dec l '  s teh t  dabei für einen entsprechen-
den Vereinbarungstei l .  Da d ie  in te rne  Real is ierung h i e r  n i ch t  i n t e ress ie r t ,
w i rd  auch auf  e ine Beschreibung des Vereinbarungsteils ve rz ich te t .

- Eine Operation i s t  de f i n i e r t  durch ih ren Bezeichner, i h re  formalen Para-
meter und eine L i s t e  von Anweisungen, d i e  im Fa l l  e iner  Funktion durch
oBdA einen Ausdruck abgeschlossen w i rd .  Im Fa l l e  e iner  Prozedur, wo nur
Sei tenef fekte bewirkt  werden, i s t  ' r e t '  d i e  leere  L i s t e .

- VExpr s ind  wieder ar i thmetische und logische Ausdrücke, d i e  h i e r  n i ch t
spez i f i z i e r t  werden.
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- E in  Ca l l  i s t  im  Fa l l  e ines  Funk t i onsau f ru fes  e i n  Ausdruck,  ansonsten e i ne

Anweisung.
E in  Funk t i onsau f ru f  kann insbesondere e i n  Create se in ;  i n  diesem Fa l l  be—

ze i chne t  'mod' e i n  C lus te r .

- Von Interesse s ind wieder Anweisungen, d i e  d i e  globale Umgebung oder
den lokalen Zustand ändern.

— Ein Blockkann einen Vereinbarungsteil enthal ten,  der h i e r  a l s  L i s t e  von
Paaren (Bezeichner, In i t ia l is ierungsausdruck)  da rges te l l t  w i rd .

2.2.2 Abgemagerte denotationale Semantik für CLALPHARD

Semantische Bere i che :

Modul = Beh x LState
ß: Beh = LState -——> Id x 0bj*x GEnv -——> GEnv x om“
p :  GEnv = Loc ——> Modul
0 :  LS ta te  = I d  ——> Obj

K e LState*

- Das Verhalten (aus Beh) l i e f e r t  i n  einem bestimmten lokalen Zustand
und e iner  globalen Umgebung unter Angabe eines Operationsbezeichners
und der zugehörigen aktue l len Parameter eine L i s t e  von Objekten a l s
Ergebnis und ändert u.U. d i e  globale Umgebung und (über Sei tenef fekte)
den lokalen Zustand.

- Die Referenzierung eines Moduls geschieht wieder zwe is tu f ig  über einen
(lokalen) Bezeichner und eine (globale) Location.

- K bezeichnet im folgenden einen Ke l l e r  von lokalen Zuständen, der wegen
der Einführung der Blockschachtelung notwendig geworden i s t .

- Objekte s ind Locations, Cluster  und Werte von einem bestimmten Typ.

Semantische Funk t ionen :

'3 : Statement ——> GEnv x LState+-——> GEnv x LState+

-f : Expr ——> GEnv x LState ——> GEnv x Obj
c : Cluster ---> Obj* —-> Modul
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Hilfsfunktionen:

Effect : 0bj*x Id x Loc x GEnv ——> GEnv x Obj*
Match : 1d*x Obj* x LState -—> LState u {1}
Result : Statement* x Expr*-——> GEnv x LState ——> GEnv x 0b j*
Length ; (Expr* + Statement* + Obj*)-——> N
Cons : Obj x Obj*  -—> Obj*

Newloc : GEnv ——> Loc
GenRep : Oper x Decl x 0b j*  ——> LState
Createstack : ——> LState*
Top : LState+ ——> LState '
Pop : LState+-——> LState*
Push : L3tate* x LState ——> LState*

— Match, Length, Cons, Newloc sind analog den jeweiligen Hilfsfunktionen
in  CSSA.

- Effect entspricht in  CSSA der Hilfsfunktion Follow.
Diese Abbildung beschreibt die Aktivitäten einer Menge von Moduln auf der
Ebene der globalen Umgebung.
In  einer Umgebung peGEnv  wird in  einem Modul, der durch loc e Loc iden-
t i f i z i e r t  wird, eine Operation mit der Bezeichnung ideId unter dem aktu-
el len Parametersatz oleObj* aufgerufen und ergibt eine u.U. geänderte
Umgebung sowie (im Fall einer Funktion) eine Ergebnisliste.

- Result entspricht in  CSSA die Hilfsfunktion Event und berechnet die
Semantik der einzelnen Operationen bzw. das Verhalten eines Moduls.

— GenRep erzeugt abhängig vom Create-Code, der Darstellungsvorschrift
und den aktuellen Parametern eines Clusters die interne Realisierung
eines Moduls und in i t i a l i s ie r t  somit den lokalen Zustand dieses neu er-
zeugten Moduls.
Da die interne Realisierung eines Moduls hier irrelevant i s t ,  wird
GenRep nicht näher bestimmt.

- Createstack, Top, Pop und Push dienen zur Verwaltung des Zustandkellers
bei der Abarbeitung einer Blockstruktur.

Wie in  2 .1 .2  wird im folgenden vorausgesetzt, daß wenn sich der lokale
Zustand eines Moduls ändert, daß sich dann die gegenwärtige globale Umgebung
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impl iz i t  auch so ändert ,  daß dieser Modul nach wie vor durch die gleiche(n)
Location(s) iden t i f i z i e r t  wird.

'] Üa: AssignflpK =
291.03: Top(K); x:= ls .a;  e:=rs.a .lfi
sei resz=Effl €?n in
sgi_o':=x id.id=x __» res+2lo(id); ‘

p ' :=  res+1 in_

(o' sPU8h(P0P(K) ’0' ))

Für die Interpretation einer Anweisung i s t  der oberste Zustand im Keller
K maßgebend. Dieser Zustand wird nach der ausgeführten Zuweisung durch
den neuen lokalen Zustand 0 '  ersetzt .

']H bl: Biocklpk = ggi_n:=Length(dec.bl); olz=Top(K); p12=p;
m:=Length(code.bl); cb:=code.bl in

sei_case n>0:
(§__e_i_ eiz=fflva1.(dec.b1)iflpioi in
°i+1==Ä bez.bez=id.(dec.bl){ ——> ei+2|oi(bez);
p i+1 :=e i+1 )  i =1 ‚ . . . , n_  iD.

sei_K':=Push(K,on+1) in
59,1(p"‚K")==]lcbm°1(-..Jücblü-o„+1|<')...)
§§i_ o": Top(K")
391 o"': A bez.beze{(id.dec.bl)i:ie{1,...‚n}

-—-—> ol(bez)|o"(bez)

d
.

. *
l

_ !
—

n
u

l -
o

|
| :

=
I

(a" ,  Push(Pop(Pop(K")),o"'))

Zunächst wird der Vereinbarungsteil abgearbeitet, wodurch einige Bezeichner
des vorherigen lokalen Zustands (01) ev t .  verdeckt werden, d.h. neue
Bindungen erhalten. Diese Abarbeitung kann auch die globale Umgebung ändern,
falls unter den Ausdrücken ein Create—AufrqVOrkommt.
Der neue lokale Zustand wird auf den Keller geschrieben und dann der Block-
rumpf abgearbeitet.

Am Ende des Blocks muß der Keller wieder aktual is iert  werden. Das oberste
Kellerelement wird entfernt;  in  dem nun obersten Zustand im Keller
(d.h. der aktuelle Zustand vor Blockeintr i t t )  müssen a l l e  durch den Ver-
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einbarungstei l  des Blocks n i ch t  verdeckten Bezeichner auf d i e  Werte
am Ende des Blocks gesetzt werden. Dies geschieht i n  der De f i n i t i on  des
Zustands ° " ' ,  der neuer, ak tue l l e r  Zustand w i rd  (d .h .  oberstes Element
im Ke l l e r ) .

Die Gü l t i gke i t  der globalen Umgebung w i rd  durch d ie  Blockschachtelung
n i ch t  berühr t .  A l lerd ings i s t  es j e t z t  möglich, daß es Moduln m i t
e iner  zugehörigen Location g i b t ,  d i e  u.U. n i ch t  mehr über einen ( lokalen)
Bezeichner referenzierbar  s ind (Haldenbildung). Dieser Fa l l  t r i t t  dann
e in ,  wenn im Blockinnern zu einem extern de f i n ie r ten  Cluster e i n  Modul
erzeugt w i rd .

E f fec tfio l :0b j * ‚ op :1d ,  modzLoc, p :GEnvfl  =

((p(m0d)+1)(o(m0d)+2))(0p‚ol ‚p)

Effect berechnet das Verhalten des durch 'mod' bezeichneten Moduls und
wendet dieses auf 'op '  und ' o l '  i n  der Umgebung ' p '  und im lokalen
Zustand des durch 'mod' bezeichneten Moduls an.

SEC:  CanflpK =

§§fl_n :=Leng th (pa rm .c ) ;  p1 :=p ;

o:= Top(K); actpar:=l_ i n
521953 n>0:

(sei eiz=ffi(parm.c)iflpio in
actpar := Cons(ei+2,actpar);
pi+12= ei+1) 1=1,. . . ,n lfl

sgi_p' :=Effect(actpar,op.c,o(mod.c) ‚pn+1)+1 _“ya

(p',Push(Pop(K),p'(o(mod.c))+2))

Die Wirkung e iner  Moduloperation w i rd  beschrieben durch d i e  Änderung
der globalen Umgebung.
Im Fa l l  e iner  Selbstakt iv ierung eines Moduls ändert Sich auch dessen
loka le r  Zustand.
Zunächst werden d ie  ak tue l len  Parameter der auszuführenden Operation
berechnet und dann diese Operation im Zielmodulg>n+1k5(mod.c)) aufge-
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ru fen.  Da es s ich  im vorliegenden Fa l l  um einen Prozedur- und n i ch t
um einen Funktionsaufruf handel t ,  l i e f e r t  der Aufruf  von Effect  ke in
Objekt a l s  Ergebnis. Al lerd ings kann s ich  i n fo l ge  von Seiteneffekten
der lokale Zustand des aufgerufenen Moduls ändern.

Der Kon t ro l l f l uß  zwischen-den Moduln i s t  h i e ra r ch i sch ,  was durch d i e

Schachtelung des Effect—Aufrufs i n  d ie  In te rp re ta t i on  des Prozedurrumpfes
zum Ausdruck kommt.

fficewallflpoz =
sei n:= Length (parm.ce); p12=p; actpar:=i_ _yn
sgi_case n>0:

(_s_e_j_ e i ' : = ffi ( pa rm.ce ) i ] p i o  _i__r_l_
actpar:=Cons(ei l2,actpar) ;

p . i +1 :=e1+1 )  i=1 , . . . , n  1n

case op .ce  = Crea te :

sgi_locmod:=Newloc(pn+1); cl:=o(mod.ce) in_
sei p'2=)\ loc.loc=locmod ——>C[lcll]actpar|pn+1(loc) in

(p',locmod)

case op.ce # Create:

Effect(actpar‚op.ce‚o(mod.ce)‚pn+1)

Gemäß de r  Syntax l i e f e r t  eine Funktion genau e in  Ergebnis und n i ch t  eine
L i s te  von Objekten a l s  Ergebnis. Damit i s t  auch d i e  Funk t i ona l i t ä t  von (

gewahrt.

Bei der Erzeugung eines Moduls w i rd  a l s  Ergebnis des Aufrufs d i e  Location
dieses Moduls ge l i e f e r t .

Resultfistmt:$tatement*; ret:Expr* 00 =
sei K:=Push(Createstack,o)); n:=Length(stmt);

k:=Lenqth(ret) 1g_
gel (o',K'):= n=0 ——0 (p,K)

3 fl stmtnflmflstmLmlfl. . .WstmtlflpK) _1__rl

case k=0:

(p . : l )
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case k=1 :

€flret10'(Top(K'))

Result i n t e rp re t i e r t  den Code e iner  Operation im Rumpf eines Clusters
Result bewirk t  u.U. auf  den lokalen Zustand 0 einen Sei tenef fek t .
Gemäß den Vereinbarungen zur Syntax g i l t ,  daß ' r e t '  entweder d ie  leere
L i s te  i s t  oder einelementig i s t .

C l i c k  C lus te r lo l  =
sei o: GenRep(create.c lbd.c l , rep.c lbd. lc ‚o l )  in

53.1 ß(o):=)\ bezzld parm1:0b j *p :GEnv.
bez £ public.clinter.cl-——>_L|
sgi_o':=Match(parm.bez.clbd.cl,parml,o)

Result(code.bez.clbd.cl)po'

(59° )

01 w i rd  verwendet zur I n i t i a l i s i e rung  eines neu zu erzeugenden Moduls,
dessen Verhalten durch d i e  H i l f s f unk t i on  Result bestimmt w i rd .

i

d
o

: 
|:



In  diesem Kapitel wird eine Definition bzw. ein Kriterium entwickelt,
wann eine Spezifikation eines nicht typparametrisierten abstrakten Daten-
typs korrekt durch eine Menge von Cluster bzw. Scripts implementiert wird.

Der Schlüsselbegriff dafür i s t  die Modulalgebra,die ausgehend von der
Semantik der Bespielsprachen aus Kapitel 2 das Verhältnis der aus den
Clustern bzw. Scripts erzeugten Moduln zueinander beschreibt. Dabei wird
versucht, die Signatur der Modulalgebra der Signatur aus der Datentyp-
spezifikation möglichst weitgehend anzugleichen. Zu diesem Zweck werden
in  3 .1  an die Cluster/Scripts syntaktische Forderungen geste l l t .

Um die Gleichungen einer Datentypspezifikation in  der Modulalgebra zu
berücksichtigen muß für die Elemente der Modulalgebra zunächst def in ier t
werden, wann zwei von ihnen verhaltensgleich sind. Dies geschieht in  3 .4 .
Die Definition der Verhaltensgleichheit geht von einem terminalen Ansatz
aus, weshalb für den abstrakten Datentyp eine terminale Semantik unterstel l t
wird.

I n  3.3 werden den einzelnen Termen der Termalgebra einer Datentypspezifika—
tion entsprechende Elemente der Modulalgebra zugeordnet. Diese Abbildung
EVAL s te l l t  dann die Verbindung zwischen der Termalgebra und der Modul—
algebra her. Das Bild der Termalgebra unter EVAL wird in  3.6 untersucht.

In  3.7 wird versucht, für den Fal l  einer Erweiterung einer Spezifikation
die zugehörigen Modulalgebren in  analoger Weise ineinander einzubetten.
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AKTISCHE ERFUL UNG EINER SI ATUR URCH

W

Sei im folgenden eine Signatur (3 ,2)  gegeben.

.§;l;l Im Vereinbarungsteil eines Clusters/Scripts wird der Definitionsbe-
r e i ch  des lokalen Zustands eines aus diesem Clus ter /Scr ip t  erzeug-
baren Moduls bestimmt.
Variable eines bestimmten Typs stehen a lso entweder für loka le  Größen,
d ie  a l s  Moduln rea l i s i e r t  se in  können, oder für  Locations von Moduln,
d i e  aus extern de f i n ie r ten  Clustern/Scr ipts erzeugt wurden. Diese
Cluster /Scr ip ts  bzw. Datentypen t reten i n  der Funk t iona l i tä t  der
Prozeduren und Funktionen der Cluster /Scr ip ts  au f .

Somit kann jeder Sorte ses ein Cluster/Script (bzw. dessen Bezeichner)
A; zugeordnet werden.

3 1 2 I n  CLALPHARD können Prozeduren P vorkommen, d i e  kein Ergebnis l i e f e rn ,
sondern nur Sei teneffekte auf einen Modul bewirken, der aus einem
Cluster  erzeugt wurde, dessen Bezeichner im Def in i t ionsbereich dieser
Prozedur vorkommt. Bei der Funk t iona l i tä t  von P w i rd  daher dieser

Clusterbezeichner (Typ) exp l i z i t  im Zie lbereich von P angegeben.

”Be i sp ie l :  Einfügen i n  eine Liste von DATA-Elementen:
INSERT: (index: INTEGER,element: DATA,liste: £15) ;  <code>;
Diese Prozedur hat  dann d ie  Funk t i ona l i t ä t :
INSERT: INTEGER x DATA x LISTE-——> LISTE

( gv t_ i s t  i n  CLU e in  reserv ier tes Symbol und s teh t  für
' conve r t ' ,  weis t  a lso  auf eine Änderung des Standpunktes h i n ,
ob e i n  Typ i n  seiner externen, abstrakten Form oder i n  seiner
in ternen Darstel lung gesehen w i rd . )

3.1„3 OBdA \wird vorausgesetzt, daß a l l e  Prozeduren und Funktionen einen
e in fachen  Z ie l be re i ch ,  a l so  ke in  ka r t es i sches  Produkt  haben. Dies

bedeutet insbesondere, daß Funktionen keine Sei teneffekte haben dürfen
(vg l .  3.1.2)
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1 Funk t iona l i tä t  der Operationen i n  CSSA

Sei P eine Operation# Create des Scr ip ts  Ag" m i t  den Parameterbereichen
(d .h .  den Typen der jewei l igen aktue l len Parameter) A ;1 , , . . . ,A ;n
(A;  wi rd  a lso sowohl a l s  Clusterbezeichner a l s  auch a l s  Bezeichner der
Menge von Objekten vom Typ A ;  verwendet ) .

Gemäß der Semantik von CSSA ( vg l . 2 .1 .2 )  l i e f e r t  e i n  Operationsaufruf
a l s  Ergebnis e in  Ereignis E=(mess,target‚env). H ier  i s t  aber nur das
Objekt a ls  Ergebnis in teressant ,  das P a l s  abstrakte Funktion berechnet.
Dieses w i rd  i n  der L i s t e  mess+1 weitergegeben. Da d ie  L i s t e  mess+1
noch weitere Informationen (etwa fü r  den Kon t ro l l f l uß )  enthal ten kann,
w i rd  vere inbar t ,  daß dieses Ergebnis d ie  ers te  Komponente dieser L i s t e
en thä l t  und 2 .8 .  vom Typ A; i s t .  Dann hat  P (bei  geeigneter Indiz ierung)
d ie  Funk t iona l i tä t

P: Aslx. . .xAsn ——> AS.

2 Funk t iona l i tä t  der Operationen i n  CLALPHARD

Sei P e i ne  Opera t ion  e ines  C lus te r s  Ag" m i t  den Parameterbereichen
| I l . . .As l " " ’Asn—1 ’Asn  und dem Ergebnisbereich As“

Dann hat P die Funktionalität (bei geeigneter Indizierung):

P: As l  x . . . x  Asn __» A;

Der Unterschied zu CSSA rüh r t  daher, daß i n  CSSA keine in te rne  Reprä—
sentat ion der Datentypen ex i s t i e r t  wie i n  CLU und ALPHARD und der
zu akt iv ierende Agent des Scr ip ts  Ag“ a l s  gesonderter Parameter beim
Activate-Befehl angegeben w i rd .

I n  CLU und ALPHARD g ib t  es e i n  imp l i z i t es  Create, durch das e i n  p r im i -
t i ves  Element eines Typs erzeugt w i rd .  Dies geschieht i n  e iner  Variablen-
vereinbarung m i t  (Standard-) I n i t i a l i s i e rung .

Z.B.: _yar s=stack

Hier w i rd  für  d i e  Variable ' s '  der Typ ' s tack '  fes tge legt  und g le i ch -

ze i t i g  an s e i n  Exemplar des leeren Kel lers  gebunden.
I n  der De f i n i t i on  der Modulalgebra w i rd  diese imp l i z i t e  Erzeugung eines
Moduls exp l i z i t  a l s  Funktion m i t  der passenden Funk t i ona l i t ä t  e ingeführ t .
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3 .1 .4  Hi1fsfunkt ionen und -prozeduren eines C ius ters /Scr ip ts ,  d ie  nur defi—

ni tor ischen Charakter haben und n i ch t  i n  der L i s t e  der von außen zu-
gre i fbaren Operationen dieses Clusters/Scr ip ts  aufgeführt  s ind ,  werden
n i ch t  berücks ich t ig t .

3.1.5 Insgesamt kann aiso gefordert  werden, daß jedem fez genau eine
(Funkt ions-) Prozedur eines Clusters/Scr ipts  m i t  e iner  passenden
Funk t iona i i t ä t  zugeordnet werden kann.

Die syntaktischen Forderungen aus 3.1.1 b i s  3.1.5 an eine Menge von Cluster /
Scr ip ts  1assen s i ch  i n  der folgenden De f i n i t i on  präz is ieren.

3.1.6 Def i n i t i on  (Er fü i iung e iner  Signatur)

Sei (3 ,2 )  eine Signatur ,  C eine Menge von Cluster/Scripts.
Sei OPC d ie  Menge a11er i n  den Clustern/Scr ipts von außen zugreifbaren Opera-
tionen (inkiusive Create).
c erfüllt die Signatur (5,2) :gdw

1. es ex i s t i e r t  a :  C ——> S b i j ek t i v
Und 2 .  es ex i s t i e r t  y :  OPC-——>z b i j ek t i v
so daß g i i t :

(veDPC)(Pf:A;1 x . . . x  Agn——9 As ==> Y(P f )= f °£a (s l ) . . . a ( sn ) , a ( s ) )

Notat ion: Er f (C,S,8,a,ß)  oder kurz:  Er f (C,S,z) .

(Der besseren Lesbarkeit wegen wird dieses3.1.7 Beispiei: INTSTACK
(und andere) Beispie1(e) i n  der Original-

(5,2) 591 Signatur Nit CLU-Syntax formu1iert)
S:={integer,stack}
Z:={nu11 : ———> i n t ege r ,

succ,pred : i n teger  ———9 i n t ege r ,
createstack: ———o s tack ,
Pop : stack > s tack ,
Top : stack ———> in tegen
Push : in teger  x stack ——-> stack}

C:={c11,c12} sei eine Clustermenge mit

c11:= INTEGER c1us£gr_is_Nu11, Succ, Pred;
re = . . . ;
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Nu l l :  <code>;

Succ: (n: cvt) returns n ' :_g! t ;  <code>;
Pred: (n: cvt) returns n ' :  SEE} <code>;

_e_rld_ INTEGER

cl2:  STACK gluster i§_Createstack, Pop, Top, Push;
re = . . . ;
Createstack: <code>;
Pop: (s :_£ ! t ) ;  <code>;
Top: (5 :  cv t )  returns n :  INTEGER; <code>;

Push: ( n :  INTEGER; 51 .2 !E )§  <code>;

_gnd STACK

Die abstrakte Syntax ( vg l .  Kapi te l  2)  der beiden Cluster l au te t :
c l1 :  ((INTEGER‚()‚(Null‚Succ,Pred))‚<rep-Code INTEGER>,(Null,(),<Null-Code>),

((Succ,(INTEGER),<Succ-Code>),(Pred,(INTEGER),<Pred-Code>))))
c :  ((STACK,(),(Createstack‚Pop‚T0p‚Push))‚<rep-Code STACK>‚

(Createstack,()‚<Createstack-Code>)‚((Pop,(STACK)‚<Pop-Code>)‚
(T0p,(STACK),<Top—Code>)‚(Push,(INTEGER,STACK)‚<Push—Code>)))).

Die Ergebnisbereiche der einzelnen Operationen hängen ab von dem Return-Ausdruck
am Ende des Operationscodes bzw. f a l l s  dieser f eh l t ,  i s t  der Ergebnisbereich
g le ich  dem eigenen Clusterbezeichner.

OPC = {Nu l l ‚  Succ, Pred, Createstack, Pop, Top, Push}

Die Operationen PfeOPC haben folgende Funkt iona l i tä ten:

Nul l  > INTEGER

Succ, Pred : INTEGER > INTEGER

Createstack : ———> STACK

Pop : STACK ———> STACK

Top : STACK ———> INTEGER

Push : INTEGER x STACK-———> STACK

a und y werden auf naheliegende Heise de f i n i e r t :

a:(INTEGER,STACK) F——9 (integer‚stack) komponentenweise

y:(Null,Succ‚Pred,Createstack‚Pep,Top,Push)|———>

(nul l ,succ,pred,createstack‚pop,top,push)

komponentenweise

a und 7 s ind woh lde f i n ie r t ,  b i j ek t i v  und e r f ü l l en  d i e  Bedingungen i n  3 .1 .6 .

Damit g i l t :  Erf(C,S,Z‚a‚Y).
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3 .2  DEFINITION DER MODULALGEBRA MC

Sei im folgenden (3 ,2)  eine Signatur und C eine Menge von Cluster /Sc r i p t s ,
so daß a und i ' ex i s t i e ren  m i t  Erf (C,S$,a,Y),  d .h .  d ie  Cluster-/Script-Menge C
e r fü l l t  d i e  syntaktischen Forderungen aus 3.1.

Aus einem C lus te r /Scr ip t  können über einen Create—Aufruf Moduln erzeugt werden.
Durch Anwendung von Operationen kann deren l oka le r  Zustand geändert werden,
was zu neuen Moduln f üh r t .  Es l i eg t  daher nahe, eine Algebra zu konstruieren,
deren Elemente Moduln und deren Funktionen d ie  Operationen dieser Moduln s ind.
Dabei so l l t e  d i e  De f i n i t i on  dieser Algebra s ich  an der der Termalgebra Ti
o r ien t ie ren .

Bei diesem Vorgehen, eine Algebra über den Moduln der Cluster-/Script—Menge C
zu de f in ie ren ,  ergeben s ich a l l e rd ings  noch e in ige Schwierigkeiten.

Die Moduln, d i e  Trägermengen b i lden so l l en ,  s ind abhängig von den (Ergbnissen
der) Operationen der zu definierenden Algebra. Andererseits können diese
Operationen nur dann de f i n i e r t  werden, wenn d ie  Trägermengen bere i t s  bekannt
s ind .  Um d ie  Gefahr e iner  Z i r ke lde f i n i t i on  zu vermeiden, wi rd d i e  Modulalgebra
MC induk t i v  de f i n i e r t .  Der Induktionsanfang i s t  s te ts  möglich, wie i n  3 .2 .1
bzw. 3 .2 .2  ausgeführt w i rd .

Die De f i n i t i on  der Modulalgebra so l l t e  s ich möglichst an der Konstruktion der
Terme de r  Termalgebra B; o r i en t i e ren .  Wünschenswert wäre e i ne  Zuordnung

Term —-Modul. Wegen der zweistufigen Referenzierung extern de f i n i e r t e r  Moduln
i s t  dies aber d i r ek t  n i ch t  möglich. Ein Modul bzw. dessen loka le r  Zustandcr
i s t  vielmehr e i n  Schema, das durch d ie  Bindungen q(id)=loceLoc —-Modul durch
eine globale Umgebung ausge fü l l t  w i rd .

Zu einem Modul muß also s te t s  angegeben werden, i n  welcher Umgebung e r  be-
t rach te t  w i rd .  Damit kann höchstens d i e  Zuordnung e r re i ch t  werden:

Modul i n  best immter  Umgebung-— Term teB3.

Dies w i r k t  s ich auf d i e  De f i n i t i on  der Modulalgebra dahingehend aus, daß n i ch t
d ie  Moduln se lbs t  d i e  Trägermengen b i l den ,  sondern Paare bestehend aus einem
Modul und e iner  globalen Umgebung, i n  der dieser Modul betrachtet  w i rd .

Da d ie  Elemente der Modulalgebra über d i e  Semantik der Beispielsprachen ge-
wonnen werden, i s t  es n i ch t  möglich, dafür d i e  Moduln se lbs t  (bzw. Moduln i n
bestimmten Umgebungen) zu wählen, wie folgende Überlegung ze ig t .
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Seien P eine n-ste l l ige Operation der Modulalgebra, die aus einer (Funktions—)
prozedur P eines Clusters/Scr ip ts  gewonnen wurde, und (a1 , . . . , an )  e i n
Parametersatz von FZ Sei Fla1,...,an)=a,wobei a über die Semanik von P
berechnet w i rd ,  also über e i n  Verhalten ß.  Nun hat ß a l s  Argumente i n  der
Regel aber Locations und n i ch t  Moduln (vg l .Kap i te l  2 ) .  Zu einem Modul a i
müßte a lso zuerst eine Location ] i  bestimmt werden m i t  ° ( 1 i )=a i ’  wo 9
d ie  globale Umgebung i s t ,  i n  der d i e  a i ,  i =1 , . . . , n ,  bet rachtet  werden.
1 i  i s t  nur dann eindeut ig bestimmbar, wenn p i n j ek t i v  i s t ,  was aber i . a .
n i ch t  der Fa l l  zu sein braucht (z .B.  zweimaliges Create desselben Clusters /
Sc r i p t s ) .

Umgekehrt i s t  aber a i  e i ndeu t i g  best immt durch l i .

Als Elemente der Trägermengen der Modulalgebra MC werden deswegen Paare ge-
wählt bestehend aus einer  Location und der Umgebung, i n  der der durch diese
Location i den t i f i z i e r t e  Modul betrachtet  w i rd .

Die Trägermengen von MC enthalten a lso a l s  Elemente Paare ( l , p )  m i t  leLoc
und peGEnv  und es g i l t :

+1 g {A : seS} mi tMC 5
==> p ( l )  = m Modul des Typs Ag.( 1 ,0 )6As

Pr im i t i ve  Objekte, d i e  ebenfal ls  Elemente von Obj s ind ,  wurden i n  der Semantik
i n  2 .1  und 2.2 n i ch t  nähers spez i f i z i e r t .
Es wird aber vorausgesetzt, daß a l l e  Objekte, d i e  n i ch t  Sc r i p t s ,  Cluster  oder
Locations sind, Moduln sind, da sie als Daten(strukturen) durch eine Spezif i-
kat ion bzw. e i n  C lus te r /Scr ip t  de f in ie rbar  se in  müssen.

Aus diesem Ansatz f o l g t  insbesondere d i e  Existenz von Moduln (ß ,o ) ,  für  d i e
o=i_und ß eine konstante (Zug r i f f s - )  Funktion i s t .  I n  CLALPHARD bedeutet d i es ,
daß diese Moduln keine in terne Realisierung mehr haben.

Da nun a l l e  Ob jek te  außer C lus te r ,  Sc r i p t s  und Loca t i ons  Moduln s i nd ,  können

diese a l l e  über Locations i den t i f i z i e r t  werden. Ggf. können fü r  p r im i t i ve
Objekte, d i e  a l s  Moduln aufgefaßt werden, Standardlocations verwendet weden,
d ie  e iner  Standardumgebung angehören, a lso a l l en  Umgebungen angehören.

I n  CSSA wi rd  d i e  ers te  Komponente e iner  Bekanntschaft, d i e  d i e  Zugr i f fsbe-
schränkung en thä l t ,  h i e r  n i ch t  verwendet. Da außerdem Bekanntschaften, deren
Zugriffsweg e in  Sc r i p t  en thä l t ,  h i e r  i r r e l evan t  s i nd ,  können der Einfachhei t
halber Bekanntschaften m i t  i h re r  zweiten Komponente i den t i f i z i e r t  werden.



_.47_

Bemerkungen zur Funk t iona l i t ä t  des Verhaltens B

Das Verhalten ß eines Moduls (ß,o) i s t  imp l i z i t  abhängig vom lokalen Zustand 0
(vgl. :fl ls:  Script}! i n  2.1.2 und ( l id:  ClusterD in  2.2.2).
Durch Aufspalten der Def in i t ionsbereiche e rhä l t  man daher:

in CLALPHARD: ß: LState ——> Id x 0bj* x GEnv ———> GEnv x 0bj*
i s t  äquivalent m i t :  ß :  LState ——> GEnv ——>Id x Obj* ——> GEnv x 0b j*

Unter Berücksichtigung der Tatsache, daß Obj = Loc (vgl.oben) vereinbart
wurde und ide Id  e i n  Operationsbezeichner aus Opid i s t ,  g i l t :

ß: LState ————> GEnv ___—> Opid x Loc* ———> GEnv x Loc*

i n  CSSA: ß :  LS ta te  ——> Mess x GEnv-——> Mess x Loc x GEnv

Unter Berücksichtigung der Vereinbarung, daß Bekanntschaften m i t  i h re r
zweiten Komponente gleichgesetzt  werden, p r im i t i ve  Objekte a l s  Moduln auf—
gefaßt und über Locations i den t i f i z i e r t  werden und nur Ereignisse in teress ieren,
d i e  einen Operator enthal ten,  e rhä l t  man:

ß :  LState-—»> GEnv-——> (Loc + Scr ipts? x Opid ——>
——> Mess x Loc x GEnv

3.2.1 Induktive Def ini t ion der Modulalgebra M‚ für  CLALPHARD

Sei (5 ,2 )  eine Signatur ,  C eine Menge von Clusters und OPC d ie  Menge a l l e r
i n  den Clustern von C Öffentlichen Operationen. Es gelte Erf(C,S,z,u,y) für
e in  a und y .

PfeOPr sei eine (FunktionsäProzedur eines Clusters aus C m i t  y (P f )= fez .

3.2.1.1 Sei poeGEnv ;  125.

s=  { ( i ‚ pg ) }  p0 he iß t  dann Standardumgebung.
(Die Standardumgebung kann Hi l fsgrößen f ü r  d i e  Semantik enthal ten,  d i e  auf
der Betrachtungsebene des abstrakten Datentyps n i ch t  au f t re ten ) .

(vseS) A: :=fl
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(VPfEOPC)

3.2.1.2 PF i s t  Create ohne Parameter

dann: (3565) P f :  ——> A3
de f i n i e re :

X.  X ___" X
Pf .  A1- > As

Sei m :=t’ll Agfl
(vpehi+2)

[as:=Newloc(p); p ' !=Ä loc. loc=as __» ms|p(loc)

Ax£=AX u l  , " }% £ ( LD)

AS:=AS u { (as,p } }

(Vs eS) A : . : =A : . LJ { (1 ,p ' ) :  ledom(p') fl A:.+1} ( * )
P?( ( i pp ) )== (as ‚p ' ) ]

Es ex i s t i e r t  mindestens e i n  P f ,  das Create ohne Parameter i s t ,  d . h .  daß

y (P f )= fex€  s f ü r  e in  seS ,  da sonst d i e  Termalgebra Tz=ß wäre.
Fa l l s  also Tz#fi‚ hat d i e  indukt ive De f i n i t i on  der Modulalgebra einen Indukt ions-
anfang durch P i .

Der De f i n i t i on  von A:  l i eg t  d i e  Mögl ichkei t  zugrunde, i n  jeder Umgebung
einen bel iebigen Modul zu erzeugen, bzw. daß e in  Cluster  i n  jeder Umgebung
zu einem Modul i n i t i a l i s i e r t  werden kann.

i _ i s t  hier eine undefinierte Location, die dem leeren Wort e zugeordnet i s t .
Dies hat  nur formale Bedeutung beim Induktionsanfang der Modulalgebra MC“

Ax+2 en thä l t  a l l e  durch d i e  Clustermenge C erzeugbaren Umgebungen (Modulge—
meinschaften).

( * )  w i rd  L i f t i ng  genannt.
Das L i f t i ng  bewi rk t ,  daß a l l e  Locations leLoc,  d i e  i n  der Modulalgebra
vorkommen und i n  der Umgebung 0 bet rachtet  werden (d .h .  (1 ,p )eA: ,  seS),
auch i n  der geände r ten  Umgebung p '  betrachtet  werden, f a l l s  p ' ( l )  de f i n i e r t

i s t .
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3.2.1.3 PF PrOZedur

d .h .  (3neN)(3s l , . . . ‚ sn ,seS)  P f :  Ag l x . . . x  Ag" ——> A;  und s=sn
bei  geeigneter Indiz ierung (vg l .3 .1 .3 .2 )

Def in iere t
x_ x x ___ xPf .  As l x . . . x  Asn  > A5

(V( (a s1 ’0 ) s - - - a ( a sn ,p ) ) eA:1x . . . x  Aén  mi t

(o,Pf‚(asl‚...‚asn_1,rep(ms)),p)edom(ß), wo m :=(ß‚o):=p(asn))s

[ (p ' , ob j ) : =ß (g ,P f , ( as l , . . . ‚ a sn_ l , r ep (ms ) ) ‚ p )

Aimiu {mm}
(vs'eS) A : . :=A : . l J  { (1 ,p ' ) :  ledom(p') n A:.+1}

Pfiuaslm)....,<asn,p))==(asn,o')1

Das Verhalten des Moduls ms=p(asn) w i rd  angesetzt auf den Parametersatz
bestehend aus

- der Operation Pf
- den ak tue l len  Parametern von P f ,  wobei rep(ms) d i e  in terne Dar-

s te l lung  (Datenstruktur) von p (asn )  se in  so l l
— der Umgebung p .

Dieses Verhalten beschreibt gerade d i e  Sei teneffekte von Pf auf den
Modul p (asn ) .  Im allgemeinen g i l t  a l so :  p (asn )#  p ' ( asn ) ,  wobei p ' (asn )

der unter  den Seiteneffekten von Pf geänderte Modul rnS i s t  ( vg l .  d i e
Vereinbarung zur Änderung der Umgebung bei  Seiteneffekten i n  2.2.2).

' ob j '  i s t  h i e r  unde f i n i e r t ,  da Pfkein Ergebnis l i e f e r t ,  sondern nur
Sei tenef fekte bewi rk t .

A l l e  Parameter von P: gehören derselben Umgebung an, da nur deren Ver—
knüpfung s innvo l l  i s t .

3.2.1.4 Pf i s t  parametr is ier te Funktion

d.h. (aneN)(asl,...,sn‚seS) Pf :  Aslx. . .x Asn ——> A5

X ——> AX
sn  S

Definiere: F?: A:1x...x A
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3.2.1.4.1 Pf i s t  Create m i t  Parametern

X( v ( (as l ‚ p ) , . . . ‚ ( a  n p ) )eAs l x .  .xAsn)s
' [ a  :=New1oc(p)s

p ' :  =}. 1oc.1o<:=--as m > f Ü A g fl ( a s l , . . . ‚ a s n ) 1 p ( 1 o c )

A; =A.L U { ( i ’ p ' ) }

A;:=ASLL' [ (as  ‚ 9  ) }

(vs'eS) A:.:=A:. u {(1,p'): 1edom(p') n A:.+1}

P; ( (as l sp )sov -s (asnsp ) ) := (as9p ' ) ]

3.2.1.4.2 PF I s t  Funktionsprozedur # Create

(v((asl‚p)‚...‚(asn‚ p))eAslx. .xA’s‘n mit
(O ’P f ’ ( as l " " ’ asn - l ’ rEp (msn ) ) ’ ° ) ed °m(ß ) “msn=° (asn )= : (ß ’ ° ) )

[(p',aS):=ß(o‚Pf,(asl,...,asn_1,rep(msn))‚p)

AT:= I u { ( ) ‚ p ' ) }

X1_ x' .
A5  _A5  U { (6590  ) }

(vs'eS) A:.:=A:. u {(1‚p'): 1edom(p') n A:.+1}
Pé((asl.o)....(a5„‚p))==(as.p') 1

3.2.1.5 Lemma

Sei (5,8) eine Signatur ,  C eine Menge von C1usters und OPC d ie  Menge a11er
in  den C1ustern von C öffent1ichen Operationen. Es ge1te Erf(C,S,2).
PX fez ,  se i  w ie  i n  3.2.1. 2 - 3.2.1.4.f 9

Dann g i1 t :  ( ez )  P? i s t  woh1def in ier t .

Beweis:

Sei PfeOPC

1 .  P f :  ——> A5 i s t  Create ohne Parameter.
Sei pEAJ+2. Pg%) p) MNew1oc( ) ‚ p '  ) .
Dabei i s t  p '  =>. 1oc. 1oc= New1oc(p )-——>(’[|AS|Ü|p((10c)

New1oc i s t  i n j ek t i v ;  f und 0 sind Funtkionen
==> (New1oc(p)‚p') i s t  e indeut ig ==> P: woh1def in ier t .
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2 .  P f :  Aslx...x ASn ->  As  i s t  Prozedur .  x x

Se1 ( ( a s l , p ) , . . . , ( a sn ,p ) ) , ( ( a s l , p  ) , . . . ‚ ( asn ‚p  ) )eASlx . . .x  Asnund

((asl‚p)‚...(as„‚p))=((ag1‚o'),....(a;„‚o'))
==>  (ß ‚0 ) :=p (asn )=p ' ( agn )= : (ß l ,O l ) ‚  da  p und  p '  Funk t i onen .

ß,rep,ß '  s ind voraussetzungsgemäß Funktionen
==>  (B iOb j ) : =ß (09P f ’ ( as l " ' " asn_1 ’ reD<p (asn ) ) ) ’ p )=

=ß ' (g ' ‚P f ‚ ( a ;1 , . . . agn_1 , rep (p ' ( agn ) ) ) ‚ p ' ) = : ( 510b j ' )
(dabei i s t  obj=obj'=j)

==> P§((a51,p),...,(asn,p))=(asn,p)=P§((a;1,d),....(a;n,d)) (as„‚p')
==> P; i s t  woh1definiert.

3 .  P f :  As l x . . . x  Asn  _—> As  i s t  Create  m i t  Parametern.

V91. 1 .  und verwendezfflAgfl: Aélx...x Asn  w» A; i s t  Funktion.

4 .  P f :  Aslx... x Asn  __» AS 1s t  Funktionsprozedurfi Create.

Analog 2.
NNN

3.2 .2  Indukt ive De f i n i t i on  der Modulaigebra_ßp fü r  CSSA
U

Sei (3 ,2 )  eine Signatur,  C eine Menge von Scr ip ts  und OPC d ie  Menge a l i e r
i n  den Scr ip ts  von C ö f fen t i i chen  Operationen. Es ge l t e  Er f (C,S ‚z ‚a ,y )  f ü r

e i n  a und y .

PfeOPC sei eine Funktion eines Scr ip ts  aus C m i t  y (P f )= fez .

3.2.2.1 Sei pOeGEnv ;  i t s .
AI ={(i‚p0)} po heißt die Standardumgebung.
(vseS) A::=E

( veOPC)

3 .2 .2 .2  PF i s t  Create ohne Parameter

dann: (3565) Pf:-——> A;

Def in ie re :
x_ x ___ x

Pf .  A1 > A5
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( vpen f l z )
:=Newloc(p)

pli=Ä10C.10C=as ———> „IA; ] | p ( l oc )

Aiz=AIU {mm}

AX:=A: U { (as ‚p ' ) }

(vs'eS) A:.:=A:. u { ( 1 ,p ' ) : 1edom(p ' )  n A:.+1}

P:((i;o))==(asao')]

3.2.2.3 P: i s t  Create m i t  Parametern
1

, l I ___ Idann (3neN)(3sl‚...‚sn‚seS) Pf.  ASl x. . .x  As” > AS
Def in iere :

x_ x x ___ xPf .  As1 x . . . x  Asn > AS
x(v((a1,p),...,(an,p))eA$1 x...x Ag")

[ a  :=Newloc(p)s
p':=)\lOC.10C=as ——>TEA;H (a1,...,an)|p(loc)
ALz=Ai  U { ( L ‚ p ' ) }

AX:=Aä u { ( as ,p ' ) }

(vs'eS) A:.:=A:. u { (1 ,p ' ) :  ledom(p') n A:.+1}

30 . ) ]P?( (a1 ‚p ) ‚ - - - ‚ ( anao ) l== (as

3.2.2.4 P; I s t  Operation # Create

In  CSSA g i b t  es keine Unterscheidung zwischen Prozeduren und FUt l onSPro '

zeduren.
Ein wei terer  Unterschied zu CLALPHARD i s t ,  daß d ie  Weitergabe der Kont ro l le

exp l i z i t  programmiert werden muß und daß es i . a .  keine in te rne  Real is ierung

einer Datenstruktur g i b t  ( vg l .  2.1).
Ein Operationsaufruf w i rd  durch e i n  Ereignis E i n i t i i e r t .  Das Ergebnis
dieser Operation i s t  Bestandteil der Nachricht des Folgeereignisses E'=
Follow(E). Per Konvention se i  dieses Ergebnis das e rs te  Element der
Acquaintance- bzw. Loca t ion l i s te  der Nachricht E ' .



-53-

(3neN)(asl‚...,sn,seS) Pf:  ASl x. . .x  Asn  ——> A
s

De f i n i e re :
x ,  x x xP f .  A$1  x . . . x  Asn  ——> AS

x x .

((a1,. . . ‚an—1)‚Pf) ‚an,p)edom(Fol low) bei geeigneter
Indizierung )

[ (mess ‚ l ' ‚ p ' ) : =Fo l l ow( ( ( ( a1 ‚ . . . ‚ an -1 ) ‚P f , an ,p ) )
as:=(mess+1)1

Aiz=Ai u { (Lp 'n
A::=A: u {(as‚o')}
(vs'eS) A;‚:=A;. u {( l ‚p'): ledom(p') n A:.+1}

P§((a1,p),...,(an,p)):=(as,p')1

Zur Funk t i ona l i t ä t  von Pf  vg l .  3.1.3.1.
Zur imp l i z i t en  Änderung der globalen Umgebung vg l .  2.1.2.

3.2.2.5 Lemma

Sei (5 ,8)  eine Signatur, C eine Menge von Scripts und OPC die Menge a l l e r
i n  den Scripts von C öffentl ichen Operationen. Es gelte Erf(C,S,Z).
Pg, f ez ,  sei wie in 3.2.2.2 - 3.2.2.4.
Dann g i l t :  ( ve )  P? i s t  woh lde f in ie r t .

Beweis:

Se i  PfeOPC.

1. P f :  ———> A' i s t  Create ohne Parameter.

Sei peA j i z ,  Pf((i‚p))=(Newioc(p)‚p').
Dabei ist p 'q  loc.loc=Newloc(p) —->J’[TA;3|0(10c).
Newloc i s t  i n j ek t i vy f i nu ip  sind voraussetzungsgemäß Funktionen
== >(Newloc(p)‚o') i s t  eindeutig ==> P: wohldefiniert.

2. Pf :  A$1 x . . . x  Asn ——> A5 1s t  Create  m i t  Parametern.

Analog 1 .  un te r  Verwendung de r  E igenscha f t ,  daß ffiAgfl  : s l x " ‘XA ;n  ——> A;

Funk t i on  i s t .
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3. P f :  As l  x . . . x  Ag" ——> Ag i s t  Funktionsprozedur # Create.

Sei ((a1‚0),...,(an,0)), ((b1,fi),...,(bn‚d))eAg1x...x Ag” mit
((a1,p),...,(an,p)) = ((b1,d),...,(bn,d)).
Follow i s t  nach Voraussetzung Funktion
==> Follow (((al, ...,an— 1), pf), an,p) = Follow (((b1,...,bn-1)‚Pf),bn‚e)
==> P£((ölap)‚ . (an‚e)) = P ((b1.d) (bn‚d))
: :  P f  i s t  woh lde f i n i e r t .

Für PX, fez, und Ag, seS, definiert wie in 3.2.1 bzw. 3.2.2 gi l t  nun,
daß Pf im allgemeinen nur eine pa r t i e l l e  Funktion i s t .
Es w i rd  daher jede Menge A:  , ses, um e in  (neues) Fehlerelement i se e r -

we i te r t  und d ie  De f in i t i ons  von P f ,  f ez ,  so ko r r i g i e r t ,  daß jedes P f
e ine  t o ta l e  Funk t i on  i s t .

3.2.3 De f i n i t i on  (Modulalgebra)

Sei (5 ,2 )  eine Signatur ,  C eine Menge von Cluster /Sc r ip t s  m i t  Er f (C ,S ,z ) .
Sei 125.

Seien Ag,  seS, und Pg,  f ez ,  wie  i n  3 .2 .1  bzw. 3 .2 .2 .

x . x1. (vSCS)A ”As  U { i s } ,  wobe1 lséAs'

2 .  A v 1 .  3 .2 .1 .1  bzw. 3 .2 .2 .1‚1: A.1 ( 9 )

3 .  ( vseS) (ez  S)
€ :

Pf :  Ai ---> AS

v(i,p)eAi)'fi+((i,p))z= P;((1.p)) gemäß 3.2.1.2 bzw. 3.2.2.2
. (vneN)(\—‚/s l ‚ . . . ,sn,seS)(ezsl‚&

. . . sn , s )

P ' Af ‘  s l

(v ( (a1 ‚p ) , . . . , (an ,p ) )eA51x . . .Asn)

P:((a1,p),...,(an,p)) gemäß 3.2.1.3/3.2.1.4
bzw. 3 .2 .2 .3 /3 .2 .2 .4F}((a1,p)‚...,(an‚p))z= falls ( ( a1 ,p ) , . . . , ( an ,p ) ) edom(P ; )

XI IXA  ___—'sn > A5

is sons t
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5. MC:= ({AszseSLJ{l}},{F%: fez}) heißt die von C erzeugte Mbdulalgebra.

Nach Def ini t ion 3.2.3.3 i s t  Ff :  A$1 x. . .x  Asn__° As insbesondere streng
bzg l .  den Fehlere lementen i s ’  seS, d .h .  P f (e1 , . . . , en )= l s ,  f a l l s  e i= l s i

fü r  e i n  ie{1,...,n}.

Diese Regelung en tspr i ch t  den Fehlermeldungen eines Programm(laufs).

Der De f i n i t i on  der Modulalgebra kann man entnehmen, daß m i t  ILOC|=m

auchl Q A |=m i s t ,  f a l l s  es mindestens ein seS g ib t  mit  z #D, was voraus-s 5 s „ s
gesetzt wurde.Sei nämlich seS m i t  f ez  Dann können, ausgehend von (1,00)
durch wiederholte Anwendung von ?} uääädlich v i e l e  Elemente i n  AL und AS
e rzeug t  werden.

Diese Eigenschaft,  daß i n  jeder Umgebung e i n  Element durch Ff erzeugt
werden kann, erschwert d i e  Erörterung eines konkreten Beispie ls  e iner
Modulalgebra.

Wünschenswert wäre nun, daß MC eine Z-Algebra i s t .
Dies i s t  aber n i ch t  möglich, da es i n  MC i.a. keine konstante Funktionen
g ib t  und die Menge der Sorten um " i f  erweitert wurde. Allerdings i s t  nach
der De f i n i t i on  von MC zu vermuten, daß MC eine algebraische Struktur  ha t ,
d i e  i n  eindeut iger Weise von der Signatur (5 ,2 )  und i_abh5ngt.
Dies l eg t  folgende Begr i f fsb i ldung nahe.

3.2.4 Def i n i t i on  ( (S ‚Z)g)

Sei (5 ,2 )  eine Signatur und 915.

(Sizf):=(S,z)g :gdw

1. s'=s „ {g}
2. z'={zé,s: weS*, seS} u {ZD seS}  mit

(vseS)(3furg: 25 ,5 “ )  25 ,5  b i j ek t i v )  A

(vseS)(wes+)(afuq„„s;zw‚s—> %,”; bijektiv) A
(vseS)(vweS*)(zw,s=D <==> z; S=D)



3.2.5 CoroT1ar

Sei (5 ,2 )  eine Signatur ,  gtS und (S ' , z ' ) = (S , z )g .

Dann i s t  (S” ,z ' )  eine Signatur.

Beweis: Da (5 ,2 )  eine Signatur i s t ,  f o l g t  d i e  Behauptung unmit telbar
nach 3.2.4 und 1.1.1.1.

NNN

Nach Definit ion hängt (5,2)g i n  eindeutiger Weise von (3 ,2)  und g ab,
so daß wei ter  unten e in ige s t r uk tu re i i e  Induktionsbeweise ans ta t t  über
(5 ,3 )9  auch über (5 ,2 )  geführ t  werden können.

3 .‘2’. 6 Sa tz

Sei (5,2) eine Signatur, C eine Menge von Cluster /Scripts mit  Erf(C,S,z,a,y)

für  ein a und 7 und MC die von C erzeugte Moduiaigebra. (gs.

Dann i s t  MC eine z'—Algebra m i t  (S ;2 ' ) : = (S ‚E ) i :

Beweis:

1. Nach 3.2.3.5 existieren für a11e seS'=SU{i} eine Trägermenge As.
2. (vseS)zifs:= {f 'z fez } .  '

8 ,5
VseS 25 ,5  —>Z_L, s ’ ( eze , s )  f un ' s ( f ) : = f  )

+ | o—+) Zw,s "z

)(funw,s:

( )(funs

(vseS)(vweS w s
(vseS)(vweS =„id )Zw,s

2.1 Sei seS', f ' e z '  5
=> (seS A (3 feze S) 

fun;1(f')=f>

=> ((aeOPC)y(Pf)=f A Pf: ——> Ag)

==> (äfifeMC+2) F?: ——> As nach 3.2.3.3.

2 .2  Seien w=s l  $2 . . . sneS '+ ,  ses ;  f ' e zé  s ‘
_ + _ ] .  , | _ _ |_>  (weS , 565) A ((afezw,s) funw’s( f  ) - f )  (f—f ! )
=> (3  PfeOPc) y (P f )= f  A P f :A$1  x . . . x  Asn ——9 As

=> (äfiéeMC+2) F?:Asl x...x Asn ——» A5 nach 3.2.3.4.

=:> M i s t  eine z ' -Aigebra.C
MMN
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Ein kurzes, informelles Beisgiel soll die Def i n i t i on  einer Modulalgebra
veranschaulichen. Informell b le ibt  das Beispiel deshalb, weil die genaue
Konstruktion einer Modulalgebra die Kenntnis der semantischen Funktionen
voraussetzt. Diese können aber wegen des hier angesetzten Abstraktions=
niveaus bei der Beschreibung der Beispielsprachen nicht exp l i z i t  und
vollständig angegeben werden. Dennoch soll zumindest der Mechanismus
bei der Konstruktion einer Modulalgebra verdeutlicht werden.

Als Grundlage soll Beispiel 3.1.7 (INTSTACK) dienen.

Die Standardumgebung sei po := D.
Die Menge der Locations sei Loc:={l i :  ieN}.

Ausgehend von der Standardumgebung soll eine Umgebung konstruiert
werden, die einen Keller der Länge 2 mit den Komponenten '0'  und '1'
enthält .

In po wird Createstack aufgerufen; dies führt  zu einer Umgebung
p l  :=  { (11 ,m1) }m1t

11 := Newloc(p0), mlz=fflSTACKll
Dem entspricht in der Modulalgebra: Createstack((i,po))=: (ll,p1);
Astack := { (11 ’ °1 ) } '

(Eine Abbildung peGEnv  wird hier als zweistellige Relation geschrieben.)

In p1 wird nun eine Null erzeugt, was zu p2 führt:
02 :={(l1,m1),(12‚m2)} mit
12 := Newloc(p1), m2:=tiINTEGERi‚
(12,02) := NÜTTl ( i JD1 ) )S

Ain tegerzz  { (12 ‚02 )} ;  Astack :=  { (11901)9 (11 ,02 )} .

Dabei wurde A durch das Lifting um ( l l ,p2)  erweitert,
stack

Nun wird '1 '  erzeugt durch einen Aufruf
BÜEE{(12,p2))=: (13,p3) wobei p3( l3 )= :m3  der Modul für ' 1 '  sein so l l .
Damit g i l t  nun:
p3 := {(11,m1),(12,m2),(13,m3)} ,
Astack:== { (11 ’91 ) ’ (11 ’02 ) s (11 ’03 )}s  A in tege r :=  {(12.02),(12,03).(13.03)}.
Nun wird zweimal ein Push ausgeführt, wobei zuerst '0'  und dann '1'
auf den Keller geschrieben wird:
m((11903 )9 (12303 ) )  =: (11,94)-
°FÜEH' bewirkt einen Seiteneffekt auf dem Modul ml, der dadurch in  ml'
übergeht.
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on := {(11 ,m1 ' ) , (12 ,m2) , (13 ,m3)} ,
Astack :=  { (11 ,91 )9 ( ]1902)a ( ]1 ’03 )9 (11 ’9u) } !

Ain teger :=  { ( ] 2 ‚pg ) ‚ ( 12 ‚03 ) ‚ ( 13 ‚03 ) ‚ ( 12 ‚p„ ) ‚ ( 13 ‚pg ) } .

Eine weitere Anwendung von FUEH soll '1' auf den Keller schreiben,
der bisher mit '0' gefüllt i s t :
FÜEH( (11»Du)a (13 ,Dn) )  : :  (11995) !
dabei geht Inl' durch Seiteneffekte über in m1“ (beachte, daß sich
vereinbarungsgemäß dadurch die Umgebung ändert, so daß p5( l l )=m1" ) .

p5 := {(l1,m1"),(12,m2),(l3,m3)},
Astack :=  { (11991 )9 (11992 ) ’ ( 11993 )a (11apu)9 (11 ’95 )  } ,

integer:= { (12 ’92 ) ' ( 12 ’ °3 ) , ( 12 ‚0u )» (1zaos ) ‚ ( 13 ,03 ) ‚ ( 13 ‚pu ) ‚ ( l 3 ,p5 ) } .

Anhand einer Modulalgebra bzw. deren Definition kann nun rückblickend
die Semantik der BeispielSprachen noch etwas beleuchtet werden. Dabei
werden im folgenden zwei Forderungen an diese Semantik entwickelt, die
die Eigenschaften von Axiomen haben.

3.2.7 Definition (Pm(LOC,p0)‚no‚np)

Sei C eine Menge von Cluster /Scripts und MC die von C erzeugte Modulalge-
bra, deren Standardumgebung po sei.

1. Pm(Loc,p0) := {n: n: Loc ——9 Loc biJektiv A “'dom(p0) = 1ddom(p0 ) } ‘

2. (v«e(Loc,po))(VoeLState: o: Id ——> Loc)
no: Id  —--> LOC

(videId)(no(id) := «(loc) :gdw o(id) = loc)

3. (Vne(Loc,p0))(vpeGEnv: p:  Loc ——9 Modul)
up: Loc ——> Modul

(vloceLoc)(np(loc) := (ß,o) :gdw p(n-1(10C)) = (ß ‚ n ' l o ) )

Mit 0 und D sind auch no bzw. hp , ne(LOC‚pO)‚ wohldefiniert, da n
bi jekt iv  i s t .

3.2.8 Corollar

Sei C eine Menge von Clusters/Scripts und MC die von C erzeugte Modul-
algebra mit der Standardumgebung po.
Dann g i l t :  (Vne(Loc,p0))(vleLoc)(VpeGEnv)

1- “(WM?) = (wo(fl(1)))+2
2-  (no(v(1)))+1 = p (1 )+1
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Beweis:

Sei ne (Loc ,p0 ) ,  leLoc, peGEnv  und p( l )= : (ß ,o ) .

p(1)=(ß‚o) ==> n(p( l )+2)  = no.

Sei_gp<n<1)) : <ß'.o') ==> p(«'1(w(1))) = gß'.n'lo'>;
p("  (“(1))) = 0(1) = (3:0) ==> ß=ß' A o=n' o'
==> ß=ß' A o'=no.

Die Locations, die in  den Beispielsprachen verwendet werden, dienen als
Namen für Moduln (vgl. Speicheradresse - Speicherzelleninhalt).
Die konkrete Beschaffenheit dieser Namen i s t  i rrelevant.  Man wird also
erwarten, daß die Semantik der BeispielSprachen "unabhängig" i s t  von
den jeweils verwendeten Locations. Uber die Menge Loc wurde in  Kapitel 2

demnach auch nur die Angabe gemacht, abzählbar unendlich viele Elemente
zu haben.

Von den Funktionen, die die Semantik einer Beispielsprache definieren,
wird man daher annehmen, daß sie invariant sind gegenüber einer Permu—
tation der Locations. Dies veranlaßt zu folgender Forderung an die
Semantik der Beispielsprachen:

3.2.9 Forderung

Für jede Funktion F der Semantik einer BeiSpielsprache und für jede
Permutation n der Locations g i l t :

F und n sind vertauschbar,
d.h. die Anwendung von F auf ein beliebiges Argument, in dem jede Location
leLoc ersetzt wurde durch „ ( l ) ,  ergibt dasselbe, wie wenn man F auf das
ursprüngliche Argument anwendet und in dem Ergebnis von F dann jede
Location durch ih r  Bi ld unter „ ersetzt .

Diese Forderung t r i f f t  insbesondere zu auf das Verhalten ß eines Moduls
(ß‚o), da B über die Funktionen der Semantik der zugrundeliegenden
BeiSpielsprache definiert wurde. Außerdem wurden die Operationen F}
einerlmpdulalgebra über das Verhalten und die semantischen Funktionen
bestimmt.
Auf der Ebene der Modulalgebren wirkt sich daher obige Forderung
folgendermaßen aus:
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Sei MC:=({AS: seSu { i } } , {F f :  f ez } )  eine Modulalgebra der C lus te r - /
Scriptmenge C m i t  der Standardumgebung po.
Sei F+eMC+2, ((ll‚p),...,(ln‚p))edom(F+) und (t,p')25$%((11,p),..,(1H,p)).
Sei ne(Loc‚po).
Dann g i l t  nach 3.2.9:

$? ( (n (11 ) , np ) , . . . , ( n (1n ) , np ) )  : ( “ ( 1 ) :Wp l ) °

Der De f i n i t i on  e iner  Modulalgebra kann man entnehmen, daß e ine Umgebung

peA +2 ausgehend von der Standardumgebung po durch eine Folge von
Operationen Ff ,  f ez ,  erzeugt wurde, wobei na tü r l i ch  das erste Element
dieser Operationenfolge e i n  Create ohne Parameter sein muß.
Diese Ketten von Operationen werden noch eine besondere Ro l le  Spielen.

3.2.10 Def i n i t i on  (Konkatenation, Operationskette, OPM )
C

a) Sei A eine nicht  leere Menge und A* die von A erzeugte f re ie  Northalb—
gruppe mit dem leeren Wort @. >
Dann sei " " das Zeichen für  die Konkatenation, d.h. (Ä ' „_ ‚g)  i s t  ein
Monoid.

b)  Sei (5 ,3 )  eine Signatur ,  C eine Menge von Cluster /Sc r ip t s  m i t
Erf(C,S,z)  und MC:=({AS: seSU{i}}‚{F%: f ez } )  d i e  von C erzeugte
Modulalgebra m i t  der Standardumgebung po .

1. (VOPe(MC+2)*) de f in ie re  pa r t i e l l e  Funktion

OP: A1+2 __» POT(Ail2) (P0T(hLl2) sei die Potenzmenge
von.A|+2)

du rch :  -*

a) OP=ez (Vpenilz)'op(p) := { p }

...... . . . = + .

b) 0P=Pf, feXe’S, ses. (VpeAilz) 0P(p) . { (P f ( ( i ‚ p ) )  2)} *

c) OP£FF_OP', f ez s l . . . sn , s ’  neNO, sl‚... ,sn‚seS‚ 0P e (MC+2) .

F
(VDCAiiZ) 0P(p)  : =pueopu (p ) {p ' : 3 ( (1190 " )9 - - ° ‚ ( ] n90 " ) )ed0m(  f )

A 11¢dom(p), i =1 , . . . , n

A p'=(rf((113p"),...,(1n,p")))+2}

2.  0PH :=  {OPe(MC+2)*: OP to ta le  Funktion auf ALlZ
. ‘ IC

A ((VpeAilZ) |0P(p)|=1)}

OPCOPM he iß t  Operationskette.
C

Für OPeOPM und peAilZ i den t i f i z i e re  dann {p ' } : =  OP(p) m i t  p ' .

C
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Eine Modulalgebra MC bzw. eine Menge C von Cluster—lScripts enthalte
d ie  Programmierung eines DATA-Kellers und e ine r  DATA'-Narteschlange.
p l  se i  d i e  Umgebung, d i e  man ausgehend von der Standardumgebung e rhä l t
durch die Erzeugung bzw. Konstruktion eines Kellers mi t  n Kellerelementen
d1 , . . . , dn  vom Typ DATA.
In d ieser Umgebung werde nun e ine Warteschlange der Länge m m i t  a l l
ih ren Komponenten erzeugt bzw. kons t ru ie r t ,  was zu e iner  Umgebung p2

führe. An diesem Prozeß sind der Keller und seine Komponenten nicht
be te i l i g t .  Man w i rd  a lso erwarten, daß d ie  umgekehrte Anwendung der
Operationsketten für den Keller und die Warteschlange, d.h. zuerst
wird die Warteschlange ausgehend von der Standardumgebung konstruiert
und dann ers t  der Kel ler ,  zu einer Umgebung p2 '  führ t ,  die b is  auf
eine Permutation der Locatioms(Umbenennung) zu p2  gleich i s t .
Eine Verallgemeinerung dieser Überlegung s te l l t  d i e  folgende zweite
Forderung dar, die sich ebenfalls an die Semantik der BeispielSprachen
r i ch te t .

3.2 .11 Forderung

Sei MC eine Modulalgebra mit poeA  +2 als Standardumgebung.
Sei neNo und OPiEOPMC’  i =1 , . . . , n ;  a und ß seien Permutationen der Zahlen
l , . . . ‚ n .  0P :=0Pa(1)_‚.._pPa(n) , OP' :=OPB(1 )—"*—OPB(n ) '

Dann g i l t  für  a l l e  peA  +2:
ane(Loc ,p0) ,  so daß
1. n0P(p) = 0P' (p)  und

2 '  TTIdom(o) = i ddom(p)  '
3.2.11 besagt also, daß die einzelnen Operationsketten 0P1,...,0Pn
voneinander und von den Elementen der Umgebung p°unabfiäng ig  sind. OP und
OP' angewendet auf eine Umgebung peA  +2 ergeben damit zwei Umgebungen,
die b is auf eine Permutation (Umbenennung) der Locations gleich sind
und die Umgebung p "unverfälscht" enthalten, d.h. “ldOM(p) = i ddOM(p ) °
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Die Konstruktion der Modulaigebra MC zu e iner  gegebenen Signatur (5 .2)
i n  3 .2  o r i en t i e r t e  s i ch  an de r  S t ruk tu r  de r  Terme teTZ. Im folgenden
wird nun eine Zuordnung zwischen den Termen der Termaigebra und den Eie-
menten der Moduialgebra:vorgenommen. Diese„Zuordnung‚biidet eine Brücke
zwischen der Term— und der Modulalgebra.

3.3 .1  Definit ion (EV EVAL)

Sei (5 ,2)  eine S ignatur ,  C eineMenge von CLUster /Sc r i p t s ,  für d i e
Erf(C, 5 ,5)  g i i t .  Méi=({Aé?seSLMlj}‚{sfez}) sei die von C erzeugte
Moduia igebra.

{_EVs ;Ü

_l. ‚.(__„5eS_)(\/Fez€ s) _
1 .1  EV(e ‚ f ) -  : Pf ( ( l gpo ) )

3.3.1.1_E

1.2 (VneN)(vt1,. . , tneTZ)
EV(t1. . . tn , f ) := 'P

2. (VneN)(vsl ” sn, s_e$)(vfez
2 .1  EV(£,  f ( t 1 , .  . , t n ) ) : =

m1t  ( a l , p1 ) f

(62 ,02 )

( an ,pn ) :

p :

,2.2 (vmeN)(vti , . . . ,  tmeTZ ) _
_EV( t i . . . t é , f ( t 1 ‚ . . . . , tn ) ) ;=

, mi t  (a l ’p l ) ' _

„ ( 32902 ) :=

(an ,pn ) :=

p :

3 .3 .1 .2  EVAL:={EVALS: EVALS: TZ ,S  ——>

(VteTZ) EVAL( t ) :=  EV(e , t )

f ( ( JJp ) )  m i t  p2=EV( t1 . .

_f? AS ,  SGS}

(00 Standardumgebung)

. t n -1 , t n )+2

vt1 , . . . ,
„ ‚ ( än ‚p ) )

1 sn S) (  tneTZ)

(
S

E(  51 ,0 ) “

: EV(g ‚ t 1 )

EV(t1,t2)

EV( t1o  . . tfl ' 1 , t n )

( a1 ‚p ) ‚ - . . ‚ ( anap ) )

t& , t 1 )
...tmt1‚t2)

I m <

. . tmt1 . .  . t n -1 , t n )
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EVAL bzw. EV s ind woh lde f i n ie r t ,  da Ff ,  f ez ,  woh lde f in ie r t .

EVAL ordnet einem Term teTZ e in  Paar ( l , p )  zu: t kann dabei aufgefaßt
werden a l s  abstrakte Beschreibung e iner  Programmberechnung. Dabei er -
g i b t  s ich  d ie  Schwierigkeit,daß i n  e iner  Berechnung d ie  Teilterme von t
sequent ie l l  e ra rbe i te t  werden, wodurch schr i t tweise eine globale Umge-
bung - ausgehend von der Standardumgebung po - aufgebaut w i rd .
Die Reihenfolge, i n  der d ie  Tei l terme eines Terms t= f ( t 1 , . . . , t n )  erarbei—
tet  werden, i s t  be l i eb ig .  H ier  w i rd  eine Abarbeitung der Argumente von f
von l i nks  nach rechts un te r s te l l t .  Die bere i t s  abgearbeiteten Tei l terme,
der Kontext, bestimmen d ie  gegenwärtige globale Umgebung. Der Kontext
w i rd  im ersten Argument der H i l f s f unk t i on  EV gespeichert.

Dem Ubergang von (a i , p i )  nach (ai+1,p), : ls isn-1,  p=pn‚ i n  3.3.1.1.2
l i eg t  das L i f t i ng  zugrunde:

a)  t i+ lez€  s ’  seS:

(aj+1,pi+1)= EV( t1 . . . t i -1 t i , t i +1 )  = F+( ( i , p i ) )
' nach 3.3.1.1.1.2

Sei (a i ,p i )=  EV(t1...ti—1,ti)eAsi für sieS
==> (a i ,p i+1)e  As i  per L i f t i ng
==> (a i ,p)eAsi  per L i f t i ng .

b) t1+1= f ( t1 ' ‚ . . . , tm ' ) :
(ai+1,pi+1)= EV( t1 . . . t n , f ( t1 ' , . . . , tm ' ) )= '5 f ( (b l ,p ' ) . . , (bm,p ' ) )

und (ai,p')eASi
==>(ai,pi+1)e As i  per L i f t i ng
==>(ai,p)e As i  per L i f t i ng .

Daran s i eh t  man, daß EVAL bzw. EV nur dann de f i n i e r t  i s t ,  wenn auch j e -
wei ls  das L i f t i ng  i n  geeigneter Weise durchführbar i s t ,  wenn also
F+((a1,p),...,(an,p)) i n  3.3.1.1.2 definiert und fi_s i s t .
Dies hängt ab von der Programmierung der C lus te r /Scr ip ts .  Daher i s t  es
s innvo l l ,  an den Programmierer d ie  Forderung zu s te l l en ,  daß es zu
jedem Term teTz eine entsprechende Folge von de f i n ie r ten  Operationsauf—
rufen i n  MC g ib t .

3.3.2 Defini t ion (MC enthält 2)
Sei (5 ,2)  eine Signatur ,  C eine Menge von CLuster. /Scr ipts m i t  Erf(C,S,z)
und MC d ie  von C erzeugte Modulalgebra. Sei EVAL: TZ ——» MC , wie in 3 .3 .1 .
MC enthält z :gdw (vseS)(vteTZ,S) EVAL(t) # is
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EVAL bzw. EV bewahren i n  MC d ie  Schachtelung von Operationen i n  einem
Term teTZ. Dennoch i s t  EVAL kein Homomorphismus, da

- MC und T2 verschiedene Signaturen haben
- EVAL(t) s te ts  von der Standardumgebung ausgeht.

Dieser Mangel von EVAL, n i ch t  homomorph zu se in ,  w i rd  s ich  i n  3.5 bei
der De f i n i t i on  der korrekten Implementierung e iner  Datentypspezif ikat ion
durch eine Menge von Cluster /Scr ip ts  i n  e iner  verhältnismäßig starken
Forderung an MC auswirken.
Eine weitere Folge i s t ,  daß das B i l d  von T2 unter  EVAL i .  a .  keine Teil—
algebra von MC i s t .

3.3.3 Beispiel zur Funktionsweise von EV

Sei S:={bool}
z:={ T,F‘ : -—> bool»

AND, OR: boo] x bool ——> bool }
Sei teTZ , t : =  AND(OR(T, F) ,AND(T, T) )

f ( {A i fA boo 1 } ,  {TPUF'‚ FKE§F','KNU, 'U§}) sei die von einem Cluster/Script
”BOOL" erzeugte Modulalgebra.

Seien {o.p1‚pg‚oo‚o'‚pi‚p£‚5'‚p"‚oY‚pä‚oil‚p£2}gGEnv‚
{ a1 ‚a2 ,b1 ,b2 , c1 , c2 }g  Loc .

EVAL(t)=EV(e,AND(OR(T,F)‚AND(T,T)))=ÄNÜ((a1,p),(a2,p)) ( 3 .3 .1 .1  1.2)

(a1‚p1):=EV(e‚0R(T F))£öfi((b1.p').(b2‚p')) ( 3 .3  1.1.2.1)

( b1 .p i ) :  =EV(s,T)=FTRUE ((13p0)) ( 3 .3 .1 .1 .1 .1 )

(b2 ,p§ ) :  =EV(T, F -  LSE((()_‚p)) ( 3 .3 .1 .1  1.2)
mi t  IE :=EV(83T )+2= :p1

==> p '=o5  .
(a2,p2):=EV(0R(T, F),AND(T,T))=ÄNÜ((C1,p“),(c2,p")) ( 3 .3  1.1.2.2)
' ' ( c1 .p ' { ) :  =EV(0R(T, F), T)=TfiDEl(l‚päi)) (3.3.1.1.1.2)

mit %" =EV(s,0R(T, F))+2=p1
(c2,pg): =EV(0R(T‚ F)T, T)=)TRUE(().oä;)) (3.3 1.1.1.2)
mit %":=EV(0R(T,F),T )+2=p
==> 0 =02
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Die syntakt ische Entsprechung zwischen der Termalgebra und der Modul-
algebra MC , nämlich teTZ —-EVAL(t) und Tz ‚ s  —-As‚seS, kann noch ver-
vo l l s tänd ig t  werden, indem der Zerlegung von TZ i n  Mengen Tz ,s ‚ j  von
j—fach geschachtelten (jeNa Termen ( vg l .  1.1.3) der Sorte seS eine
Zerlegung der Trägermengen As‚seS‚ von MC i n  Mengen As ‚ j ’  seS, jeNo,
von Elementen zugeordnet w i rd ,  d i e  durch j - fache Schachtelung von Oper-
a t i onsau f ru fen  i n  MC ents tanden s i nd .

3.3.4 Def in t ion  (0P(n ,s ) ,  R, N t (R ‚p ) ,  AS )j

Sei (5 ,2 )  eine Signatur ,  C eine Menge von Cluster /Scr ip ts  und
MC:=({As:seSu{l)},{F%:fez}) die von C erzeugte Modulalgebra.

1 .1  (VseS) 0P(0,s):= { s  Pf :  Al___> As}  = (F?: feze,s}

1.2 (vneN)(vseS) 0P(n,s): {F}: (351 , . . . , sneS)  F}:  ASl x. . .x  Asn -——> As }
__ _ n

(P f .  (aweS ) fezw,s}

2.1 Rg(Aif2)2
(oao')€R :gdw o=p' V

(3neN)(3sl‚...,sn,seSU{l})(3$%: Aslx...x Asn ——o As)

( 3 ( (11 ,p ) , . . . , ( l n , p ) , ( l , p ' ) ) eAs l x . . .X  Asnx As)

(Ff((11,0)9--'-:(1n’0))=(1 ‚cm

f ü r  0 ,0 'CAJ—4‘2.

2.2 (VpeAilZ) Nt(R,p):= u Nt(R,pf)L:{p':(p,p')eR}
p 'eA  +2
(pap )CR

Nt(R,p) he iß t  der transitive Nachbereich von 0 unter R.

3. Sei BgAä, seS.
H<B>== unweit: mules) (pewtmian

4. (VSCS)(vjeNO)

E‘s"): Ef f - “ ,9” :  FfeOP(0.s), pair-2}
A . : = { fP f ( ( l 1 , p ) ‚ . . . , ( l n43 ) ) :  Pfe0P(n,s):  Aslx. . .x  A5" ——> As,nen‚s‚J+1

l l ,  ‚..., . '
(F  . „ ?  ( ]fi ‚ p ) ) eAs l ‚ k1X . . .X  Asn ,kn ’

k1g3 ,  1=1 , . . . , n ,  s l , . . . sneS}Asa ” :  ”(As‚j)
As , j  en thä l t  d i e  Elemente aus As,se$, d i e  durch d ie  Anwendung von Opera-
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tionen FfeMC auf eine Argumentliste, deren Komponenten höchstens j—
malige Schachtelungen von Operationsaufrufen s ind ,  entstehen.

Die Anwendung von H auf ASs j  berücks icht ig t  das L i f t i ng .
Es i s t  nach 3. 3. 4 k1ar‚ daß MZ+Z=U U 0P(n, s) = {F'f :fez} i s t .

seS neN0

3.3.5 Lemma

Seien (5 ,2 )  eine Signatur ,  C eine Menge von Cluster /Scr ip ts  m i t  Erf(C,S ,z )
und MC = ( {As:seSU{ i } } ‚ {5+: fez} )  d i e  von C erzeugte Modulalgebra.
Dann g i1 t :  _ x

1 .  (VseS)(vA,B§AS)
a )  39H(B) "
b) AgB ==> H(A)gH(B)

.C).H(H(B)) = H(B)

2.  (vseS)(vjeN0) As  'j 9 A s j +1

3. (vseS) A5 = jeNoAs‚ju {is}

' Beweis:

1. a)  Sei (1‚p)eB; (p ,p )  e R nach De f i n i t i on  von R :  => peNt(R‚p)

==> (1‚p)eH(B) nach 3. 3. 4.  3. .
b )S  ;(1‚p)eH(A) ==>(3(1‚o)eA)(oeNt(R‚p))

==-> (1sp)65= >(1sp)CH(B)
C) “(BB)9H  (H (B)) wegenaa )

5e1 (L  p)e H(H  (3 )) ==> (3(1‚p)eH(B))(peNt(R‚E))
(an ‚?)eBMEeNt1R5' ))

==> pCNt(R,E")

==>  ( ] , p )€H(B )

Damit er fü11t  H d i e  Eigenschaften e iner  Hül lenbi ldung.

2 .  Sei seS, jeNo.

Nach 3.3.4.4 i s t  ÄSJ. g 75
==> As , j  g As , j+1  wegen b ) .

3.  Sei seSAbe l i eb ig .

S,Jufls }  c As , da  i n  3. 3. 4. 3 für (1,p)eH(B ) gefordert wurde,

s , j +1 '

jdaßs (1 ‚p ) ) eAs  , wo BcAscS .
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2. "c  „

Se1 (l,p)eAS.
zu zeigen: ( l ‚ p )e  „SMA j

Der Beweis w i rd  i nduk t i v  über d i e  De f i n i t i on  der Modulalgebra
geführ t .
a) ( l , p )  i n  AS aufgenommen per Create (ohne Parameter)

==> ('l,p)=_|5_f((_|_‚p')), p'eA-Llrz ==>('|,p)eÄ_s,o_(_Z A ’
b) ( l , p )  i n  AS aufgenommen als Ergebnis eines Funktions-l Prozedur-

au f ru fs :
==> (aneN){asl,...,sn,seS)(äP%e0P(n,s))(3 j1‚...,jneNo)

( a ( ( l l ‚ p ' ) , . . . ‚ ( l n , p ' ) ) eA  . x . . . x  A . nach Induktions-
51’31 sn‚Jn voraussetzung)

(Um)  =_ f ( (119p l )9 ° -9 (1 " !P ' ) ) )

Sei j =max { j l , .  . , j n }=  => ( l i , p '  )eAsi i =1 , . . . , n
NJ

==> (1,0)CKs‚j+19As, j+1
c) ( l ‚p ) in  AS aufgenommen per Li f t ing:

==> (äEbAi+2)(3jeNo)((l‚E)eAs j A (E}p)eR) nach Indutkionsvoraus-
- ’ setzung

==> (l‚p)eH(AS J.) = As j nach l . c ) .

3 .3 .6  Lemma

Sei (5,2) eine Signatur, C eine Menge von Cluster /Scripts mi t  Erf(C,S,z)
und MC:=({As:seSLfil}},fPf: e } )  die von C erzeugte Modulalgebra, die
2 en thä l t .
Dann g i l t :

(vseS)(»deNO)(wteTE’s,j) EVAL(t)eAs’J

Beweis:

Es wird gezeigt: (vseS)(wjeNo)(Vt1,...‚tmeT2)(gteT )
(EV(t1...tm,t)eAs,j)

295 .3

Der Beweis e r fo lg t  i nduk t i v  über jeNo.
1. j=0, m=0: j=0=  => te);e => P f e0P(0 ‚  s)

==> EV(g,t)=—Pf((L;po)))m i t  p0e  2 Standardumgebung_ AL
-=> EV(e,t)e7¥so _ AS 0 .

2. j=0‚ m>0: j=0 ==> tez€ s ==> P%e0P(0,s)
MC enthält X ==> EV(t1...tm-1;Un)+2=;peA112
___... EV(t1...tm‚t) = Pf ( (L ‚p ) ) °As ,o
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3. j>0z Sei neN, t = f ( t 1 ' , . . . , t n ' )  m i t  fez:Sl s l , . . . , sneS .

Sei t i ' eT . 
" , sngs ,

z‚si ‚ j—1’ 1=1°° -  ‚ n ,  t 1 ‚ - -— ‚ tmeTz .

EV(t1...tm‚f(t1',...,tn'))= F}((11‚p),...,(1n‚p))
mit ( 11 ,p , ) :  EV(t1...tm,t1')

(ln‚pn):= EV(ti...tmt1'...tn-1'‚tn')
. p= on ,

nach Induk t ionsvoraussetzung i s t  ( l i , p1 )eAs i  j _1 ‚ _ i=1 , . . . , n ‚

MC enthält 2 ==> (l i ,p)eH(Asi‚ j ;1)=A ‘_1 ’  i =1 ‚ooo ,n

==>  pf ( ( ]1 !p ) ’ " " (1n ’p ) ) e  
Äss jEAs ’ J  

 

s i , j

NNN

Faßt man nun d ie  Ergebnisse aus 3 .1 ,  3.2 und 3.3 zusammen, so konnte
auf der syntaktischen Ebene zwischen e iner  Datentypspezif ikat ion (S,Z,E)
und e iner  Menge C von C lus te r . /Sc r ip ts  , d ie  d ie  Modulalgebra
MC:=({AS: seSu{i}},f$%: fez}) erzeugt und damit insbesondere Erf(C,S‚z.a‚y)
fü r  e in  a und y g i l t ,  folgende Verbindung he rges te l l t  werden:

1. Die Signatur (5 ,2)  der Modulalgebra MC hängt i n  e indeut iger Weise
von der Signatur (5 ,2  der Spez i f ika t ion ab und es g i l t :

- Jeder Sorte 565 en tspr ich t  vermöge a e in  eindeutiges C lus te r /Scr ip t
A; bzw. eine eindeutige Trägermenge A5 der Modulalgebra.

"4  Jeder Operation fez en tspr ich t  vermöge y eine eindeutige Proze—
dur bzw. Funktionsprozedur Pf  eines Clusters /Scr ip ts  aus C bzw.
eine eindeutige Operation ?} entsprechender Funktionalität aus der
Modulalgebra.

2. Fa l l s  d i e  Modulalgebra MC Z en thä l t ,  w i rd  vermöge EVAL jedem Term teTZ
e in  Element ( l , p )  der Modulalgebra zugeordnet.

Als nächstes muß noch d ie  Semantik eines abstrakten Datentyps untersucht
werden. Das Z ie l  i s t  e i n  Kr i te r ium,  das ang ib t ,  wann d ie  Modulalgebra MC
bzw. d ie  Menge C von Cluster !Sc r i p t s  d i e  Spez i f i ka t ion  (S ‚z ,E)korrekt
implementiert.  '

Beim Übergang zur Semantik eines abstrakten Datentyps w i rd  d i e  Termalgebra
TE nach der durch d ie  Gleichungen E erzeugten Verhal tensgleichheit  "E
fak to r i s i e r t .
Ideal wäre, man könnte den Gleichungen E bestimmte Forderungen an die
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Syntax und Semantik der C lus ter /Scr ip ts  aus C exp l i z i t  zuordnen. Dies
i s t  aber n i ch t  mögl ich, da d i e  Tatsache, ob eine Menge von Cluster !Scr ip ts
d ie  Gleichungen e iner  Spez i f i ka t ion  ( i n  e iner  noch anzugebenden Weise )
e r fü l l t ,  nur imp l i z i t  über den dynamischen Ablauf der Operationen der
Clus ter /Scr ip ts  e rm i t te l t  werden kann. Dies macht eine genauere Betrachtung
des Verhaltens der aus den Clustern/Scr ipts  erzeugbaren Moduln bzw. der
Elemente der Modulalgebra e r f o rde r l i ch .  Insbesondere muß für zwei E le-
mente der Modulalgebra gek lä r t  werden, wann s i e  s i ch  ' g l e i ch  verha l ten ' .
Hierzu d ien t  der nächste Abschni t t .

WWW

3 .4 .1  Defini t ion (MC implementiert bool)

Sei (S,z,E) eine konsistente t-Spezif ikat ion, C eine Menge von Cluster/
Scripts mi t  Erf(C,S,z) und MC die von C erzeugte Modulalgebra.
Mc implementiert booZ :gdw

1. Es ex i s t i e ren  zwei konstante Moduln mT:=(ßT,oT), MF:=(ßF,aF)eMod
(d.h. die lokalen Zustände °T und OF können nicht  geändert werden),
für die mT # mF g i l t ,  und es existieren lT,lFeLoc, so daß g i l t :

(vpeAil2)((lT,mT),(lF,mF)ep)

2. {TJ—TJFFJPÄ ‚?>—V,?) <_: MC+2 mi t

(weil +2)(_P_T((J_,p)) = ( " ’ n ' )  ==> o'(1')= o'(1T)= "‘T) 02*-

(VoeAlf2)(fif((lao)) = ( " ‚ o ' )  ==> o ' ( " )  = o'(1F) = NF)

b) FL: Adis-——> Ad is  mit

ev<1‚p)eA;‘,s)<'P'_m‚p)) = und) (warm, <==> 9 '0 . ) a
p(1)=m,_. <==> p ' c i ' ) =m

c)'Fp: Ad is  x Ad is  __» Adis mit

(vu1‚p).(12.p)eAä,s)<v1‚p>‚(12‚p))=(1'.p')
((m—rm, «=> (p(11)=mT v mam) A
(p'<1')=mF <==> <p(11)=p<12)=m„)>))

‘“ ‘76 Adis " Adis “> Adis "‘”
(v(11‚p)‚(12‚o)ellä,s)(l,5\ ((11.p)‚(12.p))=<1'.p')

==> ((p'(1')=mT (==> (p(11)=mT=p(12))) A
(p'(1')=mF <==> (o(11)=mF V o(‘2)=mF))))
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Nach dieser vorbereitenden Definition kann nun auf den Trägermengen einer
Modulalgebra eine Verhaltensgleichheit def in ier t  werden.

Die Verhaltensgleichheit wird bezogen auf zwei Moduln, die die Wahrheits-
werte repräsentieren und per definitionem verschieden sind (vgl .  mT und
mF in  3 .4 .1 ) .  Zwei Elemente einer Trägermenge der Modulalgebra sollen dann
verhaltensgleich sein, wenn sie bezüglich dieser zwei Moduln nicht unter-
schieden werden können.

Die Verhaltensgleichheit soll folgende Eigenschaften haben:
- Zwei verhaltensgleiche Elemente derselben globalen Umgebung sollen

gegeneinander als Argumente von Operationen austauschbar sein.
- Auf der Ebene der Moduln besagt die Verhaltensgleichheit von ( l ,p )

und ( l ' , p ' ) ,  daß die entsprechenden Moduln p( l )  und p ' ( l ' )  dasselbe
E/A-Verhalten haben, d.h.,  daß für a l le  von den Moduln p( l )  und p ' ( l ' )
durchführbaren Operationen g i l t ,  daß aus der Verhaltensgleichheit
der Eingabe die der Ausgabe fo lg t .

Die rekursive zweite Eigenschaft legt  wieder eine induktive Vorgehensweise
bei der Definition der VerhaltenSgleichheit nahe.

Die Verhaltensgleichheit wird zunächst nur für Elemente der gleichen globalen
Umgebung p definiert. Dieser Ansatz hat verschiedene Gründe:

— Die oben erwähnte induktive Vorgehensweise setzt  beim Induktionsanfang
einen Gleichheitsbegriff für  die Elemente der Trägermengen voraus.
Hierfür wird die komponentenweise Gleichheit gewählt.

— Faßt man eine Umgebung wieder als eine Modulgemeinschaft oder gar
als Speicherbelegung auf, so i s t  ein Vergleich von Moduln nur in der
gleichen Umgebung sinnvoll. So kann auch ein Programmierer nur Elemente
der gleichen Umgebung vergleichen.

Da aber\andererseits Später die Verhaltensgleichheit in  einer Modulalgebra Mc
in  noch zu bestimmender Weise die Verhaltensgleichheit WE i n  TZ widerspiegeln
soll,  muß diese Definition in einem zweiten Schritt auf Elemente unterschied-
l icher Umgebungen erweitert werden. Allerdings werden für diesen Vergleich
nur ganz bestimmte Umgebungen zugelassen.
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3.4.2 Defini t ion (Verhaltensgleichheit mM )
C

$91  (5,2,E) einekonsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z) und MC:=({AS: seSU{j)},{P%: fez}) die von C erzeugte
Modulalgebra, d i e  bool implementiere.

1. <v<1,o>.(1'.p)eA§is) k
(1 ,0 )  mdls  ( 1 | ‚ p )  :gdw (Vk20) ( ( ] ,p )  mdis  (1.90) :gdw . p ( l ) =p ( ] ' )

2. (vses-{dis})(v(1‚p)‚<1'.p)eAä>
a) ( up )  85 ( up )  :gdw (vneN)(vl5'feOP(n,dis): alsiosnzdom(l5f)+io=As)

(v( l i ,p)eAsi  i =1 , . . . , n ,  i f i o )

(F f ( ( 11 ’p )s -o : ( ]ap )9 -o9 ( ]nap ) )  mdis

Pf((]1,p),..,(l',p),..,(1n,p)))
b) (vkeNo)

(1 ,0)  ki; ( l ' , p )  :gdw (vneN)(vs'eS)(VFfeOP(n,s'): alsiä n:dom(F})+io=As)
(v( l i ‚p)eAsi  i =1 , . . . , n ,  ifi i o )

(Ff((_1_1‚p). ‚(v.p)....(1n.p)) «'és.
Pf ( (1190 )9 - - s ( ] € { sp )90 - ‚ ( 1n90 ) ) )

c) (1‚p) ”. (1'‚p) =gdw (vkeN„)<(1‚o) &, (1'.o))
3. (vseS) (15,15) e ms

4.  : =  { a,a : aeA }"1 "  L
5. 9Mé= {ms: seSU{i}}

3.4 .2  besagt, daß zwei Elemente, die verhaltensgleich sind, gegeneinander
austauschbar s ind a l s  Argumente e iner  Operation der Modulalgebra.

Die Indukt ion über k g i b t  an, über w iev ie l  Stufen (Sorten) zwei Elemente
(1,0) und ( l ' , p )  verglichen werden müssen, um s ie bezüglich der Wahrheits-
werte zu unterscheiden.

Die (noch zu zeigende) Kongruenzeigenschaft von NM i s t  e ine verallgemeinerte
Fassung der Gle ichhei t  des E/A-Verhaltens. C

3.4 .2  e r fü l l t  damit die eingangs an die Verhaltensgleichheit gestellten
Forderungen.

Außerdem w i rd  i n  3.4.2 deu t l i ch ,  daß dieser De f i n i t i on  e i n  terminaler An-
satz zugrundeliegt ( vg l .  1 .4 .2 ) .



- 72 -

Das folgende Lemma ze ig t ,  daß d ie  Forderung an MC’  bool zu implementieren,

keine Einschränkung der gewünschten Kongruenzeigenschaft von ”M i s t .
C

3.4.3 Lemma

Sei (3,2,E) eine konsistente t—Spezifikation, C eine Menge von Cluster./
Scripts mit Erf(C,S,z) und MC die von C erzeugte Modulalgebra, die bool
implementiere; ” d i s  wie i n  3.4.2.
Dann i s t  ” d i s  eine Äuivalenzrelat ion auf  Ad is  und ha t  d i e  Kongruenzeigen—
schaft bzgl. 5%, fe{—,v,A}-

Beweis:

Da ”d is  über "=" (Gleichheit von Moduln) def in ie r t  i s t ,  i s t  ”d is  eine
Äquivalenzrelat ion auf  Ad is '

Kongruenzeigenschaft n l .  Pfe{P_,PV,FÄ}:
Sei (li,p),(li',p)eAäis -mit ( 11 ,p )  mdis ( l i ' ,p) , i=1,2.
1. Zu zeigen: F;((11,p)) m F; ( (11 ' , p ) )

(11 ‚p )  mdlS  (11 ' ‚p )  == p (11 )  mv = p (11 ' ) ,  V6{T,F}_

Sei ( 1 ,6 ) :=  $ ; ( (11 ‚p ) ) ‚  ( l ' ,B “ ) :  F ; ( ( l l ' , p ) ) .
V=T ==> 3 (1 )  : mFs  3 ' 0 . )  = mF ==> ( 1 ’p )~d1 ‘5  ( 1 ' ,p ) .
v=F analog.

2.  Zu zeigen: ( 1 ,5 ) := 'F%( ( l l , p ) , ( 12 ,p ) )  mdis  F%( (11 ' , p ) ‚ ( 12 ' ‚ p ) )  = : ( l ' ,E " ) ,

i s
>

fe{v,A}

a) f=v: . .

'5m=mT '<==-_>- (ow) 4- mT v me) = "'T) (our) -- mT v p(12')=mT)
<==> p ' (1 ' )  : mT

BTU-”HF <==> (p(11)‘ = "1F = p (12 ) )<==>  (9(11')= "‘F = p(12'))
<==> ;'(1') = mF.

==>(1,“g)q‚d1.s(i',g').
b) ‘ =/\:

Sil)=mT <==> ( p ( l l )  = mT = p(12))<==> (p ( l l ' )  = mT = p(12 ' ) )
<==>  E 'U ' )  "" mT

an)—_— <==> (p(11)= ”‘F v 0(12) = mF) <==> (p ( l l ' )  = mF v p(12')=mF)
<=» mm = mF

==> ( 1 ,57  m - ( l ‘ ‚5" ) .
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3. Sei (11,0) = i d i s  ==> (11"9) : i d i s

‘P‘_((u.p)) = im = Raum.»)
bZW.  Ff ( (1190 )9 (1299 ) )=  l d i s  : Ff ( (11 'ap )9 (12 'sp ) )9  feh l , / \ } -

Damit hat “dis die Kongruenzeigenschaft bzgl. F;,F§ und Pk.

"MN

3 .4 .4  Lemma

Sei (5,8,E) eine konsistente t-Spezif ikat ion, C eine Menge von C1uster /
Scripts mi t  Erf(C,  5 , 2 ) ,  MC:= ( {As  : seSu { i } } ,  {Ff : f ez } )  d i e  von C erzeugte
Moduialgebra, die boo] impiementiere, mMC ={ms :seSu{i)} wie i n  3. 4.2
und (S ' , z '  ) :  =(S,ziL.
Dann i s t  mM eine Z' -Kongruenz auf  MC'

C
Beweis:

A) Zu zeigen: (vseSU{i} ) i s t  ms Äquivalenz auf As.
Nach 3 .4 .3  i s t  ” d i s  Äquivaienz auf  Ad is '

m i s t  a l s  I den t i t ä t  auf  A t r i v i a l e rwe i se  Äquivalenz auf  AL.
Sei im foigenden seS'—{dis,i} .

1. Ref iex iv i tä t :

(ls,is)ems per definitionem.

Sei (],p)eA:.
k=0: Sei neN, F‘fe0P(n, dis) mit alsiosn: dom(5%)+io = As,

(1i,p)eAS.. ,  := 1, ...,n, i#io.
Da “d is  re f lex iv  i s t ,  g i l t :
§%((11 ,9 ) , . . , ( 1 ,p ) , . . , ( ]n ,p ) )  td i s '5 f ( (11 ,p ) , . . , ( 1 ,p ) , . . , ( 1n ,p ) )

==> (1 ,0 )  23 (199)-
Damit i s t  23 re f i ex i v .

5393_3ei neN, s'eS, '?f eOP(n ‚ ' s ' )  mit alsiosn: dom(P%)+io=
(1i,p)eAs.i ’  i =  1 ,  . . . , n ,  i # i 0 .  _
Nach Induktionsvoraussetzung i s t  :E l s .  re f iex iv
==> F}((11‚p)„„(1,p)‚.,(1n,p))“ms. f ( 01 ,9 ) .  -‚(1.p). ‚(1n‚o))

k
=>  (190 )  ms ( 190 ) °

Damit ist is reflexiv für keNO, ses.
Insgesamt i s t  damit ms reflexiv für seSu{l).

al
l
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2.  Symmetrie:
Sei ( i , p ) , (1 ' , p )eAS m i t  ( 1 ‚p )  ms (1 ' , p ) .

Zu zeigen: ( 1 ' ‚ p )  ms (1 ,p ) .

k=O: Sei neN, F+60P(n,dis) mi t  algiognzdom(F+)+io= As,
(1i,p)eAsi, i=1,...,n‚ i i io.
( 130 )  ‚DS ( 1 ' 90 )  ==>  Pf ( (11 ,p ) , . . , ( ] ,p ) , . . ‚ ( In ,p ) )  md ' iS

F+( (11 ,p ) , . . , ( 1 ' ,p ) ‚ . . , ( 1n ,p ) )

” d i s  i s t  symmetrisch

=>  F ( (11 ‚p ) , . . , ( 1 ' ‚ p ) ‚ . . ‚ ( 1n ‚p ) ) ' bd i s  Ff ( (11a0 )s - -s ( ]sp )a - -s ( ]nsp ) )

> ( '
f .

== 1 ,p) 25 (1 ,0 ) .

k>0: Analog dem Fa l l  k=0 unter  Verwendung der Induktionsvoraussetzung,
___-_—

daß käls. symmetrisch für s'eS.
Damit g i i t :  m i s t  symmetrisch für  seSULL}.s

,3-  Trans i t iv i tä t :

Sei (1.p>‚(1'‚o>‚<1"‚p)eAs mit 
(1,9) 

ms (1'‚p) und <i'‚p> ms (1",p).
Zu zeigen: (1,p) ms (1"‚p).

k=0: Sei neN, PfeuP(n‚dis) mit algiogn: dom(F})+1o = As,
( ] 1 ’D )EAs i  1=1‚ . . . ‚n ,  1%10_

(199 )  ”s ( 1 ' , p )  ’
==> pf((11‚p)„„(1,p),..‚(1n,p)) ”dis P}((11,p),...(1',o)s--,(1n,o))
(1'.o) ms (1“‚o)
==> F+((11,p),..,(1',p),..,(1n‚p)) ”dis F} ( ( ‘ 1 . o ) ‚ - - » (1 " ‚ o ) ‚ - - ‚ ( 1n ‚o ) )

i s  i s t  t r ans i t i v
„> Ü+((11,p)‚..‚(1,p),..,(1n‚0)) ”dis 5%((11,p)‚..,(1",p)‚..‚(in,p))
=> (1 ,9 )35  ( ' I " , p ) .

k>0: Anaiog dem Fa l l  k=0 unter  Verwendung der Induktionsvoraussetzung,
kdaß

c’
Q

.

|!

;15' transitiv i s t  für s'eS.

Damit g i l t :  ms i s t  transitiv für seSu{i}.

Insgesamt i s t  also ms Äquivaienzreiation auf A5 für seSU{L}.
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B) Kongruenzeigenschaft

Sei neNO , seS und F}eOP(n,s).

1. n= 0:  Da mi? { (a ,  a ) :  aeA } und ms re f l ex i v ,  hat ”M n l .F%
t r i v i a l e rwe i se  d ie  Kongruenzeigenschaft. C

2. n>0: Seien ( l i , p ) ,  ( l i ' ,p)eASi  mit ( l i , p )  ms i  ( l i ' , p )  i =1 , . . . , n

Zu zeigen: $+((11‚p),...‚(1n,p)) ms F } ( ( l l ' , p ) , . . . , ( l n ' , p ) ) .

Sei keN be l i eb ig .
0

Da (11‚p) ~51 (11',p) => (11,p) 
k+11(11 ' ,p  )

==> F}((11,-p),(12,p),..,(1n,p))kms F'((11',p), ( 12 ,p ) , . . , ( 1n .p ) )

Da (1n‚p) msn ( 1n ' , p )  => ( i n , p )  
kään (1n',p)

==> ö}((11;p)‚..,(1n-1gp),(1n‚p)) ks p+((11;p)‚...,(ln',p))
Unter Ausnutzung der T rans i t i v i t ä t  von ms e rhä l t  man dann:
Vf ( (11 ‚o )a -o  HMO” sT"—-1c((11' ‚p)> (WM) -

Damit hat mM die Kongruenzeigenschaft n l .  F}.
C

Insgesamt hat mM die Kongruenzeigenschaft bzg . 'F f ,  fez
C

A) und B) ergeben damit den Nachweis, daß mM eine £'—Kongruenz auf MC i s t .
C

Von zwei verhaltensgleichen Elementen ( l , „ )  und ( l ' , p )  w i rd  man annehmen,

daß s i e  auch i n  a l l en  Umgebungen p ':=OPÜ>](p) m i t  0_P[p]e OPM 'verhal tensgleic
sind, d. h. (1,0') mM (1 ' ,p  ) ,  da durch 0P[p ]die Elemente deF Umgebung„
n i ch t  bee in f lußt  weräen, sondern l ed ig l i ch  d ie  Umgebung„ erwei ter t  w i rd .
Daher Wird d ie  De f i n i t i on  der Verhaltensgleichheit  noch vervo l l s tänd ig t :

3 .4 .  5 Defini t ion ( ”M  )
C

Sei (5,2.E) eine konsistente t -Spez i f i ka t i on ,  C eine Menge von Cluster /

Scripts mit Erf(C,S‚x) und MC:=({AS: seSU{j_}} ‚{Tff: fem) die von C erzeugte
Modulalgebra, d ie  bool implementiere.
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1. (vseSUfiJ )(v(1,p)‚(1',p)eAs)

(1,p) m; (1 ' ‚ p )  :gdw (VOPeOPMC‚ p ' :=  0P(p))

((up') is (now)
2 .  ”QC :=  {m;:seSU{i)}.

3.4 .6  Lemma

Sei (S‚z‚E) eine konsistente t—Spezifikation, C eine Menge von Ciuster /
Scripts mit Erf(C‚S,x) und MC:= ({AS: seSULL}},{F+: fez}) die von C er-
zeugte Modulaigebra, d i e  boo] implementiere.
Dann g i l t :  mfic i s t  Äquivalenzreiat ion auf  MC’  d.h.

m; i s t  Äquivaienz auf AS für seSU{i).
Beweis:

Sei seSu{i).

1. Re f l ex i v i t ä t :
Sei (1,p)eAs, OPeOP
ms i s t  r e f i ex i v  =

==>(1‚o) m; (1,0)
==> mg i s t  refiexiv für seSU{i}.

:=0P(p).M’p '
: ( 190 ‘ )  NS (1 ,0 ' )
C>

2.  Symmetrie:
Seien (1,p),(1',p)eAs mit  (1,p)  m; (1 ' , p ) .
Zu zeigen: (1 ' ‚ p )  m; (1 ,p ) .
Sei OPeOPMC und p ' :=0P(p ) .

(now; (no) (Lows (my).
ms. i s t  symmetrisch ==> (1 ' , p ' )  ms ( ] , p ' )

==> (1'‚p) %; (1,0)-
==> m; i s t  symmetrisch für SGSU{i}.

3. T rans i t i v i t ä t :
Seien (1,9),(1' ,p) ‚(1"‚p)eAs mit  (1 ,p )  m; (1 ' ,p )  und (1 ' , p )  m; ( 1 " , „ ) .
Zu zeigen: (1‚p) mg ( i " ,p ) .

Sei OPeOPM und p ' :=OP ( 9 ) .
Nach Voraugsetzung g i l t :  (1 ,0 ' )  ”s ( 1 ' ‚ p ' )  und (1 ' , p ' )  ms ( i " , p ' ) .
m i s t  t rans i t iv  ==> (1 ,0 ' )  ms ( i " , p ' )

> (1:0) %;  (i"ap)
==> m; i s t  t r ans i t i v  fü r  seSu{ l } .

Insgesamt i s t  damitiJü eine Äquivaienz auf MC“

C

um



-77-

3 .4 .7  Coro l l a r

Sei (5,2,E) eine konsistente t—Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit  Erf(C,S,z) und MC:=({AS: seSu{i}},{5}: fez}) die von C er-
zeugte Modulalgebra, die bool implementiere und die Standardumgebung po
habe.
Sei neN0 und OPieOPM , i =1 , . . . ‚ n  Operationsketten; a und B seien Permuta-
t ionen der Zahlen 1 ,9 . . ‚ n .

OP := op (1)__...__op ?.  0P':= OPß(1)__..a(n
Sei seSU{i}, (1,p), ( l  ,p)eAs mit ( l ‚ p )m

Dann g i l t :  Es ex is t ie r t  ne (Loc ,p0 ) ‚  so daß
n0P(p) = 0P'(p) =:p' und

(1,0P(p)) m; ( l ' ‚ 0P(p) )  und

(«<1).«0P(p)) = (1‚p') ms (1'‚p') = («(1')‚«0P<p)).

WT'P$“ )5 (1o )

Beweis: ,

Verwende das ne (Loc ‚po )  aus 3.2.11.

==> “ ( 1 )  = ] ,  n (1 ' )  = 1 ' .

Der Rest der Behauptung fo lg t  dann mi t  3.4.5, der Definit ion von %“ .
C

3.2.9 l äß t  sich i n  einfacher Weise erweitern auf die Operationskette einer
Modulalgebra:

3 .4 .8  Coro l la r

Sei MC eine Modulalgebra mi t  der Standardumgebung poeA +2.
Dann g i l t  für a l le  OPeOPM und al le nCPM(LOC,pO), peA112:

C
0P(flp )  = w0P(p ) .

.fififlfiiäi ‚Sei ne(Loc,p0), pe  Ail2, neN, 0P:£Ffi_..„;FieOPMC.
Führe den Beweis durch Induktion über n .

n=1: 0P = F ==> F i s t  Create ohne Parameter, F ( ( i ‚p ) )  =: ( l , p ' )

=>P((w(i).p ) )=  ("(l)‚np' ) nach 3 2 9
==> nP(p) = P(np) (EEOPMcl).
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Sei die Behauptung r i ch t i g  für n .

Sei OP' := F;DP, p1 := 0P(p). .

Sei ( l ‚p2)  := 5( ( l1 ,p1) , . . . , ( lm,p1))  mi t  ((ll,p1),...,(lm,p1))edom(F)Allgdom(p&

==> (n(1),np2) = Fl(u(ll),up1),..,(n(lm),np1)) nach 3.2.9

= F((u(11)‚„0p(p))‚...,(„(1m)‚„0P(p)))
F((u( l l ) ,0P(up)) , . . . , (u( lm),0P(up)))  nach Induktionsvoraus-

_. :. setzun .
==> nP___0P(p) = P__0P( ‘ l rp) .  ' 9

“MM
„ \ . _

p r ° Graphisch da rges te l l t  bedeutet 3 .4 .8 ,_ ‘
l OP l OP daß nebenstehendes Diagramm kommutiert.

. “ __
91  i: 01

Wie eingangs angekündigt, wird nun der Begri f f  der Verhaltensgleichheit
erweitert für Elemente verschiedener Umgebungen.

Die Relat ion ”M war de f in ie r t  worden aus der S ich t  eines Programmierers
bzw. eines Anwegders, der zu einem bestimmten Zeitpunkt genau eine globale
Umgebung (speicherbelegung) betrachtet. Dazuhin muß aber auch der Gesichts-
punkt desjenigen berücksichtigt werden, der einen abstrakten Datentyp
spezi f iz ier t  und verschiedene Terme der Termalgebra vergle i tht .
Sei beispielsweise (5,3,E) die Spezifikation eines Data—Kellers und
keTz , s tack ’  t:=P0p(Push(k,Createdata)). Durch die Gleichungen i n  E werde
k und t i den t i f i z i e r t .  C sei eine Cluster-lScriptmenge, die (S,z,E) imple-
mentieren so l l .
In der von C erzeugten Modulalgebra gehören EVAL(k) und EVAL(t) i n  der Regel
verschiedenen Umgebungen an, da EVAL(t)+2 im allgemeinen noch den durch

'Createdata' erzeugten Modul zusätzlich zu der Modulgemeinschaft i n  EVAL(k)+2
enthält. Um nun i n  der Modulalgebra die Elemente EVAL(k) und EVAL(t) ver-
gleichen zu können, muß d ie  Umgebung EVAL(k)+2 um den durch Createdata .

erzeugten Modul ergänzt werden, was auf  d i e  Modulgemeinschaft i n  EVAL(k)+2
keinen ändernden E in f luß  ha t .

Allgemein wird man beim Vergleich zweier Elemente (1,9) und ( l ' , p ' )  einer
Modulalgebra versuchen, die Umgebungen p und o '  zu einer gemeinsamen um-
gebung B'so zu erweitern, daß p_und p '  nicht “wesentlich verfälscht"
werden und i n  der Umgebung E dann ein Vergleich zwischen (1 ,3)  und (1 ' ,E )
möglich i s t .



-79-

Eine Mögl ichke i t ,  zwei Umgebungen p ,p ' gA  +2 einander anzugleichen be-

s teh t  da r i n ,  auf  p d i e  Operationsfolge 0P [p ' ]  und auf  p '  d ie  Kette 0P[p]
anzuwenden. Anschaulich entSpr icht  dies e ine r  Summierung der Umgebungen p

und p ' .

"Nicht wesentlich verfälscht" heißt dann mit 3.2.11 , daß die zwei so
erhaltenen Umgebungen 0P [p ] (p ' )  und 0P [p ' ] ( p )  b i s  au f  Permutation der
Locations g le i ch  s ind .

Von zwei leeren Kellern 2.8. wird man aber n icht  nur die Verhaltensgleich-
he i t  i n  einer gemeinsamen Umgebung p1 erwarten, sondern ebenso in al len
Umgebungen D des t r ans i t i ven  Nachbereiches von p1,  d i e  p1  "unver fä lscht
en tha l ten “ ,  insbesondere a lso auch d i e  beiden Ke l l e r .

3 .4 .9  De f i n i t i on  (po ten t i e l l e  Verhal tensgleichhei t )

Sei (3,2,E) eine konsistente t-Spezif ikat ion, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C‚S‚E) und MC:=({AS:se5u{1J},{F}: e } )  die von c erzeugte
Modulalgebra, die bool implementiere und die Standardumgebung 90 habe.

}1° ‘dis ‘ :  mdis '

2. =. := { (a ,a) :  aehll
l-

3. (vseS-{di5})(V(l‚p),(l',p')eAä)
( l ‚ p )  =5 (1 ' ,p ' )  :gdw (30P1,0P2e0PMC)(awe(Loc,po))

((n0P1(p) = 0P2(p') =:pl)
((v0P3e0PMC‚ 33=0P3(01))

( (TT(1 )9? )_ )  W;  ( 1 Ia ; ) ) ) )

4- (VS55)((15:15)6:5)
5. 3 := ( : 5 :  seSU{l}}.

Von zwei po ten t i e l l  verhaltensgleichen Elementen i n  den Umgebungen 0 bzw. 9 '
w i rd  a lso ge fo rder t ,  daß diese Elemente i n  e iner  gemeinsamen erwei ter ten
Umgebung 01 (d .h .  0P3=E) b i s  auf  Permutation der Locations bzg l .  N'  g le ich
sind und dies auch i n  al len Folgeumgebungen B'von p1 g i l t ,  die mancdurch
Anwendung e iner  Operationskette i n  p l  e rhä l t .

3 .4 .10  Lemma

Sei (5,2,E) eine konsistente t-Spezif ikat ion, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z) und MC:=({AS: seSu{i}}‚{P+: fez}) die von C erzeugte
Modulalgebra, die bool implementiert und die Standardumgebung po habe.
Dann g i l t :  (vseSU{L}) =5 i s t  Äquivalenz auf  As ‚d .h .  3 i s t  Äquivalenz auf MC.
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Beweis:

Sei seSLHl).
1. 5:1; :l_1st die identische Re1ation auf A1_

=> "1 i s t  Äquivalenz auf Al.’

2. s=dis= zd i s  " d i s ;  «H is  i s t  Äquivaienz auf Ad is  (vgl-,3 4 .  6)
==; -dis i s t  Äquivalenz auf Adis‘

3.  Sei nun ses - {d i s } .
3 .1 ‘Ref1ex iv i tä t :  . .

Setze i n  3.4.9:  0P1== 0P2== e ,  n== i d

==> 91  = 0

Sei 0P3e0PM , p .  =0P3(p). .

Da m' reeEiv ist (vg1. 3. 4. 6), gi1t. (1,9) m' (1. o)
==> (1sp)- s (1,0)

’ls)e:s;
==> =5 i s t  refiexiv für seSU{lJ-

Loc

3.2 Symmetrie:
Seien (1,p),(1' ‚p ' )eAx mi t  ( 1 „ )  =5 (1 ' , p ' ) .
Zu zeigen: (1 ' ,p ' )  - s (1 ,p ) .

(1,0) =5 (1'.p' ==> 30P1,0P2e0PM , 3„e(Loc,po) mit ' .
C ' -

.: _ _ = 2 | a :  .

p n _ >p 1T0P1(p) OP (p ) _

opl 1 0P2 Sei oloz= 0P1(p)
. __ _ -1  .

* ““> p10 “ “ 01
p " - _" ? _

10 _ TT 1 bZW.  ‚". 10P2 (p l )  ___ 0P1(O) .

_“ __ _ - Sei nun OPSeOPMC, p ;= 093(910)_
v . . >p Se’ __. _“

1T "|_ [) ‚ =  “HO

' ==>' fg": 0P3(p1) nach 3.4.8.7

(1..) 
2-S 

(1'.p') (imma; uns) '
==> (n -10n (1 ) ‚ n  1p)  %s ( n1 (1  ) :fl -1 ; )  naeh 3 2 9
==> ( “  1 (1 '  ),p' ) „ '  (1,9' ) da &m symmetrisch (3.  4. 6)'

==> (1 so ) %s (1,0)
s i s t  symmetrisch für SGSULL} .
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3.3 Trans i t i v i tä t :  _
5919" ( l ‚ p ) ‚ ( l ' ‚ p ' ) .  (l",p")eAä Nit (1,0) : 5  (l 'ap') “Hd ("ap') : 5  (1",9").
Zu zeigen: ( l , p )  =5 (1" ,9" ) .

Nach Voraussetzung g i l t :

aploeAi lZ: p10 = 0P1(p) für  e i n  OPleOPMC

C
und an le (Loc ,po ) :  n lp lo = p1;

301 eAl lZ:  p1 OP2(p') für  e i n  OPZeOPM

bzw.
apzoeAilZ: p20 = 0P3(p') für ein OPSeOPMC

3p2 eAi lZ:  p2 = OP4(p") für  e i n  0P4eOPMC

und anze(LOC,po) :  "2020 = 02°

Setze nun :

p3 :=  0P2(p2) ,  030:?  0P2(p20)

==> n2p30 = p3 nach 3 .4 .8

"300‘= OP3(01): "3000‘= 0p3(010)

nach 3.4.8.==> 1T1°3ooo : 0300

Nach 3.2.11 g i l t  nun:

afl3e(Loc,po):  N3OP3_OP2(0 ' )  = 0P2_pP3(p')
und "3Idom(p') = i ddom(p ' ) ’  insbesondere n3(l )=l

==> "20n30fl10P3_OP1(p) = 0P2_pP4(o").

Sei nun OPSeOP und E:: 0P5(03).M
Zu zeigen: (N20g3ow1(1);5) m; (1" ,3 ) .

Nach Voraussetzung g i l t :  '

(“2(1').o2)~; (1",o2)
==> (W2(l ' ) ‚5) m; (1" ,3)  nach 3 .4 .5  ( * )

Analog g i l t :
("1(l),01) m; (1 ' ,pl);  sei E“:= 0P5_pP3(p1)

> (“1(1),5") “; (l'QE') nach 3.4.5
==> («zon3on1(1)aw20n33“) m; (N20fl3(] ') ,W20fl33')  nach 3 ,2 ,9 .



3“= 0P5_pp3(p1) = 0P5(p300)
==>  "20“33 '  = 0P5(1 f201 | ' 3p300 )  \ ' naCh 3 .498

= 0P5(D3 )

='5
Damit g i l t  dann:
(“201130171“)93) = ("2°“3°“1(1)“’“2°“33.)

N; (1120“30 ' )97'201733' ) : ( " 2 (1 . ) ’ g ) ‘

Mit ( * )  und der Transitivität von m; erhäit man dann:
(“2°"30WIU )9?) m; ' (.I " ‚E)

=> ( 1 ,9 )  : 5  ( ' l l l ’ p l l )

==> =5 ist transitiv für seSu{i}.7

Obige Konstruktion läßt sich noch graphisch veranschaulichen:

00  Po , po

p p l  p l !

0P1. 092 _ 0p3 - 094
Tl'l ‘ ' 172

D “"—> O p ___—> D _10 10 ‘ 20 2

0P3 0P3 0P2 0P2
W1 “3  ' 1 “2

—————————> p . > p ——————-——9 p
‘ 3000  300 30 3

0P5 1 laps
‚t 1.'-2°"3

U” “ > 3'
Insgesamt i s t  also 3 eine Äquivalenz auf Mc.

"MN
3:4:11 Definition (MC/;)
Sei (S,E,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster./
Scripts mit Erf(C,S‚z) und MC:=({As:seSu{i}}‚{P%: fez}) die von C erzeugte
Modulaigebra‚ die boo] implementiere.
Dann: Mc/g := {AS/:8: seSU{1)}.
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3.5.5 Def i n i t i on  (Korrekte Implementierung eines abstrakten Datentyps
durch Clus ters /Scr ip ts )

Sei (5 ,2 ,E )  eine konsistente t—Spezif ikat ion, C eine Menge von Cluster /
Scripts mi t  Erf(C,S,z). Sei MC die von C erzeugte Moduiaigebra, die
boo] implementiere und z entha l te .

Die Spez i f i ka t ion  (8 ,2 ;E )  wi rd  durch C korrekt implementiert :gdw

M e r fü i i t  genau die Spezifikation (5,2,E).C

Analog wird dann auch davon gesprochen, daß die Moduiaigebra MC
korrekt die Spezifikation (S‚Z,E) impiementiert.
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3.6 Um BILD VON TZ UNTER EVAL UND VON T:,"E UNTER EVAL

3.6.1 Terme und Programme

Im folgenden se i  (S,Z,E) eine konsistente t -Spez i f i ka t i on ,  C:={A;:seS} eine

Cluster-/Script-Menge,— die die Modulalgebra MC:=({As:seSu{l)},{F}: fez})
erzeugt und (S,z,E) kor rek t  implementiert.

Es wi rd  in fo rmel l  gezeigt, daß es ausre ich t ,  i n  MC nur  das B i l d  von T2
unter EVAL zu betrachten.

3.6.1.1 Sei t ese l i eb ig .  Dann kann t aufgefaßt werden a l s  e i n  abstraktes
Programm. Da C d ie  Spez i f ika t ion (S,Z,E) kor rek t  implement iert ,  gel ten
insbesondere d ie  syntaktischen Bedingungen an C aus 3.1. Dies bedeutet,
daß jedem Funktionssymbol i n  t e i n  Prozedur-/Funktions—bzw. Operations-
bezeichner i n  der jewei l igen BeispielprogrammierSprache en t sp r i ch t ,
deren Aktivierungen geschachtelt sein können.

M i t  d ieser Zuordnung von Funktionssymbolen aus 2 zu Operationsaufrufen
in  der Programmiersprache und e iner  un te r s te l l t en  Abarbeitung der Te i l - '
terme von teTZ von l i nks  nach rechts kann einem Term teTz e i n  Programm
P zugeordnet werden, das d ie  Cluster bzw. Operationen aus C verwendet.
Die Semantik des Programmes P erzeugt i n  MC e in  Element ( l , p ) ,  welches
das Ergebnis von P und das B i l d  von t unter EVAL i s t  (vgl.3.4).

Damit en tspr ich t  einem Term teTz e i n  Programm P i n  e ine r  der BeiSpie l -
sprachen.

3.6.1.2 Sei nun P e i n  Programm in  e iner  der Beispielsprachen, das aus-
schließlich Operationen Pf au f ru f t ,  die i n  den Clusters/Scripts aus C
programmiert wurden und somit einem Funktionssymbol f der Signatur der
Termalgebra E: entsprechen.

Für P so l len  d i e  folgenden d re i  Randbedingungen ge l ten ,  d i e  keine Ein—
schränkung der Al lgemeinheit bedeuten:

- P l i e f e r t  genau e in  Ergebnis eines Typs Ag, seS, a lso  keine L i s t e
von Ergebnissen.

— P hat  keine Eingabe.
Jedem Programm mit  den formalen Eingabeparametern par1,. . . ,parn
kann eine Klasse von Programmen ohne Eingabeparametern zugeordnet
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=werden, nämlich für  jedes n-Tupel e iner  möglichen L i s t e  von

aktue l len  Eingabeparametern e i n  Programm, i n  dem zunächst gerade
diese n Exemplare von Datentypen erzeugt werden.

Faßt man P a l s  Funktion au f ,  so g i l t  damit:

P: > A;  fü r  e i n  568.
- Im Laufe der Berechnung von P werden nur solche Elemente erzeugt,

d i e  zur Berechnung des Ergebnisses von P benöt ig t  werden.

Unter diesen Voraussetzungen kann der Schachtelung von Aufrufen der
Operationen der C lus ter /Scr ip ts  aus C, d i e  den Code des Programms P
ausmachen, e i n  Term teTZ zugeordnet werden, der eine Schachtelung der ent -
sprechenden Funktionssymbole der Signatur (3,2) daste l l t .

Damit en tspr i ch t  dem Programm P e in  Term teTZ, so daß d ie  In terpre ta t ion
des Programmergebnisses gleich EVAL(t) i s t .

3.6.1.3 Faßt man d ie  Überlegungen aus 3.6.1.1 und 3.6.1.2 zusammen, so
erkennt man, daß es genügt, das B i l d  von T2 unter EVAL i n  MC bzw. das
Bild von T2 mE unter EVÄE in Mc/e zu betrachten.

3.6.2 Das Bild von T2 mE unter FVÄF als Z-Algebra

I n  3.4 wurde von der potentiellen Verhaltensgleichheit E led ig l ich ge-
fordert ,  daß s ie eine Äquivalenz auf MC i s t ,  d.h.auf die Kongruenzeigen-
schaf t  von 9 wurde verz ichtet .Dies hat  zur Folge, daß MC/E keine a lge-
braische St ruk tur  bes i t z t .
In dem Fa l l ,  daß eine Modulalgebra MC aber eine Spezifikation (5,2,E)
korrekt  implement ier t ,  kann dem hier-interessanten Te i l  von Mc/g ,
nämlich dem Bild von T2  mE unter EVÄE; wieder eine algebraische Struktur

,

unter leg t  werden.

3.6.2.1 Definition/Lemma (fit)

Sei SP:=(S,Z,E) eine konsistente t-Spezif ikat ion, C eine Menge von
Cluster /Sc r i p t s  und MC:=({As:seSU{1)},{P} f ez l )  d i e  von C erzeugte
Modulalgebra, d i e  SP kor rek t  implementiert .

1 .  „mm: :  bd (EVÄ[ )
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2. (V"9No)(V51a--°’Sn’ses)(e£sl...sn,s)
Setze:

‘U
l l

f : l g1  x . . x  fig" ——> Ä;

Faf ( [ ]1901]g - -  - 9 [ ] nspn ]§ ) :=  FW([ f ( t1 , . . . , t n ) ]mE)

wobei
( [H,p1 ’ ]E e “s i  A [ l i , p i ] 3=  EVÄE([[ t i ]mE  ) ,  t i eT  i =1 ‚ . . , n .

Dann i s t  NE := ({lg: seS},{F}: fez}) eine z-Algebra.
2, si)

Beweis:

„Da T£ “E  eine z-Algebra i s t  und EVÄLLnaCh Voraussetzung i n j ek t i v  i s t ,
i s t  3;}, fez, wohldefiniert und M' eine z-Algebra.

3.6.2.2 Coro l l a r

Sei SP=(S‚Z,E) eine konsistente t-Spezif ikat ion, C eine Menge von
Cluster /Scr ip ts  und MC d ie  von C erzeugte Modulalgebra, d i e  SP korrekt
implementiert.
Dann i s t  EVAL: TZ ”E ———o 'fit ein E-Isomorphismus.

Beweis:

.Nach Voraussetzung i s tEMK. T2  WE > Mt b i j ek t i v .
EVÄL i s t  z—Homomorphismus:

- Sei  f eze , s ‚  seS

=> Ff: ——-> KS, 73} = EVIL-(Hit)

-—Sei neN, s l , . . . ‚ sn ‚ seS ,  f ez s l . . sn , s ;  [ t i l e  T ZNE ’  i =1 , . . ‚ n

'EVÄE(f m ([tlygE...,[tn1„e) = EVÄE{[f(t1,. . .,tn)]
L ’  E — F?(EVÄE([t1ltEW ,€%I[1[tn}»E ) )  nach 3.6.2.1.

Damit i s t  EVÄL: TZ WE ———> MC e in  z—Isomorphismus.

Es l i eg t  nun nahe, eine Art Verträglichkeit der pot ient ie l len Verhaltens-
gléichheit bzgl. F} und 3} ,  f ez ,  zu fordern.
Daß dies tatsächlich g i l t ,  zeigt folgendes Corollar.
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3.6.2.3 Coro l l a r

Sei SP:=(S,Z,E) e ine konsistente t -Spez i f i ka t i on ,  C eine Menge von

Cluster  /Sc r i p t s  und MC d ie  von C erzeugte Modulalgebra, d i e  SP

korrekt implementiert .
Dann g i l t :

1. (vseS)(vfez€ S)

3} = [F¥((i;po))]; ‚wo po die Standardumgebung i s t .

2. (vneN)(vs1‚...‚sn‚seS)(vfe£sl___Sn’s)
(vtieTz S1.: (11,p1):= EVAL(ti)‚i=1,...‚n)

3}([11‚01];‚...‚[ln‚pn];) = [Ff(( l l ‚o) ‚ . . -—‚(Tn‚o))] ;

wobei ( 11 ,p i ' ) : =  EV(t1...ti-1,ti) i=1,...‚n
pz=pn'

Beweis:

1. F} = “VÄE([f]mE) = [EVAL(f)l
3.5.2 und 3.3.1.

= ['F'f((_|__,po))]g nach 3.6.2.1,‘
_
_

2. Sei neN, s l ; . . . , sn ‚ ses ‚  f ezs l . . . sn ,s )

Seien tieTE,si, (11,pi):= EVAL(ti) i=1,...,n
Dann sei F¥((11, p ) , . . . , ( l n ‚  p ) ) :=  EVAL(f(t1‚...,tn)) nach 3.3.1.
F}([11,p1];,...,[1n‚pn]3) EVÄE([f(t1,...,tn)]mE) nach 3.6.2.1.

EVÄ[l[f(t1‚...‚tn)]mE) [EVAL(f(t1,...,tn))]E

[5+((11,p),.._.,(1n,p)]E nach 3 .3 .1 .

==> $}([11‚p1];‚...‚[ln.pn];) = [F}((11‚o)e--o»(‘"'°)];-

3.7  ERWEITERUNGEN AUF DER EBENE DER MODULALGEBREN

Für d ie  folgenden Abschnitte seien SP:=(S,z‚E) und SP' :=(S’ ,£ ' ,E ' )  kon-
s is ten te  t -Spez i f i ka t ionen,  wobei SP' e ine t-Erweiterung von SP i s t .
C und C' seien Cluster-/Script-Mengen‚ so daß für die zugehörigen Modul-
algebren MC:=({As:seSU{i}},{F%:fez}) und MC.:=({BS: seS 'u { i f } } , {F f . : f ' e£ ' } )
g i l t :  MC implementiert korrekt SP und MC'  implementiert korrekt SP'.
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Die Frage i s t  nun, wie verhält sich MC zu MC'  bzw. fl'c zu MC.?
Zu wünschen wäre, daß s ich  MC i n  MC'  und Mb i n  MC'  einbetten lassen

analog den Einbettungen von T2  i n  Tz '  bzw. von TZ mE i n  T flmE"

3 .7 .1  Da SgS' und zgz' g i l t ,  ex i s t i e r t  e i n  eindeut iger z—Monomorphismus

> T .' n :  T
1 Z Z

nämlich: _
- (vseS)(vfez€,s)(1n(s) := fT . )

- (vneN)(VS1,...,sn,seS)(vfezsl
(v ( t1 , . . . , tn )eTZ,s lx . . .x  Tz ,sn )

( i n ( fTZ ( t1 , . . . , t n ) )  : =  fTZ ' ( i n ( t 1 ) , . . . , i n ( t n ) ) )

. . sn , s )

Es i s t  nach Definit ion k l a r ,  daß ' i n '  ein eindeutiger z—Monomor—
phismus i s t .

3 7 2 Da SP' eine t-Erweiterung von SP i s t ,  ex i s t i e r t  ein (eindeutiger)
z—Monomorphismus

1n :  TZ,’\JE -—-———> TZ ‚ I \ ‚E ' .

Mi t  den kanonischen Abbildungen

und KE. :  TZ '  > ; T : ;%E. ,  t l—-9 [ t ]mE .

g i l t :  KE.o'in = TFTOKE.

Beweis:
Führe den Beweis durch  s t r uk tu re l l e  I nduk t i on  über  teTE.

a) Sei 565, t :  = f  e):€ s '
.1n( 

E ( t ) )  = 1n([[fT11E) = [fT ] E = [1n(fT%1mE. = KE.(1n(t)).
b) Sei neN, s l ,  . . . , sn ,ZseS ,  fezs1

Se1 ( t1 , . . . , tn )eTZ,s lx . . . x  Tz ,sn '
sn , s '

Nach Induktionsvoraussetzung g i l t :  ifi l ( t i ) )  = KE. ( in ( t i ) )  i =1 , . . . , n

ifiltfrz ( t1 , . . . , tn) ]mE)

Tfi l fTZ; ([t1]m E, . . . , [ t n ] « ‚E ) )

Tz ' ”E  ( in( [  t1]mmE),...,?fi([tn]mE))

1 WEI (KE . ( i n ( t 1 ) ) , . . . ‚KE . ( i n ( t n ) ) )

==>'Tfi(KE(fT£(t1‚---stn)))

a '?
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= KE.(fT (in(t1).....in(tn)))
El

: KE‚ ( in ( fT  ( t 1900 -9 tn ) ) )
Z

Dam1t g i l t :  KE.O1n = THOKE.

3.7 .3  Da MC SP bzw. MC'  SP' korrekt  implementieren, existieren

EVAL: T > MC , "EVÄE: TE’NE ———> MC];

EVAL  : T | “"—> MC.  , EVÄE ' :  Tz l 'bE '  ___-") MC./":-

K2 MC “"—”> MC/g  9 ( 190 )  ‚”“—> [1 ,9 ] ;

Il!

K': MC. ___-> MC,/.:. , (hp) u——> [up]
und es g i l t :  KO EVAL = EVÄEbKE

K'o EVAL'= EVÄL'OKEu

3.7 .4  Es wird nun eine Abbdung angegeben, die die Modulalgebra MC unter
bestimmten Voraussetzungen einbettet in  MC"

> MIN:= { I s  seSU{l)}: MC

INO: (vseS) 1 N 5 ( l 5 )  := i;
IN1: INi i ( i ‚po))  := ( i f ,p0 ' )  wobei po die Standardumgebung von Mc

und po '  die von MC'  i s t .
IN2: a) (vneN)(vseS)(VFfe0P(n,s))

( v ( (11 ‚p ) , . . . ‚ ( 1n ,p ) )e  (dom(IN)" n dom(Ff)))
IN(F¥( (11 ,p ) , . . . , ( l n ,p ) ) ) :=  P . ( INsl ( (11,p)) , . . . ‚ INsn((1n,p)) )

mit in ( f ( t 1 ‚ . . . , tn ) )  = f ' ( i n ( t1 ) , . . . , i n ( tn ) ) ,  tieTz’si i=1, . . ,n .

c l

b) (vseS)(VPfeOP(0,s))(vaeAii

IN(F%(a)) := P%.(INiia)) wobei f ' := in ( f )

IN3: (VHGNO)(VSGS)(VF+EOP(H‚S))(V((11‚p)‚...,(1fl,p))8dOM(p+))
SE'i ( 1 ‚ p ' )  :=  _p- f ( ( 11 ‚p )soooa(1nsp) )a

(T}E”) := F .((TT}E),...,(TE}S)) :=IN($%((11,p),.. . ,(1n‚p)))
dann:

a )  IN l i ( i ‚ o ' )  == (i‚3")
b) Sei (1',p)eAS,seS, und (1 ' , p ' )  eAS per Lifting; dann:

INS<(1'‚p')> == (IN((1',p))+1,1~((1,o'))+2)
= (IN((1'‚o))+1‚5")
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Je nachdem, wie der Programmierer d i e  Cluster-lScriptmenge C und C'
programmiert hat ,  kann es möglich sein, daß IN n icht  wohldefiniert
i s t  (Widersprüche zwischen IN2 und IN3b sind möglich).
An den Programmierer i s t  also die Forderung zu r ichten, C und Cf
so zu programmieren, daß IN woh lde f in ie r t  und i n j ek t i v  i s t .  Dies

. kann etwa durch CgC' erreicht werden.

3.7.4.1 Definit ion (MC'  erweitert MC)

Seien SP:=(S‚Z,E) und SP':=(S',Z' ,E') konsistente t-Spezifikationen,
so daß SP' e ine t-Erweiterung von SP i s t .
Seien C und C' Cluster-/Scriptmengen und MC bzw. MC'  die von C und C'
erzeugten Modulalgebren, d i e  SP bzw. SP' korrekt  implementieren.
MC'  erweitert MC :gdw IN:  MC > MC'  i s t  woh lde f in ie r t  und i n j ek t i v .

Fa l l s  IN woh lde f in ie r t  i s t ,  g i l t :

INoEVAL = EVAL'oin

d.h .  d i e  Einbettung der Termalgebra kommutiert m i t  der Einbettung
der Modulalgebra.

Beweis:

In der Definition von EVAL(t) bzw. EV(e,t) , teTZ, (vgl.3.3) werden
folgende 3 Schrit te (u.U. mehrmals) angewendet:

— Abbildung e iner  Konstanten f ez€ ‚ s ,  565, i n  einem bestimmten
Kontext t l . . . t neT ;

- L i f t i ng
- Operationsanwendung.

Es w i rd  nun gezeig t ,  daß be i  jedem dieser Schr i t te  d i e  Gleichung
INoEV=EV'oin gü l t i g  b l e i b t ;  es w i rd  a lso  e ine Indukt ion geführt
über d i e  De f i n i t i on  von EV.

a) Konstanten:
Sei seS,  fez€,s, f ' : = i n ( f ) .
Indukt ion über den Kontext von EV:
- leerer Kontext: IN(EV(e,f)) IN(F}(( i ‚po)))= F . ( ( i f , po ' ) )

EV ' (e , f ' )
- be l ieb iger  Kontext # 5 :

Sei neNO, t i eTz , s i  mit  i n ( t i ) = : fT  für i=1, . . . ,n+1.
Sei ( l , p ) :=  EV( t1 . . . t n , tn+1)

(T}EÖ:= EV'(tTl..tfi,tfi iT)

Sei IN ( ( i ‚ p ) )= :  (133) nach Induktionsvoraussetzung.
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Dann g i l t :
IN (EV( t1 . . . t n+1 , f ) )  = IN(Pf  ((im, ) )=  H,p) (IN2)

= f (  (i, 3-)) = üt1).. .in((tn+1), in(f))
( ( INBa )

b)  L i f t i ng :
Sei neN0,t1'eT)3 s i  mit  i n ( t i ) = : t i  für i=1,  . . . ,n+1.
Seien (aa,p): = EV ( t l .  ..tn,tn+1), (535 ) :  = EV' ( t  . tn  ,tfiiT),
IN((a,p))= (5)3) nach Induktionsvoraussetzung.
Sei teTZ mi t  i n ( t )= f f ;
( a ' ‚ p ' ) : =  EV(t1. . . tn+1,t ) ,  (E",E‘):= EV'( tT} . . tfi?T,t ) ,
IN ( (a ' ,p ' ) )  = ( 51 ,5 " )  nach Induktionsvoraussetzung.
Seien (a ,p ' ) in  MC und (E}E“) i n  MC'  per Lifting.
Dann g i l t  nach IN3a und nach Voraussetzung:

IN((a,p ' )  = (IN(EV(t1...tn,tn+1))+1,IN(EV(t1...tn+1,t))+2)

: (E ’E I )

c)  Operationsanwendung:
Beweis induk t i v  über teTE.

— t=feze‚s, ses: vgl a ) .
— Seien neN ,meN0,seS; t i eTz , s i  und t i : = i n ( t i )  für i=1,...,m‚fe0P(n,s).

Seien t i 'eTmi,  1'=1,...,n;f'(T1",...,'t'rl'):=in(f(t1',...,tn')).
Sei 5+((a1,p), . . . , (an,p)) := EV( t1 . . . tm , f ( t 1 ' . . . t n ' ) ) ,
F} . ( (äT}E) , . . . , (än}El ) := EV ' ( t I I . . tfi , f ' ( f T ' , . . . , tfi ' ) )
Nach Induktionsvoraussetzung sei IN((a i ,p))  = (EWQE) für  i =1 , . . . , n .

Dann g i l t  nach IN2:
IN(EV( t1 . . . tm, f ( t1 ‚ . . . , tn ) ) ) IN (F+ ( (61 ,Q) , . . . ‚ ( an ‚p ) )

E } !  ( IN( (a1 ,p ) ) , . . . , IN( (an ,p ) ) )

f (
Vfi(

V ' (

(_T ,p )„  ' ' ‚ (äh- ‚ ; ) )

.tm, f '  ( fT' , . . . ffiW'))
i n ( t 1 ) , .  . , i n ( tm) , i n ( f ( t 1 ' ‚ . . , t n ' ) ) )

Damit g i l t  : INoEV = EV'oin, insbesondere also
INoEVAL = EVAL'oin.

Auf e ine  Abbildung zwischen zwei Bit—Algebren, wo (SL ’ZL)=(S’E)J_" kann

der Homomorphiebegriff aus 1.1.1.6 n i ch t  angewendet werden, da für
diese Algebren keine konstante Funktionen de f i n i e r t  wurden . I n  der
folgenden De f i n i t i on  w i rd  daher der Homomorphiebegriff e ingeführ t  für
Abbildungen zwischenISL—Algebren.
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3.7.4.2 Definit ion (Zi-Homomorphismus)

Sei (5,2) eine Signatur, 135 und (Si,z ):=(S,z) (vg1.3.2.4).
Seien A,B zlfAigebren und H:={hs: hs: S-——> 

Bs ’  seSu{i}}: A-——> B.
H heißt  Zi-Homomorphismus :gdw

1. (vSeS)(vfez€,s)(vaeAi)H<fA(a)) = win»
2. (vneN)(vs1,...‚sn‚seS)(vfezsl

(v(a1,. . . ,an)eAslx.. .x Asn )
. . sn , s )

H(fA(a1,... ‚an ) )  = fB(hsl(a1),.. . ,hsn(an))

Beachtenswert i s t ,  daß außer der Bedingung 1. über hi keine Aus-
sagen gemacht werden.

M i t  diesem Homomorphiebegriff fü r  zi fAlgebren g i l t  nun:

IN:  M > M i s t  zieHomomorphismus, f a l l s  MC'  MC e rwe i te r t .C C' | sL

Beweis:

1. Sei ses, fez€ ==>'P+60P(0,s).‚ 5
Sei aeAl. Nach IN2b g i i t  dann:

IN(F+(a)) = F?. ( IN i ia ) ) ,  wobei f ' : = i n ( f ) .

2. Sei neN;sl,.. . ‚sn,seS, fezs1 ==> F+e0P(n‚s).. . sn , s
Sei (a1 , . . . , an )eAs l  x . . . x  Asn '

Dann g i l t  nach IN2a:

IN(F+(a1,...,an)) = F . ( IN51(a1) , . . . , INsn(an))

mit f'(t1;..‚tnfl):=1n(f(t1,...‚tn))‚
( t 1 ‚ . . . , t n )eT  x . . . x  TZ2 ,51  , sn '

Dam1t i s t  IN: MC > MC.|Z e1n zlfHomomorphismus.

MNN

3.7.5 Anaiog der von ' i n '  auf TZ  NE induzierten Abbiidung in' (vg i .  3.7.2)
wird nun eine Abbiidung auf fit de f in ie r t :

___—ul-  _ .IN: MC ———> Mc' /s
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(V585)(V[1,p];eflg)

“manner: Em." 0371' o EVAL_1([l,p.];)
= EVIE'(Tfi(‘E'v‘“AL"1([1,p]E)

TN i s t  wohldefiniert, da FVÄE bi jekt iv auf seinem Bild i s t .

Da EVÄE 1 ,  in und EVÄE' z—Monomorphismen sind, i s t  auch TN ein
z-Monbmorphismus (vgl.3.6.2). ‘

Nach Definition g i l t :  EVÄE' o ifi ' =  Tfi'o EVÄE.

TN exist iert unabhängig von IN, d.h. MC' muß nicht unbedingt MC

erwei tern.

3.7.6 Analog der Vertauschbarkeit der Einbettungen i n  und T5 g i l t  für
IN und TN. fa l l s  MC' MC erweitert:

TNOK ' o INEVAL = " EVAL

wobei KEVAL bzw. INEVAL d ie  Einschränkung von K bzw. IN auf  das
B i l d  von MC unter EVAL i s t .

Beweis:

Sei (l‚p)ebd(EVAL) ==> (ateTZ)(EVAL(t) = ( l , p ) )

==> K ' ( IN ( ( l ‚ o ) ) )  K' ( IN (EVAL( t ) ) )

= k'(EVAL'(in(t))) (3.7.4)
= mt'(.<E.(in(t))) (3.7.3)
= EVA'E'(Tn'(kE(t))) (3.7.2)
= fVÄE'(ih'(EV1iE'1(.<((1,p))))) (3 .7 .3 )
= W(K( ( l ‚ o ) ) )  (3-7-5)

um

Nach 3.7.5 i s t  k lar ,  daß bd(Tfl)gbd(EVÄE“)= C "

Im folgenden Satz werden nun die Ergebnisse aus 3.7.1 b is  3.7.6
zusammengefaßt. Dieser Satz br ingt nochmals deutl ich die Para l le l i tä t
zwischen der Konstruktion e iner  Termalgebra TE und e iner  Modulal-
gebra MC zum Ausdruck.
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3 .7 .7  Satz

Seien SP:=(S,z,E)und SP ' := (S ' ‚ z ' ‚E ' )  konsistente t—Spezifikationen, so daß
SP' eine t—Erweiterung von SP i s t .  (S ‚ z i l : = ( s , , 2 ) .

Seien C und C' Cluster--/Scriptmengen und MC bzw. MC'  die von C bzw C'
erzeugten Modulalgebren und MC bzw. MC'  implementiere korrekt SP bzw. SP'.
Dann g i l t :

1. Es ex i s t i e r t  e i n  z-Monomorphismus

W:  MC “> MC |

d.h .  Mb l äß t  s ich i n  fi t .  e inbet ten.

2 .  Es ex i s t i e ren

i n :  TZ ———+ Tz '  z-monomorph
'Tfi: Tz ‚mE -~> zimE' Z—monomorph

KE: TZ ———>' Tz ,mE z—epimorph
KE ' :  TZ. —«—> nmE.  X'-epimorph

K: MC ———> MC/e

K ' :  MC'  ——-——> MC' /3

so daß i n  dem Fa l l ,  daß MC'  MC e rwe i t e r t ,

IN:  MC ———> MC'  ;Lf monomorph ex i s t i e r t ,
so daß d ie  folgenden Diagramme kommutieren:

>12.
K 1

T): "JE (' _VT  Z ' I ‘ JE '  E

EVAL O “"EVAL l “  g: Fix—vL' O EVAL‘
mM "'c'/*

„ij/' CL: © \ ;

a) Vgl. 3.7.5.
b) Vgl. 3.7.1 — 3 .7 .6 .

Beweis:
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In  diesem Kapitel wird der Implementierungsbegriff aus Kapitel 3 erweitert
für  den Fal l  von typparametrisierten Datentypen.
Hierzu bedarf es zunächst einer algebraischen Theorie abstrakter typpara-
metrisierter Datentypen. Diese wird in  4 .1  entwickelt. Dabei wird nicht der
für  den in i t i a len  Fal l  bereits vorliegende Ansatz der ADJ-Gruppe ([ADJ 78] ,
DEKTNW 79])  übernommen, sondern der in  [HDR 80},  der sich gleichermaßen
im in i t i a len  wie im terminalen Fal l  anwenden l äß t .

In  4.2 werden die Konzepte zur Typparametrisierung von Clusters, Forms und
Scripts in  CLU, ALPHARD bzw. CSSA untersucht. Im weiteren werden dann nur
noch CLU und ALPHARD betrachtet, da die Parametrisierung in  der gegenwärtigen
Version von CSSA noch erhebliche Mängel aufweist (diese sollen in  der zur
Ze i t  in  Entwicklung befindlichen Version CSSA-M beseitigt werden).

In  4 .3  wird dann gezeigt, daß aufgrund der Ähnlichkeit von CLU und ALPHARD
beide Sprachen wieder durch dieselbe abstrakte Syntax.und denotationale Seman-
t i k  beschrieben werden können (parametrisierte Version von CLALPHARD).

In  4.4 wird schließlich def in ie r t ,  wann eine Clustermenge eine parametri-
s ierte Datentypspezifikation korrekt implementiert, nachdem an die Syntax
dieser Cluster, ausgehend von der Signatur einer Spezifikation, Forderungen
entwickelt und geste l l t  wurden.

WWW

Ein parametrisierter Datentyp wird hier nicht als ein Datentyp, d.h. als eine
Algebra bzw. Isomorphieklasse von Algebren aufgefaßt, sondern als eine Trans-
formation, die die Algebra einer aktuellen Parameterspezifikation über-
führt in  die zugehörige Ergebnisalgebra des aktuell parametrisierten Daten-
typs. Gesucht i s t  also ein Funktor zwischen der Kategorie der zulässigen
Algebren der aktuellen Parameterspezifikationen und der Kategorie der zuge-
hörigen aktuell parametrisierten Datentypen.
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4 .1 .1  Definition (Kombination)

Sei (5,2) eine Signatur.
Sei S'nS=D, 2 ' : g{23  s :we(5u5 ' ) * ,  seSUS' ,  (Vue5*)(vre5)(2u rnzfi  r=ß }

1. (5,2):= (5,2) + (S ' ,2 ' ) :=  (5US',2u2') ist  die Kbmbination von
(5,2)  und (5 ' , 2 ' )  und es g i l t  dann: (5 ,2)  é (5,2).

2. Sei E eine Menge von Gleichungen über (5 ,2 ) ,  E' eine Menge von Gleichungen
über (SUS',2U2'), wobei (5,2)  ; (5US',2u2') .
Dann i s t  (5,2)?):=(S,2,E) + (S ' , 2 ' ,  E ' ) :=  (5US',2U2',EUE')
die Kombination von (5,2,E) und (5 ' , 2 ' ,E ' ) .

Bei einem parametrisierten Datentypen werden nun vier  Spezifikationen unter-
schieden:

. (S ‚2 ,  E) Spezifikation des formalen Parameters
(5 ,2 ,  E)+(S'2'E' ) Spezifikation des formal parametrisierten DT
(S, 2,  E)+(5222E") Spezifikation des aktuellen Parameters
(5 ‚2‚E)+(S' 23E' )+(5?22E") Spezifikation des aktuell parametrisierten DT

Zwischen den Spezifikationen bestehen somit folgende Zusammenhänge:

Parameter +(5;2;E ' )  parametrisierter
Datentyp

formal (S,2‚E) (5,2,E)+(S;2;E')

+(S222E")

aktuell (S,2,E)+( 222E") (5,2,E)+(5;2;E')+(5222E")

4 .1 .2  Definition (syntaktisch zulässig)
' Se ien  (5 ,2 ) ,  (5US',2u2') und (SuS"‚2U2") Signaturen mit
SnS'=SnS"=S'nS"=2n2'=2n2"=2'n2"=ß..
Dann heißt (S",Z") syntaktisch zulässig für (S ' , z{ )  über (5 ,2 ) .

Notation: 5ynZul(522 25,2,5L2') .
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4 .1 .3  Coro l l a r

Seien (8 ,2) ,  (SUS',ZUX') und (SUS",ZUE") Signaturen mi t
SnS'=SnS“=S'nS"=znz'=znz"=z'nz"=¢.
Dann g i l t :

1. SynZul(S",z?S,z,S',x') <==> SynZul(S',z',S,z,S",z")
2. SynZul(S",z",S,z,S',z') ==> (SuS'uS",zuz'uz") i s t  Signatur.

Der Beweis f o l g t  unmit te lbar aus 4 .1 .2 .

4 .1 .4  Lemma

Sei (5 ,2 )  eine Signatur ,  A,B z-erzeugte z-Algebren.

Dann g i l t :  1 .  Es ex i s t i e r t  höchstens e i n  z-Homomorphismus g:A ——> B.
2 .  Fa l l s  g :  A ——> B,  g z-homomorph, ex i s t i e r t ,  so i s t  g su r j ek t i v .
3 .  Fa l l s  g :  A-——> B, h :  B ——> A a l s  z—Homomorphismen ex i s t i e ren ,

so i s t  AzB.

1 .  T Seien g ,h :  A-——> B z-Homomorphismen.
):fi://///’ \\\\\:3 TZ  i s t  i n i t i a l  i n  der  Ka tegor ie  a l l e r

; z-erzeugten z-Algebren
g,h aA: Tz ——> A, aß: 12 ——> B sind eindeutige

z-HOmomorphismen. M i t  g und h s ind auch 90°A ’  ho¢A: T2  —-> B z-Homomorphismen.
==> 9°°A = °B = hooA-
Sei nun acA bel iebig ==> es ex i s t i e r t  teTz mi t  ¢A(t)=a, da A z-erzeugt i s t .

g(a) = «mm = hm„ ( t n  -- h(a) '
===> g = h .  .

2 .  Sei g :  A ——o B z—homomorph.
A,B s ind  z-erzeugt ==> °A’°B su r j ek t i v  ==> g su r j ek t i v .

3 .  Seien g :  A ——> B ,  h :  B -—> A z-Homomorphismen.
Sei aeA, teTz mi t  ¢A(t)=a
Dann g i l t :  hog (a )  = h(9 (a ) )  = h (9 (¢A( t ) ) )  = h(q>B( t ) )  = oA“) = a

==> hog = idA
analog e rhä l t  man: goh = idB
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Im fo]genden w i rd  eine Theorie der abstrakten parametr is ier ten Datentypen
entwicke1t; zunächst f ü r  den Fa l l ,  daß den Datentypen eine i n i t i a i e  Semantik
un te r s te i i t  w i r d ,  dann für den terminaien Fa11.

4.1.5 I n i t i a l e r  Fa l l

4 .1 .5 .1  Def i n i t i on  (A lgg  E)

Sei (5 ,2 ,E )  eine Spez i f i ka t ion .
AZg£‚E  sei d ie  Kategorie m i t

— lA1g£9Elz=K1asse a i i e r  z—erzeugten z-Aigebren A‚die E erfü i ien (sEgsA).
— /A19£’E/1=K1asse a11er zugehörigen z-Homomorphismen

4.1.5.2 Def in t ion  / Lemma

Sei {Aiz i e I }  eine Famiiie von Kategorien mit [AilnlAj|=/A1/n/Aj/=ß für  i , j e I , i # j .

@ A i  i s t  eine Kategorie mit

" “  - | 9A1! u m.!
i e I  i e I  ]

' /@ A1 /  : =  U / A 1 /

i e I  i e I

Da d ie  einzelnen Objekt- und Morphismenmengen d i s j unk t  s i nd ,  i s t  m i t  A i ’  i e I ,
auch @ A i  eine Kategorie. '

i e I

4.1.5.3 Def in t ion  (parametr is ier te i -Spez i f i ka t i on ,  (z ,E ‚zL E ' ) - i -Transformer ,
i -T rans (z ,E ‚ z ;E ' ) )  '

Seien (S ,z ,E) ‚  (SuSizuziEuE') Spezi f ikat ionen m i t  SnS'=znz'=@.

1. A19 AigI : :  @ l nE‚E‚£ (SÜZ") mit zuz ‚E
SynZui(S?z!S‚z‚S;z')

2. (S‚Z,E‚S;ZLE') he ißt  parametrisierte i—Spezifikation :gdw
(v(S!z" )  SynZu1(S','z','S,Z,S',Z'))(vAe§AIgT E T . ! )
( (EEUE;A ITZUZnEEA)A( ( vses ) (V teTZUZ 'U225 ) (3 t  eTEUZ:S ) ( tEEUE;A t  ) ) )

wo EEUE;A d ie  k l e ins te  Kongruenz auf  Tzuz 'uz "  1St ,  d i e  E, E 'und
d ie  durch den i n i t i a1en  Epimorphismus oA: Tzu t "  ——> A induz ier te

La

Kongruenz EA en thä l t .
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3. Sei (S,z,E‚S ' ,z ' ,E ' )  eine parametrisierte i-Spezif ikat ion.
3.

3.

1 Ein (2,532',E')- i—Transfbrmer F i s t  e i n  pers is tenter  Funktor

F: A1gz ,E ,> : '  ___° A1gzuz ' ,EuE ' , z '  mit
(v(S",z"):SynZul(S!z!5,z,$äz'))(VAelAlgz,E’z.|nlAlg£U£„|)(F(A)e|Alg£Uz.U£„|)

2 i—TTans(Z,E;Z',E') i s t  d i e  Kategorie, deren Objekte gerade d ie
(z,E,z ' ,E')- i—Transformer s ind und deren Morphismen d ie  natür l ichen
Transformat ionen d iese r  Funktoren s i nd .

. Sei (S",z") mit Syn2u1(s"‚z"‚s,z,s',z'), AelAIgzUzuEl.
T :=  T
*
_

zuz'uz"
A ‘='=EuE;A'

Eine parametrisierte i-Spezif ikation (S,z,E,S' ,£ ' ,E')  muß also so beschaffen
se in , daß für a l l e  Algebren AélAlgz E z ' l  einer aktuellen Parameterspezi-
f i ka t i on  g i l t :

— A i s t  zuz"-erzeugt.
A e r f ü l l t  E ,  d ie  Gleichungen der aktue l len Parameterspezif ikation
A e r fü l l t  die Konsistenzbedingung: EEUE1A |TxUzn  9 5A.

g i l t ,  i s t  damit sogarDa nach Voraussetzung bereits EA g EEUEzAsUz

3A : EEUELA'TZUZ„' ‚
Dies bedeutet, daß die Gleichungen E' des formal parametrisierten Daten-
typs s i ch  n i ch t  auf  den aktue l len Parameter auswirken.
A e r fü l l t  die Vollständigkeitsbedingung:

(vseS)(vteTs)(3t eTzuzfls ) ( t  EEuE iA  t ) .

Dies bedeutet,  daß a l l e  Terme der Termalgebra Tzuz 'uz " ’  d ie  von e iner
Sorte der Spez i f i ka t ion  des formalen Parameters s i nd ,  bzg l .  :A

kongruent s ind  zu einem Term der Termalgebra des aktue l len Parameters.
D.h.,  beim Ubergang vom aktuellen Parameter zum aktuell parametri-
s ie r ten  Datentyp werden d ie  Trägermengen der Sorten seS n i ch t  e r -
we i te r t .

Die Vollständigkeitsbedingung i n  4 .1 .5 .3 .2  l äß t  s i ch  verallgemeinern:

4 .1 .5 .4  Coro l l a r

Sei (S,z,E,S‘ ,z ' ,E')  eine parametrisierte i -Spezi f ikat ion‚  (322") mit
SynZul(S",z“,S,x,S',z'), AelAlg . l n lA lgz ‚E ‚z  zuz " | '
Dann g i l t :

(VSCSUS ) (V teTZUZ 'UZ" .S ) (3 t  eTEUZ" ,S ) ( t  EEUE|9A  t )
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Beweis:

ses: d ie  Behauptung g i l t ,  da (S ‚ z ‚E ‚S ' , z ' ‚E ' )  parametr is ier te  i -Spez i f i ka t i on
i s t .

seS": sei  teTs. Der Beweis e r fo lg t  durch s t r uk tu re l l e  Indukt ion.
1. t=fe(zu>:'ux")€,s ==> fez; ,s ==> f eTzuz " , s  (setze also t ' : = t ) .

: I I I  I I2. t f ( t 1 , . : . ‚ t n ) ,  fe(zuz UZ ) s l . . . sn , s  , sl,...,sneSuS'uS ,
t 1eTs i ’  1=1 , . . . ‚ n .
scS ==> f ezs l . . . sn , s  ==> s l ‚ . . . , sneSuS
daraus f o l g t  nach Induktionsvoraussetzung:

. . . . .  . -__ ' I  °...zu t 1eTs i  ex1st1ert t 1  eTzuz " ‚ s i  mi t  t1=EUE;At1 , 1—1, . . . ,n .
EEuE iA  i s t  ZUZ'UZ"-Kongruenz

==> t = f ( t 1 ‚—- - ‚ t n )5  EuEäA f ( t 1 ' , . . . , t n ' )  == t '  ""d t ' eTzuzfls '

u...-a... .

Die Algebra Ae|A1gZ E 2 "  (wo (S , z ,E ,S ' , z ' ;E ' )  eine parametr is ier te i—
Spezi f ikat ion i s t )  eines ak tue l len  Parameters kann i n  d i e  Quotientenalgebra
T/=A eingebettet werden:

4J „&5 [£wm

Sei (S,Z,E‚S',Z',E') eine parametrisierte i -Spezif ikat ion, (S",z") mit
SynZul(S",E",S‚z‚S'‚z'). Sei AelAlgéUE„E|n|AlgZ E z ‚ | .

Donn g i l t :
(VseSUS ) ex1st1ert WS: As ——> T /zA lZUZ"S

(vaeA) _ a l—=> [ t ] :  mi t  t eTzuzäs ’  ¢A(t)=a
und w={w5:seSUS"} i s t  e i n  zuz"-Isomoßphismus.

Beweis:

1. ? i s t  woh lde f in ie r t :
A i s t  zuz"-erzeugt ==> zu aeA ex i s t i e r t  t eTzUZ"  mi t  ¢A(t)=a.

« Sei nun tsA t  m1t t , t  eTZUZ".
4 Nach Voraussetzung (2A93A) f o lg t  dann: t=At'

==> W i s t  woh lde f in ie r t .

2 .  W i s t  i n j ek t i v :
Sei seSUS", a,a'cA.
Sei [ t ] :A= ws(a)=ws(a') = [ t ]  :A mit  t ’ t ' eTzuzüs '  oA(t)=a und ¢A(t )=a .
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==> t :A t ' .  Nach Voraussetzung (parametrisierte
i -Spez i f i ka t i on )  fo1gt  dann:
taA t '  ==> a = a '  ==>w i s t  i n j ek t i v .

3. w i s t  ein zuz"-Homomorphismus:
A i s t  zuz"-erzeugt. Führe a lso  den Beweis durch s t r uk tu re l i e  Indukt ion
übe r  t eTZUZ" .

a) Sei t=fe(>:uz")E s ’  seSu " und az=¢A(t).

w (a)=[t1= = t = -s A T/ A
b) Sei t = f ( t 1 , . . . , t n ) ,  fe(>:uz")s1

t iCTzuzgs i ‚  1:1 ‚ . . . , nd

az=q>A(t) = oA( f ( t 1 , . . . , t n ) )  = A(< I>A( t1 ) ‚ . . . ‚ oA ( tn ) ) .

Sei nach Induktionsvoraussetzung oA( t i )=a i  bzw. w (a i )= [ t i ] =  , i=1 , . . ,n .
==> w(fA(a1, . . . ,an))  = [ f ( t1 , . . . , tn ) ] :  = fT /=  ( [ t l ] :  , . . . , T tn ] :  )

A A A A

. . sn , s ’  s l , . . . ‚ sn , seSuS" ‚

= fT /3  (w(a1),... ,w(an)).
Damit i s t  W ein zuz"*Homomorphismus.

4 .  ws i s t  su r j ek t i v  fü r  seSuS":

Sei seSUS", [ t ] -  eT/=A mit teT .
_ A | S

Zu zeigen: (aaeAS) (Ws(a) = [ t ] :  )
A

Nach Voraussetzung und nach 4 .1 .5 .4  ex is t i e r t  zu t ein t 'eT
Setze az=®A(t') ==> ws(a)=[t ' ]= = [ t ] :  .
. A A

. : !
zuz is '  t At ‘

Da teT/=A‚s,  seSuS" be l i eb ig ,  i s t  ws su r j ek t i v  für seSuS".

NMM

4 .1 .5 .6  Lemma

Sei (S ‚z ‚E ‚S ' ‚ z ' ,E ' )  eine parametrisierte i -Spezif ikat ion, (S",z") mit
SynZu1(S" ‚z " ,S ,z ,S ' ‚ z ' ) .
Sei A,Be|A1gZ E z'lnlA1gzuz"|’ g: A ——> B ein zuz"-Homomorphismus.
Dann g ibt  es genau einen zuz'uz"—Homomorphismus

g: Tzuz 'uz " / 5EuE .A  __° Tzuz ' uz "éEuE ;B

mit ' [ t ] :  I——9{t]: teT
A B
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Beweis:
Zu zeigen: E} [ t ] -  |——> [ t ] :  , teT, i s t  wohldefiniert.

' B

ÖA: TZUZ" ZUZ

==> go¢A(t) = goaA(t').
Andere rse i t s  g i l t  ( vg l .  4 .1 .4 ) :  ¢B(t) = 9° °A ( t )  : g° °A ( t ' )  : °B ( t  )

“"—> A ,  QB :  T | |  “"—> B .  591  t , t l eTEUZ"  mi t  tEA t '

71 = 1

H
oo u: _

!

_
_

!

ff

m

EUE'E-B’ EBE'B ==> EEUE'9:B’ E11953928

==> :A9 :B ’  da :A die kleinste Kongruenz i s t ,  die EEUE' und EA enthält .

T Nach 4 .1 .4  ex i s t i e r t  höchstens e i n
E} T/: ——> T/: und es g i l t  : 56¢ =¢°TA °TB A B TA TB

T _ - ==> 5 ( [ t ] :  )5—(a ( t ) )=¢  (t)=[t]: , teT

MHN

4 .1 .5 .7  Coro l la r

Sei (S ‚z ,E ‚S ' ,z ' ‚E ' )  eine parametrisierte i -Spezi f ikat ion,
(S" ,z " )  m i t  SynZu l (S " , z " ‚S , z ‚S ' ‚ z ' ) .
Seien A,Be|Alg . |n |A lg '  | ,  53 T/ ——o T/ wie i n  4 .1 .5 .6 .X’E’Z ZUZ" EEusgA EEUE;B
Zu A bzw. B existieren YA: A-——> T/:  bzw. wB: B —-> T/:  zuz"-Isomorphis-
men gemäß 4 .1 .5 .5 .  A B
Dann g i l t :

ag= ?B  
SogsowÄ ls  für  seSuS".

Beweis:

Die Behauptung f o l g t  d i r ek t  aus 4 .1 .4 :
wAA > T/ :

_5 gbw = w og: A ——> T/ -A B -9 v V 9 B
B > T/._._.

WB B

Damit kann e i n  ZUZ"-Homomorphismus zwischen zwei Algebren A und B der
aktuel len Parameter—Spezifikation fo r tgesetz t  werden (m i t t e l s  den Einbettung—
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en VA und vB)  zu einem zLE'Lm"—Homomorphismus der Quotientenalgebren
T/z und Tl: der Ergebnisspezifikationen .

A .B
Die Ergebnisse aus 4.1.5.5. und 4.1.5.6 werden nun zusammengefaßt, um die
eingangs erwähnte Transformation zwischen Algebren einer Spezifikation
eines aktuellen Parameters und den entsprechenden aktuell parametrisierten
Datentypen zu konstruieren als Funktor zwischen den Kategorien A]gz ,E , t '

und A1gZLE;ELE;Z '  (wo (S,z ,E,S ' ‚z ' ‚E ' )  eine parametrisierte i-Spezifika—
t ion i s t ) .
Dieser Funktor wird sogar persistent und in i t i a l  in i-Trans(z‚E‚z;E') sein.

4.1.5.8 Satz

Sei (S ,2 ,E ,S ' , z ' ,E ' )  eine parametrisierte i -Spezif ikat ion,
(S",z")  mit SynZu1(S"‚g"‚S,g,S',z').

. | . . ' l -  I

Se1en A,BelA1gZ’E,i.|rqA192UEu|. g. A-——> B ein Zu ! “  Homomorphismus.

F:  A1gZ ,E ,Z '  “"—> Al lgzunLfi ' s z '

(vAelAlg E . | )  A I-—> . „/_Z:  ‚Z  ZUZ UZ :EUE;A

g |——> “9— gemäß 4.1.5.6
Dann i s t  F in i t ia l  in i-Trans(z,E‚z'‚E').

Beweis:

zuzlEuElz'InlA1gzuz'uz"|:
Tl: i s t  zuz'uz"-erzeugte zuz'uz"-Algebra und er fü l l t  die Gleichungen

A

1. Tl: e|Alg
A

EUE' (vgl.: 2A =E EUEm);
2 .  F i s t .pe rs is ten te r  Funktor:

a) Sei AelAlgz E Z ' l ’
—; Sei g=idA 

é=> aeF(g)=idF(A) nach 4.1.5.6.
b) Seien A’B ’CCIA192 ,E ,2 ‘ |n |A1g£uz" l ’  g: A ——> 8 ,  h: B ——o C seien

xuz"-Homomorphismen‚ teT.
F(h°9 ) ( [ t ] :  ) = [ t ] :  = F(h ) ( [ t ] :  ) = F(h )0F (9 ) ( [ t ] :  )

A C B A
==> F(hog )  = F(h )oF (9 )

==> F i s t  Funktor.

c)  F i s t  persistent nach 4.1.5.5.
Damit g i l t :  Fei-Trans(z‚E‚z'‚E').
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3. F i s t  i n i t i a l  i n  i—Trans(Z‚E,Z',E'):

Sei Ge i -Trans(z ,E ‚z ' ,E ' ) .
Setze: T: F ——> G, TA:F(A)'——> G(A), Ae lAn ,E ,z . | ,

tA([t]:A):=®G(A)(t) ‚  [ t ] :AcT/:A.

a) TA i s t  wohldefiniert:

rnUE'
==>

EG(A)  und EA95G(A) ’  da G per51stent
*

Ill
m

EUE3A=_AEEG(A)
==> TA i s t  woh lde f i n i e r t .

b) TA istinfi'uz"—Homomorphismus, da °G(A) ein zuz'uz"—Homomorphismus i s t .

c) TA i s t  eindeutig nach 4 .1 .4 .

d) [ i s t  natürliche Transformation:
T AA F(A )  > G(A) _ Es 6(5 ) .  TA und TB s ind  zuz'uz"-Ho-

g l 5' | 3 (5 )  momorphismen

B {(B) T } E(B) ==> G(5)0TA: F(A) ——> G(B) und
B 7.3063 F(A) -—-> G(B) sind

ebenfalls ZUE'Uz"-Homomorphismen.
F(A),G(A),F(B) und G(B) sind zuz'uz"-erzeugt
==> G(EdorA = tBoä .
==> r i s t  na tü r l i che  Transformation.

Damit i s t  F i n i t i a l  i n  i -Trans(z ‚E,z ' ,E ' ) .

Wünschenswert wäre, daß der i n i t i a l e  Funktor F die i n i t i a l e  (Quotienten—)
Algebra e iner  Spez i f i ka t ion  eines aktue l len Parameters über führ t  i n  d i e
i n i t i a l e  (Quotienten—)Algebra der ak tue l len resul t ierenden Spez i f i ka t ion
und daß diese eine i -Erweiterung der ak tue l len Parameter-Algebra i s t .
Insbesondere se t z t  dies voraus, daß d ie  entsprechenden i n i t i a l en  Algebren
in  der Kategorie de r  zulässigen aktue l len Parameter bzw. der Kategorie
der zugehörigen ak tue l l  resul t ierenden Datentypen l i egen .
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4 1.5.9 satz
Sei (S,z ,£ ,S ' ,z ' ,E ' )  eine parametrisierte i -Spezif ikat ion, .
(S",z") mi t  SynZul(S"‚z",S,z,S' ‚z ') ,  (SuS"‚zuz",EuE") Spezifikation
und Fei—Trans(z‚E,z'‚E') wie i n  4 .1 .5 .8 .
Dann g i l t :  ,

TzuztEuE" ° |A192 ,E ,z ' |  und
F(Tzu22EuE") : Tzuz'uzßEuE'uE" iSt eine
i -Erwei terung von TzqEUE" '

Beweis:

1 -  A:=TZUZ| , |EUE| |C IA19£ ‚E ,E |  ' :|

A i s t  ZUZ"-erzeugte zuz"-Algebra und e r f ü l l t  die Gleichungen i n  E
==> AelAlgz,E’Z.|.

2°  F (A )=Tzuz 'u22EuE 'uE" :

Zu zeigen: :A = EEuE 'UE"

ll l l .  : = : ' ° . ° I | = . .g . A “EuEiA i s t  die kleinste Kongruenz, die EuE und 'A enthalt.

‘EuE' 9 EEuE'uE" ’  =A ? =EuE“9 Tzuz"

==>  E SE  " | ,

A EUE TZUZ"

==> EA 9 EEUE'UE"‘

==> :A 9 EEUE'UE“'

- : Klar  i s t  nach De f i n i t i on :  EuE ; ' A  = EEUEzA.
Noch zu zeigen: E" g :A '

' I I  I l 2 .sei (L‚R)eE , EUE uEgTZUE.UZ..(X)‚ x. U _ Xs
_ _ seSUS'US"

Se1 o: X -> Tzuz 'uz "  eine Belegung.
ZUc iex is t i e r t  nach 1 .1 .1 .23  eine eindeutige Fortsetzung

0 :  TZQZI  Z " ( x ) ' _—> TXUE'UZ" .

Sei nun o(LY=:t‚ 6(R)=:t '  mit t , t ' eT .

Zu zeigen: Es ex i s t i e r t  eine Belegung a ' :  X ——> Tzuz 'uz "  derart,
daß 3'(L)=:t ,  8'(R)=:t' mit EQE'eT
(wobei a : TBUE 'UZ

TXUZ 'UZ " (X )  1S t . )

: " | :  “1zur"  und t At ,  t At

„ (X )  ——> TZU£.U2„ d i e  Fortsetzung von a '  auf
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Es g i l t :  (L,R)eE" ==> R’LeTzuz " ( x )

d.h. a l l e  Operationssymbole, die i n  L oder R vorkommen, sind aus ZUZ"
==> Teilterme toeT-Tzuz" von t oder t '  können nur durch die Belegung-
o(x)=t0 einer Variablen x i n  L bzw. R entstehen.
Sei tx:=o(x) für  xeX.
Sei X':={xeX: x kommt i n  L oder R a l s  Variable vor und

O(x )= tXeT-TZUZ"  } -

xgz= X'nxs‚ seSuS'uS"
L,RcT „(X) ==> x'= U X'

EU: seSuS"

==> (vxeX')(aseSUS") (o(x)=txeTS)
==> (VseSUS ) (Vxexs ) (3 t xeTzuzfls )  tx-AtX nach 4 .1 .5 .4 .

setze: o : X-——> TZUZ'UZ"
I I - -_— I |tx tXETZUZ"  mi t  tx Atx  f a l l s  xeX

(VxeX)o' (x):={
o(x)  sonst

Mit 0 i s t  auch d'eine Belegung. Sei 6' die Fortsetzung von o'
auf T(X). Dann g i l t  nach Konstruktion: 6 ' ( L ) ,  6'(R)eTZU£„.
Da =A EUE'UE"-Kongruenz i s t ,  g i l t  ferner: f:=“'(L)=A8(L)=t
und't':=6'(R)=A8(R)=t'.

Damit i s t  ( * )  bewiesen.
- -  : _ : __ ' :  ' ==.- :3 ' ==  ' :-—> t A t “A t A t > t A t > E'g A
==> EUE'UE" g :A

&
_EuE'uE" 9 A'

Mit 4.1.5.5 i s t  dann F(T

==>  5

"EUE") eine i—Erweiterung von Tzuz zuz?EuE"°

Sei ( so ’ zo ’Eo )  eine Spezifikation und (S , ; ‚E ,S ' ‚ z ' ,E ' )  eine parametrisierte
i—Spezifikation. Den zo—Algebren, die E0 er fü l len ,  entSprechen dann im
parametr is ierten Fa l l  d i e  i-Transformer He i -T rans(z ,E ,z ' ,E ' ) .
Insbesondere entspricht der i n i t i a l en  Quotientenalgebra TZ  ‚E der i n i t i a l e
Funktor F i n  i—Trans(z,E,z',E'). ° °
Diese Pa ra l l e l i t ä t  l eg t  folgende De f i n i t i on  nahe:



~109-

4.1.5.10 Def i n i t i on  (i—abstrakte parametr is ier te Datentyp)

Sei PS:=(S,Z,E,S',Z',E') eine parametrisierte i-Spezif ikation.
Dann heißt der i n  i-Trans(z,E,z' ,E') i n i t i a l e  Funktor der durch
PS Spez i f i z i e r t e  i—abstrakte Datentyp.

4.1.5.11 Unte rsch ied  zum ADJ-Ansatz

Der Unterschied zum ADJ-Ansatz ( vg l .  [ADJ 78 ] ,  [EKTNw 79])  l i eg t  i n  der
konsequenten Betonung der Transformationseigenschaft eines parametr isierten
Datentyps und im verwendeten Formalismus.

Die Betonung der Transformation zwischen Datentypen f inde t  ihren Nieder-
schlag i n  der Def ini t ion von i-Trans(z,E,z' ,E') und der Auszeichnung des
i n i t i a l en  (bzw. terminalen) Funktors i n  dieser Kategorie. Dabei werden von
Anfang an a l l e  möglichen Algebren der spez i f i ka t ion  des aktuel len Para-
meters i n  der De f i n i t i on  von_Algz‚E,z. berücks icht ig t .  Daraus f o l g t ,  daß '
ein Funktor aus i—Trans(Z,E,x',E') a ls Argument die gesamte Algebra eines
aktuellen Parameters hat und nicht nur deren z-Einschränkung (d.h. sich also
nicht nur auf die Eigenschaften des formalen Parameters bezieht).
Die Konsistenz- und Vollständigkeitsbedingungen i n  4.1.5.3, die die Menge
a l l e r  Spezi f ikat ionen einschränken, entsprechen der Forderung i n  Theorem 10,
[ADJ 78] ,  daß der Funktor F persistent i s t ,  was ebenfalls die Menge der
möglichen parametr is ier ten Spezi f ikat ionen einschränkt.

4 .1 .6  Te rm ina le r  Fa l l

Dual zum i n i t i a l en  Fal l  wird nun unter dem terminalen Gesichtspunkt die
Theorie de r  abstrakten parametr is ierten Datentypen entwicke l t .
Zunächst wird die VerhaltensgleichheitmE aus Kapitel 1 verallgemeinert.

4.1.6 Definition („=)

Sei (5,2,E) eine t-Spezif ikation und : eineeongruenz auf Tz '

%: g Tyx T2 wird wie fo lg t  de f in ie r t :

1- ms,dis‘=5dis

2. (vses-{dis})(vt,t'eTZ S)
a )  t 2 ‚ s t !  :gdw (Wepf ) (VS I , . . "snes ) (v f8251 . . .Snd is )

( v l gggn ) ( v ( t 1 , . . . t n )eTZ ‚S l x . . . x  T; ,Sfl )

(sj=s ==> f ( t 1 , . . , t , . . , t n ) „2 ,d i s f ( t l , . . , t ; . . , t n ) )
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b) (vieNo)
i+1 . _ .t mE,St .gdw (vnew)(vs1,...‚sn‚s eS)(vfe2$1___sn,s.)

( v l sn ) ( v ( t 1 ‚ . . . , t n )eTE ’51? . . . x  Tz ,sn )

(sj=s ==> f ( t 1 , . . ‚ t , . . , t n )  m $ „1L ' ( t 1 , . . , t ; . . , t n ) )

3. (vseS) m_ := n i
: ,S  .

i eN
O

4 .  m_:=  {m : SGS}.

5 ,5

_ 4 .1 .6 .2  Lemma

Sei (5,2,E) e ine t -Spez i f i ka t i on  und s z-Kongruenz auf  Tz '

Dann i s t  m: eine z-Kongruenz auf TZ.

Beweis:

1. m: i s t  eine Familie von Äquivaienzreiationen:
Ref l ex i v i t ä t :

Führe den Beweis durch  I nduk t i on  über  ieNO:
. _ . 1Zu ze1gen.(VieNo)(vseS)(vteTZ’s) t ”5,5 t

i =0 :  Sei ses, teTz s '
s=dis ==> tm_ d i s t  , da 2 Kongruenz.
s#dis: Sei neN, sl,...sn,es, lsjsn‚ tieT£ s i ,  i=1,...,n,

f ezs l . . . sn ,d1 ’ s ’  53:5“
Dann g i l t :
f ( t1 , . . . , tn )m= d i s f ( t 1 , . . . , t n ) ,  da m
__  0-—> t m ‚S  t .

s , d i s  re f i eX1v  i s t

i>0: Sei ä_ refiexiv für ksi-l und ses.
Sei sag: tETz ,s '

s=dis ==> fe r t i g .
s f d i s :  Sei neN, s l , . . . , sn ,s 'eS ,  fezsl.
s j=s ‚  dann
f ( t 1 , . . . ‚ t , . . . , t n )  i ä i  . f ( t 1 , . . . , t ‚ . . . , t n )  nach Induktions-

‘ ‚ s  voraussetzung
=> m_ S i s t  r e f i ex i v  für 565.

= :

Analog w i rd  ausgehend von der Symmetrie bzw. T rans i t i v i t ä t  von Ed is

i nduk t i v  d i e  Symmetrie und T rans i t i v i t ä t  von %; bewiesen.

s "  t1eTZ . ,  1=1 ‚ . . ‚ n .
. . sn ,  ‚ 51
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2 .  Kongruenzeigenschaft:
. . . . .  . . . _Se1 neh,  s l , .  . , sn ,, se fé  1fez51 sn s ’  t 1 , t 1  eTz , s i  m1t t1m5ti i - 1 , . . . , n .

, Da (vieN0 ) ( v l s j sn ) ( t j  s t j '  ) ,  g i l t :
f ( t 1 , t 2 , .  . . , tn )mEsf ( t1 ' : t2 , .  .,tn)m: s f ( t l l t 2 ' .  .,tn)r\.=s

Ä=Sf ( t1 ' , t 2 ' ,  ‚ . , t n ' )

==> (vieNo) f ( t1 , . . . , tn )  m_ s f ( t l ' , . . . , tn ' )

Insgesamt g i l t  damit:  %:

4.1.6.3 Lemma

Sei (5,2,E) eine t-Spezifikätion, 21
Dann g i l t :

c m_ .
" :2 ,d15

Beweis:

c für  seS.Zu zeigen: s _
: 1 ,

’b_ ‚“ : -2 ,5

Der Beweis e r fo lg t  i nduk t i v  über d i e

m i t  tm_ ' t '
=1

,sneS)(\,rfezsl
> f ( t1 , . . .

1 .  Se1 seS, t , t  eTz , s

==>(WGN)(V$1,„.
(V15 j$n ) ( (5=5 j  ==

f o l g t :  t 32%

72”3 ”51,dis 9 q'52,d1's t
Q- für seS,_2,5„1,5 so

"=>  fh

. Sei nach Induktionsvoraussetzung
i +1 t

Et ‚ 1
Sei seS, t , t ' eT  mi t  tm

2 ,5

==>((VneN)(vsl,... , sn , s  eS)(vrfezs1

i s t  z-Kongruenz.

und 22 z-Kongruenzen auf  TX.

==> C
1

"b
_
_
-

’b

2

Def i n i t i on  von m bzw. ~_
1 : 2

. x  T

, tn
WS" d i s ) (V ( t 1 ’ “  sn)

. . : tn )1« ‚_
2—2d119

. , tn)eT£’s lx . .
£ ,

s f ( t1 , . . . , t ' , . . .  ))

l für seS, izo.
9 52 ,5

l
51 ,5 -

sn ,5 . ) (~ ‘ , « ( t 1 , . . . , t n )eTx ’ s l x . . . x  T
2.5")

(Vlsjgfi)(s=sj ==> f(t1,. , t ,  .,tn) 1: _sf(t1,..,t',..,tn))
> f ( t 1 , .  . . , tn )m_ .b ( t1ü . . , tn} )

. „2’

==> t-Ivtl t l

i +1  2 i+1==> m_ g m_
:—1 =2

==> l: s g l_ s für igO, seS ==> m_ g m_ .—1’ =2’ :1 =2
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4 .1 .6 .4  Lemma

Sei (5 ,2 ,E )  eine t -Spez i f i ka t i on ,  ; e ine z-Kongruenz auf  Tz '

Dann g i l t :  a g m:.

Beweis:

Der Beweis e r f o l g t  i nduk t i v  über d i e  De f i n i t i on  von m:.
1. Nach De f i n i t i on  yon mE i s t  Ed is  =m5 ‚d i s '

2 .  Sei  tE t ' ,  t , t ' eTE  s ’  ses - {d i s } .

a) Sei f ezs l . . . sn ‚ d i s ’  s l , . . . , sneS ‚  neN und sj=s fur  e i n  Je  l , . . . ‚ n  .
Sei tieTZ s i  i=1 ‚ . . . , j - 1 , j+1 , . . . ‚n .
z i s t  z-Kongruenz ==> f ( t 1 , . . ‚ t ‚ . . ‚ t n )  Ed is  f ( t 1 , . . ‚ t ' , . . , t n )
Mit 1: f o l g t :  f ( t 1 ‚ . . , t , . . , t n )m  f ( t 1 ‚ . . , t ' ‚ . . , t n )E,d is
==> t 8_ t '= s==> Es? 92,5 für ses.

b) Sei nach Induktionsvoraussetzung: ; g i : , §  ‚ i zo ,  ses .

Sei neN, s l ‚ . . . ‚ sn , s  eS, s j =s ,  f ezs l . . . sn , s "  t 1eTx , s i ’  1=1 , . . ‚ j -1 ,J+1 , . . ,n

E i s t  Kongruenz ==> mit  tas t '  g i l t  auch:
f ( t 1 , . . ‚ t , . . , t n )  Es. f ( t 1 , . . ‚ t ' ‚ . . , t n )
==> f ( t 1 ‚ . . , t ‚ . . , t n )_  l: s '  f ( t 1 , . . , t ' , . . t n )  nach Induktionsvoraussetzung.
f war beliebig ==> t1$l St '

i ä l  ses _s - 5,5 ’
Insgesamt g i l t  damit: 5 g m:. .

“ "NM

’

4.1 .6 .5  Definit ion (Modi E’ ModZ E z "  parametrisierte t—Spezifikation,
(E‚E‚z',E')-t—Transformer, t-Trans(2‚E‚z ' ‚E')

Sei (8 ,2 ,E )  eine vol ls tändige t -Spez i f i ka t i on .
1. MOdZ,E := {AelAn‚E l :  Adis={ttA,ffA}A|Adisl=2A5A=mA}

wobei mAz=mEA.

2. Sei (SuS'‚zuz',EUE') eine t-Spezifikation mit  SnS'=znz'=fl
und (5,2,E) konsistente t-Spezif ikation.
2 .1  MOd I I :  @ MOd '  u

Z ‚E ‚Z  ( $ 2 2 " )  mi t  ZUE ‚E

SynZul(S?z?S,z‚S;z')
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2.2 (S ,Z ,E ,S ' ,Z ' ,E ' )  i s t  parametrisierte t—Spezifikation :gdw
(V (S " ,Z " ) :  SynZu l (S" , z"ss ’ z ’S"3 ' ) ) (VAe |M°dz ‚E , z ' In lA1gzuz" l )
( ( ”EuE:A |  = 2A)A((vseS)(vteTzuzUz:s)(at'eT

(“am”)Tzuzn zuzfis)

wobei mEuE1A1=m

EUELA.
76 := f \ ‚  ‚ =m_  .A EuE‚A ‘EuEiA

3. Sei (8 ,2 ,  E,S ' , z ' ‚E ' )  eine parametrisierte t—Spezifikation.

3 .1  Ein (z‚E;z'‚E')—t—Transfbrmer F i s t  ein persistenter Funktor

F:  MOdZ,E ,E"  “"—> MOdZUE| ,EUE | ‚E |  Illlt

" n . u u _ I I '
(V (S : :  Ä-  Tynä?1 (sasszasaz  ) ) (VA6[MOdz ,E ’Z *n IA lg ruzfi l )

( ( )e MO zuz'uz“ ) "

3.2 t-Twans(z,Egz',E') i s t  die Kategorie, deren Objekte gerade die
(z,E,z',E')-t-Transformer sind und deren Morphismen die natür-
lichen Transformationen dieser Funktoren sind.

Als Modelle für die Spezifikation eines aktuellen Parameters werden also
nur Algebren A zugelassen, bei denen die Verhaltensgleichheit mitder
(initialen) Gleichheit zusammenfällt (EA = A’ vgl. 4 .1 .6 .5 ) .

Die Anforderungen an eine parametrisierte t-Spezifikation (Konsistenz- und
Vollständigkeitsbedingungen) entsprechen denen im initialen Fall .

In 4 .1 .6 .5 .2  wird nicht gefordert, daß (SUS'‚zuz'‚EUE') eine konsistente
t-Spezifikation i s t .  Dies ergibt sich nämlich aus der Konsistenz von (S.; ,E)
und der Konsistenzbedingung in 4 .1 .6 .5 .2 .2 .

4 .1 .6 .6  Lemma

Sei (S,z,E‚S',z' ‚E')  eine parametrisierte t-Spezifikation.
Dann i s t  (SUS',zUz',EUE') eine konsistente t—Spezifikation.

Beweis:

Zu zeigen: tr  i EUE '  f l .

Setze (5",2"):=(D,¢). Dann g i l t  trivialerweise SynZul(S",z",S,z,S',z').
A:: Ti mE. Ae|Modz E z ' l ’  da (S‚z‚E) konsistente, vollständige t—Spezifikation is t .
(d.h. insbesondere: ‚Ad is l=2 ) ’  A i s t  z-erzeugt und EA=MA=LE (NA:=~EA.~E:=~ E .
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mEUEiA ‘ mEUE"

Annahme: (SUS'‚zuz',EuE') se i  n i ch t  kons is tent ,  d .h .  t rsEUE.f l
==> t rmEUE;d l1 '

Mi t  der Konsistenzbedingung für  d i e  parametr is ier te  t—Spezifi—
kat ion f o l g t  dann, da t r , f l eTZ :
t r  EA fl bzw. t r  mE f l
==> t r  EE f l .  Dies i s t  aber e i n  Widerspruch zu r  Konsistenz

der t -Spez i f i ka t ion  (S ,z ‚E) .

Also g i l t :  t r  éEuE '  f l ,  d .h .  (SU$'‚ZUZ',EUE') i s t  e ine konsistente t -Spez i -
f i ka t i on .

NMN

Analog dem i n i t i a l en  Fa l l  g i l t  d i e  Vollständigkeitsbedingung i n  4 .1 .6 .5 .2 .2
schon für  a l l e  Sorten seSUS":

4 .1 .6 .7  Lemma

Sei (S , z ‚E ,S ' ‚ z ' ,E ' )  eine parametr is ier te  t -Spez i f i ka t i on ,
(S ‚x ) mit  SynZul(S ‚ z  ‚5 ,2 ,3  , ;  ) und Ae IMOdz ,E ,z ' | n lA ]gzUz " | '

Dann g i l t :
(vseSuS")(vteT 3t'eT t m t ' )zuz'u22s)( zu225)( EuElA

Beweis:

ses: Dann g i l t  d i e  Behauptung, da (S , z ‚E ,S ' ‚ z ' ,E ' )  eine parametr is ier te
t—Spezif ikation i s t .

seS": Sei teTs. Der Beweis w i rd  geführt  durch s t r uk tu re l l e  Indukt ion über t .

__ I I I1. t-fe(zuz uz ) e ‚ s

: :  " : => fe):€ 5 > f eTzuzüs

2. t= f ( t 1 , . . . , t n ) ,  f e (zuz 'uz" ) s l  so 5 ’  sl,...,sneSUS'uS",
( t1 , . . . , t n )eTs lx . . . x  Tsn '

seS" ==> fezgl ==> sl,...,sneSuS". sn ,s
Nach Induktionsvoraussetzung g i l t :
(vl§‘§”)(3t‘ GTzuzcsi)(ti “EUE:A ti )mEuELA i s t  zuz'uz"—Kongruenz
==>  t= f ( t 19ooos tn )  NEUEÄA f ( t l  , . . . , t n  ) =21 :  und  t eTZUZL 'S .

(Setze also t ' : = t ) .
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Analog zu 4 .1 .5 .5  und 4 .1 .5 .6  geben 4 .1 .6 .8  und 4 .1 .6 .9  die duale
Version Für den terminalen Fal l  wiede r .

4 .1 .6 .8  Lemma

Sei (S , z ,E ,S ' , z ' ,E ' )  eine parametrisierte t—Spezifikation,
(S" ,z")  mit SynZul(S",z"‚S‚z,S',z').

Dann is t
W := {Vs: seSUS"}

VS: AS > T /aA ,s ’SeSU5"

(vaeA) a |———> [ t ]a  mit a=¢A(t), teTZUX:S
ein zuz"-Isomorphismus.

Beweis:

1 .  w i s t  woh lde f in ie r t :

A is t  zuz"—erzeugt ==> zu aeA ex is t ie r t  t eTzuz "  mit oA(t)=a.
Sei nun taAt fur  ein t eTEUZ"

==> taAt' nach Voraussetzung (vgl.:  AelMod
is t  parametrisierte t—Spezifikation)
==> [ t ] $A  = [ t ‘ 1äA

£ ‚E ‚ l ,  ( 5 ,2 ’E ’S 'QZ ' !E . )

==> ? i s t  wohldefiniert.

2. V i s t  in jek t iv :

Sei seSuS", a,a'eAs.
Sei [ t ] ;  = ws(a) = ws(a‘) = [t'JEA mit t,t'eTZuzcs
==> [ t ] $A[ t ' ] .  Nach Voraussetzung g i l t  dann:

, ¢A(t)=a, oA(t')=a'

==> ? i s t  in jek t iv .

3. V i s t  EUE"-Homomorphismus:
A is t  zuz“-erzeugt. Führe also den Beweis durch strukturelle Induktion
über  tCTZUZn .

a) Sei t=fe(>:uz")€ s’ seSuS" und az=oA(t)
==>  Ws(a )  : [ t ] a  : tT/a

A A”.
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b) Sei t = f ( t 1 , . . . , t n ) ,  fe(zuz“)51 .sn s ’  sl,...,sn,seSUS" und
( t 1 " " ’ t n )eTzuz2s l x " ' x  Tzuzflsn '

a:= ¢A(t) = ¢A( f ( t1 , . . . , t n ) )  = fA(aA(t1), . . . ,oA(tn))
Sei nach Induktionsvoraussetzung:
aA(t i)  = a i  bzw. wsi(ai) = [ t i ] $A ’  i=1 , .

==>  W(fA(a l , . . . , an ) )  : f [ f ( t 1 , oo . , t n ) ]—A : f T /aA ( [ t 1 ]aAgo .o , [ t n ]aA )

=i-‘T/..A (%1(a1), ...,wsn(an)).

Damit i s t  w ein zuz"-Homomorphismus.

3.  ws i s t  su r j ek t i v  für  seSuS":

Sei seSUS", [ t  ] -  eT/äA ’  teTs.
A

Zu zeigen: Es ex i s t i e r t  aeAS , so daß ? s (a )=  [ t ] a  .
A

Nach Voraussetzung und nach 4 .1 .6 .7  ex is t i e r t  zu t ein t'eTzuzus mit"
t EA t ' .

Setze: a :=  ¢A ( t ' )  ==> ws(a) = [t'jmA = [ t ] aA .

Damit i s t  WS su r j ek t i v  fü r  seSuS".

Insgesamt i s t  w ein zuz"—Isomorphismus.

' um
4 .1 .6 .9  Lemma

Sei (S,z,E,S' ,z ' ,E')  eine parametrisierte t-Spezif ikat ion,
(S " , z " )  m i t  SynZu1(S" ,z" ,S,z ,S ' ,z ' ) .
Sei A,Be|ModZ,E‚E.lrflA1gZUZ„|, g :  A-——> B e i n  zuz " -Homomorph i smus .

Dann g ib t  es genau einen zuz'uz"—Homomorphismus

g :Tzuz 'u> : " / " 1 \ " " "—> Tzuz 'uz ' J ‘B

näm1ich (vteT) [ t ] -  |——> [ t ] -
__ “A “B

und g i s t  schon e in  zuz'uz"—Isomorphismus.

Beweis:

T Nach 4 .1 .4  ex is t i e r t  höchstens ein E} T/Efif—> T/R',B

® @ und für 5 g i l t :  55@ = ¢TA / \TB TA TB
T/a-‚A > 1/7138 __ _ __ _——> 9([t]— )—g(¢ (t))-¢ (t)= t — . teT-

mA TA TB [ ] ”B
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Noch zu zeigen: "5: [ t ] $  I-—> [ t l ä  , teT, i s t  wohldefiniert.
A B

Zeige dazu: EA = EB.

Nach 4 .1 .6 .3  genügt es zu zeigen: mA,d i s  = mB,d i s '

a‘A,dis ‘ EEuE;A,dis ’ R’B,ch's EUE;B‚dis'
EUE ; EEUE lB '

Se1 @A: TZUZ" > A, @B: TZUZ" -———> B ZUZ -homomorph.

Se1 t , t  eTzuz "  m1t t EA t . .

==> °s<tl = goaAct) = go@A(t ) = °s<t )
==> t EB t '
==> EA E EB .

==> EA 9 B CEEuE;  B

=> EEUELA 9 EEUELB
aA,dis 9 aB ‚d is ’

Nun g i l t  weiter: IAd i s l  = | Bd is '  = 2 ==> lT/EA’disl = | T /aB ,d i s |  = 2.

Sei T/äNA d i s  = { [ t r ] -A ,  [fl1]_A} ; T /EB ,d i s  = { [ t r ] äB ,  [ f l ] aB }

&==> [ t r ] -  n [ t r ] -  # ß. [fl  ] n [ f l l -  # @-
_ “An _”B _ A ”B

Se1 t l ’ t ze i s  m1t t l  mB t2 .

OBdA se i  t l  RB t r  aß t 2 .

Annahme: t lafiA t2 .  a lso etwa oBdA t l  aA t r ,  t2 aA f l

C&B ==> t l  aß t r ,  t2 aß fl ==> tr EA fl
Dies i s t  e1 n Widerspruch zur  BKons i s tenz .

==> t l  mA tt2 ==> d . aA d i s '

==> amum's ‘ $B‚dis.

Mi t  4 .1 .6 .3  f o l g t  dann:

==> 5 i s t  wohldefiniert.
Insbesondere g i l t  dann aber: T/R;A i s t  zuz'uz"-isomorph zu T/äB,
d.h. @ i s t  (nach 4 .1 .4 )  schon zuz'uz"-Isomorphismus.
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4 .1 .6 .10  Coro l l a r

Sei (S , z ,E ,S ' , z ' ,E ' )  eine parametr is ier te t -Spez i f i ka t i on ,
(S",z") mit SynZul(S",z"‚S,z,S'‚z').
Seien A‚Be|ModZ‚E,Z.[nlAnUZ„i‚g: A ——> B ein zuz"-Homomorphismus.
Dann i s t  9 schon e in  zuz"-Isomorphismus‚ d .h .  A=B.

Beweis:
Mit 4.1.6.8 und 4.1.4 ist g = wglofibwA.
51 i s t  zuz"—Isomorphismus‚ ebenso w und w .Tzuz "  A B

A l l e  Modelle eines aktue l len Parameters, d ie  homomorph s ind ,  s ind a lso schon
isomorph.

Die Ergebnisse aus 4.1.6.8 und 4.1.6.9 werden nun zusammengefaßt, um
einen per51stenten Funktor zw1schen den Katrgorien M0dz ,E ,z '  und MOdzuz iEuE iz '

(wobei (S , z ,E ‚S ' ‚ z ' ‚E ' )  eine parametr is ier te t -Spez i f i ka t i on  i s t )  an-
zugeben, der dazuhin i n  t—Trans(z‚E‚z'‚E') terminal i s t .

4.1.6.11 Satz

Sei (S , z ‚E‚S ' , z ' ,E ' )  eine parametrisierte t-Spezif ikat ion,
(S" , z " )  mi t  SynZu l (S" , z " ,S ‚z ,S ' , z ' ) .
Seien A,Be|Modz‚E,z.InlAnUZ„|, g: A ——> B ein zuz"—Homomorphismus.

F : |M°d> : ,E ,> : ' | " " "—>  lMOdzuz ' ,EuE ' , z ' I

A l———> T/R'.A ’

g r———> “5 gemäß 4.1.6.9.
Dann i s t  F terminal i n  t—Trans(z‚E‚z'‚E').

Beweis:

1. T/aA e |Mod .lnlAlgzuziEuEiz zuz'uz"|:
T/EA i s t  zuz'ux"—erzeugte zuz'uz"—Algebra.
_.
_—
_- EuE'EEEuELA9”EuE;A=”A
==> T/äA e r f ü l l t  d i e  Gleichungen i n  EUE'.
ET/aA "" Url—‚A

Damit i s t  T/mAe|ModZUZ;EuE.|; da (S,z,E,S ‚z ‚E ) parametrisierte
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t—Spezifikation i s t ,  g i l t :  T/äAelMod ‚ I nzuzäEuEiz |A1gzuz 'uz " |

. F i s t  pers is ten ter  Funktor:

a) Sei AelModX,E‚Z.lo _
$61  g : i dA  ==>  g : F(g )  : i dF - (A )  naCh 4 .1 .6 .9 .

b) Seien A‚B‚Ce|Mod . ln lA ig  g: A ——> B, h:  B ——> C zuz"-Homo-
morphismen.
F(hog)([t1‚-\.‚A) = [tig—,
==> F(hog) = F(h)oF(
== F i s t  Funktor.

c) F i s t  persistent naeh 4,1.6.8.

z ‚E‚z  zuz " "

= F(h)([t]$ ) = F(h)oF(g)([t1a ), teTc) B Ag

. F i s t  terminal i n  t-Trans(2,E‚3' ,E') :
Sei Gek—Trans(z‚E,z',E'n.
Setze: t :  G——> F

TA: G(A) ———> F(A) , AelM°d£ ,E ,Z ' l

TA(°G(A)(t)):= [t1sA , teT
a) TA i s t  wohidefiniert:

Zu zeigen: EG(A)’nA,S für  seSus'U s "

S=d i s :  F ,G  fsind pers is ten t

==> mG(A) ‚ d i s  EG(A) ‚ d i s  ”A,dis

“G(A)‘= “% “
EG(A) 9 mC(A) ” FA

> TA i s t  woh ide f in ie r t .

"
"

V

H

H V

b) TA i s t  eindeutiger zuz'ux"-Homomorphismus:

K— i s t  der durch die zuz'uz"-KongruenzT
mA

¢G(fi } / / / f \ \ \ \ : fA  aA induz ier te  zux'uz"-Homomorphismus.

G(A) —————————-> F (A )=T /aA

TA

Nach Defini t ion von TA kommutiert das Diagramm und TA i s t  zuz'u2"-
homomorph.
Da G(A), F(A) zuz'uz"—erzeugt sind, i s t  mi t  4 .1 .4  TA eindeutig.



-120-

c)  r i s t  natürliche Transformation:
T AA G(A) > F(A) G(g)‚ TA ’  TB und 5 sind EUZ 'UZ" -

g l G(g)l 1 E— homomorph

WA:  
cm -——> F(B) undB G(B) TB > F(B )  1805(9): 6W ——> F(B) sind

ebenfalls ZUZ'U2"-Homomorphismen.
G(A) und F(B) sind zuz'uz"-erzeugt ==> fibrA = rBoG(g)
==> T i s t  na tü r l i che  Transformation.

Damit i s t  F terminal i n  t-Trans(x‚ E ‚z ;E ' ) .

4 .1 .6 .12  Co ro l l a r

Sei (S,z,E‚S ' ,z ' ‚E ' )  eine parametrisierte t—Spezifikation und
Feh—Trans(z,E‚z'‚E')lwie i n  4.1.6.11.
Dann i s t  F auch i n i t i a l  i n  t -Trans(z,E‚z ' ,E ' ) ‚  d.h. F i s t  b is  auf
Isomorphie der einzige t—Transformer i n  t-Trans(z,E,z' ,E') .

Beweis:
Nur noch zu zeigen: F i s t  i n i t i a l  i n  t -Trans(z,E,z ' ‚E') .
Sei Gek-Trans(z,E,z'‚E')L AelModE,E‚z.|.
Setze: ?: F ———> G, ?Ä: F(A) ——> G(A)

TA([t ]äA) : =  °G(A)( t )  , teT.

TA 1s t  woh1def1mert, da EGM)  = “'A’ denn :

=“ .  h . 1 . ~ o”G(A) mA nach BEJElS zu 4 .1 .6 .1 -  (Te i l  3a)

Gelt-Trans(z‚E‚Z'‚E')|==> G(A)e|Mod£UzÜz„| nach 4.1.6.5
==> zG(A) ‘ ”G(A) ==> EG(A) : ”Aim-
==> ?Ä = T i l  ==> ?Ä i s t  eindeutiger zuz'uz"—Homomorphismus
(dabei sei TA wie im Beweis von 4.1.6.11) und ? ' i s t  natürliche
Trans fo rma t i on .

NN"

Wie im i n i t i a l en  Fal l  g i l t  nun, daß der terminale Funktor F die terminale
(Quotienten-) Algebra der Spez i f i ka t ion  eines ak tue l len  Parameters über-
führt i n  die terminale Quotientenalgebra der resultierenden aktuellen
Spezi f ika t ion und daß s i ch  d i e  Algebra des ak tue l len  Parameters i n  d i e
der Ergebnisspezi f ikat ion einbetten l äß t :
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4 .1 .6 .13  Satz

Sei (S,Z,E,S',z ' ,E ' )  eine parametrisierte t-Spezif ikation,
(S",z") mi t  SynZul(S"‚z",S‚z‚S',z ') .
SP:=(SUS",ZUE"‚EUE") se i  eine konsistente und vol ls tändige t -Spez i f i ka t ion .
Dann g i l t :

undT IModzuztmEuE" e 2,E,>:'I
F(Tzu22 ”EuE" )  : Tzuz 'uzflmEuE 'uE"

i s t  eine t-Erweiterung von Tzuz "mEuE"  (dabei i s t  F def in ier t  wie i n  4.1.6.11).

Beweis:

1 .  A : :TzuznuEu  E IMOdZ ,E ‚Ä" :

A i s t  zuz"-erzeugte zuz"—Algebra und e r f ü l l t  die Gleichungen i n  E,
da EE E EEUE" g mEUE".
l Ad i s |  = 2, da SP vollständige und konsistente t-Spezifikation i s t .
Weiter g i l t :  EA = mA.
==>  AEIMOdngz l  I .

2° F(A) : Tzuz'uzümEuE'uE":

. _ __  . ;Zu ze igen .  mA „ ”EUELA _ mEUE 'UE" °

29199 h ‘e rzu '  ”A,d1s " ZEUELA,dis ' 'EUE'UEÜdis “ %EUE'UEßdis'

9 ‘ EEuEgdis  — EEuE 'cd i s

: : cT2  : c :’A,dis EUEÜdis - zuzudis “A‚dis - 'EUE'UEßdis'
EEuE lA  i s t  die kleinste Kongruenz, die EUE' und EA enthält

O

E ==>

==> EA‚dis : EEuE;A‚dis 9 EEUE'UEÜdis'= ”EuE'uEtdis'
Mit  4.1.6.3 f o l g t  dann die Behauptung.

"a l l :

Es gilt: Edig E dis 9 EEUE;A‚dis = “A,dis'
Noch zu zeigen: Ed is  g mA.

2 _(X), x_ U xs.
seSUS'US"

, o eine Belegung i n  T m i t  8 (L )= t ,  6 (R )= t ' ,  t ’ t ' e i s ’

Sei EUE'uE"g T

Sei (L,R)eE31.S

wobei 8 d ie  Fortsetzung von 0 auf T(X) i s t .
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Zu zeigen: Es ex i s t i e r t  eine Beiegung o ' :  X —+» Tzux 'uz "  derart,
. .  _.“— A l  _ . '—I  ""—| v— I - “ !  ( * )daß 0 ( L )—. t ,  o (R )—. t ,  t ‚ t  eTZuZL 'd ' iS  und 12 mA f ,  1: mA t

(wobei 8 ' :  T(X)-——> T d ie  Fortsetzung von o '  auf  T(X) iS t ) .

Es i s t  ( L ’R )6Eä i s  ==> R’LeTzuzüd i s ( x ) ’  d.h .  a l l e  Operations-
symboie, die i n  L oder R vorkommen, sind aus zuz".
==> Teii terme t oeT—Tzuz "  von t oder t '  können nur durch d ie  Be-
iegung o(x)=to einer Variabien x i n  L bzw. R entstehen.
Sei txz=o(x) für xeX.
Sei X':={xeX: x kommt a l s  Variable i n  L oder R vor und

O(x )= tXeT—TZUZ" } °

Xé:=X'nXs, seSuS'uS".
L ,ReTZUZ ' ‚ l d iS (X )  ==>  X = U X

==> (vxeX)(vseSuS") (o(x)=txeTS)
==> (vseSuS")(vxexg)(3t'eT „s ) ( tx  aA t i )  gemäß 4 .1 .6 .7 .

X zuz
Se tze :  .

o . X———> TZUZ'UZ"

g ' ( x )  : tx tXeTzuz "  m1t t x  ”A t x  f a l l s  xex

° (x )  
sons t

Mit 0 i s t  auch o‘ eine Belegung. Sei 8 '  die (eindeutige) Fort-
setzung von o' auf T(X). Dann g i l t  nach Konstruktion:
8 ' ( L ) ‚  6 ' (R )eTzu22d i s '

Da aA eine zuz'UZ"-Kongruenz i s t ,  g i l t  weiter:
t3=6'(L) aA 8(L) = t ,  t ' :=8 ' (R)  EA 8(R) = t ' .

Damit i s t  ( * )  bewiesen.

=> t äA ‚d i s  t EA,dis f
t laA,d is

=> t ”A,dis t
=> Edis 9 a3t\,dis

==> mEuE'usrdis 9 ”A,dis°
Nach 4 .1 .6 .3  i s t  dann mEuE 'uE"  g mA.

&Insgesamt i s t  a i so :  mEuE 'uE"  = mA

= T==>  T
I I " “l „'b l n Izuz UZ, EuE uE zuz uzn,A

M1t 4 .1 .6 .8  i s t  dann F(TZU22mEUE" )  eine t-Erweiterung von Tzuz? ”EuE" °



~123-

Abschließend kann analog dem i n i t i a l en  Fa l l  e i n  t -abs t rak ter  parametri-

s i e r t e r  Datentyp de f i n i e r t  werden.

4.1.6.14 De f i n i t i on  (t—abstrakter parametr is ier ter  Datentyp)

Sei PS:=(S,£,E,S',Z',E') eine parametrisierte t—Spezifikation.

Dann he iß t  der i n  t -T rans (z ,E , z ' ,E ' )  terminale Funktor der durch

SP spez i f i z i e r t e  t—abstrakte parametrisierte Datentyp.

Damit s ind nun d i e  beg r i f f l i chen  Grundlagen für  d i e  nächsten Abschnitte
ge legt .

WWW

Sowohl i n  CSSA a l s  auch i n  CLU und ALPHARD i s t  d i e  Mögl ichkei t  der
Typparametrisierüng eines Scripts bzw. Clusters bzw. einer Form gegeben.

In CSSA i s t  dieses Konzept aber noch n i ch t  ausgere i f t ,  so daß i n  größerem
Umfang nur auf  d i e  Parametrisierung i n  CLU und ALPHARD eingegangen w i rd .
Dabei wird sich zeigen, daß es möglich i s t ,  beiden Sprachen wieder die
gleiche abstrakte Syntax und Semantik zu unterlegen,

4.2.1 CSSA

Syntaktisch besteht die Möglichkeit der Parametrisierung:

type id_ ig  scr ip t  ( . . . ,  elemtype,...assert elemtype jg_type)

Z.B.: type stack_i§ scr ip t  (elemtype assert elemtype ig type)

Bei der Aktual is ierung müßte e ine K0pie dieses Scr ip ts  angelegt und m i t
dem Verweis auf den aktue l len Typparameter ( i n  der Regel eine Script—
Acquaintance) versehen werden. (A l t e rna t i v  i s t  e i n  Speichersparendes
Verfahren ohne Kopie, daür aber mi t  einer Parameter—Area möglich).
Gerade d ieser  Mechanismus f eh l t  aber i n  CSSA.

Außerdem kennt CSSA keine Unterscheidung zwischen Typen und Typgeneratoren.
Ein Sc r i p t  bezeichnet somit s te ts  einen Typ. Dies bedeutet insbesondere,
daß auch e i n  formal typparametr is iertes Scr ipt  einen Datentyp bezeichnet
und nicht  eine Klasse von Datentypen.

Aufgrund dieser Mängel w i rd  im weiteren auf  CSSA n i ch t  eingegangen. In
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einer  vorgesehenen neuen Version von CSSA (CSSA—M) so l len  diese Mängel

behoben werden, so daß dann eine echte Typparametrisierung von Datentypen

möglich sein w i rd .

4.2.2 CLU (vgl.:[CLU 78])

4.2.2.1 Clusterdefinit ion

<cluster> : :  <Idn>=cluster[<Parm>*] i s  <Opid>*<body>
+r——**“”* ___

<Idn> :(<Typespec>|type)
Dabei g i b t  ' t ype '  an,  daß der voranstehende Bezeichner

<parm> : :

e in  formaler Typparameter i s t .

Beispiel: stack = cluster (elemtype: type)_is push, pop, top;
<body>

Für'elemtype' kann bei der Aktualisierung ein be-
l i eb i ge r  Datentyp e ingesetzt  werden, d .h .  der Bezeichner
eines CLusters, das n icht  selbst (formal) typparametrisiert
i s t .

4 .2 .2 .2 .  Aktual is ierung,  Aufruf

.<invoc> : °  <primary> (<expr>*)
<Idn>[<XExpr>*]|<typespec>$<ldn>[<XEXpr>*]I<primary>.<Idn>|
<primary>[<expr>]|<invoc>|...

<expr>|<typespec>
<simpletype>l<Idn>[<XExpr>*]|. . .
bool l int lchar

<primary> : :

<XExpr> : :
< typespec> : :

<simpletype> : :

Ein Prozeddraufruf (<invoc>) i s t  sowohl eine Anweisung als auch ein Ausdruck.
<primary>ist eine Operation, die insbesondere auch Ergebnis einer Funktion
sein kann.
<typespec> en thä l t  d i e  Aktual is ierung eines Typparameters:

<typespec> : : =  <Idn>[<XExpr>*]

Durch d i e  Gle ichste l lung von ak tua l i s i e r t en  parametr is ier ten Typen und
den Standardtypen (9991 . . . )  kommt schon i n  der Syntax k l a r  zum Ausdruck,
daß d ie  Ersetzung eines formalen Typparameters i n  einem parametr is ier ten
Cluster durch einen aktue l len Parameter a l s  Ergebnis einen Datentyp l i e f e r t .
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Beispie l  zur Aktual is ierung:

set ( " s tack  ( queue ( bool ) ) )

' l | <typgspec>
<Idn> <Idn> <Idn>

<XExpr>

<typespec>
<XExpr>

<typespec>

<XExpr>

<type5pec>

In CLU i s t  nur Cal l -by-value und n i ch t  Call—by-reference vorgesehen.
Eine Aktualisierung wie etwa

set(stack(elemtype))

i s t  somit n i ch t  möglich.

4 .2 .3  ALPHARD (vg l . :  [ALPH 78 ] )

4 .2 .3 .1  Formdef ini t ion

form <idn>(<formals>*)_is <form-body>
<type formals>|...

. +<idn> : form
form g ib t  h i e r  an, daß d ie  i n  der Bezeichner-Liste
aufgeführten formalen Parameter für be l ieb ige Typen
stehen.

11<form—decl>

< fo rma ls>

<type formal s>: :

Be isg ie l :

. f g [@_BSTACK (elemtype: form, maxsize: INTEGER) j §_ . . .
Für "elemtype' kann ein beliebiger Typ eingesetzt werden.

4.2.3.2 Aktualisierung, Aufruf

<invocation>
<simple invocation>zz

<simple invocation>(<actual>*)|<special literal>
Operationsbezeichner oder Bezeichner einer Form
<type description>|<eXpression>
booll integerlcharlstr ing
<simple invocation>({<formal qual>,}+)

<actual>
<special l i t e ra l>
<type descr ipt ion> : :
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<expression>|{< ident i f ier>:}*<type descr ipt ion><formal qual> : :
< invoca t ion>  . . .<expression>

Ein Aufruf (<invocation>) i s t  wieder sowohl Anweisung a l s  auch Ausdruck.
<type descr ipt ion> beschreibt eine Klasse von Dbjekttypen, d i e  an einen
Bezeichner gebunden werden können.
Die Abarbeitung e iner  <type descr ipt ion> e rg i b t  einen Typ. Somit en thä l t
<type descr ipt ion> wieder d i e  Aktual is ierung.
Damit ergibt  sich auch, daß i n  ALPHARD nur Call-by—value möglich i s t .

Beisgiel zur Aktualisierung:

set ( stack ( queue ( bool)))

| ' l ' <5pecia” l i t e ra l>
< iden t i f i e r>  < i den t i f i e r$  < i den t i f i e r>

< invoca t i on>
<simple invoc> <simple invoc><simple invoc>

<expression>
\\\ <formal qual>

<type descr ipt ion>

<formal| qual>

<type descr ipt ion>

jjägyml qual>

<type descr ipt ion>

4 .2 .4  CLALPHARD

Der vorstehenden Beschreibung der Parametrisierung i n  CLU und ALPHARD
kann man entnehmen, daß sowohl be i  der De f i n i t i on  a l s  auch bei  der Aktu—
al i s ie rung  eines parametr is ierten Datentyps i n  beiden Sprachen keine
wesentlichen Unterschiede bestehen.
Bei der Vereinbarung werden d ie  Typparameter l ed ig l i ch  a l s  solche ausge—
wiesen (txpg_bzw. form) und evt .  durch eine WHERE— bzw.ASSERT-Klausel
ergänzt, die notwendige Bedingungen des aktuellen Parameters beinhaltet.

Die Aktual is ierung e r f o l g t  a l s  Typdeskription i n  e ine r  Vereinbarung
(z .B : :  s :  s tack(bool) )  und imp l i z i e r t  e i n  Create des ak tua l i s i e r t en  Typs.
I n  beiden Sprachen w i rd  nach Call—by—value ak tua l i s i e r t .
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Im wesentlichen wird die abstrakte Syntax und Semantik von CLALPHARD aus
2.2 übernommen und nur dort geändert und ergänzt, wo dies die Parametri-
sierung erforderlich macht.

4 .3 .1  Änderungen der abstrakten Syntax

Die formalen Typparameter ( ' tyge') Werden gesondert in  die Cluster-Schnitt—
s te l l e  aufgenommen:

Clinterface = (<cltype:Id>,<parm:Id*>,<typparm:Id*>,<public:Id+>)

Seither, im unparametrisierten Fa l l ,  wurden die Typen der formalen bzw.
aktuellen Parameter nicht berücksichtigt; ein formaler Parameter war ein
Bezeichner. Insbesondere wurde damit ein Type-Checking überflüssig. Diese
Regelung wird hier im parametrisierten Fall  beibehalten.

Bei einer Aktualisierung müssen die aktuellen Typparameter angegeben
werden, was wieder gesondert geschieht:

Call = (<mod:Id>‚<op:Id>,<parm:Expr*>,<typparm:Expr*>)

Falls ein Operationsaufruf kein Create i s t ,  wird für 'typparm' die leere
Liste eingesetzt. Ein aktueller Parameter i s t  entSprechend der Syntax
von CLU und ALPHARD ein Ausdruck (<primary>bzw. <invocation>).

4.3.2 Änderungen der denotaüonalen Semantik

Semanatische Bereiche:

Als Objekte (Obj) sind jetzt  nicht nur Locations möglich, sondern auch
Cluster-Bezeichner, da zum BeiSpiel das Ergebnis eines Ausdrucks der
Bezeichner eines Clusters sein kann. Daher g i l t  nun:

Obj := Loc + I d

Semantische Funktionen:

Entsprechend dem zweiten Parametersatz in  der Cluster-Schnittstelle muß
der Definitionsbereich von f ’erwei ter t  werden:

f ' :  Cluster ———> Obj*x Obj*-———> Modul
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bzw. genaue r :

€ ” :  C lus te r  ———> Loc*  x Td*-———> Modul

wobei Tcd die Menge aller Clusterbezeichner sei .
t" en thä l t  somit imp l i z i t  den Prozeß der Aktual is ierung.  Diese w i rd  nun
exp l i z i t  durchgeführt durch eine H i l f s f unk t i on

AKT: Cluster-———> 'Td*-——=> C lus te r

AKT ersetze tex tue l l  i n  einem typparametr is ierten Cluster  c l  a l l e  Vorkomm-
nisse eines formalen Typparameters durch den entsprechenden Clusterbezeichner
aus der aktuellen Parameterliste typparm: T8* und ersetzt abschließend
i n  der Schnit tstel le des Clusters c l  'typparm' durch die leere L is te .
I s t  c l  n i ch t  typparametr is ier t ,  so i s t  AKT d ie  Iden t i tä t .
Das Ergebnis von AKT i s t  somit e i n  n i ch t  typparametr is ier tes Cluster
(ca l l -by -va lue ) .
Auf diese Cluster kann dann C aus 2.2.2 angewendet werden:

15" =£oAKT d.h. t ' ( c l )= f (AKT(c l ) ) ,  wo c l  ein (evt . ) typ-
parametrisiertes Cluster i s t .

Nun müssen vor einer Aktualisierung noch die aktuellen Typparameter
i n te rpre t ie r t  werden; zu diesem Zweck w i rd  f f ce :  Cally abgeändert:

fEee :  Cal lflpo  =

_ggi n:=Length(parm.ce); n':=Length(typparm.ce);

p1:=p; me:=me':=15 L:={1eLoc:pl(1)=pl(o(mod.ce))}.19
EEiHE§§§.n=O: Dn+13=p

case n>0:

<_s_e_i_e‚.==€icparm.ce)‚.lp‚.o in
me:=Cons(ei+2‚me);
p i+1 :=e i+1 )  i =1 ‚ . . , n  i n

sgj_case'n'=0:pn+n.+1:=pn+1

case n'>0: (sei e;.:={’ fl(typparm.ce)iipn+io jg
me':=Cons(e;+2,me');
pn+ i+1 :=e%¢1)  i=1 , . . . , n '  1n
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case 0p.ce=Create:

£31 - l ocmod :=New10c (pn+n .+1 ) ;

c1:=o(mod.ce) in

531 p ' =Aloc. loc=locmod —>t'[cl!?(me,me' ) |
pn+n '+1 ( loc )  _35

(p',locmod)

case 0p.ce#Create:
unveränder t  wie in  2.2.2.

H: :  . H'  ML  { \  : . :  { in  : "L : :u  .

In  diesem Abschnit t  werden zunächst für eine Menge von zum Teil  typpara-
metrisierten Clustern syntaktische Forderungen entwickelt, ähnlich wie dies
in  3 .1  für  den unparametrisierten Fa l l  geschehen is t .
Eine besondere Rolle spie l t  die Frage, welchen Typ man als aktuellen Para-
meter für einen formalen Typparameter eines Clusters einsetzen so l l ,  wenn
die Spezifikation (S“,z",E")+(S‚z,E) eines aktuellen Parameters gegeben i s t .

Abschließend wird dann ausgehend von dem Implementierungsbegriff aus 3.4
angegeben, wann eine Menge von parametrisierten Clustern einen abstrakten
parametrisierten Datentyp korrekt implementiert.

Zunächst wird der Vorgang der Parametrisierung und Aktualisierung auf der
algebraischen und auf der programmiersprachlichen Ebene informell erläutert.

Parametrisierung auf der Ebene der algebraischen Spezifikation:

Ausgegangen wird von einer fest  gegebenen Spezifikation (S,x,E) des formalen
Parameters. .?
Diese Spezifikation wird um Cslz',E'), die Angaben für den parametrisierten
Datentypen, ergänzt und ergibt  die Kombination (S , z ,E )+ (S ' , z ' ,E ' ) ,  die
Spezifikation des formal parametrisierten Datentyps.
Durch Ergänzung von (S,z‚E) um (S",z",E"), die zusätzlichen Angaben für den
aktuellen Parameter, erhält man (S,z,E)+(S",z",E“) als Spezifikation des
aktuellen Parameters. Al lein (S",z",E“) i s t  variabel (vgl.Einleitung zu 4 .1 ) .
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Parametrisierung auf der programmiersprachlichen Ebene der Cluster:

Ausgegangen w i rd  von einem (oder mehreren) typparametr is ierten Cluster pc l
m i t  den formalen Typparametern formparmi, i =1 , . . . , k .
pc l  b i l de t  zusammen m i t  den Clustern c l l , . . . , c l n ,  d i e  d i e  i n  pc l  z i t i e r t en
Typen de f in ie ren ,  eine Clustermenge C , d ie  zusammen m i t  den formalen
Parametern formparmi, i =1 , . . . , k ,  später m i t  (S , z ,E )+ (S ' , z ' ,E ' )  i n  Ver-
bindung gebracht w i rd .
Sowohl i n  CLU a l s  auch i n  .ALPHARD besteht d i e  Mögl ichke i t ,  i n  e iner
wHERE- bzw. ASSERT-Klausel_an d i e  formalen bzw. ak tue l len Parameter
Bedingungen zu s te l l en ,  wie etwa das Vorhandensein bestimmter Operationen
mi t  bestimmten Eigenschaften. Diese Bedingungen entsprechen ( z .T . )  denen
i n  der Spezifikation (S,z,E) des formalen Parameters.

Für jeden formalen Parameter formparmi, i =1 , . . . , k ,  w i rd  nun e i n  Cluster
ac l i ,  i =1 , . . . , k ,  dessen De f i n i t i on  u .U .  noch d i e  De f i n i t i on  we i te re r

C lus te r  Ci  . ,  j =1 , . . . , n . ,  e r f o rde r l i ch  mach t ,  a l s  ak tue l l e r  ParameterJ 1
angegeben.
Den ak tue l l  parametr is ierten Datentyp apT e rhä l t  man dann durch Ersetzung
der formalen Parameter i n  pc l  durch d i e  Bezeichner der entsprechenden
Cluster ac l i  und d i e  Vereinigung von {apT} m i t  der Menge a l l e r  Cluster
ac l i , i =1 , . . . , k ‚  und der Menge a l l  der Cluster, die definitorische (Hils—)
Funktion haben, a lso{  Ci  

j :  i =1 , . . . , k ‚  j =1 , . . . , n i } .

4.4.1 Definition (SErf(C‚S'‚z',S‚z‚a‚v))

Sei (3,2)  eine Signatur und (S ' , z ' )  mi t  (5 ,2)  g (SUS',zu2').
Sei C eine Menge von (zum Te i l )  typparametrisierten Clustern.
OPC se i  d i e  Menge a l l e r  ö f f en t l i chen  Operationen ( i nk lus i ve  Creates),
d i e  i n  den Clustern i n  C vorkommen und FPC se i  d i e  Menge a l l e r  formalen
Typparameter, d i e  i n  den Clustern i n  C vorkommen.
C erfüllt schwach die S ignatur ($u$ ' ,zuz ' )  unter  (S,z)  :gdw

1. es ex is t i e r t  a:  C u FPC-———> SuS' mit
a(FPC) E S
“ ' 0 :  C-———> S' i s t  bi jekt iv

2. es ex i s t i e r t  Y:  OPC-———> z '  b i j ek t i v ,  so daß g i l t :

(veOPC)(Pf: Aglx...x Asn-——> AS ==> Y(P f )= feza (s l ) . . . a ( sn ) ‚ a (5 ) ) °

Nota t i on :  SEP f (C ,S ' ,Z ' ,S ‚Z ,a ,Y ) .
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4 .4 .1  enthält für  den parametrisierten Fal l  die syntaktischen Forderungen
an eine Menge von Cluster  und en tspr i ch t  damit 3.1.6 für  den unparame-
t r i s i e r t en  Fa l l .

Forderung 1 i n  4 .4 .1  ver lang t ,  daß e in  formaler Parameter auf eine
Sorte der Signatur (5,2) der formalen Parameter abgebildet wird und daß
jedem ( typparametr is ier ten) Cluster e ine Sorte der Erweiterung von S
um S' zugeordnet w i rd  und umgekehrt.

Die zweite Forderung i n  4 .4 .1  besagt, daß Operationen der typparametri-
s i e r ten  Cluster  nur auf  Operationssymbole der zu z hinzugefügten
Menge 2 '  von Funktionssymbolen abgebildet werden.
Um e ine s innvo l le  De f i n i t i on  dafür  angeben zu können, wann e in  abstrakter
parametr is ier ter  Datentyp durch eine Menge von (zum Te i l )  parametr is ierten
Clus te rn  kor rekt  imp lemen t ie r t  w i r d ,  i s t  es no twend ig ,  d i e  Ersetzung

der formalen Typparameter durch ak tue l l e  Parameter ( d .h .  Bezeichner
von n i ch t  typparametr is ierten Clustern) zu beschreiben. Die Schwierig-
ke i t  dabei i s t ,  daß nicht  ohne weiteres k lar  i s t ,  welcher aktuelle Para-
meter für  welchen formalen einzusetzen i s t ,  wenn auf  der algebraischen
Ebene be re i t s  e ine Aktual is ierung vorgenommen worden i s t .

4 .4 .2  Beispie l  REIHE(DATA)

(5,2) sei eine Signatur mi t
S: :  {data}
z:= D
(5 ,2 )  g i b t  d i e  syntakischen Eigenschaften des/der formalen
Parameter(s) an.

S' := { r e i he ,na t , boo l }

z ' :=  { c rea te r z  ——> re i he ,
read : re ihe  x nat  -——> da ta ,
assign : re ihe  x data x na t  ——> re i he ,
nu l l  : ——> na t ,
succ : nat  -——> na t ,_
eq : nat  x na t  __» boo l ,
t , f  : —-—> b001,
not  : bool -——> boo l }

(S,z)+(S',z ')  i s t  eine Kombination von (5,2) und (S ' , z ' )
und g ib t  d i e  syntaktischen Eigenschaften des formal para-
met r i s ie r ten  Datentyps an.
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fl
{ ze ro  : ——> data .

succ in t ,  p red in t :  data ——> data}

(S,z)+(S",i") i s t  eine Kombination von (5 ,2)  und (S",z")
und g ib t  die syntaktischen Eigenschaften des aktuellen
Parameters an.

Zugehörige Clus ter :

pcl = REIHE:c lus te r  (elemtype: txge) j§_Creater, Read, Assign;

_[gg (paramelem: 3129) . . .  e l t ype :_ txgg . . . ;
Creater : ' . . .  r:reg(elemtype) . . .  ;
Read: ( r :  £13, n: NAT) returns r.eltype; <code> ;
Assign: (r :ggt ‚  d :  r . e l t ype ,  n :  NAT); <code> ;

_gng REIHE
Zur  De f i n i t i on  von REIHE w i rd  noch NAT, und zu  dessen De f i n i t i on

BOOL benötigt. Damitzl
s=  {REIHE‚

c l1  = NAT

c'l2 = BOOL :

Ak tue l l e r  Parameter:

ac] = DATA :

NAT, BOOL}.

: cluster ( )  iä_Null, Succ, Eq;
_rgg <code>;
Nu l l :  <code>;

Succ: ( d :  cv t )  returns d ' :  SEES <code>;

Eq : ( d :  2139 d ' :  c v t )  returns b :  BOOL; <code>;

_ggg NAT

Cluster ( )  j§_True, False, Not;

_[gg <code>;
True : <code>;

False: <code>;

Not : ( b :  c v t )  returns b ' :  513; <code>;

ggg_800L

Cluster ( )  js_Zero‚ Succint, Predint;

reg <code>;

Zero : <code>;
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Succint: (d: cv t )  returns d ' :  513; <code>;
Pred in t :  ( d :  cv t )  re turns d ' : _gg t ;  <code>;

end DATA
Zur De f i n i t i on  von ac l  werden keine weiteren Cluster mehr benöt ig t .
Dami t :

Caz: { ac l }

I n t u i t i v  l i eg t  es nahe, für 'elemtype' i n  'REIHE' den Clusterbezeichner
'DATA' einzusetzen. Würde man diesem ak tua l i s i e r t en  Cluster noch d ie
Cluster  NAT, BOOL und DATA hinzufügen, so hät te  man (bei  geeigneter
Programmierung) eine Implementierung des abstrakten Datentyps ' r e i he ( i n tege r ) ' .

Es g i l t :
s=  {REIHE, NAT, BOOL} e r f ü l l t  schwach die Signatur (SuSlzuz')
unter (5,2).

Beweis:
Setze: a :  (REIHE, elemtype, NAT, BOOL) |——> (reihe, data, nat ,  bool)

komponentenweise.

y :  (Creater,Read,Assign‚Null,Succ,Eq,True,False,Not) l-—9
|——o ( c rea te r , read ,ass ign ,nu l l , succ ‚eq , t , f ,no t )  komponentenweise.

a und y e r f ü l l en  o f f ens i ch t l i ch  d i e  Bedingungen aus 4 .4 .1 .

Außerdem g i l t :
Caz: {DATA} e r f ü l l t  d i e  Signatur (S ,z )+ ($ " , z " ) .

Beweis:
Setze: (DATA):=data

: (Zero,Succint,Predint) I-—> (zero,succint,predint)
komponentenweise.

E und ? erfüllen die Bedingungen aus 3.1.6.

'5
7'

Für d i e  Aktual is ierung eines typparametr is ierten Clusters durch n i ch t -
typparametrisierte Clusters kann man nun die folgende vorläufige Defi-
n i t i on  angeben:
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4 .4 .3  Definit ion (Aktualisierung)

Sei c l p  e i n  typparametr is iertes Clus ter .
Sei FPC1p d ie  Menge der formalen Typparameter i n  c l p .

Sei Ca # D eine Menge von n icht - typparametr is ier ten Clustern.
c l  i s t  Aktualisierung von c lp  unter Ca, f a l l s  c l  aus c lp  auf folgende
Ar t  und Weise en t s teh t :

1. vformparmeFPC1p: ersetze 'formparm' im gesamten Cluster c lp
t ex tue l l  durch einen Bezeichner eines Clusters aus Ca.

2 Streiche i n  der Schn i t t s t e l l e  von c l p  d i e  formalen Typparameter.

4.4.2 Beispie l  (Fortsetzung)

Eine bzw. d i e  erwartete Aktual is ierung von REIHE i s t  d i e ,  d i e  man durch
Einsetzung von 'DATA' fü r  'elemtype' e rhä l t .
Dies i s t  aber n i ch t  d i e  e inz ig  mögliche Einsetzung. I n  Frage kommen dafür
noch NAT und.BDOL, was‚aber offensicht l ich i n  der abstrakten Spezifikation
n i ch t  beabsicht ig t  wurde.
Wie können diese Möglichkeiten der Aktual is ierung eingeschränkt werden?

. Vergleiche hierzu die Signatur (S ' ,2 ' )  und die Funktionalität der Funktionen
bzw. Prozeduren von REIHE:

Cp e r f ü l l t  schwach die Signatur (S ' ,2 ' )  unter (5,2).
Damit kommen a l s  ak tue l l e  Parameter für  'elemtype‘ nur i n  Frage:
5'1(a(elemtype))eca, wo a d i e  Bedingungen aus 4 .4 .1  und a d ie  aus 3 .1 .6
erfü l len (Ca e r f ü l l t  (S,2)+(S",2")).

(Ende Beispiel 4.4.2)

I n  Beispie l  4 .4 .2  war a b i j ek t i v .  Im allgemeinen i s t  d ies jedoch n i ch t
der Fa l l .  Dies l i eg t  dann daran, daß (5,2) für  das parametrisierte Cluster
zuvie l  Information en thä l t .  Zur Veranschaulichung d ien t  das folgende
Be isp ie l .

4.4.4 Beispiel SET(data)

Sei (3,2) eine Signatur mit
S : :  {data,bool}
2:= {eq : data x data ——> boo l ,

t , f :  ————> bool  ,

no t :  bool ——> bool}

Von dem formalen Parameter w i rd  a lso insbesondere ge-
fo rder t ,  daß fü r  ihn  e i n  Gleichhei tsprädikat  de f i n i e r t  i s t .
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(A ll {set} .

{emptyset : _„ ——> se t ,
insert,remove: set x data ——> se t }

M

II

(S , z )+ (S ' , z ' )  i s t  Kombination.

S":= {integer}
z " :=  {nu l l  : —->

succ‚pred : integer ——>
eqint : in teger  x in teger  ——>
push : data x in teger  ——>
p0p : data ——>
t0p : data ———>
Createstack: ——>

(S,z)+(S"‚z") i s t  Kombination.

integer,
i n t ege r ,

b001,
data,
data,
integer,
data}

(S,z)+(S;z ' )+(S"‚z")  wird aufgefaßt ais die Signatur des aktueii
parametrisierten Datentyps 'set(stack(integer))'.

Zugehörige Cluster:

pci = SET

cp:=  {SET}

where eiemtype bag Eq,T,F,Not;

rgg_(parame1em: txge) . . .  eitype: txge . .
Emptyset: . . .  s:£gg(e1emtype) . . . ;
Insert: (s: 513, d: s.e1type); <code>;
Remove: (s:_g!t, d: s.eitype); <code>;

_gnd SET

Aktue i i e r  Parameter:

ac1 = DATA :

: ciuster (eiemtype: tige) ig_Emptyset,lnsert,Remove

.
° ’

c lus te r  ( )_ i§ 'Createstack,  Push,P0p,Top,Eq;

r22 <code>;

Createstack: <code>;
Push : (st:_g!t, i :  INT); <code>;
Pop : (st:_ggt); <code>;
T0p : ( s t :  cvt )  returns n :  INT; <code>;
Eq : (st:_ggt‚ st ' :  cvt) returns b: BOOL; <code>;

_e__n_d DATA



-136-

Zur Definition von DATA wird noth INT und BOOL benötigt:

c l  = INT : cluster ( )  is_Null, Succ,Pred,Eqint;

[gg <code>;
Null : <code>;
Succ : (n: cvt )  re turns n ' :  cv t ;  <code>;
Pred : (n: cvt) returns n': gut; <code>;
Eqint: (n:_ggt, .n ' :  cvt)  returns b: BOOL; <code>;

end INT

c2 =.BOOL : cluster ( )  j§_ True, False, Not;

Egg : <code>;
True : <code>;
False: <code>;
Not : (b: cvt) returns b': Egg; <code>;

ggg_BOOL .

Caz: {DATA,INT,BOOL}

Die.Informationen, die die Signatur (bzw. Spezifikation) des formalen
Parameters enthält, werden bei der Definition der zugehörigen Cluster
erst beim aktuellen Parameter wiedergegeben.

Nun g i l t :
Cp:= {SET}  erfü l l t  schwach die Signatur (S ' ,Z ' )  unter (5 ,2 ) .

Beweis: .

Setze: 0 t (SET) :=se t ,  a(elemtype):=data
Y: (Emptyset,Insert,Remove) ——> (emptyset,insert,remove)
‘ komponentenweise.
a und Y erfüllen offensichtlich die Bedingungen in 4 .4 .1 .

Weiter g i l t :  .

Ca={DATA,INT,BOOL} er fü l l t  die Signatur (S‚Z)+(S"‚Z").

Beweis:
Setze: E: (DATA,INT‚BOOL) |——> (data,integer,bool) komponentenweise.

?: (Createstack‚Push‚Pop,T0p‚Eq,Null,Succ‚Pred,Eqint,True,False,Not)
|——> (createstack‚push,p0p,t0p,eq,null‚succ,pred,eqint,t‚f‚not)

komponentenweise.

E und ? erfüllen die Bedingungen in 3 .1 .6 .
NN"
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In obigem Beisp ie l  kann u .a .  angenommen werden, daß DATA = STACK(INT)

d ie  Aktual is ierung des parametr is ier ten Clusters STACK(elemtype) i s t .

Auf diese Weise werden bei  der Aktual is ierung auch geschachtelte
Parametrisierungen (Call-by—value) berücks ich t ig t .

4 .4 .5  De f i n i t i on  (Aktual is ierung von CD unter Ca m i t t e l s  a ,  3)

Sei (3,2) eine Signatur mit  (S,z)s($,z)+($ ' ,2 ' ) ,  (S,z)s(S,z)+(S"‚z")
und SynZul(S",z",S,z,S',z').
Sei Ca eine Menge von (nicht-typparametrisierten) Clustern,
C eine Menge von (zum Te i l )  typparametrisierten Clustern,
PPC] d ie  Menge der i n  cleC vorkommenden formalen Typparameter.
Sei SEr f (Cp ,S ' , z ' ‚S ,z ,a ,y )  und Erf(Ca,SuS"‚zuz",E}?) für geeignete
Abbildungen a,y bzw. €,? (vgl. 4.4.1 und 3.1.6).

C i s t  Aktualisierung von C? unter C& mittels 0,3. :gdw

Für a l l e  typparametr is ierten Cluster  cleC g i l t :
1. Für a l l e  formparmeFPc1: ersetze 'formparm' im gesamten

Cluster  c l  tex tue l l  und konsistent  durch den Bezeichner
von ä'1(a(formparm)).

2 .  Streiche i n  der Schn i t t s t e l l e  von c l  d i e  formalen Typpara—
meter .

Notation: C:= AKTUAL(Cp‚Ca,a, E ) .

Wünschenswert wäre d i e  Ver t räg l i chke i t  von E r f ,  SErf und AKTUAL,
d .h .  daß d ie  Aktual is ierung e ine r  Menge von parametr is ier ten Clustern,
die (S,Z)+(S',z')  schwach er fü l len ,  durch eine Menge von nicht  para-
metrisierten Clustern, die (S,z)+(S",z") e r fü l len ,  eine Clustermenge
erg ib t ,  die die resultierende Signatur (S,z)+(S',z')+(S",£") e r f ü l l t .

Dies g i l t  t a t säch l i ch ,  wie folgendes Lemma ze ig t .

4 .4 .6  Lemma

Sei (5,2) eine Signatur mi t  ( s ‚ z )s (5 ' ‚ z ' )+ (s ,z ) ,  (S,E)S(S,z)+(S",z")
und SynZul(S",z",S,z,S',z'). ‘

Sei Ca e ine Menge von n icht - typparametr is ier ten Clustern,
Cp eine Menge von (zum Te i l )  typparametrisierten Clustern und
es existieren a ‚Y,a ,? ' ,  so daß SErf(Cp,S',Z',a,y) und Erf(Ca,SUS",ZU£23}?)
C:= AKTUAL(Cp,Ca,a,E).
Dann g i l t :

Erf(CuCa,SuS'uS",zuz'ux",a1,y1), wobei
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a l :  CuCa'———9 SUS'US“

a l l e  := a,,..a1IC := o.

-——a> zuz'uz"

Yllopc ‘ :  Ly l l opC  := Y
i s t  d i e  Menge a l l e r  Bezeichner von öffentlichen(OPC bzw. OP
Operationen i n  den Clustern von C bzw.Ca)

Ca

Beweis: - = a ‘

Sei oBdA S'nS" = z 'nz “  = Ca n Cp = OPC n OPC = 9 ,  was stets  durch
Umbenennung erreicht werdena kann. a p
(C, C und Ca werden sowohl für d i e  Menge der Cluster  a l s  auch d i e  Menge
der zugehörigen Clusterbezeichner verwendet).
==> a1,y1 sind wohldefiniert; y l  i s t  b i j ek t i v ,  da y und ? b i j ek t i v  sind.

a1 i s t  b i j ek t i v ,  denn: al lC = a : Ca ——> SuS" i s t  b i j ek t i v  und

a l l c  = a : C ——> S' i s t  b i j ek t i v  nach Voraussetzung.
(Beachte: C=—Cp‚ f a l l s  C und Cp a ls  Mengen von Clusterbezeichnern auf-
gefaßt werden. )
Verträglichkeit mi t  der Funktional i tät.  .
Se iPPfeOP +0P ,Pf: As l xx. . .x  Asn ——> A; , sl,...,sn,seSuS US .c ca

1 .  PfEOPCa ==> Y1(P f )= ; (P f )= fEZE—(s l )  . . ‚Et-(SH) ‚ ; (S )Uzä (51 ) .  . .Tflsn)  ‚TI—(S)

=Pa1(s1)...a1(sn).a1(s)U331(sl)...a1(sn).a1(s)
2. P feOP =0P 'c cp

==>  71 (P f )=Y(P f ) ) f eza (S l )u  a (sn ) ‚ a ( s )uzé (s l ) . . . a (5n ) . a (S )

=2a1 (s l ) . . . a1 (sn ) , a1 (s )  U2;1 (51 ) - - - °1 (5" ) ’ “1 ( s )

"NN

Es kann nun def in ier t  werden, wann ein abstrakter parametrisierter
Datentyp durch eine Menge von (zum Te i l )  typparametr is ier te
Cluster? korrekt  implementiert w i r d .
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4 .4 .7  Def in t ion  (Korrekte Implementierung eines typparametr isierten
Datentyps durch eine Menge von Cluster)

Sei PS:=(S,E,E‚S',Z',E') eine parametrisierte t—Spezifikation.
Sei Cp eine Menge von (zum Te i l )  typparametr is ierten Clustern.
Cp implementiert korrekt PS :gdw

v(S",z",E") mit  1. SynZul(S",z",S,z,S',z')
2. (Sa,8a,Ea):=(S,z,E)+(S",z"‚E") i s t  eine

konsistente t -Spez i f i ka t i on
3. (Sr‚zr‚Er):=(Sa‚£a,Ea)+(S',z',E') i s t  eine

konsistente t -Spez i f i ka t i on
CLa:={Ca: Ca Menge von Clustern.  d ie  (Sa,za,Ea) korrekt  implementiert}

g i l t :

(vCaeCLa)(3a1‚y1,51,?1:SErf(Cp,S;z15,2,a1,y1)AErf(Ca‚Sa,za,31,?l))

C:=AKTUAL(Cp,Ca‚a1,51) implementiert korrekt (Sr,zr,Erö.

Sei PS:=(S,Z‚E‚S',E',E') eine parametrisierte t-Spezifikation und Cp
eine Menge von typparametr is ierten Clustern.  Dann i s t  eine notwendige
Voraussetzung da fü r ,  daß Cp PS korrekt  implement iert ,  daß es a und 7
g ib t ,  so daß SErf(Cp‚S',z' ,S,z‚a,y), d.h.Cp e r f ü l l t  die notwendigen
syntaktischen Bedingungen, die durch (SUS',£U£') vorgegeben sind.

4.1.6.13 besagt, daß die Algebra einer aktuellen Parameterspezifikation
unter  bestimmten Bedingungen i n  d i e  Algebra der Ergebnisspezi f ikat ion
eingebet te t  werden kann. Dies g i l t  i n  ähnl icher Weise auch für d i e
entsprechenden EVAElBilder dieser Algebren, also im Bereich der
(nach Efak to r i s i e r t en )  Modulalgebren.

4 .4 .8  Satz

Sei PS:=(S‚2,E,S',£',E') eine parametrisierte t-Spezif ikat ion,
Cp eine Clustermenge, d i e  PS korrekt  implementiert .
Sei SP:=(SUS"‚ZUE",EUE") eine konsistente und vollständige t-Spezifikation
mi t  SynZul(S",z",S,z‚S',z') und Ca eine Clustermenge, die SP korrekt
implementiert. C:=AKTUAL(Cp,Ca,a,a') für zwei Abbildungen a und a ' .
MC erweitere MCa ’  wobei MC’  MCa die von C bzw. Ca erzeugten Modulalgebren sind.
Dann ex is ie r t  ein zuz"-Monomorphismus

H : MCa ———> MC
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Beweis:

= F(T ) eine t-ErweiterungNach 4.1.6.13 i s t  T

V0"  TZUZSWEUE" ’

Nach 3.7.7 ex i s t i e r t  dann der zuz"—Monomorphismus

umzuz'uz, EUE'UE" ZuztmEUE"

HI :  MCa _ > Mt
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