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0, VORBEMERKUNGEN
0.1 FINLEITUNG

Erde der 60er- und Anfang der 70er-Jahre war man im Rahmen des
Strukturellen Programmierens bestrebt, in Programmiersprachen und
Programme Abstraktionsmechanismen einzubauen.

Die Abstraktion wurde dabei als ein Gliederungsmittel aufgefaBt, um das
Gemeinsame an einer Menge von Objekten, Situationen oder Ablaufen zu
erfassen.

Dies fiihrte zum Begriff des Moduls, der ohne Kenntnis seines inneren
Aufbaus in eine beliebige Umgebung eingesetzt werden kann und dessen
Entwurf ohne Kenntnis der Umgebung moglich ist. Alle notwendigen Infor-
mationen miissen auf der Schnittstelle des Moduls verfiigbar sein ([ GOO 76 ]).

Damit wurde die Abstraktion zu einem Hilfsmittel des Programmentwurfs.
Man versuchte daher, die Abstraktion durch sprachliche Mittel zu unter-
stiitzen.

Dies geschah etwa in der begrifflichen Erfassung und Bezeichnung einer
zusammengesetzten Operation. Operationen konnen somit als Ganzes in eine
Umgebung eingesetzt werden, wobei nur ihre Wirkung bedeutungsvoll ist.
Die sprachliche Realisierung dieser operativen Abstraktion geschieht in

den Prozeduren einer operativen Programmiersprache.

Es 1liegt nahe, diesen Ansatz zu erweitern, indem die Abstraktion von
Operationen mit einer abstrakten Erfassung der Objekte, die diese Opera-
tionen manipulieren, gekoppelt wird. Dies fiihrt dann zum Begriff des
abstrakten Datentyps, der durch eine Menge von Objekten und den auf ihnen
definierten Operationen gegeben ist. Dabei wird sowohl von der Realisierung
der Objekte als auch vom Aufbau der Operationen als Algorithmen vollig
abstrahiert. Von einer Operation ist nur noch ihre Wechselwirkung mit

anderen Operationen interessant.

Sprachlich wirkte sich dieser Ansatz aus im Klassenkonzept von SIMULA,
den entsprechenden Konzepten in den SIMULA-Nachfolgern (z.B. CLU und
ALPHARD) und im Entwurf neuerer Programmiersprachen wie 0BJ oder CSSA.
Dabei enthdlt die letzte Sprache schon Konzepte zur Abstraktion von Kon

trollstrukturen.
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Parallel zur oben beschriebenen Einfiihrung von Abstraktionsmechanismen

in Programmiersprachen wird seit Anfang der 70er-Jahre die dafiir not-
wendige mathematische Theorie entwickelt. Das Ziel der Bemiihungen in
dieser Richtung ist eine formale, mathematische Definition des Begriffs
"abstrakter Datentyp".

Von den verschiedenen Ansatzen, die zur LOsung dieser Frage entwickelt
wurden, ist einer die algebraische Beschreibung eines Datentyps. Die
mathematischen Grundlagen dafiir wurden bereits in den friihen Siebziger-
jahren von der ADJ-Gruppe bereitgestellt. Popularisiert wurde die Theorie
der abstrakten Datentypen durch die Dissertation von Guttag:" The Speci-
fication and Application to Programming of Abstract Data Types" ([GUT 751).
Anwendung findet die Theorie der abstrakten Datentypen beim Entwurf von
Programmiersprachen und Programmen sowie beim Nachweis der Korrektheit

eines Programms.

Ein abstrakter Datentyp wird definiert durch eine Spezifikation, die einen
syntaktischen Teil, genannt Signatur, enthalt und eine Menge E von
Gleichungen zwischen Termen, die aufgrund der syntaktischen Angaben ge-
bildet werden konnen und in ihrer Gesamtheit eine Algebra bilden, die
Termalgebra genannt wird. Die Semantik eines abstrakten Datentyps ist dann
die nach einer Kongruenz, die die Gleichungen E enthalt, faktorisierte
Termalgebra. Bei der Definition dieser Kongruenz gibt es zwei zueinander

duale Sichtweisen:

Der initiale Ansatz: Hier werden nur so viele Terme identifiziert, wie
unbedingt notwendig ist, damit die Gleichungen noch
gelten.

Der terminale Ansatz: Hier werden moglichst viele Terme identifiziert,
die in noch anzugebender Weise in ihrer Wirkung

nicht unterschieden werden konnen.

Der terminale Ansatz ist vorallem geeignet fiir die Beschreibung praktischer
Verhdltnisse, da ein Programmierer nicht daran interessiert ist, mehrere
Realisierungen eines Objektes mit derselben Wirkung zu haben.

Beide Ansdtze, der initiale und der terminale, werden in dualer Vorgehens-

weise kurz in Kapitel 1 vorgestelit.
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Gegenstand dieser Arbeit ist nun das Verhdltnis einer gegebenen alge-
braischen Spezifikation eines Datentyps zu einer programmiersprachlichen
Realisierung.

Bisher hat lediglich die Intention und Intuition des Programmierers
dariber entschieden, ob beide '"dasselbe bedeuten", ob also ein Pro-
grammstlick eine "korrekte" Implementierung des algebraisch spezifizierten
Datentyps ist. Ein allgemeines, formales Kriterium stand seither nicht
zur Verfiligung, um diese Frage zu beantworten. In der vorliegenden Arbeit
wird der Versuch unternommen, solch ein Kriterium zu entwickeln.

Das gewiinschte Korrektheitskriterium wird hergeleitet anhand von

drei Beispielsprachen. Diese sind CLU und APLPHARD als Vertreter der
“konventionellen" Programmiersprachen (SIMULA-Erben). Es wird sich zeigen,
daR beide Sprachen in den hier relevanten Konzepten so ahnlich sind,

daB sie durch eine gemeinsame fiktive Mischsprache CLALPHARD beschrieben
werden. Als Beispiel einer interaktiven Programmiersprache fiir asynchrone

Multiprozessorsysteme dient CSSA.

Flir diese Sprachen wird in Kapitel 2 eine kurze Beschreibung, abstrakte
Syntax und abgemagerte denotationale Semantik gegeben.

In CLU, ALPHARD und CSSA sind die Sprachkonzepte zur Definition eines Daten-
typs das Cluster, Form bzw. Script. In der Semantik werden daraus Moduln
erzeugt, die Paare bestehend aus einem Verhalten und einem lokalen Zustand
sind. Der lokale Zustand kann durch Operationen geandert werden.

Eine Menge von Moduln bildet eine Modulgemeinschaft, in der die Moduln durch
Locations identifiziert werden, was eine Umgebung sein soll (vgl. Speicher-

belegung).

Das Ziel ist es nun, der Menge aller Moduln eine algebraische Struktur zu
unterlegen, wobei die Struktur der Termalgebra als Orientierung dient.
Als Schwierigkeit wird sich dabei die notwendige Beriicksichtigung der Um-
gebungen erweisen.

Die so erhaltene Algebra, die Modulalgebra, wird in 3.2 definiert.

Die Verbindung zwischen einem Term der Termalgebra und einem Element der
Modulalgebra stellt die Auswertungsfunktion EVAL in 3.3 her.

Bis hierher wurde nur die Syntax eines abstrakten Datentyps beriicksichtigt.
Um die Gleichungen zwischen den Termen der Termalgebra in der Modulalgebra
widerzuspiegeln, muB zundchst auf dieser eine Gleichheitsrelation definiert
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werden, die zwei Elemente der Modulalgebra identifiziert, wenn sie in
ihrer Wirkung nicht unterschieden werden konnen (vgl. 3.4).

Das oben erwahnte Korrektheitskriterium besteht dann darin, daB verhaltens-
gleiche Terme der Termalgebra verhaltensgleiche Bilder unter EVAL in der
Modulalgebra haben und daB dazuhin die EVAL-Bilder unterscheidbarer Terme
auch in der Modulalgebra unterscheidbar sind (vgl. 3.5).

In Kapitel 4 wird dieses Kriterium erweitert auf typparametrisierte Daten-
typen.

Zu diesem Zweck wird in 4.1 zundachst eine algebraische Theorie entwickelt,
die ein duales Vorgehen im initialen und terminalen Fall zulaBt. Ein para-
metrisierter Datentyp wird dabei aufgefal3t als Transformation zwischen dem
Datentyp, der als aktueller Parameter dient, und dem resultierenden aktuell

parametrisierten Datentyp.

In 4.2 und 4.3 wird die Parametrisierung in den Beispielsprachen CLU, CSSA
und ALPHARD untersucht und deren Syntax bzw. Semantik aus Kapitel 2 soweit
erforderlich erganzt.

Das Korrektheitskriterium fur den abstrakten parametrisierten Datentyp baut
auf dem aus 3.5 insofern auf, als die jeweiligen Programmstiicke die aktuellen
Parameterspezifikationen und die zugehorigen Spezifikationen der resultieren-
den parametrisierten Datentypen korrekt implementieren miissen. Da bei para-
metrisierten Datentypen nicht eine, sondern vier Spezifikationen bzw.
Signaturen beteiligt sind, fallen die entsprechenden syntaktischen Anforder-
ungen an die Programmkonstrukte umfangreicher aus.

Obwoh1 die vorliegende Arbeit ein Problem aus dem Grenzbereich von Theorie
und Praxis behandelt, ist sie in dieser Form nur von akademischem Wert.

Die sich unmittelbar aus den vorliegenden Ergebnissen ergebende Aufgabe ist
die Konstruktion eines Verfahrens, wie von einem gegebenen Programm konkret
die Erfiillung des hier entwickelten Korrektheitskriteriums nachgewiesen

werden kann.

“Nur aus der Spannung, aus dem Spiel zwischen
der Fiille der Tatsachen und den vielleicht
dazu passenden mathematischen Formeln konnen
die entscheidenden Fortschritte kommen".

Werner Heisenberg in
"Quantentheorie und Philosophie"



In diesem Abschnitt wird die in dieser Arbeit verwendete Notation vor-
gestellt. Abkiirzende Schreibweisen fiir bestimmte Sachverhalte werden noch

an spaterer Stelle eingefiihrt.

0.2.1 Logische Operatoren und Quantoren

Quantoren: v Allquantor ("fiir alle ... ")
E Existenzquantor ("es existiert ...")
3 eindeutiger Existenzquantor ("es existiert genau ein...

]

Logische Operatoren:

A UND

v ODER

- Negation
—> Implikation
iy Rquivalenz

In 1ogischen Ausdriicken hat die Klammerung hdchste Prioritat; die
logischen Operatoren binden in obiger Reihenfolge.

In Beweisen wird fiir die Implikation ("hieraus folgt") das Zeichen "==>

verwendet.
Definitionen werden eingefiihrt durch die Abkiirzung ":gdw" (genau dann wenn).

Das Ende eines Beweises wird angezeigt durch das Zeichen "MMN".

0.2.2 Mengen
¥ disjunkte Vereinigung
0= 05152505} Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen
= {1,2,3,...} Menge der positiven ganzen Zahlen

Seien Al’ AZ’ ...,An ,neN, Mengen.

|A;| bezeichnet die Kardinalitdt von A,

Alez.x...xAn ist das kartesische Produkt der Mengen
A.,...,A , dessen Elemente n-Tupel bzw.
L}sten d8r Lange n sind.

Auf die Menge an der i-ten Stelle eines kartesischen Produktes wird durch
den Projektionsoperator "¢" zugegriffen:



-

K 4ii=d !

(VnLN)(vanAlx...xAn)(viEN) {A. Falls 1siin
n

undefiniert sonst
Auf die i-te Komponente einer Liste wird durch Indizierung zugegriffen:

(VnFN)(v1:=(al,...an)eAlx...xAn)(vieN)
{a. falls 1=i=n
1.:= 1

1 undefiniert sonst

Zuweilen wird statt der Schreibweise (al,...,an) e A" als Liste auch
die Darstellung ag----an als Wort (der von A erzeugten Worthalbgruppe

mit der Konkatenation als Verkniipfung) verwendet.

€ leeres Wort

A{U’l}:={e}u A

A+ :ZHENAH

A% :=ngN§” = Atute) Menge aller Worter iber A

| ist ein allgemeines Fehlerelement bzw. ein Zeichen fiir "undefiniert",
dessen genaue Bedeutung jeweils an Ort und Stelle angegeben wird. In
Kapitel 2 wird "|" auch fiir die leere Liste verwendet.

0.2.3 Relationen und Funktionen

Seien A und B Mengen.
Sei RcAxB eine zweistellige Relation. Dann wird fiir'(a,b)e R'auch die

Infixschreibweise 'aRb' verwendet.

1dA identische Funktion auf einer Menge A
Sei f: A—> B, g: B—>C

gof: A—>C bezeichnet die Komposition von f und g

dom(f) := A der Definitionsbereich von f

bd(f) :=B der Bildbereich von f

Funktionen f: Alx...xAn —> A werden in Kapitel 2 auch aufgefal3t als
Funktionen feAl —_> [A2 - [... — [An —> Al...] wobei

A —> B die Menge aller Funktionen von A nach B ist.
i [



Abbildungsdiagramme:
f: AS> B f injektiv
f: A<—> B f partielle Funktion, dh. dom(f)sA.

Seien f: A—> B, g: A—> C, h: B —>C mit g= hof; dann
kommutiert das Abbildungsdiagramm



STRAKTE DAT

In diesem Kapitel werden die fir diese Arbeit notwendigen Begriffe aus der
Theorie der abstrakten Datentypen eingefiihrt sowie die initiale und termi-
nale Semantik von abstrakten Datentypen vorgestellt. Dabei wird von der
Darstellung in [HOR /79§, [RAU /9] und [ADJ //| ausgegangen, wo auch die de-
taillierten Beweise der zitierten Lemmata und Sdtze zu finden sind.

1.1 GRUNDIEGENDE DEFINITIONEN

Ein abstrakter Datentyp kann aufgefal3t werden als eine Familie von Objekt-
mengen, deren Elemente durch Operationen auf diesen Mengen definiert sind.
Die syntaktischen Beziehungen zwischen den Objektmengen und den Operationen

werden in einer Signatur wiedergegeben.

1.1.1 Signaturen und t£-Algebren

1.1.1.1 pefinition (Signatur)

Eine SZgncur ist ein Paar (S,Z) mit
- S ist eine Menge von Sorten
- 5= f:w g we S5 seS} ist eine Familie von paarweise disjunkten Mengen
Fiir weS; seS heiBt fe L, ¢ Operationssymbol der Stelligkeit,

Furktionalitit (w,s).

Notation:

1.) Seien (S,2),(S"',z"') Signaturen mit ScS' und (vseS)(VweS*)(Zw SEZQ S).

Dann wird dafiir abkirzend gschrieben: 1ci'.
2.) Seien (S,z) und (S',2") Signaturen.
Dann ist Inz'=P eine abkiirzende Schreibweise fiir

u - b 2 il \ * 1 ¥ i -
(vseS,s'eS" ) (vweS ,w'eS'") (Zw,sﬂzwls' 2.

3.) Sei (S,z) eine Signatur.
Dann ist "fer" eine abkirzende Schreibweise fiir

(1seS)(;weS*)(fe L, S).



1.1.1.2 Definition (z-Algebra)

Sei (S,Z) eine Signatur.
Eine 1-Algebra A ist ein Paar (M,G) mit
= M={AS:SeS}die Menge der Trdgermengen

- G={fA: fezw S’ weSy seS} eine Menge von Funktionen mit

- (vneN)(vs,sl,...sn € S)(vfezsl.. )(fA:Aslx...xAsn——> AS)

.SNn,s
- (vseS)(vfezE S) fA: —> AS ist ein Element aus AS.

b

1.1.1.3 Definition (Termalgebra)

Sei (S,r) eine Signatur.

1. (vseS)
a) TZ,S,O e ZE,S
b) (vkeNO)
Tz,s,k+1 = {f(tl,...tn): neN; sl,...,sneS, fezsl...sn,s’
t. T .o.oi=1...
1§§g§k £,51,j | Lo}
2. (vseS) TZ,S = U TZ,s,k s teTZ,s heiBt Term der Sorte S.
keN
0
- . . *
3. TZ 1= ({Tz,s : seS},{fT : fezw’s, weS", seS})

%
heiRt die durch (S,Z) induzierte Termalgebra.

1.1.1.4 Definition (Unter-,Teilalgebra)

Seien (S,z), (S',z') Signaturen, A eine z-Algebra und A' eine I'-Algebra.
A' heiBt Unteralgebra von A :gdw

1. §'¢S

2. (vseS )(ASgAS)

3. (vneNO)(vs,sl,...,sn e S)(vfer!

sl...sn,s)(vaEAslx"'XA;n)

(fezsl...sn,s i fA'(a)zfA(a))

Spezielle Unteralgebren einer Algebra erhdalt man durch die Einschrankung:

1.1.1.5 Definition / Corollar (Einschrdnkung)

Seien (S,z) eine Signatur und A eine z-Algebra.
Sei (S',5') eine Signatur mit S'cS und (vweS'™)(vseS')(z) (cI, o)
) o - . . 1 | % 1 :
Dann ist Al = ({Ag: seS, {f,: fez, o weS'™, seS'}) die
Einschrinkung von A auf (S',T').

A\z. ist eine :'-Unteralgebra von A.
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Im folgenden werden strukturerhaltende Abbildungen zwischen z-Algebren
eingefiihrt.

1.1.1.6 Definition (z-Homomorphismen)

Seien (S,r) eine Signatur, A und B :r-Algebren.
a) H:={hs:ﬁ\S —>BS, seS} : A — B ist s-lowomorrhise.e :1gdw

1. (vseS)(vfezE,S)( (f ) f
2. (wneN)(vs,sl,. sneS)(v(
n))=

B)
al,...an)eA  x..xA; ) (vferg)  op o)
(hs(fA(al -»a f

B( (al) .. ,hsn(an)))

b) H heiBt »-Epimorphismus :gdw H ist z-Homomorphismus und
(vseS) hS ist surjektiv.

c) H heiBt sn-Monomorphismus :gdw H ist £-Homomorphismus und
(vseS) hS ist injektiv.

d) H heiBt 1-Isomorphismus :gdw H ist z-Epi- und z-Monomorphismus.
Notation: A = B.

1.1.1.7 Definition / Corollar (Komposition)

Sei (S,r) eine Signatur, A und B r-Algebren und F: A — B, H: B —>C

7~Homomorphismen.

Dann ist HoF:={h of : AS ~—>CS, seS}: A —>C ein z-Homomorphismus.

Die Komposition ist assoziativ.
Beweis: [HOR 79].

1.1.1.8 Corollar

Sei (S,z) eine Signatur, A und B z-Algebren, H:A —>B ein r-Homomorphismus.
Dann gilt: H ist r-Isomorphismus <==> (7H:B —>~A)(Hoﬁ=idB A ﬁoH=idA).
Beweis:[HOR 79].

0ft ist es hilfreich, alle Algebren, die eine bestimmte Eigenschaft haben,
sowie alle Homomorphismen zwischen ihnen zusammenzufassen zu einer Gesamt-
heit. Hierzu bietet sich der Kategorienbegriff an. Fiir die folgenden De-

finitionen vergleiche [ADJ 75].

1.1.1.9 Definition (Kategorie)

=(1C|,/C/,Z,Q,0) ist Kategorie :gdw

1. |C| und /C/ sind Klassen, genannt die Objekte bzw. Morphismen von C.
2. L, Q: /C/ —>|C| sind Funktionen, genannt Ziel bzw.Quelle.
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3. 0:/C/x/C/ —>/C/ ist eine partielle Funktion, Komposition genannt.
Fiir o(f,g) wird auch fog geschrieben.
(vf,g,he/C/) gilt
- fog definiert <==> Z(g)=Q(f)
- Falls fog definiert, so gilt Q(fog)=Q(g) und Z(fog)= Z(f).
- Falls fog und goh definiert, so gilt
(fog)oh, fo(goh) definiert und (fog)oh=fo(goh).
4. (vae|C|)(31dae/C/) so daB
- Q(id,)=2(id )=a
- (vf,ge/C/: Z(f)=Q(g)=a) ( idaof=f A goid,=g)

1.1.1.10 Lemma

Sei (S,z) eine Signatur, A:={A1: iel}eine Familie von r-Algebren und
H:={h:Ai ——>Aj, i,jel, h z-Homomorphismus} die Menge aller r-Homomorphismen
zwischen Algebren aus A. Sei o die Komposition von r-Homomorphismen ent-
sprechend 1.1.1.7. Seien Z,Q: H —= A, so daB

(vfeH)(Z(f):Ai <==> (ajeI)(f:Aj — Ai))

(vfeH)(Q(f)=A1 <==> (3jel)(f:A; — Aj)).

Dann ist (A,H,Z,Q,0) eine Kategorie.
Beweis:

Bedingung 3 in 1.1.1.9 folgt unmittelbar aus den Eigenschaften der Hinter-
einanderausfiihrung o von r-Homomorphismen.

In Bedingung 4 in 1.1.1.9 setze fiir AieA, iel: idAi:= Identitdt auf Ai'
idA.ist z-Homomorphismus, so daB idA'eH. Die Forderungen in 4. gelten dann

1 1

trivialerweise.
MM

Der Einfachheit halber wird im folgenden bei der Definition einer Kategorie
von y-Algebren und y-Homomorphismen nur A angegeben und Z, Q, H und o

wie in 1.1.1.10 vorausgesetzt.
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Nun konnen alle z-Algebren zu einer Kategorie zusammengefaBt werden.

1.1.1.11 Definition (A]gy)

Sei (S,z) eine Signatur.

Dann ist AZgZ die Kategorie, deren Objekte die r-Algebren und deren

Morphismen die z-Homomorphismen sind.
Strukturerhaltende Abbildungen zwischen Kategorien sind Funktoren:

1.1.1.12 Definition (Funktor)

Seien A und B Kategorien.

Ein Quadrupel F:=(A,|F|,/F/,B) heiBt Funktor :gdw
|F|: |A| —|B|, /F/: /A/ —>/B/ sind Funktionen, fiir die gilt
1. Das Diagramm

Py gu— Y

1 | 1Ry

/B/ -——~7j§——‘>’8| kommutiert.

2. (vf,ge/A/)(fog definiert ==> (/F/(f)o/F/(g) definiert und
[F/(f)o/F/(g)=/F/(fog))).

3-(vae|A]) (/F/(id))=id g (o)),

1.1.1.13 Definition (persistent)

Seien (S,Z) und (S',2') Signaturen mit ScS' und zcz'.
Sei A eine Kategorie von z-Algebren und B eine Kategorie von :'-Algebren.

F: A >B sei ein Funktor.

F heift persistent :gdw (vaeA) (a:f(a)[z).

Persistente Funktoren betten also ihre Argumente isomorph in deren Bilder ein.
SchlieBlich kdnnen Funktoren zu einer Kategorie zusammengefaBt werden, deren

Morphismen die natiirlichen Transformationen sind:
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1.1.1.14 Definition (natiirliche Transformation)

Seien C und D Kategorien und F,G: C — D Funktoren.
1: F —>G ist eine natirliche Transformation :gdw
r={r,: |F|(c) ——>|G|(c), ceC} mit
(vc,c'e C )(vf: ¢ —>c' €/C/) (rc.o/F/(f)=/G/(f)orc) d. b

das Diagramm T,
c [F{(c) ————>1G|(c)
£l | Lo
g IFl(c') ——>[al(c")
c
kommutiert.

Durch die Zusammenfassung von Algebren mit bestimmten Eigenschaften zu einer
Kategorie konnen einige dieser Algebren durch ihre Stellung in dieser Kate-

gorie ausgezeichnet werden.

1.1.1.15 Definition (initiales und terminales Objekt)

Sei C eine Kategorie mit der Objektmenge O und der Morphismenmenge M.
0oe0 heiBt tnitial :gdw (VCCO)(HlfeM)(f: 0 —>c¢)
0e0 heiBt terminal :gdw (vceO)(alfeM)(f: c —>0)
Der folgende Satz zeichnet die Termalgebra Tz aus in der Kategorie der
z-Algebren.

1.1.1.16 Satz / Definition (0)

Sei (S,z) eine Signatur.

Dann ist TZ das bis auf Isomorphie eindeutige initiale Objekt in A]gz.
Dabei wird fiir AeA]gZ der eindeutige z-Homomorphismus 0 Tz —>A bestimmt
durch: 1. (vseS)(vfezE,s)(QA,s(f ):=fp)

2. (vneN)(\-/sl,...sn,seS)(vfezSl )(v(tl""’tn)eTZ,Slx"XTg,sn)

...5Nn,S
(®A,s(f (tl,...,tn)):=fA(¢A’sl(tl),...,¢A’sn(tn)) )

Beweis: [ADJ 77].
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1.1.1.17 Definition (s-Kongruenz)

Seien (S,x) eine Signatur und A eine r-Algebra.
E={: 'SeS} ist I-Konmgruenz auf A :gdw
vseS) = ist Aquivalenzrelation auf A

5]
C.

-
= hat die Kongruenzeigenschaft, d.h.
(vneN)(vs,sl,...,sn € S)(vfezSl .sn,s)
(@l yesssan)e(bl,y. bn)eASl xAsn)
((ai iz b1, i=1, ) P (fA(al . s xy@N) = fA(bl,...,bn)))

Auch fiir z-Kongruenzen gilt, daB der Durchschnitt von z-Kongruenzen

wieder eine £-Kongruenz ist:

1.1.1.18 Lemma

Seien (S,z)eine Signatur, A eine z-Algebra und {- :iel} eine Menge von

1-Kongruenzen auf A.
Dann ist = := N = :={53:= n =. S:seS} z-Kongruenz auf A.
iel ’
Beweis: [HOR 79].
Von Interesse sind nun Algebren, die man durch Faktorisierung einer Term-
algebra nach einer Kongruenz erhdlt.

1.1.1.19 Definition (Quotientenalgebra)

Seien (S,z) eine Signatur, A eine z-Algebra und = eine :r-Kongruenz auf A.

Dann heiBt A/E = ({AS/: :seS},{fA/ : fezw s weS”, seS}) die Quotientenalgebra
von A iiber =. =
Dabei gilt: vseS)(A /. :={[a ]:S:aeAs})

-
(JneN)(vs s1, ..,smaS)(vfezsl.“Sn s)
(v

(al .,an)eAslx..xAsn)
( A/E([al]zél..,[an]Esn):=[fA(a1,...,an)]ES)
Da = eine s-Kongruenz auf A ist, sind 1. und 2. unabhdngig von der Wahl der
Reprasentanten, d.h. die Quotientenalgebra ist wohldefiniert.
Da Tz initial ist in A]gz, induziert jede z-Algebra iliber den initialen

7-Homomorphismus eine r-Kongruenz auf TZ.

1.1.1.20 Definition / Lemma (;A)

Seien (S,y) eine Signatur und A eine z-Algebra.
Dann bezeichnet = i=5{= s seS} die Relationenfamilie auf'rz , die folgender-

mafen durch % Ty —>A (vgl. 1.1.1.16) induziert wird:

L
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(VseS)(Vt,t'eTZ,S)(tzA’st' :gdw @A’S(t)=¢A S(t'))'

9

ist eine z-Kongruenz auf A.

A
Beweis: [HOR 79].

1.1.1.21 Definition (z-erzeugt)

Seien (S,z) eine Signatur und A eine z-Algebra. op: TZ —>A gemaB 1.1.1.16.
A ist zI-erzeugt :gdw o ist surjektiv.

Nun werden in eine Termalgebra Terme mit Variablen eingefiihrt.

1.1.1.22 Definition (Signatur mit Variablen, Belegung)

Sei (S,3z) eine Signatur.
1. (vseS) sei Xseine unendliche , abzdhlbare Menge von Variablensymbolen

der Sorte s, mit
- (vs'€S) (s#s' ==» X X .=P)
- (vseS) (wes*) (vs'eS) (Xing, (9
2. (S,3p(X)) ist eine Signatur mit Variablen :gdw
z(X):={z(X)w,S:weS*,seS} mit
- (VSCS)(Z(X)E¥S== ze,suxs)
- (wseS) (weST)(z(X)y, ¢i=5y )
3. Die g(X)-Termalgebra TZ(X) heiBt y~Algebra TZ(X) oder
freie y-Algebra iiber X :gdw
- (veS)(T_(X)g:=T 1y )

- (vseS) (weS*)(vf o pyyi=f
(vseS)(weS™)(vfer, () (fy T g

4. Fiir eine z-Algebra A heiBt eine Familie a=(as)SeS mit asﬁ XS —_> AS
eine Belegung der Variablen aus X in A. Notation: a: X —> A.
Eine Belegung a kann in eindeutiger Weise fortgesetzt werden zu einem

£-Homomorphismus TZ(X) —>A:

1.1.1.23 Satz

Sei (S,x(X)) eine Signatur mit Variablen.
Dann gibt es zu jeder :-Algebra A und zu jeder Belegung a:X —>A genau
einen z-Homomorphismus H*:TZ(X)-—*>A mit

(vseS) (weeXg) (HI(x)=ag (x))

Beweis: [RAU 79 1.
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1.1.2 Spezifikationen

In diesem Abschnitt werden Signaturen um Gleichungen erweitert, die Terme

miteinander identifizieren.

1.1.2.1 Definition (Gleichung)

Sei (S,Z(X)) eine Signatur mit Variablen.
Fiir jede Sorte seS heif3it ein geordnetes Paar e=(L,R) von r-Termen der

Sorte s mit Variablen in X eine :-Gleichung der Sorte s.

1.1.2.2 Definition (Spezifikation)

Sei (S,2(X)) eine Signatur mit Variablen und E={Es:seS} eine Menge von
Gleichungen der Sorten seS.
Dann heiBt (S,7,E) eine Spezifikation.

1.1.2.3 Defintion (Erfiillen einer Gleichung, (z,E)-Algebra)

Sei (S,%(X)) eine Signatur mit Variablen, E={ES:seS} eine Menge von Gleich-
ungen und SP:=(S,z,E) die nach 1.1.2.2 zugehorige Spezifikation.
1. Eine 7-Algebra A erfiillt die Gleichung e=(L,R)eESeE 1gdw

FUr alle Belegungen a: X —> A gilt: 3(R) = a(L);

Dabei bezeichnet a: TZ(X) —> A den nach 1.1.1.23 eindeutig von a

erzeugten z-Homomorphismus.
. Eine ¥ ~Algebra A erfiillt die Spezifikation SP :gdw

jede Gieichung eeE wird von A erfiillt.

A heiBt dann (%,F)-Algebra.

no

Nun werden wieder alle (Z,E)-Algebren zu einer Kategorie zusammengefaf3t:

1.1 2.4 Definition (A]gX,E)

Sei (S,3,E) eine Spezifikation.

Dann ist AZJZJE die Kategorie, deren Objekte die (r,E)-Algebren und deren
Morphismen die I-Homomorphismen unter diesen Algebren sind.

1.1.2.5 Definition/Lemma (die von einer Relation erzeugte r-Korigruenz)

Seien (S,2) eine Signatur, A eine L-Algebra und R:={RSgAsxAs:seS} eine Familie
von Kelationen auf A.

Dann gibt es eine kleinste I -Kongruenz auf A, die R enthdlt, namlich der
Durchschnitt a®ler ¥ -Kongruenzen =auf A mit R¢ =

Diese Z -Kongruenz heiBt die von R erzeugte 1 -Kongruensz.

Beweis: [RAU 79] .
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1.1.2.6 Definition (zE, Quotiententermalgebra)
Sei (S,z,E) eine Spezifikation.
Sei =p die nach 1.1.2.5 von der Relation Bp:={(8.(L),a,(R)): (L,R)eESeE,seS,

a ist Belegung in TZ und 3 deren eindeutige Fortsetzung nach 1.1.1.23}

eindeutig erzeugte :r-Kongruenz auf TZ.
Notation: Sei RcT xT.. Dann wird fiir ‘BEgR' auch kurz 'EcR' geschrieben.

T, E:=TZ/: heiBtJdie Quotiententermalgebra der Spezifikation (S,z,E).
.9 —E

1.1.2.7 Lemma

Seien (S,Z,E) ,(S',z',E') zwei Spezifikationen mit ScS', zc:i' und EcE'.

Dann gilt: (VSCS)(EE,SEEE.S).
Notation: =pc=p.

Beweis: [HOR.79].

1.1.2.8 Lemma

Sei (S,Z,E) eine Spezifikation und A eine (Z,E)-Algebra.
Dann gilt: (vseS)(zE,sg;A S) .
Notation: =pCEp-

Beweis:[HOR 79].
1,2 ABSTRAKTE DATENTYPEN IN INITIALER Al GEBRASEMANTIK

Eine Entsprechung zu 1.1.1.16 ist fir A]gZ E der folgende Satz, der die
Quotiententermalgebra in A]gf E auszeichnet.

1.2.1 Satz

Sei (S,z,E) eine Spezifikation.
Dann ist TZ,E1n1t1a1 in A]gZ’E.

Beweis: [HOR 79].
i.2.2 Corollar

Sei (S,z,E) eine Spezifikation.
Dann ist jedes initiale Objekt in A]gZ E z=isomorph zu T&E‘

Beweis: [ADJ 77].

Beim initialen Ansatz bei der Behandlung abstrakter Datentypen wird diese
Isomorphieklasse als Semantik eines abstrakten Datentyps gewahlt, wobei Tz,E
als Reprdsentant dieser Klasse verwendet wird. Zwei Terme aus TZ,Ebezeichnen
dann dasselbe Objekt des i-abstrakten Datentyps, wenn sie durch E iber die

Kongruenz = identifiziert werden.
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1.2.3 Definition (i-abstrakter Datentyp)

Sei (S,z,E) eine Spezifikation.

Dann heif3t TZ,E (bzw. die r-Isomorphieklasse von TZ’Ein A]gz,E) der durch
(S,Z,E) definierte <-abstrakte Datentyp.

Notation: "i" steht fir "initial". Analog wird weiter unten das Prafix

"t fur "terminal" verwendet.

1.3 ABSTRAKTE DATENTYPEN IN ALER EBRAS

In der initialen Semantik werden zwei Terme identifiziert, wenn ihre Gleichheit
aus den Gleichungen einer Spezifikation ableitbar ist (Semi-Thue-Ableitung);
andernfalls sind sie verschieden. Dennoch kann es Terme geben, die nicht gleich
sind in der initialen Semantik, von ihrer Wirkung her aber nicht unterscheidbar
sind. Dabei wird diese Wirkung bezogen auf eine ausgezeichnete Sorte "dis”
(distinguished), deren zugehorige Tragermenge zwei Elemente enthdlt, die per
definitionem verschieden sind. Insbesondere wird man im folgenden von jeder
Spezifikation erwarten, daf sie diese Sorte "dis" in ihrer Signatur enthdlt.

1.3.1 Defintion (t-Spezifikation, konsistent, vollstdandig)

1. Eine Spezifikation (S,z,E) heit t-Spezifikation :gdw
- dis e S
- {trT1} gzg,dis
2. Eine t-Spezifikation (S,x,E) heilt konsistent :gdw
tr %E f1
3. Eine t-Spezifikation (S,z,E) heiBt vollstdndig :gdw

(vteTZ,diS)(atve{tr,fl}) (tzEtv)

tr und f1 stehen fiir die Wahrheitswerte "true" und "false".

Die Konsistenz einer t-Spezifikation fordert gerade die Existenz zweier ver-
schicdener Elemente, die im weiteren als Bezugspunkt fiir die Verhaltensgleich-
heit dienen werden.

Die Vollstdndigkeit einer t-Spezifikation besagt, daB jeder Term der Sorte dis
zu einem der Wahrheitswerte reduziert werden kann vermdge der Gleichungen E.
Eine konsistente und vollstédndige Spezifikation stellt somit sicher, daf

TgE,dis genau zwei Elemente enthdlt, ném]ich[tr]EE und [f]]EE.
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Als nachstes wird die z-Kongruenz auf TZ definiert, die zwei Terme dann
miteinander identifiziert, wenn sie bzgl. dis sich gleich verhalten. Zwei
Terme gelten nur dann als nicht verhaltensgleich, wenn sie sich bzgl. dis

durch E voneinander unterscheiden lassen.

1.3.2 Definition (~E)

Sei (S,z,E) eine t-Spezifikation.
ol = S:seS} ist eine Relationenfamilie auf Tz’ die fiir seS wie folgt
induktiv definiert wird:
: i L
1. (vieN,) “E,dis * TE.dis
2. (vseS—{dis})(vt,t'eTZ S)
0 v
t “E.s t' :gdw (wneN)(vsl,...,sn eS)(vfele..‘Sn’dis)
(vl;Jén)(v(tl,...,tn)eTz’slx...xTz,Sn)
(sj=s ==> f(tl,...,tj-1,t,tj+l,...,tn) ~E.dis
f(tl,...,tj-1,titj+1,...,tn))

3s (vieNo)
(vseS—{dis})(vt,t'eTZ s)
t 1ié’s t' :gdw (wneN)(vsl,...sn,s'eS)(vfergy ¢ o)
(vlgisn)(v(tl,...,tn)eT 1X“‘XTz,sn) :
(sj=s ==> f(tl,...,ti-1,t,t5+1,...5tn) ~
. f(tl,...,tj-1,t;tj+l,...,tn))
. i
4. (vseS)(~ ¢ = N~ o)
ieN,
1.3.3 Lemma

Sei (S,z,E) eine t-Spezifikation, ~E wie in 1.3.2.
Dann ist ~E eine I-Kongruenz.

Beweis: [HOR 79].

1.3.4 Lemma
Sei (S,r,E) eine t-Spezifikation.
Dann gilt: (vseS) (EE,S c ~E,s)'

Notation: =g ¢ ~p.
Beweis:[HOR 79].
In = werden moglichst wenig Terme identifiziert unter der Randbedingung,

daB die Gleichungen aus E noch gelten. = ist damit die Kongruenz auf Tz’
die gerade noch E enthalt.
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Falls (S,z,E) eine konsistente und vollstdndige t-Spezifikation ist, ist
“E die z-Kongruenz auf Ty» in der zwei Terme derselben Sorte verschieden
sind, weil ihre Gleichsetzung zusammen mit den Gleichungen aus E

"tr = f1" Tiefern wiirde.

Das folgende Lemma ist eine Entsprechung zu 1.1.2.7.

1.3.5 Lemma

Seien (S,z,E) und (S',z,E') vollstandige und konsistente t-Spezifikationen
mit ScS', cr' und EcE'.

Dann gilt: (vseS)(vt,t eTZ’S)(t~E.t ==> t~pt ).

Notation:~E.g~E.

Beweis: [HOR 79].

Die Umkehrung der Inklusionsrichtung im Vergleich zu 1.1.2.7 riihrt daher,
daB zwei Terme, die bzgl. der urspriinglichen Menge von Gleichungen unter-
schiedlich sind, dies auch bzgl. der erweiterten Gleichungsmenge sind.

1.3.6 Definition (Tz )
*"E

Sei (S,z,E) eine t-Spezifikation.

Dann ist Tz,NE i= Tz/NE'

TZ ~E ist wieder eine r-Algebra und erfiillt die Gleichungen in E:

1.3.7 Lemma

Sei (S,z,E) eine t-Spezifikation.
Dann ist TZ.NE eine (z,E)-Algebra.

Beweis: [HOR 79].

Analog zu 1.2.1 wird man nun erwarten, daf Tz ~t terminal ist in der Kate-
gorie aller (z,E)-Algebren. Allerdings gilt nur eine schwdchere Behauptung,
die nur bestimmte (5,E)-Algebren zuldBt.

1.3.8 Definition (t-Mod(Z,E), t-Imp(Z,E))

Sei (S,I,E) eine vollistdndige und konsistente t-Spezifikation.
1. t-Mod(Z,E) ist die Kategorie, deren Objekte die (5E)-Algebren A sind,
fir die gilt:
Adis:{trA’f]A} Notra#fly und A ist r-erzeugt.
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2. t-Imp(z,E) ist die Kategorie, deren Objekte die r-Algebren sind,

fir die gilt:

- Adis:{trA’f]A} A trA#f]A

~ (vseS)(vt,t ETZ,S)(t =g U=t et )

-~ A ist r-erzeugt.
Die Algebren aus t-Mod(:,E) erfiillen also die Axiome und modellieren
Tz,E,dis durch {trA,fiA}.
Die Algebren aus t-Imp(z,E) brauchen die Axiome aus E nicht zu erfiillen.
Zwei Terme, die vermoge deS initialen Homomorphismus op demselben Objekt
einer solchen Algebra entsprechen, missen aber unter t kongruent sein.
Die Beziehung zwischen t-Mod(:z,E) und t-Imp(z,E) wird beschrieben durch:

1.3.9 Corollar

Sei (S,zZ,E) eine vollstandige und konsistente t-Spezifikation.
Dann gilt: Ae |[t-Mod(z,E)| ==> Ae|t-Imp(z,E)]|.

Beweis: [HOR 79].

Die Quotientenalgebra TZ t ist nun in beiden Kategorien t-Mod(n,E) und

t-Imp(z,E) terminales Objekt:

1.3.10 Satz

Sei (S,z,E) eine vollstandige und konsistente t-Spezifikation.
Dann gilt:

TZ ~Eist terminal in t-Imp(z,E) und in t-Mod(z,E).

Beweis: [HOR 79].

In dualer Fassung zu 1.2.3 definiert die folgende Definition Tz ~E

bzw. die Isomorphieklasse von Tz ~Ea1s terminale Semantik eines abstrakten

bl

Datentyps.
1.3.11 Definition (t-abstrakter Datentyp, t-Modell, t-Implementation)

Sei SP:=(S,z,E) eine vollstandige und konsistente t-Spezifikation.

1. TZ ~E bzw, die r-Isomorphieklasse von T heit der durch SP

L, E
definierte t-abstrakte Datentyp.
2. Ae|t-Imp(z,E)| heiRt t-Implementation von TZ ~E-

3. Ae|t-Mod(,E)| heiBt t-dodell von T, . ’

IZwei Objekte des t-abstrakten Datentyps sind also dann verschieden, wenn
sie sich bzgl. diseS durch die Gleichungen E voneinander unterscheiden.
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Dies ist die duale Sichtweise zur initialen Algebrasemantik, wo zwei
Objekte des i-abstrakten Datentyps dann gleich sind, wenn sich ihre Gleich-
heit aus E herleiten 1dBt.

In der Praxis ist fir einen Programmierer das Verhalten eines Exemplars
eines Datentyps von Interesse, das ihm in der Regel iliber eine Modul-
schnittstelle mitgeteilt wird. Uninteressant sind fiir ihn Datenstrukturen,
die zwar auf unterschiedliche Art erzeugt oder realisiert werden, in

ihrer Wirkung nach aufen aber nicht unterscheidbar sind. Da in dieser
Arbeit von der Programmierpraxis ausgegangen wird, wird im weiteren

Verlauf einem Datentyp stets eine terminale Semantik unterstellt.

Ein t-Modell A von Tz ~ mit dem terminalen z-Homomorphismus
G: A —> Tz ~ kann zwar fiir seS ein Element teTZ ~E Smit zwei ver-
schiedenen Elementen a,a'eAS modellieren (d.h. a#a' A G(a)=t=G(a')),

ey fillt aber die Gleichungen aus E.

Fir eine t-Implementation B von Tz,”E mit dem terminalen g-Homomorphismus
H: B —> Tz,“E und dem initialen z-Homomorphismus F: Tz —> B gelten
die Gleichungen aus E i.a. nicht mehr, d.h. es kann fiir seS t,t'eTZ
geben mit tzEt‘,aber F(t)#F(t').

»S

In Kapitel 4 wird bei der Behandlung parametrisierter Datentypen noch der
Begriff der Erweiterung gebraucht. Man wird namlich erwarten, daB die
Algebra eines aktuellen Parameters in die Ergebnisalgebra des aktuell
parametrisierten Datentyps eingebettet werden kann. Hierzu dient die

folgende Definition.

1.3.12 Definiton (j-Erweiterung)

Seien SP=(S,x,E) und SP'=(S',5,E") Spezifikationen.

SP' dist Z-Erweiterung von SP :gdw

1. ScS’
2. zcr'
3. EcE'

4. TZ,E ist wisomorph zu TZLE‘[x'
Wenn SP' eine i~Erweiterung von SP ist, heift auch TE.E. i -Erweiterung

von TZ.E'
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1.3.13 Definition (t-Erweiterung)

Seien SP:=(S,z,E) und SP':=(S',z',E') vollstdandige und konsistente

t-Spezifikationen.
SP' ist t~Erweiterung von SP  :gdw

1. Sc§'
2. pex'
3. Eck’
4. TZ,NE ist r-isomorph zu T

Z;NE"Z'
Wenn SP' eine t-Erweiterung von SP ist, heift auch TZ'NE' t-Erweiterung

von Tz ~E

b
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2, DIE BEISPIELSPRACHEN: CSSA, CLU unp ALPHARD

Die drei hier zu beschreibenden Sprachen wurden u.a. mit dem Ziel entworfen,
durch Abstraktionsmechanismen die Programme und den Programmentwurf zu
strukturieren.

CLU und ALPHARD sind SIMULA-Nachfolger. Die Konzepte zur Datenabstraktion

- Cluster und Forms - wurden aus den SIMULA-Klassen heraus entwickelt.
Dazuhin bietet CLU mit dem Iterator-Konzept die Moglichkeit zur Abstraktion
einfacher Kontrollstrukturen (Wiederholungen). Da beide Sprachen in den
wesentlichen Konzepten ubereinstimmen, werden sie gemeinsam durch die fiktive
Mischsprache CLALPHARD beschrieben.

CSSA ist eine interaktive Programmiersprache fiir asynchrone Multiprozessor-
systeme. Konsequent wurden bei diesem Sprachentwurf Konzepte fiir Operations-,
Daten- und Kontrollabstraktion eingefiihrt und heterarchische Kontrollstrukturen
vorgesehen.

Fiir CSSA und CLU bzw. ALPHARD wird im folgenden eine abgemagerte abstrakte
Syntax ([RA!! 781) und eine abgemagerte denotationale Semantik ([STOY], [RAU 78])
angegeben, die sich auf die fiir diese Arbeit relevanten Punkte beschranken.
Notation:

Die abstrakte Syntax wird beschrieben durch eine Menge von Prddikaten

und Mengen. Ein Pradikat wird definiert durch ein oder mehrere n-Tupel,

deren Komponenten durch Selektoren identifiziert werden. Die Anwendung

eines Selektors auf ein n-Tupel wird in Punkt-Notation formuliert;

z.B.: TIs.assign.

Bei der Definition semantischer Funktionen wird die A-Notation verwendet
([STOY], S.121).
"If P then El else E2" wird abgekiirzt durch "P —>E1 | E2".

Anstelle von "If P then E" wird geschrieben 'case P : E".

"|" bezeichnet abhdngig vom Kontext ein Fehlerelement, die leere Liste

oder eine leere Komponente in einem n-Tupel.

Auf die Komponenten einer Liste wird durch Indizierung des Listenbezeichners

zugegriffen.
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2.1 CSSA

(vgl. [CSSA 771,[CSSA 791).

Grundlegende Objekte einer CSSA-Berechnung sind Moduln, die als Agenten
bezeichnet werden. Diese werden dynamisch durch Generatoren auf Grund einer
Moduldefinition, einem Script, erzeugt. Der Typ eines Agenten ist das Script,
aus dem er erzeugt wurde.

Agenten konnen iiber Zugriffs- und Kommunikationswege, den Acquaintances
(Bekanntschaften), zu einer Netzstruktur verkniipft werden. Der Kontroll-
fluB innerhalb dieses Netzes und die Kommunikation zwischen den Agenten
werden durch den Austausch von Nachrichten, den Messages, gewdhrleistet.

Uber die Aktivierung eines Agenten durch eine Nachricht entscheidet der
Ausgang eines Entry-Match der Nachricht gegen ein Entry-Pattern.

Das Sprachkonzept filir die Datenabstraktion ist das Script.

Im Gegensatz zu den Sprachen der SIMULA-Generation werden bei der Reali-

sierung der Datenabstraktion durch Scripts bzw. Agenten keine spracheigenen

Datenstrukturen fiir eine interne Darstellung bendtigt. Vielmehr wird etwa

Jede Komponente eines Exemplars eines zusammengesetzten Datentyps durch

einen Agenten reprasentiert, der u.U.implizit erzeugt wird.

Beispiel: Push(s,x) kann realisiert werden durch eine implizite Erzeugung
eines Moduls durch den mit s bezeichneten Modul, der einen Ver-

weis auf das Datum 'x' enthalt.

2.1.1. Abgemagerte abstrakte Syntax fiir CSSA

Expr = VExpr v Genagent

Genagent = (<sc: Script>,<init: Expr*>,<access: Opid+>)
Opid ¢ Id

Instr = Assign v Activate

Assign = (<1s: Id>,<rs: Expr>)

Aktivate = (<mess: (<ms: Expr*>,<opid: Opid>),<target: Id>)
Script = (<create: Id*s,<procblock:

{<id: (<entry: Id*>,<lcode: Instr*x Instr>)>|[id e 0I¢Opid}>)

- VExpr sind arithmetische und logische Ausdriicke, die hier nicht naher

interessieren.
- Opid ist die Menge der Operationsbezeichner.
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- Genagent erzeugteinen Agenten unter Angabe
- des zucehoriaen Scripts
- der Initialisierungsnachricht (Paramterliste)
- der Operationen, auf die von auBen zugegriffen werden darf.
- Von Interesse sind hier die Instruktionen Instr, die die globale
Umgebung und/oder den lokalen Zustand eines Agenten andern.
- Assign ist die Zuweisung des Wertes eines Ausdruckes an einen Bezeichner.
- Activate gibt die Kontrolle an den mit 'target' bezeichneten Agenten
weiter und stoBt in diesem die (von auBen zugangliche) Operation 'opid’
unter den aktuellen Parametern 'ms' an.
- Ein Script enthdlt ein Creation-Pattern, das hier als Liste von formalen
Parametern aufgefaBt wird, und eine Menge von Operationen, die den Pro-
zefblock bilden. Von einer Operation wird angenommen, daf sie in ihrem

Code mindestens eine Instruktion enthalt.

Semantische Bereiche:

m : Agent = Beh x LState

B : Beh = L State —> Mess x GEnv —> E
E = Mess x Loc x GEnv

p ¢ GEnv = Loc —> Agent

o : LState = Id —> Acq

aq: Acq = 1d"x (Loc + Script + Prim0Obj)

me: Mess = Acq*x Id{o’l}

- Ein Agent ist durch sein Verhalten und seinen lokalen Zustand bestimmt.

- Das Verhalten Beh beschreibt das Input-/Output-Verhalten eines Agenten in

einer bestimmten Umgebung.

- Ein Ereignis (aus E) ist das Ergebnis des Verhaltens in einer aktuellen
Situation und gibt eine neue Nachricht an einen anderen (Ziel-) Agenten

an sowie die neue, gednderte Umgebung.

- Eine globale Umgebung (aus GEnv) identifiziert die'Agenten uber Locations

leloc.

- Der lokale Zustand (aus LState) eines Agenten bindet Bekanntschaften an
(Tokale) Bezeichner. In CSSA gibt es ausschlieBlich lokale Bezeichner.
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- Eine Bekannschaft (aus Acq) besteht aus einer Liste von Zugriffsrechten
(Operationsbezeichner) und einem Zugriffsweg auf ein CSSA-Objekt.

- PrimObj ist die Menge der nicht nahers spezifizierten primitiven Objekte
in CSSA.

Semantische Funtionen:

J: Instr —> GEnv x LState — GEnv x LState
¥: Expr —> GEnv x LState —> GEnv x Acq
$: Script — Mess+1 —> Agent

Hilfsfunktionen:

Follow : E — E
Match : Id*x Acq*x LState —> LState U {1}

Event : Instr'x Instr —> GEnv x LState —> E
Length : (Instr*+ Expr*+ I1d*+ Acq*) —> N
Cons : Acq x Acq*——> Acq*

Newloc : GEnv —> Loc

- Length bestimmt die Lange einer Liste.

- Cons hdngt ein Element an eine bereits bestehende Liste an. ']' sei die
leere Liste.

- Newloc beschafft aus einem (unendlichen) Vorrat von Locations eine neue
Location, die abhdangig von der aktuellen Umgebung bestimmt wird. Newloc
sej injektiv.

- Match fiihrt die Parameteriibergabe durch und initialisiert den lokalen

Zustand eines Agenten.

- Event berechnet das durch eine Operation eines ProzeBblockes bestimmte
Ereignis.

- Follow berechnet zu einem Ereignis das Folgeereignis und beschreibt damit
auf der Ebene des Agentennetzes die Aktivitdten (Kontroll1fluB) bzw. das
E/A-Verhalten eines Agenten.

Im folgenden wird vorausgesetzt, daB sich bei Anderungen eines lokalen Zu-
standes ¢ eines Moduls (g8,0) zu ¢' implizitauch die momentane globale Um-
gebung p dndert, d.h. sei L:={loceLoc: p(loc)=(B,0)}, dann gilt nach Knderung
von o zu o' die globale Umgebung o':=x loc.loc e L — (B,0')|p(l0C).



Jfo:Assignjoo =
sei x:= Is.a; e:=rs.a in
§gir@s:=(ﬂeﬂpo
sei Zuweg:= resyZ
sei o':=x id.id=x —> Zuweg|o(id); p':= res+l in

Eine Zuweisung dndert in erster Linie den lokalen Zustand.
Da die rechte Seite der Zuweisung ein Genagent-Ausdruck sein kann, andert
sich u.U. auch die globale Umgebung.

’]Eact: Activate]l po =
sei el:=(mess.act)+1; t:=target.act i

=]

3

n:=Length(el); p1:=p i
sei case n>0:

piypi=@®ler. Do o)1, i=1,..0n in
(Ppy120)

Das- Ergebnis eines Activate-Aufrufs ist die durch die Abarbeitung der Para-
meter in der Nachricht 'mess.act' erzeugte neue globale Umgebung. Der lokale
Zustand bleibt unverandert, da nur Ausdriicke interpretiert werden.

f@gen: Genagentﬂ 56 =
sei scr:i= sc.gen; parm:=init.gen; actpar:=];p;*=p i
sei n:=Length(narm);locagent:= Newloc(p)

3

—
=

sei case n>0:

(§gi'ei:=€ﬂ parm, J os0 in
actpar:=Cons(ei+2,actpar);
pi+1:=ei¢1) i=l,...,n in

sei p':=x loc.loc=locagent —> fﬂscrq actpar |pn+1(loc)_1'_r1

(o', (access.gen, locagent))

Zundchst wird eine neue Location (locagent) besorgt, an die der neue Agent
gebunden wird. Diesen neuen Agenten erhdalt man durch Interpretation des zu-
gehorigen Scripts scr mit dem Creation-Pattern parm.

Ergebnis der Interpretation eines Genagent-Aufrufes ist die neue Umgebung o'
und eine Bekanntschaft zu dem neuen Agenten.
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Match(pat,aq,o) =
sei n:= Length(pat);k:= Length(aq) in
case n # k: |
case n = k: A 1d.id=pat1, ie{l,...,n} — aqilc(1d)

Eventﬂinstr]: Instr*; instrend: Instrﬂpo =

sei n:= Length(instrl) in
sei (p}o'):= =0 —> (p,0)|

’Jﬂinstrlnﬂ(ﬁﬁinstrln_lﬂ. . 3Einstr1 li]po). .

case instrend#Activate:
(L»L»( I flinstrendl)o's')s1)
case instrend=Activate:
sei el:=(mess.instrend)+1; op:=(mess.instrend)+2;
actpar:=|; p,:=p'; k:=Length(el) in
§gi'E§§§_k > 0:
(sei e, =flle1 ] ]p o' in
actpar —Cons(e ¢2 ,actpar); pi+1:=ei¢1)
i=l,...,k in

((actpar,op),o‘(target.1nstrend)+2,pn+1)

Event interpretiert eine Instruktionsliste und bestimmt ausgehend von der
dabei erhaltenen neuen Umgebung ein Ereignis, das davon abhangt, ob die letzte
Anweisung der Instruktionsliste ein Activate-Aufruf war oder nicht.

Event bewirkt bei der Abarbeitung der Instruktionsliste i.a. einen Seiten-
effekt auf den lokalen Zustand o, der dadurch in o' iibergeht.

Tﬂ SCs Scriptﬂaq =
sei o:= Match(create.sc,aq,|) in
sei B(o):= A me:Mess,p:GEnv.

sei o':=Match(entry.(me+2).procblock.sc,me+l,o) in
Eventﬁ]code.(me+2).procb10ck.scﬂpo in
(8’0)

Die Liste aq der aktuellen Script-Parameter wird gegen das Creation-Pattern
des Scripts sc gematcht, wodurch der lokale Zustand zuo initialisiert wird.
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| bedeutet hier die Funktion, die auf Id undefiniert ist.
Das Verhalten des aus dem Script sc unter dem Parametersatz aq erzeugten
Agenten wird durch die Hilfsfunktion Event berechnet.

Follow((me,loc,p)) =
((0(T0c)+1)(n(Toc)+2)) (me,o)

Follow wendet das Verhalten des durch loc identifizierten Agenten an auf
die Nachricht me und die gegenwdrtige Umgebung p im lokalen Zustand dieses

Agenten.

Nach Voraussetzung wird der unter dem Seiteneffekt des Verhaltens (vgl.Event)
gedanderte Modul p(loc) wieder durch die Location loc identifiziert, d.h.

falls Follow((me,loc,p)) = (me',Toc’',p"), so gilt

p'(loc) = (Bsa'),
wo p(loc) = (B,o) und ¢' der durch die Seiteneffekte geanderte lokale

Zustand ..

2,2 ClLU unp ALPHARD

([ALPH 76], [ALPH 78], [CLU 74], [CLU 77], [CLU 78])

CLU und ALPHARD enthalten als sprachliche Mittel zur Datenabstrakion das
Cluster- bzw. Form-Konzept. Durch Angabe aktueller Parameter (vgl.Creation-
Match in CSSA) kann mittels eines Clusters bzw. einer Form ein Modul er-
zeugt werden. Dieser besteht wie in CSSA aus einem lokalen Zustand und einem
Verhalten. Ein Cluster bzw. eine Form besteht aus einer Schnittstelle, die
Angaben zu den Parametern und die Bezeichner der von aufen zugreifbaren
Operationen enthalt, und einem Rumpf mit den frei programmierbaren Prozeduren

(Operationen).

Das Verhalten eines Moduls ist dessen E/A-Verhalten sowie die Weitergabe
der Kontrolle. Diese geschieht auf konventionelle Weise durch Riickgabe iiber
eine Return-Anweisung an die aufrufende Instanz. Eine beliebige Weitergabe
der Kontrolle durch die explizite Angabe einer Zielinstanz wie in CSSA ist

nicht moglich.

Intern werden Moduln durch bereits definierte Datenstrukturen realisiert.
In CLU sind dies in der Regel Reihe und Verbund.
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Innerhalb eines Moduls sind als freie Variable nur Bezeichner von extern
definierten Moduln zulassig. Dies hat wieder eine Unterscheidung von
lTokalem Zustand und globaler Umgebung zur Folge.

In diesem Bindungsmodell werden Moduln zweistufig referenziert: der
lokale Zustand eines Moduls gibt zu einem (lokalen) Bezeichner einen
(globalen) Bezeichner einer Location an. Mittels der globalen Umgebung
kann liber diese Location dann der referenzierte Modul identifiziert

werden.

Zusdatzlich zu diesen Eigenschaften, die CLU und ALPHARD gemeinsam haben,
verfiigt ALPHARD noch iiber folgende Moglichkeiten:

1. Jeder Ausdruck ist auch Anweisung.

2. Shared-Objects sind moglich, d.h. bei der internen Realisierung
mehrerer Moduln wird ein und dieselbe Datenstruktur verwendet.

3. Forms bzw. Moduln konnen geschachtelt werden.

4. Blockschachtelung ist moglich.

5. Als primitive Objekte treten nur Speicherzelle (raw-storage) und
boolean auf.

Es ist nun die Frage zu kldren, welche dieser Spracheigenschaften in die
Mischsprache CLALPHARD zuziiglich zu den eingangs aufgefiihrten aufgenommen
werden.

ad 1: Bei Ausdriicken interessieren im folgenden nur Operationsaufrufe

(Call und Create); die logischen und arithmetischen Ausdriicke

werden nicht nahers spezifiziert.

Da in CLU Operationsaufrufe (nicht Ausdriicke allgemein) Ausdriicke

und Anweisungen sind, wird diese Regelung fiir CLALPHARD iibernommen.

ad 2: Auf shared-objects wird verzichtet, da sie fir die weiteren Zwecke
eine urwesentliche Spezialisierung sind (die interne Realisierung
wird nicht behandelt).

ad 3: Die Schachtelung von Forms hat drei Konsequenzen:

- Eine Beschreibung der Schachtelung von Forms und Moduln bzw. der
impliziten Erzeugung von Moduln wiirde die Beriicksichtigung von
Vereinbarungen notwendig machen.

- Bei der Erzeugung eines Moduls aus einer Form, in die weitere
Forms geschachtelt sind, missen zu den inneren Forms implizit
noch die entsprechenden Moduln erzeugt werden.

Der eigentliche Vorgang der Generierung eines Moduls aus einer
Form bleibt aber unverdndert gegeniiber der expliziten Erzeugung,
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d.h. die globale Umgebung muB erweitert und der jeweilige lokale
Zustand eines Moduls initialisiert werden.

- Der Aufruf einer Operation in einem geschachtelten Modul unter-
scheidet sich vom einfachen Call nur durch die vorgestellte Liste
der Namen der umgebenden Moduln.

Die Schachtelung von Forms bedeutet somit keine wesentliche Erwei-

terung der Sprachkonzepte von CLU. Deswegen wird in CLALPHARD darauf

verzichtet.

Die Blockschachtelung ermoglicht die Einfiihrung eines neuen Verein-

barungsteils in den Programmtext.

Wahrend einer Programmberechnung bedeutet der Eintritt in einen

neuen Block daher eine Anderung des lokalen Zustandes und der globalen

Umgebung. Bei Blockaustritt muB der lokale Zustand vor Blockeintritt

mit einer Korrektur dernicht verdeckten GroBen wiederhergestellt

werden.

Es kann nun Locations bzw. Moduln geben, die nicht mehr iiber einen

Tokalen Bezeichner referenzierbar sind (Halde).

Die Beriicksichtigung der Blockschachtelung bringt es mit sich, daB

nun anstelle eines lokalen Zustands ein Keller von lokalen Zustanden

verwaltet werden muB.

Diese Mechanismen sind neu gegeniiber CLU, so daR die Blockschachtelung

eine wesentliche Spracherweiterung darstellt; sie wird daher in

CLALPHARD aufgenommen.

Die Beschreibung des Vereinbarungsteils wird sehr einfach gehalten

und dhnlich der Parameteriibergabe bei Moduln behandelt.

Die primitiven Objekte spielen in ihrer konkreten Gestalt nur bei

der internen Realisierung von Moduln eine Rolle. Diese wird aber nicht

genauer beschrieben, da hier die Abstraktion im Vordergrund steht.

Daher wird auch auf die Beschreibung der primitiven Objekte verzichtet.

Als Ergebnis 1apt sich festhalten, daB die zu untersuchende Mischsprache
CLALPHARD die Spracheigenschaften von CLU, erweitert um die Blockschachte-

Tung enthdlt.

Fiir die nun folgende Angabe der abstrakten Syntax und der denotationalen
Semantik wird die Notation aus 2.1 libernommen.
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2.2.1 Abgemagerte abstrakte Syntax fiir CLALPHARD

Cluster = (<clinter: Clinterface>,<clbd:Clbody>)

Clinterface = (<cltype: Id>,<parm: Id*>,<pub1ic: Id+>)

Clbody = (<rep: Decl>,<create: Oper>,<op: 0per>+)

Oper = (<opid: Id>,<parm: Id*>,<code:(<stmt:Statementfret:Expr*>)>)
Expr = VExpr v Call

Statement = Assign v Call v Block

Block = (<dec:(<id:1d>,<va1:Expr>)*>,<code:Statement+>)

Call = (<mod:Id>,<op:Id>,<parm: Expr*>)

Assign = (<Is:Id>,<rs:Expr>)

- Ein Cluster besteht aus einer Schnittstelle und einem Rumpf.
Die Schnittstelle eines Clusters enthdlt dessen Bezeichner, die Liste der
formalen Parameter zur Aktualisierung des Clusters (d.h. Erzeugung eines
Moduls aus diesem Cluster) sowie eine Auflistung der von auBen zuganglichen

Operationen.

Der Rumpf eines Clusters enthdlt Angaben zur internen Realisierung, den
Bezeichner der Operation, iliber die aus dem Cluster ein Modul erzeugt
werden kann (Create) und die Liste der Operationen des Clusters.

In der CLU- bzw. ALPHARD-Syntax wird die Create-Operation nicht explizit
aufgefiihrt, da die Erzeugung eines Moduls in einer Variablenvereinbarung
implizit erfolgt. Der Deutlichkeit wegen und in Analogie zu CSSA wird

diese Generierungsfunktion hier aber extra in die abstrakte Syntax aufge-

nommen.

- Die Repdsentationsklausel gibt an, wie ein Modul intern mittels primitiver
Datenstrukturen realisiert wird.'Decl' steht dabei fiir einen entsprechen-
den Vereinbarungsteil. Da die interne Realisierung hier nicht interessiert,
wird auch auf eine Beschreibung des Vereinbarungsteils verzichtet.

- Eine Operation ist definiert durch ihren Bezeichner, ihre formalen Para-
meter und eine Liste von Anweisungen, die im Fall einer Funktion durch
oBdA einen Ausdruck abgeschlossen wird. Im Falle einer Prozedur, wo nur
Seiteneffekte bewirkt werden, ist 'ret' die leere Liste.

- VExpr sind wieder arithmetische und logische Ausdriicke, die hier nicht

spezifiziert werden.
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- Ein Call ist im Fall eines Funktionsaufrufes ein Ausdruck, ansonsten eine

Anweisung.
Ein Funktionsaufruf kann insbesondere ein Create sein; in diesem Fall be-

zeichnet 'mod' ein Cluster.

- Von Interesse sind wieder Anweisungen, die die globale Umgebung oder

den lokalen Zustand dandern.

- Ein Block kann einen Vereinbarungsteil enthalten, der hier als Liste von
Paaren (Bezeichner, Initialisierungsausdruck) dargestellt wird.

2.2.2 Abgemagerte denotationale Semantik fiir CLALPHARD

Semantische Bereiche:

Modul = Beh x LState
B: Beh = LState —> Id x Obj*x GEnv —> GEnv X Obj*
p: GEnv = Loc —> Modul
o: LState = Id —> 0bj
K e LState™

- Das Verhalten (aus Beh) liefert in einem bestimmten Tokalen Zustand
und einer globalen Umgebung unter Angabe eines Operationsbezeichners
und der zugehorigen aktuellen Parameter eine Liste von Objekten als
Ergebnis und dndert u.U. die globale Umgebung und (iiber Seiteneffekte)
den lokalen Zustand.

- Die Referenzierung eines Moduls geschieht wieder zweistufig iliber einen
(lokalen) Bezeichner und eine (globale) Location.

- K bezeichnet im folgenden einen Keller von lokalen Zustdnden, der wegen
der Einfiihrung der Blockschachtelung notwendig geworden ist.

- Objekte sind Locations, Cluster und Werte von einem bestimmten Typ.

Semantische Funktionen:

J: Statement —> GEnv x LState® —> GEnv x LState’
£ : Expr —> GEnv x LState —> GEnv x 0bj
€ : Cluster — Obj* —> Modul
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Hilfsfunktionen:
Effect : Obj*x Id x Loc x GEnv —> GEnv x Obj*
Match : 1d"x 0bj™ x LState —> LState U {]}
Result : Statement® x Expr* —> GEnv x LState —> GEnv x Obj*
Length : (Expr* + Statement” + Obj*) —> N
Cons : Obj x Obj™ —> Obj™
Newloc : GEnv —> Loc
GenRep : Oper x Decl x 0bj* —> LState
Createstack : —> LState"
Top . LState” —> LState
Pop i LState+ —> LState™
Push : LState” x LState —> LState™

- Match, Length, Cons, Newloc sind analog den jeweiligen Hilfsfunktionen
in CSSA.

- Effect entspricht in CSSA der Hilfsfunktion Follow.
Diese Abbildung beschreibt die Aktivitdten einer Menge von Moduln auf der
Ebene der globalen Umgebung.
In einer Umgebung peGEnv wird in einem Modul, der durch loc e Loc iden-
tifiziert wird, eine Operation mit der Bezeichnung ideld unter dem aktu-
ellen Parametersatz o1e0bj* aufgerufen und ergibt eine u.U. gednderte
Umgebung sowie (im Fall einer Funktion) eine Ergebnisliste.

- Result entspricht in CSSA die Hilfsfunktion Event und berechnet die
Semantik der einzelnen Operationen bzw. das Verhalten eines Moduls.

- GenRep erzeugt abhangig vom Create-Code, der Darstellungsvorschrift
und den aktuellen Parametern eines Clusters die interne Realisierung
eines Moduls und initialisiert somit den lokalen Zustand dieses neu er-

zeugten Moduls.
Da die interne Realisierung eines Moduls hier irrelevant ist, wird

GenRep nicht naher bestimmt.

- Createstack, Top, Pop und Push dienen zur Verwaltung des Zustandkellers
bei der Abarbeitung einer Blockstruktur.

Wie in 2.1.2 wird im folgenden vorausgesetzt, daB wenn sich der lokale
Zustand eines Moduls dndert, daB sich dann die gegenwdrtige globale Umgebung
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implizit auch so dndert, daR dieser Modul nach wie vor durch die gleiche(n)

Location(s) identifiziert wird.

Jha: Assignlek =

sei o:= Top(K); x:= 1s.a; e:=rs.a in

sei res:=€[iellro in

sei ¢':=x id.id=x —> res+2|o(id);
p':i= resyl in

(o' sPush(Pop(K),c'))

Flir die Interpretation einer Anweisung ist der oberste Zustand im Keller
K maBgebend. Dieser Zustand wird nach der ausgefiihrten Zuweisung durch

den neuen Tokalen Zustand o' ersetzt.

jﬂ b1: B]ockﬂpK = sei n:=Length(dec.bl); 01:=Top(K); pyi=03

m:=Length(code.bl); cb:=code.bl in
sei case n>0:
(sei eizzf’ﬂva1.(dec.b])iﬂpioi in
0;,1:=) bez.bez=id.(dec.bl), —> e.+2|o; (bez);
pi+1:=ei¢1) 151 5: 5530 in
sei K':=Push(K,o ;) in
sei (p",K"):=]Ecbma1(...Jﬁcblt]pn+1;<')...) in
sei o":= Top(K") in
sei ¢g"':i=) bez.beze{(id.dec.b])i:ie{l,...,n}}
—> op(bez)|c"(bez) in

(p", Push(Pop(Pop(K")),c""'))

Zundchst wird der Vereinbarungsteil abgearbeitet, wodurch einige Bezeichner
des vorherigen lokalen Zustands (o,) evt. verdeckt werden, d.h. neue
Bindungen erhalten. Diese Abarbeitung kann auch die globale Umgebung andern,
falls unter den Ausdriicken ein Create-Aufruf vorkommt.

Der neue lokale Zustand wird auf den Keller geschrieben und dann der Block-
rumpf abgearbeitet.
Am Ende des Blocks muB3 der Keller wieder aktualisiert werden. Das oberste

Kellerelement wird entfernt; in dem nun obersten Zustand im Keller
(d.h. der aktuelle Zustand vor Blockeintritt) miissen alle durch den Ver-
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einbarungsteil des Blocks nicht verdeckten Bezeichner auf die Werte
am Ende des Blocks gesetzt werden. Dies geschieht in der Definition des
Zustands 9"', der neuer, aktueller Zustand wird (d.h. oberstes Element

im Keller).

Die Gultigkeit der globalen Umgebung wird durch die Blockschachtelung
nicht beriihrt. Allerdings ist es jetzt moglich, daB es Moduln mit

einer zugehorigen Location gibt, die u.U. nicht mehr iber einen (lokalen)
Bezeichner referenzierbar sind (Haldenbildung). Dieser Fall tritt dann
ein, wenn im Blockinnern zu einem extern definierten Cluster ein Modul

erzeugt wird.

Effectﬂo]:Obj*,op:Id, mod:Loc, p:GEnvﬂ =
((p(mod)+1)(p(mod)+2))(0p,01,p)

Effect berechnet das Verhalten des durch 'mod' bezeichneten Moduls und
wendet dieses auf 'op' und 'ol' in der Umgebung 'n' und im lokalen
Zustand des durch 'mod' bezeichneten Moduls an.

':wc: CaﬂﬂpK &
sei n:=Length(parm.c); py:=p;
= Top(K); actpar:=| in
sei case n>0:

(sei e, f[ (parm.c) ]p o in
actpar Cons(e1¢2 actpar)
pi+1:= e1+1) i=1,...,n in
Egi.p-;:Effect(actpar,op.c,c(mod.c),on+1)+1 _in

(0" ,Push(Pop(K),p'(c(mod.c))+2))

Die Wirkung einer Moduloperation wird beschrieben durch die Anderang
der globalen Umgebung.

Im Fall einer Selbstaktivierung eines Moduls andert sich auch dessen
lokaler Zustand.

Zunachst werden die aktuellen Parameter der auszufiihrenden Operation
berechnet und dann diese Oneration im Zielmodul pn+1Q3(mod.c)) aufge-
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rufen. Da es sich im vorliegenden Fall um einen Prozedur- und nicht
um einen Funktionsaufruf handelt, liefert der Aufruf von Effect kein
Objekt als Ergebnis. Allerdings kann sich infolge von Seiteneffekten

der Tlokale Zustand des aufgerufenen Moduls andern.

Der Kontroll1fluB zwischen den Moduln ist hierarchisch, was durch die
Schachtelung des Effect-Aufrufs in die Interpretation des Prozedurrumpfes

zum Ausdruck kommt.

fﬂce:CaHﬂoc =
sei n:= Length (parm.ce); pj:=p; actpar:=| in
sei case n>0:
(sei e, F[ (parm.ce) ﬂp o in
actpar Cons(e1¢2 actpar)
1:=e1¢1) =l s sl in

Pi+

case op.ce = Create:

sei Tocmod:=Newloc(p n+1)' cl:=c(mod.ce) in
sei p':=x Toc.loc= 10cmod-——>(ﬂ(ﬂ]actpar|p neq(10C) i

(p',Tocmod)
case op.ce # Create:

Effect(actpar,op.ce,o(mod.ce),pn+1)

GemaB der Syntax liefert eine Funktion genau ein Ergebnis und nicht eine
Liste von Objekten als Ergebnis. Damit ist auch die Funktionalitdt von €

gewahrt.
Bei der Erzeugung eines Moduls wird als Ergebnis des Aufrufs die Location

dieses Moduls geliefert.

Resu]tﬂstmt:Statement*; ret:Expr*ﬂoo =
sei K:=Push(Createstack,o)); n:=Length(stmt);
k:=Lenath(rat) in
sei (p',K'"):= n=0 — (p,K)

I0stmt | ] m{ _{U-- stmt oK) in

case k=0:

(o's])
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case k=1:

Zliretlo' (Top(k'))

Result interpretiert den Code einer Operation im Rumpf eines Clusters
Result bewirkt u.U. auf den Tokalen Zustand o einen Seiteneffekt.
GemaB den Vereinbarungen zur Syntax gilt, daB 'ret' entweder die leere
Liste ist oder einelementig ist.

C ﬂc] : Cl uster]o] =
sei o= GenRep(create.clbd.cl,rep.clbd.lc,01) in
sei B(o):=x bez:Id parm1:0bj*p:GEnv.
bez ¢ public.clinter.cl — ||
sei o':=Match(parm.bez.clbd.cl,parml,o) i
Result(code.bez.clbd.cl)po'

3

|

—
=

l

(B50)

ol wird verwendet zur Initialisierung eines neu zu erzeugenden Moduls,
dessen Verhalten durch die Hilfsfunktion Result bestimmt wird.
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3. KORREKTE IMPLEMENTIERUNG EINES ABSTRAKTEN DATENTYPS
S W. SCRIPTS

In diesem Kapitel wird eine Definition bzw. ein Kriterium entwickelt,
wann eine Spezifikation eines nicht typparametrisierten abstrakten Daten-
typs korrekt durch eine Menge von Cluster bzw. Scripts implementiert wird.

Der Schliisselbegriff dafiir ist die Modulalgebra,die ausgehend von der
Semantik der Bespielsprachen aus Kapitel 2 das Verhdaltnis der aus den
Clustern bzw. Scripts erzeugten Moduln zueinander beschreibt. Dabei wird
versucht, die Signatur der Modulalgebra der Signatur aus der Datentyp-
spezifikation moglichst weitgehend anzugleichen. Zu diesem Zweck werden
in 3.1 an die Cluster/Scripts syntaktische Forderungen gestellt.

Um die Gleichungen einer Datentypspezifikation in der Modulalgebra zu
beriicksichtigen muB fir die Elemente der Modulalgebra zundchst definiert
werden, wann zwei von ihnen verhaltensgleich sind. Dies geschieht in 3.4.
Die Definition der Verhaltensgleichheit geht von einem terminalen Ansatz
aus, weshalb fiir den abstrakten Datentyp eine terminale Semantik unterstellt

wird.

In 3.3 werden den einzelnen Termen der Termalgebra einer Datentypspezifika-
tion entsprechende Elemente der Modulalgebra zugeordnet. Diese Abbildung
EVAL stellt dann die Verbindung zwischen der Termalgebra und der Modul-
algebra her. Das Bild der Termalgebra unter EVAL wird in 3.6 untersucht.

In 3.7 wird versucht, fiir den Fall einer Erweiterung einer Spezifikation
die zugehorigen Modulalgebren in analoger Weise ineinander einzubetten.
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3.1 SYNTAKTISCHE ERFULLUNG EINER SIGNATUR DURCH

EINE MENGE voN CLUSTER BZW. SCRIPTS

Sei im folgenden eine Signatur (S,I) gegeben.

3.1.1 Im Vereinbarungsteil eines Clusters/Scripts wird der Definitionsbe-
reich des lokalen Zustands eines aus diesem Cluster/Script erzeug-

baren Moduls bestimmt.

Variable eines bestimmten Typs stehen also entweder fiir lokale GroBen,
die als Moduln realisiert sein konnen, oder fiir Locations von Moduln,
die aus extern definierten Clustern/Scripts erzeugt wurden. Diese
Cluster/Scripts bzw. Datentypen treten in der Funktionalitdt der
Prozeduren und Funktionen der Cluster/Scripts auf.

Somit kann jeder Sorte seS ein Cluster/Script (bzw. dessen Bezeichner)

A; zugeordnet werden.

3.1.2 In  CLALPHARD konnen Prozeduren P vorkommen, die kein Ergebnis liefern,
sondern nur Seiteneffekte auf einen Modul bewirken, der aus einem
Cluster erzeugt wurde, dessen Bezeichner im Definitionsbereich dieser
Prozedur vorkommt. Bei der Funktionalitdt von P wird daher dieser
Clusterbezeichner (Typ) explizit im Zielbereich von P angegeben.

Beispiel: Einfiigen in eine Liste von DATA-Elementen:
INSERT: (index: INTEGER,element: DATA,liste: cvt); <code>;
Diese Prozedur hat dann die Funktionalitat:

INSERT: INTEGER x DATA x LISTE —> | ISTE

(cvt ist in CLU ein reserviertes Symbol und steht fir
'convert', weist also auf eine Anderung des Standpunktes hin,
ob ein Typ in seiner externen, abstrakten Form oder in seiner
internen Darstellung gesehen wird.)

3.13 0BdA wird vorausgesetzt, daB alle Prozeduren und Funktionen einen
einfachen Zielbereich, also kein kartesisches Produkt haben. Dies
bedeutet insbesondere, daB Funktionen keine Seiteneffekte haben diirfen

(val. 3.1.2)
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1 Funktionalitdt der Operationen in CSSA

Sei P eine Operation# Create des Scripts A;n mit den Parameterbereichen
(d.h. den Typen der jeweiligen aktuellen Parameter) A;l,""’A;n

(Ag wird also sowohl als Clusterbezeichner als auch als Bezeichner der
Menge von Objekten vom Typ A; verwendet).

GemaB der Semantik von CSSA (vgl.2.1.2) liefert ein Operationsaufruf
als Ergebnis ein Ereignis E=(mess,target,env). Hier ist aber nur das
Objekt als Ergebnis interessant, das P als abstrakte Funktion berechnet.
Dieses wird in der Liste mess+1 weitergeaeben. Da die Liste mess+1

noch weitere Informationen (etwa fiir den Kontrol1fluB) enthalten kann,
wird vereinbart, daB dieses Ergebnis die erste Komponente dieser Liste
enthalt und z.B. vom Typ A; ist. Dann hat P (bei geeigneter Indizierung)
die Funktionalitat

P: Aslx"'XAsn — As'

.2 Funktionalitat der Operationen in CLALPHARD

Sei P eine Operation eines Clusters Aén mit den Parameterbereichen
Asl""’Asn—l’Asn und dem Ergebnisbereich A..
Dann hat P die Funktionalitdt (bei geeigneter Indizierung):

P: Asl XeuoX Asn —> Aé
Der Unterschied zu CSSA riihrt daher, daB in CSSA keine interne Repra-
sentation der Datentypen existiert wie in CLU und ALPHARD und der
zu aktivierende Agent des Scripts Aén als gesonderter Parameter beim

Activate-Befehl angegeben wird.

In CLU und ALPHARD gibt es ein implizites Create, durch das ein primi-
tives Element eines Typs erzeugt wird. Dies geschieht in einer Variablen-

vereinbarung mit (Standard-) Initialisierung.

Z.B.: var s=stack

Hier wird flir die Variable 's' der Typ 'stack' festgelegt und gleich-
zeitig an s ein Exemplar des leeren Kellers gebunden.
In der Definition der Modulalgebra wird diese implizite Erzeugung eines

Moduls explizit als Funktion mit der passenden Funktionalitdt eingefiihrt.



=4 3=

3.1.4 Hilfsfunktionen und -prozeduren eines Clusters/Scripts, die nur defi-
nitorischen Charakter haben und nicht in der Liste der von auBen zu-
greifbaren Operationen dieses Clusters/Scripts aufgefiihrt sind, werden

nicht beriicksichtigt.

3.1.5 Insgesamt kann also gefordert werden, daB jedem fer genau eine
(Funktions-) Prozedur eines Clusters/Scripts mit einer passenden

Funktionalitdt zugeordnet werden kann.

Die syntaktischen Forderungen aus 3.1.1 bis 3.1.5 an eine Menge von Cluster/
Scripts Tlassen sich in der folgenden Definition prazisieren.

3.1.6 Definition (Erflillung einer Signatur)

Sei (S,r) eine Signatur, C eine Menge von Cluster/Scripts.
Sei OPC die Menge aller in den Clustern/Scripts von auBen zugreifbaren Opera-
tionen (inklusive Create).
C erfullt die Signatur (S,r) :gdw
1. es existiert a: C —> S bijektiv
und 2. es existiert «y: OPC —>% bijektiv
so daB gilt:
(vaeOPC)(Pf:A;1 P, A;n—~> A; ==> Y(Pf)=fe2a(sl)...a(sn),a(s))

Notation: Erf(C,S,Z,a,B8) oder kurz: Erf(C,S,z).

(Der besseren Lesbarkeit wegen wird dieses

3.1.7 Beispiel: INTSTACK
(und andere) Beispiel(e) in der Original-

(S,z) sei Signatur mit CLU-Syntax formuliert)

S:={integer,stack}

ri={null > integer,
succ,pred : integer > integer,
createstack: —> stack,
Pop : stack > stack ,
Top . stack —> integen,
Push : integer x stack > stack}

C:={c11,c12} sei eine Clustermenge mit

cl,:= INTEGER cluster is Null, Succ, Pred;

rep = ...
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Null: <code>;
Succ: (n: cvt) returns n': cvt; <code>;

Pred: (n: cvt) returns n': cvt; <code>;

end INTEGER

cl,:= STACK cluster is Createstack, Pop, Top, Push;
rep = ...
Createstack: <code>;
Pop: (s: cvt); <code>;
Top: (s: cvt) returns n: INTEGER; <code>;
Push: (n: INTEGER; s: cvt); <code>;

end STACK

Die abstrakte Syntax (vgl. Kapitel 2) der beiden Cluster lautet:
cll: ((INTEGER,(),(Null,Succ,Pred)),<rep-Code INTEGER>,(Null,(),<Null-Code>),
((Succ, (INTEGER),<Succ-Code>), (Pred, (INTEGER), <Pred-Code>))))
cl2: ((STACK,(),(Createstack,Pop,Top,Push)),<rep-Code STACK>,
(Createstack, (),<Createstack-Code>),((Pop,(STACK),<Pop-Code>),
(Top, (STACK),<Top-Code>), (Push, (INTEGER,STACK) ,<Push-Code>)))).
Die Ergebnisbereiche der einzelnen Operationen hangen ab von dem Return-Ausdruck
am Ende des Operationscodes bzw. falls dieser fehlt, ist der Ergebnisbereich

gleich dem eigenen Clusterbezeichner.

OPC = {Null, Succ, Pred, Createstack, Pop, Top, Push}
Die Operationen PfeOPC haben folgende Funktionalitaten:

Null > INTEGER
Succ, Pred : INTEGER > INTEGER
Createstack : > STACK
Pop : STACK > STACK
Top : STACK > INTEGER
Push : INTEGER x STACK > STACK

a und y werden auf naheliegende Weise definiert:

a: (INTEGER,STACK) +——> (integer,stack) komponentenweise
y:(Nu]],Succ,Pred,Createstack,Pop,Top,Push)r-—~>
(nu]],succ,pred,createstack,pop,top,push)
komponentenweise

« und y sind wohldefiniert, bijektiv und erfiillen die Bedingungen in 3.1.6.

Damit gilt: Erf(C,S,I,a,y).
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3.2 DEFINITION DER MODULALGEBRA MC

Sei im folgenden (S,y) eine Signatur und C eine Menge von Cluster /Scripts,
so daB 4 undy existieren mit Erf(C,S%,0,v), d.h. die Cluster-/Script-Menge C
erfiillt die syntaktischen Forderungen aus 3.1.

Aus einem Cluster/Script konnen uber einen Create~Aufruf Moduln erzeugt werden.
Durch Anwendung von Operationen kann deren lokaler Zustand gedandert werden,

was zu neuen Moduln fiihrt. Es liegt daher nahe, eine Algebra zu konstruieren,
deren Elemente Moduln und deren Funktionen die Operationen dieser Moduln sind.
Dabei sollte die Definition dieser Algebra sich an der der Termalgebra Ty
orientieren.

Bei diesem Vorgehen, eine Alagebra iiber den Moduin der Cluster-/Script-Menge C

zu definieren, eraeben sich allerdings noch einige Schwierigkeiten.

Die Moduln, die Trdgermengen bilden sollen, sind abhdangig von den (Ergbnissen
der) Operationen der zu definierenden Algebra. Andererseits konnen diese
Operationen nur dann definiert werden, wenn die Tragermengen bereits bekannt
sind. Um die Gefahr einer Zirkeldefinition zu vermeiden, wird die Modulalgebra
MC induktiv definiert. Der Induktionsanfang ist stets mdglich, wie in 3.2.1

bzw. 3.2.2 ausgefiihrt wird.

Die Definition der Modulalgebra sollte sich moglichst an der Konstruktion der
Terme der Termalgebra Tz orientieren. Wiinschenswert ware eine Zuordnung

Term — Modul. Wegen der zweistufigen Referenzierung extern definierter Moduln
ist dies aber direkt nicht moglich. Ein Modul bzw. dessen lokaler Zustand o
ist vielmehr ein Schema, das durch die Bindungen 5 (id)=1ocelLoc — Modul durch

eine globale Umgebung ausgefillt wird.

Zu einem Modul muf3 also stets angegeben werden, in welcher Umgebung er be-
trachtet wird. Damit kann hochstens die Zuordnung erreicht werden:

Modul 1in bestimmter Umgebung — Term teTs .

Dies wirkt sich auf die Definition der Modulalgebra dahingehend aus, daB nicht
die Moduln selbst die Tragermengen bilden, sondern Paare bestehend aus einem
Modul und einer globalen Umgebung, in der dieser Modul betrachtet wird.

Da die Elemente der Modulalgebra iiber die Semantik der Beispielsprachen ge-
wonnen werden, ist es nicht moglich, dafiir die Moduln selbst (bzw. Moduln in

bestimmten Umgebungen) zu wdhlen, wie folgende Uberlegung zeigt.



-46-

Seien P eine n-stellige Operation der Modulalgebra, die aus einer (Funktions-)
prozedur P eines Clusters/Scripts gewonnen wurde, und (al,...,an) ein
Parametersatz von P. Sei P(al,...,an)=a,wobei a iiber die Semanik von P
berechnet wird, also ilber ein Verhalten . Nun hat B als Argumente in der
Regel aber Locations und nicht Moduln (vgl.Kapitel 2). Zu einem Modul a.

miilte also zuerst eine Location 11 bestimmt werden mit o(11)=ai, WO p

die globale Umgebung ist, in der die ass i=1,...,n, betrachtet werden.

11 ist nur dann eindeutig bestimmbar, wenn p injektiv ist, was aber i.a.

nicht der Fall zu sein braucht (z.B. zweimaliges Create desselben Clusters/
Scripts).

Umgekehrt ist aber a. eindeutig bestimmt durch 11.

Als Elemente der Tragermengen der Modulalgebra MC werden deswegen Paare ge-
wahlt bestehend aus einer Location und der Umgebung, in der der durch diese
Location identifizierte Modul betrachtet wird.

Die Trdgermengen von MC enthalten also als Elemente Paare (1,p) mit leloc
und peGEnv und es gilt:
15 {A_: seSt mit

4
C = S
T,0)eA ==> p(1) = m Modul des Typs A;.

S

Primitive Objekte, die ebenfalls Elemente von Obj sind, wurden in der Semantik

in 2.1 und 2.2 nicht ndhers spezifiziert.

Es wird aber vorausgesetzt, da® alle Obiekte, die nicht Scripts, Cluster oder
Locations sind, Moduln sind, da sie als Daten(strukturen) durch eine Spezifi-
kation bzw. ein Cluster/Script definierbar sein miissen.

Aus diesem Ansatz folgt insbesondere die Existenz von Moduln (B,0), fir die
o=] und B eine konstante (Zugriffs-) Funktion ist. In CLALPHARD bedeutet dies,

daB diese Moduln keine interne Realisierung mehr haben.

Da nun alle Objekte auBer Cluster, Scripts und Locations Moduln sind, konnen
diese alle iiber Locations identifiziert werden. Ggf. konnen fiir primitive
Objekte, die als Moduln aufgefaBt werden, Standardlocations verwendet weden,

die einer Standardumgebung angehdren, also allen Umgebungen angehdren.

In CSSA wird die erste Komponente einer Bekanntschaft, die die Zugriffsbe-
schrankung enthdlt, hier nicht verwendet. Da auBerdem Bekanntschaften, deren
Zugriffsweg ein Script enthdlt, hier irrelevant sind, konnen der Einfachheit
halber Bekanntschaften mit ihrer zweiten Komponente identifiziert werden.
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Bemerkungen zur Funktionalitat des Verhaltens B

Das Verhalten B eines Moduls (B,o0) ist implizit abhdangig vom lokalen Zustand o
(vgl.flis: Script] in 2.1.2 und CJd: Cluster]] in 2.2.2).
Durch Aufspaiten der Definitionsbereiche erhalt man daher:

in CLALPHARD: B: LState —> Id x Obj" x GEnv —> GEnv x Obj "

ist aquivalent mit: B: LState —> GEnv —>Id x Obj* —> GEnv x Obj*

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB Obj = Loc (vgl.oben) vereinbart
wurde und ideld ein Operationsbezeichner aus Opid ist, gilt:

B: LState —> GEnv —> 0Opid x Loc® —> GEnv x Loc*
in CSSA: B: LState —> Mess x GEnv —> Mess x Loc x GEnv

Unter Beriicksichtigung der Vereinbarung, da Bekanntschaften mit ihrer
zweiten Komponente gleichgesetzt werden, primitive Objekte als Moduln auf-
gefaBt und liber Locations identifiziert werden und nur Ereignisse interessieren,

die einen Operator enthalten, erhdalt man:

B: LState —> GEnv —> (Loc + ScriptsT x Opid —>
—> Mess x Loc x GEnv

3.2.1 Induktive Definition der Modulalgebra M. fiir CLALPHARD

Sei (S,r) eine Signatur, C eine Menge von Clusters und OPC die Menge aller
in den Clustern von C dffentlichen Operationen. Es gelte Erf(C,S,z,a,y) fir

ein a und vy.
PfGOPr sei eine (Funktions9Prozedur eines Clusters aus C mit y(Pf):fez.

3.2.1.1 Sei poeGEnv; |g£S.

A)|(:= {(]se0)2 po heiBt dann Standardumgebung.

L
(Die Standardumgebung kann HilfsgroBen fiir die Semantik enthalten, die auf
der Betrachtungsebene des abstrakten Datentyps nicht auftreten).

(vseS) Aé::@
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(vP.€0P

f C)
3.2.1.2 P, ist Create ohne Parameter

dann: (3seS) Pe: —> Aé

definiere:

P);: /‘\T —— /\.)S(

Sein1:=fUAéB
(WpGA ¢2)

1

[a :=Newloc(p)s p':=x 1oc.]oc=aS — mS[p(loc)

A ::AI U 1(].0'))
|

M %

/\S:=AS U {(as,p }1

(vs €S) Az.::Aﬁ.LJ{(1,p'): Tedom(p') 1 A:.¢1} (%)
PH((Lap)):=(agp') ]

Es existiert mindestens ein Pf, das Create ohne Parameter ist, d.h. daB

y(Pf):FeiE & flir ein seS, da sonst die Termalgebra Ty=ﬂ ware.

Falls also Ty%@, hat die induktive Definition der Modulalgebra einen Induktions-
, X

anfang durch Pf.

Der Definition von Az 1iegt die Moglichkeit zugrunde, in jeder Umgebung

einen beliebigen Modul zu erzeugen, bzw. daB ein Cluster in jeder Umgebung

zu einem Modul initialisiert werden kann.

i ist hier eine undefinierte Location, die dem leeren Wort ¢ zugeordnet ist.
Dies hat nur formale Bedeutung beim Induktionsanfang der Modulalgebra MC'

A¥y2 enthdlt alle durch die Clustermenge C erzeugbaren Umgebungen (Modulge-
meinschaften).

(#) wird Lifting genannt.

Das Lifting bewirkt, daB alle Locations leLoc, die in der Modulalgebra
vorkommen und in der Umgebung o betrachtet werden (d.h. (1,p)eA:, seS),
auch in der gednderten Umgebung o' betrachtet werden, falls p'(1) definiert

ist.
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3.2.1.3 P_ Prozedur

d.h. (3neN)(3sl,...,sn,seS) Pe: Aélx...x A;n —_ A; und s=sn

bei geeigneter Indizierung (vgl.3.1.3.2)
Definiere:
X X

X, s
Pf. Aslx...x Asn > AS

(V((asl’p)""’<asn’p))eA:1X‘"x Azn mit

(o,Pf,(asl,...,asn_l,rep(ms)),p)edom(s), WO ms:=(8,o)::o(asn))

[(p‘,Obj):=B(O9Pf9(asl9---9asn_1arep(ms))90)

X X

AT:=AT U {(|,p')}

J_ J_ (_1.0)

(vs'eS) A:.:=A§,LJ {(1,0"): ledom{p') n A§,¢1}
P;((asl9p),-'-s(asnvp))::(asnaol)]

Das Verhalten des Moduls ms=p(asn) wird angesetzt auf den Parametersatz
bestehend aus
- der QOperation Pf
- den aktuellen Parametern von Pf, wobei rep(ms) die interne Dar-
stellung (Datenstruktur) von p(asn) sein soll
- der Umgebung o.

Dieses Verhalten beschreibt gerade die Seiteneffekte von Pf auf den

Sn), wobei p'(asn)

der unter den Seiteneffekten von Pf geanderte Modul m ist (vgl. die

Modul p(asn). Im allaemeinen gilt also: p(asn)# p'(a

Vereinbarung zur Anderung der Umgebung bei Seiteneffekten in 2.2.2).

'obj' ist hier undefiniert, da Pfkein Ergebnis liefert, sondern nur
Seiteneffekte bewirkt.

Alle Parameter von P; gehoren derselben Umgebung an, da nur deren Ver-
knipfung sinnvoll ist.

3.2.1.4 P ist parametrisierte Funktion

d.h. (3neN)(3sl,...,sn,seS) Pc: Aslx...x Asn —> AS

Definiere: P?: A
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3.2.1.4.1 P. ist Create mit Parametern

X

X
,p))eAslx...x ASn

p':=x loc.loc=a ——e»(HAéﬂ(asl,...,asn)}p(1oc)

(V((asl,p),...,(asn
la_:=Newloc(p)
Af:zAf u {(i,pli}
A;:=A§ L [(as,p')}
(vs'eS) Az
PE((agysn)se.s(ag

n,p

Ci=Ais U {(150%): Tedom(p') n A%, 413

))::(a 50" )]

S

3.2.1.4.2 P. Ist Funktionsprozedur # Create

(v({agq>p)s-- s (a

sn

(o,Pf,(asl,...
Mo ,as)::{%(o,Pf,(a
AL =AY U {(]ap')}

J“ l. (J‘D )

X, _iX ;
AS.—AS U {(assp )}
(vs'eS) [T Y

S S

X

Pf(<asl’p)""(asn

3.2.1.5 Lemma

-
E)

Sei (
in
X
Pe>
Dann gilt: (vfer) P?
Beweis:

Sei PfeOPC.

Pf:<—-> A ist Create ohne
. X 2 X
Sei peAJ+2. p

1.
f

s1’”

X
sn

,p))eAzlx...x AT mit

a

’ sn-l’rep(ms

n

))se)

..,a rep(m
>“sn-1" ep( sn

((1,0"): Tedom(p') n A§.+1}

sp)):=(ags0") ]

S

ist wohldefinijert.

Parameter.

((1sp))=(Newloc(p),p0').

Dabei ist p'=x loc.loc=Newloc(p) —~>(1}Asﬂ[p(1oc).
Newloc ist injektiv; € und o sind Funtkionen

==» (Newloc(p),p') ist eindeutig ==> P? wohldefiniert.

))s0)edom(g).m_:

sn

=¢(a

sn

)=:(8,0))

%) eine Signatur, C eine Menge von Clusters und OPC die Menge aller
den Clustern von C offentlichen Operationen. Es gelte Erf(C,S.z).
fer, sei wie in 3.2.1.2 - 3.2.1.4.
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2. P.: Alox...x A'  —s A' ist Prozedur.
fr sl sn S « X
Sei (( Sl’p),. .,(asn,p)),((aSI,p ),.-.,(acn,p ))GASIX...X Asnund
(( Sl p ( ) ((asl’o )’---s(asnaﬂ ))
=> (B ,a>:=p(asn):p'< .
B,rep,B' sind voraussetzungsgemdaf® Funktionen
== (5s00]) =B, P ,(a TR rep(p(a

)=:(B"s6'), da p und o' Funktionen.

)))se)=

sn-1"° sn
=3'(s', f’( Sl,...aén_l,rep(p'(a
(dabei ist obj=obj'=!)

==> PR((a_q00)s -5 (ag00))=(ag,00)=PR( (!,

sn Si°
w= P; ist wohldefiniert.
3. Pf: Aslx...x Asn —> AS ist Create mit Parametern.
Vgi. 1. und verwende:(YZAéﬂ: Aélx...x A;n > Aé ist Funktion.
4. Pf: Aslx... X Asnv-> As ist Funktionsprozedur# Create.
Analog 2.
MMM

3.2.2 Induktive Definition der Modulalgebra M. fiir CSSA

Sei (S,r) eine Signatur, C eine Menge von Scripts und OPC die Menge aller
in den Scripts von C offentlichen Operationen. Es gelte Erf(C,S.z,a,y) fir

ein o und y.

P.eOP

£€0Pc sei eine Funktion eines Scripts aus C mit y(Pf)=f€Z.

3.2.2.1 Sei pgeGEnv; |éS.

A)}(—:={(_L,p0)} 0o heiBt die Standardumgebung.
(vseS) A::=@
(vaeOPC)

3.2.2.2 P, ist Create ohne Parameter

dann: (3seS) P.: —> Aé

£
Definiere:
X

. X
s

X
Pf.
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(VpeAf+2)
[a_:=Newloc(p)
s
p'i= ]oc.]oc=as ey TEAS' ﬂ lo(loc)

AI;= I_u (Lsp' )
A::=A: U {(ags0"))

(vs'eS) A:.:=A:. U {(1,0"):1edom(p") N A§.¢1}

PE((Lsp))i=(agap")]

3.2.2.3 P, ist Create mit Parametern

\ (- . 1 [ 1
dann (3neN)(3sl,...,sn,seS) Pf. ASl X...X Asn >3 AS

Definiere:
R, % X X
Pf. ASl Xio oo X ASn —_—> As
X X
(v((al,p),...,(an,p))eASl X.oooX Asn)

[as:=New10c(p)
o' ek 10c.10c=as-€>THA;B(als---aan)lp(]oc)

Aiﬁﬂi(){(iﬁf)}
AL:=AS U {(ags0'))

(vs'eS) A:.:=A§. U {(1,0"): Tedom(p') n A:.¢1}

P?((al,p),...,(an,p)}2=(as,p')]

3.2.2.4 P, Ist Operation # Create

In CSSA gibt es keine Unterscheidung zwischen Prozeduren und Funktionspro-
zeduren.

Ein weiterer Unterschied zu CLALPHARD ist, daB die Weitergabe der Kontrolle
explizit programmiert werden mu und daB es i.a. keine interne Realisierung
einer Datenstruktur gibt (vgl. 2.1).

Ein Operationsaufruf wird durch ein Ereignis E initiiert. Das Ergebnis
dieser Operation ist Bestandteil der Nachricht des Folgeereignisses E'=
Follow(E). Per Konvention sei dieses Ergebnis das erste Element der
Acquaintance- bzw. Locationliste der Nachricht E'.
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(Inel)(3slseie BN.568) Poo Al XiuwuX A;n —> A!

f sl S
Definiere:
X. pX X X
Pf. ASl X...X ASn _ AS

X
sn

(v((al,p),...,(an,p))eA;‘1 x...x A mit

((al,...,an—l),Pf),an,p)edom(Follow) bei geeigneter
Indizierung )

[(mess,]',p'):=Fo11ow((((a1,...,an—l),Pf,an,p))
a :=(mess¢1)1
=A] U (L")

AT U {(3g0"))

A

W X% Wn

A

(vs'eS) A?,:=A:, U {(T,0'): Tedom(p') N A:.+1}

Pe((alip)seevs(an,p))i=(ags0")]

Zur Funktionalitat von Pf vgl. 3.1.3.1.

Zur impliziten Anderung der globalen Umgebung vgl. 2.1.2.

3.2.2.5 Lemma

Sei (S,Z) eine Signatur, C eine Menge von Scripts und OPC die Menge aller
in den Scripts von C offentlichen Operationen. Es gelte Erf(C,S,I).

P;, feZ, sei wie in 3.2.2.2 - 3.2.2.4.
Dann gilt: (vfel) P? ist wohldefiniert.
Beweis:

Sei PfeOPC.

1. P.: —— A' ist Create ohne Parameter.

F R
Sei peAi+2, Pf((L,p))=(New]oc(p),p').

Dabei ist p'=x loc.loc=Newloc(p) ﬁf[l_A;ﬂ]onc),
Newloc ist injektiv;¥ und p sind voraussetzungsgemdR Funktionen
== > (Newloc(p )0 ') ist eindeutig == P? wohldefiniert.

2. Pf: AS X..ooX ASn —_ AS ist Create mit Parametern.

1
Analog 1. unter Verwendung der Eigenschaft, daf jﬂA;ﬂ : A;lx...xA;n s A;
Funktion ist.
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3. Pf: A;l Xo..X A;n —= A' ist Funktionsprozedur # Create.
Sei ((al,P),...,(an,P)), ((bl,ﬁ),...,(bn,d))eAélx...x A, mit
((alyo)y...5(ansp)) = ((blyp')s...,(bn,e")).
Follow ist nach Voraussetzung Funktion
==> Follow (((al,...,an-l),Pf),an,p) = Follow (((bl,...,bn—l),Pf),bn,H)
==> PX((al,p),s...5(an,0)) = PE((b1,0),...,(bn,0))

== P]C ist wohldefiniert.

MMX

Fir PX, fer, und A?, seS, definiert wie in 3.2.1 bzw. 3.2.2 gilt nun,
dafB Pf im allgemeinen nur eine partielle Funktion ist.

Es wird daher jede Menge Az, seS, um ein (neues) Fehlerelement ls er-
weitert und die Definition von P;, fer, so korrigiert, daB jedes P;

eine totale Funktion ist.

3.2.3 Definition (Modulalgebra)

Sei (S,z) eine Signatur, C eine Menge von Cluster /Scripts mit Erf(CsSsx)-

Sei lﬁS.
Seien Aé, seS, und P?, fey, wie in 3.2.1 bzw. 3.2.2.

1. (vseS) A:= Az U (] }s wobei lséAz.
2. A := A% vgl. 3.2.1.1 bzw. 3.2.2.1
A (vg )

3. (vseS)(vfeg )

€3S
Pf: AL > AS
(v(Lso)eA ) Pel(]s0)):= PE(([s0))  gemdB 3.2.1.2 bzw. 3.2.2.2

4. (VneN)(vsl,...,Sn,SES)(VfEESI sn s)

Pf: ASl X.n.X Asn——> AS

(v((al,p),..,,(an,p))eAslx...A )

sn

P;((al,p),...,(an,p)) gemaR 3.2.1.3/3.2.1.4
N bzw. 3.2.2.3/3.2.2.4

Pe((alsp)s..os(anso)):= falls ((alye)s. .., (an,o))edom(P¥)

I sonst
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5. MC:= ({AS:SCS[j{l)},{?%: fer}) heiBt die von C erzeugte Modulalgebra.

Nach Definition 3.2.3.3 ist ﬁ%: Agq Xeo.x A —> A insbesondere streng
bzgl. den Fehlerelementen ls’ seS, d.h. 5%(e1,...,en)=l5, falls ei=1si
fir ein ie{l,...,n}.

Diese Regelung entspricht den Fehlermeldungen eines Programm(laufs).

Der Definition der Modulalgebra kann man entnehmen, daB mit |Loc|=e
auch| UcA  |== ist, falls es mindestens ein seS gibt mit ; _#@, was voraus-
seS''s &S

gesetzt wurde.Sei namlich seS mit fel s Dann konnen, ausgehend von (1,Po)

b

durch wiederholte Anwendung von ?f unendlich viele Elemente in Al‘und AS
erzeugt werden.

Diese Eigenschaft, daB in jeder Umgebung ein Element durch 5% erzeugt
werden kann, erschwert die Erorterung eines konkreten Beispiels einer

Modulalgebra.

Wiinschenswert wdare nun, daf MC eine I-Algebra ist.

Dies ist aber nicht moglich, da es in MC i.a. keine konstante Funktionen
gibt und die Menge der Sorten um "|" erweitert wurde. Allerdings ist nach
der Definition von MC zu vermuten, daB MC eine algebraische Struktur hat,
die in eindeutiger Weise von der Signatur (S,Z) und | abhingt.

Dies legt folgende Begriffsbildung nahe.

3.2.4 Definition ((S,z).)

g

Sei (S,z) eine Signatur und ggS.
(Syz'):=(S,z), :gdw

g
1. S'=S U {g}
2. z'={z&’sz weS”™, seS} u {zé,s:seS} mit
(vseS)(3fung : ZE’S——> Zé,s bijektiv) A
(vseS)(vweS+)(3fqu_,S;zw’s———> z! ¢ bijektiv) A

(vseS)(vweSk)(zw,s=® ==> I o
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3.2.5 Coroliar

Sei (S,z) eine Signatur, gg¢S und (S',z')=(S,E)g.
Dann ist (S',z') eine Signatur.
Beweis: Da (S,z) eine Signatur ist, folgt die Behauptung unmittelbar
nach 3.2.4 und 1.1.1.1.
MMM
Nach Definition hangt (S,z)g in eindeutiger Weise von (S,r) und g ab,

so daR weiter unten einige strukturelle Induktionsbeweise anstatt iiber
(s,z)g auch uber (S,z) gefiihrt werden konnen.

3.2.0 Satz

Sei (S,Z) eine Signatur, C eine Menge von Cluster /Scripts mit Erf(C,S,I,a,y)
fiir ein a und y und MC die von C erzeugte Modulalgebra. |¢S.

Dann st MC eine ¢'-Algebra mit (S;ZI)::(S’X)lf

Beweis:

1. Nach 3.2.3.5 existieren fiir alle seS'=Su{|} eine Trdgermenge As'
2. (vseS)zl)S:= {f': feze,s}.
(vseS)(funS: Te s —'>Zl)s’(erZe,s) funs(f).=f )
+ | .« =
(vseS)(vweS+) Zw,s'_z
(vseS) (wweS )(funW

H.E

»S
g=id )
, Tw,s
2.1 Sei seS', f'ezr| .

- (seS A (3 Fer_ () funl®
> ((EPfeOPC)YEPf)Zf A Pf: S Aé)
=> (PeM.+2) Pe: —> A, nach 3.2.3.3.
2.2 Seien w=sl s2 ...sneS'", seS) f'es!

W,S’
=> (weS+, seS) A ((afezw S) funwls(f'):f) (F=F'1)
=> (3 Pg€OP.) y(Pc)=f A PciAly Xooox AL —> A

:AS XoooX Asn — AS nach 3.2.3.4.

1]

=> (FP.eM42) P

fsl

== M. ist eine 1£'-Algebra.

C
MMM
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Ein kurzes, informelles Beispiel soll die Definition einer Modulalgebra
veranschaulichen. Informell bleibt das Beispiel deshalb, weil die genaue
Konstruktion einer Modulalgebra die Kenntnis der semantischen Funktionen
voraussetzt. Diese konnen aber wegen des hier angesétzten Abstraktions-
niveaus bei der Beschreibung der Beispielsprachen nicht explizit und
vollstandig angegeben werden. Dennoch soll zumindest der Mechanismus

bei der Konstruktion einer Modulalgebra verdeutlicht werden.

Als Grundlage soll Beispiel 3.1.7 (INTSTACK) dienen.

Die Standardumgebung sei o, := 0.
Die Menge der Locations sei Loc:={1i: ieN}.

Ausgehend von der Standardumgebung soll eine Umgebung konstruiert
werden, die einen Keller der Lange 2 mit den Komponenten '0O' und '1l'
enthdlt.

In pg wird Createstack aufgerufen; dies fiihrt zu einer Umgebung
py = {(11,m1)} mit

1, = Newloc(og), ml:=C[[STACKI].

Dem entspricht in der Modulalgebra: CTreatestack((|.p))=: (11.0;);

Astack ={(T1s01) 1.

(Eine Abbildung peGEnv wird hier als zweistellige Relation geschrieben.)

In p; wird nun eine Null erzeugt, was zu p, fiihrt:

P :={(11,m1),(12,m2)1 mit

1, := Newloc(p;), m2:=C[INTEGER;

(15502) = NUTT((L4p;))s

Ainteger:= t(05002) 15 Agpacki= 1(1101)5(19002) 1

Dabei wurde A durch das Lifting um (11,02) erweitert.

stack
Nun wird 'l' erzeugt durch einen Aufruf
§UEEK(12,p2)):: (15:03) wobei p3(15)=:m3 der Modul fiir '1' sein soll.
Damit gilt nun:

p3 := {(11,ml),(12,m2),(13,m3)} ’

Astack:™ {(11201)5(T9502)5(19505) 1, Ainteger'~ t(12:02)5(15503)5(13503) 1

Nun wird zweimal ein Push ausgefiihrt, wobei zuerst 'O' und dann '1'
auf den Keller geschrieben wird:

Pusﬁ((ll,pa),(lz,QB)) =: (11,ph).

Push bewirkt einen Seiteneffekt auf dem Modul ml, der dadurch in ml'
ubergeht.
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py 1= {(11,m1'),(12,m2),(13,m3)},

Astaci= (1150105 (115020 (11503)s (110003,

Ainteger:= {(]2302):(]2903)s(]3;03),(12904)’(]3,04)}.

Eine weitere Anwendung von Push soll 'l' auf den Keller schreiben,
der bisher mit '0' gefiillt ist:

ﬁUEH((HaM):“yOA)) = (]1’05)’

dabei qgeht ml' durch Seiteneffekte iiber in ml" (beachte, daB sich
vereinbarungsgemdf dadurch die Umgebung dndert, so daB 95(11)=m1").
pg := {(1l,ml”),(lz,mZ),(13,m3)},

Agpack:= 1(11:01)5(17202)5(11503) . (11504) 5 (11205) 30

Ainteger:= {(12a92)’(]2s03)’(12’pu)5(12’95)’(]3903)3(13’Du)’(]3’95)}-
Anhand einer Modulalgebra bzw. deren Definition kann nun riickblickend
die Semantik der Beispielsprachen noch etwas beleuchtet werden. Dabei
werden im folgenden zwei Forderungen an diese Semantik entwickelt, die
die Eigenschaften von Axiomen haben.

3.2.7 Definition (Pm(Loc,pq),mo,mp)

Sei C eine Menge von Cluster /Scripts und MC die von C erzeugte Modulalge-
bra, deren Standardumgebung p, sei.

1. Pm(Loc,pq) := {m: m: Loc —> Loc bijektiv A W,dom(po) = iddom(po)}'
2. (vrePm(Loc,py))(voeLState: o: Id — Loc)
mo: Id — Loc
(videld)(mo(id) := w(loc) :gdw o(id) = loc)
3. (vmePm(Loc,pq))(VvpeGEnv: p: Loc —> Modul)
mpo: Loc — Modul
(vloceLoc) (mo(loc) := (B,o) :gdw o(n t(1oc)) = (Byn o))

Mit o und p sind auch no bzw. mp , mePm(Loc,p,), wohldefiniert, da =
bijektiv ist.
3.2.8 Corollar

Sei C eine Menge von Clusters/Scripts und MC die von C erzeugte Modul-
algebra mit der Standardumgebung pg.
Dann gilt: (vmePm(Loc,py))(vleLoc)(vpeGEnv)

Low(o(1)v2) = (wo(n(1)))42
2. (ﬂp(ﬂ(])))%l = p(])+1
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Beweis:

Sei wePm(Loc,pq), leLoc, peGEnv und p(1)=:(B,0).
p(])=(ﬁ,0) ==> ﬂ(p(])¢2) = TMO.

Sei mp(n(1)) =: (B',0"') ==> p(ﬂ-l(w(]))) = (B',n_lo');
o(r L(n(1))) = p(1) = (Bso) == B=B' A o=r L'
==> B=R' A o'=no.

MMM

Die Locations, die in den Beispielsprachen verwendet werden, dienen als
Namen fiir Moduln (vgl. Speicheradresse - Speicherzelleninhalt).

Die konkrete Beschaffenheit dieser Namen ist irrelevant. Man wird also
erwarten, daB die Semantik der Beispielsprachen "unabhangig" ist von

den jeweils verwendeten Locations. Uber die Menge Loc wurde in Kapitel 2
demnach auch nur die Angabe gemacht, abzahlbar unendlich viele Elemente

zu haben.

Von den Funktionen, die die Semantik einer Beispielsprache definieren,
wird man daher annehmen, daB sie invariant sind gegeniiber einer Permu-
tation der Locations. Dies veranlaBt zu folgender Forderung an die
Semantik der Beispielsprachen:

3.2.9 Forderung

Flir jede Funktion F der Semantik einer Beispielsprache und fiir jede
Permutation « der Locations gilt:

F und n sind vertauschbar,
d.h. die Anwendung von F auf ein beliebiges Argument, in dem jede Location
leLoc ersetzt wurde durch (1), ergibt dasselbe, wie wenn man F auf das
urspriingliche Argument anwendet und in dem Ergebnis von F dann jede
Location durch ihr Bild unter i ersetzt.

Diese Forderung trifft insbesondere zu auf das Verhalten B eines Moduls
(Bso), da B Uber die Funktionen der Semantik der zugrundeliegenden
Beispielsprache definiert wurde. AuBerdem wurden die Operationen P%
einer Modulalgebra iiber das Verhalten und die semantischen Funktionen
bestimmt.

Auf der Ebene der Modulalgebren wirkt sich daher obige Forderung
folgendermaBen aus:
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Sei MC:=({AS: seSu{l}},{?}: fer}) eine Modulalgebra der Cluster-/
Scriptmenge C mit der Standardumgebung pg.
Sei ?%eMC¢2, ((ll,p),...,(1n,p))edom(F%) und (l,p'):iﬁf((ll,p),..,(1n,p)).
Sei mePm(Loc,pg).
Dann gilt nach 3.2.9:

Pe((n(11)smp)seees(n(In)ymp)) = (n(1),m0").

Der Definition einer Modulalgebra kann man entnehmen, daf eine Umgebung
p€A 42 ausgehend von der Standardumgebung o, durch eine Folge von
Operationen ?%, feg, erzeugt wurde, wobei natiirlich das erste Element
dieser Operationenfolge ein Create ohne Parameter sein muB.

Diese Ketten von Operationen werden noch eine besondere Rolle spielen.

3.2.10 Definition (Konkatenation, Onerationskette, OPM )
C

a) Sei A eine nicht leere Menge und A* die von A erzeugte freie Worthalb-

gruppe mit dem leeren Wort .
Dann sei " " das Zeichen fiir die Konkatenation, d.h.(K »_se) ist ein

Monoid.

b) Sei (S.,:r) eine Signatur, C eine Menge von Cluster /Scripts mit
Erf(C,S,s) und MC:=({AS: seSU{l)},{F%: feg}) die von C erzeugte
Modulalgebra mit der Standardumgebung .

1 (VOPe(MC+2)*) definiere partielle Funktion

OP: Aj+2 — POT(AL}Z) (POT(AL}Z) sei die Potenzmenge
1

von A|¢2)
durch: =

a) OP=e: (VpeAl}Z) 0P(p) := {o}
, SesS: (VDeAL}Z) OP(p) := {(Ff((l,p))¢2)}

] * .
neNO, sl,...,sn,seS, OP'e (MC+2) 2
edom(Ff)

b) OP:Ff’ feze,s
c) OP=P. OP", fel 1 = n s
(VoeAi}Z) OP(r) ::pueOPM(p){pl:a((11’p )5 e es(Ins0"))

A Tigdom(p), i=1,...,n
A (P ((1126")e o (10:0")))42)

2. 0P, i= {OPe(MC¢2)*: OP totale Funktion auf AL¢2

"C
A ((voeAle) [OP(p)]=1)}
OPeOPM heiBt Operationskette.
C . .
Fur OPeOPM und peAi¢2 identifiziere dann {p'}:= OP(p) mit o .

C
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Eine Modulalgebra MC bzw. eine Menge C von Cluster /Scripts enthalte
die Programmierung eines DATA-Kellers und einer DATA'-Warteschlange.
pl sei die Umgebung, die man ausgehend von der Standardumgebung erhdlt
durch die Erzeugung bzw, Konstruktion eines Kellers mit n Kellerelementen
dl,...,dn vom Typ DATA.

In dieser Umgebung werde nun eine Warteschlange der Lange m mit all
ihren Komponenten erzeugt bzw. konstruiert, was zu einer Umgebung p2
fiihre. An diesem ProzeB sind der Keller und seine Komponenten nicht
beteiligt. Man wird also erwarten, dap die umgekehrte Anwendung der
Operationsketten fiir den Keller und die Warteschlange, d.h. zuerst
wird die Warteschlange ausgehend von der Standardumgebung konstruiert
und dann erst der Keller, zu einer Umgebung p2' fiihrt, die bis auf
eine Permutation der Locations (Umbenennung) zu p2 gleich ist.

Eine Verallgemeinerung dieser Oberlegung stellt die folgende zweite
Forderung dar, die sich ebenfalls an die Semantik der Beispielsprachen

richtet.

3.2.11 Forderung

Sei MC eine Modulalgebra mit pyeA,+2 als Standardumgebung.
Sei neNO und OPieOPM , i=1,...,n; a und 3 seien Permutationen der Zahlen
1,...,n. OP :=°Pa(1)E"'—°Pa(n) ) 0P :=0Pg )y .. PGy
Dann gilt fiir alle peA 42:
InePm(Loc,pgy), so daB
1. «0P(p) = OP'(p) und

2 ldon(o) = "gom(o) -

3.2.11 besagt also, daB die einzelnen Operationsketten 0P1,...,0Pn
voneinander und von den Elementen der Umqgebung p “unabRingig sind. OP -und
OP' angewendet auf eine Umgebung peA +2 ergeben damit zwei Umgebungen,
die bis auf eine Permutation (Umbenennung) der Locations gleich sind

und die Umgebung o "unverfalscht" enthalten, d.h. "|dom(p) = 1ddom(p)’
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7.3 DiE AUSWERTUNGSFUNKTION EVAL

Die Konstruktion der Modulalgebra MC zu einer gegebenen Signatur (S.g)
in 3.2 orientierte sich an der Struktur der Terme teTZ. Im folgenden
wird nun eine Zuordnung zwischen den Termen der Termalgebra und den Ele-
menten der Modulalgebra vorgenommen. Diese Zuordnung bildet eine Briicke

zwischen der Term- und der Modulalgebra.

3.3.1 Definition (EV, EVAL)

Sei (S,5) eine Signatur, C eine Menge von CLuster /Scripts, fiir die
Erf(C,S,z) gilt. M ({A seSqu}},{ﬁf:fez}) sei die von C erzeugte
Modulalgebra.

3.3.1.1 EV:= {EV_: EV : T*x T_. —s A, seS}
‘ S S Y TsS S
L. (wesS)(vfex_ )
1.1 EV(e,f):= F%((J}oo)) (p, Standardumgebung)

1.2 (VneN)(vtl,...,tneTZ)
EV(tl...tn,f):= F%((pr)) mit p:=EV(tl...tn-1,tn)42

2. (wmeN)(vsl,...,sn,s€S) (v fezsl - s)(vtl,...,tneTZ)

2.1 EV(&,f(tl,...,tn)):= Pf((al,p),...,(an,p))

mit (al,pl) EV(e,tl)
):

( ,pz = EV(tl,tZ)
(an,pn):= EV(tl...tn-1,tn)
p:= o

2.2 (wmeN) (vty,...,toeT )

EV(ti...t&,f(tl,...,tn)):='Ff((al 0)s...5(an,p))
mit (al,pl):= EV(ti.. tl,tl)
(a2,0,):= EV(t]...t't1,t2)
(an,pn) = EV(t] ..tr;]t1 tn-1,tn)
pi= o,
3.3.1.2 EVAL:={EVALS: EVALS: TZ,S — As’ seS}

EVAL: T, —> M
(vteT ) EVAL(t):= EV(c,t)
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EVAL bzw. EV sind wohldefiniert, da ?%, fer, wohldefiniert.

EVAL ordnet einem Term teTZ ein Paar (1,0) zu: t kann dabei aufgefalt
werden als abstrakte Beschreibung einer Programmberechnung. Dabei er-
gibt sich die Schwierigkeit,daB in einer Berechnung die Teilterme von t
sequentiell erarbeitet werden, wodurch schrittweise eine globale Umge-
bung - ausgehend von der Standardumgebung p, - aufgebaut wird.

Die Reihenfolge, in der die Teilterme eines Terms t=f(tl,...,tn) erarbei-
tet werden, ist beliebig. Hier wird eine Abarbeitung der Argumente von f
von Tinks nach rechts unterstellt. Die bereits abgearbeiteten Teilterme,
der Kontext, bestimmen die gegenwdrtige globale Umgebung. Der Kontext
wird im ersten Argument der Hilfsfunktion EV gespeichert.

Dem Obergang von (ai,pi) nach (a1+1,p),:1sign—1, P=p s in 3.3.1.1.2
liegt das Lifting zugrunde:

a) t1.+1ex€ S’ seS:
(aj+1,pi+1)= EV(tl...ti-1ti,ti+l) = ﬁ%((l}pi))
nach 3.3.1.1.1.2
Sei (ai,pi)= EV(tl...ti-l,ti)eASi fiir sieS
== (aj,pi+1)e Asi per Lifting
==> (ai,p)eAsi per Lifting.
b) ti+1:f(tl',...,tm'):

(ai+1,pi+1)= EV(tl...tn,f(tl',...,tm"))= ﬁ%((bl,pl)..,(bm,p'))
und (ai,p')eAsi
—=>(ai,pi+1)e Asi per Lifting
=>(ai,p)e Asi per Lifting.

Daran sieht man, daB EVAL bzw. EV nur dann definiert ist, wenn auch je-
weils das Lifting in geeigneter Weise durchfiihrbar ist, wenn also
'5f((a1,p),...,(an,p)) in 3.3.1.1.2 definiert und #| _ ist.

Dies hangt ab von der Programmierung der Cluster/Scripts. Daher ist es
sinnvoll, an den Programmierer die Forderung zu stellen, daB es zu
jedem Term teTZ eine entsprechende Folge von definierten Operationsauf-

rufen in MC gibt.

3.3.2 Definition (MC enthdlt 3)

Sei (S,z) eine Signatur, C eine Menge von CLuster /Scripts mit Erf(C,S,3)

und MC die von C erzeugte Modulalgebra. Sei EVAL: TZ — MC wie in 3.3.1.
Mc enthalt & :gdw (vseS)(vteTz’S) EVAL(t) # L
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EVAL bzw. EV bewahren in MC die Schachtelung von Operationen in einem
Term teT_. Dennoch ist EVAL kein Homomorphismus, da

- MC und TZ verschiedene Signaturen haben

- EVAL(t) stets von der Standardumgebung ausgeht.
Dieser Mangel von EVAL, nicht homomorph zu sein, wird sich in 3.5 bei
der Definition der korrekten Implementierung einer Datentypspezifikation
durch eine Menge von Cluster/Scripts in einer verhaltnismaBig starken
Forderung an MC auswirken.
Eine weitere Folge ist, daf das Bild von TZ unter EVAL i.a. keine Teil-

algebra von MC ist.

3.3.3 Beispiel zur Funktionsweise von EV

Sei S:={bool}

vi={ T,F : —> bool >
AND, OR: bool x bool —> bool}
Sei teT t:= AND(OR(T,F),AND(T,T))

({A|, ]},{TﬁUF} FALSE, AND, OR}) sei die von einem Cluster/Script
“BOOL” erzeuqte Modulalgebra.
Seien {p,p1:02:0050" 50130330 50"501505,01150553CGENV,
{al,az,bl,b2,cl,c2ic Loc.

EVAL(t)=EV(<,AND(OR(T,F),AND(T,T)))=AND((al,p),(a2,p)) (3.3.1.1.1.2)
(alaﬂl) _EV(€90R(T F))=—R((bl,p'),(b2,p' )) (331121)
(bl,p}):=EV (e, T)=TRUE((|spy) (3.3.1.1.1.1)
(b2,p5):=EV(T, F) FALSE ((J E)) (3=3:1:1:1.2)
mit p:=EV(e,T)s2=:p!
=%, B =pp
(a250,) :=EV(OR(T,F),AND(T,T))=AND((c1,0"),(c2,0")) (3.3.1.1.2.2)
(cl,07):=EV(OR(T,F),T)=TRUE((],p};)) (3.3.1.1.1.2)

mit " =EV(e,0R(T,F))42=p,
(c2,p5):=EV(OR(T,F)T,T)=TRUE((|+p5,))  (3.3.1.1.1.2)
mit =BV (OR(T,F), Thes o}

== D —02
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Die syntaktische Entsprechung zwischen der Termalgebra und der Modul-
algebra MC , namlich teTZ — EVAL(t) und TZ . —-As,seS, kann noch ver-

vollstandigt werden, indem der Zerlegung von Tz in Mengen TZ s,j von

j-fach geschachtelten (jeNg Termen (vgli. 1.1.3) der Sorte seS eine
Zerlegung der Trdagermengen As,seS, von MC in Mengen AS i sesS, jeNo,

b

von Elementen zugeordnet wird, die durch j-fache Schachtelung von Oper-

ationsaufrufen in MC entstanden sind.

R,O),A )

3.3.4 Defintion (OP(n,s), R, N w

t(

Sei (S,r) eine Signatur, C eine Menge von Cluster/Scripts und
Me:=({A seSU{l}} {P :fex}) die von C erzeugte Modulalgebra.
1.1 (vseS ) OP(0,s):= {Pf Pf: Al‘_~> A} = (P £ fe: ,s}
1.2 (vneN)(vseS) OP(n,s):= {ff: (asl,ﬁ..,sne ) P. sl X...X ASn — AS }
= {Pf: (3weS") fezw’s}
2.1 Rg(AﬂZ)z
(psp')eR  :gdw p=p' v
(3neN)(3s1,...,sn,seSu{|}) (3P Aslx...x Asn — As)
(3((T11,0)5...5(Inyp) (T, )) .. X Asnx As)
(Pe((1150)5. .05 (Ins0))=(140" ))
fiir p,p'eAifZ.
2.2 (vpeAle) Nt(R,p)Z= U Nt(R,p')Lx{p':(p,p')eR}
Q'CA¢2
(psp )eR
Nt(R,o) heiBt der transitive Nachbereich von , unter R.
: X
3. Sef BgAS, 5€3,
H(B):= {(1.p)eA s (3 (159)eB) (peN,(Ry5)))
4. (VseS)(vjeNo)
Eé,0:= {ﬁfg(L,p)): ﬁ%eOP(O,s), peﬁbwz}
As,j+1:= Pf((]l,p),...,(]n,o))I PfeOP(n,s): Aslx...x ASn —> As»neN,

((11,0),...,(1: '
- p? ( ﬂ,p))eAsl,klx...X Asn,kn’
kis<i, i=1,...,n, sl,...sneS)

As,j:: H(As,j)

AS j enthdalt die Elcrente aus Aq,seS, die durch die Anwendunc von Opera-
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tionen F%eMC auf eine Argumentliste, deren Komponenten hdchstens j-
malige Schachtelungen von Operationsaufrufen sind, entstehen.

Die Anwendung von H auf A 5. beriicksichtigt das Lifting.

Es ist nach 3.3.4 klar, daB Mt¢2 U U OP(n,s) = {?%:fez} ist.
seS neNo

3.3.5 Lemma

Seien (S,Z) eine Signatur, C eine Menge von Cluster/Scripts mit Erf(

und M. = ({As:seSU{l}},{F%:fez}) die von C erzeugte Modulalqgebra.
Dann gilt: %
1. (vseS)(vA,BgAS)
a) BcH(B)
b) AcB ==> H(A)cH(B)
c) H(H(B)) = H(B)
2. (VSES)(VjeNO) A ,j cA 5. 41
3. (vseS) A = U {13
S JCN L
Beweis
1. a) Sei (1,p)eB; (p,p) € R nach Definition von R ==> peNt(R )
==> (1,p)eH(B) nach 3.3.4.3.
b) Sei (1,p)eH(A) ==>(3(1,p)eR)(peN,(R,p))
AcB ==> (1,p)eB ==> (1,p)eH(B).
c) H(B)cH(H(B)) wegen a)
Sei (1,0)eH(H(B)) ==> (3(1,p)eH(B))(peN (Rsp))

==> (3(1,5')e8>(pewt(R ')
== peNt(R,E' )
==> (1,p)eH(B)
Damit erfiil1t H die Eigenschaften einer Hiullenbildung.

2. Sei seS, ieN .

CyS:E)

Nach 3.3.4. 4 ist A g,j ¢ Ks,j+1'
==> As,j c As,j+1 wegen b).
3. Sei seS beliebiqg.
1 u{is} c A , da in 3.3.4.3 flr (1,p)eH(B) gefordert wurde,

JeN
daB (1.p) eA , WO BgA:gAS.
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2-"9“
Sei (1,p)eAS
zu zeigen: (l,p)e U A .
JeN »J
Der Beweis wird induktfv iiber die Definition der Modulalgebra
gefiihrt.

a) (1,p) in A aufgenommen per Create (ohne Parameter)
==> (1’D)=Ff((L’pl))a D!eAJf'z ==>(],D)CKS’OE AS,O

b) (Ts0) in As aufgenommen als Ergebnis eines Funktions-/ Prozedur-
aufrufs:
==5 (aneN){asl,...,sn,seS)(aﬁ%eOP(n,s))(a il,...,dneNy)

(3((11,0")s...s(Inyp'))eA o ..x...x A__ . nach Induktions-
s1,31 SHadh voraussetzung)

((1sp) = Pe((1150")5. .5 (1ns0")))
Sei j=max{jl,...,jn} ==> (li,p')eA_. ., i=1l,...,n

S1,J
==> (1,p)€A cA

S,j+1- s,j+1

c) (1,p)in A  aufgenommen per Lifting:

==> (3EéAl¢2)(3jeN0)((1,E)eAs 5 A (0,0 )eR) nach Indutkionsvoraus-
: ’ setzung
s> (]’D)CH(AS,j) = As,j nach 1l.c).

3.3.6 Lemma

Sei (S,z) eine Signatur, C eine Menge von Cluster /Scripts mit Erf(C,S,z)
und MC:=({AS:seSLﬂ1j},{5f: fell}) die von C erzeugte Modulalgebra, die

Z enthdlt.

Dann gilt:

(vseS)(»deNo)(vteT ,s,j) EVAL(t)eA ;.
Beweis:
Es wird gezeigt: (vSCS)(vJCNO)(thx---’tmeTz)(VteTz,s,j)

(EV(tl...tm,t)eA; )

Der Beweis erfolgt induktiv liber jeNo.

1. j=0, m=0: j=0 ==> tezesS == ﬁ%COP(O,S)
== EV(a,t)ﬁﬁf((L,po)) mit poeAL¢2 Standardumgebung
s EV(e,t)eK ,0 ¢ AS 0

2. j=0, m>0: j=0 == teg g = PfeOP(O S)

Mc enthdlt o EV(tl...tm-1 tm) +2=:peA

L¢2
== EV(tl...tm,t) = P, L,p



-68-
3. j>0: Sei neN, t=f(tl',...,tn') mit fex sl,...,snesS.

“sl,...,sn,s’
Sei ti'eT 1’ i=1,...,n, tl,...,tmeTf.

Z,Si,j—
EV(tl...tm,f(tl',...,tn"))= Ff((ll,p),...,(m,p))
mit (11,07):= EV(tl...tm,tl1")

(ln,pn):= EV(tl...tmtl'...tn-1"',tn")
p= Py
nach Induktionsvoraussetzung ist (]i’pi)eAsi j-1° i=1l,...,n,
M eﬂﬁhélt T o==> (]i’p)EH(Asi,j—l):A
==> Pc((11,0),...,(In,0))e Kg,ng

Si,j-l’ 1=1,...,n

%
MMM

FaBt man nun die Ergebnisse aus 3.1, 3.2 und 3.3 zusammen, so konnte

auf der syntaktischen Ebene zwischen einer Datentypspezifikation (S,I,E)
und einer Menge C von Cluster /Scripts , die die Modulalgebra

Mc:=(1A: seSU{l}},{ﬁf: fer}) erzeugt und damit insbesondere Erf(C,S,Z,a,y)
fir ein « und v gilt, folaende Verbindung hergestellt werden:

1. Die Signatur (S,z), der Modulalgebra MC hangt in eindeutiger Weise
von der Signatur (S,r) der Spezifikation ab und es gilt:
- Jeder Sorte seS entspricht vermdge o ein eindeutiges Cluster/Script
A; bzw. eine eindeutige Tragermenge AS der Modulalgebra.
- Jeder Operation fer entspricht vermdge y eine eindeutige Proze-
dur bzw. Funktionsprozedur Pf eines Clusters/Scripts aus C bzw.
eine eindeutige Operation Pf entsprechender Funktionalitdt aus der

Modulalgebra.

2. Falls die Modulalgebra MC
ein Element (1,p) der Modulalgebra zugeordnet.

Z enthdalt, wird vermoge EVAL jedem Term teTZ

Als nachstes muB noch die Semantik eines abstrakten Datentyps untersucht
werden. Das Ziel ist ein Kriterium, das angibt, wann die Modulalgebra MC
bzw. die Menge C von Cluster /Scripts die Spezifikation (S,r,E)korrekt

implementiert.

Beim Ubergang zur Semantik eines abstrakten Datentyps wird die Termalgebra
T. nach der durch die Gleichungen E erzeugten Verhaltensgleichheit ~E
faktorisiert.

[deal wdre, man konnte den Gleichungen E bestimmte Forderungen an die
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Syntax und Semantik der Cluster/Scripts aus C explizit zuordnen. Dies

ist aber nicht moglich, da die Tatsache, ob eine Menge von Cluster /Scripts
die Gleichungen einer Spezifikation ( in einer noch anzugebenden Weise )
erfiillt, nur implizit Uber den dynamischen Ablauf der Operationen der
Cluster/Scripts ermittelt werden kann. Dies macht eine genauere Betrachtung
des Verhaltens der aus den Clustern/Scripts erzeugbaren Moduln bzw. der
Elemente der Modulalgebra erforderlich. Insbesondere muB fiir zwei Ele-
mente der Modulalgebra gekldrt werden, wann sie sich 'gleich verhalten'.
Hierzu dient der ndachste Abschnitt.

3.4 VERHALTENSGLEICHHEIT IN EINER MODULALGEBRA

3.4.1 Definition (MC implementiert bool)

Sei (S,z,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster/
Scripts mit Erf(C,S,z) und Me die von C erzeugte Modulalgebra.
MC implementiert bool  :gdw

1. Es existieren zwei konstante Moduln mT:=(BT,oT), MF:=(BF,0F)eMod

(d.h. die lokalen Zustande or und oF konnen nicht gedndert werden),
fir die My # me gilt, und es existieren 1T,1FeLoc, so daB gilt:

(vpeAle)((lT,m )s (1F,mF)eo)

2. {PT’ﬁk’ﬁ PP e Mov2 mit
a) Ff,P#: A —> Agic Mit
(VoeAle)(ﬁf ((Le)) = (1'50") ==>0"(1") = 0'(17) = m;) b2zw.
(VoeAlfz) ((Le)) = (17,0") ==> 0" (1") = o'(1) = m)
b) P_: Agis —> Pyjs Mit

(M(120)eR% V(PL((140)) = (1750") ==> ((p(1)=my <==> o' (1')=m) A
o(1)=me <==> o' (1')=my)))

€) Pyt Agis X Agis —> Agis

(U(11.0),(12,0)eA4; ) (P, ((11,0).(12,0))=(1",0")  ==>
==> ((p'(1")=m; ==> (p(11)=m; v p(12)=m;) A
(o' (17)=me ==> (p(11)=p(12)=m.)}))

mit

d} Rz Adis X Agis — Agis Mt
(v(11.0),(12,0)eA%. ) (B ((11.0),(12,0))=(1"4p") ==>
==> ((p" (1")=my <==> (p(11)=mr=p(12))) A
(o' (1')=me <==> (p(11)=mc v p(12)=mc))))
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Nach dieser vorbereitenden Definition kann nun auf den Tragermengen einer
Modulalgebra eine Verhaltensgleichheit definiert werden.

Die Verhaltensgleichheit wird bezogen auf zwei Moduln, die die Wahrheits-
werte reprdsentieren und per definitionem verschieden sind (vgl. my und

Me in 3.4.1). Zwei Elemente einer Trdgermenge der Modulalgebra sollen dann
verhaltensgleich sein, wenn sie beziiglich dieser zwei Moduln nicht unter-

schieden werden konnen.
Die Verhaltensgleichheit soll folgende Eigenschaften haben:

- Zwei verhaltensgleiche Elemente derselben globalen Umgebung sollen
gegeneinander als Argumente von Operationen austauschbar sein.

- Auf der Ebene der Moduln besagt die Verhaltensgleichheit von (1,p)
und (1',p"), daB die entsprechenden Moduln p(1) und p'(1') dasselbe
E/A-Verhalten haben, d.h., daB fiir alle von den Moduln o(1) und p'(1"')
durchfiihrbaren Operationen gilt, daB aus der Verhaltensgleichheit
der Eingabe die der Ausgabe folgt.

Die rekursive zweite Eigenschaft legt wieder eine induktive Vorgehensweise
bei der Definition der Verhaltensgleichheit nahe.

Die Verhaltensgleichheit wird zundchst nur fiir Elemente der gleichen globalen
Umgebung o definiert. Dieser Ansatz hat verschiedene Griinde:

- Die oben erwdhnte induktive Vorgehensweise setzt beim Induktionsanfang
einen Gleichheitsbegriff flir die Elemente der Trdgermengen voraus.
Hierfilir wird die komponentenweise Gleichheit gewdhlt.

- FaBt man eine Umgebung wieder als eine Modulgemeinschaft oder gar
als Speicherbelegung auf, so ist ein Vergleich von Moduln nur in der
gleichen Umgebung sinnvoll. So kann auch ein Programmierer nur Elemente

der gleichen Umgebung vergleichen.

Da aber andererseits spater die Verhaltensgleichheit in einer Modulalgebra M(
in noch zu bestimmender Weise die Verhaltensgleichheit “ in T widerspiegeln
soll, muB diese Definition in einem zweiten Schritt auf Elemente unterschied-
Ticher Umgebungen erweitert werden. Allerdings werden fiir diesen Vergleich

nur ganz bestimmte Umgebungen zugelassen.
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3.4.2 Definition (Verhaltensgleichheit “M )
C

Sei (S,:r,E) einekonsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z) und M ({A seSU{l}},{?%: fer}) die von C erzeugte

Modulalgebra, die bool 1mp1ement1ere

1. (v(1,.p),(1 ’p)eAdTS)

(
(1p) ngis (1150) 0w (vk20)((1,0) Kypis (1M0) tgdw o(1)=p(1")
(vseS-{dis})(v (1,0),(1',0)6A§)
a} (1,0) Qs (1',0) :gdw (vneN)(VﬁfeOP(n,dis): 31giogn:dom(§%)¢io=As)
(v(1isp)eA s i=1,...n, iAi )
(Fe((1L,0)55(T00)5 05 (1010)) g4
Pe((1150),5-5(1'20) 5.5 (10,0)))
b) (vkeNO)
(10) “E (1750) catw (vneN) (vs'eS) (vPre0P(n,s'): 31sig n:dom(Pp)+i =A )
(v(]i,o)eAsi i=1l,...,n, i#io)
Pe((1120)s 5 (180)seen(In0)) K,
Pe((11,0)5. -5 (1F50) 55 (1n40)))

¢) (1,0) vy (150) igdw (vkeN )((1:0) K, (1'.0))
3. (vseS) ls is
4. mlf= {(a,a): aeALJ

5. pMé= {vg: seSu{[})

3.4.2 besagt, daB zwei Elemente, die verhaltensgleich sind, gegeneinander

austauschbar sind als Argumente einer Operation der Modulalgebra.

Die Induktion Ulber k gibt an, iiber wieviel Stufen (Sorten) zwei Elemente
(1,p) und (1',p) verglichen werden miissen, um sie beziiglich der Wahrheits-
werte zu unterscheiden.

Die (noch zu zeigende) Kongruenzeigenschaft von "M ist eine verallgemeinerte
Fassung der Gleichheit des E/A-Verhaltens. c

3.4.2 erfiillt damit die eingangs an die Verhaltensgleichheit gestellten

Forderungen.

AuBerdem wird in 3.4.2 deutlich, daB dieser Definition ein terminaler An-

satz zugrundeliegt (vgl. 1.4.2).
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Das folgende Lemma zeigt, dap die Forderung an MC’ bool zu implementieren,

keine Einschrankung der gewiinschten Kongruenzeigenschaft von M ist.
G

3.4.3 Lemma
Sei (S,%,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z) und MC die von C erzeugte Modulalgebra, die bool

implementiere; “dis wie in 3.4.2.
Dann ist Vdis eine Ruivalenzrelation auf Adis und hat die Kongruenzeigen-

schaft bzg].'ﬁf, fe{-,V,A}e
Beweis:
Da “dis uber "=" (Gleichheit von Moduln) definijert ist, ist “dis eine

Rquivalenzrelation auf Ad g

Kongruenzeigenschaft bzgl. ﬁ'e{ 5' A}
Sei (1,0),(1i'50)eA); mit (14, ) n o (Tith) , is1,2.
1. Zu zeigen: P_((11,p)) dis ?;((11',9))
(11,0) ~gis (11%50) ==> o(11) =m = p(11"), ve{T,F},
Sei (1,0):=P_((11,0)), (1'4p"):= P_((11',0)).

99)-

v=T == p(1) =me, o' (1') = mg ==> (1,0) vyso (1

v=F analog.

2. Zu zeigen: (1,p):= 5%((11,0),(12,0)) Vdis ﬁf((11',p),(12',p)) =:(1"50"),

(e ==> (o(11) = mp v 5(12) = m) <==> (p(11') = mp v 5(12")=m,)

p(1)=m. <==> (p(11) = ;F = p(12))<==> (o (11") = mc = ,(12"))
<==> o' (1') = Me
==> (Tsp) ngse (1790")
b) f=x
p(M)=my == ((11) =mp = 0(12))<==> (o(11') = my = p(12'))
<==> p'(1') = My
p(1)=me <== (o(11) =mc v o(12) = me) == (°(11') = m v p(12")=n

£)



By

3. Sei (11,p) = lgig == (11"50) = Lyss

==> ﬁ_((]l,p)) = J—d1s = F—((]l"p))
bzw. Pe((11,0)5(12:0)) = lg5 = Pe((11%50)5(12%50)) 5 fe{v,A}.

Damit hat ~v,. die Kongruenzeigenschaft bzgl. ﬁ;,?& und FA.

MMM
3.4.4 Lemma

Sei (S,z,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z), MC:=({As:seSU{l}},{ﬁfzfez}) die von C erzeugte
Modulalgebra, die bool implementiere, ~y, ={v_:seSu{]}} wie in 3.4.2

und (S',z'):=(S,z)l: ¢

Dann ist “M eine r'-Kongruenz auf MC‘
C

Beweis:

A) Zu zeigen: (vseSu{|} ) ist Ve Kquivalenz auf AS.
Nach 3.4.3 ist “dis Rquivalenz auf Adis'
~, ist als Identitdt auf A, trivialerweise Aquivalenz auf Al'

Sei im folgenden seS'-{dis,|} .
1. Reflexivitat:
(lgs1g)en per definitionem.

Sei (],p)eA:.

k=0: SeT neN, PfeQP(n,d1s) mft.algiogn: dom(Pf)Ho = As’
(11,p)eAsi, i=l,...,n, 1#10.
Da Yis reflexiv ist, gilt:

_P_f((]l,p),..,(] 30)s..s{INyp)) “dis Ff((]l.-p)’--’(]’D)’“’(]nso))

== (1,0) % (T.0).
Damit ist gs reflexiv.

k>0: Sei neN, s'eS, F%eOP(n,s') mit 3lsi s<n: dom(F%)+io= A
(1i,p)eA_., i=l,...,n, i#i .
si 0 k-1
Nach Induktionsvoraussetzung ist " " reflexiv
- k-1> =
==> Pf((11,p),..,([,p),..,(1n,p)) g Pf((ll,p),..,(I,p),..,(ln,p))

= (1p) K¢ (T50).

Damit ist 55 reflexiv fir keNo, seS.

S

i

Insgesamt ist damit ~_ reflexiv fir seSu{]}.
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2. Symmetrie:

Sei (1,0),(]',Q)GAS mit (1,0) ~_ (1',p).

s

Zu zeigen: (1',p) v (15p0).

k=0: Sei neN, PfeOP(n,dis) mit aléiogn:dom(Pf)¢io= As’
(]1,p)€Asi, i=l,...,n, 1#10.

(1,p0) v (1',0) ==> Pf((]l,p),..,(l,p),..,(1n,p)) Uy
ﬁ%((]l,o),..,(]',o),..,(]ﬂ,p))

==> ??((]1,9),..,(]',p),..,(]ﬂ,p)) %dis ﬁ%((]l,o),..,(],p),..,(]n,p))
(1

k>0: Analog dem Fall k=0 unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung,

daB kils. symmetrisch fiir s'eS.
Damit gilt: Ve ist symmetrisch fiir seSu{]}.

3. Transitivitat:
Sei (1,p),(1',p),(1",p)eAs mit (1,p) L8 (1'50) und (1',p) Ve (1",p).
Zu zeigen: (1,p) ~. (1"5p0).

s
k=0: Sei neN, PfeOP(n,dis) mit algiogn: dom(Pf)uo = As’

(]"O)eAsi i=1,...,n, 1#10.

S
==> f((] ) ,(],p),--,(]n,p)) mdiS b%((]l,p),..,(]',p),..,(]n,p))
(

( 11,p),..,(1',p),..,(1n,p)) “dis p%((]l,p),..,(]",p),..,(]n,p))

v,.ist transitiv
==> §%<<]190)s--9(]$Q)a--9<]nsp)) mdiS ﬁ%((]l,p)a--5(]"30)a--9(]n90))

== (1,p) QS (1",0).

k>0: Analog dem Fall k=0 unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung,
dap kEls. transitiv ist fiir s'eS.

Damit gilt: ~ ist transitiv fir seSu{]}.

Insgesamt ist also v Aquivalenzrelation auf AS fiir seSu{(|}.
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B) Kongruerzeigenschaft

Sei neN_, seS und Pce0P(n,s).

1. n=0: Da mlf {(a,a):aeA;} und A reflexiv, hat NMC bzgl.Pf

3 0 . -J-' .
trivialerweise die Kongruenzeigenschaft.

2. n>0: Seien (1i,p), (]i',p)EAsi mit (1i,0) ~_, (1i',p) i=1,...,n.

si

Zu zeigen: ?%((]1,0),...,(]”,0)) v ﬁ%((]l',p),...,(ln',p)).

Sei keN belijebig.
0 ' k+1
0 (1L0) vy (11'h0) == (1Le) 55, (11%50)
== ﬁf((]l,p),(]Z,p),..,(]n,p)) '\;S _ﬁf((]l',p),(]Z,p),..,(]n.,p))

Da (1n,0) ng, (In'50) == (o) ktin (Tn',0)

== Pe((1139)5...(1n=10), (1n0)) & P((1130),.,(1n"10))

Unter Ausnutzung der Transitivitdt von Ve erhalt man dann:

Pe((110)se e (Ins)) K PL((1150),.. ., (In"10)).

die Kongruenzeigenschaft bzgl. Pf.

C
y die Kongruenzeigenschaft bzgl. ?%, fer.
C

A) und B) ergeben damit den Nachweis, daB "M eine r'-Kongruenz auf Mc ist.
C

Damit hat M

Insgesamt hat n,

Von zwei verhaltensgleichen Elementen (1,,) und (1',,) wird man annehmen,
daB sie auch in allen Umgebungen o ':=0P[p] (o) mit OP[ple OPM verhaltensgleic
sind, d.h. (10')~, (1'»'), da durch OP[5]die Elemente deF Umgebung ,
nicht beeinfluft wergen, sondern lediglich die Umgebung o, erweitert wird.
Daher wird die Definition der Verhaltensgleichheit noch vervollstandigt:

3.4.5 Definition Qvﬁ )
C

Sei (S,Z,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,5) und M.:=({A_: SeSJLL}},{ﬁk: fer} ) die von C erzeugte
Modulalgebra, die bool implementiere.
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1. (vseSu{[} )(¥(1,0),(1",p)€A,)
(1,0) m; (1',0) :gdw (VOPGOPMC, p'i= 0P(p))
((Top') v (1750"))

B %MC i= {mszseSu{L}}.

3.4.6 Lemma

Sei (S,z,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z) und Mc:= ({A:: seSu{l}},{?}: fez}) die von C er-
zeugte Modulalgebra, die bool implementiere.
Dann gilt: NM ist Aquivalenzrelation auf MC’ d.h.
C

v ist Aquivalenz auf A, fir seSu{|}.
Beweis:
Sei seSu{]}.
1. Reflexivitat:

Sei (1,0)eh,, OPEOP

N ist reflexiv =
==>(1,0) . (15p)

==> ng ist reflexiv fir seSu{|}.

M. p'Z=OP(p).
=5 (1ap") ng (1hp")

no

. Symmetrie:
Seien (],p),(]',p)GAS mit (1,p) m; (1',p).
Zu zeigen: (]',p) mé (],p).

Sei OPeOPM und p':=0P(p).
C

(Thp) v (Thap) == (1,p") vg (1'50").
B ist symmetrisch ==> (1',p') Lt (1,0")

=g (]!,{) %é (],p).

==> g st symmetrisch fir seSu{]}.

3. Transitivitdt:
Seien (T,0),(1"50),(1"5p0)eA, mit (1,0) ol (1'50) und (1'55) g (1"55).
Zu zeigen: (1,;) “é (1",0).
Sei OPGOPMF und  p"':=0P ().
Nach Voraussetzung gilt: (1,0%) ag (1'55") und (1'50") vy (1"50").
ist transitiv == (1,0') o (1"5")
(L) ~d (170)

= ¢ ist transitiv fir seSi(]}.

1

)
" w

1

Insgesamt ist damit’\M eine Aquivalenz auf MC’

‘ MX
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3.4.7 Corollar

Sei (S,Z,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z) und MC:=({AS: seSu{l}},{?}: fer}) die von C er-
zeugte Modulalgebra, die bool implementiere und die Standardumgebung pg

habe.

Sei neN0 und OPT.eOPM » i=1l,...,n Operationsketten; o und B seien Permuta-
tionen der Zahlen 1,?..,n.
OP:= OPa(l)_,.._pPa(n), opP':= OPB(I)—f" Oi$gn .

Sei seSU{]}, (1.0),(1"sp)eA, mit (1,0) g
Dann gilt: Es existiert mePm(Loc,py), so daB
m0P(p) = OP'(p) =:p' wund
(1,0P(p)) mé (1',0P(p)) wund
(m(1)5m0P(p)) = (T15p") ~g (1'50") = (n(1"),m0P(p)).

Verwende das wePm(Loc,pq) aus 3.2.11.
Dann gilt: "ldom(p) = 1ddom(p)
==> w(1) =1, =(1') = 1".

Der Rest der Behauptugg folgt dann mit 3.4.5, der Definition von mM ;
C

MMM

3.2.9 18Rt sich in einfacher Weise erweitern auf die Operationskette einer
Modulalgebra:

3.4.8 Corollar

Sei MC eine Modulalgebra mit der Standardumgebung poeAl}Z.

Dann gilt fiir alle OPeOPM und alle mePm(Loc,pq), peAle:
C
OP(mp) = nOP(p).

Beweis: Sei wePm(Loc,py), o€ A;42, neN, 0P:=Pn - PleOPM ;
SERETS. [ NEEI c
Fiihre den Beweis durch Induktion iiber n.

n=1: OP = P ==> P ist Create ohne Parameter, P((|,p)) =: (1,0")
> P((r()sp )) = (v(1),mp") nach 3.2.9

=> Tr—ls(p) = F(?rp) <$GOPMC' ).
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Sei die Behauptung richtig fir n.

Sei OP' := P 0P, py i= OP(p).

Sei (T0,) = P((11507)5-+-5(1mypy)) mit ((11,p1),...,(1m,p1))edom(r’)/\}iﬁl!c’i(‘)TF;:%

==> (n(]),wpz) = TS( w(]l),wpl),..,(n(]m),npl)) nach 3.2.9

(
(
(n(11),0P(mp))s...»(m(Im),0P(mp))) nach Induktionsvoraus-
(

=P
= — ( setzung.
==> P OP(p) = P_OP )
MMM
- -
g P Graphisch dargestellt bedeutet 3.4.8,
op l oP daB nebenstehendes Diagramm kommutiert.
‘n‘ —
Pl > P

Wie eingangs angekiindigt, wird nun der Begriff der Verhaltensgleichheit
erweitert fiir Elemente verschiedener Umgebungen.

Die Relation vy, war definiert worden aus der Sicht eines Programmierers
bzw. eines Anweﬁders, der zu einem bestimmten Zeitpunkt genau eine globale
Umgebung (Speicherbelegung) betrachtet. Dazuhin muB aber auch der Gesichts-
punkt desjenigen beriicksichtigt werden, der einen abstrakten Datentyp
spezifiziert und verschiedene Terme der Termalgebra vergleicht.

Sei beispielsweise (S,5,E) die Spezifikation eines Data-Kellers und
keTz,stack’ t:=Pop(Push(k,Createdata)). Durch die Gleichungen in E werde

k und t identifiziert. C sei eine Cluster-/Scriptmenge, die (S,z,E) imple-
mentieren soll.

In der von C erzeugten Modulalgebra gehdren EVAL(k) und EVAL(t) in der Regel
verschiedenen Umgebungen an, da EVAL(t)+2 im allgemeinen noch den durch
‘Createdata' erzeugten Modul zusdtzlich zu der Modulgemeinschaft in EVAL(k)+2
enthdlt. Um nun in der Modulalgebra die Elemente EVAL(k) und EVAL(t) ver-
gleichen zu kdnnen, muB die Umgebung EVAL(k)+2 um den durch Createdata
erzeugten Modul ergdnzt werden, was auf die Modulgemeinschaft in EVAL(k)+2
keinen a@ndernden EinfluB hat.

Al1gemein wird man beim Vergleich zweier Elemente (1,0) und (1',p') einer
Modulalgebra versuchen, die Umgebungen p und p' zu einer gemeinsamen Um-
gebung o so zu erweitern, daB p und p' nicht "wesentlich verfdlscht"
werden und in der Umgebung p dann ein Vergleich zwischen (1,p) und (1',p)

moglich ist.
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Eine Moglichkeit, zwei Umgebungen p,p'cA 2  einander anzugleichen be-
steht darin, auf p die Operationsfolge OP[p'] und auf p' die Kette OP[p]
anzuwenden. Anschaulich entspricht dies einer Summierung der Umgebungen p
und p'.

"Nicht wesentlich verfalscht" heift dann mit 3.2.11 , daB die zwei so
erhaltenen Umgebungen OP[p](p') und OP[p'](p) bis auf Permutation der

Locations gleich sind.

Von zwei leeren Kellern z.B. wird man aber nicht nur die Verhaltensgleich-
heit in einer gemeinsamen Umgebung Pq ervarten, sondern ebenso in allen
Umgebungen p des transitiven Nachbereiches von p1> die Py "unverfalscht
enthalten", insbesondere also auch die beiden Keller.

3.4.9 Definition (potentielle Verhaltensgleichheit)

Sei (S,L,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,I) und MC:=({AS:seSU{iJ},{?%: fer}) die von C erzeugte
Modulalgebra, die bool implementiere und die Standardumgebung e habe.

)

L. Z4is *7 “dis”

2. := {(a,a): aeAL}

1
3. (vseS-{diS})(v(],p),(]',p')eAz)
(Top) =g (1'50") :gdw (HOPI,OPZeOPM ) (3mePm(Loc,pq))
C
((mOP1(p) = OP2(p") =:pl)
((+0P3€0P,, , 5:=0P3(p,))
C

((x(1)53) as (155))))
4. (VseS)((lS,ls)e:S)
5. 2 := *35: seSU{|}},
Von zwei potentiell verhaltensgleichen Elementen in den Umgebungen p bzw. o'
wird also gefordert, daB diese Elemente in einer gemeinsamen erweiterten
Umgebung o, (d.h. OP3=c) bis auf Permutation der Locations bzgl. %M gleich

sind und dies auch in allen Folgeumgebungen o von Py gilt, die man~durch
Anwendung einer Operationskette in Py erhalt.

3.4.10 Lemma

Sei (S,I,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z) und MC:=({AS: seSu{l}},{ﬁ%: fery) die von C erzeugte
Modulalgebra, die bool implementiert und die Standardumgebung p, habe.

Dann gilt:  (vseSu{[}) :s ist Aquivalenz auf As,d.h. = ist Aquivalenz auf MC'
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Beweis:

Sei seSU{]}.
1. s=]: | ist die identische Relation auf A|
==> :l_ist Aquivalenz auf A1:

2. s=dis: = ® Vit “die ist Aquivalenz auf Adis (vgl.3.4.6)
ist Aquivalenz auf Adis'
3. Sei nun seS-{dis}.

3.1 Reflexivitat:

Setze in 3.4.9: O0OPl:= Q0P2:= €, m:= id

Loc
==> P = p.
Sei OP3e0P, , 5:=0P3(p).
Da ~ refleXiv ist (vgl. 3.4.6), gilt: (1,5) » (1.%)
==> (1,p) :s (1s0)-

==> =_ ist reflexiv fiir seSu{]}.

3.2 Symmetrie:
Seien (],p),(]';pl)eAz mit (T,p) ¢ (1'5p").
Zu zeigen: (1',0") = (T,0).

(Ts0) 3 (1'50") ==> 30P1,0P2e0PMC, InePm(Loc,p,) mit

0 _____TT__._____>D '"OP].(D) = 0P2(p ) =: pl

0P1 l 0P2 Sei 910:= Opl(p)

-1
U] y ==> 010 =7 pl
°10 1 -1 i1
bzw. ™ “0P2(p') = OP1(r).
i 0P3 0P3 . .
y \ Sei nun 0P3eOPMC, p'i= 0P3(plo).
m o Sei © :=mp'

==> 5 = 0P3(p;) nach 3.4.8.

(Top) =, (T'50")  ==> (n(l),E) Ve gl',E) i i
ws g onll)sm p) e G {1 Yon ) MAEN.352.9
== (" 1(1")25") o (Ti") da o) symetrisch (3.4.6)

==> (1',p") W; (]’D)

==>‘-‘S ist symmetrisch fir seSy{]}.

S
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3.3 Transitivitat:
Seien (1,0)>(1"20"), (1",0")eA: mit (1,p) =
Zu zeigen: (1,) = (1",0").

(1'50") und (1',0") = (1",0").

S S

Nach Voraussetzung gilt:

leOeAle: 10 OP1{p) flir ein OP1leCP

Me

0P2(p') fiir ein OP2eOP,
C
und Hnler(LOC,pO): mP10 = P71

bzw.

3p20eAif2: Pog = OP3(p') fiir ein 0P3eOPMC

OP4(p") fiir ein 0P4eOPM
C
und anzer(Loc,po): ToPpg = Po-

Setze nun:

03::‘ OPZ(QZ), Q30:= OPZ(DZO)

==> ﬂ2p3o = 03 nach 3.4.8
P300°= OP3(r1)s p300p:= OP3(eqq)
nach 3.4.8.

==>

"173000 - 300
Nach 3.2.11 gilt nun:

3myePm(Loc,00):  1,0P3 OP2(0') = 0P2_OP3(p')

und W3ldom(p') = iddom(p')’ insbesondere w3(1 )=1

==> ﬂ20n3oﬂ10P3_QP1(p) = 0P2_0P4(o").

Sei nun OP5e0P,, und p:= 0P5(p5).

M
c

Zu zeigen: (w20n30ﬂ1(1),o) mé (1",0).

Nach Voraussetzung gilt:

(“2(]')992)“2 (]"992)

==> (n2(1'),5) ﬂé (1",0) nach 3.4.5 (%)

Analog gilt:

(M (1)507) v (11509)s sei p': 0P5_0P3(e,)

==> (m(1)s0") v (1'50") nach 3.4.5
==> (W20v3oﬂl(])aﬂ20ﬂ3gw) %; (ﬂ20ﬂ3(]l),ﬂ20ﬂ361) nach 3.2.9.
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0'= 0P5_OP3(py) = OP5(p34,)
==> n20n3;' = 0P5(TT201T30300) nach 3.4.8
OP5(03)

=
Damit gilt dann:
(n20n3on1(1),E) = (n20n3on1(1),nzon35')

m; (n20n3(]'),n20ﬂ35') = (nz(l'),E).

Mit (%) und der Transitivitdt von m; erhdalt man dann:
(mpomomy (1)50) % (1",5)
g (1"50")
=> 3, ist transitiv fiir seSu{]}.
Obige Konstruktion 1dBt sich noch graphisch veranschaulichen:

== (1,0) =

Po Po Po
p pl "
0P1 0pP2 0P3 : 0P4
T T2
—> 9 P &y
10 1 20 2
0oP3 0P3 opP2 (0] 24
L | v g w2
0 > 0 > P > 0
3000 300 30 3
0P5 0P5
y 1T207T3
7' 5 T

-

Insgesamt ist also = eine Aquivalenz auf MC‘
MMM

3:4.11 Definition (MC/E)

Sei (S,Z,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster ./
Scripts mit Erf(C,S,z) und MC:=({AS:seSU{l)},{P+: fec}) die von C erzeugte
Modulalgebra, die bool implementiere,

Dann: MC/= 1w {AS/: : seSu{|}}.
N S
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3.5.5 Definition (Korrekte Implementierung eines abstrakten Datentyps
durch Clusters/Scripts)

Sei (S,I,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von Cluster /
Scripts mit Erf(C,S,z). Sei MC die von C erzeugte Modulalgebra, die
bool implementiere und & enthalte.

Die Spezifikation (S,z,E) wird durch C korrekt implementiert :gdw

M~ erfiillt genau die Spezifikation (S,z,E).

C

Analog wird dann auch davon gesprochen, daB die Modulalgebra MC
korrekt die Spezifikation (S,Z,E) implementiert.
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5.6 Das BiLp von Ty UNTER EVAL UND VON Tr ~p UNTER EVAL

3.6.1 Terme und Programme

Im folgenden sei (S,r,E) eine konsistente t-Spezifikation, C:={Aé:se$} eine
Cluster-/Script-Menge, . die die Modulalgebra MC:=({AS:seSu{l}},{F;: fes})
erzeugt und (S,z,E) korrekt implementiert.

Es wird informell gezeigt, daB es ausreicht, in MC nur das Bild von TZ

unter EVAL zu betrachten.

3.6.1.1 Sei teTZbeliebig. Dann kann t aufgefaBt werden als ein abstraktes
Programm. Da C die Spezifikation (S,I,E) korrekt implementiert, gelten
insbesondere die syntaktischen Bedingungen an C aus 3.1. Dies bedeutet,
daB jedem Funktionssymbol in t ein Prozedur-/Funktions-bzw. Operations-
bezeichner in der jeweiligen Beispielprogrammiersprache entspricht,

deren Aktivierungen geschachtelt sein konnen.

Mit dieser Zuordnung von Funktionssymbolen aus r zu Operationsaufrufen

in der Programmiersprache und einer unterstellten Abarbeitung der Teil-
terme von teTZ von links nach rechts kann einem Term teTZ ein Programm

P zugeordnet werden, das die Cluster bzw. Operationen aus C verwendet.

Die Semantik des Programmes P erzeugt in MC ein Element (1,p), welches

das Ergebnis von P und das Bild von t unter EVAL ist (vgl.3.4).

Damit entspricht einem Term teTZ ein Programm P in einer der Beispiel-

sprachen.

3.6.1.2 Sei nun P ein Programm in einer der Beispielsprachen, das aus-
schlieBlich Operationen Pf aufruft, die in den Clusters/Scripts aus C
programmiert wurden und somit einem Funktionssymbol f der Signatur der

Termalgebra T. entsprechen.

Fiir P sollen die folgenden drei Randbedingungen gelten, die keine Ein-
schrankung der Allgemeinheit bedeuten:

- P liefert genau ein Ergebnis eines Typs A;, seS, also keine Liste
von Ergebnissen.

- P hat keine Eingabe.
Jedem Programm mit den formalen Eingabeparametern parl,...,parn
kann eine Klasse von Programmen ohne Eingabeparametern zugeordnet
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werden, namlich fiir jedes n-Tupel einer moglichen Liste von
aktuellen Eingabeparametern ein Programm, in dem zunachst gerade
diese n Exemplare von Datentypen erzeugt werden.

FaBt man P als Funktion auf, so gilt damit:

P: > A; flir ein seS.
- Im Laufe der Berechnung von P werden nur solche Elemente erzeugt,
die zur Berechnung des Ergebnisses von P benotigt werden.

Unter diesen Voraussetzungen kann der Schachtelung von Aufrufen der
Operationen der Cluster/Scripts aus C, die den Code des Programms P
ausmachen, ein Term teTZ zugeordnet werden, der eine Schachtelung der ent-
sprechenden Funktionssymbole der Signatur (S,r) dastellt.

Damit entspricht dem Programm P ein Term teTZ, so daB} die Interpretation
des Programmergebnisses gleich EVAL(t) ist.

3.6.1.3 FaBt man die Oberlegungen aus 3.6.1.1 und 3.6.1.2 zusammen, so
erkennt man, daB es geniigt, das Bild von Tz unter EVAL in MC bzw. das
Bild von Tz “ unter EVAL in Mc/s zu betrachten.

3.6.2 Das Bild von TZ vg_unter EVAL als r-Algebra

In 3.4 wurde von der potentiellen Verhaltensgleichheit = lediglich ge-
fordert, daB sie eine Aquivalenz auf MC ist, d.h.auf die Kongruenzeigen-
schaft von = wurde verzichtet.Dies hat zur Folge, daB MC/E keine alge-

braische Struktur besitzt.
In dem Fall, daB eine Modulalgebra MC aber eine Spezifikation (S,Z,E)

korrekt implementiert, kann dem hier jnteressanten Teil von MC/E ¥
namlich dem Bild von Tz “g unter EVAL, wieder eine algebraische Struktur

unterlegt werden.

3.6.2.1 Definition/Lemma (Mt)

Sei SP:=(S,I,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von
Cluster /Scripts und MC:=({As:seSU{i}},{§; fer}) die von C erzeugte
Modulalgebra, die SP korrekt implementiert.

1. MC,—ET/—A_L_:= bd(EVAL)
ﬂg:= bd(EVAL) n Az , seS
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2. (vneN )(vs1,...,sn,seS)(vfer ) o)

Setze: _ .
szﬂgl X...X Ksn-——> AS
Pe([11,01)2s. -5 [1n,00] ) 2= EVAC([F(t1,...,tn) Jng)

wobei . ' . ‘
([1i,0i]s € Kﬁi A [Tispils = EVK[([t1]wE),t1eTZ,Si) Tl 5. 50

Dann ist Mt £ ({Kg: seS},{E}: fer}) eine r-Algebra.

Beweis:

Da TZ ~E eine Z-Algebra ist und EVAL nach Voraussetzung injektiv ist,
ist P, fer, wohldefiniert und Mt eine £-Algebra.

MMM

3.6.2.2 Corollar

Sei SP=(S,IZ,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von
Cluster/Scripts und M. die von C erzeugte Modulalgebra, die SP korrekt
implementiert.

Dann 1ist EVAL: TZ,NE > MC

ein I-Isomorphismus.

Beweis:

Nach Voraussetzung ist EVAL: To e — Mt bijektiv.
EVAL ist z-Homomorphismus:

- Sei fe: , ses
. E,S -
=>Pet  — R Py
- Sei neN, sl,...,sn,seS, fer

= EVKE([fhE)
sl...sn,s’ [tilvee TZ,NE’ T2l sls
EV L(fT ([tl]’\;f-.-,[tn]r\,g) = EVI:L([f(tl,...,tn)],\l )

" r\J —
Z, B = Pf(EVK[([tl]NE,...,E%ﬁ[([tn]mE)) nach 3.6.2.1.
Damit ist EVAL: T, > MC ein z-Isomorphismus.
MMM

Es liegt nun nahe, eine Art Vertrdglichkeit der potientiellen Verhaltens-
gléichheit bzgl. ﬁ% und 5}, fer, zu fordern.
DaB dies tatsdchlich gilt, zeigt folgendes Corollar.
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3.6.2.3 Corollar

Sei SP:=(S,r,E) eine konsistente t-Spezifikation, C eine Menge von
Cluster /Scripts und MC die von C erzeugte Modulalgebra, die SP
korrekt implementiert.

Dann gilt:
1. (VSeS)(vfez6 S)
F: (P ((L,po)) = ,W0 o, die Standardumgebung ist.
2. (vneN)(vsl,...,sn,seS)(vfele..'sn’s)

(vtieT, (it (Vispi):= EVAL(ti),i<l,....n)

Pf([u,pl]E 5 [InsenTz) = [Pe((11,0),e-0s(Iny0)) )2
wobei (1i,pi'):= EV(tl...ti-1,ti) 1i=1,...,n
p:=pn'
Beweis
1. P = EVAL([fIvg) = [EVAL(f)]: = [P.((Lspo)) ]z nach 3.6.2.1,
3.5.2 und 3.3.1.
2. Sei neN, sl;...,sn,seS, fezsl...sn,s)
Seien tieT_ _., (1i,pi):= EVAL(ti) i=1,

Fis 51
Dann sei Pf((ll, 0)s.ees(In, p)):= EVAL(f(tl .stn)) nach 3.3.1.

Pe((11,01]zs. -5 [Inspn]y) = EVAL(I f(tl,...,tn) v¢) nach 3.6.2.1.

EVAL([f(tl,...,tn)]n )

[EVAL(f(tl,...,tn))]

-

[Pe((11,0)5...5(In,p) ]z nach 3.3.1.

1}

) = [ij((]l,p),...,(]n,p)]s.

MMM

3,7 ERWEITERUNGEN AUF DER EBENE DER MODULALGEBREN

Fir die folgenden Abschnitte seien SP:=(S,z,E) und SP':=(S",z',E') kon-
sistente t-Spezifikationen, wobei SP' eine t-Erweiterung von SP ist.

C und C' seien Cluster-/Script-Mengen, so daB fiir die zugehdrigen Modul-
algebren M.:=({A_:seSu{]}},{P.:fer}) und Mcr:=({Bg: seS'U{]'}},{Pi:f'ec'})

gilt: MC 1mp1ement1ert korrekt SP und M., implementiert korrekt SP'.

C
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Die Frage ist nun, wie verhdlt sich MC Zu MC' bzw. Mt zu MC.?
Zu wiinschen ware, da sich MC in MC' und Mb in Mt. einbetten lassen

analog den Einbettungen von TZ in TZ. bzw. von TZ v in TZ;%E"

L]

3.7.1 Da ScS' und sci' gilt, existiert ein eindeutiger r-Monomorphismus

in: T — T,
) z
namlich:
- (vseS)(erze,s)(Tn(sz) = fTZ,)
- (VneN)(Vsl,---asn’ses)(erzsl...sn,s)

(v(tl,...,tn)eTZ,slx...x Tz,sn)

(in(f+ (tl,...,tn)) = f- (in(tl),...,in(tn)))
TZ TZ !
Es ist nach Definition klar, daB 'in' ein eindeutiger r-Monomor-

phismus ist.
3.7.2 Da SP' eine t-Erweiterung von SP ist, existiert ein (eindeutiger)
7 ~Monomorphismus
in: TZ,%E —> TZL%E"

Mit den kanonischen Abbildungen

KE: TZ _— TZ"\,E, t |—> [t]f\.,E
und 1k TZ' . TZ;mE,, ti—> [t]f\,E.
gilt: KE.oin = ﬁOKE.
Beweis:

Fiihre den Beweis durch strukturelle Induktion liiber teTZ.

a) Sei seS, t:=f er_ -
Weg(£)) = WLF7Ivg) = [F7 Jge = T0F) g = g (In(t)).

b) Sei neN, sl,...,sn,seS, fezsl...sn,S'

Sei (tl,...,tn)eTZ,Slx...x Tz,sn'

Nach Induktionsvoraussetzung gilt: 1n(KE(ti)) = KE.(in(ti)) i=1,...

“=> Tﬁ(KE(sz(tl,...,tn))) = Tn( [.sz(tl,...,tn
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= kg (fr (in(t1),...,in(tn)))
Z 1
= KE.(in(sz(tl,.--,tn)))
Damit gilt: «p.oin = THOKE.

MMM

3.7.3 Da M. SP bzw. MC' SP' korrekt implementieren, existieren

= C
EVAL: TZ > Moo EVAL: T S > MC/E
EVAL': T, > Moo > EVAL': Tt =3 Mci/z
< Mo > Mo/2 s (Ts0) 1—> [1,0]2
't Moy — MC,/; , (T50) 1— (1,012
und es gilt: co EVAL = FVKEOKE

k'o EVAL'= EVALIOKE|

3.7.4 Es wird nun eine Abbildung angegeben, die die Modulalgebra MC unter
bestimmten Voraussetzungen einbettet in MC"

IN:= {IN_: seSu{]}}: M. —> Mc:
INO: (vseS) INS(lS) i lé
INI: l‘(i’pO)) (l,,po') wobei po die Standardumgebung von M.
und p,' die von M., ist.
IN2: a) (vneN)(vseS)(Vﬁ%eOP(n,s))
(V((11,0)5...,(1n,p))e (dom(IN)" n dom(P)))

INPE((1150) - (10,0))):= P (I ((1120)) -5 ING ((110)))
mit in(f(tl,...,tn)) = f'(in(tl),...,in(tn)), tieTZ’Si T=1 5 a0 4N
b) (VSeS)(VF e0P(0, s))(vaeAl)

IN(P f(a)) (INlﬂa)) wobei f':=in(f)

IN3: (vneNo)(vseS)(vﬁfeOP(n s))(v((]l,p),...,(1n,p))edom(Ff))
Sei (]spl) ((]130) a(]nap))9

=P
(T;BW) E- ((TT}O) .,(TE}B)) :=IN(§%((11’O)’-'-’(]nsp)))

dann:
a) IN((Le") == (L")
b) Sei (1',p)eA ,seS, und (1',p") eAS per Lifting; dann:
IN((T'50")) 2= (INC(T'50) )41, IN((T,0"))42)
= (IN((1",0))+1,p")



-92-

Je nachdem, wie der Programmierer die Cluster-/Scriptmenge C und C'
programmiert hat, kann es moglich sein, daB IN nicht wohldefiniert
ist (Widerspriiche zwischen INZ2 und IN3b sind moglich).

An den Programmierer ist also die Forderung zu richten, C und C'

so zu programmieren, daB IN wohldefiniert und injektiv ist. Dies

kann etwa durch CgC' erreicht werden.

3.7.4.1 Definition (MC. erweitert MC)

Seien SP:=(S,z,E) und SP':=(S',z',E') konsistente t-Spezifikationen,

so daB SP' eine t-Erweiterung von SP ist.

Seien C und C' Cluster-/Scriptmengen und MC bzw. MC' die von C und C'
erzeugten Modulalgebren, die SP bzw. SP' korrekt implementieren.

MC' erweitert MC :gdw IN: MC > MC' ist wohldefiniert und injektiv.

Falls IN wohldefiniert ist, gilt:
INoEVAL = EVAL'oin

d.h. die Einbettung der Termalgebra kommutiert mit der Einbettung
der Modulalgebra.

Beweis:
In der Definition von EVAL(t) bzw. EV(e,t) , teTX, (vgl.3.3) werden
folgende 3 Schritte (u.U. mehrmals) angewendet:

~ Abbildung einer Konstanten fez s seS, in einem bestimmten

Kontext tl. tneT

- Lifting

- Operationsanwendung.
Es wird nun gezeigt, daB bei jedem dieser Schritte die Gleichung
INoEV=EV'o0in qiiltig bleibt; es wird also eine Induktion gefiihrt
iiber die Definition von EV.

a) Konstanten:
Sei seS, fezE g fli=in(f).
Induktion iiber den Kontext von EV:

- leerer Kontext: IN(EV(e,f)) = (Pf((l,p0 N=P.((]"s00
EV' (e,f")

- beliebiger Kontext # «:
Sei neN_, tieTZ’si mit in(ti)=:T7 fir i=1,...,n+l.
Sei (1,p):= EV(tl...tn,tn+l)
(T,p):= EV'(tI...%n,tn+1)

Sei IN((|,p))=: (]5p) nach Induktionsvoraussetzung.
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Dann gilt:
IN(EV(tl...tn+1,f)) = IN(?%((l,p))) Pf.(IN (([,0)))  (IN2)
= ?%.((lf,E)) = EV'(in(tT)...in(tn+1),in(f))
(IN3a)
b) Lifting:
Sei neN , tieT. .. mit in(ti)=:t1 fir i=1,...,n+l.

,Si
Seien (a,p) E (tl...tn,tn+l), (a,p) := EV'(TI...tn,tn+]),
o

IN((a,p))= (asp) nach Indukt1onsvoraussetzung

Sei teT, mit in(t)=:

(a',po ). EV(tl. ..tn+1,t), (a',p'):= EV' (TI...Tn+1,%),
IN((a',0')) = (a'sp"') nach Induktionsvoraussetzung.

Seien (a,p')in M. und (a,p') in Mc+ per Lifting.

Dann gilt nach IN3a und nach Voraussetzung:

IN((a,0') = (IN(EV(tl...tn,tn+1))+1,IN(EV(tl...tn+1,t))+2)

= (asp').

c) Operationsanwendung:
Beweis induktiv iiber teTZ.
- t=fez€,s, seS: vgl a).

- Seien neN ,meN ,seS; tieT. .. und ti:=in(ti) fir i=1,...,m,fe0P(n,s).
Seien ti'eT. _., i=1,...,n; f'(RT',...,En"):=din(f(t1l',...,tn")).

I,si
Sei 5%((a1,p),...,(an,p)):= EV(tl...tm,f(tl'...tn")),

F%.((ET}B),...,(EE}E)):= EV' (ET...Tm, f' (E1',...,tn"))
Nach Induktionsvoraussetzung sei IN((ai,p)) = (ai,p) fir i=1,...,n.
Dann gilt nach INZ:
IN(EV(tl...tm,f(tl,...,tn))) = (?’((al,p), ..»(an,p))

= P (IN((alsp))s. .5 IN((ans0)))

5' ((al,p),. .., (an,p))
= EV' (t1...%m,f' (—T',...,fﬁ'))
= EV' (in(tl),..,in(tm),in(f(t1',..,tn")))

Damit gilt : INoEV = EV'oin, insbesondere also
INoEVAL = EVAL'oin.

MMM

Auf eine Abbildung zwischen zwei £, -Algebren, wo (S; &£, )=(S,Z), kann
i 171 il

der Homomorphiebegriff aus 1.1.1.6 nicht angewendet werden, da fiir
diese Algebren keine konstante Funktionen definiert wurden . In der
folgenden Definition wird daher der Homomorphiebegriff eingefiihrt fir
Abbildungen zwischen QL—A1gebren.
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3.7.4.2 Definition (Zl-Homomorphismus)

Sei (S,1) eine Signatur, |#S und Slle L(vg] .3.2.4).
Seien A,B xlfA1gebren und H:={h : h : A —> B_, seSu{|}}: A — B.
H heift Xifﬁomomorphismus :gdw

1. (vSeS)(vfezE,S)(vaeAL)
H(Fp(a)) = f(h) ()

2. (vneN)(vsl,...,sn, seS)(vfez
(v(al,...,an)eASl X Asn)

..sn,s)

H(fA(al,...,an )) = fB(hsl(al),...,hsn(an))

Beachtenswert ist, daB auBer der Bedingung 1. iiber hl'keine Aus-

sagen gemacht werden.

Mit diesem Homomorphiebegriff fir ZlfA1gebren gilt nun:

IN: Mo — MC'{x, ist zlfHomomorphISmus. falls M. M. erweitert.
i
Beweis:

1. Sei seS, fezg,s ==> P%eOP(O,s).

Sei aeAl; Nach IN2b gilt dann:
IN(Pf(a)) = Pf.(INl‘a)), wobei f':=in(f).

2. Sei neN;sl,...,sn,seS, fezsl...sn,s ==> PfeOP(n,s).

Sei (al,...,an)eASl X...X A
Dann gilt nach INZ2a:

sn’

IN(FF(aly.. . aan)) = }_)—fl (INsl(al),.. . ,INsn(an))
mit f'{tl,..,tn"):=in(f(tl,...,tn)),
(tl,...,tn)eTz’Slx...x Tz,sn‘

Damit ist IN: MC > M ein zlfHomomorphismus.

'l
¢l
MMM

3.7.5 Analog der von "in' auf T, v induzierten Abbildung in (vgl. 3.7.2)
wird nun eine Abbildung auf Mt definiert:

IN: MC _ Mcl/;_



-95-
(vseS)(v[1,p]-€A.)

TN([1,0)2):= EVAL' o T o EVAL 1([1,01.)
= TVAT' (Fn(EVAL1([1,0).)
IN ist wohldefiniert, da EVAL bijektiv auf seinem Bild ist.

Da EVAL !, T und EVAL' z~Monomorphismen sind, ist auch IN ein
z-Mondbmorphismus (vgl1.3.6.2).

Nach Definition gilt: EVAL' o in = IN o EVAL.

IN existiert unabhdngig von IN, d.h. MC' mup nicht unbedingt MC
erweitern.

3.7.6 Analog der Vertauschbarkeit der Einbettungen in und in gilt fiir
IN und IN, falls Mer Mo erweitert:

IN o « =k' o IN

EVAL EVAL

wobei KEVAL bzw. INEVAL die Einschrankung von « bzw. IN auf das
Bild von MC unter EVAL ist.
Beweis:

Sei (1,p)ebd(EVAL) ==> (3teT )(EVAL(t) = (1,0))
==> «'(IN((T,p))) = «'(IN(EVAL(t)))

= «'(EVAL' (in(t))) (3.7.4)

= EVAL' (k. (in(t))) (3.7.3)

= EVAL' (in(x (t))) (3.7.2)

= EVAL' (in (EV“K’ («((150)))))  (3.7.3)

= IN(k((1,0))) (3.7.5)
MMM

Nach 3.7.5 ist klar, daB bd(TN)cbd (EVAL")=H,, .

Im folgenden Satz werden nun die Ergebnisse aus 3.7.1 bis 3.7.6
zusammengefaBt. Dieser Satz bringt nochmals deutlich die Parallelitdt

zwischen der Konstruktion einer Termalgebra Tz und einer Modulal-
gebra MC zum Ausdruck.



=

3.7.7 Satz

Seien SP:=(S,z,E)und SP':=(S',s',E"') konsistente t-Spezifikationen, so daB
SP' eine t-Erweiterung von SP ist. (S ,zi):=(5,z) .

Seien C und C' Cluster-/Scriptmengen und MC bzw. MCl die von C bzw C'
erzeugten Modulalgebren und MC bzw. MC' implementiere korrekt SP bzw. SP'.

Dann qgilt:
1. Es existiert ein g-Monomorphismus
IN: MC ——i MC ]
d.h. Mt 1@t sich in MC' einbetten.

2. Es existieren

in: Tx _— TE' Z-monomorph

in: Tz,“E > T Z-fonomorph
K TZ —_— TE,NE Z-epimorph

g Tx' —> TZLNE' £'-epimorph
Ko MC SN ¥ MC/E

k' MC' — MC'/E

so daR in dem Fall, daB MC' MC erweitert,

IN: MC > MC'

so daB die folgenden Diagramme kommutieren:

Zlf monomorph existiert,

in
TZ‘ >Tz.
KE\\\“\;T . in R g
1, VE e
EVAL (ij) EVAL l <::ji:> EVAL' EVAL'
Pred m > M
Mc/; —”"C [} /-=~
K <!
v / O \ v
i IN >Me:
Beweis:
a) Vgl. 3.7.5.

b) Vgl. 3.7.1 - 3.7.6.
MMM
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4, KORREKTE IMPLEMENTIERUNG EINES ABSTRAKTEN TYP-
PARAMETRISIERTEN DATENTYPS DURCH CLUSTER

In diesem Kapitel wird der Implementierungsbegriff aus Kapitel 3 erweitert
fiir den Fall von typparametrisierten Datentypen.

Hierzu bedarf es zunachst einer algebraischen Theorie abstrakter typpara-
metrisierter Datentypen. Diese wird in 4.1 entwickelt. Dabei wird nicht der
fliir den initialen Fall bereits vorliegende Ansatz der ADJ-Gruppe ([ADJ 78],
[EKTWW 79]) uUbernommen, sondern der in [HOR 80}, der sich gleichermafen

im initialen wie im terminalen Fall anwenden 13R3t.

In 4.2 werden die Konzepte zur Typparametrisierung von Clusters, Forms und
Scripts in CLU, ALPHARD bzw. CSSA untersucht. Im weiteren werden dann nur
noch CLU und ALPHARD betrachtet, da die Parametrisierung in der gegenwartigen
Version von CSSA noch erhebliche Mdngel aufweist (diese sollen in der zur
Zeit in Entwicklung befindlichen Version CSSA-M beseitigt werden).

In 4.3 wird dann gezeigt, daB aufgrund der Ahnlichkeit von CLU und ALPHARD
beide Sprachen wieder durch dieselbe abstrakte Syntax und denotationale Seman-
tik beschrieben werden konnen (parametrisierte Version von CLALPHARD).

In 4.4 wird schlieBlich definiert, wann eine Clustermenge eine parametri-
sierte Datentypspezifikation korrekt implementiert, nachdem an die Syntax
dieser Cluster, ausgehend von der Signatur einer Spezifikation, Forderungen

entwickelt und gestellt wurden.

4,1 ABSTRAKTE PARAMETRISIERTE DATENTYPEN

Ein parametrisierter Datentyp wird hier nicht als ein Datentyp, d.h. als eine
Algebra bzw. Isomorphieklasse von Algebren aufgefaBt, sondern als eine Trans-
formation, die die Algebra einer aktuellen Parameterspezifikation iiber-

fiihrt in die zugehorige Ergebnisalgebra des aktuell parametrisierten Daten-
typs. Gesucht ist also ein Funktor zwischen der Kategorie der zuldssigen
Algebren der aktuellen Parameterspezifikationen und der Kategorie der zuge-

horigen aktuell parametrisierten Datentypen.
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4.1.1 Definition (Kombination)

Sei (S,z) eine Signatur.
. ' ' o . ' |
Sei $'nS=@, u':clr,  we(SuS )*, sesyS’', (vueS*)(vreS)(zu’rnzg’r=g}
1. (S,2):= (S,z) + (S',z'):= (SuS',zuz') ist die Kombination von
(S,z) und (S',z') und es gilt dann: (S,z) < (S,I).
2. Sei E eine Menge von Gleichungen iiber (S,z), E' eine Menge von Gleichungen
uber (SuS',zuz'), wobei (S,z) < (SuS',zys').
Dann ist (S,5,E):=(S,2,E) + (S',z', E'):= (SyS',5yz',EyE")
die Kombination von (S,:,E) und (S',z',E').

Bei einem parametrisierten Datentypen werden nun vier Spezifikationen unter-

schieden:
(S.z,E]} Spezifikation des formalen Parameters
(SsZEJ+{SiTsE") Spezifikation des formal parametrisierten DT
(S,Z,E)+(SyzLE") Spezifikation des aktuellen Parameters
(S,5,E)+(SyzsE" )+(SSsSE") Spezifikation des aktuell parametrisierten DT

Iwischen den Spezifikationen bestehen somit folgende Zusammenhdnge:

Parameter +(Ssz,E') parametrisierter
Datentyp
formal (S,z,E) (S,Z,E)+(S3IsE')
+(SQZ:E")
aktuell (S,z,E)+(S5z5E") (S,Z,E)+(SZAE" J#{S525E")

4.1.2 Definition (syntaktisch zuldssig)

Seien (S,z), (SuS',zuz') und (SuS",ruz") Signaturen mit
SNS'=SnS"=S'nS"=znz"'=znz"=x"'nz"=P.
Dann heiBt (S",1") syntaktisch zuldssig fir (S',z') lber (S,z).

Notation: SynZul(Siz "S,z,S'z').
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4.1.3 Corollar

Seien (S,r), (SuUS',zur') und (SuS",ruz") Signaturen mit
SNS'=SnS"=S'nS"=znz'=znz"=r'nz"=@.
Dann gilt:

1. SynZul(s",=,S,z,S',z') <==> SynZul(S',:z',S,z,S",z")

2. SynZul(S",z",S,z,S',3') ==> (SuS'US",zur'uz") ist Signatur.

Der Beweis folgt unmittelbar aus 4.1.2.

4.1.4 Lemma

Sei (S,z) eine Signatur, A,B r-erzeugte z-Algebren.

Dann gilt: 1. Es existiert hochstens ein y~Homomorphismus g:A —> B.
2. Falls g: A —> B, g r-homomorph, existiert, so ist g surjektiv.
3. Falls g: A —> B, h: B —> A als z-Homomorphismen existieren,

so ist A=~B.
Beweis:
1. Tz Seien g,h: A —> B x-Homomorphismen.
Qi////// \\\\\iB TZ ist initial in der Kategorie aller
z-erzeugten g-Algebren
A > B . ) . . . ;
g,h op° Tz > A, o' T2 > B sind eindeutige

z-Homomorphismen. Mit g und h sind auch Jodps ho¢A: TZ-——> B r-Homomorphismen.
==> gody = o = hotp-
Sei nun aeA beliebig ==> es existiert teTZ mit @A(t)=a, da A z-erzeugt ist.
==> g(a) = g(ep(t)) = h(ey(t)) = h(a)
==> ¢ = h. |
2. Sei g: A —> B xz-homomorph.

A,B sind g-erzeugt ==> o0 op surjektiv ==> g surjektiv.

3. Seien g: A —> B, h: B — A g~Homomorphismen.
Sei aeA, teTZ mit o5(t)=a
Dann gilt: hog(a) = h(g(a)) = h(g(e,(t))) = h(eg(t)) = ep(t) = a
==> hog = idy
analog erhdlt man: goh = 1dB

1]
]
\%

1]

]

v

IJI> Q
oo
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Im folgenden wird eine Theorie der abstrakten parametrisierten Datentypen
entwickelt; zunachst fiir den Fall, da den Datentypen eine initiale Semantik

unterstellt wird, dann fir den terminalen Fall.

4.1.5 Initialer Fall

4.1.5.1 Definition (Alg! ¢)

Sei (S,n,E) eine Spezifikation.

Alg;,b,sei die Kategorie mit
- ’Algé,E‘::K]asse aller r-erzeugten r-Algebren A,die E erfiillen (zEg:A).
- /A]g%,E/fzK]agge aller zugehorigen s-Homomorphismen

4.1.5.2 Defintion / Lemma

Sei (Aj: iel} eine Familie von Kategorien mit 5A1!01AJ|=/A1/”/Aj/=¢ fir i,jel,i#j.

o A; ist eine Kategorie mit
e = A
iel jel
jel jel
Da die einzelnen Objekt-~ und Morphismenmengen disjunkt sind, ist mit Ai’ iel,
auch @ A; eine Kategorie.
iel

4.1.5.3 Defintion (parametrisierte i-Spezifikation, (:z,E,z; E')-i-Transformer,
i-Trans(z,E,25E"))

Seien (S,%,E), (SuS,tuznyEUE') Spezifikationen mit SnS'=znr'=@.
1. A-lgh = @ A]Q' "
/.,E,>. (SI,I}”) m]t LUz ,E
SynZul(S5z5S,2,S,z')
2. (S,z,E,S,2,E") heiBt parametrisierte i{-Spezifikation :gdw
(v(SSz2") SynZul(Syr5S,2,S5r'))(vAe Alg. £ )
(Ceogsalr, L Sa)n((vseS) (veeT VBt eTypus) (teg g iat')))
WO ¢ iip die kleinste Kongruenz auf TZUZ'UZ" ist, die E, E' und
die durch den initialen Epimorphismus oy Tzuv” —> A induzierte

a

Tur'uzys

Kongruenz A enthalt.
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3. Sei (S,z,E,S',z',E') eine parametrisierte i-Spezifikation.
3.1 Ein (z,E,5',E')-Z-Transformer F ist ein persistenter Funktor
Fr Mgy e pe = Al eue,x Lk
(v(S",£"):SynZul(S525S,£,S,z ))(vAelAlgz,E,z.{n!Algzuzul)(F(A)e{A]gzuz.Uqu)
3.2 {-Trans(z,E,s',E') ist die Kategorie, deren Objekte gerade die
(£,E,2',E')-i~Transformer sind und deren Morphismen die natiirlichen

Transformationen dieser Funktoren sind.

= Toustuz”

A °7 TEUEAS
Eine parametrisierte i-Spezifikation (S,z,E,S',z',E') muB also so beschaffen
sein, daB fiir alle Algebren Aé]A]gz,E,z'l einer aktuellen Parameterspezi-
fikation gilt: :
- A ist zuz"-erzeugt.
- A erfiillt E, die Gleichungen der aktuellen Parameterspezifikation

4. Sei (S",z") mit SynZul(S",z",S,5,S',5'), AelA]gzuz?E"
T

- A erfiillt die Konsistenzbedingung: EELE'AIT C -
s Z "

Da nach Voraussetzung bereits = C EELE;A]TZLE" gilt, ist damit sogar
R S— ;
A EUESA TZUZ"

Dies bedeutet, daB die Gleichungen E' des formal parametrisierten Daten-
typs sich nicht auf den aktuellen Parameter auswirken.
- A erfiillt die Vollstandigkeitsbedingung:

(vseS)(vteT ) (3t eTzUZQS)(t “EUEiA b ).

Dies bedeutet, daB alle Terme der Termalgebra TEUZ'UZ"’ die von einer
Sorte der Spezifikation des formalen Parameters sind, bzgl. :A
kongruent sind zu einem Term der Termalgebra des aktuellen Parameters.
D.h., beim Obergang vom aktuellen Parameter zum aktuell parametri-
sierten Datentyp werden die Trdgermengen der Sorten seS nicht er-

wejtert.

Die Vollstdndigkeitsbedingung in 4.1.5.3.2 1dRt sich verallgemeinern:

4.1.5.4 Corollar

Sei (S,z,E,S",z',E') eine parametrisierte i-Spezifikation, (S%c") mit
SynZul(s",z",S,z,5',2"), Ae|Alg | n|Alg
Dann gilt:

3,E,1 sz

{vseSyS" ) (vteT Y (3t eTzuz",s)(t EUE" LA t')

zuz'uz”,s
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Beweis:

seS: die Behauptung gilt, da (S,z,E,S',z',E') parametrisierte i-Spezifikation
ist.

seS": sei teTS. Der Beweis erfolgt durch strukturelle Induktion.
L t=fe(zuz'uz")€’s ey fezg,s ==> feTzuz" s (setze also t':=t).

b

2. t=f(tl,...,tn), fe(zuz'uz") ¢ » Sl,...,sneSus'us",

t1eTsi’ i=1,...,n.

seS" ==> fex" ==> s1,...,sneSys"

sl..a8n,s
daraus folgt nach Induktionsvoraussetzung:

zZu tieTSi existiert ti'eT mit tizEUE;Ati', i=1l,...,n.

1] $

1

= ist tuz'uz"-K oy
=EUEA ongruenz

==> t=f(tl,---,tn)5 EUE;A f(tl ,--~,tn ) =:t Und t eTZUX’;S-
MXN

Die Algebra AelA]gZ ¢ Z.l (wo (S,z,E,S',Z';E') eine parametrisierte i-

Spezifikation ist) eines aktuellen Parameters kann in die Quotientenalgebra

T/~ eingebettet werden:
A

4.1.5.5 Lemma

Sei (S,:z,E,S',z',E') eine parametrisierte i-Spezifikation, (S",z") mit
SynZul(s",z",S,5,5',2'). Sei Ae,A]gzuzﬁElnlAlgz,E,z‘,'

Dann gilt:
(vseSuS") existiert v A, — T/:A{zuz"s
(vaeA) a I—> [t]l. mit teTzUEQS’ ¢A(t)=a
und W={ws:seSUS"} ist ein zuz"-Isomoaphismus.
Beweis:

1. ¥ ist wohldefiniert:
A ist zuz"-erzeugt ==> zu aeA existiert teTzUZ” mit ¢A(t)=a.
Sei nun tsAt mit t,t eTZUZ“.
Nach Voraussetzung (EAQ:A) folgt dann: t:At'
==> ¥ ist wohldefiniert.

2. v ist injektiv:
Sei seSuS", a,a'eA.

Sei [t]:A= ws(a)=ws(a ) = [t} :A mit t,t eTqu:s. @A(t)=a und oA(t )=a'.
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==> ¢ =, t'. Nach Voraussetzung (parametrisierte

A
i-Spezifikation) folgt dann:

tzAt' ==> a = a' ==>y ist injektiv.

. ¥ ist ein zuz"-Homomorphismus:
A ist rur"-erzeugt. Fiihre also den Beweis durch strukturelle Induktion

uber teTzuz"'
a) Sei t=fe(ruz") g seSUS" und a:=9,(t).

Ey

==> y (a):[t]: =t -~ .
S A T/ A
b) Sei t=f(tl,...,tn), fe(zuz")s1 o sl,...,sn,seSus",
tieTZUZ‘;S-i’ 1=1,.--,n.

a:=¢A(t) = @A(f(tl,...,pn)) = fa(ep(tl)s... 0, (tn)).

Sei nach Induktionsvoraussetzung @A(ti)=ai bzw. v(ai)=[t1]. , i=1,..,n.

==> ¥(fy(al,e.nsan)) = [F(tl,o.utn))e = fre ([t1) v oftnl )
A A A A

= fT/: (v(al),...,y(an)).
Damit ist ¥ ein zuz"-HomomorphTsmus.

s W ist surjektiv fiir seSuS":

Sei seus", [t]. eT/=, mit teT. .

A
Zu zeigen: (JaeA ) (v_(a) = [t]~ )
s s "
Nach Voraussetzung und nach 4.1.5.4 existiert zu t ein t'eTZUZuS: tsAt'.

Setze a:=g,(t') ==> v_(a)=[t']. = [t]. .
A S A A

Da teT/:A,s, seSuS" beliebig, ist Y surjektiv fiir seSuS".

MMM

4.1.5.6 Lemma

Sei (S,%,E,S',z',E') eine parametrisierte i-Spezifikation, (S",z") mit
SynZul(S"s 3" 554555 431" )
Sei A,BelA]gZ E Z.Jn]Alg' |» g: A —> B ein zuz"-Homomorphismus.

Tun"

Dann gibt es genau einen zuz'ut"-Homomorphismus

_g—: T al _ == 1 ll[

' - '
LUZ UL “EUELA LUz UL “EUE'B

mit [tls I==3{t]. teT
A B
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Beweis:
Zu zeigen: g: [t]- 1—> [t]. , teT, ist wohldefiniert.
A B
T Ty = A g T g — B. Sei t.t'eT  oumit tz)t'

==> godp (t) = oo (t').
Andererseits gilt (vgl. 4.1.4): ®B(t) = goéA(t) = go¢A(t') = @B(t')
==> tzt! ==

8-

=aC
FUr S 9iTt: =p piCops 5pC7p == = priCTp, SpecTy
==> :AQ:B’ da :A die kleinste Kongruenz ist, die “EUE" und 2 enthalt.

T Nach 4.1.4 existiert hochstens ein
¢TA QTB g: T/:A —> T/:B und es gilt : §b¢TA=¢TB
T/.A s T/:A ==3 g t]:A)=9(®TA(t))=®TB(t)=[t}:B , teT
MXN

4.1.5.7 Corollar

Sei (S.r,E,S',z',E') eine parametrisierte i-Spezifikation,
(§",z") mit SynZul(S",z",S,z,S',z').

Seien A,Be]A]gZ’E’Z.\n}A]géUZul, g: T/EEUE;A iy T/EEuE;B wie in 4.1.5.6.
Zu A bzw. B existieren v,: A —> T/. bzw. ¥pi B —> T/~ tur"-Isomorphis-
men gemaB 4.1.5.5. A B
Dann gilt: _ -1 3

9s= ¥B,5°95°%A, s fiir seSus".
Beweis:

Die Behauptung folgt direkt aus 4.1.4:

y
LI
A Qo¥, = ¥pog: A —> T/-
— A B
gy v 9 B
B >T/:
WB B

MMM

Damit kann ein nuz"-Homomorphismus zwischen zwei Algebren A und B der
aktuellen Parameter-Spezifikation fortgesetzt werden (mittels den Einbettung-
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en yy und WB) zu einem 3y g’ (5" ~Homomorphismus der Quotientenalgebren

T/~  und T/~ der Ergebnisspezifikationen .
A B

Die Ergebnisse aus 4.1.5.5. und 4.1.5.6 werden nun zusammengefaBt, um die
eingangs erwdahnte Transformation zwischen Algebren einer Spezifikation
eines aktuellen Parameters und den entsprechenden aktuell parametrisierten
Datentypen zu konstruieren als Funktor zwischen den Kategorien A]gz,E,t'
und A]QZLﬁlELﬁlz' (wo (S,z,E,S',z',E"') eine parametrisierte i-Spezifika-
tion ist).

Dieser Funktor wird sogar persistent und initial in i-Trans(y,E,5,E') sein.

4.1.5.8 Satz

Sei (S,z,E,S',5',E') eine parametrisierte i-Spezifikation,
(S”,Z") mit Synzu1(sll’zll,s,z,sl ,Zl)'
Seien A,Be[A]gZ’E’E.|rﬂAlg£U2"|, g: A — B ein g z"~Homomorphismus.

P A]gz,E,Z' 7 A1gZUZ;EuE;Z'

(VAe,/—\]g £ |,) Al— T ' n/__
YD) LUz UL :EUE;A

g —> g gemaR 4.1.5.6
Dann ist F initial in i-Trans(s,E,5',E').

Beweis:

' [ Al : ) wle
supiEuE ! INA195 o !

T/~ st yzyz'yz"-erzeugte gyz'yz"-Algebra und erfiillt die Gleichungen
A

1. T/~ e|Alg
A

EUE' (vgl.: :A == EUELA)'

2. F ist persistenter Funktor:

a) Sei Ae]A]gZ £ Z']'
Sei g:idA == g:F(g)=idF(A) nach 4.1.5.6.

b) Seien A’B’Ce,A]gz,E,z‘InIA]gzuz“" g: A—> B, h: B—> C seien
tuz"-Homomorphismen, teT.

F(hog)([t]= ) = [tl= = F(h)([t]. ) = F(h)oF(g)([t]= )
G B A

A
==> F(hog) = F(h)oF(g)
==> F st Funktor.

¢) F ist persistent nach 4.1.5.5.
Damit gilt: Fei-Trans(z,E,z',E').
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3. F ist initial in i-Trans(z,E,z',E"):
Sei Gei-Trans(z,E,z',E').
Setze: t: F—> G, 1,:F(A) — G(A), AelA]gz,E,z'[’
Ta(lt]s ):=¢G(A)(t), (t]. eT/~ .

A A A
a) ) ist wohldefiniert:

EUE'

—

da G persistent

T Xe)

6(A) UM =aG(a)
“EUELAT ASTG(A)
==> 1, ist wohldefiniert.

b) T, ist zun'yz"-Homomorphismus, da PG(A) ein zuz 'us"-Homomorphismus ist.
c) A ist eindeutig nach 4.1.4.

d) r ist natiirliche Transformation:
T
A

A F(A) ————— G(A) 9, 6(3)» v und p sind 5z’ Uz -Ho-
_ B o
g l g l G(g) momorpnismen
) Y, _ _ )
B F(B — G(B) ==> G(g)ot,: F(A) — G(B) und
B

Tgo9:  F(A) — G(B) sind
ebenfalls zug'uz"-Homomorphismen.
F(A),G(A),F(B) und G(B) sind zuz'us"-erzeugt

==> G(g)orA = TBOE
==> 1 ist natiirliche Transformation.

Damit ist F initial in i-Trans(z,E,z',E').

MMM

Winschenswert ware, daf3 der initiale Funktor F die initiale (Quotienten-)
Algebra einer Spezifikation eines aktuellen Parameters iberfiihrt in die
initiale (Quotienten-)Algebra der aktuellen resultierenden Spezifikation
und daf} diese eine i-Erweiterung der aktuellen Parameter-Algebra ist.
Insbesondere setzt dies voraus, daB die entsprechenden initialen Algebren
in der Kategorie der zuldssigen aktuellen Parameter bzw. der Kategorie
der zugehorigen aktuell resultierenden Datentypen liegen.
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4.1.5.9 Satz

Sei (S,:z,E,S',z',E') eine parametrisierte i-Spezifikation,
(s",z") mit SynZul(s",z",S,=,S',z'), (SuS",zuz",EUE")  Spezifikation
und Fei-Trans(z,E,z',E') wie in 4.1.5.8.

Dann gilt:
Tzuz?EuE" € lA]gz,E,z'{ unid
F(TzuztEuE") B Tzuz'uz!EuE'uE" 15T e
i-Erweiterung von TEUZUEUE"'

Beweis:

Lo R=Ty popene A9y g oo |0

A ist rur"-erzeugte ruz"-Algebra und erfiillt die Gleichungen in E

==> Ae'A]gZ’E’Z||.

2. F(A)=Ty g U EUE LB

Zu zeigen: “A = ZEUE'UE"

", =
+ =

€% K PEUE
“eoE € TEuE'uE" A T FRuEC Truz
==> =z, € = n,
A EUE Tzuz"
"7 A CEUE'uE"
== Tp € Fpgeuen

“2": Klar ist nach Definition: EUE' ¢ A S TELELA”
Noch zu zeigen: E" ¢ =,.

- 2
Sei (L,R)eE", EVE'UE'CT w(X)s Xz= U .k
= “BUEUE seSus'us® S
Sei o: X —> TZUZ'UZ" eine Belegung.

Zuoexistiert nach 1.1.1.23 eine eindeutige Fortsetzung

o Tz — Touriusm

v _a(X)
i Uz U2 - X
Sei nun c(Ly=:t, g(R)=:t' mit t,t'eT.

‘A ist die kleinste Kongruenz, die EUuE' und = enthalt.

Zu zeigen: Es existiert eine Belegung ¢': X — Tzuz'uz" derart,

daB 5'(L)=:T, 5'(R)=:t' mit f}f"eTZUZu und t:Af, t'=Af'
(wobei g': Tzuz'uz“(x) e Tzuz'uz" die Fortsetzung von g4

TZUZ'UZ"(X) iSt.)
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Es gilt: (L,R)eE" ==> R,LeT, ~u(X)

d.h. alle Operationssymbole, die in L oder R vorkommen, sind aus ruz"
==> Teilterme t eT-T_ . von t oder t' konnen nur durch die Belegung
o(x)=tO einer Variablen x in L bzw. R entstehen.

Sei tx:=o(x) flir xeX.

Sei X':={xeX: x kommt in L oder R als Variable vor und
0(X)=tXET‘TZUzu}.

X':= X'nX , seSuS'us"
S S

L,ReT. _u(X) ==> X'= U X!
Bl seSuS”

=> (vxeX')(3seSys") (o(x)=t eT.)

=> (VseSUS”)(vxeXé)(at;eT t =, t! nach 4.1.5.4.

zuz!s) X A"X

. I . G
setze: o': X > TZUZ'UE“

(vxeX)o' (x):= {tx LToupn Mt t=pt, falls xeX

a(x) sonst

Sl |

Mit ¢ ist auch ¢'eine Belegung. Sei &' die Fortsetzung von o'
auf T(X). Dann gilt nach Konstruktion: 35'(L), 8'(R)eTZUZ".

Da =, nuz'uz"-Kongruenz ist, gilt ferner: t:=3'(L :AS(L)=t
und t':=5"(R :AB(R)=t'.

Damit ist (%) bewiesen.

==> t :A t EA t :A t! ==> t :A t ==> E|§:A
==> EUE'UE" ¢ =,
== TEuE'UE" € TA

Mit 4.1.5.5 ist dann F(T ) eine i-Erweiterung von T

TUZYEUE" TUZYEUE"®

Sei (SO,ZO,EO) eine Spezifikation und (S,:,E,S',5',E') eine parametrisierte
i-Spezifikation. Den zo-Algebren, die EO erfiillen, entsprechen dann im
parametrisierten Fall die i-Transformer Hei-Trans(z,E,z',E').

Insbesondere entspricht der initialen Quotientenalgebra TZ JE der initiale
Funktor F in i-Trans(z,E,z',E'). 0%

Diese Parallelitdt legt folgende Definition nahe:
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4.1.5.10 Definition (i-abstrakte parametrisierte Datentyp)

Sei PS:=(S,z,E,S',z',E"') eine parametrisierte i-Spezifikation.
Dann heiBt der in i-Trans(z,E,z',E') initiale Funktor der durch
PS spezifizierte <-abstrakte Datentyp.

4.1.5.11 Unterschied zum ADJ-Ansatz

Der Unterschied zum ADJ-Ansatz (vgl. [ADJ 78], [EKTWW 79]) liegt in der
konsequenten Betonung der Transformationseigenschaft eines parametrisierten

Datentyps und im verwendeten Formalismus.

Die Betonung der Transformation zwischen Datentypen findet ihren Nieder-
schlag in der Definition von i-Trans(z,E,z',E') und der Auszeichnung des
initialen (bzw. terminalen) Funktors in dieser Kategorie. Dabei werden von
Anfang an alle moglichen Algebren der Spezifikation des aktuellen Para-
meters in der Definition von.A1gz’E,Z. beriicksichtigt. Daraus folgt, daB
ein Funktor aus i-Trans(I,E,z',E') als Argument die gesamte Algebra eines
aktuellen Parameters hat und nicht nur deren z-Einschrdankung (d.h. sich also
nicht nur auf die Eigenschaften des formalen Parameters bezieht).

Die Konsistenz- und Vollstandigkeitsbedingungen in 4.1.5.3, die die Menge
aller Spezifikationen einschranken, entsprechen der Forderung in Theorem 10,
[ADJ 78], daB der Funktor F persistent ist, was ebenfalls die Menge der
moglichen parametrisierten Spezifikationen einschrankt.

4.1.6 Terminaler Fall

Dual zum initialen Fall wird nun unter dem terminalen Gesichtspunkt die
Theorie der abstrakten parametrisierten Datentypen entwickelt.
Zundchst wird die Verhaltensg?eichheit,bE aus Kapitel 1 verallgemeinert.

4.1.6 Definition (~_)

1

Sei (S,z,E) eine t-Spezifikation und = eine r-Kongruenz auf Tz'
vo ¢ Tox T wird wie folgt definiert:

1.

“z,dis’ T dis
2. (vseS-{dis})(vt,t'eTZ s)
0 1 .
a) t r\,;’st :gdw (vnel\.l)(vsl, "’Snes)(vfezsl...sndis)
(vlsjen)(w(tl,...tn)eT  cpxox T )
(sj:s ==s f(tl’.,,t’,,,tn)m: disf(tl,..,t;--,tn))
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b) (vieNO)
TEL "y '
t “z,st gdw  (vneN)(vsl,...,sn,s eS)(vfe}:Sl ‘.sn,s')

(vlgjgn)(v(tl,...,tn)eTz’SI?...x Tz,sn)
(szs ==> f(tl,..,t,..,tn) ~_ _f(tl,..,t;..,tn))

3. (vseS) ~_ _:= n A

=,8° . z,S
1eN0
4. n_r= {n_ ¢ S€S).

4.1.6.2 Lemma

Sei (S,Z,E) eine t-Spezifikation und = z-Kongruenz auf TZ'
Dann ist ~_ eine I-Kongruenz auf TZ'

Beweis:

1. ~_ ist eine Familie von Aquivalenzrelationen:

~ Reflexivitat:

Fiihre den Beweis durch Induktion iiber ieNO:
1‘

Zu ze1gen:(V1eN0)(vseS)(vteTz,s) t s t

i=0: Sei seS, teTZ .
s=dis ==> tn_ dist , da = Kongruenz.

=

s#dis: Sei neN, sl,...sn,eS, l<jsn, tieTz .i® j=l,...5N,

i

fezsl.. s SJj=S.

.sn,dis
Dann gilt:

. 0
==> t mE,S t.

i>0: Sei X , reflexiv fiir ksi-1 und ses.

 Sei seS, teT, ..

s=dis ==> fertig-

s#dis: Sei neN, sl,...,sn,s’eS, fez51,,.sn,s
s.=s, dann

F(t1aensts...stn) a1 S

==> n, ist reflexiv fiir seS.

=9

reflexiv ist

43 tTeTz,si’ i=1l,..,n.

o f(tl,...,t,...,tn) nach Induktions-
voraussetzung

Analog wird ausgehend von der Symmetrie bzw. Transitivitdt von dis

induktiv die Symmetrie und Transitivitdat von ~_ bewiesen.
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2. Kongruenzeigenschaft:

Sei neN, sl,...,sn, seS 1fezsl .Sn,s® ti,tid ETz,si mit t1m5t1 1 JRRP
. Da (VieN )(VISan)(t m tJ ), gilt:
f(t1,t2,.. tn)m: (tl t2 ,tn)d_ JS(tlit2s.tn)d, ...
L F(t1,t2',...,tn')
==> (vieN ) f(tl,...,tn) v  F(tl',...,tn")
Insgesamt gilt damit: ~_ ist r-Kongruenz.
MMM

4.1.6.3 Lemma

Sei (S,x.E) eine t-Spezifikation, 1 und 5 r-Kongruenzen auf Tz'

Dann gilt: ‘
n_ . C O
:1,d15 - :2,d15 :1 —2
Beweis:
Zu zeigen: ~_ C n_ fiir sesS.
:135 - :2,5
Der Beweis erfolgt induktiv iiber die Definition von ~_ bzw. ~_

1. Sei seS, t,t'eT . mit t%_ t'
L 1
==> (wneN)(sl,. ..,sneb)(vfezsl'_.Sn,dis)(v(tl,...,tn)eTz’slx...x Tz,sn)
(i) ((s=s; ==> f(tl,...,t,..tn) A oo f(tl,...,t",...,tn))
J Eqs is

Da n_ i C folgt: t ~_ t'
:1,d1s 2,d1s =
___0 0 -
==s %51’5 c mzz,s fir seS,
2. Sei nach Induktionsvoraussetzung l_ s 1_ " fiir seS, i30.
:1’ :2,
Sei seS, t,t'eT 8 mit t1+1 s
L3 =1
==>((wneN)(vsl,...,sn,s eS)(vfezsl._.sn?S.)(v(tl,...,tn)eTz,slx...x Tz’sn)
(vlsjsn)(s= =s; == f(tl,...t,..,tn) A Fltlyanst’ yenstn))
...1!
> Pl enstys .,tn)m f(tl,..,t',..,tn))
=95S
s, t‘ti t'
> 1AL g 141
- :1 :2
==>a_ ¢ A fiir 120, s€S == a_ ¢ o
1 2 1 2 MMM
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4.1.6.4 Lemma

Sei (S,r,E) eine t-Spezifikation, = eine r-Kongruenz auf Tz'

Dann gilt: =C n_.

Beweis:

Der Beweis erfolgt induktiv iber die Definition von v_.

1. Nach Definition von % ist dis =< dis’

b

2. Sei t=t', t,t'eTZ S seS~{dis}.

a) Sei fezsl...sn,dis’ sl,...,sneS, neN und sj=s fir ein je 1,...,n .

Sei tieTF Si i=1,...,3-1,j+1,...,n.
= ist »-Kongruenz ==> f(tl,..,t,..,tn) =dis f(tl,..,t',..,tn)
Mit 1. folgt: f(tl,..,t,..,tn)n FlELl ousl’ oo ustn)

=,dis
==t 2t
=4S
==> = C QA fiir sesS.
S= Z,8 '
b) Sei nach Induktionsvoraussetzung: = ¢ %: s »120, SeS.

Sei neN, sl,...,sn,s'eS, sj=s, fezsl...sn
= ist Kongruenz ==> mit tzst' gilt auch:
f(tl,..,t,..5tn) =0 f(tl,..,t",..,tn)

==> f(tl,..,t,..,tn) l: g f(tl,..,t',..tn) nach Induktionsvoraussetzung.
f war beliebig ==> t1i} t'

i+l Rag
N »SES

=9

Insgesamt gilt damit: = ¢ ~_.
- MMM

’SIQ t1eTZ,Si’ 1=1,..,J-1,J+1,..,n

==> = C

4.1.6.5 Definition (Mod! v» parametrisierte t-Spezifikation,

z,p» Mody b s
(z,E,z',E')-t-Transformer, t-Trans(:z,E,z',E")

Sei (S,z,E) eine vollstindige t-Spezifikation.

1. Mod; o := {Ae]A]gZ,EI: Agso=Tttps FRaIAIA g5 [52A2 =y )

“A
2. Sei (SuS',zur',EUE') eine t-Spezifikation mit SnS'=zn:'=@
und (S,z,E) konsistente t-Spezifikation.
2.1 Mod i o= 0] Mod! _,
LoEsE (S:Zu) mit TUzYE
Synzul(S,z55,2,S3z")

wobei ~,:=n_ .
A
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2.2 (S,5,E,S',z',E') ist parametrisierte t-Spezifikation :gdw
(v(S",z"): SynZul(S",z",S,2,S',2"))(vAe[Mod; ¢ .. [n|ATg, ul)

((”EUE;A(TZUEH = p)A((vseS) (vteT oy pus ) (3LETy rug)
(tvgygsat)))

wobei NEUE;Azzw

v

A *T “EUE'A T M=

3. Sei (S,z, E,S',5"',E") eine parametrisierte t-Spezifikation.

3.1 Ein (3,E,5',E')-t-Transformer F ist ein persistenter Funktor

FiMod, p pro = Modp i EUE',g! mit
n.n . . n 1 1

(v(S5z"): SynZul(S%z'S,2,Si: ))(VAG!MOdz,E,z4n|Algzuz"')
(F(A)e |Mod! .

zuz'ug”
3.2 t-Trans(z,E,z',E') ist die Kategorie, deren Objekte gerade die
(z,E,z',E')-t-Transformer sind und deren Morphismen die natiir-
lichen Transformationen dieser Funktoren sind.

Als Modelle fiir die Spezifikation eines aktuellen Parameters werden also
nur Algebren A zugelassen, bei denen die Verhaltensgleichheit mi§ der
(initialen) Gleichheit zusammenfallt (EA = s vgl. 4.1.6.5).

Die Anforderungen an eine parametrisierte t-Spezifikation (Konsistenz- und
Vollstandigkeitsbedingungen) entsprechen denen im initialen Fall.

In 4.1.6.5.2 wird nicht gefordert, daB (SuS',zu:z',EUE') eine konsistente
t-Spezifikation ist. Dies ergibt sich namlich aus der Konsistenz von (S,z,E)
und der Konsistenzbedingung in 4.1.6.5.2.2.

4.1.6.6 Lemma

Sei (S,z,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation.
Dann ist (SUS',zUs',EUE') eine konsistente t-Spezifikation.
Beweis:

Zu zeigen: tr iEUE' Fl.

Setze (S",z"):=(P,@). Dann gilt trivialerweise SynZul(S",z",S,z,S',z"').
Ai= T, ~vp. Ae[Mod. o .|, da (S,3,E) konsistente, vollstdndige t-Spezifikation ist.
(d.h. insbesondere: 'Adisjzz)’ A ist y-erzeugt und ==, = (NA!=N5A,WE:=mEE).
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“EUELA T VEUE'"

Annahme: (SuS',zuz',EUE') sei nicht konsistent, d.h. tr;EUE.f1
EUE;disf1'

Mit der Konsistenzbedingung fiir die parametrisierte t-Spezifi-
kation folgt dann, da tr,f]eTZ:

tr A fl bzw. tr “E f1

== tr “F f1. Dies ist aber ein Widersnruch zur Konsistenz

der t-Spezifikation (S,:,E).

==> trn

Also gilt: tr tEuE' f1, d.h. (SuS',zus',EUE') ist eine konsistente t-Spezi-

fikation.
MMM

Analog dem initialen Fall gilt die Vollstdndigkeitsbedingung in 4.1.6.5.2.2
schon fiir alle Sorten seSyS":

4.1.6.7 Lemma

Sei (S,:z,E,S',z',E"') eine parametrisierte t-Spezifikation,
($",z") mit SynZul(S",z",S,z,S',5') und Ae[ModZ’E’Z.]n]AngUqu.
Dann gilt:

(vseSuS")(vteT

sur'unts) (U €T png (B g pia 1)

Beweis:

seS: Dann gilt die Behauptung, da (S,z,E,S',z',E') eine parametrisierte
t-Spezifikation ist.

seS": Sei teT_. Der Beweis wird gefiihrt durch strukturelle Induktion iiber t.

€S
bl feTzuz','s
2. t=F(tls...sth)s fe(zuz'uz")sl'..sn,s, sl,...,sneSyS'ys",

(tl,...,tn)eTslx...x Tsn'

seS" ==> fezgl...sn,s ==> sl,...,sneSyS"

Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

. Zuzﬂsi)(t1 VEUELA ti')
VEUE'A ist rur' uz"-Kongruenz
==> t=f(tl,...,tn) %EuE;A f(tl',...,tn") =:t' und t'eT

s
1. t=fe(zuz'uz")
f = (Setze also t':=t).

(vlcizn)(3ti'eT

TULss’

MMM
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Analog zu 4.1.5.5 und 4.1.5.6 geben 4.1.6.8 und 4.1.6.9 die duale

Version fiir den terminalen Fall wieder.

4.1.6.8 Lemma

Sei (S,5,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation,
(S",z") mit SynZul(S",z",S,z,S',z"').

Sei Ae|ModZ,E,Z.[ﬂ|AngUZn|.

Dann ist
y o= {ws: seSuS"}
Yol As > T/aA,s’SESUS"
(vaeA) a |—> [t]. mit a=¢A(t), teTzuz?s

ein zuz"-Isomorphismus.

Beweis:
1. v ist wohldefiniert:

A ist zur"-erzeugt ==> zu aeA existiert teTzu w mit ¢A(t)=a.

by
. - ] .o . ]
Sei nun t:At flir ein t eTZUZ“

==> t&At' nach Voraussetzung (vgl.: Ae|Mod

ist parametrisierte t-Spezifikation)
= [tl. = [t'].

A A
==> ¥ ist wohldefiniert.

2 E Z.l, (S,L,E,S',2',E")

1]

2. vy ist injektiv:

Sei seSus”, a,a'eAs.

Sei [t]ﬁ = ws(a) = vs(a ) = [t ]&A mit t,t eTzuz?s
==> [t]%,[t"]. Nach Voraussetzung gilt dann:
zAt

==> 3 = @A(t) = @A(t') = 3'

==> ¥y ist injektiv.

" ¢A(t)=a, ¢A(t')=a'

—+

3. ¥ ist zuz"-~Homomorphismus:
A ist zur"-erzeugt. Fiihre also den Beweis durch strukturelle Induktion

uber teTZUZ".

a) Sei t=fe(ruz") _, seSuS" und a:=9,(t)
s A

S
= vs(a) = [ty = trym e
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b) Sei t=f(tl,...,tn), fe(zuz")sl. S E® sl,...,sn,seSuS" und
(81 ) syzis1Xe X Tzuz?sn'
ais @A(t) = @A\r(tl .»tn)) = fA(¢A(t1),...,¢A(tn))
Sei nach Indukt1onsvoraussetzung:
®A(t1) = ai bzw. Wsi(ai) = [ti]EA’ i=l,...,n

= w(fA(al,...,an)) = [f(tl,...,tn)]~ = fT/& ([tl]& seees[tnls )
“A A A A

T/% ( (al) ..,wsn(an)).
Damit ist v ein zuz"—Homomorph1smus

3. e ist surjektiv fiir seSuS":

Sei seSusS", [t]~ eT/&A, thS.

A .
Zu zeigen: Es existiert aeA_, so daB v _(a) = [t]~ .
S S N A

Nach Voraussetzung und nach 4.1.6.7 existiert zu t ein t'eTZUZ..S mit

t EA t'.

Setze: a:= @A(t') ==y ws(a) = [tU&A = [t]EA.
Damit ist ¥ surjektiv fiir seSuS".
Insgesamt ist y ein rus"-Isomorphismus.

MMM

4.1.6.9 Lemma

S=i (S, 5,E,S', ' ,E") eine parametrisierte t-Spezifikation,
(s", ") mit SynZul(S",:",S,5,S',5').

Sei A’BelMOdZ,E,Z'!nlA]gZUZ"]’ g: A —> B ein yyx"-Homomorphismus.

Dann gibt es genau einen yxys' yx"-Homomorphismus

9 Tostue’™ — Tzuz'uz"/“B

namlich (vteT) t~ —> [t]~

__ “A "B
und g ist schon ein gyz'ug"-Isomorphismus.
Beweis:

T Nach 4.1.4 existiert hdchstens ein g: T/&A——> T/3g

® ® und fiir g gilt: goor = ¢
- / \TB Tt
—> T/3g

==> g([t] )=§(¢TA(t))=¢T (t)=[t1;8, teT.
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Noch zu zeigen: g: [t]& j—> [t]E , teT, ist wohldefiniert.

A B

-~

Zeige dazu: &A = Ap.

Nach 4.1.6.3 geniigt es zu zeigen: Yo, dis = “B.dis"

“A,dis = EUE!A,dis * “B,dis ~ “EUE!B,dis"

EUE" ¢ EUE!'B"

Sei op' TZUZ” > A, op" TZUZ" ——> B zur"-homomorph.
Sei t,t eTzux" mit t = t

==> @B(t) = go@A(t) = go@A(t') = ¢B(t')

==> t EB t'

= % & 5

i
1
\
i

A S B S ZEuE'B

il
il
v
i

10

EUE'A € “EUE!B

“A,dis € “B,dis"

Nun gilt weiter: [Ay;l = [Byjgl =2 ==> [T/% gyl = [T/% gi5l = 2.

Sei T/R {[tr]

.= Ja s [F11~ Yy T/R5 oo = {[tr)s , [f1]~ )
A,dis | T o B,dis RS g
=:'=f [tr]a N [trJ;;JB £ 0, [fl ]*A n [fl ],T"B # 0.
Sei tl’tZETdis mit tl B t2.
0BdA sei tl &B tr &B EZ,

Annahme: ti ﬁA t2, also etwa oBdA tl &A tr, t2 &A f1

Ny € Ny o==> tl AR, tr, 2 Ry f1 == tr X fl
A= B B B A
Dies ist ein Widerspruch zur Konsistenz.

==> tl 7y 12 ==

“B,dis € “A,dis’
== "“a,dis ~ “B.dis.

Mit 4.1.6.3 folgt dann: RA = &B

==> g ist wohldefiniert.
Insbesondere gilt dann aber: T/&A ist zus'us"-isomorph zu T/&B,
d.h. g ist (nach 4.1.4) schon zus'uz"-Isomorphismus.

MMM
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4.1.6.10 Corollar

Sei (S,5,E,S',5',E') eine parametrisierte t-Spezifikation,
(S",z") mit SynZul(S",z",S,r,S',z").

i I . N . ol .
Seien A,Be[ModZ,E,Z.(ﬂ[A]gZUZH;,g. A —> B ein run"-Homomorphismus.
Dann ist g schon ein zuz"-Isomorphismus, d.h. A=B.

Beweis:

Mit 4.1.6.8 und 4.1.4 ist g = ¥z ogov,.

'§|T ist zur"-Isomorphismus, ebenso ¥y und v
zur"

MM

Alle Modelle eines aktuellen Parameters, die homomorph sind, sind also schon

isomorph.

Die Ergebnisse aus 4.1.6.8 und 4.1.6.9 werden nun zusammengefaft, um

einen persistenten Funktor zwischen den Katrgorien MOdZ,E,z' und MOdzuzlEuEix'
(wobei (S,z,E,S',n',E') eine parametrisierte t-Spezifikation ist) an-

zugeben, der dazuhin in t-Trans(r,E,z',E') terminal ist.

4.1.6.11 Satz

Sei (S,r,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation,
(S",5") mit SynZul(S",z",S,5,5',1').

Seien A,Be\ModZ,E’Z.in|A1gZUZ"|, g: A —> B ein tur"-Homomorphismus.

FeiMody poprl — IModp v pge o
A i > T/EA

g —> g gemiB 4.1.6.9.

Dann ist F terminal in t-Trans(sz,E,5',E').

Beweis:

L. T/7, € |Mod [n|Alg

sUssEUEL T *zuz'uz"l'
/3%, ist yuz'us"-erzeugte suz'us"-Algebra.

“EUE' STEUELAS EUEATVA
==> T/??,A erfiillt die Gleichungen in EUE'.
ET/&A ﬂ”r/aA

Damit ist T/ﬁAe]Modé |5 da (S,%,E,S',z',E") parametrisierte

uz sEUE’
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t-Spezifikation ist, gilt: T/EAe[ModZUZ;EuE;Z.|n[A1gZUZ,UZ”
. F ist persistenter Funktor:

a) Sei Ae]Mod Eur Ve
Sei g = 1dA ==> g = F(g) = idF(A) nach 4.1.6.9.

b) Seien A,B CelMod E,z" 'QIA]QZUZ"I’ g: A—> B, h: B—> C zuz"-Homo-
morphismen.
Flhog) ([t13 ) = [tlz = F(N(Itlg ) = FMoF(a)([t]; ), teT
==> F(hog) = F(h)oF(g)

== F ist Funktor.
c) F ist persistent nach 4,1.6.8.

. F ist terminal in t-Trans(Z,E,Z',E'):
Sei Geft-Trans(z,E,2z",E")|.

Setze: «: G > F

G(A) —> F(A) , Ae|Mod

Tyt z,E,5" /|

T (0ga)(1)):= [t];

a) T ist wohldefiniert:

Zu zeigen: EG(A),SSWA,S

I teT

fiir seSys'u s"
s=dis: F,G sind persistent

==> "G(A),dis - "G(A),dis ~ “A.dis

Mit 4.1.6.3 f?1gt dann: YG(A),s KA,S » SeSS' S
==> ’\)G(A) = ’\./A )
7> gAY € YG(A) T A

it

=> ) ist wohldefiniert.

b) A ist eindeutiger yyuz'uz"-Homomorphismus:

k~ st der durch die zyr'uys"-Kongruenz

V]
A
‘//// \\\\:; vy induzierte pys'uyzr"-Homomorphismus.

T/mA
™A
Nach Definition von ™ kommutiert das Diagramm und T ist gur'ug"-
homomorph.
Da G(A), F(A) rur'uzr"-erzeugt sind, ist mit 4.1.4 ¢, eindeutig.
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c) t ist natlirliche Transformation:

T.
A G(A) —P s F(A) 6(g)s Ty, Tg und  sind TuZ'UZ"-
_ h h
g l G(g)l g amomorp
v ==> Joty! G(A) —> F(B) und
. S(8) —— F(B) t506(g): G(A) —> F(B) sind

ebenfalls zuz'us"-Homomorphismen.
G(A) und F(B) sind zur'uz"-erzeugt ==> EbrA = TBoG(g)
==> T ist natilirliche Transformation.

Damit ist F terminal in t-Trans(z, E,Z3E').

MMM

4.1.6.12 Corollar

Sei (S,5,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation und
Feft-Trans(z,E,2',E') wie in 4.1.6.11.

Dann ist F auch initial in t-Trans(z,E,z',E'), d.h. F ist bis auf
Isomorphie der einzige t-Transformer in t-Trans(:,E,z',E').

Beweis:

Nur noch zu zeigen: F ist initial in t-Trans(z,E,z',E').
Sei Geft-Trans(z,E,z',E")l, Ae|Mod,. Z.|.

Setze: «t: F > Gy ?A: F(A) —> G(A)

TA([t]EA) = QG(A)(t) , teT.

™ ist wohldefiniert, da EG(A) % &A’ denn:

n = 1?, we i . 1 .. . .
bG(A) A nach Beweis zu 4.1.6.11 (Teil 3a)

Ge|t-Trans(z,E,x',E')|==> G(A)e!ModéUZ&E"I nach 4.1.6.5
TUG(A) T OMR(A) T TG(A) T A
==> T pLITE ist eindeutiger zur'uz"-Homomorphismus

’(A = TA TA
(dabei sei ™ wie im Beweis von 4.1.6.11) und t ist natiirliche

Transformation.
MMM

Wie im initialen Fall gilt nun, daB der terminale Funktor F die terminale
(Quotienten-) Algebra der Spezifikation eines aktuellen Parameters iiber-
fiihrt in die terminale Quotientenalgebra der resultierenden aktuellen
Spezifikation und daB sich die Algebra des aktuellen Parameters in die

der Ergebnisspezifikation einbetten 13dBt:
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4.1.6.13 Satz

Sei (S,z,E,S',r ',E') eine parametrisierte t-Spezifikation,
(S",z") mit SynZul(S",z",S,5,S',z').
SP:=(SuS",zus",EUE") sei eine konsistente und vollstandige t-Spezifikation.

Dann gilt:

T Fu € |Mod und

LU YVEU z,E,z'l

F(T

nv

zuzﬂ”EuE“) = Tzuz'uz, EUE'UE"

ist eine t-Erweiterung von Tzuz?“EUE” (dabei ist F definiert wie in 4.1.6.11).

Beweis:

1o Ae=Ty pungy z,E,z'l:

A ist suz"-erzeugte rur"-Algebra und erfiillt die Gleichungen in E,

g € |Mod

da 2 € 2 pu € Ve
’Adis] = 2, da SP vollstdndige und konsistente t-Spezifikation ist.

Weiter gilt: A Y

== AEIMOdZ,E,Z'l'

2- F(A) = TXUXIHXSNEUEIUEHZ

. . 5 _ 1

Zu zeigen: NA = %EUE;A = LEUE'UE"'
|

Zeige hierzu: 7% i = Spipip dis © CEUE'UEYdis T “EUE'UE'dis

n. n,

€ “EUE!dis € TEUE'uE'dis

c T ==>

“A,dis T TEUEYdis € 'suzidis “A,dis & “EUE'UEjdis’
ZEUE'A ist die kleinste Kongruenz, die EUE' und A enthalt

e a =N

A,dis = “EUE'A,dis € TEUE'UE"dis = “EUE'UE'dis’

Mit 4.1.6.3 folgt dann die Behauptung.

Es 1 . ! = = A
59Tt Byl Elgis € Spupsa,dis T VALdist
Noch zu zeigen: E,.. ¢ 7.
‘), X= U X
seSuS' uS"

, o eine Belegung in T mit 5(L)=t, G(R)=t', t,t'eT . ,

Sei EUE'UE"c T

Sei (L,R)eEé‘”S
wobei G die Fortsetzung von ¢ auf T(X) ist.



Insgesamt ist also: VEUE'UE" T A
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Zu zeigen: Es existiert eine Belegung ¢': X — TZUZ.UZ" derart,

dap 5'(L)=F, 5" (R)=:F5 TEeT, uyq und t ) B " 3 T (%)
(wobei G': T(X) —> T die Fortsetzung von o' auf T(X) ist).

Es ist <L’R)6Edis ==> R’LeTzuzﬂdis(X)’ d.h. alle Operations-
symbole, die in L oder R vorkommen, sind aus zuz".

==> Teilterme tOeT—TZUZ" von t oder t' kdnnen nur durch die Be-

Tegung o(x)=t0 einer Variablen x in L bzw. R entstehen.

Sei t, :=o(x) filir xeX.

Sei X':={xeX: x kommt als Variable in L oder R vor und
g(x)=txeT—TXUZ"}.

X;:=X'0Xs, seSuS'us".

L,ReT_ _u .. (X) == X'= U X
ruz,dis seSs" S
==> (yxeX)(vseSuS") (g(x)=txeTs)

S=n (vseSUS")(vxeXé)(at;eT )(tx ;A t;) gemaB 4.1.6.7.

TULSS
Setze: '
ot X —> Ty e
' B tX tXeTZUZ" mit tx mA tx falls xeX
g (X).— j
o(x) sonst

Mit o ist auch o' eine Belegung. Sei 5' die (eindeutige) Fort-
setzung von ¢' auf T(X). Dann gilt nach Konstruktion:

' (L)> 5" (R)ETy ongis

Da %, eine rur'ur"-Kongruenz ist, gilt weiter:

t:=5'(L) “n a(L) = t, t':=5"(R) &A g(R) = t'.

Damit ist (%) bewiesen.

Fi

==> t % dis t 3p,dis ©
tl

“n.dis T
== T T dis
== Edis € T, dis
== “EUE'UEYdis € VA,dis”

Nach 4.1.6.3 ist dann VEUE' UE" € “p

-~

"na~

TZUZ'UZ?%EUE'UE" - Tzuz'uz,wA

Mit 4.1.6.8 ist dann F(T "%EUE") eine t-Erweiterung von TZUZUmEUE"'

TUZ,
MMM
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AbschlieBend kann analog dem initialen Fall ein t-abstrakter parametri-

sierter Datentyp definiert werden.

4.1.6.14 Definition (t-abstrakter parametrisierter Datentyp)

Sei PS:=(S,z,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation.
Dann heiBt der in t-Trans(r,E,z',E') terminale Funktor der durch
SP spezifizierte t-abstrakte parametrisierte Datentyp.

Damit sind nun die begrifflichen Grundlagen fiir die nachsten Abschnitte

gelegt.

4,2 PARAMETRISIERUNG IN DEN BEISPIELSPRACHEN

Sowohl in CSSA als auch in CLU und ALPHARD ist die Mdglichkeit der
Typparametrisierung eines Scripts bzw. Clusters bzw. einer Form gegeben.

In CSSA ist dieses Konzept aber noch nicht ausgereift, so daB in groBerem
Umfang nur auf die Parametrisierung in CLU und ALPHARD eingegangen wird.
Dabei wird sich zeigen, daB es moglich ist, beiden Sprachen wieder die
gleiche abstrakte Syntax und Semantik zu unterlegen,

4.2.1 CSSA

Syntaktisch besteht die Mdglichkeit der Parametrisierung:
type id is script (..., elemtype,...assert elemtype is type)
Z.B.: type stack is script (elemtype assert elemtype is type)

Bei der Aktualisierung miiite eine Kopie dieses Scripts angelegt und mit
dem Verweis auf den aktuellen Typparameter (in der Regel eine Script-
Acquaintance) versehen werden. (Alternativ ist ein speichersparendes
Verfahren ohne Kopie, daiir aber mit einer Parameter-Area moglich).
Gerade dieser Mechanismus fehlt aber in CSSA.

AuBerdem kennt CSSA keine Unterscheidung zwischen Typen und Typgeneratoren.
Ein Script bezeichnet somit stets einen Typ. Dies bedeutet insbesondere,
daB auch ein formal typparametrisiertes Script einen Datentyp bezeichnet
und nicht eine Klasse von Datentypen.

Aufgrund dieser Mdangel wird im weiteren auf CSSA nicht eingegangen. In
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einer vorgesehenen neuen Version von CSSA (CSSA-M) sollen diese Mangel
behoben werden, so daB dann eine echte Typparametrisierung von Datentypen

moglich sein wird.
4.2.2 CLU (vgl.:[CLU 78])

4.2.2.1 Clusterdefinition

<Idn>=c]uster[<Parm>*] i§.<0pid>*<body>

<Idn>+:(<Typespec>}tx9e)
Dabei gibt 'type' an, daB der voranstehende Bezeichner

<cluster> ::

<parm> ::

ein formaler Typparameter ist.

Beispiel: stack = cluster (elemtype: type) is push, pop, top;
<body>
Fiir 'elemtype' kann bei der Aktualisierung ein be-
liebiger Datentyp eingesetzt werden, d.h. der Bezeichner
eines CLusters, das nicht selbst (formal) typparametrisiert

ist.

4.2.2.2. Rktualisierung, Aufruf

<invoc> ::= <primary> (<expr>")
<primary> ::= <Idn>[<XExpr>"]|<typespec>$<Idn>[<XExprs™]|<primarys.<Idn>|
<primary>[<expr>]|<invoc>|...
<XExpr> ::= <expr>|<typespec>
< typespec> ::= <simpletype>|<Idn>[<XExpr>*]|...
<simpletype> ::= bool|int|char

Ein Prozeduraufruf (<invoc>) ist sowohl eine Anweisung als auch ein Ausdruck.
<primary>ist eine Operation, die insbesondere auch Ergebnis einer Funktion
sein kann.

<typespec> enthdlt die Aktualisierung eines Typparameters:

<typespec> ::= <Idn>[<XExpr>*]

Durch die Gleichstellung von aktualisierten parametrisierten Typen und

den Standardtypen (bool ...) kommt schon in der Syntax klar zum Ausdruck,
daB die Ersetzung eines formalen Typparameters in einem parametrisierten
Cluster durch einen aktuellen Parameter als Ergebnis einen Datentyp liefert.
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Beispiel zur Aktualisierung:

set ( stack ( queue ( bool )))

I l I <typéspec>
<Idn> <Idn> <Idn> |
<XExpr>
<typespec>
<XExpr>
/
<typespec>
<XExpr>
<typespec>

In CLU ist nur Call-by-value und nicht Call-by-reference vorgesehen.

Eine Aktualisierung wie etwa

set(stack(elemtype))

ist somit nicht moglich.

4.2.3 ALPHARD (vgl.: [ALPH 78])

4.2.3.1 Formdefinition

i

form_<idn>(<forma1s>*) is <form-body>

<type formals>|...

<form-decl>

il

<formals>
<idn>t: form

form gibt hier an, daB die in der Bezeichner-Liste
aufgefiihrten formalen Parameter fiir beliebige Typen

i

<type formals>::

stehen.

Beispiel:
form BSTACK (elemtype: form, maxsize: INTEGER) is ...

Fiir 'elemtype' kann ein beliebiger Typ eingesetzt werden.

4.2.3.2 Aktualisierung, Aufruf

<invocation> (1= <simple invocation>(<actua]>*)i<specia1 literal>
<simple invocation>::= Operationsbezeichner oder Bezeichner einer Form
<actual> 1:= <type description>|<expression>

<special literal> ::= bool|integer|char|string

<simple invocation>({<formal qua]>,}+)

]

<type descriptions :
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<expression>|{<identifier>:}*<type description>

<formal qual> ::

1]

<expression> <invocation> ...

Ein Aufruf (<invocation>) ist wieder sowohl Anweisung als auch Ausdruck.
<type description> beschreibt eine Klasse von Objekttypen, die an einen

Bezeichner gebunden werden konnen.

Die Abarbeitung einer <type description> ergibt einen Typ. Somit enthalt
<type description> wieder die Aktualisierung.

Damit ergibt sich auch, daB in ALPHARD nur Call-by-value mdglich ist.

Beispiel zur Aktualisierung:

set ( stack ( queue ( bool)))

' | I <speciag literal>
<identifier> <identifier> <1dent1f1er>
<1nvocat1on>
<simple invoc> <simple invoc><simple 1nvoc>
<express1on>
<forma1 qual>
<type descr1pt1on>

<forma1 quals>

<type description>

I
:jfﬁmal qual>

<type description>

4.2.4 CLALPHARD

Der vorstehenden Beschreibung der Parametrisierung in CLU und ALPHARD
kann man entnehmen, daB sowohl bei der Definition als auch bei der Aktu-
alisierung eines parametrisierten Datentyps in beiden Sprachen keine
wesentlichen Unterschiede bestehen.

Bei der Vereinbarung werden die Typparameter lediglich als solche ausge-
wiesen (type bzw. form) und evt. durch eine WHERE- bzw.ASSERT-Klausel
erganzt, die notwendige Bedingungen des aktuellen Parameters beinhaltet.

Die Aktualisierung erfolgt als Typdeskription in einer Vereinbarung
(z.B:: s: stack(bool)) und impliziert ein Create des aktualisierten Typs.
In beiden Sprachen wird nach Call-by-value aktualisiert.
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4,3 AUSWIRKUNGEN DER PARAMETRISIERUNG IN ClALPHARD
AUF_DIE ABSTRAKTE SYNTAX UND SEMANTIK

Im wesentlichen wird die abstrakte Syntax und Semantik von CLALPHARD aus
2.2 iibernommen und nur dort gedandert und ergadnzt, wo dies die Parametri-

sierung erforderlich macht.

4.3.1 Anderungen der abstrakten Syntax

Die formalen Typparameter ('type') werden gesondert in die Cluster-Schnitt-
stelle aufgenommen:
Clinterface = (<c1type:Id>,<parm:Id*>,<typparm:Id*>,<pub1ic:Id+>)

Seither, im unparametrisierten Fall, wurden die Typen der formalen bzw.
aktuellen Parameter nicht beriicksichtigt; ein formaler Parameter war ein
Bezeichner. Insbesondere wurde damit ein Type-Checking iliberfliissig. Diese
Regelung wird hier im parametrisierten Fall beibehalten.

Bei einer Aktualisierung miissen die aktuellen Typparameter angegeben
werden, was wieder gesondert geschieht:

Call = (<m0d:Id>,<op:Id>,<parm:Expr*>,<typparm:Expr*>)

Falls ein Operationsaufruf kein Create ist, wird flir 'typparm' die leere
Liste eingesetzt. Ein aktueller Parameter ist entsprechend der Syntax
von CLU und ALPHARD ein Ausdruck (<primary>bzw. <invocation>).

4.3.2 Anderungen der denotationalen Semantik

Semanatische Bereiche:

Als Objekte (0Obj) sind jetzt nicht nur Locations mdglich, sondern auch
Cluster-Bezeichner, da zum Beispiel das Ergebnis eines Ausdrucks der
Bezeichner eines Clusters sein kann. Daher gilt nun:

Obj := Loc + Id

Semantische Funktionen:

Entsprechend dem zweiten Parametersatz in der Cluster-Schnittstelle muB
der Definifionsbereich von € erweitert werden:

£': Cluster —> 0bj*x 0bj* —> Modul
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bzw. genauer:
£': Cluster ——> Loc™ x Td° —> Modul

wobei IdcId die Menge aller Clusterbezeichner sei .
€' enthdlt somit implizit den ProzeB der Aktualisierung. Diese wird nun
explizit durchgefiihrt durch eine Hilfsfunktion

AKT: Cluster —> Td= —> Cluster

AKT ersetze textuell in einem typparametrisierten Cluster c1 alle Vorkomm-
nisse eines formalen Typparameters durch den entsprechenden Clusterbezeichner
aus der aktuellen Parameterliste typparm: Td"* und ersetzt abschlieBend

in der Schnittstelle des Clusters c1 'typparm' durch die leere Liste.

Ist c1 nicht typparametrisiert, so ist AKT die Identitdt.

Das Ergebnis von AKT ist somit ein nicht typparametrisiertes Cluster
(call-by-value).

Auf diese Cluster kann dann tfaus 2.2.2 angewendet werden:

€' =€cAKT d.h. €'(c1)=€(AKT(c1)), wo cl1 ein (evt.)typ-
parametrisiertes Cluster ist.

Nun miissen vor einer Aktualisierung noch die aktuellen Typparameter
interpretiert werden; zu diesem Zweck wird f?fce: Callg abgedndert:

fﬁce: Ca”ﬂpc =
sei n:=Length(parm.ce); n':=Length(typparm.ce);
p1:=p; me:=me':=|; L:={leLoc:p,(1)=p,(c(mod.ce))} in
sei case n=0: o 1:=p
case ns0:
(ig_i_e1:=€@(parm.ce)iﬂpio in
me:=Cons(ei¢2,me);
pi+1:=ei+l) i=1,..,n in

s . o
sei case n —0.pn+n|+1. O+l

pr}
3

case n'>0: (sei e%;:{’ﬂ(typparm.ce)i]pn+io
me':=Cons(e;+2,me');
onsisi=ei+l) i=l,on’ in
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case op.ce=Create:
§gi_1ocmod:=New1oc(pn+n.+1);
cl:=¢(mod.ce) in

sei p'=aloc.loc=1ocmod —>C'@cl!](me,me' )]
Pnen'+1(loc) in

(p',1ocmod)

case op.ce#Create:
unverandert wie in 2.2.2.

4,4 KorRREKTE IMPLEMENTIERUNG ABSTRAKTER TYPPARAMETRISIERTER
DATENTYPEN DURCH CLUSTER

In diesem Abschnitt werden zundchst fiir eine Menge von zum Teil typpara-
metrisierten Clustern syntaktische Forderungen entwickelt, dhnlich wie dies
in 3.1 fiir den unparametrisierten Fall geschehen ist.

Eine besondere Rolle spielt die Frage, welchen Typ man als aktuellen Para-
meter fiir einen formalen Typparameter eines Clusters einsetzen soll, wenn
die Spezifikation (S",z",E")+(S,z,E) eines aktuellen Parameters gegeben ist.

AbschliepBend wird dann ausgehend von dem Implementierungsbegriff aus 3.4
angegeben, wann eine Menge von parametrisierten Clustern einen abstrakten
parametrisierten Datentyp korrekt implementiert.

Zundchst wird der Vorgang der Parametrisierung und Aktualisierung auf der
algebraischen und auf der programmiersprachlichen Ebene informell erldutert.

Parametrisierung auf der Ebene der algebraischen Spezifikation:

Ausgegangen wird von einer fest gegebenen Spezifikation (S,z,E) des formalen
Parameters. |
Diese Spezifikation wird um (S,s',E'), die Angaben fiir den parametrisierten
Datentypen, ergdnzt und ergibt die Kombination (S,:z,E)+(S',z',E'), die
Spezifikation des formal parametrisierten Datentyps.

Durch Ergdnzung von (S,z,E) um (S",z",E"), die zusdtzlichen Angaben fiir den

aktuellen Parameter, erhdlt man (S,z,E)+(S",z",E") als Spezifikation des
aktuellen Parameters. Allein (S",z",E") ist variabel (vgl.Einleitung zu 4.1).
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Parametrisierung auf der programmiersprachlichen Ebene der Cluster:

Ausgegangen wird von einem (oder mehreren) typparametrisierten Cluster pcl
mit den formalen Typparametern formparmi, i=1,...,k.

pcl bildet zusammen mit den Clustern cll,...,cln, die die in pcl zitierten
Typen definieren, eine Clustermenge C , die zusammen mit den formalen
Parametern formparmi, i=1,...,k, spater mit (S,r,E)+(S',z',E') in Ver-
bindung gebracht wird.

Sowohl in CLU als auch in ALPHARD besteht die Moglichkeit, in einer
WHERE- bzw. ASSERT-Klausel an die formalen bzw. aktuellen Parameter
Bedingungen zu stellen, wie etwa das Vorhandensein bestimmter Operationen
mit bestimmten Eigenschaften. Diese Bedingungen entsprechen (z.T.) denen
in der Spezifikation (S,z,E) des formalen Parameters.

Flir jeden formalen Parameter formparmi, i=1l,...,k, wird nun ein Cluster
ac1i, i=1,...,k, dessen Definition u.U. noch die Definition weiterer
Cluster Ci,j’ j=1,...,ni, erforderlich macht, als aktueller Parameter
angegeben.

Den aktuell parametrisierten Datentyp apT erhdlt man dann durch Ersetzung
der formalen Parameter in pcl durch die Bezeichner der entsprechenden
Cluster aC]i und die Vereinigung von {apT} mit der Menge aller Cluster
ac]i,i=1,...,k, und der Menge all der Cluster, die definitorische (Hils-)

Funktion haben, also{ c. J.: i=1,...,k, j=l,...,n1}.

9

4.4.1 Definition (SErf(C,S',z',S,Zsasv))

Sei (S,x) eine Signatur und (S',:z') mit (S,z) s (SuS',zus').

Sei C eine Menge von (zum Teil) typparametrisierten Clustern.

OPC sei die Menge aller offentlichen Operationen (inklusive Creates),
die in den Clustern in C vorkommen und FPC sei die Menge aller formalen
Typparameter, die in den Clustern in C vorkommen.

C erfilllt schwach die Signatur(SuS',ruz') unter (S,z) :gdw

1. es existiert a: Cuy FPe > SuS' mit
a(FPC) cS
alg € — S' ist bijektiv
2. es existiert «: OPC > ' bijektiv, so daB gilt:

(PeeOPe)(Per Agpxe- X Agy — g == v(Pe)=Fer (c1). . alsn) a(s)):

Notation: SErf(C,S',z',S,%,a,y).
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4.4.1 enthdlt flir den parametrisierten Fall die syntaktischen Forderungen
an eine Menge von Cluster und entspricht damit 3.1.6 fiir den unparame-

trisierten Fall.

Forderung 1 in 4.4.1 verlangt, daB ein formaler Parameter auf eine
Sorte der Signatur (S,Z) der formalen Parameter abgebildet wird und daB
jedem (typparametrisierten) Cluster eine Sorte der Erweiterung von S

um S' zugeordnet wird und umgekehrt.

Die zweite Forderung in 4.4.1 besagt, daB Operationen der typparametri-
sierten Cluster nur auf Operationssymbole der zu I hinzugefiigten

Menge z' von Funktionssymbolen abgebildet werden.

Um eine sinnvolle Definition dafiir angeben zu kdnnen, wann ein abstrakter
parametrisierter Datentyp durch eine Menge von (zum Teil) parametrisierten
Clustern korrekt implementiert wird, ist es notwendig, die Ersetzung

der formalen Typparameter durch aktuelle Parameter (d.h. Bezeichner

von nicht typparametrisierten Clustern) zu beschreiben. Die Schwierig-
keit dabei ist, daB nicht ohne weiteres klar ist, welcher aktuelle Para-
meter flr welchen formalen einzusetzen ist, wenn auf der algebraischen
Ebene bereits eine Aktualisierung vorgenommen worden ist.

4.4.2 Beispiel REIHE (DATA)

(S,2) sei eine Signatur mit
S:= {data}
Ti= P
(S.z) gibt die syntakischen Eigenschaften des/der formalen
Parameter(s) an.

(Ssz'):

S':= (reihe,nat,bool}

7' 1= {creater: —> reihe,
read : reihe x nat —-> data,
assign : reihe x data x nat —> reihe,
null : —> nat,
succ  : nat —> nat,
eq : nat x nat —> booTl,
tsf : —> bool,
not : bool —> bool}

(S,z)+(S',5") ist eine Kombination von (S,t) und (S',Z')
und gibt die syntaktischen Eigenschaften des formal para-
metrisierten Datentyps an.
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(S“-,Z”):
S":= P
":= {zero : —> data,

™
i

succint, predint: data —> data}

(S,z)+(S",z") ist eine Kombination von (S,z) und (S",z")
und gibt die syntaktischen Eigenschaften des aktuellen
Parameters an.

Zugehorige Cluster:

pcl = REIHE: cluster (elemtype: type) is Creater, Read, Assign;

rep (paramelem: type) ... eltype: type ...;
Creater: ... r:rep(elemtype) ... ;

Read: (r: cvt, n: NAT) returns r.eltype; <code> ;
Assign: (r:cvt, d: r.eltype, n: NAT); <code> ;

end RETHE

Zur Definition von REIHE wird noch NAT, und zu dessen Definition
BOOL bengtigt. Damit:
Cp:= {REIHE, NAT, BOOL}.

c11 = NAT : cluster () is Null, Succ, Eq;
rep <code>;
Null: <code>;
Succ: (d: cvt) returns d': cvt; <code>;

Eq : (d: cvt, d': cvt) returns b: BOOL; <code>;

end NAT

c12 = BOOL : cluster () is True, False, Not;

rep <code>;
True : <code>;
False: <code>;
Not : (b: cvt) returns b': cvt; <code>;

end BOOL

Aktueller Parameter:
acl = DATA : cluster () is Zero, Succint, Predint;

rep <codes ;
Zero 1 <code>;
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Succint: (d: cvt) returns d': cvt; <code>;
Predint: (d: cvt) returns d': cvt; <code>;

end DATA

Zur Definition von acl werden keine weiteren Cluster mehr benctigt.

Damit:

Ca:= {acl}

Intuitiv Tiegt es nahe, fiir 'elemtype' in 'REIHE' den Clusterbezeichner

"DATA' einzusetzen. Wiirde man diesem aktualisierten Cluster noch die

Cluster NAT, BOOL und DATA hinzufiigen, so hdatte man (bei geeigneter
Programmierung) eine Implementierung des abstrakten Datentyps 'reihe(integer)'.

Es gilt:
C_:= {REIHE, NAT, BOOL} erfiillt schwach die Signatur (SuS,zut')
unter (S,z).

Beweis:

Setze: a: (REIHE, elemtype, NAT, BOOL) 1—> (reihe, data, nat, bool)

komponentenweise.
v: (Creater,Read,Assign,Null,Succ,Eq,True,False,Not) I—>
I—> (creater,read,assign,null,succ,eq,t,f,not) komponentenweise.

a und y erfiillen offensichtlich die Bedingungen aus 4.4.1.

MMM

AuRerdem gilt:
Ca:= {DATA} erfiillt die Signatur (S,z)+(S",z").

Beweis:

(DATA):=data

: (Zero,Succint,Predint) 1—> (zero,succint,predint)
komponentenweise.

und y erfiillen die Bedingungen aus 3.1.6.

Setze: «a
y

Q|

Fiir die Aktualisierung eines typparametrisierten Clusters durch nicht-
typparametrisierte Clusters kann man nun die folgende vorlaufige Defi-

nition angeben:
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4.4.3 Definition (Aktualisierung)

Sei clp ein typparametrisiertes Cluster.

Sei FPC]p die Menge der formalen Typparameter in clp.

Sei Ca # @ eine Menge von nicht-typparametrisierten Clustern.
cl ist Aktualisierung von clp unter Ca, falls cl aus clp auf folgende

Art und Weise entsteht:

1. vformparmeFPC] : ersetze 'formparm' im gesamten Cluster clp
textuell durch einen Bezeichner eines Clusters aus Ca.
2 Streiche in der Schnittstelle von clp die formalen Typparameter.

4.4.2 Beispiel (Fortsetzung)

Eine bzw. die erwartete Aktuélisierung von REIHE ist die, die man durch
Einsetzung von 'DATA' fiir 'elemtype' erhdlt.

Dies ist aber nicht die einzig mogliche Einsetzung. In Frage kommen dafiir
noch NAT und BOOL, was aber offensichtlich in der abstrakten Spezifikation

nicht beabsichtigt wurde.
Wie konnen diese Moglichkeiten der Aktualisierung eingeschrankt werden?
Vergleiche hierzu die Signatur (S',z') und die Funktionalitat der Funktionen

bzw. Prozeduren von REIHE:
Cp erfiil1t schwach die Signatur (S',z') unter (S,rz).

Damit kommen als aktuelle Parameter fiir 'elemtype’ nur in Frage:
5—1(a(elemtype))eca, wo o die Bedingungen aus 4.4.1 und o die aus 3.1.6

erfiillen (Ca erfullt (S.z)+(S",z")).
(Ende Beispiel 4.4.2)
In Beispiel 4.4.2 war a bijektiv. Im allgemeinen ist dies jedoch nicht

der Fall. Dies liegt dann daran, daB (S,z) fiir das parametrisierte Cluster
zuviel Information enthdlt. Zur Veranschaulichung dient das folgende

Beispiel.

4.4.4 Beispiel SET(data)

Sei (S,z) eine Signatur mit
S:= {data,bool}
z:= {eq : data x data — bool,
t,f: -—> bool,
not: bool —> bool}

Von dem formalen Parameter wird also insbesondere ge-
fordert, daB fiir ihn ein Gleichheitspradikat definiert ist.
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{set}
{emptyset : —> set,

(538" ). S'z

™
[}

insert,remove: set x data — set}

(S,2)+(S',z"') ist Kombination.

($",z"): S":= {integer}

"= {null : —> 1integer,
succ,pred : integer —> 1integer,
eqint : integer x integer —> bool,
push : data x integer —> data,
pop : data —> data,
top : data —> integer,
Createstack: —> data}

(S,z)+(S",z") ist Kombination.

(S,2)+(Ssz' )+(S",z") wird aufgefaBt als die Signatur des aktuell
parametrisierten Datentyps 'set(stack(integer))'.

Zugehorige Cluster:
pcl = SET : cluster (elemtype: type) is Emptyset,Insert,Remove
where elemtype has Eq,T,F,Not;

rep (paramelem: type) ... eltype: type ... ;
Emptyset: ... s:rep(elemtype) ...;
Insert: (s: cvt, d: s.eltype); <code>;
Remove: (s: cvt, d: s.eltype); <code>;
end SET
C_:= {SET
D {SET}
Aktueller Parameter:

acl = DATA : cluster () is Createstack, Push,Pop,Top,Eq;

rep <code>;

Createstack: <codes;

Push : (st: cvt, i: INT); <code>;

Pop ¢ (st: cvt); <codes;

Top : (st: cvt) returns n: INT; <code>;

Eq : (st: cvt, st': cvt) returns b: BOOL; <codes;

end DATA
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Zur Definition von DATA wird noch INT und BOOL benctigt:
cl = INT : cluster () is Null, Succ,Pred,Eqint;

rep <code>;

Null : <code>;

Succ : (n: cvt) returns n': cvt; <codes;

Pred : (n: cvt) returns n': cvt; <codes;

Eqint: (n: cvt, n': cvt) returns b: BOOL; <code>;

end INT

c2 = BOOL : cluster () is True, False, Not;

rep : <code>;

True : <code>§

False: <code>;

Not : (b: cvt) returns b': cvt; <code>;

end BOOL
C,:= {DATA,INT,BOOL}

Die Informationen, die die Signatur (bzw. Spezifikation) des formalen
Parameters enthdlt, werden bei der Definition der zugehdrigen Cluster
erst beim aktuellen Parameter wiedergegeben.

Nun gilt:

Cp:: {SET} erfiil1t schwach die Signatur (S',Z') unter (S,I).

Beweis:

Setze: o(SET):=set, o(elemtype):=data
y: (Emptyset,Insert,Remove) — (emptyset,insert,remove)
\ komponentenweise.
o und v erfiillen offensichtlich die Bedingungen in 4.4.1.

MMM
Weiter gilt:
Ca={DATA,INT,BOOL} erfiillt die Signatur (S,Z)+(S",Z").

Beweis:
Setze: o: (DATA,INT,BOOL) 1—> (data,integer,bool) komponentenweise.
v: (Createstack,Push,Pop,Top,Eq,Null,Succ,Pred,Eqint,True,False,Not)
|I—> (createstack,push,pop,top,eq,null,succ,pred,eqint,t,f,not)
komponentenweise.

a und Y erfiillen die Bedingungen in 3.1.6.
MMM
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In obigem Beispiel kann u.a. angenommen werden, daf DATA = STACK(INT)
die Aktualisierung des parametrisierten Clusters STACK(elemtype) ist.
Auf diese Weise werden bei der Aktualisierung auch geschachtelte
Parametrisierungen (Call-by-value) beriicksichtigt.

4.4.5 Definition (Aktualisierung von Cp unter Ca mittels a, a)

Sei (S,z) eine Signatur mit (S,z)s(S,z)+(S',z'), (S,z)s(S,z)+(S",z")
und SynZul(S",z",S,z,S',z').

Sei Ca eine Menge von (nicht-typparametrisierten) Clustern,

Cp eine Menge von (zum Teil) typparametrisierten Clustern,

FPoq die Menge der in cleC_ vorkommenden formalen Typparameter.

Sei SErf(Cp,S',z',S,Z,a,y) und Erf(Ca,SuS",zuz",E}?) fiir geeignete
Abbildungen o,y bzw. o,y (vgl. 4.4.1 und 3.1.6).

C ist Aktualisierung von Cé unter Ca mittels a,a :gdw

Fiir alle typparametrisierten Cluster c]eCp gilt:

1. Fiir alle formparmeFPC]: ersetze 'formparm' im gesamten
Cluster c1 textuell und konsistent durch den Bezeichner
von &'l(a(formparm)).

2. Streiche in der Schnittstelle von c1 die formalen Typpara-

meter.

Notation: C:= AKTUAL(Cp,Ca,a, a).

Winschenswert ware die Vertraglichkeit von Erf, SErf und AKTUAL,

d.h. daB die Aktualisierung einer Menge von parametrisierten Clustern,
die (S,2)+(S',z') schwach erfiillen, durch eine Menge von nicht para-
metrisierten Clustern, die (S,z)+(S",r") erfiillen, eine Clustermenge
ergibt, die die resultierende Signatur (S,z)+(S',z')+(S",z") erfiillt.

Dies gilt tatsdchlich, wie folgendes Lemma zeigt.
4.4.6 Lemma

Sei (S,Z) eine Signatur mit (S,2)s(S',2')+(S,z), (S,z)s(S,Z)+(S",z")
und SynZul(s",z",S,z,S',z').
Sei Ca eine Menge von nicht-typparametrisierten Clustern,
Cp eine Menge von (zum Teil) typparametrisierten Clustern und
es existieren a,y,a,y , so daB SErf(Cp,S',Z',a,y) und Erf(Ca,SUS",ZUZ2E;7)
C:= AKTUAL(Cp,Ca,a,E).
Dann gilt:
Erf(CuCa,SuS'uS",zus'us" ,al,yl), wobei
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al: CuCa > SuS'us"
al,c .= E, al,c i a
a
vl: OPC U OPCa > rUz'uz
vl =y avllgp . =y
OPCa OPC
(OPC bzw. OPC ist die Menge aller Bezeichner von Gffentlichen
e Operationen in den Clustern von C bzw.Ca)
Beweis:
Sei oBdA S'nS" = z'nz" = Ca n Cp = OPC n OPC = @, was stets durch

Umbenennung erreicht werden kann.
(C, Cp und Ca werden sowohl fiir die Menge der Cluster als auch die Menge
der zugehorigen Clusterbezeichner verwendet).

==> al,yl sind wohldefiniert; y1 ist bijektiv, da y und y bijektiv sind.

al ist bijektiv, denn: al[c =a:C — SuS" ist bijektiv und
a
ullc =a :C —> S' 1ist bijektiv nach Voraussetzung.
(Beachte: C=Cp, falls C und Cp als Mengen von Clusterbezeichnern auf-
gefaBt werden.)

Vertraglichkeit mit der Funktionalitat:

Sei PfeOPC+0PC ,Pf: ASl Xoo.X ASn o AS s, S1,...,sn,seSuS'usS".

a
1. PfeOPCa ==> 'yl(Pf)=—‘;(Pf)=era(sl) . .E(Sn),-(;(S)UZ.(.)L.(Sl). ) .E(Sn),;(S)
=Z,1(s1)...al(sn),al(s)"Eal(s1)...al(sn),al(s)
2. PfeOPC=0PC

p
==> yLPe)=v(Pe))FeZ 51}, .a(sn),a(s) Ea(s1)...a(sn),a(s)
“Ly1(s1).. .al(sn),al(s) al(sl)...al(sn),al(s)

MM

Es kann nun definiert werden, wann ein abstrakter paramétrisierter
Datentyp durch eine Menge von (zum Teil) typparametrisierte
Cluster korrekt implementiert wird.
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4.4.7 Defintion (Korrekte Implementierung eines typparametrisierten
Datentyps durch eine Menge von Cluster)

Sei PS:=(S,z,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation.
Sei Cp eine Menge von (zum Teil) typparametrisierten Clustern.

Cp Zmplementiert korrekt PS  :gdw

v(S",z",E") mit 1. SynZul(S",z",S,z,S',z')
2. (Sa,za,Ea):=(S,z,E)+(S",z",E") ist eine
konsistente t-Spezifikation
3. (Sr,zr,Er):=(Sa,za,Ea)+(S',z',E') ist eine
konsistente t-Spezifikation
CLa:={Ca: Ca Menge von Clustern, die (Sa,za,Ea) korrekt implementiert}
gilt:
(vCaeCLa)(aal,yl,El,?i:SErf(Cp,S;z;S,z,al,yl)AErf(Ca,Sa,za,El,?l))

C:=AKTUAL(Cp,Ca,al,al) implementiert korrekt (Sr,rr,Er).

Sei PS:=(S,z,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation und Cp
eine Menge von typparametrisierten Clustern. Dann ist eine notwendige
Voraussetzung dafiir, daB Cp PS korrekt implementiert, daB es o und vy
gibt, so daB SErf(Cp,S',z',S,z,a,y), d.h.Cp erfiillt die notwendigen
syntaktischen Bedingungen, die durch (SuS',zuz') vorgegeben sind.

4.1.6.13 besagt, daB die Algebra einer aktuellen Parameterspezifikation
unter bestimmten Bedingungen in die Algebra der Ergebnisspezifikation
eingebettet werden kann. Dies gilt in @hnlicher Weise auch fiir die
entsprechenden EVAL-Bilder dieser Algebren, also im Bereich der

(nach =faktorisierten) Modulalgebren.

4.4.8 sdtz

Sei PS:=(S,z,E,S',z',E') eine parametrisierte t-Spezifikation,

Cp eine Clustermenge, die PS korrekt implementiert.

Sei SP:=(Sus",zuz",EUE") eine konsistente und vollstandige t-Spezifikation

mit SynZul(S",z",S,£,S',z') und Ca eine Clustermenge, die SP korrekt
implementiert. C:=AKTUAL(Cp,Ca,a,a') fiir zwei Abbildungen o und a'.

Mc erweitere MCa’ wobei MC’ MCa die von C bzw. Ca erzeugten Modulalgebren sind.
Dann exisiert ein xuz"-Monomorphismus

H:MCa — M

C



-140-

Beweis:

Nach 4.1.6.13 st TZUZ'UZZ%EUE'UE" = F(TZUZZWEUE") eine t-Erweiterung

von Ty suEyE™
Nach 3.7.7 existiert dann der zuz"-Monomorphismus

H': MCa > MC

MMN
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