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Philosophischen Untersuchungen

Lexikon der Mathematik’

T T T T T T

Bedeutung
Gleichheitszeichens

Gleichheit von Termen

nur 
zu verwenden

explizit implizit
‘Was sind und was 

sollen die Zahlen?’

Grundvorstellungen



‘An Introduction To The Modern Theory Of Equations’

‘Gleichungen: eine historisch-
phänomenologische Darstellung’ Handbuch der Mathema-
tikdidaktik’ 

ist
3 + 5 = 8

bedeutet
3 + 5 = 8 kann Ergebnis der Rechenaufgabe 3 + 5

ohne das Gleichheitszeichen
3 + 5 ergibt 8

dann
dann 8 = 3 + 5

8 ist zerlegbar in die Summe 3 + 5

8
3 + 5 „Zeichen für Zahlen“

dieselbe Zahl Gleichwertigkeit
3 + 5 = 8 8 = 3 + 5
3 5 8 Zahlen

Zeichen für Zahlen

3 + x = 8



‘Wie man mathematisch denkt’

x x x ≤
Gleichung Gleichheit

zwei Ausdrücke gleich
Gleichheit

immer eine Aufforderung

exakt dieselben

nicht akzeptabel
beiden Objekte nicht exakt dieselben

Enzyklopädie 
der Elementarmathematik’ Grundlagen der 
Arithmetik Natürliche Zahlen

a
b

a b

Über 
Sinn und Bedeutung

a b
a b a b



‘Was sind und was sollen die Zah-
len?’

„Systeme von Elementen“

a a a
a

a b b b 
a a b

b a a b

a b b a b c c
a b a c

a
b a b

a b b a

Zeichens
= „dasselbe“ „identisch“

verschieden

„identisch mit“ nicht etwa als „ist gleich“

„die gleichen“ „dieselben“
Grundvorstellung



unvollständige

•

•
n

•

•

•

•

•

•

•

•



Zusammenfassende Interpretation: 

• Gleichungen können …
… der formalen Beschreibung

 dienen
… der formalen Beschreibung

 dienen
… der Definition neuer Funktionen dienen
… dem Ziel des Lösens

 dienen

• Mit Gleichungen „Gleichheit“
… feststellen behaupten
… erreichen

… per definitionem festsetzen vereinbaren

Adjektiv-zu-Nomen-Suffigierung 
ung

Suffix Derivation

Verb Nominalisierungs-Suffix aufge-
fasst Verb-zu-Nomen-Suffigierung Verbalabstraktum

„Sie gleichen einander wie ein Ei dem anderen“
Übereinstimmung zweier Dinge bezüglich bestimmter gege-

bener Merkmale
„Sie sollen einander  

gleichen wie ein Ei dem anderen!“
„gleichen“ „gleichmachen“



ung einerseits Ergebnis
Zustand Produkt  heit sein

andererseits Weg
werden“ Prozess gleichen

heit

heit Eigenschaft sein
ung auch

Weg werden
Zusammenfassende Interpretation:  
• Der Terminus „Gleichung“ begegnet uns im umgangssprachlichen  

Verständnis janusköpfig sowohl in einem „Gleich-Werden“ als auch  
in einem „Gleich-Sein“ (bzw. in einer „Gleichheit“)

• Feststellen einer Gleichheit

• Erreichen einer Gleichheit

wesentliche Grundvorstellungen



a b
Gleichung

Identitifikation a b  Äquivalenz
a b

a b 
Zeichen der Identität

der gleiche, die gleiche, das gleiche,
derselbe, dieselbe, dasselbe

identische 
Dinge gleiche Dinge

jede 
von einem Ding zunächst von zwei

bezüglich aller betrachteten Eigenschaften
in jeder Hinsicht gleichen

beiden Dinge
ununterscheidbar

ein-und-dasselbe
identisch

Alltagskontext



Dictionnaire Philosophique’

„Selbigkeit“ Eigenschaft
einzigartig

„Es handelt sich um (den) selbigen“

Dieses Thema der Identität ist interessanter, als man denkt!

gleich ununterscheidbar identisch
Modelltheorie

Vollständigkeitssatzes
impliziten Definierbarkeit Begriffs der Identität

Sprachen M!der ersten Stufe
formale Sprache M M

künstliche Sprache



M
M

Sprachen der 1. Stufe Quantifizierungen nur 
über Elemente des Objektbereichs Sprachen der 2. Stufe

infinitäre Sprachen
1 2( ( ) ( ) )x A x A x∀ ∧ ∧

Der Begriff der Identität, wenn er auf die Logik 
der 1. Stufe eingeschränkt wird, ist implizit definierbar, und zwar ist die in 
(i) & (ii) angegebene Liste von Axiomen eine derartige implizite Definition

Identität
„nicht“, „und“, „oder“, „für alle“,

x x ≡ x
für jede M Formel die Aussage x y x ≡ y

≡

von der Reichhaltig-
keit der zugrunde gelegten Sprache

Einerleiheit von Dingen

Eigenschaften von Dingen

Grundvorstellung
•

„Namen“ beiden
 „Dinge“ ein-und-dasselbe Ding

einerlei nur ein
einzigartig



Gleichheit Identität

identische gleich

Zielsetzungen für das Weitere
Identität sprachunabhängig

= primär Zeichen 
der Identität lesen

a = b

Lexikon 
der Mathematik’

algebraische Struktur
M Trägermenge

 Relationen R1, R2, … in M
Funktionen f1, f2, …  M  

ausgezeichneten Elementen e1 e2 M
Verknüpfungen

Gesetze Verträglichkeitsbedin-
gungen Struktur ≤



M 

rekursiven Aufbau mit Operationen
Konstanten π 2log (3)

Variablen, Funktionstermen Klammernpaaren.

M!)
∧ ∨ ¬

M; … T M ∗
Fr(T)  T 

Fr(T) T

Identitäten Fr(e2)  
Fr(ex)  {x} Fr

M; … M 
∗ T 

• T Fr(T)
• T (T)

an dieser Stelle

≡



M S T M
 Zeichen der Identität

S T

2 + 3 = 5 2 + 3 5

2 = 3
Konstante Terme S T Elemente M

Namen für Dinge. dasselbe Ding
identisch S T

offen Einsetzungen allen
lösbar

allgemeingültig
unlösbar

 S T M; …
S T M 
S T

lösbar allgemeingültig unlösbar

Grundvorstellungen

nicht nur für jede 
Struktur, in der Terme gebildet und verglichen werden können

sprachunabhängigen Identität



Analytischen Geometrien

Axiomatischen Geometrien euklidische nichteuklidische absolu-
te endliche

nicht explizit nur implizit
nicht

unterscheidbar
ununterscheidbar nicht identisch

zusammenfallen
identisch! Β.

„gleiche“ Punkte nicht notwendig identisch
gleiche Zahlen

Gleichungen
• 2 = 3  Ungleichung

 
 

2 = 3

2  3 2 ≠ 3  

≠ ≤ ≥

Ungleichungen ≤ ≥ Gleich-
heit :a b a b a b≤ ⇔ < ∨ =



Gleichheit Identität
ist nicht

allen

dann deren entstehen
in solchen Fällen

nicht gerechtfertigt
dann

im Sinne der „Identität“

Grundvorstellungen zum Gleichungsbegriff

Mathematische Logik

Jahresbericht  der Deutschen Mathematiker-Vereinigung

Philosophie der Mathematik in der Antike und in der Neuzeit

Studien zum Gleichungsbegriff
Grundlegende Begriffe der Mathematik: Entstehung und Entwicklung. 

Struktur – Funktion – Zahl
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