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Was ist eine Gleichung?

Äquivalenz von Gleichungen

Studien zum Gleichungsbegriff
solche Äquivalenz

Übereinstimmung 
der „Lösungsmengen“ 

G
Lösungsmengen von der jewei-

ligen Grundmenge abhängen
A1(x, y, …) A2(x, y, …)

logische Äquivalenz“



Lexikon der Mathematik

kontext-bezogenen

kontext-unabhängiger

Äquivalenz
Gleichwertigkeit

Äquivalenz-
relation reflexiv symme-
trisch transitiv

synonym
Extension

Intension
ist gleich

ist äquivalent

Lexikon der Mathematik



 „
“ aus Ermittlung aller Lösungen

Erhalt ihrer Lösungsmengen
Grundmenge

G1

G2

D

G1 D G2 D(G1) = D(G2)

G1 D G2

gleichbedeutend mit der Übereinstimmung 
der beiden dort so genannten Lösungsmengen D



D

man  anstelle von D schreiben
Definitionsbereich aus dem Zusammenhang ersichtlich

D

hier undefiniert

Term „aus Konstanten, Variablen, Operations- und Funk-
tionssymbolen nach den üblichen Regeln des ,Formelbaus‘ zusammenge-
setzte Zeichenreihe“

Struktur

Äquivalenz je zweier Gleichungen
(T1 = T2)  (T2 = T1)

Termumformung T
dessen Definitionsbereich den der Gleichung T1 = T2 enthält

(T1 = T2)  (T1 + T) = T2 + T)

(T1 = T2)  (T1 – T) = T2 – T)

T
Regeln für Multiplikation eingeschränkte Division Funk-
tionswertbildung

Äquivalenzumformung von Ungleichungen



x = 0 y = 0
zwei

Lösungsmengenäquivalenz
variablenbezogene Lösungsmengenäquivalenz

0

in diesem Sinn äquivalent
im Sinne der 

zweiten Auffassung nicht äquivalent

Lösungsmenge Grundmenge

G
0 G

Das alles ist subtil und wird noch genauer zu betrachten sein!
„Äquivalenz von Gleichungen […] 

ein zentraler Begriff in der Mathematik der Sekundarstufe I“

korrekt
zu lösen

technisch



Hier sollte man

M
A(x, y, …) B(u, v, …) M M

M 
A(x, y, …) B(u, v, …) in M logisch äquivalent“

( x)( y)( u) … (A(x, y, …)  B(u, v,…)  M 

A(x, …) B(u, …) logisch äquivalent
M
x = 0 y = 0
M  x 0 y 0

Äquivalenz zweier Gleichungen

x = 0 y = 0
M

x = 0 x = 0 
x 

M

Äquivalenz von Gleichungen nicht in die Schulmathe-
matik einführen

viel zu kompliziert
Worauf es ankommt, sind die Umformungen von Gleichungen, wobei aber Gleich-
heit erhalten bleiben soll



allen Lösungen
Lösungsmenge

Grundmenge
Umformungen

unmittelbare Ablesbarkeit der 
Lösungsmenge

Invarianz der 
Lösungsmenge bei dieser Umformung in Bezug auf eine vorliegende 
Grundmenge

zugrunde liegenden algebraischen 
Struktur nume-
rischen Strukturen

dann

bezüglich einer gegebenen Grundmenge äquivalent

Systeme

nicht dasselbe bedeuten



x 
2+ a x +b = 0 y 

2+c y + d = 0

nicht

Äquivalenzumformung anderer 
Art

Äquivalenz zweier Aussage-
formen

Äquivalenzumformungen anderer Art

beide
gleichermaßen gleich-

berechtigt



x = 0 y = 0
x 

2+ a x +b = 0 y 
2+c y + d = 0

x = 0 y = 0
x + 0·y = 0 0·x + y = 0

x y

  0 x 0 y 0 = 0 0 = 0
  0 x 1 y 0 = 0 1 = 0
  1 x 0 y 1 = 0 0 = 0

nicht dieselbe 
Lösungsmenge nicht als äquivalent

zwei Variablen x y

M N M N  
M N 0

x = 0 y = 0 nicht als äquivalent
x 

2 + ax + b = 0 y 
2 + c y + d = 0 als 

nicht äquivalent

M
nur über Elemente des Objektbereichs M

M  M M = M  

Var M
MVar Var M  



f MVar x  
x Var M

(x) M M

jede MVar

M
MVar

M ersetzt
Belegung

Var
M

x1 x2 xn

n x1 x2 xn Varn n
x1 x2 xn M 

n

M eingesetzt
Erfüllungsmenge

Formel F x y
System

S x y Erfüllungsmenge des Systems
M EM S x y  

Var x y
S(x, y, …)

Lösungsmenge

Problemlösen

Lösungen
Eine Grundmenge kann sich also durch das Lösen nachträglich ändern



Äquivalenzumformungen anderer Art

Eigenschaft Äqui-
valenz der Struktur der Terme

Term-
struktur. Umformungsäquivalenz

Äquivalenzumformung Handlung

in nur einem Kontext

x 
2 + ax + b = 0 y 

2 + c y + d = 0
dasselbe Problem oder Phäno-

men gleichbedeutend können

gleichbedeutende Aussageformen

Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung

Studien zum Gleichungsbegriff

Mitteilungen der Gesellschaft für Didaktik der Mathematik

Mitteilungen der Gesellschaft für Didaktik der Mathematik

Lexikon der Mathematik


