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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir ein inverses 1D Warmetransferproblem zur
Bestimmung oberflichenenthalpieabhéngiger Warmefliisse aus inneren Enthalpiemes-
sungen. Das mathematische Modell, ein nichtlineares Anfangsrandwertproblem moti-
viert in dem ACC-Kiihlprozess bei der Herstellung von TMCP-Stahl, beschreibt dabei
die Evolution der raumlich und zeitlich abhéngigen Enthalpie. Da eine Darstellung
des Losungsoperators aufgrund der Enthalpieabhéangigkeit der Warmefliisse nur impli-
zit angegeben werden kann, schlagen wir einen Parametrisierungsansatz durch Inter-
polation (PCHIP-Ansatz) vor, um die Implizitdt des Operators zu umgehen. Damit
entkoppeln wir das Problem und erhalten einen explizit definierten Losungs- und Vor-
wartsoperator mit dem das inverse Problem nach klassischem Muster gelost werden
kann, indem wir iterativ ein Zielfunktional unter Nebenbedingungen minimieren. In
dieser Arbeit implementieren wir dazu ein Quasi-Newton Projektionsverfahren (PQN),
welches als ein Gradientenskalierungsverfahren die Kenntnis des Gradienten des Ziel-
funktionals voraussetzt. Nachdem wir die Existenz und Eindeutigkeit klassischer, sowie
starker Losungen fiir das zugrundeliegende Modell diskutiert und somit die Wohlde-
finiertheit des Losungsoperators in den entsprechenden Réumen gerechtfertigt haben,
leiten wir den angesprochenen Gradienten her. Abschliefend testen wir den PCHIP-
Ansatz und das PQN-Verfahren fiir das inverse Warmetransferproblem und vergleichen

die Ergebnisse zum gedampften Landweber-Verfahren.






Abstract

In this work, we deal with an inverse 1D heat transfer problem in determining the
surface enthalpy dependent heat fluxes from internal enthalpy measurements. The ma-
thematical model, a nonlinear initial boundary value problem motivated in the ACC
cooling process in the production of TMCP steel, describes the evolution of the spatially
and temporally dependent enthalpy. Since a representation of the parameter-to-solution
operator can only be given implicitly due to the enthalpy dependence of the heat flu-
Xes, we propose a parameterization approach by interpolation (PCHIP approach) to
overcome the implicitness of the operator. This way, we decouple the dependencies and
obtain an explicitly defined parameter-to-solution (and forward) operator with which
the inverse problem can be solved in the classical way by iteratively minimizing an
objective functional under box-constraints. In this thesis, we implement a Projected
Quasi-Newton (PQN) Method, which, as a gradient scaling method, requires the know-
ledge of the gradient of the objective functional. After discussing the existence and

uniqueness of classical and strong solutions for the underlying model and thus justifying
the well-definedness of the parameter-to-solution operator in the corresponding spaces,
we derive the mentioned gradient. Finally, we test the PCHIP approach and the PQN
method for the inverse heat transfer problem and compare the results to the attenuated

Landweber method.
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1. Einleitung

Wir mochten an dieser Stelle die Aufgabenstellung der Arbeit motivieren und ab-
schlieend einen Ausblick der folgenden Kapitel angeben. Zunéchst gehen wir kurz auf
nichtlineare inverse Probleme im Allgemeinen und inverse Warmetransferprobleme im

Speziellen ein.

1.1 Nichtlineare inverse Probleme

Die Verwendung von nichtlinearen Modellen ist oft unumgénglich, um Prozesse und Zu-
sammenhénge in der Natur, Technik oder etwa der Finanzwelt addquat zu beschreiben.
So wird typischerweise ein Bezug zwischen einer Ursache x € X und deren Wirkung

y € Y durch die Gleichung

F(z)=vy (1.1)

mit dem nichtlinearen Vorwartsoperator F': D(F) € X — Y beschrieben.

Das direkte Problem erfordert die Auswertung einer bekannten Ursache x € X, um die
Wirkung y € Y zu erhalten. Dies geschieht zum Beispiel, je nach Problem, durch das
Losen eines Integrals, eines Randwertproblems oder sogar einer Evolutionsgleichung.
Oft gibt es dabei keine analytische Losung, sodass auf numerische Losungsverfahren

zurtickgegriffen werden muss.

Umgekehrt sprechen wir vom inversen Problem, wenn die Rekonstruktion der Ursache
x € X zu einer beobachteten Wirkung y € Y, in dem Zusammenhang auch Daten
genannt, erforderlich ist. Im Kontext von partiellen Differentialgleichungen spricht man
dabei auch oft von Parameteridentifikationsproblemen, siehe [38], [39]. Charakteristisch
bei solchen Problemen ist, dass die Daten aus Messverfahren gewonnen werden, welche
Messfehler aufweisen. Oft quantifiziert man dabei den Messfehler durch den Rauschlevel
0 > 0. Die direkte Inversion der Operatorgleichung fiir verrauschte Daten 3° statt
Yy mit

ly —y’l3- <9 (1.2)
fithrt zu unbrauchbaren Ergebnissen, falls das inverse Problem schlecht gestellt ist.

13



14 1.1. Nichtlineare inverse Probleme

Das klassische Konzept von Schlechtgestelltheit nach Hadamard ([31], [53], [43]) fur
lineare Operatoren lauft dabei auf den folgenden entscheidenden Aspekt hinaus: Der
inverse Operator ist nicht stetig, d.h. die Losung hangt nicht stetig von den Daten
ab. Im Wesentlichen gilt dieses Problem auch fiir nichtlineare Operatoren, wobei dort
das Konzept auf lokale Schlechtgestelltheit verallgemeinert wird, siehe [59]. Um trotz
verrauschter Daten eine stabile Losung des inversen Problems zu erhalten, werden

Regularisierungsmethoden benotigt.

Klassische Verfahren fiir nichtlineare inverse Probleme sind zum Beispiel die Tikhonov-
Phillips-Regularisierung, das Verfahren der approximativen Inverse und insbesondere
iterative Methoden wie das nichtlineare Landweber-Verfahren, sowie Verfahren vom
Newton-Typ, siche [23], [52], [40], [65]. Der iterative Prozess besteht im Minimieren

des Zielfunktionals
Fla) = @)~ 13- (1.3
Ausgehend von einem Startwert 2(*) wird die Iterationsvorschrift
ARV LGNS VN (1.4)

durchgefiihrt, wobei sich die Berechnung der Schrittweite Ay > 0 und der Abstiegs-
richtung px je nach Verfahren stark unterscheidet. Muss der Parameter x € X noch
Nebenbedingungen geniigen, so sind zusatzliche Projektionsschritte notwendig. Beziig-
lich der Abstiegsrichtung wird zum Beispiel fiir das klassische Landweber-Verfahren
in jedem Iterationsschritt & die negative Gradientenrichtung des Zielfunktionals ([1.3))

berechnet, also
pr = =V [faW) = —F(@W)*(F@W) —y), (1.5)

wobei F” die sogenannte Fréchet-Ableitung und (F’)* der zugehérige adjungierte Ope-
rator ist, vergleiche [40], [65]. Newton-Verfahren oder Quasi-Newton-Verfahren nutzen
die Gradientenrichtung zusammen mit Kriimmungsinformationen (Hessematrix) um
eine Suchrichtung zu generieren. Die Schrittweitensteuerung basiert dabei oft auf

Liniensuchalgorithmen wie der Backtracking Liniensuche, siehe [3].

Wie in [32] und [40] fir die Landweber-Methode oder in [74] fiir die sogenannten
Trust-Region Methoden diskutiert, ist eine Konvergenz nur dann zu erwarten, wenn

die Tteration (1.4) entsprechend gestoppt wird, z.B. mit Morozovs a-posteriori Dis-
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krepanzprinzip, siehe [56], [64]. Dabei wird die Iteration bis zum Abbruchindex k,
durchgefiihrt, sodass

Fa®))y < ps < f(a®) (1.6)

fir alle k < k, und p > 1 gilt.
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1.2 TIHTPs und Implizitat des Vorwartsoperators

Inverse Warmetransferprobleme, auch Inverse Heat Transfer Problems (IHTPs) im
Englischen genannt, erlebten ihre Geburtsstunde bereits Ende der 50er Jahre mit den
ersten Weltraumprogrammen der UdSSR und der USA. Ein typisches Problem war etwa
die Hitzeschilderwarmung beim Wiedereintritt von Raumfahrzeugen in die Erdatmo-
sphare, die so stark war, dass keine Messsensoren auf der Oberflache des Schildes ange-
bracht werden konnten. Um trotzdem Informationen zu gewinnen, wurden Messsenso-
ren unter der Oberflache eingebaut, um auf die Oberflaichentemperatur riickzuschlielen.
Aus einer beobachteten Wirkung (Temperatur im Schildinneren) wurde die Ursache
(Temperatur an Oberfliche des Schildes) bestimmt - ein inverses Warmetransferpro-
blem und ein nichtlineares zugleich. Aufgrund der enormen Temperaturentwicklungen
kommt es zu Phasenverschiebungen und thermischen Ausdehnungen im Material, was

schliefllich zu der Modellierung von temperaturabhangigen Materialparametern fiithrt.

Weitere Beispiele fiir inverse Warmetransferprobleme sind etwa die Bestimmung von
Waiérmefliissen und ebensolcher Materialparameter zur Charakterisierung des Warme-
iibergangs an den Grenzflichen bzw. Wéarmeleitverhaltens im Material aus inneren
Temperaturmessungen. Dabei werden solche Wérmetransferprobleme in der oft eng-
lischsprachigen Literatur weiter klassifiziert. In [58] etwa unterscheidet der Autor zwi-
schen IHTP of conduction (Warmeleit-), IHTP of convection (Warmeiibergangs-),
IHTP of surface radiation (Abstrahlungs-) oder auch IHTP of phase change (Pha-
senumwandlungsproblemen).

(Allgemeiner klassifiziert man auch beztiglich des zugrundeliegenden Anfangsrandwert-
problems: THTP of boundary conditions, initial condition, source term etc., also inver-

sen Randwert-, Anfangswert- und Quelltermproblemen.)

Lange glaubte man, dass schlecht-gestellte inverse Probleme schlicht unlosbar sind bzw.
dass die Losungen keine praktische Bedeutung hétten. Infolgedessen verloren Mathema-
tiker und Ingenieure eine Zeit lang das Interesse an inversen Warmetransferproblemen.
Die allgemeine Regularisierungstheorie von Tikhonov ([70], [69]) als Initialziindung und
insbesondere auch die Monographien zu inversen Warmetransferproblemen von Alifa-

nov ([I]) und Beck ([4]) entfachten das Interesse von Neuem.
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Heutzutage sind inverse Warmetransferprobleme, auch aufgrund der zusétzlich gestie-
genen Rechenleistung von Computern, nicht mehr aus der Wissenschaft wegzudenken.
Speziell in Anwendungsbereichen, in denen praktische Experimente besonders zeitin-
tensiv oder mit hohen Kosten verbunden sind, ist der Wunsch nach einem ’digitalen
Zwilling’ ([9]) und die Nachfrage nach numerischen Simulationen und inverser Model-
lierung grofl. Einige wenige Anwendungsbereiche sind: Raketentechnik, Motorentech-

nik, chemische Verfahrenstechnik, Nuklearforschung oder Astrophysik.

Ein weiteres Anwendungsbeispiel, die Metallurgie, ist fiir diese Arbeit besonders er-
wahnenswert. Dabei handelt es sich um die Wissenschaft, die das physikalische und
chemische Verhalten von metallischen Elementen und ihren Legierungen untersucht,
siehe [21]. Aufgrund der oft ganz spezifischen Aufgabenstellung erfordern inverse War-
metransferprobleme eine eigenstiandige Modellierung, die es zu einer schwierigen, aber

auch gleichzeitig spannenden Aufgabe macht.

Wegen des hohen Individualitdtsgrades iiberrascht es nicht, dass es bereits eine Vielzahl
von Publikationen beziiglich inverser Wéarmetransferprobleme in verschiedensten Zu-
sammenhéngen (Existenz und Eindeutigkeitsaussagen, Numerische Verfahren, Konver-
genzuntersuchungen, Regularisierungstechniken) gibt, wobei oft von unterschiedlichen
Modellen, Messdatenséatzen und Suchgrofien ausgegangen wird. Im Folgenden méchten
wir nur ein paar Beispiele von Forschungsergebnissen in diesem Bereich nennen, um

die Vielfalt zu verdeutlichen:

In [22] beweisen die Autoren die Eindeutigkeit von Losungen des inversen Problems be-
zuglich eines Modells mit konstanten Neumann-Randbedingungen und einer einzelnen
Randtemperaturmessung, indem sie Cannon’s Eindeutigkeitsergebnis (siehe [16]) fiir
den instationdren Fall erweitern. Weitere einfache Modelle, unter der Voraussetzung
homogener Anfangstemperaturen und konstanten Temperaturleitfahigkeiten, werden
diesbeztiglich auch von Cannon et al. diskutiert, siehe [I5]. Weitere Forschungsresul-
tate zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen, sowie einige numerische Analysen
zum Abschreckprozess fiir ein Modell mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen fin-

den sich in [60], [68] und den darin enthaltenen Referenzen.

Inverse Wérmeleitprobleme (‘inverse heat conduction problems’) umfassen ebenfalls

unterschiedliche Modelle, bei denen die Materialparameter nur von der Raumvariablen
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([5], [26]) oder nur von der Zeitvariablen abhéngen, siehe [36]. Auch die Bestimmung von
zeitlich und rdumlich variierenden Materialparametern (in dem Fall Diffusionskoeffizi-
enten) sind tiblich, siehe [44] und die darin enthaltenen Verweise. Methoden zur Losung
der inversen Wéarmeleitprobleme sind ebenfalls zahlreich vertreten. In [33] zum Beispiel
verwenden die Autoren eine auf dem Verfahren der konjugierten Gradienten basierende
Gleichungsfehlermethode ("Equation error method’), indem sie ein System von linearen
Operatorgleichungen fiir den Diffusionsparameter 16sen. Cui et al. ([I8]) studieren die
Sensitivitdtsanalyse der ihnen zugrundeliegenden gradientenbasierten Verfahrensweise
unter Verwendung der Complex-Variable-Differentiation Methode (CVDM). Die nume-
rischen Ergebnisse zeigen, dass das Verfahren in der Lage ist die temperaturabhangigen
Materialparameter, d.h. die Koeffizienten von Polynomen zweiter Ordnung, zu identifi-
zieren. Anstatt die Materialparameter drastisch zu vereinfachen (durch z.B. Polynome
zweiter Ordnung), haben die Autoren in [34] ein Modell mit erhohten Freiheitsgraden
untersucht, indem sie die temperaturabhangigen Materialparameter zu raumlich und

zeitlich abhéngigen Funktionen transformiert haben.

Bei inversen Warmeubergangsproblemen (’inverse heat convection problems’) zur Be-
stimmung von Wéarmefliissen, variieren die Modelle ebenfalls je nach Anwendung. Die
Wirmeflisse (oder Variationen davon) sind dabei oft nur von der Zeitvariablen, nur
von der Raumvariablen oder von beiden abhingig, vgl. [67], [35], [78]. Modelle mit
temperatur- oder enthalpieabhédngigen Warmefliissen, um etwa Leidenfrost-Effekte ab-
zubilden, sind zwar keine Neuheit, aber doch eher eine Seltenheit. Erwahnenswert dies-
beziiglich sind die mathematischen Modelle der Forschungsgruppe um Engl et al. zur
Bestimmung optimaler Kiihlstrategien im Stranggussverfahren von Stahl mit variabler
GieBgeschwindigkeit, siche [24], [25], [8], [30]. Im Speziellen verweisen wir auch auf
die Arbeit [46], in der die Autoren die optimale Ansteuerung eines Laminarkiihlsys-
tems untersuchen. Dabei haben alle vorangegangenen Referenzen etwas gemeinsam:
Die Wérmefliisse hédngen zwar von der Temperatur bzw. Enthalpie ab, im zugrun-
deliegenden inversen Warmetransferproblem sind diese Funktionen aber als bekannt

vorausgesetzt.

Die Bestimmung temperatur- oder enthalphieabhangiger Wérmefliisse in Bezug auf in-
verse Wéarmetransferprobleme scheint in der aktuellen Literatur wenig untersucht zu
sein, obwohl das Leidenfrost-Phénomen ein bekanntes Problem ist und mehr Aufmerk-

samkeit erhélt, wenn es um experimentelle Forschung fiir verschiedene Kiihlspezifika-
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tionen geht, vgl. [29], [7].

Der Grund dafiir ist der folgende: Typischerweise repriasentiert der Vorwértsoperator
F den Ursache-zu-Wirkung Zusammenhang. Eine Ursache x wird einer Wirkung y zu-
geordnet. Ist die Ursache selbst eine Funktion von der Wirkung, so ist eine explizite
Darstellung einer Operatorgleichung der Form schlicht nicht moglich. Vielmehr

ist der Zusammenhang implizit gegeben, bei entsprechender Definition etwa durch

F(x(y),y) = 0. (1.7)

Die Behandlung solcher inverser Probleme nach klassischem Muster ist nicht moglich.
Ublicherweise behilft man sich, indem man die Darstellung x(y) derart vereinfacht,
dass durch eine Entkopplung wieder eine explizite Darstellung moglich ist. Als Beispiel

erwahnen wir den Polynomialansatz
z(y) = inyifl. (1.8)
i=1

der so auch in inversen Warmetransferproblemen Anwendung findet, siche [54], [1g].
So kann die Tmplizitat umgangen werden und statt (1.7)) definiert man den Vorwérts-

operator explizit durch
F(x) =y, (1.9)

wobei x = (21,...,2,)7 € R" Hinsichtlich inverser Probleme sind solche Darstellun-
gen jedoch problematisch und meist nur in einem simulierten Setting zu gebrauchen.
Wir diskutieren diesen Zusammenhang in Kapitel |3] und schlagen dort den PCHIP-
Interpolationsansatz vor, mit dem wir die Implizitat iiberwinden konnen ohne die

Struktur der Losung einzuschranken.
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1.3 Motivation

Ein Optimalsteuerungsproblem

Die zugrundeliegende Aufgabenstellung dieser Arbeit findet Motivation in einem Opti-
malsteuerungsproblem ([80], [72]) in der Stahlindustrie, insbesondere im sogenannten
ACC (Accelerated Cooling, s. [20]) Kiihlprozess. Dabei sollen Kontrollparameter so

eingestellt werden, dass gewisse Strategieparameter erfiillt sind.

Der Zusammenhang ist hierbei der folgende: Der ACC Prozess ist eine Schliisseltech-
nologie bei der Herstellung von TMCP (Thermo-Mechanically Controlled Processed,
s. [57]) Stahlplatten. Dabei werden solche Platten zunéchst einem Walzprozess und

anschliefend einer starken Kiihlung unterzogen.

Abbildung 1.1: Erhitzte Stahlplatte vor dem Walzgertist,
danach erfolgt die (ACC) Kiithlung aus der Walzhitze, © Dillinger



22 1.3. Motivation

Diese thermische Behandlung fiihrt zu einer Gefiigeverdnderung und komplexen Mi-
krostruktur im Material, was eine erhohte Festigkeit und Bruchzéhigkeit zur Folge hat,
siehe [71], [49]. Dabei wird ebendiese Mikrostruktur stark durch die Temperaturent-
wicklung wahrend des Kiihlprozesses sowie durch Eigenspannungen und Ebenheitsver-
formungen beeinflusst. Durch das Studium des Zusammenhangs der Temperaturent-
wicklung und den Werkstoffeigenschaften konnen metallurgisch fundierte Prognosen
getroffen werden. Die Einstellung eines vorgegebenen Temperaturverlaufs (Strategie-
parameter) durch die richtige Wahl der Kontrollparameter, so die Idee, fithrt dann zum
gewiinschten Produkt. In Hinblick auf das Plattendesign und die Verarbeitung des Ma-
terials ist von daher die vollstandige Kontrolle der Temperaturentwicklung erstrebens-
wert. Sie kann nur durch eine thermophysikalische Charakterisierung des Materials und
des Kiihlsystems erreicht werden. Wir mochten im Folgenden die Wahl der Kontroll-
parameter genauer erldutern. Dazu skizzieren wir eine typische ACC Kiihlanlage, siehe
Abbildung [T.2]

||I‘HI/\ ""III”

Abbildung 1.2: Skizze einer ACC Kiihlanlage

Das Kiihlverfahren kann dann wie folgt vereinfacht beschrieben werden. Mehrere Trans-
portrollen beférdern die noch heifle Stahlplatte (ca. 1000 — 1200 K) in y—Richtung zur
Kiihlanlage, welche aus mehreren Wasserkiihlzonen bestehtEl Der Stahl wird in jeder
solcher Zonen vollflachig jeweils oben und unten in Bezug auf die y—z—Ebene mit Was-
ser beaufschlagt. Die Abkiihldynamik an einer heiflen Grenzfliche ist dabei aufgrund
auftretender Leidenfrost-Effekte hoch komplex, siehe [73].

'Durch die Punkte in der Abbildung ist angedeutet, dass es sich in der Tat um mehr als nur 3
Wasserkiihlzonen handelt. Eine typische Konfiguration einer z.B. 30 m langen Kiihlanlage umfasst 30
Kiihlzonen.
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Der Effekt lidsst sich wie folgt vereinfacht erkléren. Wegen der heiflen Oberfliche der
Stahlplatte bildet sich zunachst eine Dampfschicht, die den direkten Kontakt mit der
Kiihlfliissigkeit verhindert. Diese Dampfschicht hemmt den Warmeentzug zunachst und
bricht erst bei Unterschreitung einer kritischen Oberflichentemperatur (Leidenfrost-
punkt, [6]) ein. Der nun direkte Kontakt der noch heilen Platte zur Kiihlfliissigkeit
(Wasser bei Raumtemperatur) fithrt schlielich zu einem sprunghaften Anstieg im
Wiarmefluss und somit einem stérkeren Warmeentzug, siche Abbildung [I.3] Das er-
neute Abklingen des Warmeflusses ldsst sich darauf zuriickfiihren, dass die Oberfliche
die Temperatur des Kiihlwassers annimmt und mit der Zeit kein effektiver Warmeent-

zug mehr vorhanden ist. Die gesamte Temperaturentwicklung wahrend des Kiihlpro-

Warmefluss

Leidenfrostpunkt

Oberflaichentemperatur bzw. -enthalpie

Abbildung 1.3: Warmeflussskizze und Leidenfrostpunkt, wir ndhern uns im Abkiihl-
prozess von rechts nach links, d.h. von hohen zu niedrigen Oberflichentemperaturen

zesses hiangt dabei auch wesentlich vom gefahrenen Kiihlplan ab. Ein Kiihlplan wird

(vereinfacht) spezifiziert durch
(i) die Vorschubgeschwindigkeit v der Stahlplatte, sowie
(ii) die Wasserbeaufschlagungsmengen w aller Kiihlzonen.

Im Sinne des angesprochenen Optimalsteuerungsproblems sind dies die sogenannten
Kontrollparameter. Zu gegebenen Strategieparametern (z.B. Abkiihlrate, Endkiihltem-
peratur, etc.), welche metallurgisch gewisse Werkstoffeigenschaften implizieren, soll also

ein Kiihlplan (v, w) bestimmt werden.
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Nicht untypisch fiir solche Optimalsteuerungsprobleme, miissen auch in unserem Fall
sowohl die Kontroll- als auch die Strategieparameter Nebenbedingungen erfiillen. Die
Kontrollparameter, beschrankt von der maximalen Vorschubgeschwindigkeit und den
maximalen Wasserbeaufschlagungsmengen, erfiillen klassische Box-Constraints, wéah-
rend die Strategieparameter einer physikalischen Differentialgleichung, genauer einem

nichtlinearen Anfangsrandwertproblem, gentigen miissen, siche Kapitel [2]

Problematisch ist hierbei, wenn Funktionen des Anfangsrandwertproblems unbekannt
sind. Deswegen mochten wir (fiir einen festen Kiihlplan) eine Vorgehensweise entwi-
ckeln, die diese Funktionen aus inneren Temperaturmessungen identifiziert. Insbeson-
dere handelt es sich dabei um die Bestimmung des Warmeiibergangsverhalten an den

Grenzflichen, speziell die Oberflichenenthalpieabhéangigkeit der Warmefliisse.

Im Folgenden méchten wir das eindimensionale Setting des Modells motivieren.



1.3. Motivation 25

Messaufbau fiir 1D Modell

In der Regel sind die Stahlplatten sehr diinn (z-Richtung) im Vergleich zu ihrer Lénge
(y-Richtung) und Breite (z-Richtung), sieche Abbildung fiir eine verzerrte Darstel-

lung der Abmessungen. Eine Wasserbeaufschlagung der y —z—Grenzflichen bei solchen

Breite

\,
\
\,
\,
\
\,
\,
\
\,
\,
\
\,
\,
\
\,
\,
\
N

Abbildung 1.4: Typische Lange-Dicke-Kombinationen liegen im Bereich zwischen
(A) 30 m zu 30 mm (Faktor 1000), und (B) 10 m zu 200 mm (Faktor 50)

Y

Stahlplatten fithrt offensichtlich zu einem Warmeentzug, der hauptsachlich iiber die Di-
cke in z-Richtung abgetragen wird. Da jede Stelle der Platte in Langsrichtung y durch
die ACC Kiihlanlage fahrt, also insbesondere die gleiche Kiihlung erfahrt, konnen wir
ein dimensionsreduziertes Modell betrachten, bei dem die Temperaturverteilung von
3D Stahlplatten in der ACC Kiihlung durch eine 1D Wirmeleitungsgleichung tiber
die Dicke der Platte beschrieben werden kann. Um fiir ein solches 1D Modell Daten
zu generieren, werden Temperaturmessungen wéihrend des Kiihlprozesses benotigt, die

bestenfalls mehrere Messtiefen (fiir verschiedene z-Werte) abgreifen.

Wie in Abbildung durch die roten Punkte angedeutet, geschieht das durch das
Einsetzen von sogenannten Thermoelementen.
Dabei ist hier nur exemplarisch die Mindestanzahl von drei Thermoelementen skiz-

ziert, die fir das Setting dieser Arbeit empfohlen werden. In dem Beispiel messen zwei
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Abbildung 1.5: Minimalbeispiel mit 3 Thermoelementen und die jeweiligen Tempera-
turmessungen wahrend einer Kiithlung

oberflichennahe Thermoelemente die unmittelbare Temperaturauswirkung bei Wasser-
beaufschlagung (0 — 25 s) und der anschliefenden Erholung an der Luft (25 — 60 s),
wahrend eine Kernmessung die zeitverzogerte Kithlung im Inneren des Materials auf-
zeichnet, sieche Abbildung [I.5]

Die Instrumentalisierung einer Stahlplatte zur Generierung von realen Messdaten ist
in Abbildung [I.6] verdeutlicht. Ein Coupon mit Thermoelementen wird in die Mitte der

Stahlplatte eingesetzt und die Temperaturen werden im Datenlogger aufgenommen.

Im Allgemeinen modellieren wir in dieser Arbeit d > 0 Thermoelemente, die in den
Messtiefen z; fir j = 1,...,d platziert werden. Jedes Thermoelement misst dabei die
Temperatur zum Zeitpunkt ¢; fur ¢ = 1,...,m. Die Messdaten konnen anschliefend in

einer Temperatur- bzw. Enthalpiematri ud € R™™ zusammengefasst werden.

"Wie wir spéter sehen werden, ist die Enthalpie in unserer Arbeit lediglich eine Transformierte
der Temperatur.
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Abbildung 1.6: Versuchsblech (vor der Kithlung) zur Generierung von realen Messdaten,
Datenlogger mit Schutz gegen die Hitze angebracht, © Dillinger

1.4 Ziele und Aufbau der Arbeit

In Kapitel [2] modellieren wir zunachst, zusammen mit den Anfangs- und Randbe-
dingungen, die enthalpieabhiangige 1D Warmetransfergleichung, welche die wichtigs-
ten Phianomene des ACC Kiihlprozesses mit einbezieht. Anschliefend untersuchen wir
die Existenz und Eindeutigkeit von Enthalpielosungen u des vollsténdigen Anfangs-
randwertproblems (ARWPs), indem wir verschiedene Ansétze verfolgen. Zum einen
untersuchen wir klassische Losungen im 1D Setting unter Anwendung der von

Ladyzhenskaya et al. ([45]) vorgeschlagenen Theorie. Zum anderen priifen wir die Exis-
tenz sogenannter starker Losungen, indem wir das ARWP in ein abstraktes Cauchy-
Problem transformieren und den von Brezis in [10] eingefithrten Ansatz der pseudomo-
notonen Operatoren studieren. Dies fithrt zu einer Losung u € U in einem schwéacheren
Sinne, bei dem die Anforderungen an die am ARWP beteiligten Funktionen nicht so
streng sind wie bei klassischen Losungen. Insbesondere spezifizieren wir den Losungs-

raum U in diesem Kapitel.
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In Kapitel [3| gehen wir auf das inverse Warmetransferproblem zur Bestimmung der un-
bekannten Warmefliisse ein. Wir definieren den Beobachtungsoperator @ und den ex-
plizit definierten Losungsoperator S, indem wir dessen Implizitat durch einen Parame-
trisierungsansatz auflésen, ohne das Modell einzuschranken. Dabei motivieren wir den
PCHIP-Interpolationsansatz und vergleichen diesen mit anderen Parametrisierungsan-
satzen. Anschlieflend definieren wir das (unter Nebenbedingungen) zu minimierende
Zielfunktional und bestimmen eine Vorschrift zur Berechnung des Gradienten. Zur Be-
stimmung des sogenannten adjungierten Zustands leiten wir eine auf der Losung eines

Endwertproblems basierende Integraldarstellung her.

Das Ziel in Kapitel [4] ist die Implementierung des von Kim et al. ([42]) vorgeschla-
genen iterativen Quasi-Newton-Projektionsverfahrens, auch PQN-Verfahren genannt.
Wir testen das PQN-Verfahren, sowie das gedampfte Landweber-Verfahren, auf Basis
des hergeleiteten Gradienten des Zielfunktionals, indem wir ein experimentelles Setting
festlegen, verrauschte Messdaten generieren und das inverse Wéarmetransferproblem 16-

sen. Wir schlielen das Kapitel mit einem Vergleich der numerischen Resultate.

Zuséatzlich geben wir in Kapitel 5| eine Kurzzusammenfassung eines weiteren inversen
Waérmetransferproblems an, welches auf die Grundidee des Auflosens eines implizit
definierten Losungsoperators durch geschicktes Parametrisieren zuriickgreift. Speziell
handelt es sich dabei um die Bestimmung des Warmeleitverhaltens im Inneren des
Korpers, insbesondere den temperaturabhéngigen Materialparametern. Dieses Kapitel
ist heuristisch motiviert und dient lediglich zur Vermittlung der Idee und des numeri-
schen Ansatzes. Wir schliefen die Arbeit mit einem Fazit und Ausblick fir zukiinftige

Forschung.



2. 1D Warmeleitungsgleichung

2.1 Mathematische Modellierung

In diesem Kapitel mochten wir ein 1D Warmetransfermodell herleiten, das zwar die
ACC Kiihlanlage nicht vollstandig abdeckt, aber zumindest die charakteristischen Phé-

nomene mit einbezieht. Dazu zahlt insbesondere
(i) die Phasenumwandlung des Materials aufgrund hoher Temperaturgradienten,
(ii) sowie die Leidenfrost-Effekte an den gekiihlten Réndern.

Wir begegnen beiden Punkten durch die Einfiihrung temperaturabhéngiger Funktio-
nen, wobei wir uns auf fundamentale Erhaltungssatze der Thermodynamik berufen,
siehe [37].

Sei L > 0 die Dicke der Stahlplatte und 7" > 0 die Untersuchungszeit des Kiihlvorgangs.

Auflerdem sei
0:1x0—R, (2.1)

die Temperatur im Raumpunkt z € Q := (0, L) zur Zeitvariablen t € I := [0,T]. Mit Q
bezeichnen wir wie iiblich den Abschluss von 2. Der Rand 02 von €2 besteht dabei aus
den zwei Punkten x = 0 und x = L, die wir mit der Plattenunterseite bzw. -oberseite

in Verbindung setzen.

Mit
0(t,x)

u(t,z) = C(O(t,z)) = f C(€) d¢ > 0, (2.2)

S

definieren wir die Enthalpie, wobei in unserem Fall § = 273.15 K (= 0° C) ist. Hierbei
ist C' : R, — R, die temperaturabhéngige Warmekapazitéit, also das Produkt aus
Materialdichte und spezifischer Warmekapazitéit. In der Hinsicht ist die Enthalpie eine
Temperatur-Transformierte (via C’) und ein Mafl fiir die gespeicherte Energie zum
Zeitpunkt ¢t im Punkt z.

29
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Da ' = C(0) > 0, existiert die Enthalpie-zu-Temperatur-Abbildung ¢! mit
0 = CHu). (2.3)

Die gespeicherte Warmemenge ((¢) in einem beliebigen Teilintervall [a,b] < Q fur

0 <a <b< L zum Zeitpunkt ¢ > 0 ist gegeben durch

Q@zju@@dx (2.4)

a

Die zeitliche Anderung der Wirmemenge @ hat dann die Gestalt

(i@(t) = J uy dor = Ja C(&)Gt dz, (25)

a

wobei wir im Laufe der Arbeit zur besseren Lesbarkeit wie hier manchmal auf die
Variablen (t,z) verzichten und die Ableitungen () und £-(-) durch (-); bzw. (-),
abkiirzen.

Andererseits kann sich die Warmemenge nach dem Prinzip der Energieerhaltung nur
dann dndern, wenn Wéarme nach auflen verloren geht oder von auflen aufgenommen

wird. Wir definieren zunachst die Vorzeichenfunktionen

Sa(t) : = sgn (0.(t,a)), (2.6)
sp(t) + = sgn (0,(t,b)) . (2.7)

Laut dem Fourier’schen Gesetz ist der Betrag eines Warmeflusses |q| proportional zu
sgn (6,) 0,.. Der Proportionalitatsfaktor ist dabei die Warmeleitfahigkeit k£ : R, — R,.

Wir erhalten somit

|qa| = 8ak(0)0, >0, tel, z=a, (2.8)
\qp| = spk(0)0, >0, tel, x=0. (2.9)

Ob nun bei x = a und x = b ein Warmezufluss oder -abfluss stattfindet hangt wiederum
von 6, ab. Fir 6,(t,a) < 0 handelt es sich um einen Zufluss, fir 6,(¢,a) > 0 um einen
Abfluss. Bei = b gilt das Umgekehrte. Fiir 6,(¢,b) < 0 sprechen wir von einem
Abfluss, wéhrend 6,(¢,0) > 0 auf einen Zufluss hindeutet.
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Die zeitliche Anderung der Warmemenge, also die Summe aus allen Zu- und Abfliissen,

kann dann kompakt geschrieben werden durch

d
&Q(ﬂ = _3a|qa’ + 56’Qb|- (210)

Einsetzen von (2.8) - (2.9) liefert

d b
GO0 = KOy~ KOI,_, = | (0)6.), dv @.11)

a

Da die Herleitung der Integrale in (2.5) und (2.11)) fiir ¢ € I und beliebige Teilintervalle
[a,b] € Q gilt, konnen wir annehmen, dass die Integranden punktweise in (¢, x) € I x Q
iibereinstimmen miissen. Somit erhalten wir die quasilineareﬂ 1D Warmeleitungsglei-

chung zweiter Ordnung mit
C(0)0, = (k(0)0,), tel, xe, (2.12)

die mithilfe der temperaturabhéngigen Materialparameter C' und k die oben erwahnte

Phasenumwandlung in das Modell integrieren.

Eine Darstellung von (2.12)) in Abhéngigkeit von der Enthalpie u ist moglich mithilfe

der Kirchhoff Transformierten

0 C7(w)
alu) : = fk(g) de & J k() de, sodass (2.13)
() [

o'(u) =k (CH(w)) (é*l(u))' _ g(?) (2.14)

Der Quotient % ist dabei die Temperaturleitfahigkeit. In dem Sinne ist o’ ein enthal-
pieabhéngiger Repréisentant (die Enthalpieleitfahigkeit) fiir diese GroBe, welche héufig

in der Literatur nur in Abhéngigkeit von der Temperatur angegeben wird.

!Dabei nennen wir eine Differentialgleichung quasilinear, wenn die héchste Ableitung im Ort nur
mit einer Funktion niedriger Ordnung multipliziert ist. In unserem Fall gilt
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Wegen u; = C'(0)6; und u, = C(0)0, kann die Warmeleitungsgleichung (2.12)) alterna-
tiv durch

u = (&' (Wuyg)y, tel, 2 (2.15)
dargestellt werden.

Um das mathematische Modell zu vervollstandigen, geben wir im Folgenden noch

Anfangs- und Randinformationen an. Dazu sei mit

0=10, t=0, xe€Q (2.16)
eine Anfangstemperatur fixiert.
Fir x € 092 betrachten wir die Newton-Randbedingungen

do = ho(@) (0 - 910)7 te I, xr = 07 (217)
qr ZhL(9> (Q—Hw), tEI, .I':L, (218)

wobei 0, > 0 die Temperatur des Kiithlwassers und hg und h; die sogenannten War-
meiibergangskoeffizienten sind. Um die genannten Leidenfrost-Effekte zu modellieren,
wird hier von hy und hp die Abhéngigkeit von der Oberflichentemperatur gefordert,
vergleiche Abbildung [1.3]

Da es sich in beiden Randpunkten um Wérmeabfiisse handelt, konnen wir annehmen,

dass 6,(t,0) > 0 und 0,(t, L) < 0. Gleichsetzen von (2.17)) - (2.18)) mit

g = +k(0)0,, tel, x=0, (2.19)
qr = —k(0)0,, tel, z=1L, (2.20)

liefert uns schliellich das Anfangsrandwertproblem (ARWP)

C(0)6; = (k(0)0,)s, tel, ve, (2.21)
k(0)6, = ho(6) (6 — 6, tel, z=0, (2.22)
—k(0)6, = hi(6) (0 — 6,,), tel, =1, (2.23)
0 = 6y, t=0xe (2.24)
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Da die Kenntnis einer alternativen Darstellung des ARWPs bzgl. der Enthalpie wichtig

fiir das weitere Vorgehen ist, betrachten wir

up = (' (u)ug)g,, tel, xel, (2.25)

o (u)uy = Bo(u), tel, z=0, (2.26)
—a/(u)ug, = Br(u), tel, x =1, (2.27)
U = U, t=0,2¢€Q, (2.28)

und wihlen die Anfangsenthalpie durch ug(z) := C(fy(x)). Damit die beiden An-
fangsrandwertprobleme denselben Prozess beschreiben und die enthalpieabhidngigen

Wiérmefliisse kompatibel sind, nutzen wir (2.3)) und setzen

»

Bo(u) 1= ho(C™H (W) (€ (u) = b,), (2.29)
B(u) == hy(C™ () (C7 (1) — 6,). (2.30)

Fir das ARWP ([2.25) - (2.28]) wird die Warmeleitung im Inneren durch o/ (an Stelle
von C' und k) bestimmt, wihrend der Warmeiibergang am Rand durch g, 5, > 0
(anstatt hg,h; > 0) vorgeschrieben wird. Die Phdnomene Phasenumwandlung und

Leidenfrost sind dabei durch die jeweilige Enthalpieabhédngigkeit abgedeckt.

Ein wichtiger Aspekt hinsichtlich der weiteren Betrachtung inverser Probleme ist die
Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen v des ARWPs - .
Wir méchten dieser Frage in den nachfolgendenen Abschnitten nachgehen, indem wir
zwei verschiedene Ansétze verfolgen. Zum einen betrachten wir kurz klassische Lo-
sungen unter Anwendung der von Ladyzhenskaya et al. vorgeschlagenen Theorie, siehe
[45]. Auf der anderen Seite untersuchen wir die Existenz sogenannter starker Losungen,
indem wir das ARWP in ein abstraktes Anfangswertproblem (auch Cauchy-Problem
genannt) umformulieren und anschlieBend die von Breziz in [10] eingefithrte Theorie
pseudomonotoner Operatoren nutzen. Der zweite Ansatz der starken Losungen wird
dabei viel ausfithrlicher behandelt und fithrt zu einer Losung in einem schwécheren
Sinne, d.h. die Anforderungen an die an dem ARWP beteiligten Funktionen sind nicht
so streng. Am Ende des Kapitels geben wir einen geeigneten Losungsraum U an, mit

dem wir in der Lage sind einen wohldefinierten Vorwartsoperator zu definieren.
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2.2 Existenz und Eindeutigkeit klassischer Losungen

Sei ausnahmsweise fur diesen Abschnitt I := (0,7") das offene Zeitintervall. AuBerdem
sei Q := I xQund [ e (0,1). Mit H**"'*1/2(Q) bezeichnen wir den Holder-Raum
bestehend aus stetigen Funktionen u € C*'(Q), d.h. die Funktionen sind 2-mal stetig
differenzierbar in = € Q und 1-mal stetig differenzierbar in t € I, die zusétzlich noch
holderstetig in « bzw. ¢ mit Exponent | bzw. [/2 sind. Letzteres heifit, dass eine Kon-

stante C' > 0 existiert, sodass

max_ lu(t, 21) — u(t, z9)| < Cloy — mpf', Vtel, (2.31)
T1,T2€
max lu(ty, z) — u(ty, z)| < Clty — to]'?, Ve Q. (2.32)
1,12€

Um die Existenz und Eindeutigkeit einer klassischen Losung u € H2*01FU2(Q) <

C*1(Q) nachzuweisen, modifizieren wir das urspriingliche Ergebnis von Ladyzhenskaya

et al. ([45]) im nachfolgenden Lemma auf unseren 1D-Fall.

Lemma 2.2.1. Gegeben sei das Anfangsrandwertproblem zweiter Ordnung

w = a(z, t,u) Uy, — (2, t,u, uy), tel, xel, (2.33)
a(0,t, u)u, = ®(0,t,u), tel, =0, (2.34)
—a(L,t,u)u, = ®(L,t,u), tel, x =1L, (2.35)
u = Do, t=0,z€Q, (2.36)

wobei die folgenden Bedingungen erfillt sind:
a(z,t,u) >0, fiir (t,x) e Q x (0,77, (2.37)
—ub(z,t,u,0) < cu? + ¢, fir (t,x) € Q x (0, T], ¢1,¢2 =0, (2.38)
—ud(x,t,u) <0, fiir |u| >0, (t,z) eI x {0,L}. (2.39)

Fiir beliebige p, (t,z) € Q und |u| < o seien die Funktionen a(x,t,u), b(z,t,u,p) und
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O(x,t,u) auferdem stetig differenzierbar in ihren Argumenten so, dass gilt:

a(z,t,u) < (2.40)

|Gy Ay Aty Qs Qs G, Ot | < € (2.41)
D, Dy, Dy, D, Py, Pty Pua| < 6 (2.42)
b(z, t,u,p)| < (1 +p?), (2.43)

10,) (1 + [p]) + [bu| + [be] < (1 +p?), fiir ¢ > 0. (2.44)

Weiterhin seien fir |p| < oo und [ € (0,1) die Funktionen a,(x,t,u), b(z,t,u,p) und
O, (z,t,u) holderstetig in x mit Exponent l. Die Funktion ®,(x,t,u) sei zusdtzlich noch
hélderstetig in t mit Exponent 1/2. Gilt schlieflich

®(0,0,0) = ®(L,0,0) = 0, (2.45)

so besitzt das Anfangsrandwertproblem (2.33)) - (2.36]) eine eindeutige Losung u €
H2+l,1+l/2(@)'

Beweis. Siehe Satz 7.4 in [45]. O

Bemerkung 2.2.2. Zur besseren Unterscheidung der Ableitungen haben wir im obigen
Lemma tiefgestellte u fiir die entsprechende Ableitung verwendet. Wenn klar ist um
welche Ableitung es sich handelt, verwenden wir jedoch auch die Strich-Notation, z.B.

o/(u) anstelle von o, (u).

Satz 2.2.3. Sei fiir a € C?

0<c <ad <ep<oo, (2.46)
’Oé”‘ < C3, ’CY/”’ Cyq, (247)

und fiir 0 < By, Br, € C?
’ﬁ076L| Cs, |BO>ﬁL‘ Ce, ‘6 ‘ C7, (248)

fur Konstanten cy,...,c; > 0 erfillt. Gilt

50(0) = BL(0) = 0, (2.49)
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so hat das ARWP (2.25) - ([2.28) eine eindeutige Losung u e H>**L12(Q) < C*1(Q)
fir alle L € (0,1).

Beweis. Differenzieren der rechten Seite von ([2.25)) liefert

U = o (U) Uy + " (u)u?. (2.50)

xT

Mit der Wahl

CL(ZE,t,U) = O/(u)ﬂ b(x7t7u7p) = —oz”(u)p2, q)O -= Uy,
®(0,t,u) := Fo(u) und P(L,t,u) = Br(u)

folgen die Bedingungen (12.37)) - (2.40)) und (2.45)) direkt aus den Voraussetzungen (|2.46|)

und (2.49)). Die Beschranktheit der Ableitungen (2.41)) - (2.42)) resultiert aus (2.47) -
©243).

Fir ¢ := 2(2¢3 + ¢4) konnen wir (2.43)) - (2.44) zeigen mit

b(z,t,u,p)| = | — " (u)p?| < csp?, und
[bpl (1 + [pl) + [bu] + [be] = [20" (w)pl(1 + [p]) + | = & (u)p’]
< 2¢s3(|p| + p?) + cap?
< (2¢3 + ca)(|p| + p°)
< (2e3 + ¢4)(2 4 p* + p?)

N

c(1+ p?).

Da in unserem Fall a, = ®, = 0 und b nicht explizit von x bzw. ¢ abhéngt, sind diese
Funktionen Holder-stetig fiir beliebige Exponenten [ bzw. /2 fiir [ € (0,1). Somit folgt
die Existenz einer eindeutigen klassischen Losung u € H**41+/2(Q) aus Lemma [2.2.1]

O

Eine klassische Losung u von - hat zwar den Vorteil, dass das ARWP
punktweise erfillt ist, der iberwiegende Nachteil liegt aber an den zu strengen Voraus-
setzungen des Satzes Auflerdem erfordern klassische Losungen in Bezug auf die
weitere Behandlung des inversen Problems aufgrund des Banachraum-Settings zuséatz-
liche technische Werkzeuge, vgl. [65], [41].
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Wir zeigen im Folgenden, dass diese Einschrankung umgangen werden kann und wir
das weitere Vorgehen in einem Hilbertraum-Setting durchfithren koénnen. Aus diesem
Grund wollen wir die Theorie der starken Losungen vorstellen, bei denen Losungen

auch unter schwacheren Annahmen existieren konnen.
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2.3 Starke Losungen abstrakter Cauchy-Probleme

Wir méchten zunéchst die weiteren Schritte motivieren und einen kurzen historischen
Riickblick geben. Die mathematischen Begrifflichkeiten werden dabei erst im néchsten
Abschnitt definiert.

Die Existenztheorie starker Losungen ist eng verkniipft mit der Theorie pseudomo-
notoner Operatoren, welche urspriinglich fiir die Losung gewisser stationdrer (zeitun-
abhéngiger) Probleme herangezogen wurden. Genauer wurden pseudomonotone Ope-
ratoren von Brezis in [10] als eine Verallgemeinerung der monotonen Operatoren und
der zugehorigen Theorie von Minty und Browder ([55]) eingefiihrt, die die Existenz von

Losungen u € X fiir abstrakte Operatorgleichungen der Art
Alu)=f in X* (2.51)

garantiert. Hier ist A : X — X™* ein monotoner Operator und X ein reflexiver Ba-
nachraum mit Dualraum X*. Mit Hinblick zur Anwendung der Theorie von Minty-
Browder, etwa bei Existenzaussagen gewisser Randwertprobleme bestimmt durch ellip-
tische oder parabolische Differentialgleichungen, war es wiederum Browder, der die Ver-
kniipfung zwischen nichtlinearer Funktionalanalysis und nichtlinearen partiellen Diff-
erentialgleichungen untersuchte und umfangreiche Forschungsergebnisse présentierte,
siehe [12] 13, 14].

In [79] erklart der Autor die Grundidee zur Theorie der nichtlinearen monotonen Opera-
toren in der Art, dass sie als Verallgemeinerung des folgenden elementaren Ergebnisses

zu verstehen ist:

Sei eine nichtlineare Funktion F': R — R und die Gleichung

F(r) =y

gegeben. Dann existiert eine Losung x € R fiir alle y € R unter den folgenden Voraus-

setzungen:
a) F ist monoton.
b) F ist stetig.

¢) F(x) — too fir z — +o0.



40 2.3. Starke Losungen abstrakter Cauchy-Probleme

Kann man gewéhrleisten, dass die Funktion F' sogar streng monoton ist, so ist die

Losung sogar eindeutig. Die Aussage kann mit dem Zwischenwertsatz bewiesen werden.

Die Verallgemeinerung (Satz von Minty-Browder) fir abstrakte Operatorgleichungen
der Form ([2.51)) kann als das nichtlineare Analogon zum Satz von Laz-Milgram auf-
gefasst werden, siehe [5I]. Der Satz von Minty-Browder besagt, dass ein Operator A

surjektiv ist, wenn gilt:
a’) A ist monoton.
b’) A ist hemistetig.

¢’) A ist koerziv. (2.52)

Insbesondere bedeutet dies also, dass fiir alle rechten Seiten f € X™* eine Losung u € X
existiert mit A(u) = f. Ist der Operator A strikt monoton, so ist die Losung sogar
eindeutig. Die Begrifflichkeiten (Monotonie, Hemi-Stetigkeit, Koerzivitat) werden da-
bei im néchsten Abschnitt definiert. Dem erfahrenen Leser sollte jedoch schon jetzt ins
Auge fallen, dass es sich bei der Voraussetzung a’), b’) und ¢’) jeweils um eine Verallge-
meinerung der Punkte a), b) und ¢) handelt. Es ist hervorzuheben, dass die Monotonie
eines Operators A auf allgemeinen Banachrdumen keinen direkten Zusammenhang mit
der Monotonie von Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Rdumen in Bezug auf

eine Ordnungsrelation hat, die Idee aber trotzdem sehr anschaulich ist.

In Verbindung mit quasilinearen partiellen Differentialgleichungen und den zugehori-
gen abstrakten Operatorgleichungen kann man allerdings nicht immer garantieren, dass
der Operator A monoton ist. Um den Satz von Minty-Browder fiir solche Operatoren
zu modifizieren, ist eine Abschwiachung des Monotonie-Begriffes notwendig, welches zu

dem von Brezis angesprochenen Konzept der pseudomonotonen Operatoren fithrte.

Die Vorgehensweisen von Minty-Browder (fiir monotone und hemistetige) und von
Brezis (fur pseudomonotone Operatoren) konnen auf Evolutionsgleichungen erweitert
werden. Unter Zunahme einer zeitlichen Variable handelt es sich dann um instatio-
nére Probleme, welche als ein abstraktes Anfangswertproblem (auch abstraktes Cauchy-

Problem genannt) in der Form

?qu + A(u(t)) = f(t) fur fast alle t € I,

u(0) = u, (2.53)
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aufgefasst werden kann.

Wir méchten im Folgenden zunéchst auf die mathematischen Grundlagen und die not-
wendigen Definitionen im stationdren Fall eingehen, bevor wir im iibernéchsten
Abschnitt zum instationédren Fall, also zu den abstrakten Cauchy-Problemen der Form
(2.53)), iibergehen.

2.3.1 Der stationare Fall

Sei V ein separabler und reflexiver Banachraum mit der Norm | - | und V* der zuge-
horige Dualraum mit der Norm | - |y+. Die Bilinearform (-, )y .y« ist die sogenannte
duale Paarung. Gelegentlich schreiben wir einfach |- | oder (-, ), falls klar ist um welche
Norm bzw. duale Paarung es sich handelt. Mit u;, — u oder u; — u bezeichnen wir
wie gewohnlich die starke oder schwache Konvergenz. Die Abbildung A : V' — V* heifit
beschrankt, wenn A beschréinkte Mengen in V' auf beschriankte Mengen in V* abbil-
det. Die folgenden Definitionen und Sétze orientieren sich an Roubicek (siehe [62]) und

Zeidler (siehe [79]). Auf Beweise wird an dieser Stelle bewusst verzichtet.

Definition 2.3.1.

(i) Eine Abbildung A : V' — V* ist monoton, wenn gilt

(A(u) — A(v),u —v) =20, Yu,veV.

(i) Ist die Abbildung A monoton und gilt (A(u) — A(v),u —v) > 0 fir

u # v, so nennen wir A sogar strikt monoton.

(iii) Eine Abbildung A : V' — V* heifit pseudomonoton, wenn A beschrankt ist und

wenn aus

U —U
limsup (A(ug),ur, —u)y <0

k—o0

folgt, dass Vv € V gilt

(A(u),u —v) < h;?iif}f (A(ug), ur, —v) . (2.54)
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Bemerkung 2.3.2. Man nennt ein Funktional f : V — R schwach unterhalbstetig, wenn
fir alle Folgen uy € V' mit schwachem Grenzwert u € V' gilt, dass f(u) < h;?i iolglf f(ug).
Die Pseudomonotonie einer Abbildung garantiert nach also die schwache Unter-
halbstetigkeit der Funktion f(u) := (A(u),u —v) fur alle v e V.

Definition 2.3.3.

(i) A:V — V* heifit stetig genau dann, wenn

u, —uwin V. = Au, — Auin V*.

(ii) A:V — V* heifit hemistetig genau dann, wenn die Abbildung
h — (A(u + hv), w)

stetig ist auf [0, 1] fir alle u,v,w e V.

(iii) A:V — V* heiit stark stetig genau dann, wenn

u, —uin V. = Aup — Auin V*.

(iv) A:V — V* heifit kompakt genau dann, wenn A stetig ist und fiir jede beschréankte

Menge U < V' der Abschluss des Bildes, also A(U), kompakt ist.

Satz 2.3.4. Seien A:V - V* und B:V — V* wobei V' ein reflexiver Banachraum

ist. Dann gelten die folgenden Implikationen:
(i) A ist monoton und hemistetig = A ist pseudomonoton.
(ii) A ist stark stetig = A ist kompakt.
(iii) A ist stark stetig = A ist pseudomonoton.
(iv) A und B sind pseudomonoton = A + B ist pseudomonoton.

Beweis. Siehe [79)]. O
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Definition 2.3.5 (Koerzivitit).
Eine Abbildung A : V' — V* heifit koerziv, falls eine Funktion ¢ : R™ — R* existiert,

so dass lilglocgo(s) = 400 und (A(u),u) = @(|ul)|u| fur alle w € V mit ||jul| — oo gilt.

Bemerkung 2.3.6. Die Koerzivitit eines Operators A wird haufig auch mit der Forde-
rung gleichgestellt, dass
i AW
[ul—c ful
Satz 2.3.7 (Brezis).
Jeder pseudomonotone und koerzive Operator A :' V. — V* ist surjektiv, d.h. Vf € V*

existiert mindestens eine Losung der Gleichung

Au) = f.

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Galerkin-Approximation, d.h. die Operatorglei-
chung wird auf endlichdimensionale Unterrdume V;, < V,. .1 < V projiziert. Man zeigt
dann zunéachst, dass eine Losung u; im Unterraum Vi, < V existiert und nutzt die
Koerzivitdt des Operators A mit einer geeigneten Funktion ¢ (siehe Definition

um eine a-priori Abschdtzung in der Form

luelly < 07" (1f]lv=)

zu erhalten. Die Losung uy ist also beschrankt, wobei die Schranke nicht von k abhéngt.
Man extrahiert anschliefend eine Teilfolge, die schwach gegen ein u € V' konvergiert
und zeigt schliefflich mithilfe der Pseudomonotonie des Operators A, dass es sich bei
uw um eine Losung der Operatorgleichung A(u) = f handelt. Die Details findet der

interessierte Leser in [62] im Beweis von Theorem 2.6. O

Bemerkung 2.3.8. Die Umkehrung in Satz () gilt im Allgemeinen nicht. Es han-
delt sich bei Satz also tatséchlich um eine Verallgemeinerung des Satzes von
Minty-Browder. Der Ubergang zu pseudomonotonen Operatoren ist immer dann not-
wendig, wenn Teile des Operators nicht monoton, sondern z.B. nur stark stetig sind,
was bei der Behandlung von quasilinearen Differentialgleichungen nicht untiblich ist.
Nach Satz (i) sind solche Operatoren kompakt. Zeidler ([79]) schreibt dazu: "Die
Theorie der pseudomonotonen Operatoren vereint sowohl Monotonie- als auch Kom-

paktheitsargumente."
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2.3.2 Der instationare Fall

In Evolutionsgleichungen nimmt der skalare Parameter ¢t € I = [0,7] (0 < T < ),
als eine Variable fiir die Zeit, eine besondere Bedeutung ein. Die Zustandsgrofie veran-
dert sich zeitlich im System, sodass sich eine gesonderte Betrachtung der zugehorigen

Zeitableitung anbietet.

Fir p > 1 bezeichnet LP(I; V) den Bochnerraum bestehend aus Banachraum-wertigen

Funktionen u : I — V| der mit der Norm

T 1/p
Jul gty = ( | ||u<t>r%dt) (2.55)

selber zum Banachraum wird. Wie ublich bezeichnet

P=p/p-1)

den konjugierten Exponenten so, dass der zugehorige duale Raum gegeben ist durch
LY (I;V*), siche [27]. Die duale Paarung ist definiert mit

T
(10 0) oty 1t ) = j (lt), v(t))y ey . (2.56)

Als eine Erweiterung der klassischen Sobolev-Raume betrachten wir auch die sogenann-

ten Sobolev-Bochner-Raume

mﬂm”(h¥CV*);={u€l?01V% i?el?YkV”)}a (2.57)

wobei %u im Sinne einer distributionellen Ableitung zu verstehen ist, d.h. fiir beliebige
Testfunktionen ¢ € C°([0,T1]) soll gelten

du r ,
E(gf)) =— | wu(t)e'(t)dt. (2.58)
0
Versehen mit der Norm
flhsasavey o= Il + | 50 (2.59
LV (L;V#)

wird der Sobolev-Bochner-Raum ebenso zu einem Banachraum.
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Seinun A:V - V*und V ¢ H ~ H* ¢ V* ein sogenanntes Gelfand-Tripel, wobei V'
wieder ein separabler und reflexiver Banachraum ist, der stetig, dicht und kompakt in
den Hilbertraum H =~ H* eingebettet ist. Auf diese Weise kann die duale Paarung (-,-)
auf V* x V als eine stetige Fortsetzung des Skalarprodukts (-, -) auf dem Hilbertraum

H angesehen werden, d.h. es gilt
(u,v) =<u,vy  firue HundveV. (2.60)

Definition 2.3.9 (Starke Losung).
Wir nennen u € W'P# (I;V,V*) eine starke Lisung von (2.53), wenn die erste Glei-

chung in V* und die zweite Gleichung in H erfiillt ist.

Bemerkung 2.3.10. Man kann zeigen, dass lep’p'(f; V,V*) stetig eingebettet ist in
C(I; H) (siehe Kapitel 7.2 in [62]). Somit ist die Anfangsbedingung in (2.53)), als

Punktauswertung der Losung v zum Zeitpunkt ¢ = 0, begriindet und wohldefiniert.

Definition 2.3.11 (Schwache Koerzivitat).
Wir nennen eine Abbildung A : V' — V* schwach koerziv, falls fiir ¢y, co > 0 gilt

(Aw),w) = crflulffy — ealullf.

Bemerkung 2.3.12. Wéhrend fiir |ul| — oo fiir koerzive Operatoren immer gilt, dass
(A(u),uy — o0, so kann fiir schwach koerzive Operatoren auch (A(u),uy — —o0o ein-
treten. Es handelt sich in Definition [2.3.11] also in der Tat um eine Abschwéichung des

klassischen Koerzivitatsbegriffes.

Satz 2.3.13 (Existenz und Eindeutigkeit der starken Lésung).
Sei A:V — V* ein pseudomonotoner und schwach koerziver Operator.
Weiterhin sei eine monotone wachsende Funktion ¢ : R — R so gegeben, dass A(u) (Yu €
V) der Wachstumsbedingung
| AQ) v+ < @(lulm) (1 + Julf ) (2.61)

gendigt. Dann besitzt, unter der Voraussetzung, dass f € LP(I;V*) und uy € H, das
abstrakte Cauchy-Problem eine starke Losung u € WP (I, V,V*) < C(I; H).
Existiert zusdtzlich eine Konstante ¢ > 0 Yu,v € V fiir fast alle t € I mit

(A@) — A(w),u— vy > —cu— vl (2.62)

so ist die starke Losung sogar eindeutig.

Beweis. Es handelt sich bei diesem Satz um leichte Abwandlungen der
Theoreme 8.9 und 8.34 in [62]. O
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2.3.3 Existenz und Eindeutigkeit einer starken Losung

Wir verfolgen das Ziel die zu untersuchende Evolutionsgleichung, in unserem Fall das
ARWP (2.25)) - (2.28), mithilfe einer pseudomonotonen Abbildung zu versehen.

Zunéchst legen wir die Rdume
V=W (Q) und H := L*(Q) (2.63)

fest, wobei der Sobolev-Raum W'%(Q) sogar ein reflexiver Hilbertraum ist.

Fir uw e V gilt wegen
laly = lulf + lual % (2.64)

auch v € H und u, € H. Aulerdem ist somit V ¢ H ~ H* < V* ein Gelfand-Tripel,
wobei V' ein separabler und reflexiver Banachraum ist, der stetig, dicht und kompakt
in den Hilbertraum H =~ H* eingebettet ist.

Weiterhin gilt mit dieser Wahl fiir Q = (0, L) die kompakte Einbettung
V<), (2.65)
siehe [I1], [76]. Aus up — u in WH2(Q) folgt dann u, — u in C(Q).

Wir wollen nun eine schwache Formulierung des ARWPs beziiglich der Ortsvariablen
x durchfiihren, um ein abstraktes Cauchy-Problem der Gestalt (2.53)) zu erhalten.

Wir multiplizieren dazu die erste Zeile von ([2.25)) mit einer Funktion v € V| integrieren

uber € und erhalten

JQ w(t, x)v(r) de — J (' (u(t, z))uy(t, x)), v(z)dz = 0.

Q
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Die partielle Integration fiir das zweite Integral ergibt

L wet, 2)o(z) do — o (ult, @) ua (t, 2)o(z) =5
+ [ @ttt 0)) valo) =0

wobei durch das Einsetzen der Randbedingungen ([2.26)) - (2.27)) folglich gilt

fﬂ w(t, z)v(z) de + f (o (u(t, z))u.(t, x)) ve(x) da

+Br(u(t, L))v(L) + Bo(u(t,0))v(0) = 0. (2.66)

Der erste Integralausdruck in (2.66)) stimmt fiir festes ¢t € I mit der dualen Paarung

(110} = |t 2)ole) da

liberein, sodass wir fortan u; als ein Element im Dualraum V* = W12?(Q)* deuten. Die
Punktauswertungen am Rand 02 = {0, L} bei der partiellen Integration sind wohlde-
finiert nach der kompakten Einbettung (2.65)).

Das abstrakte Cauchy-Problem kann somit in der Gestalt

ur + A(u(t)) =0, in V¥, (2.67)
u(0) = ug, in H (2.68)

dargestellt werden, wobei der Operator A : V' — V* definiert ist durch
(A(u(t)), vyvexy = f o (u(t, z))ug (t, 2)ve(x) dz + Br(u(t, L))v(L) + Bo(u(t, 0))v(0).
Q
(2.69)

Die Anfangsbedingung ([2.28)) ist dabei nun im Hilbertraum-Setting zu verstehen.
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Bemerkung 2.3.14. Wir betonen, dass wir uns je nach Kontext manchmal auf
weV, ue LP(I;V),ue WP (I;V,V*) oder sogar u € R,

beziehen[[] Wenn klar ist, welcher Zusammenhang gemeint ist, lassen wir gelegentlich
die Variablen t oder (t,x) weg und tibergehen dabei die Tatsache, dass eine Gleichung

fur fast alle ¢t € I’ zu verstehen ist.

Da die Enthalpie u positiv ist (vgl. (2.2)) und wir an den Réndern # = 0 und z = L

(im zugrundeliegenden Kiihlprozess) Warme entziehen, kénnen wir annehmen, dass

u(t, z) fur alle (¢,2) € I x  im Intervall [0, t,q.] liegt, (2.70)
wobei
Umaz = €SSSUp Ug(T). (2.71)
zeQ)

Dariiber hinaus setzen wir folgende plausible Bedingungen voraus:

0 < Bo, Br, € CH[0, Umaz]), (2.72)

max {max fo(u), max B () } = Bae < o0, (2.73)

max {max G (u), max 3 (u) } = 3, < o0, (2.74)

0 < Cpin = min o’ (u) < o/ (1) < Cae = maxa’(u) < . (2.75)

Zum Beispiel ist die Bedingung aufgrund der Beschranktheit der (positiven)
Temperaturleitfahigkeit eines Materials (und wegen ([2.14])) physikalisch gerechtfertigt.
So kann zusammen mit u,, v, € H die Existenz des Integrals in garantiert wer-
den. Zusammen mit und ist der Operator A schlielilich wohldefiniert.

Wir haben somit die erforderliche Ausgangslage geschaffen, um die Existenz und Ein-

deutigkeit einer starken Losung geméfl Satz [2.3.13] zu untersuchen.

!Dazu sei das folgende englische Zitat aus [T9] angebracht:
Use several function spaces for the same problem.
The modern strategy for nonlinear pdes.
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Zunachst mochten wir dafiir nachweisen, dass der Operator A pseudomonoton ist:

Durch Aufspaltung von A : V — V* in zwei Operatoren definiert durch

(A1 (), V) sy 1= JQ o (w)uzv, de und (2.76)

(Az(u), V)yu ey := Br(ul-, L))v(L) + Bo(u(-, 0))v(0), (2.77)

sodass A = A; + As, geniigt es nach Satz (iv) dafir die Pseudomonotonie von A,

und As einzeln zu zeigen.

Fir up — w gilt nach Definition des schwachen Grenzwerts auch S(uy) — [(u), also
insbesondere (A (uy),v) — (As(u),v). Der Operator A, ist also stark stetig nach De-
finition und somit nach Satz (77i) auch pseudomonoton.

Um (2.54)) fiir Ay zu zeigen, bendtigen wir das folgende Lemma, welches von Lemma
2.32 in [62] abgeleitet ist.

Lemma 2.3.15. Der Operator B:V x V. — V* sei gegeben durch
(B(w,u),v) = L o (w)uzv, d. (2.78)
Dann ist Folgendes erfillt:
(i) B(u,u) = Ay(u) in V* fir alleue V.
(ii) Fiir festes w € V ist der Operator B(w,-) : V. — V* monoton, d.h. es gilt
(B(w,u) — B(w,v),u—v) =0 (2.79)
fir alle u,v e V.
Fiiruy —ueV (k— ) gilt auflerdem:
(ii7) ]}LHO%<B(uk,v),w> = (B(u,v),w) fir alle v,weV.

(iv) ]}im<B(uk,v),uk —uy =0 fir alleveV.
—00
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Beweis. Die Aussage (i) ist trivial, wiahrend (ii) aus

(B(w,u) — B(w,v),u —v) = JQ o' (w)(u—v)g(u—v), de
&73)

’cmm |(u — 'U)mH?{ >0

folgt. Wegen der kompakten Einbettung V < C(Q) folgt u, — u € C(Q). AuBerdem
ist das Integrationsgebiet beschriankt und o ist stetig, d.h. mit

lim o' (ug) = o/ (u)

k—o0
folgt die Aussage (7i7) unmittelbar. Die Gleichung (iv) ist ein Ergebnis aus (i) und
(up —u)y — 0in H. O

Lemma 2.3.16. Der Operator Ay : V — V* qus (2.76)) ist pseudomonoton.

Beweis. Die Beschranktheit des Operators fiir u € V' folgt aus

|Ar(u)|y= = sup  [(Ai(u),v)]

veV, |v|<1

(12.75))

< sup (Cmaz HumHH ||U$”H)
veV, |lv|<1

(12.64)
< sup (G Jully [0]y)
veV, |lv|<1

< Cmaslltt]v- (2.80)

Mit Hinblick auf (2.54]) gelte nun

U —U
lim sup (A (ug),up —u) <0 (2:81)
k—o0
Wie in Lemma 2.32 in [62] definieren wir zunéchst
u.:=(l—eu+ev €V (2.82)

fir e € (0,1). Wenn man die Monotonie (2.79) des Operators B fir w = ug, u = uy

und v = u, verwendet, erhilt man

(AL (ug), up —ue) = (B(ug, te), up — Ue ). (2.83)
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Dabei haben wir genutzt, dass B(ug, ux) = Aj(ug). Das Einsetzen von ([2.82)) fihrt zu

e(Aq(ug),u — vy = — (Ay(ug), up — u)
+ (B(ug, ue), ur, — uy + e{B(ug, u:),u — v).

Betrachtet man den Grenzwert k& — oo auf beiden Seiten der Ungleichheit, so ergibt
sich mit (777) und (iv) von Lemma [2.3.15| zusammen mit der Voraussetzung (2.81]) die
Ungleichung

gh;?lglKAl(uk)’ u—v)y=e(Blu,u:),u—v). (2.84)
Durch Dividieren von ¢ > 0 und Bilden des Grenzwerts ¢ — 0 (u. — u) erhalten wir
li}gi;;f@% (ug),u —vy = (A (u),u —v). (2.85)
Erneutes Anwenden der Monotonie flir v = u ergibt
(B(ug,ug) — Blug,u),ur, —uy = 0. (2.86)

Mit (2.85), (2.86) und (7v) aus Lemma [2.3.15] konnen wir schlieBlich (2.54)) fir den

Operator A; zeigen durch

hirilélf@éll (ug), up — vy = h,?ilo?f<‘41 (ug), up —uy + h;?ilogf<Al<uk)’ u—"v)
= klim (B(ug,uw), up —uy + lilgninf<B(uk,uk) — B(ug, u), ur, — uy
—00 —0

+ liin inf( Ay (ug), v — vy = (A (u), u —v).
—00

Bemerkung 2.3.17. Wir haben damit schliellich gezeigt, dass der Operator
A=A+ A

aus (2.69) als Summe pseudomonotoner Operatoren selber pseudomonoton ist. Als
Néchstes mochten wir die schwache Koerzivitat des Operators nachpriifen, welche maf-

geblich die Festlegung des Losungsraums beeinflusst.
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Lemma 2.3.18. Fir p = 2 ist der in (2.69)) definierte Operator A :V — V* schwach
koerziv und gentigt der Wachstumsbedingung (2.61]).

Beweis. Die schwache Koerzivitét folgt direkt aus Sy, 51, u > 0 und ([2.75)):
(A(u),uy = CmmHuwH%I = Cmm”“”%/ - cminHuH%{-
Fiir die Wachstumsbedingung zeigen wir fiir u € V', dass gilt

[A(w) v+ = sup  [(A(u),v)]

veV, [vll<1
@20)
< Cmazlully +  sup 2Bmaz sup |[v(z)|
(2.73) veV, |lv[<1 zef)

gcmaxHu”V + 2ﬁmax sup (CCHUHV)
veV, |v|<1

<c(1+[ulv),

wobei ¢ := max {¢naz, 2BmaxCe} und c. die Norm des Einbettungsoperators V' — C()
ist. Dies zeigt (2.61)) fiir p = 2, da ¢ > 0 durch eine beliebig geeignete Funktion ¢

ersetzt werden kann. OJ

Bemerkung 2.3.19. Bisher haben wir nur die Rdume bzgl. der Ortsvariablen x festgelegt,
vgl. (2.63)). Da Lemma [2.3.18| den Exponenten p = 2 liefert, sind wir nun auch in der
Lage den Bochner-Raum L?(I; V') bzgl. der Zeitvariablen ¢ zu spezifizieren. Mit p’ = 2

bietet sich somit der Sobolev-Bochner-Raum
U= W21V, V*), (2.87)

als potentieller Losungsraum einer starken Losung des abstrakten Cauchy-Problems
(2.67)) - (2.68]) an. Dabei ist erwdhnenswert, dass U sogar ein Hilbertraum ist, siehe [2].

Satz 2.3.20. Das abstrakte Cauchy-Problem - hat eine starke Losung
ueUd cC(I;H). (2.88)

FEzistiert zusdtzlich eine Konstante o, mit

>c, =20 ..¢2>0 (2.89)

/
&C
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mit Bl

e aus [2.74) und der Norm c, des Einbettungsoperators V. — C(Q) so, dass

f (o (u)uy — ' (V)vg) (ug — vg) da = oz;J (U — v2)? Ao = AUy — va|3, Vu,v eV,
Q Q

(2.90)

so ist die starke Losung sogar eindeutig.

Beweis. Wir miissen die Voraussetzungen von Satz[2.3.13|nachpriifen, wobei in unserem

Fall f = 0 gilt. Die Existenzaussage folgt dann direkt aus den Vorarbeiten, insbesondere

Lemma 2.3.16l and 2.3.18
Dartiber hinaus kénnen wir (2.62)) und somit die Eindeutigkeit der starken Losungen

zeigen mit

(A(u) = A(v),u = v) = o ug — vol3 = 1Br(u(L)) = Bu(v(L))] - [u(L) — v(L)]
= [Bo(w(0)) = Bo(v(0))] - [u(0) — v(0)]

alte = valf — 2B)naucellu — vIy

2.74]

\

> —cylu— UH%{ + (O‘:: — )|ty — UIH?{

2.89)

—cullu =l

\

]

Bemerkung 2.3.21. Im Vergleich zu den strengen Voraussetzungen einer klassischen
Losung v € H?*T1+2(Q) sind die Annahmen - fiir die Existenz einer
starken Losung u € U physikalisch plausibel. Wir erhalten auch das folgende niitzliche
Ergebnis:

Wegen U = L*(I;V) < L*(I; H) kénnen wir das Gelfand-Tripel
Uc L*(I;H) cU* (2.91)
definieren. Fir QQ = I x €2 gilt wegen
el = | O @t = [ [ ool doat = uliag 02

die isometrische Isomorphie L?(I; H) =~ L*(Q).

Ahnlich zu (2.60) kénnen wir die duale Paarung auf U* x U mit dem Skalarprodukt
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auf L?(Q) identifizieren, d.h. es gilt die Skalarprodukterweiterung

u, vy xu = (U, 0)12(Q) = J J u(t, z)v(t, z) dz dt, fiir u e L*(Q) und v e Y.
rJo
(2.93)

Diesbeziiglich liefert die Losungstheorie starker Losungen mit (2.93|) ein praktisches
Werkzeug zur Berechnung des Gradienten des Zielfunktionals, siehe Kapitel [3]

Nachteilig ist die Losungstheorie starker Losungen beziiglich der Eindeutigkeit. Der
Nachweis einer Konstanten o/, > 0, sodass erfillt ist, ist lediglich fiir den kon-
stanten Fall o/ (u) = o/(v), Vu,v € R, trivial. Dies ist nicht unbedingt ein Hinweis
darauf, dass die starke Losung mehrdeutig sein muss. Vielmehr kann die Eindeutigkeit

auf diesem Wege nicht einfach nachgepriift werden.

Um die Eindeutigkeit einer starken Losung in dem nicht konstanten Fall zu gewahrleis-
ten, konnen wir uns dennoch auf die Theorie der klassischen Losungen stiitzen, auch
wenn die Voraussetzungen strenger sind. Da jede klassische Losung auch eine Losung
in einem schwécheren Sinne ist, gewinnen wir auf diese Weise eine eindeutige starke

Losung u e U.






3. Das inverse Warmetransferproblem

In diesem Kapitel mochten wir das inverse Wéarmetransferproblem zur Bestimmung
der unbekannten Warmefliisse 3y, 81, € C'([0, tnaz]) aus der Kenntnis der gemessenen
Enthalpiematrix u® € R4*™ angeben, wobei d,m > 0 die Anzahl der Thermoelemente

bzw. Messzeiten ist.

Das Modell ist dabei beschrieben durch das ARWP - , wobei die

Enthalpieleitfihigkeit o/ (u) € C1([0, Umaz]), sowie die Anfangsbedingung ug als bekannt
vorausgesetzt werden. Wir mochten im Folgenden dazu einen geeigneten nichtlinearen
Vorwértsoperator F' : X — Y definieren, um das inverse Problem tiber das Minimieren
eines Zielfunktionals zu losen. Im Speziellen minimieren wir das Zielfunktional

unter Nebenbedingungen, also
min f(z), sodass z € B, (3.1)
e

wobei x € B sogenannte Box-Constraints darstellen. Dabei spalten wir den

Vorwartsoperator F' auf via

F=0Qo0S8. (3.2)
Hierbei ist

Q:U-Y (3.3)

der Beobachtungsoperator, der den Aufbau des Messvorgangs modelliert und die starke
Losung u € U des ARWPs vergleichbar zu den Messdaten macht. Mit

S:X U, (3.4)

bezeichnen wir den Parameter-To-Solution Operator, den wir im Folgenden nur noch
Lésungsoperator nennen[| Dieser bildet gewisse Parameter x € X auf eine starke Losung
u € U des ARWPs ab, wobei wir den Raum X der Parameter, sowie die Box-Constraints

x € B, im folgenden Abschnitt motivieren und festlegen.

'Die deutsche Ubersetzung Parameter-zu-Losung Operator klingt etwas unbeholfen.
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3.1 Der Losungsoperator S

Wir nehmen an, dass unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Kapitels eine
starke Losung u € U fir (2.25)) - (2.28)) existiert. Da die Wéarmefliisse selber enthalpie-
abhangig sind, also von der eigentlichen Losung u abhangen, kann ein Losungsoperator

S nur implizit, z.B. bei entsprechender Definition in der Gestalt

S(Bolw), B (), u) = 0, (3.5)

dargestellt werden. Eine Sensitivitdtsanalyse eines solchen Operators S beziiglich der
Warmefliisse erfordert die Anwendung des Satzes impliziter Funktionen in Banach-
Réumen, vgl. [48]. Dies macht insbesondere die spatere Berechnung des zugehorigen

Gradienten unnotig technisch.

Fiir die numerische Behandlung des inversen Problems schlagen wir von daher einen
einfachen, aber geschickten Parametrisierungsansatz vor, der es uns erlaubt die Impli-

zitdt zu iberwinden und einen Losungsoperator explizit zu definieren durch

S:BcR™ U, (3.6)
B — u. (3.7)

Ziel des Ansatzes ist dabei, die Parametrisierungsverluste so gering wie moglich zu
halten, d.h. Funktionen aus dem Raum C!([0, tunaz]) (vel. (2.72))) sollen beliebig gut
approximiert werden konnen. Hinsichtlich des inversen Problems hat das den Vorteil,

dass wir die Struktur der Lésung nicht vorschreiben miissen.

Seien fy und §;, Warmefliisse, die (2.72)) - (2.74]) erfiillen, d.h.
0< 507 BL < Bmaa:- (38)

Wir definieren fiir n > 0 die Partition des Intervalls U := [0, tq, ] mit

Tn:0=u <uUs < < Up = Unaz- (3.9)



60 3.1. Der Losungsoperator S

Fiir 8 € R?" konnen wir stiickweise kubische Hermite Interpolationspolynome (soge-
nannte PCHIPYY) 5, und £, in C*(U) konstruieren, sodass

Bolws) = Bi,  Pr(ws) = Bpys, fir i=1,...,n. (3.10)

Bei geeigneter Wahl von 8 € R?" garantieren die Approximationseigenschaften stiick-
weise kubischer Interpolationsmethoden, dass fir alle € > 0 eine Anzahl n von Partiti-

onspunkten existiert, sodass

max [5o(u) — Bo(u)| <,

max ‘5L(U) — Br(u)| <e.

Fiir eine Beweisskizze dieser Approximationseigenschaft, sowie einem numerischen Bei-

spiel zur Bestimmung der Anzahl n an Partitionspunkten zu gegebenem € > 0 verweisen

wir auf Anhang[A.2]

Wir kénnen nun, indem wir einen kleinen Fehler vernachléssigen, 5y und (§; durch Bo
und f, ersetzen. Zur besseren Lesbarkeit lassen wir die Tilde in 8, und £, weg und
schreiben einfach [y und [p, wobei wir uns eigentlich auf die Interpolanten [(y(u, )
und S (u,B) beziehen.

Bemerkung 3.1.1. Im Vergleich zu anderen Parametrisierungsansétzen, wie zum Bei-

spiel einem Dictionary-Ansatz
Bolu) = Z BiBoi(u),  Br(u) = Z Bn+iBri(u), (3.11)
i=1 i=1

bei dem Funktionen durch eine Linearkombination von a-priori bekannten (physikalisch

plausiblen) Funktionen

{B(],i}i:l,m’n ) {BLvi}i:I,...,n ) (312)

angenahert werden, verfiigt der vorgeschlagene PCHIP-Ansatz tiber ein lokales Anpassungs-
Tool. Das liegt daran, dass die Parameter keine Gewichte einer Linearkombination, son-
dern vielmehr lokal festgelegte Funktionswerte sind. Folglich wirkt sich eine Anderung

der Warmefliisse auf einem Teilintervall [u,, up] € U nur auf Parameterkomponenten

L Abkiirzung aus dem englischen Piecewise Cubic Hermite Interpolating Polynomials
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in diesem Teilintervall aus, d.h. nur fiir i = 1,...,2n mit f5; € [u,, up]. Dies kann zu-
satzlich stabilisierend auf die Losung des dynamischen (d.h. zeitabhdngigen) inversen

Problems wirken.

Die wohl bekannteste Parametrisierungsmethode zur Bearbeitung inverser Warme-
transferprobleme mit (enthalpie- oder) temperaturabhéngigen Suchgrofien beruht auf

dem Polynomialansatz

Bolu) = 2 Bt Br(u) = Z By, (3.13)
i=1 i=1
siehe z.B. [54] oder [18], in dem die Autoren die Suchgréfien durch Polynome niedriger
Ordnung darstellen. Dabei vereinfacht der Ansatz die Funktionen so drastisch, dass eine
Betrachtung des inversen Problems meist nur fiir experimentelle Simulationen zu ge-
brauchen ist. Um komplexere Funktionen darstellen zu konnen, muss die Ordnung des
Polynoms deutlich erhoht werden. Da die Koeffizienten der Monome héherer Ordnung
sehr klein sein kénnen, treten so jedoch numerische Instabilitdten auf. Nicht uniiblich
sind auch unerwtinschte, starke Oszillationen. Diese Probleme hat der PCHIP-Ansatz
nicht, da wir zum einen das inverse Problem nicht beziiglich der Struktur der Losung
einschranken. Zum anderen kann die Erhohung der Komplexitat von Funktionen ein-
fach durch die Anpassung der Anzahl der Partitionspunkte n > 0 erfolgen. Im Vergleich
zu dem diskutierten Fall ist dieses Vorgehen stabiler und numerisch fortgeschrit-
tener.

Die PCHIP-Interpolationsmethode selbst wurde in [2§] vorgeschlagen, um eine stiick-
weise kubische Interpolationsmethode einzufiithren, die die Monotonie der Funktions-
werte respektiert und so einen stetig differenzierbaren Interpolanten (in C') erzeugt.
In diesem Sinne ist der Interpolant formerhaltend. Im Rahmen der inversen Proble-
me ist dieses Verhalten giinstig, weil Maxima und Minima des Interpolanten durch
den Funktionswertparameter 8 € R?" erhalten bleiben, wihrend andere Interpolati-
onsmethoden (z.B. stiickweise kubische Splines) Uberschwinger erzeugen kénnen, siehe
dazu Abbildung im Anhang [A] Dementsprechend konnen a-priori-Informationen
mit dem PCHIP-Ansatz besser eingearbeitet werden. Aulerdem wird so mit den Box-

Constraints

B e B:= 10, Bmas” (3.14)

die Bedingung (3.8 eingehalten, wiahrend Interpolanten anderer Interpolationsmetho-
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den dies nicht unbedingt tun. Da die Wahl der Interpolationsmethode fiir allgemeine
inverse Probleme mit implizitem Losungsoperator eigentlich von untergeordneter Be-
deutung ist, brechen wir die Ausfiihrung an dieser Stelle ab und verweisen den inter-
essierten Leser fiir weitere Konstruktionsdetails zu PCHIPs auf den Anhang[A ]

Schlieflich kénnen wir den Operator (3.6|) spezifizieren:

Fiir eine fixe Partition m, und der PCHIP Interpolationsmethode sei ug € H und
a(u) € CYH(U) bekannt. Dann ist der Loésungsoperator S gegeben durch die folgende

Kette von Prozessen

ﬂ cB = [O, ﬁmax]Qn M Bo. B € Cl(U) Einsetzen in (2:26)-(2:27), l6se ARWP wel
(3.15)
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3.2 Der Beobachtungsoperator Q

Da der Messprozess nicht die vollstandige Enthalpielosung S(8) = u € U des ARWPs
(2.25) - (2.28)) abdeckt, sondern nur einen gewissen Enthalpiezustand wu,, missen wir

den sogenannten Beobachtungsoperator

Q:U—Y, (3.16)
U — Us, (3.17)

definieren. Dieser erlaubt es uns die Losung w mit den Messdaten u’ abgleichen zu

konnen.

Um die Motivation dieser Arbeit aufzugreifen, werden beim ACC-Prozess Sensoren
(sogenannte Thermoelemente) in verschiedenen Tiefen x; € Q2 fur j = 1,...,d in die
Stahlplatte eingesetzt. Jeder dieser Sensoren misst dann die Temperaturen wahrend

der Kiithlung zu den Zeitpunkten t; € I firi =1,...,m.
Aus Sicht der Anwendung ist also die Wahl
Y = Réxm
sinnvoll.
Fiir u € U sind die Komponenten des Enthalpiezustandes us € Y dann gegeben durch
(us)ji = (Qu)ji = ulls, ;). (3.18)

Die Wohldefiniertheit der Punktauswertung einer starken Losung uw € U in Zeit und
Raum haben wir im vorherigen Kapitel gezeigt.

Wir stellen fest, dass der Beobachtungsoperator linear ist, d.h. die Fréchet-Ableitung
ist @ = Q. Der adjungierte Operator
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fiir zwei reellwertige Matrizen auf Y zusammen mit der Skalarprodukterweiterung
(2.93) nutzt, sodass

(Qu,v)y = (u, Q*v)r2(0)- (3.21)
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3.3 Der Gradient des Zielfunktionals

Nachdem wir die Rdume X,Y und U, die Operatoren Q und S, sowie die Box-

Constraints B festgelegt haben, sind wir in der Lage das Zielfunktional

1
£(8) = SIE () - I} (322)
zu definieren und zu deuten.

Zu einem gegebenen Parameter 8 werden die Warmefliisse Sy, 8z € C* ([0, tmaz]) durch
die PCHIP-Methode interpoliert und in die Randbedingungen des ARWPs eingesetzt.
Dessen Losung wird durch den Beobachtungsoperator formatiert, sodass ein Vergleich
zu den Messdaten moglich ist. Die Frobenius-Norm berechnet anschliefend die Norm
des Residuums. Um das inverse Wérmetransferproblem zu lésen, minimieren wir die
Norm des Residuums unter den Nebenbedingungen, d.h. 8 geniigt den Box-Constraints.

Insgesamt lautet die Minimierungsaufgabe
H}gin f(B), udN.BeB. (3.23)

Da die Messdaten verrauscht sind, erfordert der iterative Minimierungsprozess von
(3.23) ein Abbruchkriterium, siehe (1.6)).

Zunéchst sind wir aber daran interessiert eine erste Suchrichtung im Sinne einer Ab-
stiegsrichtung des Zielfunktionals bestimmen zu koénnen. Diesbeziiglich méchten wir

die Berechnung der negativen Gradientenrichtung

~VfBY) = —F ") (FBY) ), (3.24)

herleiten, siehe [40], [65]. Das Vorgehen zur Berechnung von (F(B®)) — u°) haben
wir oben geklart. Die wesentliche Arbeit liegt also in der Herleitung des adjungierten
Operators der Fréchet-Ableitung F”(B)*.
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3.3.1 Herleitung des Gradienten

Unter der Annahme, dass die Fréchet-Ableitungen von F' und S existieren, ergibt sich

die Darstellung
F'(B)*=((QoS(B)))" = S5'(B) Q" (3.25)

als ein Standardresultat aus der Funktionalanalysis, siehe z.B. [63], [75].

Wir berechnen zunéchst eine Approximation von F’(8)*, indem wir den Losungsope-
rator S durch

Sg: R™ - U, (3.26)

linearisieren und S’(8) mit Sp in (3.25) ersetzen.

Ist (B + ch) € B und existiert der Grenzwert in (3.27)), so reprasentiert
w := Sgh (3.28)

die sogenannte Gateaux-Ableitung, d.h. die Richtungsableitung von S ausgewertet in
B € B in Richtung h € R?". Fiir eine feste Richtung h gilt Sgh = S’(8)h und dement-

sprechend auch

Sgv = S'(B)*v, Vovel* (3.29)

Im Folgenden wollen wir die Berechnung von (§3.28) und dem adjungierten Zustand

5/;“1) fiir v € U* herleiten, wobei
Sy U —> R™ (3.30)
der adjungierte Operator ist, sodass gilt

(Sgh, Vyuxux = (h, Sjv)s, Vv e U*. (3.31)
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Lemma 3.3.1. Sei f € B und die zugehorige Losung u := S(B) fest. Dann ldsst sich
der Operator gﬁ durch (3.28) berechnen, wobei w die Lisung des folgenden Anfangs-

randwertproblems ist:

wy = (& (W)Ww) g, tel, xeQ, (3.32)

(o (u)w)s = By(u, B)w + Vo (u,B) - h, tel, =0, (3.33)
—(d'(w)w), = B (u, B)w + VBL(u,B) - h, tel, v =1, (3.34)
w =0, t=0,ze. (3.35)

Mit 5 and B} bezeichnen wir hier die Ableitungen beziglich der ersten Variablen,

wéahrend V By und V31, die Gradienten beziglich der zweiten Variable sind.

Beweis. Sei ¢ > 0. Eine Storung des Parameters 8 € B und den zugehorigen Warme-
fliissen By(u, B) und Br(u, B) durch eh € R?" fithrt zu den Wirmefliissen By(un, 8 + ch)
und Sy (up, B+ ch), wobei uy, := S(B +ch) die Losung des gestorten Anfangsrandwert-

problems ist:

unt = (' (un)tng)s, tel, xe, (3.36)

o' (un)unz = Bo(un, B + ch), tel, x =0, (3.37)
—'(up)unz = Br(un, B + €h), tel, x =1L, (3.38)
U = U, t=0,z€eQ. (3.39)

Subtrahieren des urspriinglichen ARWPs ([2.25)) - (2.28) von (3.36)) - (3.39)), dividieren

des Ergebnisses durch € > 0 und Grenzwertbildung ¢ — 0 fiithrt schliefllich zu dem

ARWP (33) - (539).

Wir bemerken, dass im Vergleich zu die Differentialgleichung in Bezug
auf ihre Losung linear ist. Von daher ist die Losbarkeitstheorie (Existenz und Eindeu-
tigkeit von Losungen) drastisch vereinfacht. Grundlegende Ergebnisse solcher Anfangs-
randwertprobleme mit Losungen in den klassischen Holder-Raumen wurden auch von
Ladyzhenskaya et al. formuliert, siehe Kapitel 5 in [45], insbesondere Theorem 5.3.
Wir verzichten hier auf den detaillierten Beweis, weisen aber darauf hin, dass die An-
nahmen des Satzes ausreichend sind, um die Existenz einer eindeutigen Losung
w = Sgh € H**M+2(Q) e U fiir [ € (0,1) zu garantieren. Der Operator ist somit
wohldefiniert. ]
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Satz 3.3.2. Sei f € B und u:= S(B). Unter der Annahme, dass fiir beliebige v € U*

eine eindeutige Losung ¢ € Z des adjungierten Problems

0y = —a' (U) gz — v, tel, zeQ, (3.40)

o (w)p. = Bylu, B, tel, =0, (3.41)
—a'(u)p, = Br(u, B)y, tel, o=1L, (3.42)
¢ =0, t=T,reQ, (3.43)

existiert, kann der adjungierte Operator (3.30)) bzw. der adjungierte Zustand explizit

berechnet werden durch

Sg0 = [ (-V0(ult.0).8) #(0.0) —~ VBL(ult 1).B) pl0. 1) dt R (349

0

Beweis. Sei h € R* und w := gﬂh gegeben. Wegen der Skalarprodukterweiterung
(2.93) kann die linke Seite von ({3.31]) vereinfacht werden zu

(w,v) 2 = LLw(t, z)v(t, x) dz dt. (3.45)

Wir untersuchen nun die rechte Seite von (3.31)). Multiplikation von (3.32) mit ¢ € Z,

Integration iiber I und €2 und zweimalige partielle Integration liefern

LJ;) wyp do dt = f[ J;(a/(u)w)m(p dr dt (3.46)
= | L do it | | o anae o
= JP[ J;Q(a'(U)w)M ds dt+LL(O/<u)w)¢m de di (3.48)

L (@ (w)w)ep, ds dt (3.49)

J
_ L (@' (wyw)ap ds di + f
J

L(a’(U)w)som dz dt (3.50)

1

(o' (w)w)ea],—p, = [(& (w)w)pa], o dt. (3.51)
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Durch das Einsetzen der Randbedingungen (3.33) - (3.34) in das erste Integral von
(3.50]) erhalten wir weiterhin

L Lwtw de dt = f (=8, (ult, L), B) w(t, L) — VB (ult, L), ) -h) wlt, L) dt
(3.52)

" f (b (u(t,0), B) w(t,0) — Vio(ult,0),8) - h) (t,0) i (3.53)
+ J f W)Pze do di. (3.54)
L (o (wyw)pal,_y, — (@ (Ww)pa],_y dt. (3.55)

Beziiglich der Zeitvariablen kénnen wir die linke Seite von (3.52) partiell integrieren,

sodass gilt
f J wyp d dt :J w(T,z)e(T,x) do — J J wey do dt, (3.56)
rJo Q rJo

wobei die Anfangsbedingung (3.35|) verwendet wurde.

Einsetzen der Gleichung (3.56) in (3.52) und Umordnen der Integrale fithrt schliellich

zu

JJ w {—p; — ' (u)pge} dz dt (3.57)
+ [ wie0) (@ + BB dt (59
# [ e D) (e + BBy dt (359
—i—f w(T,x)(T, x) dz (3.60)
Q
= L (=VBo(u(t,0),8) ¢(t,0) = VB (u(t, L), B) ¢(t, L)) -h dt (3.61)
(h, $50), (3.62)

also der rechten Seite von (3.31)). Lost ¢ das adjungierte Problem (3.40f) - (3.43)), so

verschwinden die Integrale (3.58)) - (3.60) und (3.57) wird zu (3.45)), also zur linken
Seite von ([3.31)). Der Operator (3.44)) erfiillt somit das Gewtinschte. O
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Bemerkung 3.3.3. Abschliefend erhalten wir fiir (3.24) mit (3.25) und (3.29)) die Dar-
stellung

~Vf(B®) = ~Sku 0 Q" (F(BW —u’) eR™ (3.63)

Bemerkung 3.3.4. Wir bemerken, dass wir von der Existenz einer eindeutigen Losung
@ € Z des adjungierten Problems - ausgegangen sind, wobei wir den Raum
Z nicht spezifiziert haben. Tatséchlich bereitet uns als eine Bedingung zum End-
zeitpunkt ¢ = T ein Problem. Da (parabolische) Evolutionsgleichungen die Anfangsbe-
dingung in Vorwértszeit exponentiell glatten, ist die Berechnung riickwarts in der Zeit
extrem schlecht-gestellt. Man kann davon ausgehen, dass die Norm solcher Losungen
exponentiell wachsen kann, wenn die Funktion, die den Endzustand beschreibt, nicht
glatt genug ist. Trotzdem gibt es Regularisierungsmethoden zur Losung solcher Proble-
me, z.B. die allgemeine Methode der Quasireversibilitét, vgl. [50], [66]. In dieser Arbeit
mochten wir nicht weiter auf dieses Problem eingehen. Da die Endbedingung ho-
mogen ist, mochten wir annehmen, dass das Problem gut gestellt ist und geben uns mit
der Zeittransformation ¢ := T — t zufrieden, welche uns ein Anfangsrandwertproblem
dhnlich zu - liefert. Es wire denkbar zusitzliche Bedingungen an v € U*
zu stellen um den Losungsraum Z = H201%2(Q) zu erhalten. Fiir Anwendungszwecke
ware dies moglich mit einer Modifikation des Beobachtungsoperators, der statt direk-
ten Punktauswertungen, L2-Integrale zur Anniherung der Punktauswertungen nutzt
(z.B. mit einem sogenannten Mollifier, siche z.B. [52]). Trotzdem kann der Raum Z
auch kleiner gewahlt werden, da lediglich Punktauswertungen von ¢ wohldefiniert sein
miussen: Schliefllich benotigen wir den adjungierten Zustand nur zur numerischen Be-
handlung und erhalten eine stabile Naherungslosung ¢ von - durch eine
Finite-Differenzen-Methode (FDM).






4. Numerische Experimente

In diesem Kapitel losen wir das inverse Warmetransferproblem, also das Minimie-
rungsproblem . Zum einen implementieren wir dazu das geddmpfte Landweber-
Verfahren (mit anschlieender Projektion), zum anderen das in [42] eingefithrte Quasi-
Newton Projektionsverfahren, auch PQN[}Verfahren genannt. Ausgehend von einem
Anfangsparameter () € B sieht ein Iterationsschritt fiir beide Algorithmen die Be-

rechnung von
B = Py (B + M\py) (4.1)

vor, wobei Pg : R?™ — B = [0, B1az)*" die metrische Projektion auf B ist.
Dabei ist die Schrittweite A\, und die Suchrichtung p; je nach Algorithmus zu be-
stimmen. Wir testen und vergleichen die beiden Methoden, indem wir synthetische

Messdaten u°

zu einem bekannten Rauschlevel § > 0 erzeugen und anschlieBend das
inverse Warmetransferproblem 1osen.
Als Abbruchkriterium fiir das PQN-Verfahren verwenden wir das Diskrepanzprinzip,

welches einen endlichen Abbruchindex k. liefert, sodass

f(B™) f(B®)

[wI5 [w5

< pd < (4.2)

fiir alle £ < k, und festes p > 1 gilt.

Das gedédmpfte Landweber-Verfahren zur Behandlung nichtlinearer inverser Probleme
ist dabei sehr stabil. Die langsame Konvergenzgeschwindigkeit fithrt aber oft dazu,
dass der Iterationsprozess, vor allem bei numerisch komplexen Aufgaben, aus Zeitman-
gel frithzeitig abgebrochen werden muss, siehe z.B. [23]. Wir erwarten also nicht, dass
das gedampfte Landweber-Verfahren der Bedingung geniigt und brechen somit
die Berechnungen nach einer Maximalanzahl K > 0 an Iterationen ab.

Ziel des Algorithmenvergleichs ist dabei zu zeigen, dass die Performance mit dem PQN-
Verfahren unter iiberschaubaren Mehraufwand? drastisch verbessert werden kann. De-
tails zum geddmpften Landweber-Verfahren findet der interessierte Leser im Anhang
Bl wiahrend wir das PQN-Verfahren im nachfolgenden Abschnitt vorstellen méchten.

! Aus dem Englischen Projected Quasi-Newton.
2Das Verfahren beruht lediglich auf einer geschickten Gradientenskalierung und benutzt somit die
gleichen Zutaten wie das gedampfte Landweber-Verfahren.
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4.1 PQN-Verfahren

Das Quasi-Newton Projektionsverfahren (PQN-Verfahren) wurde von Kim et al. in [42]
vorgestellt. Dabei handelt es sich um ein Optimierungsverfahren zur Losung von Proble-
men der Art (3.23)), d.h. der Minimierung eines Zielfunktionals unter Box-Constraints.
Die Autoren nehmen an, dass das Zielfunktional f zweimal stetig differenzierbar und
streng konvex ist. Wahrend Newton-Verfahren in der Regel bei der Berechnung der
Abstiegsrichtung auf die Hessematrix H angewiesen sind, versuchen Quasi-Newton-
Verfahren die Hessematrix nur tiber die Kenntnis des Gradienten zu approximieren.
Dies ist oft vollkommen ausreichend und hat den Vorteil, dass die aufwéndige Berech-
nung der Hessematrix in jedem Iterationsschritt umgangen werden kann. Die Approxi-
mation der Hessematrix, oder vielmehr dessen Inverse, wird dabei in jedem Iterations-
schritt aktualisiert und anschlieSend verwendet, um die Gradientenrichtung zu skalie-
ren. Wir erhalten somit einen approximativen Newton-Schritt als potentielle Suchrich-

tung zur Minimierung von f.

Die wohl berithmteste Update-Regel fiir die Hessematrix ist durch den Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) Algorithmus gegeben, welcher Anwendung findet im Quasi-
Newton-BFGS-Verfahren fiir unbeschrankte Minimierungsprobleme. Sei H* die appro-
ximative Hessematrix im k—ten Iterationsschritt und die Vektoren s; und g gegeben

durch

s, = B4 — B und g = VF(BHY) — Vf(BY). (4.3)

Die BFGS-Update-Regel fiir die Hessematrix lautet dann

pit gy &80 s U7 (4.4)
gl'sy, st Hks;,

Da wir die Suchrichtung px durch das Losen von

H*py, = -V f(B") (4.5)

erhalten, ist die Inversion von H* notwendig. Dies kann jedoch umgangen werden,
indem man direkt die inverse Hessematrix in den Update-Prozess einbezieht. Unter

Ausnutzung der Sherman-Morrison-Formel erhalten wir fiir die Inverse S* von H* die
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Update-Regel

gh+l _ gk (stgr + gt S*gr)(sesf)  S*gusf + sigf S”
(st gr)? SI. 8k ’

(4.6)

und schliefllich somit die Suchrichtung im Quasi-Newton-BFGS-Verfahren fiir unbe-

schrankte Minimierungsprobleme durch

pr = —SFVF(BW). (4.7)

Es handelt sich also um ein sogenanntes Gradientenskalierungsverfahren.

Die Methode ist bekannt dafiir, dass sie sehr effizient und robust fiir entsprechend
glatte Zielfunktionen ist. In [19] und [77] weisen die Autoren jedoch darauf hin, dass die
BFGS-Methode auch fiir nicht-glatte Funktionen eine sehr gute Performance aufweist,
insbesondere in Kombination mit der Armijo-Wolfe-Liniensuche zur Bestimmung der

zugehorigen Schrittweite Ay.

Das PQN-Verfahren kann als eine natiirliche Erweiterung des BFGS-Verfahrens auf
beschrinkte Optimierungsprobleme angesehen werden. Die Besonderheit hierbei ist die
Auswahl der Parameterkomponenten, die noch in den Optimierungsprozess einbezogen
werden konnen. Statt berechnet man die Suchrichtung

pr = —S*V (™), (4.8)
wobei
. Sk enn i,j ¢ IF u Ik,
0, sonst

verfolgt, welche Parameterkomponenten fixiert werden und welche noch frei sind. Dabei
werden die fixierten Komponenten in der Indexmenge I¥ U I} gesammelt, welche wir

im Folgenden definieren méchten. Die Indexmenge

18 ={i: 8% =0 A [TS(BD)], > 0, oder B = Brae A [VF(BD)], <0} (4.10)

reprasentiert die sogenannten aktivenﬂ Komponenten des Parameters, dessen Betrach-

tung fiir weitere Iterationen irrelevant ist, da die sonstige Hinzunahme das Zielfunk-

IDie Parameterkomponente Bi(k) liegt bereits auf dem Rand der Box-Nebenbedingung [0, Smaz]-
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tional nicht weiter verringert. Dann ist z.B. fiir eine aktive Komponente Bl(k) = 0, die

nicht in I¥ liegt, noch moglich, dass AR < 0 mit

FB*Y) < f(B®) (4.11)
gilt. Der Ausschluss solcher Komponenten lasst sich folglich realisieren mit

_ Sk, wenn 4, j ¢ I¥,
Skh=3"" s (4.12)

0, sonst.

Da das PQN-Verfahren kein Gradientenverfahren, sondern ein Gradientenskalierungs-
verfahren ist, kann es sein, dass die Abstiegsbedingung (4.11)) doch nicht erfiillt Wird.ﬂ
Deswegen fixieren wir solche aktiven Komponenten, die noch unberiihrt von der Index-

menge IF sind, mit der Indexmenge

]5 = {Z : Bz(k) =0A [Ska(ﬁ(k))]l > 0, oder Bz(k) _ Bmax A [Svkvf(ﬂ(k))]z < O} '
(4.13)

Fiir weitere Einzelheiten verweisen wir den interessierten Leser auf [42].

Ist die Suchrichtung (4.8) gegeben, so ist die Bestimmung der Schrittweite A, fir
einen Iterationsschritt (4.1)) notwendig. In dieser Arbeit implementieren wir dazu die
Backtracking-Liniensuche basierend auf der Armijo-Bedingung, bei der eine Schritt-

weite A\ > 0 akzeptiert wird, wenn

FBY) — £ (Pa(BY + Aipr)) = eV S (BY) b (4.14)

fir eine Konstante ¢ € (0, 1) erfllt ist. Gentigt Ay der Bedingung (4.14) nicht, so re-
duzieren wir die Schrittweite sukzessive durch A\; := 7, mit 7 € (0,1). Wie in der

originalen Arbeit von Armijo ([3]) verwenden wir ¢ = 7 = 0.5.

Wir wihlen S = I, sodass die erste Suchrichtung einfach dem steilsten Abstieg ent-
spricht. In den weiteren Iterationsschritten baut das PQN-Verfahren Kriimmungsin-
formationen iiber auf, was den Minimierungsprozess (durch das Einbezichen der
zweiten Ableitung) drastisch beschleunigt.

'Die Komponente der Abstiegsrichtung ist schlieSlich [S’ka(ﬂ(k))]i und nicht [Vf(ﬂ(k))] "

7
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4.2 Experimentelles Setting

Um das Zielfunktional (3.22)) vollstédndig fiir numerische Experimente zu beschreiben,
missen wir zum einen das Setting des Anfangsrandwertproblems (2.25)) - (2.28)) fixieren

d

und zum anderen die verrauschten Messdaten u° simulieren.

Um der Motivation dieser Arbeit, dem ACC-Kiihlprozess von Stahlplatten, treu zu
bleiben, versuchen wir die Groflen im experimentellen Setting so nahe wie moglich an

physikalisch plausiblen Werten zu orientieren, vernachléssigen dabei aber meist die SI-

Einheitenl]

Wir legen eine Dicke der Stahlplatte von 50 mm fest, d.h. L = 0.05 [m] und 2 =
[0,0.05]. Das Zeitintervall I = [0,7] sei durch T" = 30 [s] fixiert, was einer typischen
Gesamtkiihlzeit im zugrunde liegenden ACC-Prozess entspricht. Indem wir die tempe-
raturabhingigen Materialparameter k£ und C in definieren, sind wir in der Lage
die Temperatur durch in Enthalpie umzuwandeln. Wir verweisen auf Abbildung
fiir eine Anschauung der Transformation, die genaue Umrechnung von Temperatur

zu Enthalpie sei an dieser Stelle aber nicht relevant.

10°
6

Enthalpie u

0 1 1 1 1 1 1 1
300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Temperatur 6

Abbildung 4.1: Temperatur-zu-Enthalpie Transformation

k
c
darstellen, vergleiche (2.14). Da das Ergebnis in unserem Fall eine stiickweise kubische
Funktion ist, lassen wir hier die analytische Form weg und verweisen auf Abbildung

[M.2] um die Nichtlinearitat der Enthalpieleitfahigkeit zu bestétigen.

Dementsprechend kénnen wir auch die Temperatur- bzw. Enthalpieleitfahigkeit o/ =

'Eine Tabelle der SI-Einheiten befindet sich im Anhang
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55
u x10°

Abbildung 4.2: Enthalpieleitfahigkeit o/ (u) in Abhéngigkeit der Enthalpie u

Unter der Annahme einer homogenen Anfangstemperatur von ca. 1100 K legen wir
auBerdem die Anfangsbedingung u(0,x) = ug(z) = 5.5 x 10° fest. Gleichzeitig soll

dieser Wert der Enthalpie-Obergrenze u,,,, entsprechen. Somit ist das Setting des
ARWPs bis auf die Randbedingungen ({2.26]) - (2.27)) gesetzt.

Wir erzeugen verrauschte Messdaten u°, indem wir die (exakten) Wirmefliisse
€ (u), 85" (u) € CY([0, Umaz]) aus Abbildung 4.3in die Randbedingungen einsetzen, die
zugehorige Losung u®” € U des nun vollstandigen ARWPs berechnen und anschlieend

mit dem Beobachtungsoperator auswerten.

16

— By (u)

= =A%)

12

| | | | |

3 3.5 4 45 5 55
u %10°

Abbildung 4.3: Exakte Wirmefliisse, um u® zu simulieren

Dabei wird die Losung u** durch eine stabile Finite-Differenzen-Methode (FDM) auf
einem endlichen Raum- und Zeitgitter approximiert, siche Abbildung [£.4]
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Enthalpie u®*

20 T ~
O S o 30 1
2y 20 25
~ ——— 15

z jf] m 40 ~ 10 . 0.5
0 50 o 5 Zeit t 10 S

Abbildung 4.4: Approximierte Losung von u®*

Die Wirmeleitung im Inneren, d.h. fir x € €2, wird hierbei lediglich von der

Enthalpieleitfahigkeit o gesteuert, wihrend der Warmeiibergang an den Réndern x = 0
und z = L iber die Warmefliisse 5% und g7* bestimmt wird. Den oben erwahnten
Leidenfrost-Effekt haben wir dabei in den exakten Warmefliissen modelliert. Ausge-
hend von hohen Enthalpiewerten simuliert der Beginn der Peaks in Abbildung [4.3] den
Zusammenbruch der Dampfschichten, was zu erhohten Warmefliissen fiithrt, welche mit

niedrigen Enthalpiewerten wieder abklingen.

Fiir den Messprozess simulieren wir den Einsatz von d = 5 Thermoelementen in den

Messtiefen
x € (7 =0.002, xo = 0.01, z3 = 0.025, z4 = 0.04, x5 = O.O48)T. (4.15)

Dies entspricht dem Kern der Stahlplatte und jeweils 2mm bzw. 10mm unter den
Oberflaichen. Wéhrend der Kiithlung erfasst jeder solcher Thermoelemente alle 0.1s die
Enthalpie, |I| also zu den Zeitpunkten

te(t; =01, t,=0.2, ..., tz0 =T = 30)". (4.16)

Wir erhalten damit die beobachtete Enthalpiematrix Qu®® € Y = R>*3%_siche (3.18]).
Den Messfehler simulieren wir unter der Annahme, dass eine typische Sensorgenauigkeit

in dem Fehlerbereich £0.5 K liegt. Dementsprechend addieren wir auf jede Komponente

'Wir simulieren an dieser Stelle einen 10 Hz Logger.
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von Qu® eine gleichverteilte Zufallszahl im Intervall [—2,2] x 10 um schliellich die
verrauschten Daten 4% zu erhalten. Aus der Ermittlung des relativen Rauschlevels mit

der Frobenius-Norm durch
1 ex 012 9112
SlQu® =’y <o’y (4.17)

ergab sich der Wert ¢ := 6.65 x 1078, Eine solche Berechnung kénnen wir natiirlich nur
bei simulierten Messfehlern durchfiihren. Fiir reale Daten muss ¢ natiirlich geschétzt

werden.
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4.3 Numerische Resultate

Mit o und ug aus dem experimentellen Setting ist auch der Vorwartsoperator (3.2))
vollstdndig beschrieben. Zur Bestimmung des Warmeflussparameters 8 € B und den
zugehorigen Wirmefliissen (PCHIP Interpolanten) Sy(u,8), Br(u,B8) € CH([0, Umaz])

)

mochten wir die verrauschten Messdaten u° verwenden, um (3.23]) zu lésen und an-

schliefend das Ergebnis mit den simulierten exakten Warmefliissen vergleichen.

Fir 7, aus (3.9) wihlen wir eine dquidistante Partition des Intervalls [0, ty,q,] filr
n = 20, d.h. u; = Uz - (:L;fl) fir ¢« = 1,...,n. Fir die Box-Nebenbedingung setzen
wir B = [0, Byee]* mit Binee = 16 x 109, vergleiche Abbildung [4.3]

Als Startwert legen wir B© = 0 € R?" fest. Wir gehen also davon aus, dass wir keine
a-priori Informationen tiiber die Struktur der Losung des inversen Warmetransferpro-

blems kennen.

Ausgehend von dem Parameter f*) fiir k = 0,1, ..., k, durchlaufen wir die Prozess-
kette des Losungsoperators S. Auch hier erhalten wir eine approximative En-
thalpielosung, indem wir das ARWP durch eine stabile FDM losen. Hierbei verwenden
wir aber ein anderes Raum- und Zeitgitter als in der vorangegangenen Simulation, um
das "inverse Verbrechen’ zu vermeiden[]| An dieser Stelle erwihnen wir, dass die exak-
ten Warmefliisse aus Abbildung stiickweise kubische Interpolanten auf einer vollig
anderen Partition als m, sind. Andernfalls bestiinde auch hier der Inversionsprozess

lediglich im Invertieren des numerischen Vorwértsmodells.

Im kontinuierlichen Setting wiirde die Losung S(8*)) nun auf den Beobachtungsope-
rator Q aus angewendet werden. Da wir aber nur eine approximierte Losung auf
einem endlichen Raum- und Zeitgitter besitzen, interpolieren wir die bzgl. und
(4.16)) notwendigen Enthalpiewerte. Auf diese Weise erhalten wir eine Approximation
der Enthalpiematrix F(8*)), welche mithilfe des Zielfunktionals mit den Mess-

daten u® abgeglichen werden kann.

Um (4.1) in der k-ten Iteration durchzufithren, berechnen wir den Gradienten (3.63))
mit Q* und S;(k) aus (3.19) bzw. (3.30). Dabei wird S;(k> dadurch berechnet, dass das
adjungierte Problem (3.40) - (3.43) mit einer stabilen FDM gelost wird. Die approxi-

Der aus [17] bekannte Originalbegriff *inverse crime’ umschreibt das Vorgehen, bei dem Daten
mit derselben numerischen Néherung simuliert und invertiert werden.
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mative Losung ¢ wird anschliefend genutzt, um das Integral (3.44) numerisch mit der
Trapezregel auszuwerten. Wir bemerken, dass die Gradienten V3, und VS, (bzgl. des
Parameters 8) analytisch berechnet werden kénnen, wenn die Interpolationsmethode

bekannt ist. Fiir eine Berechnung des Gradienten fiir einen PCHIP-Interpolanten ver-
weisen wir ausdriicklich an dieser Stelle auf Anhang[A.3]

Fiir den ersten Schritt des PQN-Verfahrens wihlen wir S° = I. Danach werden die
Gradienten (3.63)) mithilfe der berechneten inversen Hessematrix skaliert, welche in je-
dem Iterationsschritt durch aktualisiert wird. Wir erhalten so eine Suchrichtung
via , indem wir auch die freien und fixierten Komponenten tiber und
erfassen. AnschlieBend implementieren wir die Backtracking-Liniensuche , um ei-

ne angemessene Schrittweite Ay > 0 zu erhalten.

Dieses Vorgehen wird so lange wiederholt, bis die Diskrepanzprinzip-Bedingung
erfilllt ist. Da wir Diskretisierungsfehler aufgrund mehrerer Approximationen einge-
schlossen haben, wéahlen wir p = 2, um die Iterationen rechtzeitig zu stoppen, d.h.
pd =1.33 x 107",

Wir vergleichen dabei die Performance des PQN-Verfahrens zu der des geddmpften

Landweber-Verfahrens
BEHY = P (B® — AV f(BH)) (4.18)

fir einen konstanten Dampfungsfaktor A > 0, vergleiche Anhang [B] Da wir nicht
erwarten, dass die [terationen iiber (4.2)) abgebrochen werden, setzen wir die maximale
Iterationszahl auf K = 10000.

Die numerischen Ergebnisse sind in Abbildung [4.5] dargestellt.
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85

108 Wirmefliisse fiir x = 0 —-=Bo(u, B0)
16 F T T T T T T T T —/BO(U,/B(k*))
12 = 55" (u)
| BV (u, 90)
4+ A N A el A P Y N 4
0 I L — - R | I »
0 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
u x10°
Warmefliisse fir = L - =0 (u, B)
T T T T _/BL(U, /B(k*))
= B (u)
cen BEW (y, 3K))

T IR EERR RN N

25 3 35 4 45 5 55
u %10°

Abbildung 4.5: Vergleich der exakten Warmefliisse mit PCHIP-Interpolanten zu (a)
dem Anfangsparameter B, (b) dem optimierten Parameter B%*+) fiir das PQN-
Verfahren, (c) dem Parameter B%) fiir das gedimpfte Landweber-Verfahren nach

K = 10000 Iterationen

55

—log(f(3™*))) via PQN
= log(f(3™))) via LW
[N CStOp

400 800 1000

600
Iteration k

Abbildung 4.6: Logarithmus der Residuen fiir die ersten k, = 1028 Iterationen und
dem Schwellenwert cy,, = log(pd|u®|3) fir das Abbruchkriterium (4.2)
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In Abbildung ist zu erkennen, dass das PQN-Verfahren der Bedingung nach
nur k, = 1028 Iterationen geniigt, wahrend das gedampfte Landweber-Verfahren nach
K = 10000 Iterationen noch sehr weit davon entfernt ist. Bei der Erhohung des Damp-
fungsfaktors A > 0 in (4.18]) zur Beschleunigung des Landweber-Verfahrens tauchen nu-
merische Instabilitdten auf. Die Verwendung des Backtracking-Liniensuchalgorithmus
anstatt A\ zu fixieren, liefert auch keine signifikanten Verbesserungen fiir das gedampf-
te Landweber-Verfahren. Es iiberrascht nicht, dass das PQN-Verfahren aufgrund der
Einbeziehung von Kriimmungsinformationen iiberlegen ist. Abbildung zeigt, dass
die Interpolanten £y(u, 8%**)) und Br(u, 3**)) die exakten Wairmefliisse sehr gut ap-
proximieren. Die Schwingungen auf der rechten Seite der Abbildung lassen sich durch
die verrauschten Daten und weitere Fehler durch Approximationen erklaren, die fiir
das PQN-Verfahren durchgefiithrt werden miissen. Da die Hauptinformation tiber den
Leidenfrost-Effekt in den Peaks auf der linken Seite liegt, sind diese Fehler vernachlas-
sighar, insbesondere wenn man die signifikante Reduktion der Rechenzeit beriicksich-
tigt.

Wir verzichten an dieser Stelle auf weitere numerische Experimente, nehmen aber vor-
weg, dass das PQN-Verfahren in der Lage ist beliebige Wérmefliisse 55 und S§* aus
dem Raum C'([0, Umaz]) zu identifizieren, solange die Anzahl n der Partitionspunkte
des Interpolationsansatzes angemessen gewahlt wird. Danach sind aber keine a-priori
Informationen der Suchgréfien notwendig. Je nach Rauschlevel § kann das Abbruch-

kriterium (4.2)) angepasst werden, um die Iterationen frithzeitig zu stoppen.

Wir betonen erneut, dass der Vergleich beider Verfahren nicht das einzige Ziel verfolgt
eine schnellere Konvergenz des PQN-Verfahrens zu zeigen. Vielmehr wollen wir hervor-
heben, dass sich beide Verfahren zunéchst auf dieselbe Zutat, ndmlich der Berechnung
des Gradienten , berufen und dass das PQN-Verfahren unter einem tiberschauba-
ren, aber lohnenden Mehraufwand gegentiber dem gedampften Landweber-Verfahren

aufgesetzt werden kann.

Wir fassen in Abbildung nochmals den Algorithmus zur Losung von (3.23]) mithilfe

des PQN-Verfahrens zusammen.
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5. Numerische Bestimmung

des Warmeleitverhaltens

In diesem Teil der Arbeit moéchten wir eine Kurzzusammenfassung eines anderen in-
versen Wéarmetransferproblems angeben. Dabei stiitzen wir uns auf die Ergebnisse der
Publikation [61], bei der die Bestimmung des Warmeleitverhaltens des Materials im
Inneren behandelt wird. Wir untersuchen das Problem hier bei Weitem nicht so aus-
fithrlich wie das vorangegangene. Dieser Abschnitt ist heuristisch motiviert und soll
lediglich einen numerischen Fahrplan umreiffen, mit dem das Warmeleitverhalten aus

dhnlichen Messungen und Methoden bestimmt werden kann wie zuvor.

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir das inverse Warmetransferproblem zur
Identifizierung unbekannter Wérmefliisse diskutiert und gelost. Dabei sind wir davon
ausgegangen, dass die Enthalpieleitfahigkeit o’ bekannt ist. Insbesondere bedeutet dies,
dass die Materialparameter (Warmeleitfahigkeit k, Warmekapazitat C') aus ge-
geben sind, siehe . In der Praxis ist die Kenntnis von C' erforderlich, um die
Enthalpietransformation (2.2)) durchzufithren und so die Temperaturmessungen der

Thermoelemente als Enthalpiemessungen darzustellen.

Berechtigterweise kommt die Frage auf, was zu tun ist, sollten die Materialparameter
k und C nicht bekannt sein. An dieser Stelle hilft die (Aquivalente) temperaturabhén-
gige Modellierung des Wéarmetransfers im Sinne des Anfangsrandwertproblems
. aus, wobei wir die Randbedingungen durch Dirichlet-Randbedingungen wie

folgt austauschen mochten:

Wir nehmen an, dass der Messprozess aus 3 Thermoelementen besteht, die in den

Messtiefen
ve(ry=¢ x9=1LJ2 23=1L—¢)" (5.1)

verbaut sind, wobei € jeweils den Abstand zwischen der Oberfliche und den oberfla-

chennahen Messtiefen x; bzw. x3 kennzeichnet, siehe Abbildung
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Warmeleitung

Dicke

|

Breite

Abbildung 5.1: Ausschnitt der Stahlplatte mit 3 Thermoelementen, vgl. Abbildung

Die Thermoelemente sind hier farblich kodiert, sodass wir die gemessenen Tempera-
turkurven in Abbildung [5.2] direkt der entsprechenden Messtiefe zuordnen konnen, vgl.
Abbildung [L.5]

Gemessene Temperaturen

— O3inaz3=L—¢

800 [ — 92 in To = L/2
) — Oiinz;=c¢
k= 600 *
[
)
=
g 400 -
z
B
200 | | L L

10 20 30 40 50 60
Zeit t in Sekunden

Abbildung 5.2: Gemessene (und interpolierte) Temperaturen

Wir bemerken, dass wir an dieser Stelle die interpolierten Funktionen 6#,, 6> und 65 in
die Abbildung aufgenommen haben, obwohl die Zeitmessungen wieder diskret sind, d.h.
die i-te Komponente von 61,65 oder 85 € R™ entspricht der Messung zum Zeitpunkt
t;, © = 1,...,m. Ist € hinreichend klein, so ist die Warmeleitung im Inneren nahezu
vollstdandig von den Warmestromen z, — x; und xo — x3 beschrieben, vergleiche
Abbildung [5.1} Wir kénnen das Modell zur Beschreibung der Warmeleitung im Inneren
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von daher durch das ARWP wie folgt beschreiben:

C(0)0; = (k(0)0y)., tel, zefl, (5.2)

0 =0, tel, v = x4, (5.3)

0 =65, tel, v = xs, (5.4)

0 =0y, t=0,2€e.. (5.5)

Hierbei ist Q. := [z1,23] < Q das verkleinerte Ortsintervall. Die Messungen aus

den zwei oberflaichennahen Thermoelementen werden also aufgegeben, um Dirichlet-
Randbedingungen zu erzeugen. Die Kernmessung 6, € R™ entspricht dann den Mess-

daten zu dem folgenden inversen Warmetransferproblem:

Fir gegebene Randtemperaturen 6., 65, sowie der Anfangsbedingung 6, und den Mess-

daten @5, bestimme die passenden Materialparameter k£ und C'.

Da die Materialparameter von der Temperatur # abhangen, welche Losung des An-
fangsrandwertproblems (5.2)) - (5.5]) ist, handelt es sich hierbei also erneut um einen

implizit gegebenen Vorwartsoperator, mit einer entsprechenden Definition, der Gestalt
F(k(9),C(0),0) = 0. (5.6)

Der PCHIP-Ansatz aus Abschnitt erlaubt es uns wieder die temperaturabhéangigen
Materialparameter durch reellwertige Parameter (k, C)T € R?" zu ersetzen und den

Vorwértsoperator wieder explizit durch
F:R™ > R™ (5.7)

darzustellen. Dabei fassen wir dieses Mal den Beobachtungsoperator direkt in die Pro-

zesskette mit ein:

/ 2 nterpola ior 1 53’- 5.4 5 l6se ARWP Beobachtun
(5.8)

Wir fassen die Bestimmung von p := (k, C)T als ein Parameteridentifizierungsproblem

auf und minimieren dazu das Least-Squares-Funktional

f(p) = |F(p) — 8.3, (5.9)



92

wobei || - |2 die euklidische Norm im R™ bezeichnet. Erfahrungsgeméaf kann das even-
tuelle Vorhandensein von kleinen Messfehlern in @, vernachléssigt werden. Zur Mini-

mierung des Funktionals (5.9 verwenden wir einen iterativen Loser.

Um das vorgeschlagene Vorgehen auf Machbarkeit zu tiberpriifen, erzeugen wir Mess-
daten 0, € R™, indem wir simulierte Materialparameter k°®, C** € C'(©) heranzie-
hen, eine approximierte Losung 6 des Problems - mithilfe einer stabilen
Finiten-Differenzen-Methode berechnen und diese im Kern = = x5 auswerten. Fur den
Temperaturbereich § € © = [0,900] (in Grad Celsius) seien die Funktionen durch

1
30’
et (6) = 7650 - (475 +0.0265 - § + 0.000855 - 6% —

k< (60) = 60 — (5.10)

0.000855 - §2 — 0.1735 - 6 + 140
1 + —0-1(6-700) ’

(5.11)

festgelegt, siehe Abbildung [5.3

551
501
s s
5 45 5
% &
40,
35!
300150 300 450 600 750 900 >0 150 300 450 600 750 900

Temperatur ¢ Temperatur 6

Abbildung 5.3: Exakte Materialparameter k¢*, C** € C1(©)

Weiterhin wéhlen wir eine dquidistante Partition 7, von © fiir n = 50 Stiitzstellen. Um
zu betonen, dass wir auch hier keine a-priori Information der Suchgréfien benétigen,

legen wir konstante Startwerte

ko = (45,...,45)" und Cy = 10°- (4.5,...,4.5)" (5.12)
— —

n— mal n—mal
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fest. Die PCHIP-Interpolanten sind dementsprechend auch

5-10° (5.14)
fir alle 8 € © konstant.

Zur Minimierung von (5.9) wihlen wir einen trust-region-reflective Algorithmus, der
von der Matlab-Toolbox [sqnonlin bereitgestellt wird. Das ARWP l6sen wir an dieser
Stelle erneut approximativ auf einem endlichen Raum- und Zeitgitter. Das Ergebnis,
die PCHIP-Interpolanten k,,; und C,,;, vergleichen wir mit den exakten Materialpara-
metern im Temperaturintervall © € in Abbildung

6
55 . . . ) 7 x10° | |
’_ ker ]{70 kjopt‘ ’_Cea: _CO Copt‘
6.5+
o0+ ]
\ 6l
45} 1 5.5
10| o
|
4.5-— s .
35| . -
4t ]
305 : : : - 3.55 : : : :
300 400 500 600 700 800 300 400 500 600 700 800
Temperatur 6 Temperatur ¢

Abbildung 5.4: Vergleich der Startwerte und den exakten (simulierten), sowie optimier-
ten Materialparametern im Temperaturintervall ©

Aufgrund der offensichtlichen Mehrdeutigkeit des Vorwértsoperators, d.h. wegen

F(p) = F(vp), v >0, (5.15)

kénnen wir von dem numerischen Verfahren nur eine Eindeutigkeit des Quotienten %,

'Ist (¢, z) die Losung des ARWPs (5.2) - (5.5), so kénnen wir nur Ergebnisse im Temperaturin-
tervall [ntlin 0, max 0] =: © € © erwarten, d.h. dem Temperaturintervall, den der Solver ’sieht’.
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also der Temperaturleitfahigkeit, erwartenﬂ Der Vergleich von

exr ko .
A = und Ay 1= =2 5.16
Cex pl Copt ( )
in Abbildung [5.5]16st die Mehrdeutigkeit auf.
12 2107 ‘
‘.\\\ )\
1M1F -\.,.\\ >\opt
10 [ \\\... B
9F ™ 7~
8+ .'.’ -

5
300 400 500 600 700 800
Temperatur ¢

Abbildung 5.5: Vergleich exakter und optimierter Temperaturleitfahigkeiten

Fir die Bestimmung der Enthalpieleitfahigkeit o ist es von daher vollkommen ausrei-
chend, die Materialparameter bis auf eine Konstante v zu bestimmen, siehe (2.14]). Die
Enthalpietransformation ({2.2)) ist dann zwar um einen Faktor gestort, dieser beeinflusst

den Warmetransfer (2.25) - (2.28) aber nicht.

Wir konnen abschlieend zusammenfassen, dass das Verfahren in der Lage ist, das War-
meleitverhalten im Sinne der Temperaturleitfdhigkeit zu bestimmen. Eine Auswertung
des Verfahrens fiir ein Beispiel mit realen Daten ist in den Abbildungen [5.6/und zu
sehen. Die Messdaten wurden wahrend des Kiihlprozesses einer 42 mm dicken Stahl-
platte fir das Zeitintervall [0, 60] Sekunden aufgenommen, wobei die oberflichennahen
Thermoelemente jeweils ¢ = 4 mm unter der Oberfliche verbaut sind. In beiden Ab-
bildungen handelt es sich um die gemessenen Temperaturkurven 6;, > und 63, sowie
einer optimierten Kern-Rechnung. Wéhrend in Abbildung Materialparameter aus
der Literatur zur Berechnung der Losung des Modells - herangezogen wur-
den, sind in Abbildung die Temperaturkurven zu optimierten (und physikalisch

plausiblen) Materialparametern aufgetragen.

Der Quotient der Interpolanten % = ,’Yy—é ist tatséchlich eindeutig.
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Ke rn_Messu ng — Oberseite, 4mm

—— Kermn berechnet

700- . — Kem gemessen
N Unterseite 4mm

80°C

o
o

Temperatur [°C]
Eg? y

400-

w00; Oberflache Kern-Rechnung

0 10 20 30 40 50 60
Zeit [s]
100
801 Kerntemp. gemessen - Kerntemp. berech
o 601
2. 40
2 20
() —
-20 i .
0 10 20 30 40 50 60

Zeit [s]

Abbildung 5.6: Vorwartsrechnung mit physikalisch plausiblen Literaturwerten kann die
Kern-Messung nicht reproduzieren
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800+
7 2 o C — Oberseite, 4mm
) — Kern berechnst
700- — Kem gemessen
Untersaeita 4mm
£600-
5
©
&500-
£
©
[t
400+
300+
0 10 20 30 40 50 60
Zeit [s]
100
80 Kemtemp. gemessen - Kerntemp. berechnet
O 60
2. 40
'—
- 201
0 — = T ——— —
-201 . T
0 10 20 30 40 50 60
Zeit [s]

Abbildung 5.7: Vorwéartsrechnung mit optimierten Werten, Kern-Messung kann repro-
duziert werden, Materialparameter sind physikalisch plausibel.



Fazit und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit ein Verfahren zur Behandlung eines inversen 1D Warme-
transferproblems mit implizitem Losungsoperator vorgeschlagen. Die Herleitung des
Anfangsrandwertproblems haben wir in der Modellierung des Kiihlprozesses von Stahl-
platten motiviert, wobei wir die Phasenumwandlung des Materials sowie die Leidenfrost-
Effekte durch enthalpieabhédngige Materialparameter und Warmefliissse eingebunden
haben. Um die Wohldefiniertheit des Losungsoperators und eine Enthalpielosung des
Anfangsrandwertproblems in einem entsprechenden mathematischen Setting zu ge-
wahrleisten, haben wir zwei verschiedene Existenz- und Eindeutigkeitstheorien un-
tersucht. Speziell haben wir dabei die Vor- und Nachteile klassischer sowie starker
Losungen diskutiert. Um die Implizitat des Losungsoperators zu tiberwinden, haben
wir die Enthalpieabhéngigkeit der Warmefliisse durch einen geschickten Parametrisie-
rungsansatz entkoppelt, welcher es uns erlaubt das inverse Problem nach klassischem
Muster zu 16sen. Der vorgeschlagene PCHIP-Ansatz respektiert dabei die Nebenbedin-
gungen im Sinne der Beschranktheit der Warmefliisse. Auflerdem schranken wir auf
diese Art hinsichtlich des inversen Problems den Raum C! der gesuchten Wirmefliisse
nicht ein. Zur numerischen Behandlung haben wir das PQN-Verfahren mit dem ge-
ddmpften Landweber-Verfahren implementiert. Da beide Verfahren die Kenntnis des
Gradienten des Zielfunktionals erfordern, haben wir eine Berechnung dessen herge-
leitet. Mehrfach ausgenutzt haben wir an dieser Stelle die Theorie starker Losungen,
welche uns eine praktische Skalarprodukterweiterung einer abstrakten dualen Paarung
liefert. In einem numerischen Test haben wir die Outperformance des PQN-Verfahrens
(bei iberschaubarem Mehraufwand) gegentiber dem geddmpften Landweber-Verfahren
nachgewiesen. Fiir ein zuséatzliches Beispiel des PCHIP-Ansatzes haben wir ein weiteres

inverses Problem heuristisch umrissen.

Fiir zukiinftige Forschung beziiglich der mathematischen Theorie ist, unabhangig von
Modell und Anwendung, die Verallgemeinerung des Interpolationsansatzes auf implizit
definierte Losungs- und Vorwértsoperatoren denkbar. In der Hinsicht ist die Fragestel-
lung interessant, inwiefern bereits die Festlegung der Anzahl n > 0 der Partitionspunkte
regularisierend auf das Problem wirkt.

Allgemeiner ist auch die Behandlung impliziter Operatorgleichungen in allgemeinen
Banachrédumen interessant: Zum einen beziiglich der Existenztheorie (Satz von der im-

pliziten Funktion in Banachrdumen) von Lésungen, zum anderen auch beztiglich der

97



98

Sensitivitsanalyse, also der Berechnung der Ableitungen, ohne die Kenntnis des expli-

ziten Zusammenhangs.

Fiir die zukunftige Arbeit hinsichtlich des Anwendungsaspektes steht sicherlich die Be-
handlung des Optimalsteuerungsproblems der ACC Kiihlanlage im Vordergrund. Wir
haben Verfahren fiir einen festen Kiihlplan vorgestellt, mit denen das innere War-
meleitverhalten, sowie das Wérmeiibergangsverhalten an den Grenzflichen bestimmt
werden kann. Die Auswertung verschiedenster Kiihlpliane erlaubt es uns nun, den Zu-
sammenhang zwischen Kiihlwirkung und Kiihlursache zu modellieren. Somit kann die
Nebenbedingung der Zustandsvariablen u, also das vom Kiihlplan abhéngige Anfangs-
randwertproblem, im Optimalsteuerungsproblem vollstandig beschrieben werden. Fiir
einen gewlinschten Zustand, der metallurgisch begriindet ist, lasst sich damit ein Kiihl-

plan prognostizieren.



A. PCHIPs

"Piecewise Cubic Hermite Interpolating Polynomials’

A.1 Konstruktion

Die Interpolationsmethode von Fritsch und Carlson wurde 1980 in [28] publiziert. Wir

geben im Folgenden einige Konstruktionsdetails an.

Sei I = [a,b] € R und

Mpia=T] <XTy3<...<xT,=00

eine Partition des Intervalls I. Weiterhin sei {f; : i = 1,2,...,n} eine gegebene Menge
an Datenpunkten auf den Partitionspunkten {x; : i = 1,2,...,n}. Das Ziel ist es auf

7, eine stiickweise kubische Funktion p(x) € C'[I] zu konstruieren, sodass gilt

p(zi) = fi, 1=1,2,...,n.

Auf jedem Teilintervall I; = [z, x;11] soll p(z) auBerdem monoton sein, sodass weder
Uberschwinger noch erhdhte Oszillationen auftreten. Dargestellt werden kann p(z) mit

x € I; als kubisches Polynom wie folgt:
p(x) = fillj(z) + fix1Hy(2) + d;Hy(x) + dipi Hy (),

mit d; = p/(z;) fir j = i,4 + 1. Dabei handelt es sich bei Hi(z) (k=1,...,4) um die

iiblichen kubischen Hermite-Basisfunktionen fiir das Intervall I;:

H{(x) = ¢((xiy1 — x)/hs), H;(x) = ¢((z — 23)/hi),
Hy(x) = =hap((xiv1 — 2)/hi),  Hi(x) = hap((z — @) /D), (A.1)

mit h; = x50 — 7, G(t) = 3t — 23 und (t) = 3 — 2, siehe Abbildung[A.1]

Die Konstruktion des stiickweisen kubischen Interpolanten besteht im Wesentlichen in
der Approximation der Ableitungen d,...,d,, fir die es verschiedene Moglichkeiten
gibt, siehe [28]. Betrachten wir, wie in unserer Anwendung eine dquidistante Partition

7, des Intervalls I mit h; = h; =: h fir alle ¢,7 = 1,2,...,n, so konnen wir die
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Abbildung A.1: Hermite-Basisfunktionen (A.1)) mit h; := 1

Ableitungen d, ..., d, berechnen durch:

3 1 2| ApAg i1 3 1
dy = =A; — =A = — dp = =01 — =A, 9,
1 2 1 2 2 k+1 Ak—}—Ak_i_l’ 2 1 2 2
mit A; = % fir alle ¢« = 1,...,n. In der Originalarbeit von Fritsch und Carl-

son wird davon ausgegangen, dass die Datenpunkte durchgehend monoton sind, d.h.
fi < fiz1 oder f; = fiyq fur allei = 1,...,n — 1. Diese Voraussetzung ist jedoch mit

der nachstehenden Modifikation nicht mehr notwendig:

Ist sgn(ArAgy1) < 0 so setzen wir dy,q := 0.

Der in Abschnitt vorgeschlagene PCHIP-Ansatz zur Interpolation unbekannter
SuchgroBen respektiert die Monotonie der Funktionswerte. Der Interpolant lasst, im
Vergleich zur Spline-Interpolation, keine Uberschwinger oder Oszillationen zu. Dies
ist wichtig, da wir in dieser Arbeit ein Projektionsverfahren verwenden und die ge-
suchten Funktionen gewissen Box-Constraints gentigen miissen. In Abbildung [A.2] ma-
chen wir dazu an einem einfachen Beispiel deutlich, dass der Spline-Interpolant die
Box-Constraints, sowohl auf der Ober- wie Unterseite, verletzt. Dabei ist der Spline-

Interpolant in C?, wihrend der PCHIP-Interpolant nur in C! ist.
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% (xi;fi)
—PCHIP

- - Box-Constraints

Abbildung A.2: Datenpunkte (z;, f;) mit z; =i — 1 und f; € [0,10] fir ¢ = 1,...,11,
Vergleich PCHIP vs. Kubische Splines
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A.2 Approximationseigenschaft

Fir f(z) € C*([a,b]) mochten wir im Folgenden eine Beweisskizze présentieren, um zu

zeigen, dass

Ve >03dneN: max |p(x) — f(z)| <e. (A.2)

ze[a,b]

Hierbei ist p(x) das PCHIP Interpolationspolynom zu der dquidistanten Partition

Tp:Q=2x] <Tog<...<T,=0>, (A.3)
welches die Bedingung

plz;) = f(z;)
fir y = 1,...,n erfillt. Die Idee basiert auf dem Prinzip verschachtelter Partitionen.
Wir fixieren € > 0. Sei auflerdem fiir i=1,2,...
h) =27(b — a)

die Schrittweite der i-ten Partition

7= o =t (DA =1, 20+ 1),

Es gilt also 7® < 70*+D d.h. jede nachfolgende Partition verfeinert immer die voran-

gegangene. Die zugehoérigen PCHIP Interpolanten fiir die i-te Partition seien gegeben
durch p®(z) € C'([a, b]), sodass

p(i) (x§l)) _ f(.f;z))
fir alle j = 1,...,2° + 1 gilt. Die Menge
XW = Az efa,b]: [pW(x) - f(z)] = e}

umfasst alle Punkte = € [a, b], in denen das PCHIP Interpolationspolynom p®(z) die

Funktion f(z) unzureichend beschreibt.
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Wegen

lim h® =0

1—00
und der Monotonie der PCHIP Interpolanten p(z) beziiglich der Funktionswerte

f(xgz)) fur alle j = 1,...,n muss gelten, dass

lim min ]a:gz) —z|=0
i—0  j

und

lim p™(z) = f(z)

1—0Q0

fir alle = € [a, b]. Es existiert also ein 7, € N mit

max [p*) (z) — f(2)| <,
z€[a,b)
d.h. insbesondere gilt X (%) = {}. Fiir alle ¢ > 0 existiert schlieBlich ein PCHIP Inter-
polationspolynom p(z) zu der Partition (A.3) mit n = 2% + 1 Stiitzstellen und den
Funktionswerten f(z;) fiir j = 1,...,n mit
b—a

$j=a+(j—1)n_1.

Ein numerisches Beispiel zur Bestimmung der Anzahl n der Partitionspunkte fiir

e = 0.2 ist in Abbildung illustriert: Das sukzessive Erhohen von ¢ = 1 durch
i = i+ 1 liefert i, = 4 mit X0 = {}, also n = 2% + 1 = 17 Stiitzstellen fiir den
PCHIP Interpolanten p(x). Das Beispiel kann offensichtlich fiir jedes ¢ > 0 erweitert
werden. Die Approximationsgenauigkeit lasst sich also durch das Anpassen der Anzahl
n der Partitionspunkte steuern.

Hinsichtlich der Anwendung des PCHIP Interpolationsansatzes bei inversen Proble-
men ist ein solches Vorgehen zur Bestimmung von n natiirlich ausgeschlossen, da die
Suchgrofle f(z) unbekannt ist. Nichtsdestotrotz bietet es sich an, die Anzahl n der
Partitionspunkte ausreichend grofi zu wéhlen, um komplexere Funktionen beschreiben

zu konnen.
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0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

Abbildung A.3: Funktion f(z) (blau gepunktet) vs. PCHIP Interpolanten p®(z)
(schwarz) fiir i = 1,...,4; rote Regionen entsprechen X® fiir ¢ = 0.2
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A.3 Gradientenberechnung

Im Folgenden wollen wir uns die Sensitivitat von p(x) beztiglich f; fir allei = 1,2,...,n
anschauen, das heift (%f(x) fur alle 7 = 1, ..., n. Dabei nehmen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit an, dass sgn(AgAgi1) > 0 gilt. (Ist d; = 0 fiir ein i = 1,...,n, so
vereinfachen sich die Ableitungen.) Da es sich bei p(z) um eine stiickweise definierte
Funktion handelt, missen wir auch die Ableitungen fiir bestimmte Teilintervalle I; =
[z, ;1] betrachten. Im Folgenden werden die einzelnen Ableitungen aufgelistet, wobei
wir zundchst die Sonderfélle %(x) flir« = 1, 2, 3 separat betrachten, da diese mitunter

von d; abhangen:

op H{(x) — 5 Hs (x) — imHl( ), € [ry,1o],
(9701(3:) N _%(A1+Az) Hj (), v € [z, 2
0, sonst.
Hj(z) + 2Hj(z) iﬁiﬁ;]—ﬂ( x), x € [z, 23],
AQ
@(I) _ Hi(z) — %22+2§H2( ) — 2(A2+3A3)2H§(x), T € |19, 13],
02 i21(A2+A3)2H3( ), x € [x3, 4],
0, sonst,.
L}LE[?}( ) + A +A2 (l’), T e [xla'rZ])
2
ap 22( )+%m ( )+%A2+A3H2($)7 T € [x27$3]7
7,0 = Hik ): 2R Rl () - 2k H(n), @ e [ms, 2],
%(A3+A4 H4< ) T e [JI4,ZL’5],
L 0, sonst
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Fir 3 <i<n—2gilt

( A2
imH ( ), T € |xi—o, Ti1],
Af Ai—Ai1 pri—
5 Hy (o) + fmiae B3 (@) + 3 A i (@), @€ [ai, @),
p(x) =< K 24 Az 17178 2 A7 Hi )
of; 1( ) + h A ( ) A VNEY. NI E: 4(3:)7 T e [-T $z+1]
A2
_%(Aﬁ&il HH_I( )7 €T € [‘T1+1,$i+2]7
L 0, sonst.

Weitere Sonderfille (wegen d,,) sind:

( A2
N Eiae T @), © € [Tn_s, Tn3),
H}™ ( )—i—zLH ( )_*_EMHH—%J:) re [$ T ]
0 2 h (Ap—3+An—_4)? hAp_3+A, 2774 ) n—3s Ln—2],
P (r) = < an()Jrsz 2(@_2#;{ 2z), x€[Tn2,Tn1,]
Ofn—2 ! o Anathas 3 h (Bn—2+8n_1)2 n—2, Tn—1,
o ey HE T (@) + g HY T (2), T € [Tno1, 2],
L 0, sonst.
A2
%mﬂ (), x € [2n3, 7n-2],
A Anf Anf n—
P (= BT+ im i @) F RS L (@), @ e [rae ]
n—1 An An n— n—
Ofn-1 H™ (2) + %W §7H(x) - %H4 Ha), T € [Tn_1,Tn),
0, sonst.
A2
op P (@), 7 € [Tns, Tuoi],

A2 .
o @ = H 7o) + a5 (@) + g HE TN (@), @€ (2, ),
0

) sonst.



B. Gedampftes Landweber-Verfahren

Wir stellen im folgenden Abschnitt das geddmpfte Landweber-Verfahren vor, wobei
wir uns auf die Referenzen [23] und [40] berufen. Auf Beweise verzichten wir an dieser

Stelle.

Das von Louis Landweber im Jahre 1951 in [47] eingefithrte Landweber-Verfahren ist
heutzutage ein beliebtes Iterationsverfahren zur Behandlung linearer und nichtlinearer

inverser Probleme.
Wir betrachten das nichtlineare Problem der Form
Fx)=y, F:DF)cX ->Y, (B.1)

mit Hilbertraumen X und Y, d.h. wir kénnen X und Y mit ihren Dualrdumen identi-
fizieren so, dass X =~ X* und Y =~ Y*. Mit D(F’) bezeichnen wir das Definitionsgebiet

des Vorwértsoperators.

Wir nehmen wieder den folgenden Zusammenhang zwischen den gestérten Daten g0

und y an:

1y’ —ylly <o

Definition B.0.1. Die Funktion F': D(F') € X — Y heifit Fréchet-differenzierbar in
x € D(F'), wenn eine lineare und stetige Abbildung A, : X — Y existiert, sodass fir
alle z € X gilt:

|F(x+ 2) — F(x) — Azz|ly

[z x—0 |1zl x

= 0.

Wir definieren F'(z)z := A,z und nennen die Abbildung F’(z) die Fréchet-Ableitung

von Flin x e X.
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Definition B.0.2. Sei ein beschrankter und linearer Operator A : X — Y gegeben.
Der beschriankte und lineare Operator A* : Y — X definiert durch

(A*y,z) =y, Az) VreX,yeY

heifit der zu A adjungierte Operator.

Fiir einen gegebenen Startwert xg ist die Landweberiteration fiir nichtlineare Probleme

gegeben durch
Te1 = xp — F'(2)*(F(2) —3°), keNo, (B.2)

wobei F'(x)* die Adjungierte der Fréchet-Ableitung im Punkt x ist, siehe [40].

Um die Konvergenz des Landweber-Verfahrens zu garantieren, benttigen wir eine ge-

eignete Skalierung des Vorwértsoperators. Wir nehmen an, dass
[F' (@)l <1, @€ By(xo) = D(F)

gilt. Dabei bezeichnen wir mit B,(z() eine Kugel mit Radius p um den Startwert
Xo € D(F)

Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so ist es moglich auf das gedampfte Landweber-
Verfahren auszuweichen. Dabei verwenden wir einen Relaxationsparameter oder auch

Déampfungsparameter

Ae <0, ;) (B.3)

p

mit der Konstanten
C, = supl||F'(2)|| : x € B,(z0)}.

Dann ist das geddmpfte Landweber-Verfahren fiir nichtlineare inverse Probleme gege-
ben durch

Trpr = T — A ()" (F () =), keNo

mit A aus (B.3]). Eine geeignete Wahl des Dampfungsparameters garantiert dabei die

Konvergenz des (gedampften) Landweber-Verfahrens.
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Die Minimierung unter Nebenbedingungen, also z.B. die Forderung x € X, erfordert

zusatzlich eine orthogonale Projektion Py, sodass wir schlieflich die Iterationsvorschrift
Tpy1 = PX (Ik — )\F’(%k)*(F<.Ik) — y(;)) , ke No

erhalten. Zusammen mit einem Abbruchkriterium, z.B. dem a-posteriori Diskrepanz-
Prinzip von Morozov ([56]), wird das geddmpfte Landweber-Verfahren zu einem Regu-

larisierungsverfahren.






C. Tabelle physikalischer Groflien

Wir fassen in der nachstehenden Tabelle die wichtigsten physikalischen Grofien, wie

wir sie in dieser Arbeit benutzt haben, zusammen.

Notation Bezeichnung SI-Einheit
L Dicke der Stahlplatte m
T Untersuchungszeit des Kiihlvorgangs s
6 Temperatur K (Kap. : °C)
C Warmekapazitit J/(K - m?)
k Wiérmeleitfahigkeit W/(K - m)
k/C Temperaturleitfahigkeit m? /s
9, qr Wirmefliisse W /m?
ho, hr, Wiérmetibergangskoeffizienten W/(K - m?)
u Enthalpie J/m3
Q(t) Gespeicherte Warmemenge zum Zeitpunkt ¢ J/m?
au) Kirchhoff-Transformierte W/m
o (u) Enthalpieleitfahigkeit m?/s
Bo, Bt Warmefliisse W /m?
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