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Kurzfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung von Verfahren zur effizienten und
zuverlédssigen Charakterisierung passiver Mikrowellenstrukturen mit linearem Mate-
rialverhalten auf der Basis elektromagnetischer Felder. Die Anregung der Struktu-
ren erfolgt mittels axial homogener Wellenleiter, deren Eigenmoden die Ein- bzw.
Ausgénge definieren. Die Grundlage der Charakterisierung bildet die Methode der
finiten Elemente (FE) im Frequenzbereich, die sowohl zur Analyse der Wellenleiter
als auch zur Simulation der Mikrowellenstruktur zum Einsatz kommt. Die Anwen-
dung von Verfahren der Modellordnungsreduktion (MOR) auf die FE-Systeme fiihrt
zu einer signifikante Reduktion der benotigten Rechenzeit.

Die Hauptbeitrige sind eine neue FE-Formulierung zur modalen Analyse von Wel-
lenleiter sowie eine neue FE-Formulierung zur Simulation der Mikrowellenstruktu-
ren. Weiterhin wird ein MOR-Verfahren entwickelt, das die Behandlung von Struktu-
ren erlaubt, die durch Wellenleiter mit frequenzabhéngigen Modenformen angeregt
werden. Um die gemeinsame Simulation linearer und nichtlinearer Teilsysteme zu
ermoglichen, wird ein neuartiges Verfahren zur Transformation der Modelle aus dem
Frequenzbereich in den Zeitbereich vorgeschlagen. Ein besonderes Augenmerk liegt
dabei auf der Beriicksichtigung von frequenzabhéngigen Materialeigenschaften.
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Abstract

This work aims at developing methods for the efficient and reliable characterization
of passive microwave structures with linear materials on the basis of electromagnetic
fields. The excitation of the structures is realized by axial homogeneous waveguides,
the eigenmodes of which define the inputs and outputs. The characterization is
based on the finite element (FE) method in the frequency domain, which is used for
analyzing the waveguides as well as for the microwave structure itself. Application
of methods of model order reduction (MOR) to the FE systems leads to a significant
reduction in computational times.

The main contribution of the work is a new FE formulation for the modal analysis of
waveguides as well as a new FE formulation of the microwave structure. Furthermo-
re, a MOR method is developed that can handle devices which are fed by waveguides
featuring frequency-dependent mode patterns. To enable the simultaneous simulati-
on of linear and nonlinear subsystems, a new procedure for transforming the models
from the frequency-domain to the time-domain is proposed. In this context, a special
focus lies on frequency-dependent materials.
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Kapitel 1

Einleitung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die effiziente Charakterisierung passiver Mikrowel-
lenstrukturen auf der Basis elektromagnetischer Felder. Die Arbeit beschrénkt sich
dabei auf lineares und zeitinvariantes Materialverhalten. Die Anregung der Struk-
turen wird mittels axial homogenen Wellenleitern realisiert. Die modalen Felder der
Wellenleiter bilden die Ein- bzw. Ausgénge, womit es ermoglicht wird, die Mikrowel-
lenstrukturen mittels Netzwerkmatrizen zu charakterisieren. Weitere Details sowie
die zugrunde liegenden mathematischen Modelle zur Beschreibung der Strukturen
sind in Kapitel 2 gegeben.

Im Rahmen der Auslegung und Konstruktion passiver Mikrowellenstrukturen, wie
beispielsweise Filter oder Antennen, ist es von entscheidender Bedeutung, das Ver-
halten der Bauteile prézise vorhersagen zu kénnen. Dies beschleunigt den Designpro-
zess und spart Kosten, da die Anzahl der zu erstellenden Prototypen zur experimen-
tellen Validierung reduziert wird. Aufgrund der fortschreitenden Miniaturisierung
und der damit verbundenen Erhéhung der Komplexitét elektromagnetischer Struk-
turen ist es schwierig, in vielen Fillen sogar unmoglich, diese mittels analytischer
Verfahren zu charakterisieren. Daher bedarf es numerischer Methode, die in der
Lage sind, auch Strukturen mit komplexen Geometrien verlésslich und effizient zu
beschreiben.

Fiir diese Aufgabe wurden in den vergangenen Jahren unterschiedliche Simulations-
verfahren entwickelt. Die am weitesten verbreiteten Verfahren sind unter anderem
die Methode der Finiten Differenzen (FD) [Yee66], [THOO0], die Finite Integrations-
technik (FIT) [Wei96], [CWO01], die Randelemente Methode (REM) [Hsi06], [Gib08]
sowie die Methode der Finiten Elemente (FE) [SF73]. Im Rahmen der vorliegenden
Arbeit wird die Methode der FE verwendet. Diese zeichnet sich durch eine hohe
Flexibilitédt in der Modellierung von komplizierten Geometrien und komplexem Ma-
terialverhalten aus. Ein weiterer Vorteil ist das Vorhandensein von Ansatzfunktionen
héherer Ordnung, die eine Erhohung der Konvergenzraten ermdoglichen.



2 Einleitung

Die Methode der FE kommt zur Analyse von Strukturen sowohl im Zeitbereich
[LLC97],[SLCO3] als auch im Frequenzbereich [ZC06, Kapitel 3] zum Einsatz. Wih-
rend Strukturen mit nichtlinearen Materialien im Zeitbereich analysiert werden
miissen, konnen Strukturen mit linearen Materialien im Frequenzbereich simuliert
werden. Die Simulation im Frequenzbereich hat gegeniiber der Simulation im Zeit-
bereich einige Vorteile. So ldsst sich frequenzabhéngiges Materialverhalten einfach
beriicksichtigen. Weiterhin fiithrt die Analyse von Strukturen mit elektrisch kleinen
Details oder von resonanten Strukturen im Zeitbereich zu langen Rechenzeiten. Da
sich die vorliegende Arbeit auf Strukturen mit linearen und zeitinvarianten Materi-
aleigenschaften beschréankt, wird die Simulation im Frequenzbereich durchgefiihrt.

Der erste Schritt bei der Simulation der beschriebenen Strukturen ist die modale
Analyse der speisenden Wellenleiter. Dabei werden die modalen Felder und die zu-
gehorigen Ausbreitungskoeffizienten der ausbreitungsfdhigen und der schwach ge-
dédmpften Moden berechnet. Da nur in wenigen Féllen eine analytische Losung
moglich ist, werden numerische Verfahren benétigt. Aus der Literatur sind un-
terschiedliche FE-Formulierungen zur modalen Analyse von Wellenleitern bekannt.
Diese unterscheiden sich vor allem in den Feldgroien, die diskretisiert werden. In
[LSCI1] und [VDO02] wird die elektrische Feldstirke diskretisiert, in [VZ95] die ma-
gnetische Erregung, und in [Sve89] werden beide genannten Groflen verwendet. Im
Gegensatz dazu wird in [BB91], [PL95], [LLL03] und [FHDEO4] in einem elektrischen
Skalarpotential sowie einem magnetischen Vektorpotential formuliert. Die Gemein-
samkeit dieser Verfahren ist, dass sie alle auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem
fithren, dessen Eigenvektoren die modalen Felder enthalten, und dessen Eigenwert
dem Ausbreitungskoeffizienten oder dessen Quadrat entspricht. Wahrend alle ge-
nannten Formulierungen verléssliche Ergebnisse fiir hohe Frequenzen liefern, sind
nur einige in der Lage, dies auch fiir niedrige Frequenzen und den statischen Grenz-
fall zu tun [VDO02], [LLLO3], [FHDEO4]. Diese niederfrequenzstabilen Formulierun-
gen haben eine weitere Gemeinsamkeit: Sie fithren alle auf ein verallgemeinertes
Eigenwertproblem im Quadrat des Ausbreitungskoeffizienten. Dies hat zur Folge,
dass betragsméflig sehr kleine Ausbreitungskoeffizienten schlecht aufgelost werden
konnen. Dazu sei auch auf die numerischen Beispiele in Abschnitt 3.4 verwiesen.
Eine wichtige Konsequenz davon ist, dass die Ausbreitungskoeffizienten von Moden
vom Typ transversal elektromagnetischen (TEM) bzw. vom Typ quasi-TEM fiir
niedrige Frequenzen, trotz Niederfrequenzstabilitit der Formulierungen, nicht kor-
rekt dargestellt werden. Um dieses Problem zu beheben, wird in Kapitel 3 eine neue
niederfrequenzstabile FE-Formulierung vorgestellt, die bis zum statischen Grenzfall
verldssliche Ergebnisse liefert und aulerdem auf ein verallgemeinertes Eigenwert-
problem fithrt, dessen Eigenwert direkt dem gesuchten Ausbreitungskoeffizienten
entspricht.

Nachdem die modalen Felder und die zugehorigen Ausbreitungskoeffizienten in den
speisenden Wellenleitern bestimmt sind, werden diese zur Anregung der zu analysie-
renden Mikrowellenstruktur verwendet. Zu deren Beschreibung mittels FE sind in



der Literatur unterschiedliche Formulierungen bekannt. Neben der Unterteilung der
Formulierungen nach den Feldern, die diskretisiert werden, lassen sich die Formulie-
rungen auch nach der Wahl der Ein- bzw. Ausgénge unterteilen. So gibt es zum einen
Impedanz (Z)-Formulierungen [DeP83], [WMF83], [WP86], die modale Strome und
Spannungen als Ein- bzw. Ausginge verwenden. Zum anderen existieren Streupa-
rameter(S)-Formulierungen [CL88], [Lee90], die auf einfallenden und auslaufenden
Wellen als Ein- bzw. Ausgédngen basieren. Im Gegensatz zu den Formulierungen fiir
die modale Analyse von Wellenleitern fithren diese Formulierungen auf ein lineares
Gleichungssystem, das numerisch gelost wird. Die Z-Formulierung ist aufgrund ihrer
Einfachheit weit verbreitet, fiihrt im verlustfreien Fall allerdings auf scharfe, inne-
re Resonanzen. Diese Resonanzen sind unphysikalisch und resultieren aus der Art
der Anregung. Fiir eine detaillierte Erkldrung sowie ein numerisches Beispiel sei an
dieser Stelle auf Abschnitt 4.1.2 verwiesen. Im Gegensatz dazu ist die Transfinite-
Elemente-Methode(TFE) [CL88], [Lee90], die eine S-Formulierung darstellt, frei von
inneren Resonanzen. Allerdings werden im Rahmen der TFE die Ansatzfunktionen
auf den Querschnitten der speisenden Wellenleiter auf die Form der anregenden
Moden restringiert. Dies fiihrt zum einen zu einem erheblichen Aufwand bei der Im-
plementierung, zum anderen wird die Frequenzabhingigkeit der Systemmatrizen im
Fall von frequenzabhingigen Modenformen wesentlich verkompliziert. Um dies zu
umgehen, wird in Kapitel 4 eine neue S-Formulierung vorgestellt, die das Auftreten
innerer Resonanzen vermeidet, dabei jedoch auf eine Restriktion der Ansatzfunktio-
nen auf den Querschnitten der speisenden Wellenleiter verzichtet. Dies fithrt dazu,
dass der Einfluss frequenzabhéngiger Modenformen auf die Systemmatrix minimiert
wird.

Die vorgestellten FE-Formulierungen sind in der Lage die Netzwerkmatrizen in be-
liebigen Frequenzpunkten zu berechnen. Allerdings sind die Matrizen der resultie-
renden Gleichungssysteme in der Regel sehr grof3; schwach besetzt und frequenz-
abhédngig. Aus diesem Grund muss das lineare Gleichungssystem fiir jeden betrach-
teten Frequenzpunkt neu gelost werden. Werden die Eintrége der Netzwerkmatrizen
an vielen diskreten Frequenzpunkten benotigt, sei es um ein breites Frequenzband
abzudecken oder um scharfe Resonanzen aufzultsen, fithrt dies zu langen Rechen-
zeiten. Um die Rechenzeit signifikant zu verringern und die gesuchten Netzwerk-
matrizen dennoch mit geringem Fehler zu berechnen, bietet es sich an, Verfah-
ren der Modellordnungsreduktion (MOR) anzuwenden. Im Rahmen dieser Arbeit
kommt die Reduzierte-Basis-Methode (RBM) [PR06], [RHP07] zum Einsatz, bei der
es sich um ein projektionsbasiertes MOR-Verfahren handelt. Bei projektionsbasier-
ten MOR-Verfahren wird das FE-Modell auf den niedrigdimensionalen Spaltenraum
einer rechteckigen Matrix projiziert. Das so generierte reduzierte Modell hat geringe
Dimension, weist aber die gleiche Struktur wie das zugrunde liegende FE-System
auf. Die Idee der RBM ist, die Projektionsmatrix so zu konstruieren, dass deren
Spaltenraum dem Raum entspricht, der von Losungen des FE-Systems an gewis-
sen Frequenzpunkten aufgespannt wird. Zur Wahl dieser Frequenzpunkte existieren
selbst-adaptive Verfahren [FHMS11], [HSZ12], [dRMO09], [KFK*11], die eine auto-
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matisierte Erstellung der reduzierten Modelle ermoglichen. Der Vorteil der RBM
gegeniiber konkurrierenden MOR-Ansétzen, wie zum Beispiel dem balancierten Ab-
schneiden [Moo81] oder momentenabgleichenden Finpunktverfahren [FF95] [SLLO3],
ist, dass die RBM auch sehr grofie FE-Systeme handhaben kann und bei breitban-
digen Anwendungen auf vergleichsweise kleine reduzierte Modelle fithrt [SFDE09].
Eine wichtige Voraussetzung zur Anwendung der RBM ist ein affin in der Frequenz
parametriertes FE-System. Dies ist jedoch nur dann der Fall, wenn die Moden-
formen in den speisenden Wellenleitern frequenzunabhéngig, also vom Typ TEM,
transversal elektrisch (TE) oder transversal magnetisch (TM) sind. Dazu miissen
die Wellenleiter in transversaler Richtung homogenes Materialverhalten aufweisen.
Ist das Materialverhalten der speisenden Wellenleiter in transversaler Richtung je-
doch inhomogen, kénnen die Verfahren der RBM nicht angewendet werden. Ein
einfacher Ansatz um dieses Problem zu umgehen ist, die Modenform iiber das be-
trachtete Frequenzband als konstant anzunehmen und mit der Modenform an der
Mittenfrequenz zu approximieren [WMSWO02|. Dieser Ansatz kommt vor allem bei
quasi-TEM-Moden zum Einsatz und liefert fiir schmale Frequenzbénder gute Er-
gebnisse. Die numerischen Ergebnisse in Abschnitt 4.3 zeigen jedoch, dass die so
berechneten Ergebnisse fiir breite Frequenzbénder unbrauchbar werden. Der einzige
dem Autor bekannte Ansatz, der frequenzabhingige Modenformen beriicksichtigt,
ist der aus [SCLO1], [ABM'04]. Dieser Ansatz basiert auf der TFE und somit wir-
ken sich die frequenzabhéngigen Modenformen auf die gesamte Systemmatrix aus.
Diese wird mittels eines Polynoms approximiert, um eine affine Parametrierung in
der Frequenz zu erhalten. AnschlieBend kommt ein MOR-Verfahren zum Einsatz,
das einen inexakten Momentenabgleich durchfiihrt, wodurch die Genauigkeit des
Verfahrens nicht garantiert werden kann. Um diese Nachteile zu umgehen, wird
in Kapitel 4 ein neues MOR-Verfahren vorgestellt. Dieses basiert auf reduzierten
Modellen fiir die speisenden Wellenleiter, die direkt auf die reduzierten Modelle
der Mikrowellenstrukturen gekoppelt werden und somit eine effiziente Berechnung
des Ubertragungsverhaltens ermaglichen. Die neue MOR-Methode kann dabei nicht
nur auf die Z- und die zuvor hergeleitete S-Formulierung angewendet werden, sie
ermoglicht es auch beide zu kombinieren und so von den Vorteilen beider Formulie-
rungen zu profitieren. Die Kombination von Z- und S-Formulierung im Rahmen der
MOR wurde in [FLDE10] fiir affin in der Frequenz parametrierte Systeme vorgestellt
und im Rahmen dieser Arbeit auf Strukturen erweitert, die durch frequenzabhéngige
Modenformen angeregt werden.

Wie bereits angesprochen, ermoglichen die Verfahren zur Simulation im Frequenz-
bereich lediglich die Analyse von Strukturen mit linearen und zeitinvarianten Ma-
terialien. Viele elektromagnetische Systeme bestehen allerdings sowohl aus linea-
ren Teilkomponenten (beispielsweise Ubertragungsleitungen, Filter, Antennen) als
auch aus nichtlinearen Teilkomponenten (beispielsweise Verstérker, digitale Kompo-
nenten). Soll das gesamte System analysiert werden, so muss diese Simulation im
Zeitbereich durchgefiihrt werden. Um dennoch von den Vorteilen der Simulation im
Frequenzbereich profitieren zu kénnen, werden Verfahren benotigt, die eine Trans-



formation der Frequenzbereichsdaten in den Zeitbereich erméglichen. Erste Ansétze
[DSHS87], [Bra9d5s] basieren auf der Berechnung der Netzwerkmatrizen im Frequenz-
bereich und deren anschliefender Transformation in den Zeitbereich. Im Zeitbereich
werden die resultiecrenden Ubertragungsfunktionen dann mit den entsprechenden
Eingangssignalen gefaltet. Besonders wenn die Auswertung im Zeitbereich an vielen
diskreten Zeitpunkten benétigt wird, fiithrt dieses Vorgehen zu langen Rechenzeiten.
Um dies zu umgehen, erstellen spitere Ansétze [GS99], [LA10] eine rationale Inter-
polation der Ubertragungsfunktion, aus der eine niedrigdimensionale Realisierung in
Zustandsraum- [Ant05, Kapitel 4.4] bzw. Deskriptordarstellung [LA10] erstellt wird.
Der Nachteil dieser Ansétze ist, dass sie keine Moglichkeit bieten die transienten elek-
tromagnetischen Felder ohne grofien numerischen Aufwand zu rekonstruieren. Wei-
terhin ist die Passivitét der so erstellten Modelle nicht garantiert [GS01], [DDS09].
Dadurch kann es notig sein, diese nachtriglich einzuprigen [GTUOS|, [DDS09]. Die
Passivitét ist deshalb von entscheidender Bedeutung, da ein nicht passives System
im Frequenzbereich akausales Verhalten im Zeitbereich aufweisen und somit zu un-
physikalischen Ergebnissen fithren kann. Um diese Nachteile zu umgehen, wird in
Kapitel 5 ein neuartiges Verfahren zur Transformation der Frequenzbereichsdaten
in den Zeitbereich vorgestellt. Im Rahmen dieser Arbeit beschrankt sich dieses Ver-
fahren zur Transformation auf Strukturen, die lediglich von TEM-Moden angeregt
werden. Im Gegensatz zu den fritheren Verfahren basiert die neue Methodik nicht
auf der Transformation der Eintrdge der Netzwerkmatrizen, sondern vielmehr wird
das Frequenzbereichsmodell direkt in den Zeitbereich transformiert. Ein besonderes
Augenmerk liegt dabei auf frequenzabhéngigen Materialmodellen. Um die Rechen-
zeit im Zeitbereich zu reduzieren, werden nicht die FE-Modelle direkt transformiert,
sondern es werden die zuvor erstellten reduzierten Modelle verwendet. Aufgrund des
projektionsbasierten MOR-Ansatzes ist es mit geringem Aufwand moglich, die tran-
sienten Felder zu rekonstruieren. Da die Dimension der reduzierten Modelle gering
ist, kann auflerdem die Simulation im Zeitbereich effizient erfolgen. Weiterhin wird in
Kapitel 5 bzw. Anhang C gezeigt, dass die reduzierten Modelle im Frequenzbereich
beweisbar passiv sind, und somit auch die Kausalitdt der erzeugten Zeitbereichs-
modelle gewihrleistet ist. Wahrend der Beweis zur Passivitit in [ZD10], [DZ12] auf
einer Z-Formulierung basiert und eine Restriktion auf Ansatzfunktionen mit nicht
verschwindender Rotation erfordert, liegt der hier prasentierten Beweistechnik die
bevorzugte S-Formulierung zugrunde. Weiterhin kommt die neue Beweistechnik oh-
ne eine Restriktion der Ansatzfunktionen aus. Die erzeugten Zeitbereichsmodelle
liegen in Zustandsraumdarstellung vor und koénnen daher mit den Verfahren aus
[ANO1], [LMO07] in Schaltungssimulatoren realisiert werden. Auf diese Weise konnen
die linearen Komponenten des Gesamtsystems zusammen mit den nichtlinearen Teil-
komponenten simuliert werden.

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren werden anhand numerischer Beispiele
validiert, um die Zuverldssigkeit und Effizienz der Methoden zu demonstrieren.
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Kapitel 2

Mathematische Modelle passiver
Mikrowellenstrukturen

Gegenstand der Arbeit ist die Charakterisierung passiver Mikrowellenstrukturen auf
der Basis elektromagnetischer Felder. In dem aktuellen Kapitel werden die betrach-
teten Strukturen mit ihren wichtigsten Eigenschaften vorgestellt, sowie allgemeine
mathematische Modelle zu deren Beschreibung angegeben. In Abbildung 2.1 ist sche-
matisch eine solche Struktur dargestellt. Das Innere entspricht dem Feldgebiet €2,
enthélt verschiedene Materialien und wird im Folgenden als zusammenhéngend an-
genommen. Die elektromagnetischen Felder in 2 geniigen den Maxwell-Gleichungen,
die in Abschnitt 2.1 vorgestellt werden. Die in 2 enthaltenen Materialien und de-
ren Eigenschaften wie Orts- oder Frequenzabhéngigkeit werden in Abschnitt 2.2
spezifiziert. Die Abgrenzung der Struktur gegeniiber ihrer Umgebung erfolgt iiber
den Rand 0f). Die auf 0f) zuldssigen Randbedingungen werden in Abschnitt 2.3
vorgestellt. Diese dienen unter anderem dazu, Abstrahlung in den freien Raum so-
wie die Anregung der Struktur iiber axial homogene Wellenleiter zu modellieren.
Zusammen mit den Gleichungen aus Abschnitt 2.1 erlauben die Randbedingungen
die Formulierung eines Randwertproblems, welches den Verlauf der elektromagneti-
schen Felder in €2 beschreibt. Mathematische Modelle zur Beschreibung der Felder in
den speisenden, axial homogenen Wellenleitern werden in Abschnitt 2.4 vorgestellt.
Die Eigenschaften dieser Felder ermoglichen es, Ein- und Ausgénge zu definieren,
die es erlauben, die Mikrowellenstrukturen mittels Netzwerkmatrizen zu charakte-
risieren. Auf die Représentation der Strukturen mittels Netzwerkmatrizen wird in
Abschnitt 2.5 eingegangen. Zum Abschluss des Kapitels werden spezielle Funktio-
nenrdume vorgestellt, die die Grundlage zur korrekten mathematischen Beschrei-
bung der zuvor eingefiihrten elektromagnetischen Felder bilden und speziell bei der
Diskretisierung der Felder eine entscheidende Rolle spielen.
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Abbildung 2.1: Beispiel einer Mikrowellenstruktur.

2.1 Grundlegende Gleichungen

Ausgangspunkt fiir die Beschreibung der elektromagnetischen Felder in §2 sind die
Maxwell-Gleichungen in differentieller Form. In Abwesenheit von eingeprégten Vo-
lumenstrémen und eingeprégten elektrischen Ladungen lauten sie in zeitabhéngiger
Form

V xE(r,t) = —%B(’r,t), (2.1a)
V xH(r,t) = %’D(’r,t) + T (r,1), (2.1b)
V -D(r,t) = o(r,t), (2.1¢)
V- B(r,t) =0. (2.1d)

Dabei bezeichnen £ die elektrische Feldstirke, H die magnetische Erregung, D die
elektrische Flussdichte, B die magnetische Flussdichte, J die elektrische Stromdichte
und o die elektrische Raumladungsdichte am Ort r zur Zeit t. Um die elektromagne-
tischen Felder beschreiben zu konnen, sind neben den Maxwell-Gleichungen noch
weitere Gleichungen vonnéten, die die Felder untereinander in Beziehung setzen.
Diese Konstitutivgleichungen beschreiben den Einfluss der vorhandenen Materia-
lien. Die vorliegende Arbeit beschrankt sich dabei auf lineare und zeitinvariante
Materialien, sodass die Konstitutivgleichungen folgende Form annehmen

D(r,t) = co&(r,t) + <o /OO Xe(r,t —7)E(r,7)dr, (2.2a)
B(r,t) = uoH(r,t) + 1o /oo Xm(T,t — 7)H(r,7)dT, (2.2b)
J(r,t) = /00 R(r,t—71)€(r,7)dr. (2.2¢)
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Dabei ist ¢y die Permittivitit des Vakuums, po die Permeabilitdt des Vakuums, Xe
der elektrische Suszeptibilititstensor, X, der magnetische Suszeptibilititstensor und
k der elektrische Leitfihigkeitstensor.

Wird von einer harmonischen Zeitabhiingigkeit der Form €' der Felder mit Kreis-
frequenz w ausgegangen, konnen die Maxwell-Gleichungen, aufgrund der gemachten
Einschrankungen beziiglich der Materialeigenschaften, im Frequenzbereich betrach-
tet werden. Im Frequenzbereich gilt

V x E(r,w) = —jwB(r,w), (2.3a)
V x H(r,w) =jwD(r,w) + J(r,w), (2.3b)
V- D(r,w) = p(r,w), (2.3¢)
V- B(r,w) =0. (2.3d)

Dabei bezeichnen E, B, H,D,J und p die Phasoren, die den Zeitbereichsgrofien
E,B,H,D,J und o zugeordnet sind, sowie j = v/—1 die imaginére Einheit. Die
Materialbeziehungen (2.13) transformieren sich im Frequenzbereich zu

D(r,w) =coE(r,w) + coXe(r,w)E(r,w) = gog,(r,w)E(r,w), (2.4a)

B(r,w) = poH (r,w) + poxm(r,w)H(r,w) = pop(r,w)H (r,w), (2.4b)

J(r,w) =k(r,w)E(r,w), (2.4¢)
mit

Xe(T,w) = / Xe(r, t)e @t dt, (2.5a)

X (T, w) = /OO X (7, t)e 0 dt, (2.5Db)

K(r,w) = /OO k(r, t)e 4 dt, (2.5¢)

—o0
sowie dem relativen Permittivititstensor €, = I+ x. und dem relativen Permeabi-

litatstensor p, = I+ x,,. Umgekehrt ergeben sich die Materialparameter im Fre-
quenzbereich aus denen des Zeitbereichs entsprechend

1 & .
Xe(r 1) = o / Xe(r, w)e™! dw, (2.6a)
1 o .
Xm(T, 1) = g/ Xom (1, w) " dw, (2.6b)
1 & .
(1) = o / () du. (2.6¢)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im weiteren Verlauf auf die explizite Angabe
der Orts- bzw. Frequenzabhéngigkeit verzichtet. Mit Einfiihrung der charakteristi-
schen Impedanz des Freiraums

Ho
=, /= 2.7
Mo o ) ( )



10 Mathematische Modelle passiver Mikrowellenstrukturen

der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
1

Cco = ) 2.8
’ v/ Ho€o ( )
sowie der Freiraumuwellenzahl
w
ko = — 2.9
0 Co ’ ( )

fithren (2.3) zusammen mit (2.4) auf die vektorielle Helmholtz-Gleichung fiir die
elektrische Feldstérke:

V x 4, 'V x E + jkonok E — kje, E = 0. (2.10)

Die vektorielle Helmholtz-Gleichung bildet die Grundlage fiir das spéter zu losende
Randwertproblem und gilt im gesamten Feldgebiet 2.

2.2 Materialmodelle

In diesem Abschnitt werden die betrachteten Materialien im Feldgebiet €2 néher
erldutert und die bisher sehr allgemeine Abhéangigkeit der Materialeigenschaften
vom Ort r sowie der Kreisfrequenz w konkretisiert.

Es wird davon ausgegangen, dass das Feldgebiet €2 aus Ny, disjunkten Teilbereichen
besteht, innerhalb derer die Materialeigenschaften raumlich konstant sind:

Natrat

Q=P . (2.11)

Die Ortsabhéngigkeit der Materialbeziehungen lasst sich damit im Frequenzbereich
darstellen als

a(r,w) = a;(w), Vr € Q;, a € {e, pr, K} (2.12a)

Eine analoge Beziehung gilt fiir die Darstellung im Zeitbereich.

Neben der Ortsabhéngigkeit wird auch die Frequenzabhéngigkeit der Materialpa-
rameter eingeschriankt. Zur Vereinfachung der Darstellung werden im Folgenden
isotrope Materialien betrachtet. Die Verallgemeinerung auf tensorielle Materialei-
genschaften erfolgt, indem die folgenden Uberlegungen fiir jede Komponente einzeln
durchgefiihrt werden. Ziel der Einschrinkung der Frequenzabhéngigkeit ist, kausales
Materialverhalten zu erhalten. Dies wird durch die Forderung erreicht, dass y.(r,t),
Xm(7,t) und i(r,t) fiir Zeiten ¢t < 0 verschwinden. Die Integrale (2.2) laufen dann
lediglich bis t:

t

D(r,t) =co&(r,t) + 50/ Xe(r,t = 1)E(r,7)dr, (2.13a)

—0o0
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B(r,t) = poH(r,t) + ,LL()/ Xm(T,t — 7)H(r,7)dT, (2.13Db)
J(r,t) = / R(r,t —7)E(r,7)dr, (2.13¢)

wodurch sichergestellt wird, dass die Felder D, B und J von Werten von £ und
H der Vergangenheit und der Gegenwart, nicht jedoch der Zukunft abhédngen. Aus-
gehend von dieser Forderung lassen sich die Kramers-Kronig-Beziehungen [RC09,
S. 200 ff.] herleiten, die Real- und Imaginérteile der Ausdriicke im Frequenzbereich
miteinander verkniipfen. Fiir €, muss gelten

Re(e, (w)) = £00 — %P.V. / h w dr, (2.14a)
Im(e, (w)) = %P.V. / h Re(g;(x_))w_ % da, (2.14b)

wobei P.V. fiir den Hauptwert [Pri03, S. 231] steht und e, die relative elektri-
sche Permittivitat bei sehr hohen Frequenzen bezeichnet. Fiir die relative magne-
tische Permeabilitdt sowie die elektrische Leitfdhigkeit gelten analoge Beziehun-
gen. Die Beziehungen (2.14) zwischen Real- und Imaginérteil sind auch als Hilbert-
Transformation [EMOT54, Kapitel 15] bekannt. Fiir den Sonderfall, dass €, = ¢,
reell und konstant iiber der Frequenz ist, ldsst sich leicht zeigen, dass die Beziehun-
gen (2.14) erfiillt sind. Der zugehorige Ausdruck im Zeitbereich &, . ergibt sich zu

1 [ :

€ro= — / .. dw = g,.0(t), (2.15)
k) 27_‘_ oo b )

wobei () den Dirac-Impuls bezeichnet. Damit ergibt sich der erwartete Zusammen-

hang im Zeitbereich

t
D(r,t) = 50/ Ere0(T = )E(r, 7)dT = g9, E (7, 1). (2.16)

— 00

Im Rahmen dieser Arbeit werden drei weitverbreitete Modelle zur Beschreibung
der Frequenzabhingigkeit von Materialien beriicksichtigt. Diese sind das Debye-,
und das Lorentz-Modell, die frequenzabhéngige Permittivitdten und Permeabilitdten
beschreiben, sowie das Drude-Modell, das frequenzabhéngige elektrische Leitfdhig-
keiten beschreibt. Im Folgenden werden die drei Modelle kurz vorgestellt und ihre
physikalische Relevanz motiviert. Weiterhin wird sichergestellt, dass sie die Bezie-
hungen (2.14) erfiillen.

2.2.1 Debye-Modell

Die folgenden Uberlegungen werden anhand der elektrischen Permittivitit durch-
gefiihrt, gelten aber fiir die magnetische Permeabilitat entsprechend. Ziel des Debye-



12 Mathematische Modelle passiver Mikrowellenstrukturen

Modells ist die Beschreibung eines Relaxations-Prozesses in Materialien, die polare
Molekiile enthalten [RC09, S. 229 ff.]. Wirkt ein duBeres elektrisches Wechselfeld
auf die Molekiile, richten sich diese entlang des Feldes aus. Wird die Frequenz des
auBeren Feldes nun erhoht, kénnen sich, aufgrund innerer Reibung, immer weniger
Molekiile entlang des Feldes ausrichten. Dadurch nimmt der Realteil der elektrischen
Polarisation mit steigender Frequenz ab. Ab einer gewissen Frequenz kénnen keine
Molekiile mehr dem angelegten Feld folgen und liefern somit keinen Beitrag mehr zur
Polarisation. Dieser beschriebene Mechanismus wird {iber eine frequenzabhéingige
Permittivitdat nach dem Debye-Modell beriicksichtigt. In Anwesenheit eines einzel-
nen Debye-Pols ergibt sich die Darstellung

Ae

—_— 2.17
14 jwr, ( )

er(w) = €00 +
Dabei bezeichnet ., die relative Permittivitdt bei sehr hohen Frequenzen, Ae be-
zeichnet den Abfall der relativen Permittivitat zufolge des Debye-Pols, und 7, be-
zeichnet die Debye-Relaxationszeit. Alle drei beschriebenen Gréflen sind dabei aus
physikalischen Griinden positiv. Um zu iiberpriifen, dass die Kramers-Kronig-Bezie-
hungen erfiillt sind, wird (2.17) in Real- und Imaginérteil aufgespalten:

&r(w) = e, (w) +je (w), (2.18)
mit
Ae
E;,((JJ) = Ex + m, (219&)
AcwrT,
EZ(W) = —m. (219b)

Nach [EMOT54, S. 245] entsprechen die Integrale aus (2.14) mit den Werten fiir

£/ (w) und £”(w) aus (2.19) einem Hilbert-Transformationspaar, womit sichergestellt

ist, dass die Materialbeziehung (2.17) kausal ist. In Abbildung 2.2 sind beispielhaft
die Verlaufe des Real- bzw. des Imaginérteils von ¢,(w) fir e, = 2.9, Ae = 3
und 7, = 2.3- 1077 s dargestellt. Wird die elektrische Permittivitdt (2.17) in den
Zeitbereich transformiert, ergibt sich
Ae _
2(1) = oo + “Se (D), (2.20)

Te

wobei 0(t) die Sprungfunktion darstellt. Das Auftreten der Sprungfunktion an dieser
Stelle unterstreicht die Kausalitét der Funktion, da somit €, (¢) offensichtlich fiir ¢ < 0
verschwindet.

2.2.2 Lorentz-Modell

Wie das Debye-Modell findet es zur Beschreibung dielektrischer und magnetischer
Stoffe Anwendung. Die folgenden Uberlegungen beschrianken sich auf das Verhal-
ten der Permittivitét, gelten aber analog auch fiir die Permeabilitédt. Physikalische
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Abbildung 2.2: Verlauf der elektrischen Permittivitdt nach dem Debye-Modell iiber
der Frequenz.

Grundlage des Lorentz-Modells sind Schwingungen von Elektronen, die sich in ei-
nem elektrischen Wechselfeld befinden [RC09, S. 224 ff.]. Das Feld iibt Kréfte auf die
Elektronen aus, die sich daraufhin von ihrem Atomkern entfernen. Die so entstehen-
de Riickstellkraft zusammen mit Dissipationsprozessen fiihrt zu einer gedampften
Schwingung der Elektronen. Auf makroskopischer Ebene wird dies durch folgende
Frequenzabhéngigkeit der elektrischen Permittivitédt beriicksichtigt:

Aew?

0ot . .
w? + 2jwé, — w?

er(w)=¢ (2.21)

Dabei bezeichnen w, die Resonanzkreisfrequenz der Schwingung, . die Dampfungs-
konstante, e, die Permittivitit bei hohen Frequenzen und Ae die Anderung der
Permittivitdt durch den Lorentz-Pol. Diese Groflen sind alle positiv. Die Aufspaltung
von &,(w) in Real- und Imaginérteil entsprechend (2.18) fiihrt zu

er(w) = €00 +

Aew?(w? — w?)
(W2 — w?)? + 4w??’
Acw?wd,
(W2 — w?)? + 4w22

(2.22a)

(2.22D)

Durch Auswertung der Integrale (2.14) unter Verwendung der Werte (2.22) ldsst sich
iiberpriifen, dass Real- und Imaginérteil nach (2.22) ein Hilbert-Transformationspaar
bilden und somit den Kramers-Kronig Bedingungen geniigen. Die entsprechende
Rechnung findet sich in Anhang A. Der Verlauf des Real- und Imaginérteils der
Permittivitdt nach dem Lorentz-Modell ist in Abbildung 2.3 {iber der Frequenz fiir
folgende Parameter dargestellt:

£ =221, Ac = 0.54, w, = 21 - 10°Hz, 6, = 0.2w,. (2.23)
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Abbildung 2.3: Verlauf der elektrischen Permittivitit nach dem Lorentz-Modell iiber
der Frequenz.

Im Zeitbereich ergibt sich die Darstellung

A 2
(1) = Eoo + ——t_sin ( 252 t) e=0(1). (2.24)

Auch hier unterstreicht die Sprungfunktion die Kausalitdt des Materialmodells.

2.2.3 Drude-Modell

Im Gegensatz zu den vorherigen beiden Modellen kommt das Drude-Modell zum
Einsatz, um eine frequenzabhiingige elektrische Leitfihigkeit zu modellieren. Ahnlich
wie das Debye-Modell fiir die Permittivitat beschreibt das Drude-Modell eine Abnah-
me der elektrischen Leitfahigkeit fiir grofe Frequenzen. Physikalisch lésst sich diese
Abnahme auf Zusammenstoe der Elektronen mit Gitterschwingungen, Gitterfehl-
stellen und Gitterverunreinigungen erkliaren [Jac01, S. 312]. Die durch das Drude-
Modell beschriebene Frequenzabhéngigkeit der elektrischen Leitfahigkeit nimmt fol-
gende Darstellung an:

K(w)

Ko

= . 2.25
1+ jwr, (2.25)

Dabei bezeichnen kg die elektrische Leitféhigkeit in statischen Grenzfall und 7. die
Kollisionszeitkonstante. Zur Uberpriifung der Kramers-Kronig Bedingung, wird x(w)
die Leitfahigkeit ebenfalls in Real- und Imaginérteil aufgespalten. Es gilt

k(w) = k' (w) + j&" (w), (2.26a)

’ )
- 2.26b
li(w) 1 J B 02, ( )
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Abbildung 2.4: Verlauf der elektrischen Leitfahigkeit nach dem Drude-Modell iiber
der Frequenz.

RoWTe

" __ e
w(w) = 14 w22

(2.26¢)

Dass es sich bei Real- und Imaginérteil von x um ein Hilbert-Transformationspaar
handelt, folgt aus [EMOT54, S. 245]. Damit ist sichergestellt, dass auch das Drude-
Modell die Kramers-Kronig Bedingungen erfiillt und ein kausales Materialmodell
darstellt. Der Verlauf von ' und £” ist in Abbildung 2.4 fiir [SE06]

0.2mm 2co 2
(& = 9 == C 227
T 0.1co o (O.Qmm) “o (2.27)

dargestellt. Wird (2.25) in den Zeitbereich transformiert, ergibt sich

(1) = Demeg (). (2.28)

Te

Die eingefiihrten Materialmodelle beinhalten jeweils einen einzigen Pol bzw. eine
einzige Resonanz. Um im weiteren Verlauf der Arbeit auch allgemeinere Materialien
mit mehreren Polen bzw. Resonanzen oder Kombinationen von beiden behandeln zu
konnen, wird die allgemeinste Form der elektrischen Permittivitat, der magnetischen
Permeabilitiat bzw. der elektrischen Leitfahigkeit fiir das n-te Material folgenderma-
Ben angenommen:

NeL,n 2

GD,n,iD Aé‘D,n,iD GL,TL,Z’L AEL,nﬂLwe,n,i[l
Erm = €copm + 1 . + 2 2 wd 9 (229&)

ip=1 T W Ten,ip ir=1 Yemiir T 2JwW0em,ip, — W

NmbD,n N 2
o FDznmjDAlL[/D:nmjD FLvnij AML,n,jme,n,jL 2 99h
Py = Moo + 1o + 5 N 5 (2.29Db)
+ JmevnajD wm,n,jL _'_ Jw mvnsz — W

Jjp=1 jr=1
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NDT,n

Gcni n,%
Ky = Z w (2‘29(3)

ic=1 1 + jWTc,n,iC
Dabei stellen die Terme Gp iy Grniy, Fomip, Fimi,, sowie Gen . zusétzliche
positive Skalierungsfaktoren dar, wéhrend N.p, und N,,p, die Anzahl der elektri-
schen bzw. magnetischen Debye-Pole, N, und N,,,,, die Anzahl der elektrischen
bzw. magnetischen Lorentz-Resonanzen und Np,, die Anzahl der Drude-Pole des
n-te Materials bezeichnen.

2.3 Randbedingungen

Damit die vektorielle Helmholtz-Gleichung (2.10) mit den Materialbeziehungen nach
(2.29) eine eindeutige Losung besitzt, miissen zusétzlich Randbedingungen auf 0
angegeben werden. In [ZC06, S. 7 f.] wird gezeigt, dass die hier verwendeten Rand-
bedingungen zu einer eindeutigen Losung fithren. Im Rahmen dieser Arbeit wird
angenommen, dass sich 02 aus folgenden disjunkten Teilréndern zusammensetzt:

00 =TrUly ULRUTp. (2.30)

Auf den Teilrdndern I'g und I'y wird die tangentiale Komponente von E bzw.
H zu Null vorgegeben. Da die vektorielle Helmholtz-Gleichung in der elektrischen
Feldstéarke formuliert wird, entsprechen diese homogenen Dirichletschen bzw. homo-
genen Neumannschen Randbedingungen:

nx(Exn)=0 auf I'g, (2.31)
Ax(Hxn)=0snx[(u'VxE)xn]=0 auf I'y, (2.32)

wobei 1 den aus dem Feldgebiet weisenden Normalenvektor bezeichnet. Die Rand-
bedingungen (2.31) und (2.32) entsprechen dem Ubergang zu einem perfekten elek-
trischen Leiter bzw. zu einem perfekten magnetischen Leiter. Gleichung (2.31) wird
dazu verwendet, die Oberfliche von sehr guten elektrischen Leitern zu modellieren,
in denen die Eindringtiefe gegen Null geht. Im Gegensatz dazu erlaubt (2.32) es, die
Oberfléche zu hochpermeablen magnetischen Materialien zu modellieren. Aulerdem
kommt (2.32) hdufig zur Modellierung von Symmetrieebene zum Einsatz.

Der Teilrand I'g modelliert Abstrahlung in den freien Raum. Da es nicht méglich ist,
den unendlichen Raum zu diskretisieren, wird eine Randbedingung benoétigt, die das
Feldgebiet begrenzt, dabei aber moglichst geringe unphysikalische Reflexionen ver-
ursacht. Eine Moglichkeit ist die Kopplung zu Integralgleichungsverfahren [LVZIL05].
Diese sind zwar perfekt reflexionsfrei, fithren aber auf eine voll besetzte Teilmatrix
in einer ansonsten schwach besetzten Systemmatrix. Da damit der numerische Auf-
wand stark ansteigt, wird in dieser Arbeit auf absorbierende Randbedingungen erster



Randbedingungen 17

Ordnung zuriickgegriffen [Pet88], [WK89]. Es gilt
i x (B x 1) = —f x n——p- (V x E) auf T'p, (2.33)
Who

mit

Hr Lo
=4/ . 2.34
1 Er€o ( )

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird angenommen, dass die absorbierende Randbe-
dingung an frequenzunabhingiges Material angrenzt, und somit 7 in (2.33) eben-
falls unabhéngig von der Frequenz ist. Dies kann dadurch motiviert werden, dass
mit (2.33) Abstrahlung in den Freiraum modelliert wird und I'r daher in der Regel
an Luft angrenzt. Mathematisch gesehen entspricht (2.33) einer homogenen Robin-
schen Randbedingung. Im Gegensatz zur Kopplung zu Integralgleichungsverfahren
hat (2.33) den Vorteil eine lokale Randbedingung darzustellen, wodurch die schwache
Besetzungsstruktur der Systemmatrizen erhalten bleibt. Der Preis dafiir ist jedoch,
dass, je nach Winkel der einfallenden Welle, vergleichsweise hohe Reflexionen auf-
treten konnen [Jin02, S. 351].

Die Speisung der betrachteten Mikrowellenstrukturen erfolgt {iber axial homogene
Wellenleiter, die am Teilrand I'p in die Struktur miinden. Es wird im Folgenden
davon ausgegangen, dass der Rand I'p in Np disjunkte Teilrénder I'p; zerfllt,

Np
Tp=EPTr;, (2.35)
j=1

die jeweils die Miindung eines separaten Wellenleiters darstellen. Die Anregung wird
iiber das Einpriagen der tangentialen Komponenten der magnetischen Erregung H 1
an den Querschnitten der Wellenleiter realisiert:

(1, 'V x E) x v = —jkonoHr auf T'p, (2.36)
was einer inhomogenen Neumannschen Randbedingung entspricht.

Zusammenfassend ergibt sich damit das folgende Randwertproblem fiir die elektri-
sche Feldstérke:

V X 'V x E + jkgnok E — kie,E =0 in Q, ( )

nx(Exn)=0 auf I'g, (2.37b)
nx [(u 'V x E)xn]=0 auf 'y, (2.37¢)
)
)

A x (Exn)+iaxnu{(VxE)=0 auf T'p, (2.37d
Wito

(1,'V x E) x 7o = —jkonoHr auf T'p. (2.37e
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2.4 Eigenschaften axial homogener Wellenleiter

Um die anregenden Felder Hp weiter zu spezifizieren, werden in diesem Abschnitt
die Eigenschaften der speisenden Wellenleiter nidher analysiert. Axial homogene Wel-
lenleiter zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Geometrie sowie die Figenschaften der
enthaltenen Materialien entlang einer Vorzugsrichtung konstant sind. O.B.d.A. wird
diese Vorzugsrichtung im weiteren Verlauf der Arbeit mit der e,-Richtung iden-
tifiziert. Es wird angenommen, dass die Wellenleiter von perfekt elektrischen und
perfekt magnetischen Leitern umschlossen sind, und somit nur die Randbedingungen
(2.31) und (2.32) Anwendung finden. Offene Wellenleiter, die Abstrahlung in den
Freiraum zulassen, werden im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt. Auflerdem soll
der perfekt elektrisch leitende Rand nicht verschwinden: I'p # (). Weiterhin wird
vorausgesetzt, dass in den Materialtensoren die transversale und axiale Richtung
voneinander entkoppelt sind und die Tensoren somit folgende Darstellung besitzen:

o= [[Og] O?] . Q€ e Kl (2.38)

wobei [oy] den zweidimensionalen Materialtensor in der transversalen Ebene dar-
stellt, wahrend a, das jeweilige skalarwertige Materialverhalten in axiale Richtung
beschreibt. Da sich die Geometrie entlang der z-Achse nicht dndert, lédsst sich die
z-Abhéngigkeit der Felder folgendermafien angeben [Pozl11, S. 97]:

V = (Vi(z,y) + e.V.(x,y))e * mit V € {E,D,H,B,J}. (2.39)

Hierbei bezeichnet V', die Komponenten in transversaler Richtung, V. die Kompo-
nente von V in e.-Richtung und v den Ausbreitungskoeffizienten. Einsetzen der
Aufspaltung (2.39) in die Maxwell-Gleichungen (2.3) zusammen mit den Randbe-
dingungen (2.31) und (2.32) fiihrt auf ein zweidimensionales, frequenzabhéngiges
Eigenwertproblem. Fiir Details zur Aufstellung des Eigenwertproblems und dessen
numerische Losung sei auf Kapitel 3 verwiesen. An dieser Stelle sollen lediglich eine
allgemeine Form der Losungen sowie deren wichtigste Eigenschaften angegeben wer-
den. Die Losungen des Eigenwertproblems (&, by, vs) werden als Eigenmoden des
Wellenleiters bezeichnet, wobei e, und ka die transversalen Komponenten des mo-
dalen elektrischen Feldes bzw. der modalen magnetischen Erregung bezeichnen. Der
zugehorige Eigenwert v entspricht dem Ausbreitungskoeffizienten des k-ten Modes.
Die hier betrachteten Wellenleiter besitzen unendlich viele Eigenmoden mit einem
diskreten Eigenspektrum [Col91, S. 417 £.]. Die Eigenmoden (&, by, ;) bilden ein
vollsténdiges System von Funktionen. Auflerhalb von Anregungsgebieten kann jede
transversale elektrische und magnetische Feldverteilung im Inneren des Wellenleiters
als Superposition unendlich vieler Eigenmoden dargestellt werden [Col91, S. 426 f.]:

oo

E, = Z upey = Z(ak + br.)éx, (2.40a)
k=1 k=1
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k=1 k=1

Die komplexen Amplituden der jeweiligen Moden kénnen dabei entweder iiber mo-
dale Spannungen u; und modale Strome 7, oder iiber die Amplituden einfallender
und auslaufender Wellen a; bzw. b, ausgedriickt werden, wobei folgende Umrech-
nung gilt:

U = ay + bk, (241&)
ik = A — bk. (241b)

Eine weitere wichtige Eigenschaft der modalen Felder ist die verallgemeinerte Or-
thogonalitéatsrelation. Um diese mathematisch beschreiben zu kénnen, wird zunéchst
das Funktional

b(H,, E,) — /

I'p

(EtXHt)ézdF:—/ (EtXHt)’fldF (242)

Ip

eingefiihrt. Das negative Vorzeichen des zweiten Integrals rithrt daher, dass vorlau-
fende Wellen in positive €. -Richtung angenommen wurden, der Normalenvektor n
allerdings aus dem Feldgebiet heraus weist. Mit (2.42) lassen sich die modalen Felder
so normieren, dass gilt [Col91, S. 416 ff.]:

b(h, &) = O, (2.43)

wobei 0y; das Kronecker Symbol bezeichnet. Diese verallgemeinerte Orthogona-
litdt der Eigenmoden ermoglicht es, die Amplituden einzelner Moden aus beliebigen
transversalen Feldverteilungen zu extrahieren:

U = b(hk7 Et), (244&)
ir = b(H,, &), (2.44b)

2.5 Beschreibung mittels Netzwerkmatrizen

Nach (2.43) sind die Eigenmoden der Wellenleiter voneinander entkoppelt. Aus die-
sem Grund kann jeder Eigenmode auf Schaltungsebene als unabhingige Ubertra-
gungsleitung angesehen und als verallgemeinertes Tor bei der Beschreibung mittels
Netzwerkmatrizen aufgefasst werden [Pozl1, Kapitel 4]. Dazu miissen die betrach-
teten Moden im i-ten Wellenleitern auf eine endliche Anzahl M; begrenzt werden.
Dies ist damit zu rechtfertigen, dass bei endlicher Frequenz nur endliche viele Eigen-
moden des Wellenleiters ausbreitungsfihig oder schwach geddmpft sind. Die restli-
chen Eigenmoden sind stark geddmpft und ihre Felder nehmen betragsmafig ent-
lang der Wellenleiterachse exponentiell ab. Werden die Querschnitte der Wellenleiter
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so gewahlt, dass diese ausreichend weit von auftretenden Diskontinuitdten entfernt
sind, so konnen die Felder aller stark geddmpften Eigenmoden als abgeklungen an-
genommen werden. Somit miissen lediglich die ausbreitungsfahigen und die schwach
gedampften Eigenmoden beriicksichtigt werden.

Die Anzahl M der anregenden Moden ist dann

M=) M. (2.45)

i=1

Im Folgenden werden zwei Netzwerkmatrizen zur Beschreibung von Mikrowellen-
strukturen unterschieden: zum einen die Impedanzmatrix Z, zum anderen die Streu-
matrix S. Um die Matrizen einfithren zu konnen, werden zunéchst folgende Vektoren
definiert:

w=lu u UM]T, (2.462)
i= 21 iy - Z‘M}T, (2.46b)
a=[u a - GM}T, (2.46¢)
b = :bl by .- bM}T, (2.46d)

wobei vI' den zu v transponierten Vektor darstellt. Die Impedanzmatrix ist die
M x M Matrix, die den Vektor u der modalen Spannungen mit dem Vektor i der
modalen Strome in Beziehung setzt:

u=7Zi. (2.47)

Ihre Eintrége berechnen sich geméfl

Lyl = —

. (2.48)
U 1i,=0, p£l

Das Vorgehen zur Berechnung des Eintrags Zj; der Impedanzmatrix einer pas-
siven Mikrowellenstruktur ist folgendermaflen: Zunédchst werden die Eigenmoden
(ég, hy, ) und (€, hy, ) in den anregenden Wellenleitern berechnet. Im Anschluss
daran wird das Randwertproblem (2.37) mit Anregung Hy = ithy,i, = 1 nach
der elektrischen Feldstérke gelost. Daraus kann mit Hilfe von (2.44a) wuy berechnet
werden, woraus Zj; direkt folgt.

Alternativ zur Impedanzmatrix kann das modale Mehrtor auch iiber die Streumatrix
S beschrieben werden. Diese setzt die Amplituden von einfallenden und reflektierten
Wellen in Beziehung:

b = Sa. (2.49)
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Die Eintrage Si,; ergeben sich zu

b
Sk = -

a ap=0, Vp#l

(2.50)

Zur Berechnung von Sj; werden zunéchst wieder die Eigenwertprobleme der Wellen-
leiter gelost, um (€, ﬁk, Vi) sowie (€, ﬁl, ) zu erhalten. Um analog zur Berechnung
der Impedanzmatrix vorgehen zu konnen und mit einer einzelnen vorlaufenden Welle
der Amplitude a; = 1 anregen zu koénnen, muss die Randbedingung auf I'p (2.37¢)
umgeformt werden:

M
p (V< B) x 7v = —jkoio Z (O — bi) b, (2.51a)
k=1
A M A
= —Jjkono | hu — Z bkhkz) (2.51b)
k=1
A~ M A
= —jkono | 2h; — Z((Sk,l + bk)hk> (2.51c)
k=1
A~ M A
= —Jjkono | 2k, — Zukhk> : (2.51d)
k=1
Umstellung der obigen Gleichung fithrt auf die gesuchte Randbedingung
M A ~ A
e (V x E) x A — jkono Y b(hu, B)hy, = —2jkonohua, (2.52)
k=1

wobei es sich um eine inhomogene Robinsche Randbedingung handelt. Die Summe
auf der linken Seite von (2.52) stellt eine Dampfung dar, die dafiir sorgt, dass die
Struktur an den speisenden Wellenleitern fiir die betrachteten M Moden reflexions-
frei abgeschlossen sind. Damit wird die Nebenbedingung aus (2.50) sichergestellt.
Das zu losende Randwertproblem ist in diesem Fall also (2.37) mit (2.52) statt
(2.37e). Aus der berechneten elektrischen Feldstérke wird das gesuchte b, geméa8

bk = U — A = b(ilk, E) — 5l,k7 (253)

berechnet.

Da die einfallenden und auslaufenden Wellen ay, by nach (2.41) in direktem Zusam-
menhang mit den modalen Spannungen und Stromen wug,; stehen, sind auch die
resultierenden Netzwerkmatrizen Z und S nicht unabhéngig voneinander. Vielmehr
konnen diese entsprechend [Poz11, S. 181]

S=(Z+1)""(Z-1), (2.54a)
Z=(O+8)(I1-9)" (2.54b)

ineinander iiberfiihrt werden.
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2.6 Funktionenriaume

In diesem Abschnitt werden die mathematischen Grundlagen zur korrekten Dar-
stellung der elektromagnetischen Felder vorgestellt. Dazu werden passende Funktio-
nenrdume eingefiihrt, in denen die Felder liegen, und die eine entscheidende Rolle
bei deren Diskretisierung spielen. Den Anfang bildet der Raum der quadratisch
Lebesgue-integrierbaren Funktionen,

L2(Q) := {f(x) € C",n € N | [|f(x)]| 2 < oo}, (2.55)

wobei die Norm || - ||z2 durch das Skalarprodukt

(00 ) 0y = [ £560f3x) 0 (2.56)
induziert wird. Dabei bezeichnet f; den zu f; transponierten und konjugiert komple-
xen Vektor. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im weiteren Verlauf der Arbeit
auf eine Unterscheidung zwischen Funktionenrdumen, die vektorielle Elemente ent-
halten und Funktionenrdumen, die skalare Elemente enthalten, verzichtet. Fiir den
Raum der quadratisch integrierbaren skalaren Funktionen wird demnach ebenfalls

das Symbol L*(Q) verwendet.

Mithilfe des L?(2) kénnen die Funktionenriume eingefiihrt werden, die zur Beschrei-
bung der elektromagnetischen Felder benétigt werden:

H' (Q,Ts) :={p € L*(Q) | Vo € L*(Q) A ¢ =0 auf ['y}, (2.57a)

H (rot; Q,Tg) :={E € L*(Q) | Vx E € L*(Q) A
nx (Exn)=0auf I'g}, (2.57b)

H(div;Q,Tp) :={B € L*(Q) | V-B € L*(Q) A
B -n =0 auf I'p}, (2.57¢)
HO(Q) :={p € L*(Q)}. (2.57d)

Durch Einfithrung angepasster Skalarprodukte nach

(D1, 02) 31 (0r0) = (1, 92) 12(0) + (V1, V2) 120 » (2.58a)
(E1, Ea)pyporiorg) = (B, E2)L2(Q (VX E,V X Es)pq), (2.58b)
(E17E2>H(div;Q,FH = (B1, B2 ) +(V-By, V- B2)L2( Q) (2.58¢)

(P15 P2)300() = (p17p2)L2(Q (2.58d)

werden die Rédume (2.57) zu Hilbertrdumen.

Neben den Rédumen an sich sind auch deren Beziehungen untereinander von grofer
Bedeutung fiir die korrekte Modellierung elektromagnetischer Felder. Die folgen-
den Darstellungen orientieren sich an [GK04, Kapitel 1]. Diese Beziehungen hingen
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mit den Differentialoperatoren und deren Nullrdumen zusammen. So bildet der
Gradienten-Operator eine Funktion des H' (2, T'g) in den H (rot; Q,T'x) ab:

VV eH(rot;QT) VVeH (QIE). (2.59)

Der Nullraum des Gradienten-Operators ist von der Topologie des Feldgebietes 2
abhingig. Ist I'r = (), wird der Nullraum von den konstanten Funktionen gebildet:

ker{grad} = {¢ € L* () | ¢ = const}. (2.60)

Gilt andererseits I'y # (), ist der Nullraum des Gradienten die leere Menge. Wird
der Rotationsoperator auf Funktionen des H (rot; 2, I'p) angewendet, fiihrt dies auf
eine Funktion des H (div; Q,T'g):

V x Ee€H(div;Q,Tg) VE € H (rot; 2, T'g) . (2.61)

Der Nullraum des Rotationsoperators setzt sich aus zwei Unterrdumen zusammen.
Der erste Unterraum ist von der Topologie des Feldgebietes unabhéingig und besteht
aus den Gradienten der Funktionen des H! (Q,T'g). Der zweite Unterraum wiederum

héngt von der Topologie ab und wird als erste relative de Rham-Kohomologiegruppe
H'(Q,Tg) bezeichnet:

ker{rot} = {E € L*(Q) | E=V¢, ¢ € H (U, Tg)} ® H(Q,T'g). (2.62)

Bei H'(Q2, Tg) handelt es sich um einen Quotientenraum, dessen Dimension iiber die
erste relative Betti-Zahl 1 gegeben ist. Diese entspricht der Anzahl der Schleifen,
die nicht auf einen Punkt im Feldgebiet kontrahiert werden kénnen. Bildung der
Divergenz einer Funktion des #H (div; 2, I'g) wiederum fiihrt auf eine Funktion des

HO (Q):
V-BeH’(Q) VBeH(div;QTg). (2.63)

Ahnlich wie der Rotationsoperator, besitzt der Divergenzoperator einen Nullraum,
der in einen von der Topologie abhéngigen und einen von der Topologie unabhén-
gigen Unterraum aufgespalten werden kann:

ker{div} = {B € L*(Q) | B=V x E, E € H (rot; 0, Tg) } & H*(Q,T'g). (2.64)

Dabei ist H*(Q, T'g) die zweite relative de Rham-Kohomologiegruppe. Die Dimension
von H?(Q, T'p) heiBt zweite relativen Betti-Zahl 32 und entspricht der Anzahl der Ka-
vitédten in Q\I'g, die nicht selbst zu Q\I'g gehoren. Neben den Nullrdumen der Dif-
ferentialoperatoren héingt auch die Zusammensetzung des H" (€2) von der Topologie
des Feldgebietes ab. Nimmt der Rand I'g nicht den gesamten Rand des Feldgebietes
ein, gilt also 90 # ', so wird H° () lediglich von den Divergenzen der Funk-
tionen des H (div;2,T'g) gebildet. Gilt andererseits I'y = 02, miissen zuséitzlich
noch die Funktionen mit nicht verschwindendem Mittelwert zu H (div; 2, 'g) hin-

zugefiigt werden [Bos88]. Dies kann folgendermafien motiviert werden: Fiir Felder
B € H (div; Q,T'g) gilt

B-n=0 auf I'g. (2.65)
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H (Q,Tg) {const}, fir T'gp =10

grad i

H (rot; 2, I'g) Vo, ¢ € H' (Q,Tp) H'(Q,Tp)

o,

H(div;Q,Tg) | Vxw, weH(rot;Q,Tg) |[H*(Q,Tg)

div i/

HO (Q) V"U, ’UGH(diV;Q,FE) H%/[ (Q), fiir FH:(D

Abbildung 2.5: Der de Rham-Komplex.

Ist nun 092 = I'g, folgt aus dem GauBschen Integralsatz:

)

/V-BdQ: B-adl = ¢ B adl o (2.66)
Q o0

e

Somit kénnen Funktionen, deren Integral iiber (2 nicht verschwindet, nicht mittels
der Divergenz einer Funktion des #H (div; 2, I'g) ausgedriickt werden. Mit der Defi-
nition

HY, (Q) = {p € L* ()

/ pdQ # o} , (2.67)
Q
lisst sich der H° () darstellen als [Bos88]

{V-B,B e H(div;Q,Tg)} fir Ty # 0,

(2.68)
{V-B,BecH(div;QTp)} ®H, (Q) fir Iy =10

H°<Q>:{

Die vorgestellten Funktionenrdume bilden den de Rham-Komplex [Bos88], der in
Abbildung 2.5 dargestellt ist und der die Beziehungen der Rdume untereinander
noch einmal zusammenfasst.

Den Funktionenrdumen (2.57) kommt in der Beschreibung elektromagnetischer Fel-
der deshalb eine so grofie Bedeutung zu, weil die Felder in diesen Rd&umen liegen. So
ist das elektrische Skalarpotential in Abwesenheit elektrischer Doppelschichten eine
stetige Funktion des Ortes [Jac01, S. 41] und somit eine Funktion von H! (2, T'g).
Die quadratische Integrierbarkeit des Gradienten stellt dabei die Stetigkeit sicher.
Im Gegensatz dazu sind die tangentialen Komponenten der elektrischen Feldstérke
sowie der magnetischen Erregung stetig, falls keine magnetischen oder elektrischen
Flachenstrome vorhanden sind [Pozll, S. 14]. Damit sind E und H Funktionen
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a HO ()
dat
div
Hl (Q, FE) QOe Q
A J H(div;Q,Tg)
grad Al
/ rot
H (rot; Q,Tg) & 2 D
B H H(rot;Q,TxH)
m
rot
grad
H (div; Q,Tg) F
0 Pm Hl (Q7 FH)
div
— d
HO(Q) dt

Abbildung 2.6: Struktur der Maxwell-Gleichungen.

des H (rot; Q,T'g), da die quadratische Integrierbarkeit der Rotation, die Stetigkeit
der tangentialen Komponente gewihrleistet [BBF13, S. 57]. Ahnlich verhélt es sich
mit der elektrischen und der magnetischen Flussdichte sowie der elektrischen Strom-
dichte. Diese weisen in Abwesenheit elektrischer und magnetischer Fléchenladungen
Stetigkeit in der normalen Komponente [Poz11, S. 14] auf und sind somit Funktionen
des H (div; 2, T'g). Analog zu den ersten beiden Féllen garantiert die quadratische
Integrierbarkeit der Divergenz die Stetigkeit der normalen Komponenten [BBF13,
S. 57]. Anders verhélt es sich mit der elektrischen Ladung. Sie weist keinerlei Ste-
tigkeit auf und liegt daher in H° ().

Nach Abbildung 2.5 sind die einzelnen Funktionenrdaume lediglich iiber die Differen-
tialoperatoren, nicht jedoch iiber die Materialbeziehungen miteinander verkniipft.
Wird dies bei der Betrachtung der Maxwell-Gleichungen beriicksichtigt, so wird
deutlich, dass die elektromagnetischen Felder zwei zueinander duale Komplexe der
Form von Abbildung 2.5 bilden, die iiber die Materialbeziehungen miteinander ver-
kniipft sind [Bos98, S. 134]. Die Struktur der Maxwell-Gleichungen im Zeitbereich
ist in Abbildung 2.6 graphisch dargestellt. Neben den bereits eingefiihrten Feldern
sind darin zusétzlich das elektrische bzw. magnetische Skalarpotential . und ¢,
sowie das magnetische bzw. elektrische Vektorpotential A und F zu sehen. Diese
sind wie folgt definiert:

V x.A=B, (2.69a)
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0
Ve =€+ 5 A (2.69D)
V x F =-D, (2.69¢)
0
Vi =H+ o F. (2.69d)

Da diese Potentiale allerdings im weiteren Verlauf nicht weiter ben6tigt werden, wird
an dieser Stelle nicht weiter auf sie eingegangen.

Die beiden Sequenzen der linken Seite in Abbildung 2.6, hier griin dargestellt, bilden
den primalen Komplex, wihrend die beiden rechten Sequenzen, hier rot dargestellt
den dualen Komplex bilden. Die Verkniipfung der beiden Komplexe erfolgt mittels
der Materialparameter durch die blau eingezeichneten Kanten. Die Wahl, welcher
der beiden Komplexe der primale ist, ist rein willkiirlich und hé&ngt in der Regel
davon ab, in welchen Feldern formuliert wird.
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Kapitel 3

Eine
Finite-Elemente-Formulierung zur

Analyse axial homogener
Wellenleiter

Soll die zu analysierende Mikrowellenstruktur, wie in Abschnitt 2.5 dargelegt, als
modales Mehrtor aufgefasst und mittels Netzwerkmatrizen beschrieben werden, so
kommt der Berechnung der Eigenmoden der anregenden Wellenleiter eine entschei-
dende Bedeutung zu. In diesem Kapitel wird dazu eine entsprechende FE-Formu-
lierung vorgestellt. Es handelt sich dabei um eine niederfrequenzstabile Zweifeld-
Formulierung, im Rahmen derer die elektrische Feldstdrke und die magnetische
Flussdichte diskretisiert werden. Im Gegensatz zu bestehenden niederfrequenzsta-
bilen Formulierungen, wie beispielsweise [VD02], [LLLO03] oder [FHDEO04], fiihrt die
Zweifeld-Formulierung auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem, dessen Eigen-
wert direkt dem Ausbreitungskoeffizienten v und nicht dessen Quadrat entspricht.
Dies fiihrt dazu, dass betragsméfig sehr kleine Ausbreitungskoeffizienten um meh-
rere GroBenordnungen besser aufgelost werden konnen. Zu diesem Punkt sei auch
auf die numerischen Beispiele in Abschnitt 3.4 verwiesen.

Der Aufbau des Kapitels ist wie folgt: Zunédchst wird die elementare Zweifeld-
Formulierung in Abschnitt 3.1 vorgestellt. Diese hat allerdings gegeniiber konkur-
rierenden Anséitzen den Nachteil, dass sie fiir niedrige Frequenzen instabil wird und
keine verldsslichen Ergebnisse liefert. Die Ursachen fiir diese Instabilitdt bei nied-
rigen Frequenzen werden in Abschnitt 3.2 analysiert und in Abschnitt 3.3 wird ein
Verfahren zur Stabilisierung der Formulierung vorgestellt. Damit konnen selbst im
statischen Grenzfall noch verléssliche Ergebnisse berechnet werden. Das Verfahren
zur Stabilisierung entspricht dem aus [B7] und hat gegeniiber der Alternative aus
[A3] den Vorteil, dass die Stabilisierung zu keiner Erhohung der Anzahl der Un-
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines Wellenleiterquerschnitts.

bekannten fithrt. Zum Abschluss des Kapitels werden in Abschnitt 3.4 numerische
Beispiele sowie ein Vergleich mit der konkurrierenden Formulierung [FHDEO4] ge-
zeigt.

3.1 Elementare Zweifeld-Formulierung

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Zweifeld-Formulierung zur modalen Analyse axial
homogener Wellenleiter herzuleiten. Wie bereits in Abschnitt 2.4 dargestellt, zeich-
nen sich axial homogene Wellenleiter dadurch aus, dass sich Geometrie sowie Ma-
terialverhalten entlang einer Vorzugsrichtung, hier der e.-Richtung, nicht &ndern.
Somit ist die z—Abhéngigkeit der elektromagnetischen Felder durch (2.39) gegeben.
Zur Bestimmung der Eigenmoden sowie deren Ausbreitungskoeffizienten ~ ist es da-
her ausreichend, den zweidimensionalen Querschnitt des Wellenleiters zu betrachten.
Eine schematische Darstellung eines solchen Querschnitts ist in Abbildung 3.1 ge-
geben. Im Rahmen der modalen Wellenleiteranalyse entspricht das Feldgebiet dem
Inneren des Wellenleiterquerschnitts. Dieses wird im Folgenden mit €y, bezeichnet,
wéahrend der eindimensionale Rand hier mit 0€y; 1, bezeichnet wird. Im Rahmen der
Herleitung der elementaren Zweifeld-Formulierung zur Analyse allgemeiner Wellen-
leiter wird zunéchst das kontinuierliche Eigenwertproblem vorgestellt, welches im
Anschluss mittels FE diskretisiert wird.
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3.1.1 Mathematisches Modell

Ausgangspunkt fiir die Zweifeld-Formulierung ist der Durchflutungssatz sowie das
Induktionsgesetz im Frequenzbereich (2.3b), (2.3a). Mit den Materialbeziehungen
(2.4) lassen sich diese in der elektrischen Feldstérke E und der magnetischen Fluss-
dichte B formulieren:

VXFE= —jk()COB, (31&)

V x i eoB = jkoe, E + nok E. (3.1b)
Es sei angemerkt, dass die Materialparameter in (3.1) die frequenzabhéngigen Mo-
delle aus Abschnitt 2.2 beinhalten. Zur Vereinfachung der Notation wird die Fre-

quenzabhéngigkeit der Materialparameter im Folgenden jedoch nicht explizit ange-
ben.

Entsprechend (2.39) kénnen E und B folgendermaflien dargestellt werden:
E = (Et(x7y) +ézEz<x7y)) ei’yzu (32&)
B = (Bu(x,y) + &.B.(x,y) e ™. (3.2b)

Dabei bezeichnen E; und B, die Feldkomponenten transversal zur Wellenleiterachse
und FE,, B, die Komponenten der Felder entlang der Achse. Analog zu den Feldern
kann auch der Differentialoperator aufgespalten werden:

. 0
V= Vt + 625, (33)

wobei V, der transversale Anteil des Differentialoperators ist. In kartesischen Koor-
dinaten gilt

Vi=|£]. (3.4)

Unter Beriicksichtigung der z-Abhéngigkeit in (3.2), entspricht die Ableitung bzgl.
z einer Multiplikation mit —v. Damit wird (3.3) zu

Anwenden der Separation (3.2) und (3.5) auf (3.1) fithrt zu

(Vi —n~é,) x (E;+ e.E,) = —jkoco (B, + B.ée.), (3.6a)
(Vt — ’}/éz> X /JJT_ICQ (Bt + Bzéz) = (jko&fr + fi?]o) (Et + ézEz> . (36b)
An dieser Stelle sei angemerkt, dass die gemeinsame Verwendung des Durchflu-

tungssatzes und des Induktionsgesetzes dazu fithrt, dass lediglich raumliche Ablei-
tungen erster Ordnung auftreten. Nach (3.5) wird klar, dass damit das Auftreten
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des Quadrates des Ausbreitungskoeffizienten vermieden wird. Der Preis dafiir ist,
dass sowohl E als auch B diskretisiert werden miissen, was, im Vergleich zu alter-
nativen Formulierungen, zu einer hoheren Anzahl an Unbekannten im resultierenden
verallgemeinerten Eigenwertproblem fiithrt. Wird die axiale Separation auch auf die
Gleichungen (3.6) angewendet, so ergibt sich das folgende kontinuierliche Eigenwert-
problem in den axialen und transversalen Komponenten der elektrischen Feldstérke
und der magnetischen Flussdichte:

X (= VtE —vE}) = —jkoco By, (3.7a)

2+ (Vi x Ey) = —jkoco B, (3.7b)

X (—Vt( _lCoB ’y,ur C()Bt) = l]k?()&« + lQT]()) E,; (37C)
(Vt X L COBt) = (jkoe, + kmo) E., (3.7d)

Analog zum Randwertproblem der Mikrowellenstruktur (2.37), werden auch hier
geeignete Randbedingungen auf 0y, ;, benotigt. Wie in Abschnitt 2.4 dargestellt,
werden als Randbedingungen nur perfekt elektrische bzw. perfekt magnetische Lei-
ter zugelassen. Um zu verdeutlichen, dass es sich hier um eindimensionale Randbe-
dingungen handelt, werden die Teilréinder, die eine perfekt elektrische Leitfihigkeit
tragen, mit 7z und die Teilrdnder, die eine perfekt magnetische Leitfahigkeit tragen,
mit 74 bezeichnet. Der Rand von €y, zerfillt also in

Mwr =75 O T, (3.8)
wobei der Rand 7z, nach Abschnitt 2.4 nicht leer sein soll:

Wird die axiale Separation auf die Randbedingungen (2.31) und (2.32) angewendet,
ergeben sich die benétigten Randbedingungen auf 7z bzw. 74 zu

E.=0)
nxE;, =0 auf 7z, (3.10a)
n-B;, =0 )
4B =0
nxu 'B;=0 auf 7. (3.10Db)
n-cE, =0

Die Gleichungen (3.7) zusammen mit den Randbedingungen (3.10) bilden das zu
l6sende Eigenwertproblem.

Um die elektromagnetischen Felder E;, F., B;, und B, korrekt diskretisieren zu
konnen, miissen diese in den passenden Funktionenrdumen aus Abschnitt 2.6 dar-
gestellt werden. Dazu wird die Stetigkeit des jeweiligen Feldes auf dem Querschnitt
des Wellenleiters €y, analysiert. Innerhalb des dreidimensionalen Wellenleiters ist
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die tangentiale Komponente der elektrischen Feldstédrke an Materialiibergdngen ste-
tig. Aufgrund der Annahme der axialen Homogenitéit des Wellenleiters ist die e,-
Richtung stets tangential zu moglichen Materialiibergidngen gerichtet. Daher muss
E. stetig sein. Weiterhin muss die Komponente von E;, die im Querschnitt Qy
tangential zum Materialiibergang gerichtet ist, stetig sein. Im Gegensatz zur elek-
trischen Feldstirke ist die normale Komponente der magnetischen Flussdichte an
Materialiibergéingen stetig. Mittels der obigen Uberlegungen folgt somit, dass B,
unstetig ist, wihrend die Komponente von By, die in {2y, normal auf dem Mate-
rialiibergang steht, stetig ist. Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 2.6 erfolgt damit
die Zuordnung der betrachteten Felder zu den passenden Funktionenrdumen:

E. e H' (Qwr,mr), (3.11a)
E, € H (rot; Qwr,TE), (3.11b)
B; € H (div; Qwr, Tr), (3.11c)
B. e H’ (Qwr). (3.11d)

Beziiglich der in Abschnitt 2.6 beschriebenen Eigenschaften der Funktionenrdume
ergibt sich fiir den hier betrachteten zweidimensionalen Fall eine Vereinfachung:
Um eine Funktion des H (rot; Qwr, 7g) auf eine Funktion des H (div; Quwr, 7r) zu
transformieren, wird das Kreuzprodukt mit &, gebildet [ZC06, Kapitel 2]. Gleichung
(2.61) muss dementsprechend durch

éz X Et eH (le, QWLa TE) VEt eH (I'Ot; QWL; TE) (312)

ersetzt werden. Die iibrigen Eigenschaften der Funktionenrdume aus Abschnitt 2.6
bleiben weiterhin giiltig. Ebenfalls unverdndert bleiben die Nullriume der Differen-
tialoperatoren.

3.1.2 Diskretisierung mittels finiter Elemente

Nachdem die gesuchten Felder den passenden Funktionenrdumen zugeordnet sind,
wird das Eigenwertproblem (3.7) zusammen mit den Randbedingungen (3.10) mit-
tels finiter Elemente diskretisiert. Da die Gleichungen (3.7c) und (3.7d) Felder in
Beziehung setzen, die dem dualen Gitter zugeordnet sind, miissen diese Gleichungen
zunéchst in die schwache Form iiberfiihrt werden. Im Gegensatz dazu kénnen (3.7a)
und (3.7b) direkt diskretisiert werden.

Schwache Form

Die gesuchte schwache Form von (3.7¢) und (3.7d) ergibt sich durch Multiplikation
der Gleichungen mit geeigneten Testfunktionen, anschliefende Integration iiber den
gesamten Wellenleiterquerschnitt 2y, und die Forderung, dass das Integral zu Null
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werden soll. Die Testfunktionen fiir (3.7c) sind Funktionen w € #H (rot; Qwr,I'g).
Damit berechnet sich die schwache Form von (3.7c) zu

—/ w - (éz X Vtu;lcoBz) dQ2 — fy/ w - (éz X ,u;lcoBt) dQ
Qwr

Qwr

= jko w-, E,dQ + / w - nrE;dQ. (3.13)

Qwr Qwr

Das erste Integral auf der linken Seite wird umgeformt zu
—/ w - (éz X Vtu;lcoBZ) ds2
Qwr
= / w - (Vt X u;lcoBZéz) dQ2 (3.14a)
Qwr,

= / Vi xw-eé.u, 'cgB, dQ) — / V- (w X éz,u;lcoBz) dQ2  (3.14b)
Qwr

Qwr

= / e. (Vi xw)pu, coB,dQ — / ('w X ézur_lchz) -ndl. (3.14c)
Qwr Nwr

Das Integral iiber die Oberfliche des Wellenleiters 0€2y 1 zerféllt in zwei Integrale
iiber 75 bzw. 7. Da w € H (rot; Qwp, 7E) gilt, verschwindet w auf 75. Entspre-
chend den Randbedingungen (3.10) verschwindet p, ! B, auf 75, sodass das gesamte
Oberflachenintegral zu Null wird. Das zweite Integral der linken Seite von (3.13)
wird zu

—’y/ w - (éz X u;lcoBt) dQ = fy/ (&, x w) -, coBy dS. (3.15)
Qwr Qwr
Damit ergibt sich die schwache Form von (3.7¢) zu

/ e, (Vi xw)u, tcgB, dQ — / w - nok B dQ
Qwr

Qwr

—jko/ w-e E,dQ = —7/ (&, x w) - pu tcoB,dQ. (3.16)
Qwr Qwr

Analog ergibt sich die schwache Form der Gleichung (3.7d) durch Multiplikation mit
)\ € Hl (QWL; TE)Z

/ e, - (Vt X ,u;lcOBt) dQ) = Jko/
Qwr

Qwr

e, B, dQ + / Aok E,dQ.  (3.17)

Qwr

Das Integral auf der linken Seite wird umgeschrieben zu

/ /\éz . (Vt X /ULT_ICOBt) dQ
Qwr,

= —/ V.- (/\éz X LLT_ICOBt) dQ +/ (Vt X /\éz) . /LT_ICOBt dQ (3.18&)
Qwr

Qwr
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= —/ e, X p teoBydQ — / (€. X V) -, teg B, dSQ. (3.18Db)
0w Qwr

Genau wie in (3.14) zerfallt auch hier das Integral iiber 0Qyy 1 in Integrale iiber 75
und 7. Da A € H' (Y r, 7r) ist und somit auf 7z verschwindet, und da ' By auf
7y Null wird, liefert das Integral iiber 0y 1, keinen Beitrag. Die schwache Form von
(3.7d) ist demnach

— / (€. x Vi) teg By dQ— / Aok E, dQ2—jkg / Ae, E,dQ =0. (3.19)
QWL QWL

Qwr

Die Gleichungen, die im néichsten Schritt diskretisiert werden, sind (3.7a), (3.7b),
(3.16), sowie (3.19).

Diskretisierung

Ziel der Diskretisierung ist es, die oben genannten Gleichungen in ein verallgemei-
nertes algebraisches Figenwertproblem zu iiberfithren, das anschlieBend numerisch
gelost wird. Der erste Schritt ist die Diskretisierung der Geometrie mittels eines Net-
zes bestehend aus Dreiecken. Auf diesem Netz werden Ansatzfunktionen mit kom-
paktem Trager definiert, die polynomielle Basen endlich-dimensionaler Unterrdume
der Funktionenrdume aus Abschnitt 2.6 bilden. Die elektromagnetischen Felder wer-
den dann durch eine gewichtete Superposition der Ansatzfunktionen approximiert:

Npt

0By~ Y v kvr, vp € VIV (Qur) C H (divi Qur, ), (3.20a)
k=1
NBz

CoBz ~ ZUBZ’ka’ Wk € V0<QWL) C HO (QWL) s (320b)
k=1

NE¢
E, ~ ZvEt’k'wk, wy € V' Qwr) C H (rot; Qur, Tg), (3.20¢)
k=1

Ez ~ ZUEz,k)\k: )\k c Vl(QWL) C 7‘[1 (QWLa FE) . (320d)

Die Skalierung der magnetischen Flussdichte mit ¢, erfolgt dabei aus Griinden
der numerischen Stabilitéit. Hierarchische Basen fiir die FE-Riume V! (Qy,z) und
Vi (Quyp) sind in [Ing06] gegeben. Nach [ZCO06, S. 23 f.] lassen sich aus der Ba-
sis des V*°U(Qyy 1), Basen der Rdume V4 (Qyyr) bzw. VO(Qu) ableiten. So gilt fiir
Vdiv (QWL)

[Ul Vo - vNBt:| = [ézxwl éZX’LUQ ézwaEt]' (321)
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Zur Darstellung der Basisfunktionen des V°(Qyy 1) muss nach dem Polynomgrad der
Ansatzfunktionen unterschieden werden. Die Ansatzfunktionen sind generell den
Flachen des Netzes zugeordnet, und fiir niedrigste Ordnung ergeben sich die Funk-
tionen, hier mit Wi bezeichnet, zu

[Wl Wy - WNBZ}:[A% Lol ] (3.22)

ANBz

Werden Ansatzfunktionen héherer Ordnung verwendet, so werden die Funktionen
aus (3.22) im Sinne des hierarchischen Ansatzes folgendermafien erweitert

[W1 Wy - WNBZ]

= [Wl e WNF ‘ vt . vng,l o vt . vng,NBZ—NF (323>
= [WI T WNF ‘ _éz : (Vt X wng,l) e _éz : (vt X wng,NBszp) ’ (324>

wobei Np die Anzahl der Flachen im Netz bezeichnet und w,,; fir die i-te Ba-
sisfunktion des V™*(Qyy ) steht, die keinem Gradienten entspricht. Weiterhin ist
Ungi = €, X Wpg,;. Auf die gleiche Weise wie die elektromagnetischen Felder werden
auch die Testfunktionen zur Erzeugung der schwachen Formen (3.16) und (3.19)
auf die jeweiligen endlich-dimensionalen Unterrdume restringiert. Neben der diskre-
ten Darstellung der Felder und der Testfunktionen werden weiterhin die diskreten
Darstellungen der Differentialoperatoren grad, rot und div benotigt. Die folgenden
Uberlegungen orientieren sich an [ZC06, Kapitel 2.4].

Die Diskretisierung des Gradienten fiihrt zu einer rein topologischen Matrix, die es
ermoglicht, die Gradienten der Ansatzfunktionen des V() aus den Basisfunk-
tionen des V™'(Qyy 1) zu extrahieren. Wird der diskrete Gradient mit G bezeichnet,
so gilt

Vt)\l Vt>\2 Vt)\NEz] = |:w1 wo - wNEt] G (325&)
S e x Vihi e x Vidy - & x Vdn, | = |or v o oy, |G (325D)

Werden Ansatzfunktionen vom Polynomgrad p = 1 verwendet, so ergeben sich die
Eintrage des diskreten Gradienten zu

—1 falls Kante ¢ an Knoten j beginnt,

A

Gij = { +1 falls Kante ¢ an Knoten j endet, (3.26)

0 sonst.

Entsprechend [Ing06] sind fiir Ansatzfunktionen vom Polynomgrad p > 1 die Gra-
dienten der Basisfunktionen des V'(Qyy1) explizit in den Basen des V™'(Qy 1)
beriicksichtigt. Bei entsprechender Sortierung der Basisfunktionen gilt also

[wl wy - 'wNEt} = [wl Wy --° WNg,—Ng, Vidi - Vt)\NEz ) (3-27)
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womit sich der diskrete Gradient fiir Ansatzfunktionen héherer Ordnung als

N

G o
G=1{0 0 (3.28)
0 Iy,.

darstellen lasst. Dabei ist Iy,  die Einheitsmatrix der Dimension Ng,.

Im néchsten Schritt wird der Rotationsoperator diskretisiert. Analog zum diskreten
Gradienten wird der diskrete Rotationsoperator dazu verwendet, um die negative
é.-Komponente der Rotation der Funktionen des V™'(Qy 1)) aus dem V(1) zu
extrahieren:

o oox ) a5 - 8- o]
ZPMI%'”L%JR'CM%

Werden Ansatzfunktionen erster Ordnung verwendet, sind die Eintrége des diskreten
Rotationsoperators folgendermaflen gegeben:

+1 falls Kante [ Flache k£ begrenzt und positiv orientiert ist,
Ry =14 —1 falls Kante [ Fliche k begrenzt und negativ orientiert ist, (3.30)

0 sonst.

Fiir Ansatzfunktionen héherer Ordnung sind die Ausdriicke —é, - (V; X wy) nach
(3.24) explizit in der Basis des V(Qy 1) vorhanden und, eine entsprechende Sor-
tierung der Basisfunktionen vorausgesetzt, der diskrete Rotationsoperator lasst sich
folgendermaflen darstellen:

R RO 0 (3.31)
0 0 In,.—n,,

wobei Iy, _n, die Einheitsmatrix der Dimension Np, — N darstellt.

Der diskrete Divergenzoperator D erlaubt es, die Divergenz der Funktionen des
VW (Qyr) aus den Funktionen des V°(Qyyr) zu extrahieren:

Vioor Vv oo Voo, | = W0 W o Wi D, (3.32)

Ein Vergleich von (3.23) mit (3.24) sowie die Berticksichtigung von (3.29) zeigt, dass
der diskrete Divergenzoperator identisch mit dem diskreten Rotationsoperator ist:

D=R. (3.33)

Eine wichtige Eigenschaft, die die diskreten Operatoren erhalten, ist, dass der Gra-
dient im Nullraum der Rotation liegt. So gilt

RG = DG = 0. (3.34)
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Nach diesen Uberlegungen kénnen die Gleichungen (3.7a), (3.7b), (3.16) sowie (3.19)

diskretisiert werden. Das resultierende Eigenwertproblem lautet

Gvg, — jkovp: = —VVEt, (3.35a)

—Rvpg + jkovp. =0, (3.35D)

~R'Tp.vp. — Turve: — ikoTeive: = —YT Vi, (3.35¢)
GTTBtVBt + T/{ZVEZ + jkOTEzVEz =0. (335d)

Dabei bezeichnen vg;, Vg, vg., und vg, die Vektoren, deren Eintridge die Koeffizi-
enten vptk, Vgtk, UBzk DZW. Ug. ) aus (3.20) sind. Die Eintrage der Matrizen sind

Tpopy = /Q Wi, P W, dQ mit Wy, W; € V' (Qwyr), (3.36a)
Ttk = /ka - mokw; dQ mit wy, w; € V*(Qup), (3.36b)
Trtr = /ka cepw; dQ) mit wy, w; € V' (Qwr), (3.36¢)
Tir, = /ka st dQ mit v, v; € VW (Qup), (3.36d)
Tzt = /Q Nemor Ay A mit A\g, A € VH(Qwr), (3.36¢)
Tropi = /Q A€\ dQ mit A\g, A € VI (Qwr). (3.36f)

Zusammengefasst ergibt sich folgendes verallgemeinertes algebraisches Eigenwert-
problem:

(A + jkoC) vy = vBv; (3.37)
mit
[V i [0 0 0 G
vi= | VP a=| © g TR0 3580
VE O _R TBz _T,‘it
_VE'z _GTTBt O 0 Tﬁz
[0 0 -I0 [T 0 o0 0
B_| 0 000 - 0I o0 o | (3.38h)
—Tz, 0 0 O 0 0 -Tg O
0 0 0O (0 0 0 Tg

Es ist zu sehen, dass der Eigenwert in (3.37) wie gefordert direkt dem Ausbreitungs-
koeffizienten 7 entspricht.
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Matrizen in (3.36) im Allgemeinen fre-
quenzabhéngig sind. Diese Eigenschaft kommt direkt von den Materialparametern
entsprechend Abschnitt 2.2. Da die Materialeigenschaften allerdings nach (2.12)
rdumlich stiickweise konstant sind, nimmt die Frequenzabhéngigkeit der Matrizen
folgende, am Beispiel der Matrix Tg, gezeigte, Form an:

Nywr

Tp.(ko) = £rj(ko) Tz, (3.39)

J=0

wobei Ny die Anzahl der unterschiedlichen Materialien in €y 7, beschreibt. Diese
ist in der Regel sehr viel kleiner als die Dimension der Matrix Tg,. Die Teilmatrizen
Tg. , sind konstant {iber der Frequenz und miissen daher nur einmal assembliert
werden. Die Frequenzabhiéngigkeit steckt lediglich in den skalaren Koeffizienten.

Wie bereits eingangs des Kapitels angesprochen, ist die hergeleitete Formulierung fiir
niedrige Frequenzen instabil. Um die Griinde fiir diese Instabilitdt zu identifizieren
und entsprechende Gegenmafinahmen zu entwickeln, wird im folgenden Abschnitt
das Figenwertproblem im statischen Grenzfall analysiert.

3.2 Analyse des statischen Grenzfalls

Im statischen Grenzfall kg = 0 vereinfacht sich das Eigenwertproblem (3.7) zu

—VE. =~E,, (3.40a)

V, x E, =0, (3.40D)

—e. X Vi teoB, — knoE; = veé. x u; 'cyBy, (3.40¢)
V. x w tegBy — kmpE.e, = 0. (3.40d)

Um die auftretende Instabilitdt korrekt beschreiben zu konnen, ist es notwendig, das
Feldgebiet Q1 in zwei disjunkte Teilgebiete zu unterteilen. So wird das Teilgebiet
Q. C Qu, eingefithrt, in dem alle Materialien mit nicht verschwindender elektrischer
Leitfahigkeit liegen. Das verbleibende Teilgebiet, das demzufolge alle elektrischen
Nichtleiter enthélt, wird mit €; bezeichnet. Es gilt also

Quwr = Q. & Qy, (3.41)
wobei die beiden Spezialfille Q, = () und € = () zulissig sind.

Eine erste Klasse von Eigenlosungen von (3.40) basiert auf dem Nullraum des trans-
versalen Rotationsoperators. Dieser setzt sich entsprechend (2.62) aus den Gradi-
enten der Funktionen des H' (Qu -, 7g) sowie den Funktionen der ersten relativen
de Rham-Kohomologiegruppe H'(Qyy 1) zusammen. Wie sich durch einfaches Ein-
setzen leicht iiberpriifen ldsst, sind die Gleichungen (3.40) fiir folgende Eigenvektoren
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und Eigenwerte

w'Bia = Viby

-1 _
ve = | M BaG = TUEUM |y dliebig (3.42)

Ei¢c =Vip
EZ,G = _fYGr(/}E
mit beliebigen Skalarpotentialen

Yp € H' (Qu, )  in Qu,
¢E =0 in QH.

¢M € Hl (QWLy TE) ) und { (343)

erfilllt. Es kann also zu jedem beliebigen Wert 75 mittels (3.42) eine Schar von
passenden Eigenfunktionen konstruiert werden. Dass diese Losungen nicht alle phy-
sikalisch sind, ist offensichtlich. Unter Beriicksichtigung der Separation des Diffe-
rentialoperators (3.5) wird deutlich, dass es sich bei vg um reine Gradientenfelder
handelt. Die Ursache der unphysikalischen Losungen wird deutlich, wenn man die
transversale Divergenz von (3.7a) bildet und das Resultat von v-(3.7b) abzieht. Dies
fithrt nach kurzer Rechnung zu

’}/éz . (Vt X Et) — Vt . [éz X (_vth — ’YEt)] =
— jkoCo”}/BZ +j]€0C0vt : Bt, (344&)
= jkoCo (Vt -B; — "}/BZ) = 0. (344b)

Dabei ist (3.44b) die mit der Wellenzahl &, skalierte Divergenzbedingung (2.3d), auf
die die Separation nach (3.2b) und (3.5) angewendet wurde. Analog ergibt sich durch
Bildung der transversalen Divergenz von (3.7c) und anschlieBender Subtraktion von

~-(3.7d)

V, - [éz X (—Vt(u;lcoBz) — fyu;lcoBt)] — e, - (Vt X ,u;lcoBt) =
Vi - [Gkoer + wno) Ey] — v (jkoer + ko) B, (3.45a)

07 in Qlla

(3.45b)
no (Vi kEy —ykE,), in Q.

< .]kO (vt : 5rEt - ’YEZ) = {

Auch hier entspricht die letzte Gleichung in €2;; der mit der Wellenzahl kq skalierten
Divergenzbedingung (2.3c). Das bedeutet, dass die Formulierung (3.7) die Diver-
genzbedingungen (2.3d) in Qy und (2.3¢) in € lediglich fiir ky # 0 beinhaltet.
Im Fall k) = 0 sind die Divergenzbedingungen entsprechend (3.44b) und (3.45b)
nicht in (3.7) enthalten und somit auch Eigenlosungen moglich, deren Felder die
zugehorige Divergenzbedingung verletzen. Es sind also nur die Losungen vg phy-
sikalische Losungen, deren Felder zusétzlich noch die entsprechenden Divergenzbe-
dingungen erfiillen.



Analyse des statischen Grenzfalls 39

Weiteren Losungen, die auf dem Nullraum des Rotationsoperators basieren, liegt
der Raum H'(Qwr,'g) zugrunde. So erfiillen auch die Eigenlosungen

[ Mr_lBt,s € H'(Qwy,Tr) ]
N;le,S =0
Vs = { € H! (Qlla FE') n Q” y (346&)
E; ¢ .
=0 in Q,
L EZ,S =0 ]
s =0 (3.46Db)

die Gleichungen (3.40), wie sich durch Einsetzen leicht iiberpriifen ldsst. Die An-
zahl dieser Nulleigenwerte entspricht der Dimension des H*(Qyz, ['g), was die erste
relative Betti-Zahl ) ist. Die Felder vg erfiillen die Divergenzbedingungen (2.3d)
und (2.3c) [Fra97, S. 356] und entsprechen statischen TEM-Moden. Es handelt sich
somit um physikalische Moden.

Eine zweite Klasse von Eigenlosungen basiert auf dem Nullraum des transversalen
Gradienten und tritt nur dann auf, wenn sich der gesamte Rand des Wellenleiters
aus perfekt elektrischen Leitern zusammensetzt, OQy;, = 7g, und somit 7 = () gilt.
In diesem Fall kann H, = !B, konstante Werte ungleich Null annehmen und liegt
im Nullraum des transversalen Gradienten:

Vo, teoB, = 0, fiir "B, = const # 0. (3.47)

Eine mogliche Losung von (3.40) ist somit durch

Bt,c = 0
-1 _
vo = Hr iz’c - Bonst , (3.48a)
te —
E..=0
v¢ beliebig, (3.48Db)

gegeben. Einsetzen dieser Losung in (3.40) zeigt, dass die Gleichungen fiir jeden
beliebigen Wert von v erfiillt sind und daher keine Aussage iiber den zugehorigen
Eigenwert getroffen werden kann. Es sei angemerkt, dass eine analoge Losung, E, =
const, fiir den Fall 75 = ) existieren wiirde, wire dieser nicht ausgeschlossen. Die
Tatsache, dass die Losungen (3.48) nur im statischen Grenzfall existieren, obwohl der
Nullraum des transversalen Gradienten unabhéngig von der Frequenz ist, lasst sich
folgendermaflen erkléren: Die konstanten Felder B, . liegen im Raum HO, (Qwr) aus
(2.67). Nach Definition des H9, (1) ist deren Integral iiber Q7 ungleich Null.
Wird Gleichung (3.7b) fiir Frequenzen ungleich Null betrachtet, so ergibt sich

—ikoco / B.dQ = / é. - (V) x By) dO (3.49a)
QWL QWL
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- V.- (e. x Ey) dQ (3.49b)
Qwr

_ 7{ (6. x By) - fndl (3.49¢)
w1,

_ / (6. x Ey) - 7ndl = 0. (3.494)
T'e

Damit ist also fiir kg # 0 sichergestellt, dass B, ¢ HS, (Qy) gilt. Fiir den Fall
ko = 0 hingegen entfillt diese Orthogonalisierung, und B, € HY, () ist moglich.
Es bleibt die Frage zu klidren, ob v eine physikalisch sinnvolle Lésung darstellt.
Wie bereits am Anfang des Abschnitts gezeigt, ist die Divergenzbedingung fiir die
magnetische Flussdichte im statischen Grenzfall nicht in der verwendeten Formulie-
rung enthalten. Um also beurteilen zu kénnen, ob v physikalisch ist, muss iiberpriift
werden, ob die Divergenzbedingung erfiillt ist. Einsetzen von ve in (2.3d) fiithrt auf

Vi By, —vB.c=—vB.c=0. (3.50)

Damit die Divergenzbedingung erfiillt ist, muss demnach vo = 0 gelten. Die Losung
(ve, 7o = 0) stellt somit eine physikalische Losung dar. Der gefundene Mode exis-
tiert dabei nur in Wellenleitern, die komplett mit perfekt elektrisch leitfahigem Ma-
terial umschlossen sind. Das modale Feld besteht lediglich aus einem statischen
Magnetfeld, welches entlang der Wellenleiterachse orientiert ist, und welches sowohl
in der transversalen als auch in der axialen Richtung konstant ist. Dieser Mode
geniigt den Maxwell-Gleichungen, kann aber nur im statischen Fall auftreten und
ist in praktischen Anwendungen von keinerlei Interesse. Aus diesem Grund wird im
nachsten Abschnitt ein Verfahren vorgestellt, um das Auftreten dieser Eigenlosung
zu verhindern.

3.3 Stabilisierung fiir niedrige Frequenzen

Zunichst wird das Eigenwertproblem bzgl. der Losungen ve aus (3.48) stabilisiert:
Fiir die konstanten, in e, gerichteten magnetischen Felder, die fiir die Losungen
(3.48) verantwortlich sind, gilt B, . € H}; (Qw ). Dieser Raum wird von den Funk-
tionen gebildet, deren Integral {iber Q1 nicht verschwindet. Um das Auftreten
dieser Losungen zu verhindern, wird die Bedingung

/ B.dQ =0 (3.51)
Qwr

mittels eines Lagrange-Multiplikators p,., dhnlich wie in [KMEK90], [DEPL00], in
das Eigenwertproblem eingeprigt. Aufgrund der Konstruktion der Basisfunktionen
des V°(Qy 1), werden die B,. im Diskreten lediglich von den Ansatzfunktionen
niedrigster Ordnung gebildet. Da die Ansatzfunktionen hoherer Ordnung nach (3.23)



Stabilisierung fiir niedrige Frequenzen 41

den Divergenzen der Funktionen des V4(Qy ) entsprechen, kénnen diese keine
diskreten Funktionen des H9, (Qw ) darstellen. Die Diskretisierung von (3.51) fiihrt
somit auf

vlivg, =0, (3.52)

mit den Eintrdgen von v, definiert als

(3.53)

Uc7j -

) sign(detJ;), falls j < Np,
0, sonst,
wobei J; die Jacobi-Matrix des j-ten Fldchenelements darstellt. Durch Einbringen

des Lagrange-Multiplikators transformiert sich das diskrete Eigenwertproblem (3.35)
7u

GvVE, — jkove = —VVEt, (3.54a)

—Rvp + peve + jkovp. =0, (3.54Db)
—R"Tp.vp. — Tve — ikoTeve = —vTpve, (3.54c)
G'Tpvp: + TV + jkoTEVE: = 0, (3.54d)
vlivg, = 0. (3.54e)

Im néchsten Schritt wird bzgl. der unphysikalischen Gradienten-Felder v aus (3.42)
stabilisiert: Wie bereits in Abschnitt 3.2 festgestellt wurde, treten diese Losungen
auf, weil die Divergenzbedingungen der Flussdichten nur in frequenzskalierter Form
in der Formulierung enthalten sind. Die Idee zur Stabilisierung ist dementsprechend,
die Divergenzbedingungen in unskalierter Form

(Vi—ne,) -e(Ey+ E.e,)=V;-e.E,—ve, E, =0 in Qy, (3.55a)

in das Eigenwertproblem einzubringen. Dazu wurden zwei unterschiedliche Verfah-
ren entwickelt [A3], [B7]. Im Rahmen des ersten Verfahrens wurden die Bedingungen
(3.55) ebenfalls mittels Lagrange-Multiplikatoren in das Eigenwertproblem einge-
préagt [A3], [B7]. Dieses Vorgehen hat allerdings den Nachteil, dass die Anzahl an
Unbekannten weiter erhéht wird.

Um diesen Anstieg an Unbekannten zu vermeiden, wurde ein zweites Verfahren ent-
wickelt [B7]. Die Idee dieses Verfahrens ist, die transversalen Felder B; und E,
sowie die transversalen Gleichungen (3.7a) und (3.7c) weiter aufzuspalten. Dies er-
laubt es, die frequenzskalierten Divergenzbedingungen zu extrahieren und in den
entsprechenden Gebieten durch die unskalierten Versionen (3.55) zu ersetzen. Die
Anzahl der Unbekannten bleibt dadurch konstant. Vom Raum H (rot; Qur,7g),
in dem die transversale Komponente der elektrischen Feldstérke liegt, werden die
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Gradienten des H' (Qwr, ) abgespalten. Im verbleibenden Rest liegen zum einen
Felder mit nicht verschwindender Rotation und zum anderen der Quotientenraum
HY(Qwr, 7r). Entsprechend wird auch die transversale Komponente der elektrischen
Feldstarke zerlegt. Der Anteil, der den Gradienten entspricht, wird im Folgenden mit
E, ; bezeichnet, wihrend der verbleibende Anteil mit E, . bezeichnet wird. Es gilt
also

E,=FE,c+FE,,.=VuyY+ E,,, (3.56)
mit

w & Hl (QWL, TE) s (357&)

E,. € H (vot; Quwr, m2) \ViH" (i, 78) . (3.57b)

Analog dazu wird der Raum # (div; Qw1 7g), in dem die transversale Komponente
der magnetischen Flussdichte liegt, zerlegt in reine Wirbelfelder und einen Rest.
Dieser Rest umfasst die Felder mit nicht verschwindender Divergenz sowie den
H?*(Qwr,7r). Es sei an dieser Stelle klargestellt, dass sich die Divergenz hier auf
den transversalen Divergenzoperator bezieht, der auf die transversale Komponente
der magnetischen Flussdichte wirkt. Die Tatsache, dass die gesamte magnetische
Flussdichte B = B; + B.e, divergenzfrei ist, bleibt davon unberiihrt. Die transver-
sale Komponente der magnetischen Flussdichte wird somit dargestellt als

Bt = Bt,W + Bt,c = _vt X Azéz + Bt,c = éz X VtAz + Bt,ca (358>
mit

A, € H' (Qwr, m8), (3.59a)

Bt,c eEH (le, QWL, TE) \éz X VtHl (QWLa TE) . (359b)

Werden diese Aufspaltungen auf das Eigenwertproblem (3.7) angewendet, so ergibt
sich

é. X [-ViE. — v (Ey.+ V)] = —jkoco (. x VA, + By.), (3.60a)
e. (Vi x By.) = —jkoco B, (3.60Db)
é. x [ = Vi(u"eoB.) — ypu; tco(é. x V,A, + By,)]
= (jkoe, + rmo) (Vi + E,.), (3.60c)
. [Vex p ey (€. x ViA, + By.)] = (jkoe, + kno) E-, (3.60d)

wahrend sich die Divergenzbedingungen (3.55) zu

Vt cEp (Vﬂ/) + Et,c) — 757"Ez =0 in th (361&)
Vt . Bt,c — ")/BZ =0 in QWL (361]3)



Stabilisierung fiir niedrige Frequenzen 43

[ L ]
e Dirichlet—-Knoten
® Freie Knoten
—Dirichlet-Kante
—Baum-Kante
Kobaum-Kante

Abbildung 3.2: Baum-Kobaum-Zerlegung am Beispiel eines Parallelplattenwellenlei-
ters.

transformieren. Die Randbedingungen (3.10) werden zu

E.=0) p'B, =0 )

=0 A,V =0

A, =0 auf 7, nxu'le, xViA, =0 auf 7. (3.62)
nxE,.=0 nxu 'B; =0
n-B,, =0 noe B =0

Im Folgenden wird die Aufspaltung der elektrischen Feldstérke nach (3.56) ins Dis-
krete iibertragen. Dazu miissen die Gradienten aus dem endlich-dimensionalen Raum
Vo (Quy ) entfernt werden.

Fiir Ansatzfunktionen niedrigster Ordnung wird dazu eine Baum-Kobaum-Zerlegung
[AR8S8] verwendet. Diese stammt aus der Graphentheorie [Cha85]. Die freien Kno-
ten und freien Kanten des Netzes, also die, die nicht auf 7z liegen, werden dazu
als Graph angesehen. Ein Baum eines Graphen ist eine Menge von Kanten, die al-
le Knoten miteinander verbinden, dabei jedoch keine geschlossenen Schleifen bilden
[Cha85, S. 80]. Eine besondere Rolle spielen die Knoten und Kanten, die auf dem Di-
richletschen Rand 75 liegen. Im Rahmen der Konstruktion des Baumes werden alle
zusammenhédngenden Knoten und Kanten auf 7z zu jeweils einem einzelnen Knoten
zusammengezogen. Fiir den Fall, dass der zu analysierende Wellenleiter N, vonein-
ander getrennte Elektroden besitzt, werden N, nicht-zusammenhéngende Béume
konstruiert, von denen jeder genau eine der Elektroden enthilt. Man spricht auch
von einem Wald [Cha85, S. 80]. Die verbleibenden Kanten bilden den Kobaum.
Wird der Wald auf diese Weise konstruiert, dann entspricht die Anzahl der freien
Baum-Kanten der Anzahl der freien Knoten im Netz. Die Realisierung der Zerle-
gung des Netzes erfolgt mittels des Kruskal-Algorithmus [CLRSO01, S. 568 ff.]. In
Abbildung 3.2 ist die Baum-Kobaum-Aufspaltung am Beispiel des Netzes eines Par-
allelplattenwellenleiters dargestellt. Da hier zwei getrennte Elektroden vorliegen, in
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der Abbildung rot gekennzeichnet, wird das Netz in einen Wald, bestehend aus zwei
Béaumen, sowie die verbleibenden Kobaum-Kanten aufgespalten. Um die Gradien-
ten aus den Ansatzfunktionen niedrigster Ordnung des V™'(Qy 1) zu eliminieren,

werden die Unbekannten, die den Baum-Kanten zugeordnet sind, zu Null gesetzt
[AR8S].

Im Gegensatz dazu ist nach (3.27) in den Ansatzfunktionen héherer Ordnung eine
explizite Basis fiir die Gradienten vorhanden. Um die Gradienten zu eliminieren,
werden die entsprechenden Unbekannten zu Null gesetzt. Im Folgenden wird der so
erstellte FE-Raum mit V2'(Qyp, Tr) C H (vot; Quwr, 76) \ViH! (Qwr, 7r) bezeich-
net.

Die diskrete Darstellung der Zerlegung der transversalen Komponente der magneti-
schen Flussdichte ergibt sich aufgrund von (3.12) und (3.58) analog zur elektrischen
Feldstérke. Die neu eingefithrten Felder werden durch

CQAZ ~ ZUAz,kAka )\k € Vl(QWL), (363&)
k

c0Bic~ Y Upeii, v € VIV (Qup) = €. x VU (Qup), (3.63b)
k

E,. ~ ZvEc,kwk, wy € V2 (Qwr), (3.63c)
k

Y RY vprA, Ak €V (Qwr). (3.63d)
k

approximiert. Die Gleichungen des algebraischen Eigenwertproblem (3.35) transfor-
mieren sich durch die Aufspaltung zu

Gvg, —jko Ievee + Gva,) = =y (Ieve. + Gvy) , (3.64a)
—RlIcvge + jkovp: =0, (3.64b)

~R'Tp.vp. — Tu (Ievee + Gvy) —jkoTe: Ieve:. + Gvy)
= T (Iovpe + Gvaz), (3.64c)
G' T (Iovae + Gvaz) + TwoVe: + jkoTE.ve. =0, (3.64d)

wobei die Matrix I die Unbekannten, die dem V™'(Qu ) bzw. dem V& (Qupp)
zugeordnet sind, auf alle Unbekannten, die dem V*°'(Quz) bzw. dem VIV(Quyr)
zugeordnet sind, abbildet. Diese Matrix wird aus einer Einheitsmatrix konstruiert,
deren Dimension der Dimension des V™*(Qy 1) entspricht. Aus dieser Einheitsmatrix
entsteht I durch die Streichung aller Spalten, deren Unbekannte reinen Gradienten
zugeordnet sind. Um geeignete Gleichungen zu finden, die durch die unskalierten
Divergenzbedingungen ersetzt werden konnen, werden die Gleichungen (3.64a) und
(3.64c) ebenfalls entsprechend den jeweiligen Funktionenrdumen aufgespalten. Dies
geschieht durch Projektion der Gleichungen auf Basen der beiden diskreten Réaume.
Diese Basen sind zum einen der diskrete Gradient sowie die Matrix Io. Aus (3.64a)
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wird somit
GTGVEZ — Jkg (GTIchC + GTGVAZ) = - (GTIchC + GTGVw) s (365&)
ILGvE. — jko (IXovpe + ILGva:) = —y (IIove: + IEGvy) , (3.65b)

wihrend (3.64¢) in

IR Tp.vp, — IETw Iovee + Gvy) — jkoliTr Iove. + Gvy)
= 5T Ievpe + Gva.),  (3.66a)
~G'T,, Ieve. + Gvy) — jkoG T g (IeVee + Gvy)
= G Tp, (Icvp. + Gva.), (3.66b)

aufgespalten wird. Das bis zu diesem Zwischenschritt zu losende verallgemeiner-
te algebraische Eigenwertproblem setzt sich aus (3.65a), (3.65b), (3.64b), (3.66a),
(3.66b), sowie (3.64d) zusammen. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass obwohl
das algebraische Eigenwertproblem nun aus mehr Gleichungen besteht, die Anzahl
der Unbekannten gleich geblieben ist und weiterhin der Anzahl an Unbekannten von
(3.35) entspricht.

Bevor geeignete Gleichungen zum Ersetzen durch die Divergenzbedingungen (3.61)
identifiziert werden, werden die Gleichungen (3.61) diskretisiert. Dazu wird (3.61a)
zunéchst in die schwache Form iiberfiihrt. Dies geschieht durch Testen mit Testfunk-
tionen A € H' (Qwr, 7r):

/ A2 (Vith + Eyp) dQ = ~ / Ney B, dS0, (3.67a)
Qwr Qwr
Vi [ Aer (Vo + Ey )] A2 — Vid-e. (Vi + Ey ) dQ
Qwr Qwr
= ’y/ e, B, dQ). (3.67b)
Qwr

Das erste Integral auf der linken Seite wird zu

/ ey (Vi + By)] - dl = / ey (Vo + Ev)] - Adl
Nwr,

TE

+ / A, (Vi + E; )] - ndl (3.68a)

TH

=0. (3.68D)

Das Integral iiber 75 verschwindet, da die Testfunktionen A\ € H! (Quw,7g) sind,
wihrend das Integral iiber 75 wegen Randbedingung (3.62) zu Null wird. Damit
ergibt sich die schwache Form von (3.61) zu

V-,V dQ + V-6, B dQ = —y / e, E, dQ. (3.69)

QWL QWL QWL
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Wird die schwache Form mit den Methoden aus Abschnitt 3.1 diskretisiert, ergibt
sich

GTTEtlchC + GTTEtGV¢ = _’YTEszz- (370)
Im Gegensatz zu (3.61a) wird (3.61b) direkt diskretisiert zu
DIcVBC — YVBy = RIchC — YVBy = 0, (371)

Im néchsten Schritt werden geeignete Gleichungen gesucht, die durch (3.70) und
(3.71) ersetzt werden konnen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden an dieser
Stelle die bis zu diesem Schritt vorhandenen Gleichungen nochmals angegeben:

GIGvg, —jko (GTICVBc + GTGVAZ) = —y (GTICVEC + GTGV¢) , (3.72a)
ILGvE. — jko (IXove: + IEGva,) = = (IEXove. + IEGvy) (3.72b)
—RIcvg. + jkovg. = 0, (3.72¢)
~I R Tp.vp, — IETw Iovee + Gvy) — jkoliTe: (Iove. + Gvy)

= —AIETE Ievpe + Gva,), (3.72d)

~G'T,; Iove. + Gvy) — jkoG  Tr (Iove. + Gvy)
= G 'Tp (Ievp. + Gvy.), (3.72)
G Ty (Icvpe + Gva,) + Toove, + jkoTE.ve. = 0. (3.72f)

Um geeignete Gleichungen zu finden, die durch die Divergenzbedingungen ersetzt
werden, wird die lineare Abhéngigkeit der Gleichungen (3.72), (3.70) und (3.71)
untersucht. Wie sich durch Einsetzen leicht {iberpriifen lésst, gilt

v+ (3.72) — (3.72¢) = jko - (3.70)  in Q, (3.73a)
—RIc - (3.72b) — v - (3.72¢) = jko - (3.71)  in Q. (3.73b)

An Gleichung (3.73a) ist zu sehen, dass (3.72e) durch (3.70) direkt ersetzt werden
kann und trotzdem weiterhin erfiillt bleibt. Die Restriktion auf 2;; bedeutet dabei,
dass nur die Zeilen der Gleichung (3.72e) ersetzt werden, deren zugehérige Ansatz-
funktionen in 2,; verschwindenden. Da (3.72¢) fiir kg = 0,y = 0 verschwindet, stellt
dieser Sonderfall keinerlei Probleme dar.

Das Finden einer geeigneten Gleichung, die durch (3.71) ersetzt wird, ist dagegen
komplizierter. An (3.73b) ist zu erkennen, dass das Einbringen von (3.71) fiir (3.72¢)
dazu fiithren wiirde, dass (3.72c¢) fiir den Fall v = 0 nicht langer erfiillt wére. Damit
kénnten beispielsweise TEM-Moden bei ky = 0 nicht korrekt dargestellt werden.
Somit wird (3.72b) ersetzt, wobei allerdings der Nullraum der Matrix RIo beachtet
werden muss. Dieser besteht aus den Feldern des H'(Qyy 1, 7g), dessen Dimension
der ersten relativen Betti-Zahl ; entspricht und der demzufolge nur dann auftritt,
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wenn mindestens zwei voneinander getrennte Elektroden in der Struktur vorhan-
den sind. Aufgrund dieses Nullraumes wird der diskrete Raum V*(£2), in dem
(3.72¢) liegt, weiter zerlegt. Die Aufspaltung erfolgt zum einen in die Komponenten
des diskreten V(Qyr) € HY(Qwr, 7s) und zum anderen in die Komponenten des
Vot ( Q) = VU () \VH(Qwr). Die benétigte Basis des V(Qyyr) wird von 3
Ansatzfunktionen niedrigster Ordnung gebildet, die beliebigen Kanten zugeordnet
sind, die die einzelnen Baume der getrennten Elektroden miteinander verbinden.
Dies kann folgendermaflen erklért werden: Nach [GK04, Kap. 1G] bilden Folgen von
Kanten, die jeweils zwei Elektroden direkt miteinander verbinden, eine Basis fiir
die erste relative Homologiegruppe. Weiterhin unterscheiden sich diese Folgen von
Kanten und die Kanten, die die jeweiligen Bdume miteinander verbinden, lediglich
durch Baum-Kanten. Die Ansatzfunktionen, die den Baum-Kanten zugeordnet sind,
werden im Rahmen der Baum-Kobaum-Eichung zu Null gesetzt, sodass die Ansatz-
funktionen der Kanten, die jeweils zwei getrennte Badume miteinander verbinden,
eine Basis des diskreten V(1) bilden.

Analog zur Matrix I wird im Folgenden die Matrix B, konstruiert, die die Un-
bekannten der Funktionen des V!(Qu) der Gesamtheit aller Unbekannten des
VU Q) zuordnet. Die Matrix, die die Unbekannten des V2! (Qyy1)\V Q1) der
Gesamtheit der Unbekannten des V™'(Qy ) zuweist, wird mit Iy bezeichnet. Die
Gleichung (3.72b) zerfillt damit in die folgenden zwei Gleichungen:

I.Gvg. — jko (T Ievpe + InGva,) = —y (ITIove: + IGvy) , (3.74a)
B! Gvg. — jko (BjIcvpe + Bl Gva.) = =y (B} Icvg. + B, Gvy) . (3.74b)

Auf diese Weise ist sichergestellt, dass (3.74a) nicht im Nullraum der Matrix RIx
liegt.

Allerdings kann (3.74a) nicht direkt durch (3.71) ersetzt werden. Zunéchst muss
gewihrleistet werden, dass beide Gleichungen die gleiche Anzahl an Zeilen besit-
zen, um zu gewéahrleisten, dass die entstehende Matrix weiterhin quadratisch ist.
Wihrend die Anzahl der Zeilen von (3.74a) der Dimension des V°'(€yy 1) minus £
entspricht, ist die Anzahl der Zeilen von (3.71) gleich der Dimension des V°(Qyy ).
Fiir Ansatzfunktionen niedrigster Ordnung entspricht die Dimension des V*'(Qyy 1)
der Anzahl der Kobaum-Kanten N¢, und die Dimension des V°(Qy,;) der Anzahl
der Flachen Np. Werden Ansatzfunktionen hoherer Ordnung verwendet, erhoht sich
die Dimension der beiden Raume gleichermafien, sodass die Ersetzung dieser Anteile
direkt durchgefiithrt wird. Kritisch sind also lediglich die Ansatzfunktionen niedrigs-
ter Ordnung.

Um den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Kobaum-Kanten, der Flichen
sowie der ersten relativen Betti-Zahl analysieren zu konnen, werden zunéchst weitere
GroBlen eingefiihrt: So wird die Anzahl der freien Knoten mit Ny, die Anzahl aller
freien Kanten mit Nz und die Anzahl der Baum-Kanten mit Nt bezeichnet. Nach
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(GKO04, S.138] gilt
Np — Ng+ Ny = Np — N¢g — Np+ Ny = By — b1 + Be, (3.75)

wobei f; die i-te relative Betti-Zahl ist. Fiir diese gilt nach [GK04, Kap. 1G]

Bo=0, daTp#0, (3.76a)

B1 =N, — 1, (3.76b)
1, fall =

gp= b fellsma=0 (3.76¢)
0, sonst,

wobei N, wieder die Anzahl der disjunkten Elektroden bezeichnet. Damit und mit
Ny = Ny folgt aus (3.75)

Np — (N¢ = 1) = fa. (3.77)

Es miissen also zwei Fille unterschieden werden: Wenn 75, # () und somit [, =
0 gilt, stimmt die Anzahl der Zeilen von (3.74a) mit der Anzahl der Zeilen von
(3.71) iiberein und (3.74a) wird direkt ersetzt. Gilt hingegen 7, = () und gy = 1,
dann besitzt die Divergenzbedingung (3.71) eine Zeile mehr als die zu ersetzende
Gleichung (3.74a). Um dennoch ein quadratisches System zu erhalten, wird (3.71)
im Sinne einer Normalengleichung auf den Bildraum von T g,RIy projiziert:

IID"Ts.Dvp. — 1 IED " Tp. v, = IIR"T5.Dvp. — 7 IERTTp,vp, = 0. (3.78)

Durch das Einprégen der obigen Gleichung anstelle der Divergenzbedingung (3.71)
ist zunéchst fraglich, ob (3.71) exakt erfiillt ist. Um dies zu untersuchen, wird das
entstehende Residuum

rp = Rvg. — yvp. (3.79)
betrachtet, das nach (3.78) orthogonal auf dem Bildraum von Tz, RIr steht:
ITRTTp.rz = 0. (3.80)

Durch einen Vergleich von (3.7¢) mit (3.35¢) wird deutlich, dass es sich bei RTTg,
um die Diskretisierung des Gradienten auf dem dualen Gitter handelt. Wie in Ab-
schnitt 2.6 dargestellt wurde, besteht der Nullraum des Gradienten aus den Feldern
des 7—[?\4 (Qwr). Damit ein Residuum rp ungleich Null entstehen kann, das aber
dennoch im Nullraum der Matrix RTTp, liegt, muss also rp ein diskretes Feld des
H, () sein. Diese Felder kénnen nach Abschnitt 2.6 nicht iiber die Divergenz
eines Feldes des H (div; Qu1, 7r) dargestellt werden. Die einzige Moglichkeit, dass
solch ein Residuum entsteht, ist demnach, dass v, ein diskretes Feld des HY, (1)
ist. Da allerdings das Auftreten dieser Felder mittels des Lagrange-Multiplikators p,.
verhindert wurde, folgt daraus, dass rp nicht im Nullraum der Matrix ILR' Tp,
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liegen kann und somit rgz = 0 gelten muss. Damit ist sichergestellt, dass die Diver-
genzbedingung (3.71) exakt erfiillt ist.

Damit sind alle benotigten Félle abgedeckt, und es ist sichergestellt, dass die Zwei-
feld-Formulierung auch fiir niedrige Frequenzen bis hin zum statischen Grenzfall
verlissliche Ergebnisse liefert. Der Ubersichtlichkeit halber werden im Folgenden
die finalen Gleichungen des diskreten Eigenwertproblems fiir den Fall 777 # () sowie
fiir den Fall 77 = () zusammenfassend angegeben.

Fiir 77 # 0 und somit 3, = 0 muss folgendes Eigenwertproblem gelost werden:

GTGVEZ — J]{?O (GTIc'VBc + GTGVAZ> = -7 (GTIchC + GTGVw) s (3813)
RIchC — YVBy = 0, (381b)
Bl Gvp. —jky (BlIovp. + Bl Gva.) = =y (Bl Icvi. + BIGvy),  (3.81c)
—RVEt +jk0VBZ = 0, (381d)

~IR"Tp.vp, — IET . Iovee + Gvy) — jkoliTr (Iove. + Gvy)
= 5T Ievpe + Gva.),  (3.81e)
GI'TeIove. + GTTEthw = —TEg.VEg., (3.81f)
G "Tpvp + Trovi: + jkoTE.vE. = 0. (3.81g)

Es sei angemerkt, dass (3.81c) entfillt, falls nur eine Elektrode vorhanden ist.

Gilt 77 = 0, nimmt das Eigenwertproblem die folgende Form an:

G'Gvp, — jko (G'Icvp. + G'Gva,) = =7 (G'Iove. + G'Gvy),  (3.82a)
IZR"Tp.Dvp. — IR Tp.vp. =0 (3.82b)
BgTGVEZ — jko (B510VBC + BgGVAZ) = —y (BZICVEC + BgGV¢) , (3.82¢)
—Rvp + peve + jkovp. = 0, (3.82d)

~IRTTp.vp, — IET . Iovee + Gvy) — jkole T e (Iovee + Gvy)
= —IETe (Ievpe + Gvas), (3.82€)
G'TeIove. + GTTEthw = —TEg.VE., (3.82f)
G Tgiva: + Thwove: + jkoTE.vE, = 0, (3.82g)
vivg, = 0. (3.82h)

Im néchsten Abschnitt wird die Zuverldssigkeit der hergeleiteten Formulierung an-
hand numerischer Beispiele demonstriert.

3.4 Numerische Beispiele

Da die Stabilisierung der Formulierung mafigeblich von der Topologie des Feldgebie-
tes abhéngt, werden in diesem Abschnitt drei numerische Beispiele mit verschiede-
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Abbildung 3.3: PPWL: (a) Geometrie, Abmessungen in mm, (b) Dispersions-
Diagramm der vier dominanten Moden.

nen relativen Betti-Zahlen betrachtet. Die folgenden Simulationen wurden alle an-
hand einer Implementierung in MATLAB R2013b auf einem Intel® Core i5-3570K,
3,4 GHz Prozessor mit sowie 32 GB RAM durchgefiihrt. Zur Losung der algebrai-
schen Eigenwertprobleme wurde der interne MATLAB Eigenwertloser fiir schwach
besetzte verallgemeinerte Eigenwertprobleme verwendet.

3.4.1 Parallelplattenwellenleiter

Als erstes numerisches Beispiel wird der PPWL aus Abbildung 3.3a analysiert. Die
Ober- und Unterseite der dargestellten Struktur werden als perfekt elektrische Leiter
modelliert, wihrend beide Seitenwénde eine perfekt magnetisch leitende Randbedin-
gung tragen. Somit besitzt die Struktur zwei Elektroden und der Rand 7y ist nicht
leer. Damit gilt: 51 = 1 und 5 = 0. Unter Verwendung von Ansatzfunktionen zwei-
ter Ordnung werden die ersten vier Moden in einem Frequenzband von [0, 40] GHz
an 4001 diskreten Frequenzpunkten berechnet. Aufgrund der geringen Breite der
Struktur sind die ersten vier Moden der TEM-, der TM1- , der TM2- sowie der
TM3-Mode. Die berechneten Ausbreitungskoeffizienten sowie die nach [Pozl1, Ka-
pitel 3.2] analytisch berechneten Referenzwerte sind im Dispersions-Diagramm in
Abbildung 3.3b dargestellt. Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung der Werte zu
erkennen. Der relative Fehler in v,

e, = [VRes = Yovum| (3.83)
‘PYRef‘
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Abbildung 3.4: PPWL: (a) relativer Fehler in den Ausbreitungskoeffizienten iiber
der Frequenz, (b) Fehler des Ausbreitungskoeffizienten des TM1-Modes iiber der
Anzahl der Unbekannten.

6

ist fiir die vier berechneten Moden in Abbildung 3.4a gezeigt und liegt in dem
gesamten betrachteten Frequenzband unter 1072, abseits der Grenzfrequenz sogar
unter 107°. Der vergleichsweise hohe Fehler nahe der Grenzfrequenz lisst sich durch
die hohe Sensitivitit des Ausbreitungskoeffizienten [Pozl1, S. 104]

oy
Ok |,

erklaren, wobei k = ky/e,1t, die Wellenzahl und k. die Grenzwellenzahl bezeichnen.

— 0. (3.84)

Um die Zuverlassigkeit der vorgeschlagenen Stabilisierung fiir niedrige Frequenzen
zu demonstrieren, wird weiterhin eine h-Konvergenzanalyse bei 0 Hz fiir den TM1-
Mode durchgefiihrt. Dazu wird das urspriingliche Netz mehrfach gleichméfig ver-
feinert und nach jedem Verfeinerungsschritt der Ausbreitungskoeffizient des TM1-
Modes berechnet. AnschlieBend wird der Fehler bzgl. der analytischen Losung im
doppelt-logarithmischen Maflstab iiber der Anzahl der Unbekannten dargestellt. Das
so erhaltene Diagramm ist in Abbildung 3.4b fiir Ansatzfunktionen bis zur Ordnung
p = 3 dargestellt. Neben den numerisch berechneten Kurven sind auch Referenz-
kurven zu sehen, die die theoretisch erreichbare Steigung von —p [VDO02] aufweisen.
An diesem Vergleich lisst sich eine gute Ubereinstimmung mit der theoretischen
Konvergenzrate ablesen, was die Zuverlassigkeit der Formulierung sowie der Stabi-
lisierung fiir niedrige Frequenzen unterstreicht.

Abschlielend wird die Zweifeld-Formulierung mit der Potential-Formulierung aus
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Abbildung 3.5: PPWL: Ausbreitungskoeffizient des TEM-Modes iiber der Frequenz.

[FHDEO04] verglichen. Diese fithrt im Gegensatz zur vorgeschlagenen Formulierung
auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem, dessen Eigenwert dem Quadrat des
Ausbreitungskoeffizienten entspricht. Wie bereits am Anfang dieses Kapitels ange-
deutet, fiihrt dies zu einer schlechteren Auflésung von Ausbreitungskoeffizienten mit
sehr kleinem Betrag. Diese Behauptung wird nun am Fall des TEM-Modes verifi-
ziert, dessen Ausbreitungskoeffizient fiir niedrige Frequenzen gegen Null strebt. Um
die Vorteile der Zweifeld-Formulierung zu verdeutlichen, wird der PPWL mit beiden
Formulierungen in dem Frequenzband [107'2,10'°] Hz analysiert. Ein Vergleich der
berechneten Ausbreitungskoeffizienten ist in Abbildung 3.5 gezeigt. Es ist zu sehen,
dass die Ergebnisse fiir hohe Frequenzen identisch sind und auch mit den analyti-
schen Ergebnissen sehr gut iibereinstimmen. Wird die Frequenz jedoch immer wei-
ter verringert, beginnt der Ausbreitungskoeffizient der Potential-Formulierung bei
etwa 10° Hz zu stagnieren und nimmt auch fiir niedrigere Frequenzen nicht wei-
ter ab. Im Gegensatz dazu liefert die Zweifeld-Formulierung bis zu einer Frequenz
von 1077 Hz noch verlissliche Ergebnisse. Dieser Gewinn an Genauigkeit 14sst sich
dadurch erkléaren, dass die Auflésung, mit der der betragsméfig kleinste Eigenwert
A1 numerisch dargestellt werden kann, von dem Verhéltnis |A;/Xs| abhéngt, wo-
bei Ay der betragsméaflig zweitkleinste Eigenwert ist. Fiir den betrachteten PPWL
bei 0 Hz entspricht der betragsméfig kleinste Eigenwert dem Ausbreitungskoeffi-
zienten des TEM-Modes, wahrend der betragsméflig zweitkleinste Eigenwert dem
Ausbreitungskoeffizienten des TM1-Modes entspricht. Das Verhéltnis [A\;/Aq| strebt
in diesem Fall also gegen Null. Da die Potential-Formulierung allerdings nach dem
Quadrat des Ausbreitungskoeffizienten 16st, gilt

A eM | - fiir die Zweifeld-Formulierung,
- _ YTM1 ) (3 85)
A2 ILeM | fiir die Potential-Formulierung.

YTM1

Aus diesem Grund ist fiir die Potential-Formulierung die kritische Frequenz, unter
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Tabelle 3.1: PPWL: Simulationsdaten.
Formulierung Zweifeld Potential
Unbekannte 15 455 7 231
Rechenzeit (s)* 0,92 0,20

* In einem Frequenzpunkt.
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Abbildung 3.6: MSL : (a) Geometrie, Abmessungen in mm, (b) Dispersions-Dia-
gramm der vier dominanten Moden.

der yrpy nicht mehr korrekt dargestellt werden kann, um einige Groéflenordnungen
hoher als fiir die Zweifeld-Formulierung.

Die Simulationsdaten in Tabelle 3.1 zeigen den Preis dieser besseren Auflésung: Im
Vergleich zur Potential-Formulierung weisen die Matrizen der Zweifeld-Formulierung
wesentlich hohere Dimension auf. Zudem ist die Rechenzeit, womit in Tabelle 3.1 die
Zeit gemeint ist, die zum Losen des verallgemeinerten Eigenwertproblems in einem
Frequenzpunkt benotigt wird, fiir die Zweifeld-Formulierung wesentlich héher. Dies
liegt zum einen an der bereits angesprochenen héheren Dimension der Matrizen, zum
anderen sind die Matrizen der Potential-Formulierung symmetrisch, wohingegen die
der Zweifeld-Formulierung unsymmetrisch sind.

3.4.2 Geschirmte Mikrostreifenleitung

Das zweite Beispiel bildet der Querschnitt der geschirmten Mikrostreifenleitung
(MSL), die in Abbildung 3.6a dargestellt ist. Die Schirmung sowie der Leiter auf
dem Substrat sind als perfekte elektrische Leiter modelliert. Die Struktur besitzt
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Abbildung 3.7: MSL: (a) relativer Fehler in den Ausbreitungskoeffizienten iiber der
Frequenz, (b) Ausbreitungskoeffizient des quasi-TEM-Modes tiber der Frequenz.

zwei Elektroden, der Rand 7g ist leer, und es gilt f1 = 1, S = 1. Da fiir die-
se Struktur ohne Weiteres keine analytische Losung angegeben werden kann, wer-
den die berechneten Ausbreitungskoeffizienten mit den Ergebnissen der Potential-
Formulierung [FHDEO4] verglichen. Um diese Referenzergebnisse zu erzeugen, wird
das initiale Netz mehrfach gleichméfig verfeinert, und es werden Ansatzfunktionen
der Ordnung p = 4 verwendet. Ein Vergleich der berechneten Ausbreitungskoeffizien-
ten der vier ersten Moden ist in Abbildung 3.6b gezeigt. Diese vier gezeigten Moden
sind zum einen der dominante quasi-TEM-Mode sowie drei Hohlleitermoden, die aus
der Schirmung resultieren. An Abbildung 3.6b ist eine sehr gute Ubereinstimmung
der Ergebnisse zu erkennen. Der Fehler, in Abbildung 3.7a dargestellt, liegt, mit
Ausnahme des ersten Hohlleitermodes bei der Grenzfrequenz und fiir den quasi-
TEM-Mode bei 0 Hz, unter 1072. Der Ausschlag in der Nihe der Grenzfrequenz
des ersten Hohlleitermodes lédsst sich mit der hohen Sensitivitit der Losung nahe
der Grenzfrequenz und der Tatsache, dass hier Netze unterschiedlicher Verfeine-
rung verwendet wurden, erkldren. Der hohe Fehler im Ausbreitungskoeffizienten des
quasi-TEM-Modes liegt an der begrenzten Féahigkeit der Potential-Formulierung,
betragsméfig kleine Ausbreitungskoeffizienten aufzulsen.

Dieses Phénomen soll im Folgenden néher untersucht werden. Dazu wird der Aus-
breitungskoeffizient des quasi-TEM-Modes, analog zum vorherigen Beispiel, im Fre-
quenzband [107!2,10°] Hz analysiert. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.7b zu se-
hen. Auch hier stimmen die berechneten Ausbreitungskoeffizienten fiir hohe Fre-
quenzen sehr gut iiberein. Wird die Frequenz reduziert, weichen die Ergebnisse der
Potential-Formulierung ab einer Frequenz von 10° Hz von dem erwarteten linearen
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Tabelle 3.2: MSL: Simulationsdaten.
Formulierung Zweifeld Potential
Unbekannte 23 041 10 656
Rechenzeit (s)* 11,29 0,31

* An einem Frequenzpunkt.

Verlauf ab. Im Gegensatz dazu folgen die Ausbreitungskoeffizienten der Zweifeld-
Formulierung dem erwarteten Verlauf bis zu einer Frequenz von 107° Hz. Auch
fiir den quasi-TEM-Mode der MSL kann mit der vorgestellten Formulierung eine
hohere Auflésung fiir niedrige Frequenzen erreicht werden. An dieser Stelle wird
auch deutlich, weshalb der relative Fehler im Ausbreitungskoeffizienten des quasi-
TEM-Modes bei 0 Hz in Abbildung 3.7a so grof§ ist: Das berechnete Ergebnis
der Zweifeld-Formulierung ist um viele Gréflenordnungen kleiner als das aus der
Potential-Formulierung. Wird damit nun der relative Fehler nach (3.83) berechnet,
ergibt sich ungefdhr 1. Der Vergleich der Dimensionen der resultierenden Matri-
zen sowie der bendtigten Rechenzeit, um das verallgemeinerte Figenwertproblem in
einem Frequenzpunkt zu 16sen, ist in Tabelle 3.2 gegeben. Dieser unterstreicht die
Feststellung des vorherigen Beispiels, dass ndmlich der Preis fiir die hohere Auflésung
betragsméfig sehr kleiner Ausbreitungskoeffizienten grofiere Matrizen und wesent-
lich langere Rechenzeiten sind.

3.4.3 Rechteckhohlleiter mit dispersivem Material

Das dritte und letzte Beispiel im Rahmen der Wellenleiter-Formulierung bildet der
Querschnitt eines Rechteckhohlleiters (RHL) der Breite 22,86 mm und der Hohe
11,43 mm. Im Inneren des RHL befindet sich ein Material, dessen Permittivitét
und Permeabilitdt frequenzabhéngig sind. Diese Frequenzabhéngigkeit ist jeweils
durch ein zweipoliges Lorentz-Modell gegeben [ASG15]. Es gilt

GLZLAgL ZszlL
=t + : 3.86
=¢ Z ezL+2-]( 756% _“2 ( a)

2
Fr o Aur o w?
= oo + Z Ljr, /"LL]L m,jL, (386b)

m]L + 2JW(SWJL —w?’
mit
Eo =3, 1,Acp 1 =Aepp=2,1, Gp1 =0,2, Gpp=0,4 we; =3, 17 - 107,
9 = 2,27?' . 109,5871 = 0,025@671, 5572 = O 010)62, A,LLLl = A[LLQ 1 9

foo = 1,8, Fr1=0,9, Fro=0,5 wy1=3,31-10° w0 =4,27-10°
Sma = 0,003Wp1, Oma = 0,015w,, . (3.86¢)
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Abbildung 3.8: RHL: Ausbreitungskoeffizienten der fiinf dominanten Moden: (a)
Realteil, (b) Imaginérteil.

Der Rand des RHLs wird als perfekt elektrischer Leiter modelliert. Der RHL be-
sitzt nur eine Elektrode, und der Rand 7y verschwindet. Es gilt also §; = 0 und
By = 1. Es werden die Ausbreitungskoeffizienten der fiinf ersten Moden in dem Fre-
quenzband [0, 10] GHz berechnet und mit den analytischen Ergebnissen aus [Poz11,
Kapitel 3.3 verglichen. Die ersten Moden sind der TE10-, der TE20-, der TE01-,
der TE11- sowie der TM11-Mode. Aufgrund der dielektrischen und magnetischen
Verluste, die aus der Frequenzabhéngigkeit des Materials resultieren, sind die Aus-
breitungskoeffizienten im betrachteten Frequenzband komplexwertig. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit werden Real- und Imaginérteil der Ausbreitungskoeffizienten
getrennt voneinander in Abbildung 3.8a bzw. Abbildung 3.8b dargestellt. Dabei lie-
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Abbildung 3.9: RHL: relativer Fehler in den Ausbreitungskoeffizienten: (a) der fiinf
dominanten Moden iiber der Frequenz, (b) des TE10-Modes iiber der Anzahl der
Unbekannten bei 0Hz.

gen die Ausbreitungskoeffizienten des TE20- bzw. des TE11- Modes unter denen
des TEO1- bzw. TM11-Modes und sind daher in den Abbildungen nicht zu sehen. In
Abbildung 3.8a bzw. Abbildung 3.8b ist eine sehr gute Ubereinstimmung der nume-
rischen und analytischen Werte zu beobachten. Diese Beobachtung wird weiterhin
von dem Fehler e,, in Abbildung 3.9a gezeigt, unterstiitzt, der in dem betrach-
teten Frequenzband unter 1072, abseits der Grenzfrequenzen, sogar unterhalb von
10~ liegt. Da in der vorliegenden Implementierung der Potential-Formulierung kei-
ne frequenzabhéngigen Materialparameter vorgesehen sind, sei im Rahmen dieses
Beispiels auf einen Vergleich der beiden Formulierungen verzichtet. Die Dimension
der aus der Zweifeld-Formulierung resultierenden Matrizen ist 30 338 und die Zeit,
die zum Losen des Eigenwertproblems an einem einzelnen Frequenzpunkt betragt
27,53 s.

Um weiterhin zu zeigen, dass die vorgestellte Stabilisierung fiir niedrige Frequen-
zen auch fiir die Topologie des RHLs verlissliche Ergebnisse liefert, wird eine h-
Konvergenzanalyse fiir den Ausbreitungskoeffizienten des TE10-Modes bei 0 Hz
durchgefiihrt. Das Vorgehen ist dabei analog wie im ersten Beispiel und die resultie-
renden Kurven sind fiir Ansatzfunktionen bis zur Ordnung p = 3 in Abbildung 3.9b
dargestellt. Auch hier sind zusétzlich die theoretisch erreichbaren Konvergenzraten
eingezeichnet. Wie zu erkennen ist, werden diese auch fiir den RHL erreicht.



58  Eine Finite-Elemente-Formulierung zur Analyse axial homogener Wellenleiter

3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine Zweifeld-Formulierung zur modalen Analyse von axial
homogenen Wellenleitern vorgestellt, die auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem
in der elektrischen Feldstédrke und der magnetischen Flussdichte fiihrt. Allerdings ist
diese Formulierung in ihrer Grundform fiir niedrige Frequenzen instabil. Der Grund
fiir die Instabilitdt wurde analysiert und eine Methodik zur Stabilisierung entwi-
ckelt. Ein Vergleich mit einer konkurrierenden Potential-Formulierung hat gezeigt,
dass der neue Ansatz in der Lage ist, betragsméflig sehr kleine Ausbreitungskoeffizi-
enten besser aufzulosen. Der Grund dafiir liegt in der Tatsache, dass der neue Ansatz
auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem fiihrt, dessen Eigenwert direkt dem ge-
suchten Ausbreitungskoeffizienten entspricht, wihrend die Potential-Formulierung
auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem fiihrt, dessen Eigenwert dem Quadrat
des Ausbreitungskoeffizienten entspricht. Der Preis, der fiir diese bessere Auflésung
zu zahlen ist, ist, dass die Eigenwertprobleme des neuen Ansatzes wesentlich mehr
Freiheitsgrade besitzen und somit die Zeit zum Losen hoher ist. Die theoretischen
Uberlegungen wurden an numerischen Beispielen iiberpriift, die auch die Korrektheit
der Stabilisierung fiir niedrige Frequenzen demonstrieren.
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Kapitel 4

Effiziente Analyse passiver
Mikrowellenstrukturen im
Frequenzbereich

Ziel dieses Kapitels ist es, eine effiziente Methode zur Beschreibung passiver Mikro-
wellenstrukturen im Frequenzbereich mittels Netzwerkmatrizen herzuleiten. Aus-
gehend von den Modellen aus Kapitel 2 werden dazu zwei unterschiedliche FE-
Formulierungen vorgestellt. Dies ist zum einen die weitverbreitete Z-Formulierung
nach [DeP83], [WMF83], [WP86], die in Abschnitt 4.1.1 dargelegt wird. Diese For-
mulierung besticht durch ihre Einfachheit und die Tatsache, dass sie fiir verlustlose
Strukturen auf rein reellwertige Matrizen fiihrt, im resultierenden Gleichungssystem
treten allerdings unphysikalische, innere Resonanzen auf. Diese resultieren aus der
Art der Anregung und werden in Abschnitt 4.1.2 ndher analysiert. Um deren Auf-
treten zu verhindern, wird in Abschnitt 4.1.3 eine alternative Formulierung, namlich
die S-Formulierung nach [A2], vorgestellt. Diese Formulierung vermeidet das Auf-
treten der inneren Resonanzen, fithrt allerdings auch fiir verlustfreie Strukturen auf
komplexwertige Gleichungssysteme. Ein Vergleich beider Formulierungen anhand
numerischer Beispiele ist in Abschnitt 4.1.4 durchgefiihrt.

Eine wichtige Gemeinsamkeit beider Formulierungen ist, dass beide auf ein lineares
Gleichungssystem mit grofien, schwach besetzten und frequenzabhéingigen Matrizen
fithren. Das Berechnen der Netzwerkmatrizen iiber einen grofien Frequenzbereich
an viele Frequenzstiitzstellen erfordert daher das Losen des Gleichungssystems in
jedem Frequenzpunkt, was mit groffem numerischem Aufwand verbunden ist. Um
diesen Aufwand zu reduzieren und die Netzwerkmatrizen effizienter iiber breite Fre-
quenzbéander berechnen zu kénnen, werden Methoden der MOR, angewendet. Diese
Arbeit beschriankt sich dabei auf die RBM nach [PR06], [RHPO7].

Eine entscheidende Voraussetzung zur Anwendung der RBM nach [PR06], [RHPO7]
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ist, dass das zugrunde liegende FE-System affin in der Frequenz parametriert ist.
Dies ist dann der Fall, wenn die speisenden Wellenleiter in der transversalen Ebene
homogenes Materialverhalten aufweisen und somit lediglich TE-, TM-, und TEM-
Moden existieren. FEine kurze Zusammenfassung der Literatur zu diesem Fall wird in
Abschnitt 4.2.1 gegeben. Diese bildet den Ausgangspunkt fiir den folgenden Teil der
Arbeit, ndmlich die Erweiterung der Methodik auf Strukturen, die von transversal
inhomogenen Wellenleitern gespeist werden. Das resultierende FE-System ist in die-
sem Fall nicht affin in der Frequenz parametriert, sodass die Verfahren aus [PR06],
[RHPO7] nicht direkt angewendet werden kénnen. Um diese Strukturen dennoch effi-
zient analysieren zu kénnen, wurde die RBM sowohl fiir die Z-Formulierung [B6] als
auch fiir die S-Formulierung [A2], [B5] erweitert. Die Details dieser Erweiterungen
sind in Abschnitt 4.2.2 gegeben.

Wie bereits erwahnt, fithrt die Z-Formulierung fiir verlustlose Strukturen auf re-
ellwertige Matrizen, wéhrend die S-Formulierung selbst fiir verlustlose Strukturen
komplexwertige Matrizen aufweist. Im Gegensatz dazu kommt es im Rahmen der
Z-Formulierung zu inneren Resonanzen, die im Rahmen der S-Formulierung nicht
auftreten. Im Rahmen der MOR kénnen beide Formulierungen allerdings so kom-
biniert werden, dass ein Verfahren entsteht, das die Vorteile beider Formulierungen
aufweist. Fiir Strukturen, die durch transversal homogene Wellenleiter gespeist wer-
den, wurde diese Kombination in [FLDE10] vorgeschlagen. Die Erweiterung auf den
allgemeinen Fall wurde in [B1] vorgestellt und ist ebenfalls in Abschnitt 4.2.2 ange-
geben.

Das in Abschnitt 4.2.3 vorgestellte selbst-adaptive Verfahren zur Erzeugung der
reduzierten Modelle stellt eine Erweiterung der Methoden aus [FHMS11], [HSZ12],
[dRMO09], [KFK'11] dar und ist sowohl auf die Z- und die S-Formulierung als auch
auf deren Kombination anwendbar. Den Abschluss dieses Kapitels bilden numerische
Beispiele, anhand derer die theoretischen Uberlegungen verifiziert werden.

4.1 Finite-Elemente Formulierungen zur Analyse
passiver Mikrowellenstrukturen

Bei den folgenden Uberlegungen wird davon ausgegangen, dass eine FE-Formulie-
rung zur Analyse der speisenden Wellenleiter vorhanden ist. Dazu kann beispielswei-
se die Formulierung aus Kapitel 3 oder eine Formulierung aus der Literatur [FL91],
[LSC91], [VDO02], [LLLO03], [FHDEO04] verwendet werden. Da die entwickelte Metho-
dik unabhéngig von der Formulierung fiir die Analyse der Wellenleiter ist, wird im
Folgenden auf die Wahl einer speziellen Formulierung verzichtet und die Methodik
fiir eine allgemeine Wellenleiter-Formulierung présentiert. Es wird davon ausgegan-
gen, dass das verallgemeinerte Eigenwertproblem zur Bestimmung des i-ten Modes
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des w-ten Wellenleiters, i € [1,..., M,],w € [1,..., Np] die folgende Form annimmt:

Lw Kw
(Z a}”(ko)A}”) Vi =Ai (Z B;i”(ko)Bz”) Vi, LY K" < N,, (4.1)
=1 k=1

wobei nur die skalaren Funktionen o}, 8}’ von der Frequenz abhéngen, wéhrend die
Matrizen A}’, B} der Dimension N,, konstant sind. Der Eigenwert \; entspricht in
der Regel dem Ausbreitungskoeffizienten 7; bzw. dessen Quadrat. Es kann leicht
iiberpriift werden, dass sowohl die Formulierung aus Kapitel 3 als auch alle zuvor
zitierten Formulierungen diese Bedingung erfiillt. Zur Vereinfachung der Notation
wird im Folgenden davon ausgegangen, dass jeder speisende Wellenleiter mit der
gleichen Formulierung analysiert wird. Auflerdem wird angenommen, dass die Ei-
genvektoren v; so normiert sind, dass die Felder der Beziehung (2.43) geniigen.

4.1.1 Die Impedanz-Formulierung

Im Rahmen der Z-Formulierung entsprechen die Eingénge des Systems den mo-
dalen Stromen, wihrend die modalen Spannungen die Ausgéinge darstellen. Die in
praktischen Anwendungen wichtigen Streuparameter werden anschlieend aus der
Impedanzmatrix nach (2.54a) berechnet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird
hier das zu lésende Randwertproblem zur Bestimmung des Eintrags Zj; der Impe-
danzmatrix nochmals angegeben:

V X 'V x By + jkonor E; — kje, By = 0 in €, (4.2a)
n X (El X ’fl/) =0 auf FE, (4213)
nx (1 'V x E)xn]=0 auf Ty, (4.2¢)
A x (B x 1) — n%ugl(v ¥ E) xf=0 auf T'p, (4.2d)
07lo
n x (/,L;lv X El X ’fL) = —jkongill auf FP, (426)
mit dem Ausgang
Zyy = b(hy, Ey). (4.3)

Dabei bezeichnet E; die elektrische Feldstérke, die sich durch die Anregung mit-
tels hy einstellt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde in (4.2) auf die explizi-
te Kennzeichnung der Frequenzabhéngigkeit der Materialparameter verzichtet. Es
wird jedoch weiterhin davon ausgegangen, dass diese den Materialmodellen aus Ab-
schnitt 2.2 geniigen.

Da (4.2a) Groflen des dualen Gitters in Beziehung setzt, wird das Randwertproblem
(4.2) zunéchst in die schwache Form iiberfithrt. Dazu wird (4.2a) mit Funktionen
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w; € H (rot; Q,T'g) multipliziert und gefordert, dass das Integral iiber 2 verschwin-
det:

/wWVXMWXEMQH%/wWWwMQ
Q Q
— kg/wj e, E1dQY =0, Yw; € H (rot; 2, T'g).
Q
(4.4)

Das erste Integral lasst sich umschreiben zu
LwWVxMWXEMQ
— _/QV- (w; x p, 'V x Ey) dQ—i—/QV xw; - 'V x EjdQ  (4.5a)
:_ﬁJ%xmwxmyﬁM+LvX%¢ﬁvaaz@w

Das Oberflachenintegral zerfillt in die Integrale iiber die Teilrénder I'g, 'y, I'g und
I'p. Aufgrund der Randbedingungen auf 'y (4.2b) und I'y (4.2¢) verschwinden die
Integrale iiber I'p und I'y. Somit gilt

—]{ (w; x p, 'V x Ey) - ndl
o0

:—/TMwmexExﬂ%E—/i%~@foExﬁ)ﬁ (4.6a)
I'r

I'p

= jk(ﬂ]o wj - T]il’fl X (El X ’fl;) dr’
I'r

—/(ﬁx%yﬁxmvaaxﬂyw (4.6b)
Tp

= Jkoﬁo/ ('wj X ’fl) . 7’]71 (El X ’fl;) dr +Jk0770/ (’fb X ’IDj) . ﬁl dr’ (46C)
I'r

I'p

= Jkoﬁo/ ('fl X wj) . 7771 (’fb X El) dr —|—Jk0770/ (’lUj X ibl) -ndrl. (46d)
I'r r

P

Damit ergibt sich die schwache Form des Randwertproblems (4.2) zu

az(Ey,w;) = jkoneb(hy, w;), Yw,; € H (rot; Q,T'g) (4.7)
mit

a.(E;,w) = s,(E,w) + jkonot. (B, w) + jkonodr(Er, w) — kjt-(Ej,w),  (4.8a)

%@m@zAwa+$VxEMl (4.8b)

te(E,w) = / w - kE; dQ, (4.8¢)
Q
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dn(Ey,w) = / ( x w) -y~ (2 x Ey) dT, (4.84)
Ir

t-(E,w) = / w - e, B dS, (4.8¢)
Q

sowie b(ftl,'wj) nach (2.42).

Die Diskretisierung der schwachen Form (4.7) erfolgt analog zum Vorgehen in Ab-
schnitt 3.1.2: Es wird ein endlich-dimensionaler Unterraum V™*(Q2) C H (rot; 2, T'g)
konstruiert und die elektrische Feldstédrke auf diesen restringiert:

N
El =~ sz,l,kwlm Wy € th(Q) CH (I‘Ot; Q, FE) . (49)
k=1

Eine Basis des Unterraumes V() ist in [Ing06] gegeben. Die Testfunktionen zur
Erzeugung der schwachen Form w,; werden entsprechend einem Galerkin-Ansatz
ebenfalls auf den diskreten Raum V™ restringiert. Wird der Vektor, dessen Eintrige
die Koeffizienten zz;; bilden, mit xz; bezeichnet, so ergibt sich das diskrete FE-
System zu

A z(ko)xz1 = jkonobi(ko), (4.10a)
Ziy = by, (ko)xz, (4.10Db)
mit
A (ko) = S,(ko) + jkonoTx (ko) + jkonoDr — kg T (ko), (4.11a)
NMat
Su(ko) = Y iy (ko)Sym, (4.11b)
n=1
Niat
Tﬁ(k(J) = Z Hn(kO)TD,n, (4110)
n=1
Nisat
T.(ko) = > rnlko) Tpn. (4.11d)
n=1

Entsprechend (4.8) sind die Eintridge der Teilmatrizen

Syl = / V xwg -V xw, dQ, wy, w; € VO(Q), (4.12a)
Qn

Tkl = wy, - w; dS), wy, w; € VO(Q), (4.12b)
Qpn

Dpyy = / (R x wy) -0t (R x w;) dl, wy, w; € VO(Q), (4.12¢)
T'r

b = / <'wk X ﬁl) -e,dl’, wy, € VUQ). (4.12d)
T'p
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Der Anregungsvektor b; enthélt die modale magnetische Erregung ﬁl, welche aus der
Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems (4.1) extrahiert wird. Die Abbil-
dung, die die Eigenlosung (\;, v;) auf den zugehorigen Anregungsvektor b; transfor-
miert, héngt von der gewéhlten Formulierung zur Analyse der Wellenleiter ab. Diese
Abbildung lésst sich fiir alle dem Autor bekannten Formulierungen in der Form

Nu,q

bi(ko) = Y Euwp(ko, Aulko))Qu.pvi(ko) (4.13)

darstellen, wobei w den Wellenleiter bezeichnet, der den Mode tragt, der der [-ten
Anregung entspricht. Die skalaren Koeffizienten ¢, , hdngen von der Frequenz und
dem Eigenwert )\; ab, wihren die Matrizen Q,,, fiir jeden Wellenleiter w konstant
sind. Die Abhéngigkeit der Matrizen Q,, vom Wellenleiter w riihrt daher, dass
diese eine Abbildung der Netzelemente des zwei-dimensionalen Wellenleiter-Netzes
auf die Netzelemente des dreidimensionalen Netzes der Gesamtstruktur enthalten.
Diese Abbildung ist offensichtlich fiir jeden Wellenleiter anders. Im Gegensatz dazu
liegt die Abhéngigkeit von &, , vom Wellenleiter w im unterschiedlichen frequenz-
abhangigen Materialverhalten an den Wellenleitern begriindet.

Zusammenfassend ergibt sich folgendes Vorgehen fiir die Berechnung der Eintriage
der Impedanzmatrix in einem beliebigen Frequenzpunkt: Zunichst muss das ver-
allgemeinerte Eigenwertproblem (4.1) in diesem Frequenzpunkt gelost werden. Im
Anschluss werden die Anregungsvektoren nach (4.13) berechnet, woraufhin das Glei-
chungssystem (4.10) gelost wird. Sind alle Eintrdge der Impedanzmatrix berechnet,
ergeben sich die Streuparameter nach (2.54a).

4.1.2 Diskussion der Impedanz-Formulierung

Der Hauptgrund fiir die weite Verbreitung der Z-Formulierung ist ihre Einfachheit.
Im Vergleich zur konkurrierenden TFE, bei der die Unbekannten an den Toren auf
die betrachteten Modenformen restringiert werden, ist der Aufwand zur Implemen-
tierung der Z-Formulierung gering. Ein weiterer Vorteil ist, dass das resultierende
Gleichungssystem (4.10) fiir verlustfreie Strukturen reellwertig ist. Dies fithrt im
Vergleich zu S-Formulierungen, die selbst im verlustfreien Fall auf komplexwertige
Matrizen fithren, zu einer starken Reduktion der Rechenzeiten. Dazu sei auch auf
Abschnitt 4.1.4 verwiesen.

Allerdings besitzt die Z-Formulierung auch Nachteile: Ein Problem stellen Struk-
turen dar, die sich wie ein Leerlauf verhalten. In diesem Fall gehen Eintrége der
Impedanzmatrix gegen unendlich, weshalb die Berechnung der relevanten Streu-
matrix nach (2.54a) unzuverlédssig wird. Ein weiterer Nachteil der Z-Formulierung
tritt bei Strukturen auf, die durch viele Wellenleiter gespeist werden, fiir die aber
nur eine geringe Anzahl an Streuparametern relevant ist. Wird in diesem Fall die
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Abbildung 4.1: PPWL: (a) Geometrie, Abmessungen in mm, (b) Verlauf der elek-
tromagnetischen Energie bei Verwendung der Z-Formulierung.

Z-Formulierung verwendet, so miissen dennoch alle Eintrédge der Impedanzmatrix
berechnet werden, um die Streumatrix anschlieBend nach (2.54a) extrahieren zu
kénnen. Im Vergleich dazu erlauben S-Formulierungen gezielt einzelne Eintréage der
Streumatrix zu berechnen, was eine Reduktion der Rechenzeiten zur Folge hat. Ein
weiterer Kritikpunkt an der Z-Formulierung ist das Auftreten kiinstlicher innerer
Resonanzen. Dies sind scharfe, unphysikalische Resonanzen, die ein numerisches Ar-
tefakt der Formulierung darstellen. Grund fiir das Auftreten dieser Resonanzen ist
die Anregung mittels der Randbedingung (4.2e) auf I'p. Dies soll im Folgenden
anhand eines numerischen Beispiels verdeutlicht werden. Betrachtet wird dazu der
Parallelplattenwellenleiter (PPWL) aus Abbildung 4.1a. Die Struktur wird iiber zwei
Wellenleiter angeregt, die jeweils einen TEM-Mode tragen. Wird nur am ersten Tor
angeregt, verhélt sich die Randbedingung (4.2e) am zweiten Tor wie ein perfekt
magnetischer Leiter. An diesem wird die einfallende Welle reflektiert, und es bil-
det sich eine stehende Welle aus. Ist die Frequenz so gewéhlt, dass die Linge der
Leitung ein ganzzahliges Vielfaches der halben Wellenldnge ist, kommt es zur Re-
sonanz, und die gespeicherte elektromagnetische Energie wichst iiber alle Grenzen,
wie auch in Abbildung 4.1b zu sehen ist. In dem betrachteten Beispiel geschieht dies
bei etwa 7,5 GHz, 15 GHz, 22,5 GHz, sowie 30 GHz. Wird die Konditionszahl der
Systemmatrix Ay bzgl. der euklidischen Norm betrachtet, Abbildung 4.2a, so fillt
auf, dass diese in der Ndhe der Resonanzen sehr grof§ ist: Die Matrix ist in dieser
Frequenz singuléar. Die inneren Resonanzen entsprechen somit den Resonanzen des
zugehorigen Resonatorproblems, das sich durch Ersetzen der Wellenleiter I'p durch
perfekt magnetische Leiter I'y ergibt.

Der Einfluss der inneren Resonanzen auf die Streuparameter ist am Beispiel von
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Abbildung 4.2: PPWL, Z-Formulierung: (a) Verlauf der Konditionszahl der Matrix
A 7 bzgl. der euklidischen Norm, (b) Verlauf von |Sj 1].

S11 in Abbildung 4.2b zu sehen. Da es sich um eine einfache Leitung handelt, wird
erwartet, dass der betrachtete TEM-Mode unabhéngig von der Frequenz die Leitung
reflexionsfrei passiert. Abseits der zuvor angesprochenen Frequenzen ist dies auch
der Fall. In diesen Frequenzpunkten sind jedoch scharfe Resonanzen zu beobach-
ten, die offensichtlich unphysikalisch sind. Wéhrend die hier betrachtete Struktur
sehr einfach ist und es unmittelbar erkennbar ist, dass die Resonanzen unphysika-
lisch sind, ist dies bei komplexen Strukturen ohne Weiteres nicht moglich. Auch
eine Analyse des Resonatorproblems zur nachtréglichen Identifikation der inneren
Resonanzen ist in der Regel wenig praktikabel.

4.1.3 Die Streuparameter-Formulierung

Um das Auftreten der inneren Resonanzen zu vermeiden, wird in diesem Abschnitt
eine S-Formulierung hergeleitet, die im Gegensatz zur etablierten TFE auf eine Re-
striktion der Ansatzfunktionen an den Wellenleiterquerschnitten I'p verzichtet. Dies
vereinfacht nicht nur die Implementierung, sondern bringt auch wesentliche Vorteile
bei den anschlieSenden MOR-Verfahren.

Anders als bei der Z-Formulierung bilden einfallende sowie auslaufende Wellen hier
die Ein- bzw. Ausgénge des Systems. Die Vorgehen zur Berechnung eines Eintrags
Sk, der Streumatrix ist wie folgt: Es wird mit einer einfallenden Welle der Amplitu-
de a; = 1 angeregt und aus den sich einstellenden Feldern die auslaufende Welle b,
berechnet. Um dies realisieren zu kénnen, muss die Randbedingung an I'p entspre-
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chend (2.52) umgeschrieben werden. Das zu l6sende Randwertproblem lautet somit

V x 'V x E; + jkonokE; — ke, E; = 0 in Q, (4.14a)
nx (E xn)=0 auf ['g, (4.14b)
nx [(u 'V x E)) xn]=0 auf Ty, (4.14c)
A x (B x 71) — nkj—,gl(v X E)x =0 auf g, (4.14d)
07lo
M
(VX E)) x 0 — jkono Y b(h, B))hy, = —2jkomoua;  auf Tp, (4.14¢)
k=1
mit dem Ausgang
Sp1 = b(hg, E}) — 0. (4.15)

Die schwache Form des Randwertproblems ergibt sich analog zum Vorgehen in Ab-
schnitt 4.1.1 durch Testen von (4.14a) mit Testfunktionen w; € H (rot; {2, I'g). Da
die anschlieBenden Umformungen &hnlich zu denen aus Abschnitt 4.1.1 sind, sei an
dieser Stelle auf eine detaillierte Darstellung verzichtet und lediglich das Ergebnis
angegeben. Die schwache Form des Randwertproblems (4.14) ist

M
az(Ep,w;) + jkoneb (Z b(h, E)), wj>

m=1

= ijionob(il,h 'lUj), V’U.’j - H (l"Ot; Q, PE) s (416)
mit ay(E;, w;) nach (4.8) und b(h;, w,) nach (2.42). Die Diskretisierung der elek-

trischen Feldstérke, sowie der Testfunktionen mittels Funktionen des V*'((Q),

N
El ~ Zx&l’kwk, wyg € VrOt(Q) CH (I‘Ot; Q, PE) s (417)
k=1

fithrt auf das FE-System der Form

(Az(k’o) —f—JkonoB(ko)BT(k())) X5 = 2jk’0’l’/0bl(k’0), (418&)
Sky = bg(k?o)xs,l — O, (4.18b)

wobei die Matrizen in (4.11) bzw. (4.12) gegeben sind, und B die Matrix ist, deren
Spalten von den Vektoren by, ... by, gebildet werden:

B=|b, - byl. (4.19)

Im Gegensatz zur Z-Formulierung tritt hier der Dampfungsterm jkyn,BB? auf. In
diesen Dampfungsterm gehen die Modenformen aller betrachteter Moden ein, was
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dafiir sorgt, dass die Felder dieser Moden an den Querschnitten der speisenden Wel-
lenleiter I'p absorbiert werden. Somit sind die Rénder I'p fiir die Felder der betrach-
teten Moden transparent und es konnen sich keine inneren Resonanzen ausbilden.

Der Term BB ist aber gleichzeitig auch ein Problem der S-Formulierung in der
vorliegenden Form (4.18). Wahrend die Matrix Az (ko) in der Regel von sehr hoher
Dimension und nur schwach besetzt ist, weist die Matrix BB einen voll besetzten
Block auf. Dies fiihrt, besonders beim Verwenden eines direkten Losers, zu einem
starken Anstieg an Speicherbedarf und benétigter Rechenzeit. Dazu sei auch auf
Abschnitt 4.1.4 verwiesen. Um das explizite Auftreten des Terms BB? zu umgehen,
wird eine zusétzliche Variable

Xpi = jBTXS,l = ]COT]OBTXS,Z —|—j/€07]0Xh7l =0 (420)

eingefiihrt. Wird diese in (4.18a) eingesetzt, ergibt sich die erweiterte S-Formulierung

Az(ko) koﬁoB(ko)
konoB™ (ko) ikono X1 0

Ska = by, (ko)Xs1 — Ory- (4.21D)

[xs,z] _ [2jkoﬁ0bl(k0)] 7 (4.21a)

Im Gegensatz zu (4.18a) tritt hier der Term BB” nicht mehr explizit auf, und die
Systemmatrix enthélt keine voll besetzten Blocke. Der Preis dafiir ist eine Erh6hung
der Anzahl der Unbekannten. Diese Erh6hung entspricht der Anzahl der anregenden
Moden, die jedoch in der Regel sehr viel kleiner ist als die Dimension der Matrix A .
Daher spielt diese Erhohung der Anzahl der Unbekannten nur eine geringe Rolle.

Ein weiterer Nachteil der S-Formulierung gegeniiber der Z-Formulierung ist die Tat-
sache, dass die Systemmatrix auch fiir verlustfreie Strukturen komplexwertig ist. Die
Losung des resultierenden Gleichungssystems benotigt daher mehr Speicher sowie
mehr Rechenzeit.

4.1.4 Vergleich der Formulierungen

Die bislang rein theoretischen Vergleiche der Z- und der S-Formulierung werden
in diesem Abschnitt anhand numerischer Beispiele iiberpriift. In den folgenden Si-
mulationen wird die Formulierung aus [FHDEO4] zur modalen Wellenleiteranalyse
verwendet. Wie in diesem konkreten Fall die Transformation (4.13) aussieht, also
wie sich aus den Eigenlosungen des Wellenleiter-Figenwertproblems die Anregungs-
vektoren b; ergeben, ist in Anhang B ausfiihrlich beschrieben. Alle Berechnungen
wurden in MATLAB Version R2013b auf einer Maschine mit Intel® Core i5-3570K,
3,4 GHz Prozessor sowie 32 GB RAM durchgefiihrt. Das Losen der groflen, schwach
besetzten FE-Gleichungssysteme erfolgte mithilfe des PARDISO Losers der Intel®
MKL Bibliothek, Version 2017.1.143.
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Abbildung 4.3: PPWL, Vergleich der Formulierungen: (a) Verlauf der elektromagne-
tischen Energie, (b) Verlauf der Konditionszahl der Systemmatrix bzgl. der euklidi-
schen Norm.

10

Parallelplattenwellenleiter

Als erstes numerisches Beispiel wird der PPWL aus Abbildung 4.1a nochmals be-
trachtet, um zu zeigen, dass in der S-Formulierung keine inneren Resonanzen auf-
treten. Dazu wurden die Simulationen aus Abschnitt 4.1.2 noch einmal unter Ver-
wendung der S-Formulierung wiederholt und die Ergebnisse mit denen aus Ab-
schnitt 4.1.2 verglichen. Die Verldufe der elektromagnetischen Energie sowie der
Konditionszahl der Systemmatrizen iiber der Frequenz sind in Abbildung 4.3 so-
wohl fiir die Z-Formulierung (4.10) als auch fiir die erweiterte S-Formulierung (4.21)
dargestellt. Es ist zu sehen, dass bei Verwendung der S-Formulierung die Energie
iiber das gesamte Frequenzband endlich bleibt. Die gednderten Randbedingungen an
den Querschnitten der Wellenleiter sorgen dafiir, dass aus der Struktur auslaufende
Wellen nicht reflektiert, sondern absorbiert werden. Aus diesem Grund bilden sich im
Inneren des PPWLs keine stehenden Wellen aus, die zu inneren Resonanzen fithren
kénnen. Dies wird auch durch den Verlauf der Konditionszahl der Systemmatrix
in Abbildung 4.3b verdeutlicht. Wahrend die Systemmatrix der Z-Formulierung an
den Resonanzen singulér wird, d&ndert sich die Konditionszahl der Systemmatrix der
S-Formulierung nur unwesentlich iiber der Frequenz. Der Einfluss auf die Betrige
der Streuparameter ist fiir beide Formulierungen in Abbildung 4.4 zu sehen. Im Ge-
gensatz zur Z-Formulierung liefert die S-Formulierung in allen Frequenzpunkten das
erwartete, reflexionsfreie Verhalten der Struktur.

In Tabelle 4.1 sind die Simulationsdaten fiir den PPWL angegeben. Dazu gehoren
die Anzahl der Unbekannten des resultierenden Gleichungssystems, die Anzahl der
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Abbildung 4.4: PPWL, Vergleich der Formulierungen: Betrag der Streuparameter
tiber der Frequenz, (a) Sy, (b) Sia.

Tabelle 4.1: PPWL: Simulationsdaten fiir Z- und S-Formulierungen.

FE-Formulierung Z Erw.S Grundf. S
Unbekannte 5 602 5 604 5 602
NNZ Matrix 195 588 197 718 750 112
NNZ Faktoren 430 293 420 711 977 825
Speicherbedarf (kBytes) 12 008 16 451 49 488
Rechenzeit (s)* 26,94 29,3 82,64

* Ausgewertet an 605 Frequenzpunkten.

Nichtnulleintrage (NNZ) in den entsprechenden Systemmatrizen sowie in den berech-
neten Faktoren, der Speicherbedarf sowie die benétigte Rechenzeit zum Losen des
Gleichungssystems. Neben den Daten fiir die Z- und die erweiterte S-Formulierung
sind auch die Daten fiir die Grundform der S-Formulierung (4.18) gezeigt, in der
der Term BB” explizit auftritt. Ein Vergleich der beiden S-Formulierungen zeigt,
dass die erweiterte S-Formulierung auf Matrizen mit wesentlich weniger Nichtnul-
leintrdgen fiithrt. Dadurch sind Speicherbedarf und Rechenzeit der Grundform der
S-Formulierung 3- bzw. 2, 8-mal hoher als die der erweiterten S-Formulierung. Wird
weiterhin die erweiterte S-Formulierung mit der Z-Formulierung verglichen, so féllt
auf, dass die Anzahl der Nichtnulleintrige in der gleichen GroBlenordnung liegt, der
Speicherbedarf der erweiterten S-Formulierung allerdings hoher ist. Dieser erhohte
Speicherbedarf bei dhnlicher Anzahl an Nichtnulleintréige ist auf die komplexwer-
tige Systemmatrix zuriickzufithren. Dass sich dies jedoch nur unwesentlich auf die
benotigte Rechenzeit auswirkt, liegt an der geringen Dimension der Gleichungssys-
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Abbildung 4.5: Bandpassfilter, Abmessungen in mm.

teme. Um diesen Effekt besser beobachten zu koénnen, wird im n#chsten Beispiel
eine Struktur mit wesentlich mehr Unbekannten betrachtet.

Bandpassfilter

Als zweites numerisches Beispiel wird der Bandpassfilter aus [ZSMO05] betrachtet,
dessen Geometrie in Abbildung 4.5 dargestellt ist. Die Leiterbahnen sind als per-
fekte elektrische Leiter modelliert. An den Stirnflachen wird die Struktur mittels
zwei Wellenleiter gespeist, die jeweils einen quasi-TEM-Mode tragen. Die restlichen
Rénder werden als perfekt elektrisch leitend angenommen, was physikalisch einer
Schirmung der Struktur entspricht. Das Substrat wird verlustfrei mit einer relativen
elektrischen Permittivitét von e, = 10, 8 sowie einer relativen magnetischen Permea-
bilitdt von p, = 1 angenommen. Das iiber dem Substrat befindliche Material ist Luft
(e, = 1, = 1). Die Struktur wird in dem Frequenzband von [1,13] GHz mit den
drei Formulierungen analysiert. Die Simulationsdaten sind in Tabelle 4.2 gegeben
und bestétigen die Erkenntnisse des letzten Beispiels: Auch hier ist zu sehen, dass
die Systemmatrix der Grundform der S-Formulierung wesentlich mehr Nichtnullein-
triage als die der erweiterten S-Formulierung besitzt. Damit wurden mehr Speicher
und Rechenzeit zum Losen der Gleichungssysteme bendtigt. Der Unterschied ist in
diesem Beispiel weniger deutlich als im vorherigen Beispiel, da das Verhéltnis von
Unbekannten auf den Querschnitten der Wellenleiter zu der Gesamtzahl der Unbe-
kannten hier geringer ist.

Werden die Daten der erweiterten S-Formulierung mit denen der Z-Formulierung
verglichen, fallt auf, dass die Anzahl der Nichtnulleintrége in den Matrizen ungefihr
gleich ist, wdhrend Speicherbedarf sowie benotigte Rechenzeit der erweiterten S-
Formulierung um den Faktor 1,6 bzw. 1,5 hoher sind. Um zu verdeutlichen, dass
der hohere Bedarf an Speicher und Rechenzeit lediglich aus der komplexwertigen
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Tabelle 4.2: Bandpassfilter: Berechnungsdaten der Formulierungen.

FE-Formulierung Z Erw. S Grundf. S
Unbekannte 226 274 226 276 226 274
NNZ Matrix 9467 930 9475592 17 040 548
NNZ Faktoren 72 126 577 71 535 043 78 957 053
Speicher (tand = 0) (kBytes) 909 913 1485488 1795 455
Rechenzeit (tand = 0) (s)* 5 856,86 9179,23 11 928,95
Speicher (tand = 0.002) (kBytes) 1494 382 1485488 1795 455
Rechenzeit (tand = 0.002) (s)* 9 672,76 919494 11 693,51

* Ausgewertet an 1209 Frequenzpunkten.
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Abbildung 4.6: Bandpassfilter: Betrag der Streuparameter iiber der Frequenz, (a)
S11, (b) Sia.

Systemmatrix der S-Formulierung riithrt, wird die gleiche Struktur in einer zweiten
Rechnung mit einem verlustbehafteten Substrat, tand = 0.002, versehen. Damit ist
die Systemmatrix der Z-Formulierung ebenfalls komplexwertig und an Tabelle 4.2
lasst sich ablesen, dass Speicherbedarf und Rechenzeit fiir beide Formulierungen
annéhernd gleich grof} sind.

Die Betriage der Streuparameter fiir die verlustfreie Struktur sind in Abbildung 4.6
gegeben. Zu sehen sind die Ergebnisse der Z- und der erweiterten S-Formulierung.
Wiéhrend die Ergebnisse der S-Formulierung sehr gut mit den Ergebnissen aus
[ZSMO05] iibereinstimmen, sind in den Ergebnissen der Z-Formulierung wieder in-
nere Resonanzen zu erkennen. Um zu zeigen, dass es sich bei diesen Resonanzen
tatséchlich um unphysikalische innere Resonanzen handelt, wurde zusétzlich das
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Tabelle 4.3: Bandpassfilter: Eigenfrequenzen des Resonantorproblems.

Eigenfrequenzen (GHz)
3,7849 5,5618 7,7001 9,6145 10,8330

Resonatorproblem betrachtet. Dazu wurden die anregenden Wellenleiter in der Z-
Formulierung durch perfekte magnetische Leiter ersetzt und das entstehende Eigen-
wertproblem gelost. Die so berechneten Eigenfrequenzen im Bereich [1,13] GHz sind
in Tabelle 4.3 gegeben. Es ist zu sehen, dass diese den Resonanzen in Abbildung 4.6
entsprechen.

4.2 Modellordnungsreduktion

Werden die Netzwerkmatrizen iiber ein breites Frequenzband benétigt, kann die
direkte Auswertung von (4.10) oder (4.21) zu hohen Rechenzeiten fiihren. Um die
Berechnungen der gesuchten Netzwerkmatrizen zu beschleunigen, werden im Folgen-
den Verfahren der MOR, und hier speziell die RBM, angewendet. Eine entscheidende
Voraussetzung fiir die direkte Anwendbarkeit der RBM nach [PR06], [RHPO07] ist,
dass das zugrunde liegende System affin in der Frequenz parametriert ist, d.h. dass
eine Darstellung der Form

AAP BAP
ZQAP AAP x; = Zﬁflp(k:o)bflp uy, (4.22a)
CAP
Ykt = Z%k AP | i + 58 (ko) (4.22b)

mit AAP, BAP CAP < N existiert, wobei nur die skalaren Funktionen o/ (ko),
j AP (o), 7] i (k’o) op1 (ko) von der Frequenz abhiingen, wihrend die Matrizen A" €

CN*N sowie die Vektoren bjAlP , 34,1: € CV*! konstant iiber der Frequenz sind.

Im néchsten Abschnitt werden die Ideen der verwendeten RBM fiir Strukturen
vorgestellt, die durch Wellenleiter mit transversal homogenen Materialeigenschaf-
ten gespeist werden. Es wird gezeigt, dass in diesem Fall die FE-Systeme der Z-
Formulierung und auch der erweiterten S-Formulierung affin in der Frequenz pa-
rametriert sind. Somit kann die RBM nach [PR06], [RHP07] direkt zum Einsatz
kommen. Diese Verfahren bilden die Grundlage der Methodik zur Behandlung von
Strukturen, die durch transversal inhomogene Wellenleiter gespeist werden. Aus die-
sem Grund wird im Folgenden eine kurze Zusammenfassung angegeben.
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4.2.1 Modellordnungsreduktion fiir affin parametrierte Sys-
teme

Wenn die speisenden Wellenleiter nicht nur in axialer Richtung homogen sind, son-
dern auch in transversaler Richtung homogenes Materialverhalten aufweisen, so tre-
ten nur TE-, TM- und, im Falle mehrerer Elektroden, TEM-Moden auf [Col91, Kap.
5]. Diese zeichnen sich dadurch aus, die Modenformen iiber der Frequenz konstant
sind [Poz11, Kap. 3.1]. Mathematisch bedeutet dies, dass die Eigenvektoren v; aus
(4.1) unabhéngig von der Frequenz sind. Um sicherzustellen, dass die Moden weiter-
hin korrekt nach (2.43) normiert sind, ist ein frequenzabhéngiger Skalierungsfaktor
notig. Mit diesem Skalierungsfaktor kann der Anregungsvektor b;(kg) in jedem Fre-
quenzpunkt aus dem Anregungsvektor bpr; in einer Referenzfrequenz kr berechnet
werden [RAZ01]:

bi(ko) = di(ko)bi(kr) = di(ko)bry, (4.23)

mit

—_

fiir TEM-Moden,
kR\/ kz,z*k?) ..
dy (ko) = R /R R, fiir TE-Moden,
k()\/kf’l—k% . )
\ [ fiir TM-Moden,

wobei k.; die Grenzwellenzahl des jeweiligen Modes bezeichnet. Wird zusétzlich die
Diagonalmatrix

(4.24)

D(ko) = diag(di(ko), - . ., dm(ko)) (4.25)
eingefiihrt, so gilt fiir die Frequenzabhéngigkeit der Matrix B

B(ko) = BrD(ko), Br = [br1,...,brul- (4.26)
Somit ist die Impedanz-Formulierung darstellbar als

Az(ko)xzy = jkonodi(ko)bry, (4.27a)
Zyi = di(ko)bR Xz, (4.27D)

wéhrend die Streuparameter-Formulierung die Form

—~

A (ko) koﬁoBRD(ko)] [XS,l] _ ijoﬁodz(ko)bm] 4.982)

konoD (ko) BF; ikono Xl 0
Sk = di(ko)bp x5, — Op (4.28b)
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annimmt. In Anbetracht der Definition von Az(kg) in (4.11) wird deutlich, dass
die Matrix A (ko) unabhéngig vom Materialverhalten eine affin in der Frequenz
parametrierte Darstellung aufweist:

Az
Az(ko) =) azilko)Aze, Az <N, (4.29)

k=1

wobei lediglich die skalaren Funktionen oz (ko) von der Frequenz abhéngen. Wird
weiterhin folgende Zerlegung der Matrix BgrD (ko)

BrD(ky) = Zdz (ko)Buro. Bro = [6bri .. Sabru (4.30)

eingefiihrt, wird deutlich, dass sich sowohl (4.27), als auch (4.28) als ein affin in der
Frequenz parametriertes System (4.22) darstellen lassen. Aus diesem Grund werden
die folgenden Uberlegungen anhand des allgemeinen Systems (4.22) durchgefiihrt
und gelten entsprechend fiir beide Formulierungen.

Die grundlegende Idee der projektionsbasierten MOR ist es, den Suchraum fiir den
Losungsvektor x; auf den niedrig-dimensionalen Spaltenraum einer geeigneten Pro-
jektionsmatrix U zu restringieren. Der Losungsvektor x; aus (4.22) wird also durch
eine Superposition der Spalten der Matrix U approximiert:

x; ~ U, U e CN*V, N < N. (4.31)

Da der Vektor Ux; lediglich eine Approximation fiir x; ist, wird er (4.22a) nicht
exakt erfiillen, sondern es wird ein Residuum

AAP BAP
ZO/‘P ko)A | U — [ Y B (ko)birll (4.32)
j=1

entstehen. Wird nun im Sinne eines Galerkin-Verfahrens gefordert, dass das Resi-
duum r; orthogonal auf dem Spaltenraum von U steht,

U'r, =0, (4.33)

so ergibt sich das reduzierte Modell zu

AAP BAP
> ol (k)AL %= | Y B (ko)bi | w, (4.34a)
J J

CAP

Yr,i = Z%k jk x; + 5k1 u (4.34Db)
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mit
AP =UTAMU, (4.35a)
b =U"bsl, (4.35b)
¢k =cj U (4.35¢)

sowie dem reduzierten Ausgang gy, der eine Approximation des Ausgangs yj; aus
(4.22b) darstellt. Da N < N vorausgesetzt wird, ist die Dimension des reduzierten
Modells (4.34) sehr viel kleiner als die des Originalsystems (4.22), und die Aus-
wertung von (4.34) wird wesentlich effizienter durchgefiihrt als die Auswertung des
Originalsystems. Die Genauigkeit, mit der der Ausgang des reduzierten Modells den
Ausgang des Originalsystems approximiert, hingt mafigeblich von der Wahl der
Projektionsmatrix U ab.

Im Rahmen der RBM wird U so erstellt, dass der Spaltenraum von U dem Raum
entspricht, der von den Losungen x; an Np unterschiedlichen Frequenzen aufge-
spannt wird:

span{U} = span{X(ko1),..., X(kon,)}, Ue€ cVN N <N, (4.36)
X(koj) = |x1(koj) - xm(koy)| - (4.37)

Aus Griinden der numerischen Stabilitdt werden die Spalten der Matrix U gegen-
einander orthogonalisiert, sodass

U'Uu=1 (4.38)

gilt. Zur Bestimmung von Anzahl und Lage der verwendeten Stiitzstellen kg ; stehen
selbst-adaptive Verfahren zur Verfiigung [dRMO09], [KFK*11], [FHMS11], [HSZ12].

Die hohe Effizienz der RBM basiert auf der Moglichkeit, die Methodik in eine Offfine-
und eine Online-Phase zu zerlegen. In der Offline-Phase werden die Projektionsma-
trix U und die reduzierten Matrizen und Vektoren Aj‘P , f)flp und éﬁ,f erstellt. Dazu
werden die Frequenzpunkte ko ; bestimmt, das FE-System an diesen Punkten gelost,
aus den Losungen die Projektionsmatrix U erstellt und schlieflich die reduzierten
Matrizen durch Projektion nach (4.35) berechnet. Die Offline-Phase beinhaltet also
alle Schritte, bei denen Matrizen der Dimension des FE-Systems involviert sind. In
der Online-Phase hingegen wird das reduzierten Modell (4.34) in den einzelnen Fre-
quenzpunkten ausgewertet. Dazu miissen die zuvor erstellten reduzierten Matrizen
und Vektoren mit den entsprechenden frequenzabhéngigen, skalaren Faktoren mul-
tipliziert und im Anschluss aufaddiert werden. Das so erzeugte Gleichungssystem
reduzierter Dimension (4.22a) wird gelost und der Ausgang ausgewertet (4.22b).
Besonders effizient wird die RBM, wenn die Netzwerkmatrizen an sehr vielen Fre-
quenzpunkten berechnet werden miissen. Dazu muss lediglich das zuvor erstellte
reduzierte Modell in den entsprechenden Frequenzpunkten gelost werden, was auf-
grund der geringen Dimension sehr effizient erfolgt. Die Erstellung des reduzierten



Modellordnungsreduktion 7

Modells, also die Offline-Phase, ist dagegen von der Anzahl der Frequenzen, an de-
nen die Netzwerkmatrizen benttigt werden unabhéngig. An dieser Stelle wird auch
ersichtlich, weshalb die affine Parametrierung der Matrizen eine so grofie Rolle spielt:
Ist eine Darstellung der FE-Matrizen nach (4.22) nicht méglich, kann auch die Zer-
legung in eine Offline- und eine Online-Phase nicht vollzogen werden.

4.2.2 Anregung mit frequenzabhingigen Modenformen

In diesem Abschnitt wird die oben skizzierte Methodik der RBM so erweitert, dass
damit auch Mikrowellenstrukturen behandelt werden kénnen, deren anregende Wel-
lenleiter in transversaler Richtung inhomogenes Materialverhalten aufweisen. Die
Modenformen, die sich in diesen Wellenleitern ausbilden, &ndern sich im Allgemei-
nen iiber der Frequenz. Dies fithrt dazu, dass auch die Eigenvektoren v; des verall-
gemeinerten Eigenwertproblems (4.1) nicht langer konstant iiber der Frequenz sind.
Da in der Regel auch kein analytischer Ausdruck fiir den Verlauf der Modenformen
iiber der Frequenz verfiighar ist, ist eine affine Parametrierung der Anregungsvek-
toren b; nicht moglich. Im Gegensatz zu Abschnitt 4.2.1 kann die RBM nicht direkt
zur Anwendung kommen.

Um dieses Problem zu umgehen, wird ein reduziertes Modell des Eigenwertpro-
blems (4.1) konstruiert, das es erlaubt, die anregenden Moden mit geringem nume-
rischen Aufwand und hoher Genauigkeit iiber weite Frequenzbander zu berechnen.
Die GréBle des Fehlers wird dabei iiber die Dimension des reduzierten Modells ein-
gestellt. Der gewéhlte Ansatz zur Ordnungsreduktion des Eigenwertproblems (4.1)
ist ebenfalls projektionsbasiert. Zu jedem speisenden Wellenleiter w wird eine Pro-
jektionsmatrix R, € CNe*Ne N, < N, generiert, der Suchraum der Eigenvek-
toren wird auf den Spaltenraum von R, restringiert und gefordert, dass das ent-
stehende Residuum orthogonal auf dem Spaltenraum von R, steht. Verschiede-
ne Moglichkeiten zur Erzeugung der Projektionsmatrix stehen in der Literatur zur
Verfiigung [BPGT02], [LHWO05], [SFDE0S]. In [SFDE08] wurde zusétzlich eine affine
Frequenzabhéngigkeit der Projektionsmatrix eingefiihrt, um das Auftreten unphysi-
kalischer Moden zu verhindern. Um diesen Fall abzudecken, wird im Folgenden von
einer affin in der Frequenz parametrierten Projektionsmatrix R,, ausgegangen:

R (ko) = 36,k R (4.30

Weiterhin wird angenommen, dass fiir jeden Wellenleiter das gleiche MOR-Verfahren
verwendet wird. Somit sind die Skalierungsfaktoren 6,(ky) fiir jeden Wellenleiter
gleich, die Matrizen R, , sind jedoch fiir unterschiedliche Wellenleiter verschieden.
Somit nimmt das reduzierte Modell fiir Wellenleiter w folgende Form an:

(Z a}v(ko)l&qf) V=X <Z qu:)(kO)Blku) Vi, (4.40)
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mit
B R R
AP =RLAPR, = ) > 0,(ko)0, (ko) RS, , Al Ry g, (4.41a)
p=1 ¢=1
5 R R
By =RB{R, =) > 0,(ko)0,(ko)R;, ,Br Ry, (4.41D)
p=1 ¢=1

Die Losungen des urspriinglichen Eigenwertproblems werden durch
Ngr
vi ® RV = Y 0g(ko)Ruyg¥i, (4.42a)

&\ (4.42b)

approximiert. Auch hier wird die affine Parametrierung der Matrizen in der Fre-
quenz ausgenutzt, um die Effizienz der Auswertung zu steigern. Sind die reduzierten
Matrizen R;, ,A}"R,, 4 sowie R}, B{'R,, , der Dimension N,, x N, erzeugt, werden
zur Losung des reduzierten Eigenwertproblems in einem bestimmten Frequenzpunkt
lediglich Operation mit Matrizen der reduzierten Dimension bendotigt.

Die resultierende Approximation fiir die Anregungsvektoren by, ergibt sich durch
Einsetzen der Néherung fiir die Eigenlosungen (4.42) in (4.13):

1;Q NR

by (ko) ~ bi(ko) = Y > Luplkio. Miko))0y (ko) Qup R, Vi (ko). (4.43)

p=1 ¢=1
Hier bezeichnet w den Wellenleiter, der den Mode fiihrt, der Anregung [ bildet. Mit
diesen Approximationen wird die Z-Formulierung zu

Az (ko)%z1 = jkonobu(ko), (4.44a)
Zy1 = b} (ko)%z,, (4.44Db)
wahrend sich die erweiterte S-Formulierung zu
Az(ko) koﬁoé(k@ F‘is,l] _ [2jk0770f)l(k0)] 7 (4.453)
konoB” (ko) ikono Xp,1 0
Ski = bf (ko)Xs 1 — Oy (4.45D)

ergibt. Die Matrix B ist dabei die Matrix, deren Spalten von den Vektoren Bi,i =
1,..., M gebildet werden. Da die Vektoren b, eine Approximation der Vektoren b;
darstellen, sind auch die Vektoren X, Xg;, sowie die Ausgénge ZVM, gk,l Approxi-
mationen der entsprechenden Gréflen des FE-Systems.

An dieser Stelle wird der Vorteil der neuen S-Formulierung im Vergleich zur TFE
deutlich. Wahrend hier der Einfluss der frequenzabhéngigen Moden auf die Anre-
gungsvektoren El, bzw. bei der S-Formulierung zusétzlich auf die Matrizen B be-
schrankt bleibt, betrifft diese Frequenzabhéingigkeit im Fall der TFE Methode alle
Matrizen.
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Ordnungsreduktion fiir die Impedanz-Formulierung

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.2.1 wird fiir die Z-Formulierung (4.44) eine
orthogonale Projektionsmatrix erstellt:

span{Uy} = span {Xz(ko1), ..., Xz(kon,)}, Uz eCVN N <N, (4.46)
Xz(kog) = |xzalkos) - xzarlkoy)] (4.47)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Frequenzabhéngigkeit der Modenfor-
men fiir die Losung des FE-Systems keine Rolle spielt. Dieses wird entsprechend
Abschnitt 4.1.1 gelost. Auf die Wahl der Stiitzstellen ko 1,...,kon, wird in Ab-
schnitt 4.2.3 eingegangen. Analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.2.1 wird der Such-
raum des Losungsvektors Xz; aus (4.44) auf den Spaltenraum der Matrix Uy re-
stringiert,

Xz~ Ugzxyzy, (4.48)
und anschlieSend gefordert, dass das Residuum

rz = Az(ko)Uzxz, — jkonob (ko) (4.49)

orthogonal auf dem Spaltenraum von Uy steht. Das zugehérige reduzierte Modell
ergibt sich zu

Ag

Z az(ko)Az %z, = jkonobz(ko), (4.50a)
j=1
Zyy = ng(ko)iz,z (4.50b)
mit
Az;=U%Az;Uy, (4.51a)
bz,(ko) = Ugb, (ko). (4.51D)

Der Ausgang des reduzierten Modells stellt dabei eine Appuroximation des Ausgangs
des FE-Systems dar: Zy; ~ Z;;. Mit der Definition von b, (ko) berechnen sich die
reduzierten Anregungsvektoren geméf3

NwQ NR

bZ] (ko) = Z wap kOa ko))0 (kO)UgQwP RoqVj(ko). (4.52)

p=1 ¢=1

Diese Gleichung stellt eine direkte Kopplung zwischen dem reduzierten Eigenwert-
problem (4.40) und dem reduzierten Anregungsproblem (4.50) dar. Die Matrizen
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U2Q.,Ru, € CV*Ne sind von der Dimension der reduzierten Modelle. AuBer-
dem ist diese Kopplung affin in der Frequenz und dem Eigenwert )\; parametriert:
Wihrend die Frequenzabhéngigkeit in den skalaren Faktoren &, 0, bzw. \; bertick-
sichtigt wird, sind die Matrizen U%Q,, ,R., , konstant. Zusammengenommen erlau-
ben diese Eigenschaften wieder die Zerlegung in eine Offline- und eine Online-Phase.
In der Offline-Phase werden die Projektionsmatrizen R,, , und U, die reduzierten
Matrizen des Eigenwertproblems nach (4.41), die reduzierten Matrizen des Anre-
gungsproblems nach (4.51) sowie die Matrizen zur Kopplung nach (4.52) erstellt.
Sind all diese Matrizen vorhanden, kann in der Online-Phase die Auswertung der
reduzierten Modelle in den interessierenden Frequenzpunkten sehr effizient durch-
gefiithrt werden. Dazu wird zunéchst das reduzierte Eigenwertproblem (4.40) gelost.
Mit den erhaltenen Eigenlosungen werden entsprechend (4.52) die Anregungsvek-
toren lN)ZJ berechnet. Diese werden dann in (4.50) verwendet, um die Eintrdge
der Impedanzmatrix auszuwerten. Da in der Online-Phase wiederum nur Opera-
tion mit Matrizen reduzierter Dimension involviert sind, kann diese sehr effizient
durchgefiihrt werden.

Weiterhin sei angemerkt, dass das reduzierte Modell (4.50) genau wie das zugrun-
de liegende FE-Modell (4.10) innere Resonanzen enthélt. Dazu sei auch auf Ab-
schnitt 4.3 verwiesen.

Ordnungsreduktion fiir die Streuparameter-Formulierung

Die Ordnungsreduktion der S-Formulierung lduft analog zu dem Vorgehen fiir die
Z-Formulierung. Es wird eine Projektionsmatrix Ug entsprechend

span{Ug} = span{Xg(ko1), ..., Xs(kony)}, Use€ CN*N N < N, (4.53)
Xs(ko) = |xs1(koyj) - XS,M(kO,j)] (4.54)

konstruiert. Die Berechnung der Losungsvektoren xg (ko ;) erfolgt nach (4.21). Ana-
log zur Z-Formulierung wird der Suchraum des Vektors xg; auf den Spaltenraum
der Projektionsmatrix Ug restringiert:

)u(sJ =~ Usfcs’l. (455)

Dadurch und mit der Definition von %, (4.20) ergibt sich die Restriktion des Such-
raums fir x; zu

%, ~ BT Ugxg. (4.56)

Die Approximation fiir den gesamten Losungsvektor der erweiterten S-Formulierung
ist damit

Us

. 4.57
iBTUq (4.57)

)UCSE = )U(S(k'o) ~ USE)ES mit USE =
Xh(k‘g)
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Es wird gefordert, dass das entstehende Residuum
[;Svl X5 — [2Jk0n0bl(k0)] ) (4.58)
hyl

0
wobei per Konstruktion rj; = 0 gilt, orthogonal auf dem Spaltenraum von Ugg
steht. Dies fiihrt auf das reduzierte Modell

sz(ko) kOUOB(k’O)
konoBT (ko) ikono

Us
B U,

A

(i az;(ko)As,; +jkoﬂo]§s(7€o)]§£(ko)) X1 = 2jkomobs.(ko), (4.59)

j=1
Sky = bL(ko)Xsy — Oy, (4.59D)

mit

As; = ULA,,Us, (4.60a)
bs,j (ko) = Ugb; (ko). (4.60D)
By =ULB = by, -- -Bs,M] . (4.60¢)

Im Gegensatz zum FE-System (4.18) bereitet das explizite Auftreten der Matrix
BSB£ an dieser Stelle keine Probleme, da die reduzierten Matrizen ASJ ebenfalls
voll besetzt sind. Das Vorgehen zur Auswertung des reduzierten Modells der S-
Formulierung erfolgt analog zur Z-Formulierung: Zunéchst wird das reduzierte Ei-
genwertproblem (4.40) gelost. Mithilfe der Losungen werden die reduzierten Anre-
gungsvektoren byg ;(ko) sowie die reduzierte Matrix Bg(ko) nach (4.43) bzw. (4.60c)
berechnet. Der Ausgang Sk,l ergibt sich durch Losen des reduzierten Systems (4.59).
Wie bereits im Rahmen der Z-Formulierung ist auch fiir die Ordnungsreduktion
der S-Formulierung eine Zerlegung in eine Offline- und eine Online-Phase moglich.
Die Operationen der Online-Phase involvieren ausschliefilich Matrizen reduzierter
Dimension, weshalb diese sehr effizient durchgefiihrt werden kann.

Da im reduzierten Modell der S-Formulierung (4.59) der zusétzliche Dimpfungsterm
jkonoBsBEL auftritt, ist auch das reduzierte Modell frei von inneren Resonanzen.

Kombination der Formulierungen im Rahmen der Ordnungsreduktion

Der Vergleich der Z-Formulierung mit der S-Formulierung in Abschnitt 4.1.4 hat
gezeigt, dass die Z-Formulierung fiir verlustfreie Strukturen auf ein reellwertiges
Gleichungssystem fiihrt, wihrend das resultierende Gleichungssystem der S-For-
mulierung komplexwertig ist. Dies fithrt dazu, dass die Systeme, die aus der Z-
Formulierung resultieren, wesentlich weniger Speicher und kiirzere Rechenzeiten
benotigen. Dafiir treten in der Z-Formulierung innere Resonanzen auf, und der Aus-
gang kann unbeschrankt werden. Diese Nachteile vermeidet die S-Formulierung. In
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diesem Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, das es erlaubt die beiden Formu-
lierung im Zuge der MOR zu kombinieren und somit von den Vorteilen beider For-
mulierungen zu profitieren. Fiir affin in der Frequenz parametrierte Systeme nach
Abschnitt 4.2.1 existiert ein solches Verfahren bereits [FLDE10]. Dieses wird im
Folgenden so erweitert, dass auch Strukturen, die mit frequenzabhéngigen Moden
angeregt werden, behandelt werden koénnen.

Die Idee des Verfahrens ist, die Z-Formulierung zur Erstellung der Projektionsmatrix
zu verwenden und mit dieser Projektionsmatrix die S-Formulierung zu reduzieren.
Es wird also eine Projektionsmatrix U¢ analog zu (4.46) erstellt, deren Spaltenraum
dem Raum entspricht, der von Losungen Xy (ko ;) der Z-Formulierung aufgespannt
wird:

span{Uc¢} = span{Xz(ko1), ..., Xz(kon,)}, Uc€ cV N N < N. (4.61)

Im Zuge der Ordnungsreduktion wird der Suchraum des Losungsvektors xg; aus
(4.45) auf den Spaltenraum von U restringiert:

}u{&l o UC’S{C,I‘ (462)

Analog zum bisherigen Vorgehen zur Erstellung der reduzierten Modelle wird gefor-
dert, dass das entstehende Residuum

reg = Ay (ko) UcXey + jkonoB (ko) BT (ko) Uexey — 2jkonoby (ko) (4.63)

orthogonal auf dem Spaltenraum der Matrix Ug steht. Das reduzierte Modell des
kombinierten Ansatzes ergibt sich zu

A

(ZZ: azi(ko)Ac, + jkonOBC(ko)Bg(ko)> Xcy = 2jkonobey(ko), (4.64a)

7j=1
Ska = bg (ko)X — Oky (4.64b)

mit

Ao =ULA,,Ug, (4.65a)
be (ko) = ULb, (ko), (4.65b)
Be=UIB= |be, - beyl- (4.65¢)

Wesentlich fiir die Durchfithrbarkeit des oben vorgestellten Verfahrens ist, dass der
Raum, den die Losungen der Z-Formulierung in einem Frequenzpunkt aufspannen,
dem Raum entspricht, der von den Losungen der S-Formulierung im gleichen Fre-
quenzpunkt aufgespannt wird. Dies soll im Folgenden bewiesen werden. Das Vor-
gehen ist dabei dhnlich zu dem in [FLDE10], wo der Beweis bereits fiir affin in
der Frequenz parametrierte Systeme erbracht wurde. Zu zeigen ist, dass in einem
beliebigen Frequenzpunkt ko die Beziehung

~

span{xz1(ko), ..., xz(ko)} = span{xg1(ko), ..., xs (ko)} (4.66)
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gilt. Es ist daher zu zeigen, dass eine Matrix C existiert, sodass

~ ~

Xz (ko) = Xs(ko)C. (4.67)
Fiir die Matrizen X (ko) und Xg(ko) gilt

A7 (ko)X 7 (ko) = jkonoB (ko). (4.68a)
(AZ(I%O) n jkonoBu%o)BT(z%o)) X (ko) = 2jkonoB (ko). (4.68b)

Wird (4.68b) von links mit Az (k)™ multipliziert, ergibt sich
(1 + jkonoAZ(ko)—lB(i%o)BT(/%O)) X (ko) = 2jkonoA (ko) B (fo). (4.69)

Nach (4.68a) ist X (ko) = jkonoAz (ko) "B(ko), und somit folgt aus (4.69)
X (ko) — Xz (ko)BT (ko)X (ko) = 2X (ko) (4.70)
& Xs(ko) = X (ko) (21 + BT(I%O)XS(I%O)> . (4.71)

Durch den Vergleich von (4.71) mit (4.67) lasst sich die gesuchte Matrix C direkt
bestimmen zu

C = 21 + BT (ko)X g(ko). (4.72)

O
Damit ist gezeigt, dass auch im Fall der Anregung mit frequenzabhéangigen Moden-
formen die Losungsvektoren von Z- und S-Formulierung in einem Frequenzpunkt
den gleichen Raum aufspannen, und es somit legitim ist, die Projektionsmatrix
mithilfe der Z-Formulierung aufzubauen, und mit dieser Projektionsmatrix die S-
Formulierung zu reduzieren.

Der vorgestellte Ansatz kombiniert dabei die Vorteile der beiden Formulierungen. So
sind die Ausgénge des reduzierten Systems Streuparameter und daher betragsméaflig
auf eins beschréankt. Das reduzierte Modell (4.64) enthélt auflerdem den Dédmpfungs-
term jkoUOBCBg, weshalb keine inneren Resonanzen entstehen. Weiterhin werden
zur Erzeugung der Projektionsmatrix lediglich Losungen der Z-Formulierung ver-
wendet. Wann immer also ein volles FE-System gelost werden muss, wird die Z-
Formulierung herangezogen. Fiir verlustfreie Strukturen sind also alle zu losenden
Systeme hoher Dimension reellwertig. Im Vergleich zur reinen S-Formulierung aus
Abschnitt 4.2.2 benétigt die Erzeugung der reduzierten Modelle dadurch deutlich
weniger numerischen Aufwand. Fiir einen Vergleich anhand numerischer Beispiele sei
auf Abschnitt 4.3 verwiesen. An dieser Stelle sei angemerkt, dass der hier vorgestellte
kombinierte Ansatz auch fiir verlustbehaftete Strukturen korrekte Ergebnisse liefert,
dabei jedoch keinerlei Vorteil gegeniiber der Verwendung der reinen S-Formulierung
nach (4.59) aufweist.
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4.2.3 Selbst-adaptives Verfahren zur Erstellung der Projek-
tionsmatrix

Ein wichtiger Punkt bei der Erstellung der reduzierten Modelle wurde bisher aus-
gespart, ndmlich die Wahl der Stiitzstellen ko ; in (4.46), (4.53) bzw. (4.61). Wie
in Abschnitt 4.2.1 bereits angedeutet, existieren im Rahmenwerk der RBM Verfah-
ren, die eine selbst-adaptive Wahl der Frequenzstiitzstellen zur Erzeugung der Pro-
jektionsmatrizen ermoglichen [dRMO09], [KFKT11],[FHMS11], [HSZ12]. Diese sind
allerdings auf affin in der Frequenz parametrierte Systeme beschrénkt. In diesem
Abschnitt werden diese selbst-adaptiven Verfahren so erweitert, dass auch der Fall
der Anregung mit frequenzabhingigen Modenformen behandelt werden kann. Das
generelle Vorgehen ist dabei fiir die Z-, die S-Formulierung sowie die Kombination
beider Formulierungen &hnlich.

Die grundlegende Idee ist, das reduzierte Modell sukzessive aufzubauen. Dazu wird
der zu untersuchende Bereich der Freiraumwellenzahlen fein abgetastet. Die so ent-
standene Menge diskreter Freiraumwellenzahlen F; | wird auch als Trainingsmenge
bezeichnet. Ausgehend von einer beliebigen Freiraumwellenzahl ky; € F; wird eine
Projektionsmatrix konstruiert, deren Spaltenraum dem Raum der Losungsvektoren
fiir alle Anregungen in kg ; entspricht. Mittels dieser Projektionsmatrix wird ein re-
duziertes Modell der Dimension M erzeugt und fiir alle ky € F, gelost. Die Norm
des relativen Residuums, welches sich fiir die Z-Formulierung zu

L [[rzi(ko)l

pZ,l(kO) = ) s (473)
Moko {[by(ko)]|
fiir die S-Formulierung zu
1 [rsu(ko)ll
psa(ko) = > : (4.74)
2noko ||y (Ko )|
und fiir die Kombination beider Formulierungen zu
1 |lreg(k
pc(ko) = (o)l (4.75)

~ 2komo |[by(ko)|

ergibt, wird in jedem ky € Fs und fiir jede Anregung [ € [1,..., M] berechnet.
Anschlieend wird die Freiraumwellenzahl bestimmt, fiir die die Norm des relati-
ven Residuums maximal wird. An dieser Freiraumwellenzahl wird das Originalsys-
tem gelost und der Spaltenraum der Projektionsmatrix wird um die erhaltenen M
Losungsvektoren erweitert. Darauthin wird mit der neuen Projektionsmatrix ein
groBeres reduziertes Modell konstruiert. Dies wird so lange wiederholt, bis das Re-
siduum fiir alle kg € F; und fiir alle betrachteten Anregungen [ € [1,..., M] unter
einer vorher spezifizierten Schranke p; liegt. Ist dies der Fall, ist die Erstellung der
reduzierten Modelle abgeschlossen.
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Im Verlauf dieses Verfahrens miissen pz,, ps; bzw. pc; in jedem Schritt fiir alle Wel-
lenzahlen der feinen Abtastung Fy, sowie fiir alle Anregungen berechnet werden. Um
eine effiziente Erstellung der reduzierten Modelle zu gewéhrleisten, ist es von grofier
Bedeutung, die Norm der relativen Residuen mit geringem numerischen Aufwand
berechnen zu kénnen. Allerdings sind die Residuen rz;, rg; und r¢o; Vektoren der Di-
mension des FE-Systems. Eine direkte Berechnung der Residuen und anschlielende
Bildung der Norm wiirde daher viel Zeit in Anspruch nehmen. Zur Beschleunigung
der Berechnung bietet es sich an, die euklidische Norm zu verwenden. Damit gilt

1 ey (k 1 7117,

pzi(ko) = L || g’l(kO)HQ " ok ?l“ ’ e
Mofo [[bi(ko)llz  MoRo | [y,
1 k 1 rer

sty — L sl 1SS (4.76D)

2ok [[bi(ko)lls  2moko [,

pCl(kO) - ! ||rC7l(k0)||2 - ! ralral‘ (476C)
’ 2ok [[bu(ko)ll2 20ko [,

Der Vorteil dieser Darstellung wird deutlich, wenn die Ausdriicke in den Wurzeln
néher betrachtet werden. So ergibt sich mit (4.43), (4.49) und (4.58)

Nu,@ N Nw,@ Ng

bibi=> > > ) [@p(koa A8 (o) i (Ko, M)6; (ko)

p=1 g=1 i=1 j=1
XV (Ko) R, Qi Qu R (ko) (4.77)

r*z,lrz,z =
Az Nw.@ Ng B o
koo Y D > Euwplko, M)Bg(ko)az (ko) ¥ (ko) RS, ,Ql Az ;U 2% 7, (ko)
j=1 p=1 q=1
Az NuwQ Ng ~
— koo D> > azj(ko)&w p(ko, A)By (ko)X (ko) UL A Quyp R ¥ (o)
j=1 p=1 ¢g=1
Ay Ay
+ > azlko)az(ko)Xy, (ko) Uy AL Az Us%y, (ko) + kgigbiby. (4.78)

i=1 j=1

Um auch rg;rg; kompakt darstellen zu kénnen, werden zunéchst folgende Hilfsma-
trizen eingefiihrt:

A~

- B R
Rupg = [Qw,pRl,q Q’w,pRNp,q] e CMVNV, NV = ZNw, (4.79a)

Vwap<k0) = [gw,p(km )\w,l){fw,l(k()) e gw,p(k(]?)‘w,Mw){’w,Mw] ) (479b)
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Vl,p(ko) 0 0
0 Vylk) - 0
Vylko) = | 2’13:( 0) ) | , (4.79¢)
0 0 - Vu,,(k)

mitw € [1,...,Np],pe[l,...,Nyg|lund g € [1,..., Ng]. Es sei angemerkt, dass die
Anzahl der Spalten der Matrix R, , der Summe der Dimensionen der reduzierten
Wellenleiter-Modelle entspricht. Mit diesen Hilfsmatrizen ergibt sich

Ay Ay
* _ ~ ~
r5res = Y azi(ko)az;(k)Xs, UsAy Az, Usks,

=1 j5=1
Az Np wQ Nr Np wQ Ngr

+Jkoﬁozzzzzzza2a (ko) (ko )8 (ko)

a=1 w=1 p=1 ¢=1 k=1 i=1 j=1
x X5, (ko) USAY, R Vi (ko) VT (ko) R, ;U s%s(ko)

Az Nuw,Q Ng

—2jkonio > Y iz j(ko)€wp (Ko, M)0y (ko)

j=1 p=1 ¢=1
Xigl(kO)UgA}jpr wq{’l(ko)

AZ Np wQ NR Np wQ NR

—ikamo Y D N 3TN NS aza(ko)0,(ko)0; (ko)

a=1 w=1 p=1 q¢=1 k=1 i=1 j=1

X fcgl(ko)Ungqu (ko )V’f(ko)f{ AZaUSiSl(ko)
Nw,Q Ng Np Nw,g Nrp Np QN Nuw,Q Np
2
ﬂoZZZZZZ ZZ DIDIIG
w=1 p=1 ¢=1 k=1 i=1 j=1 a=1 b=1 c=1 f=1 g=1 h=1
X éc(ko)éh(ko)xsz(ko)Ustpqv (ko) Vi (ko) Ry ; i Rape
X Vb(kO)VgT(kO)ng hUsng
Nw,g Ng Np Nw,g Ng Nuw,g Ng

— 2]63778 Z Z Z Z Z Z Z éq kO ko)fw a(kOa )\l)eb(k())

b=
x x5, (ko) UsR, oV (k:o)Vik(ko)f{};’i,jQw,aRw,bfrl(ko)
Az Nuw,@ Ng

+21komo > Y &uplko, M)y (ko) ez, (ko)

j=1 p=1 ¢q=1
x i (ko)R}, QL Az Usks, (ko)

wQ NR Np wQ NR Np wQ NR

— 2king Z Z Z Z ZZ Z waa (Ko, At)Bo(Ko) 0y (Ko)0; (ko)

a=1 b=1 r=1 p=1 q=1 k=1 i=1 j=1

% Vi(ko) R,y Qi aRrpg Vi (ko) VT (ko) RE; ; Uss (ko)
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+ 4k2n2b; by (4.80)

Der Ausdruck fiir rg, re; berechnet sich analog zu rg rg; es ist lediglich die Projek-
tionsmatrix Ug durch Ug zu ersetzen. Aus diesem Grund sei hier auf eine explizite
Angabe von 1§ rc; verzichtet. Die Matrizen, die in (4.77), (4.78) sowie (4.80) auf-
treten, sind konstant {iber der Frequenz und von der Dimension der reduzierten
Modelle. Die Frequenzabhéngigkeit geht lediglich durch skalare Koeffizienten, die
reduzierten Figenvektoren sowie durch die Losungen der entsprechenden reduzier-
ten Modelle ein. Da diese sehr effizient berechnet werden kénnen, wird eine erhebli-
che Effizienzsteigerung bei der Auswertung der relativen Residuumsnorm und somit
auch bei der Generierung der reduzierten Modelle erreicht. Eine Zusammenfassung
des Generierungsprozesses ist in Abbildung 4.7 am Beispiel der kombinierten For-
mulierung gezeigt. Dabei wird das Vorhandensein der reduzierten Modelle fiir die
speisenden Wellenleiter (4.40) vorausgesetzt.

Ein bekannter Nachteil der Berechnung der relativen Residuumsnorm nach (4.76) ist
die Tatsache, dass diese bei etwa /Ecomp stagniert [CTU09], [Cas12], wobei £comp
der Maschinengenauigkeit [Sto02, S. 6] entspricht. Dies ist durch die begrenzte Ge-
nauigkeit der Darstellung der Zahlen im Rechner bedingt. Wird eine héhere Genau-
igkeit fiir die relative Residuumsnorm benétigt, konnen die Verfahren aus [SFDE15]
angewendet werden.

4.3 Numerische Beispiele

Bei den folgenden numerischen Beispielen wird, wie schon in Abschnitt 4.1.4, auf die
Formulierung aus [FHDEO04] zur modalen Analyse der Wellenleiter zuriickgegriffen.
Die reduzierten Modelle fiir die Wellenleiter werden entsprechend [SFDEOS] erstellt.
Die Rechnung in diesem Abschnitt wurden in MATLAB-R2013b auf einem Intel®
Xeon E5620 Prozessor mit 2,4 GHz durchgefiihrt. Fiir die Losung der hoch dimensio-
nalen Gleichungssysteme wurde der PARDISO Loser fiir schwach besetzte Matrizen
der Intel® MKL Bibliothek Version 2017.1.143 verwendet.

4.3.1 Gekoppelte Mikrostreifenleitungen

Das erste numerische Beispiel bilden die gekoppelten Mikrostreifenleitungen (gMSL)
aus Abbildung 4.8. An den Stirnflichen der gezeigten Struktur befinden sich die
Querschnitte der speisenden Wellenleiter, die jeweils zwei quasi-TEM-Moden fiihren.
Die Struktur ist geschirmt, sodass auf den restlichen Réandern perfekt elektrisch lei-
tende Randbedingungen liegen. Das Substrat wird verlustfrei mit ¢, = 9,8 und
i = 1 angenommen, und fiir die sich dariiber befindliche Luft gilt ¢, =1, p, = 1
und £ = 0. Das interessierende Frequenzband ist [1,16] GHz. Entsprechend dem
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Lege Abtastung F sowie
Schranke p; fest,
Wahle ko, € Fs , Setze j = 0.

Y

Lose (4.44) fiir kg = ko1 um
X z(ko.1) zu erhalten.

Y

Setze Projektionsmatrix
Ucy = Xz(koa)
und orthogonalisiere U¢ ;.

Y

Setze 7 = 7 + 1 und erstelle
» | reduzierte Matrizen nach (4.65)
mittels U¢ ;.

Y

Lose reduziertes Modell (4.64)
V ko € Fs, sowie V1€ [l,..., M].

Erstelle neue Projektionsmatrix *
Uc,n = [Uc,y ’,XZ (ko)) Berechne Norm des relativen
und orthogonalisiere U¢ ;1. Residuums nach (4.76)

* V ko € F, sowie V1 € [1,..., M].
Lose (444) fir k07j+1, *

Viel[l,...,M], um

X, ( k’o,j+1) su erhalten. Bestimme Maximum der Norm

des relative Residuums:
* € = max max (pcu(ko))
0

Bestimme ko max, fiir das e > py * e < py
pc.(ko) maximal wird und setze |~€—
ko,j+1 = ko max

Fertig

Abbildung 4.7: Ablaufdiagramm zur selbst-adaptiven Erstellung der reduzierten Mo-
delle.
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0,975,/0,975

1

0,1

7,45

Abbildung 4.8: gMSL, Abmessungen in mm.

hergeleiteten Ansatz wird zunéchst je ein reduziertes Modell fiir die beiden speisen-
den Wellenleiter nach [SFDEOS| unter Verwendung des selbst-adaptiven Verfahrens
aus [KFKT11] erstellt. Bei der Vorgabe einer Schranke von 10~* fiir die Norm des
relativen Residuums werden reduzierte Modelle der Dimension 22 erstellt. Da beide
Wellenleiter in diesem Beispiel identisch sind, werden im Folgenden lediglich die Er-
gebnisse eines Wellenleiters vorgestellt. Die resultierenden Ausbreitungskoeffizienten
der beiden quasi-TEM-Moden sind in Abbildung 4.9a zusammen mit den Losungen
der FE-Modelle, die als Referenz dienen, dargestellt. Mode 1 entspricht dabei dem
Gleichtakt-Mode, wiahrend Mode 2 den Gegentakt-Mode bezeichnet. Es ldsst sich
eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen des reduzierten Modells
und denen des FE-Modells erkennen. Um die Abweichung quantifizieren zu kénnen,
wird der relative Fehler in der Ausbreitungskoeffizienten e,

. |7FE - %ed\
y=—

, (4.81
IrEl )

eingefiithrt, wobei vpp die Losung des FE-Modells bezeichnet, wahrend 7,.q die
Losung des reduzierten Modells darstellt. Der Fehler e, ist in Abbildung 4.9b iiber
der Frequenz dargestellt. Es ist zu sehen, dass dieser iiber dem betrachteten Fre-
quenzband unter 107 liegt, was die hohe Genauigkeit des reduzierten Modells un-
terstreicht.

In einem ersten Schritt wird die hergeleitete Methodik fiir die S-Formulierung mit
dem Ansatz aus [WMSWO02] verglichen, in dem die Modenform als konstant iiber der
Frequenz angenommen wird. Dazu werden die Anregungsvektoren b;(ko) in jedem
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Abbildung 4.9: gMSL: (a) Verlauf Ausbreitungskoeffizienten der quasi-TEM-Moden,
(b) Fehler des reduzierten Modells in den Ausbreitungskoeffizienten.

Frequenzpunkt mit dem Anregungsvektor bei der Mittenfrequenz, hier also 8, 5 GHz,
approximiert:

b; (ko) =~ bi(ko.n), (4.82)

wobei kg s die zur Mittenfrequenz zugehorige Freiraumwellenzahl bezeichnet. Auf
diese Weise entsteht ein affin in der Frequenz parametriertes System, das die An-
wendung der Methoden aus Abschnitt 4.2.1 erlaubt. Ein Vergleich der Betrége der
Streuparameter fiir reduzierte Modelle der Dimension 20 aus beiden Ansétzen ist
in Abbildung 4.10 gezeigt. Als Referenz sind die Ergebnisse des FE-Modells der S-
Formulierung hinzugefiigt. Wie zu erwarten sind die Losungen beider Ansétzen bei
8,5 GHz identisch. Je weiter die Frequenz von der Mitte entfernt ist, desto grofler
ist die Abweichung der Losung des Ansatzes [WMSWO02] von dem erwarteten re-
flexionsfreien Verhalten. Bei einer Frequenz von 16 GHz wird der Gleichtakt-Mode
sogar grofitenteils reflektiert. Im Gegensatz dazu liefert das neu entwickelte Verfah-
ren iiber den gesamten Frequenzbereich das erwartete reflexionsfreie Verhalten. Der
maximale Fehler in den Streuparametern ey,

emax (ko) = Jpax |Si jrea(ko) — Sijre(ko)l, (4.83)
der hier beziiglich der Ergebnisse des FE-Modells der S-Formulierung berechnet
wird, ist in Abbildung 4.11a dargestellt. Wihrend er fiir das reduzierte Modell
der neuen Methodik im Bereich von 107® liegt, nimmt er fiir das Verfahren aus
[WMSWO02] Werte bis zu 1 an. Um zu zeigen, dass dieser hohe Fehler nicht aus einer
zu geringen Dimension des reduzierten Modells stammt, werden fiir beide Ansétze
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Abbildung 4.10: gMSL: Vergleich des Betrags der Streuparameter des Verfahrens
von [WMSWO02] mit der neuen Methode, (a) Sy, (b) Sa.s.
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Abbildung 4.11: gMSL: Vergleich des Fehlers in den Streuparametern des Verfahrens
von [WMSWO02] mit der neuen Methode, fiir eine Dimension des reduzierten Modells
von (a) 20, (b) 28.

reduzierte Modelle der Dimension 28 generiert. Der maximale Fehler e, der re-
sultierenden Streuparameter ist Abbildung 4.11b dargestellt. Es ist zu sehen, dass
der Fehler des neuen Ansatzes weiter abnimmt, wihrend der Fehler des Verfahrens
[WMSWO02] konstant bleibt. Es handelt sich also um einen systematischen Fehler



92 Effiziente Analyse passiver Mikrowellenstrukturen im Frequenzbereich

-40 - - - -40 - - —
xFE xFE |
_cnl—Red. (S) . _c~l—Red. (S) ‘o

S0I...Red. (C) : 50/...Red. © !
--Red. (2) : --Red. (2) :
60} : . —60f :
1] £ 1] :
2 : =2 :
- -70¢ E N =70} E
— : o 3
K 3 2} <

-8 % —-80¢

-90 : -90

7 10 13 1 %4 7 10 13 16
Frequenz (GHz) Frequenz (GHz)

(a) (b)

Abbildung 4.12: gMSL: Betrag der Streuparameter der reduzierten Modelle iiber der
Frequenz (a) Sy 1, (b) Saa.

des Verfahrens. Dies verdeutlicht, dass der Ansatz [WMSWO02] auch fiir quasi-TEM-
Moden in breitbandigen Anwendungen ungeeignet ist.

Im néchsten Schritt werden die reduzierten Modelle der Z- und S-Formulierung so-
wie des kombinierten Ansatzes, im Folgenden mit C-Formulierung bezeichnet, mit-
einander verglichen. Unter Verwendung des selbst-adaptiven Verfahrens aus Ab-
schnitt 4.2.3 mit einer Schranke fiir das Residuum von p, = 107%, wurden drei
reduzierte Modelle der Dimension 28 erstellt. In Abbildung 4.12 sind die Betrige
der Streuparameter S;; und Sso, also die Reflexionen des Gleichtakt- und des
Gegentakt-Modes, iiber dem betrachteten Frequenzbereich dargestellt. Als Referenz
ist zusétzlich die Losung des FE-Modells der S-Formulierung hinzugefiigt. Es ist zu
sehen, dass die Kurven iiber weite Teile des Frequenzbandes das erwartete refle-
xionsfreie Verhalten aufweisen. Lediglich bei Frequenzen von etwa 13,3 GHz bzw.
15,1 GHz weisen die Streuparameter des reduzierten Modells der Z-Formulierung
scharfe Resonanzen auf. Werden diese Frequenzen mit den Eigenfrequenzen des zu-
gehorigen Resonatorproblems in Tabelle 4.4 verglichen, so wird deutlich, dass es
sich um innere Resonanzen der Z-Formulierung handelt. Ein Vergleich mit den Ei-
genfrequenzen des reduzierten Resonatorproblems zeigt, dass die inneren Resonan-
zen wiahrend der Ordnungsreduktion erhalten bleiben. In den Streuparametern der
S-Formulierung sowie in denen des kombinierten Ansatzes sind diese Resonanzen,
wie erwartet, nicht enthalten. Der maximale Fehler in den Streuparametern, ey,
der hier mit Bezug auf die Losung des FE-Modells der S-Formulierung berechnet
ist, ist in Abbildung 4.13 gegeben. Abgesehen von den inneren Resonanzen der Z-
Formulierung liegt e, iiber dem gesamten betrachteten Frequenzband im Bereich
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Tabelle 4.4: gMSL: Eigenfrequenzen des Resonantorproblems.
Modell Eigenfrequenzen (GHz)
FE 13,3549 15,0753 16,0871
Red. 13,3779 15,1080 16,0911

10 -
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10 1. Red. (2)
10}
x
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13 16

1 4
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Abbildung 4.13: gMSL: Maximaler Fehler in den Streuparametern iiber der Fre-
quenz.

von 1079, was die hohe Genauigkeit der reduzierten Modelle unterstreicht. Die Si-
mulationsdaten zur Erstellung und Auswertung der reduzierten Modelle sowie zur
Losung der FE-Modelle sind in Tabelle 4.5 gegeben. Diese Daten zeigen ebenfalls
das erwartete Verhalten: Die Zeit, die zum Losen an einem einzelnen Frequenz-
punkt benotigt wird, ist fiir das FE-Modell der S-Formulierung fast dreimal hoher
als die, die fiir das FE-Modell der Z-Formulierung benétigt wird. Dies hat zur Folge,
dass die reduzierten Modelle der Z-Formulierung und des kombinierten Ansatzes
sehr viel effizienter erstellt werden als die der S-Formulierung. Im Gegensatz dazu
sind die benétigten Zeiten zum Auswerten der reduzierten Modelle in einem Fre-
quenzpunkt ungeféhr gleich, jedoch um Groflenordnungen geringer als die, die zur
Auswertung der FE-Modelle benétigt wird. Dies zeigt, dass die reduzierten Modelle,
unabhéngig der gewdhlten Formulierung, eine enorme Beschleunigung der Auswer-
tung ermoglichen.

Um sicherzustellen, dass der groflere Bedarf an Rechenzeit der S-Formulierung le-
diglich aus den komplexwertigen Matrizen herriihrt, werden die obigen Simulationen
noch einmal wiederholt, allerdings wird das Substrat der Struktur diesmal mit ei-
nem Verlusttangens von tan d = 10™* versehen. Die dazugehorigen Simulationsdaten
sind in Tabelle 4.6 gegeben. Da die Anzahl der Unbekannten identisch mit der der
verlustfreien Struktur ist, wird auf eine Wiederholung der Angabe verzichtet. Es
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Tabelle 4.5: gMSL: Simulationsdaten fiir die verlustfreie Struktur.

Unbekannte red. Z red. S red. C FE Z FE S
Wellenleiter 1 22 22 22 13 852 13 852
Wellenleiter 2 22 22 22 13 962 13 962
Anregungsproblem 28 28 28 2656 956 2 656 960
Zeit zur Generierung (h)

Wellenleiter 0,18 0,18 0,18 - -
Anregungsproblem 1,98 5,52 1,78 - -
Gesamt 2,16 5,7 1,96 - -
Zeit zum Losen® (ms)

Wellenleiter 0,99 0,99 0,99 35 864 35 864
Anregungsproblem 0,76 0,87 0,78 800 171 2 400 305
Gesamt 1,75 1,86 1,77 836 035 2 436 169

* Ausgewertet an einen Frequenzpunkt.

Tabelle 4.6: gMSL: Simulationsdaten fiir die verlustbehaftete Struktur.

Zeit zur Generierung (h) red. Z red. S red. C FE Z FE S
Wellenleiter 0,33 0,33 0,33 - -
Anregungsproblem 49 4,94 5,0 - -
Gesamt 5,23 5,27 5,33 - -
Zeit zum Losen* (ms)

Wellenleiter 1,86 1,86 1,86 44 519 44 519
Anregungsproblem 0,81 1,0 0,75 2387752 2387714
Gesamt 2,67 2,86 2,61 2432271 2432233

* Ausgewertet an einen Frequenzpunkt.

ist zu sehen, dass die Unterschiede in den Losungszeiten der FE-Modelle minimal
sind. Dementsprechend sind auch die Zeiten zur Generierung der reduzierten Mo-
delle dhnlich. Daraus kann geschlussfolgert werden, dass die grofien Unterschiede
in den Rechenzeiten in Tabelle 4.5 von der komplexwertigen Systemmatrix der S-
Formulierung herriihren.

4.3.2 Ubergang von Rechteckhohlleiter auf Rechteckhohl-
leiter mit dielektrischem Einsatz

Das zweite Beispiel bildet der Ubergang eines leeren Rechteckhohlleiter (RHL) auf
einen Rechteckhohlleiter mit dielektrischem Einsatz (RAE) aus [SA85], dessen Geo-
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Abbildung 4.14: Ubergang RHL-RAE, Abmessungen in mm.

metrie in Abbildung 4.14 dargestellt ist. Die metallische Hiille der Struktur wird als
perfekt elektrisch leitend modelliert, und der dielektrische Einsatz wird als verlustfrei
und nichtmagnetisch angenommen. Die Struktur wird an beiden Wellenleitern je-
weils mit den fiinf ersten Moden angeregt, und die Analyse erfolgt im Frequenzband
[12,18] GHz. Im ersten Schritt werden wieder reduzierte Modelle fiir die speisen-
den Wellenleiter erstellt. Dazu wird wie im vorherigen Beispiel das Verfahren aus
[SFDEO08] zusammen mit der selbst-adaptiven Wahl der Frequenzstiitzstellen nach
[KFK™11] verwendet. Bei der Vorgabe einer Schranke von 107 fiir das Residuum
ergeben sich reduzierte Modelle der Dimension 5 fiir den ersten Wellenleiter und der
Dimension 25 fiir den zweiten Wellenleiter. Dies lédsst sich dadurch erkldaren, dass der
erste Wellenleiter in transversaler Richtung homogenes Materialverhalten aufweist.
Die Modenformen sind somit konstant, und somit reicht fiir jeden Mode ein Basisvek-
tor in der Projektionsmatrix aus, um dessen Modenform korrekt iiber der Frequenz
darzustellen. Fiir den zweiten Wellenleiter ist dies nicht der Fall, und es werden meh-
rere Basisvektoren pro Mode benétigt. Ein Vergleich der Ausbreitungskoeffizienten
der reduzierten Modelle mit denen der FE-Modelle ist in Abbildung 4.15 gegeben.
Es lisst sich eine sehr gute Ubereinstimmung der Verliufe erkennen. Auch der Feh-
ler, der in Abbildung 4.16 dargestellt ist und iiber dem Frequenzband unter 10~
bzw, 1076 liegt, bestiitigt diese sehr gute Ubereinstimmung.

Nachdem die reduzierten Modelle fiir den Wellenleiter verfiigbar sind, werden im
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Abbildung 4.15: Ubergang RHL-RAE: Ausbreitungskoeffizienten, (a) Wellenleiter 1,
(b) Wellenleiter 2.

néchsten Schritt wieder reduzierte Modelle fiir die Z- und die S-Formulierung sowie
fiir den kombinierten Ansatz erstellt. Die Vorgabe einer Schranke fiir das relative
Residuum von p, = 2 - 1073 fiihrt jeweils auf reduzierte Modelle der Dimension 60.
Ein Vergleich der Streuparameter der drei reduzierten Modelle ist exemplarisch an-
hand der Betrdge von S;; und Sgg, also anhand der Reflexionen der dominanten
Moden der beiden Wellenleiter, in Abbildung 4.17 gezeigt. Als Referenz dient wieder
die Losung des FE-Modells der S-Formulierung. Abgesehen von zwei scharfen Re-
sonanzen bei etwa 15,06 GHz und 17,9 GHz in den Losungen der Z-Formulierung,
ist eine gute Ubereinstimmung der Kurven zu sehen. Um zu iiberpriifen, dass diese
Resonanzen innere Resonanzen der Z-Formulierung sind, wird wieder das zugehorige
Resonatorproblem betrachtet. Die berechneten Eigenfrequenzen im interessierenden
Frequenzband sind in Tabelle 4.7 sowohl fiir das FE-Modell als auch fiir das redu-
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Abbildung 4.16: Ubergang RHL-RAE: relativer Fehler der reduzierten Modelle in
den Ausbreitungskoeffizienten, (a) Wellenleiter 1, (b) Wellenleiter 2.
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Abbildung 4.17: Ubergang RHL-RAE: Reflexionen der dominanten Moden beider
Wellenleiter, (a) Wellenleiter 1, (b) Wellenleiter 2.

zierte Modell dargestellt. Es ldsst sich erkennen, dass bei 15,06 GHz und 17,9 GHz
Eigenfrequenzen des Resonatorproblems liegen. Somit ist sichergestellt, dass die bei-
den Resonanzen tatséchlich innere Resonanzen der Z-Formulierung sind. Auflerdem
wird deutlich, dass die Resonanzen des FE-Modells ebenfalls im reduzierten Modell
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Tabelle 4.7: Ubergang RHL-RAE: Eigenfrequenzen des Resonantorproblems.
Modell Eigenfrequenzen (GHz)
FE 15,0606 16,9505 17,8159 17,9058
Red. 15,0606 16,9505 17,8159 17,9058
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Abbildung 4.18: Ubergang RHL-RAE: Maximaler Fehler in den Streuparametern
iiber der Frequenz.

enthalten sind, was erklart, weshalb auch das reduzierte Modell der Z-Formulierung
innere Resonanzen aufweist. Neben den beiden angesprochenen Resonanzen liegen
nach Tabelle 4.7 noch weitere Eigenfrequenzen im betrachteten Frequenzband, die
allerdings in Abbildung 4.17 nicht zu sehen sind. Dies lisst sich damit erkldren, dass
diese Resonanzen nicht zu hoheren Moden in den Wellenleitern gehoren. Dies wird
deutlich, wenn der maximale Fehler in den Streuparametern e, bzgl. der Losung
des FE-Modells der S-Formulierung betrachtet wird. Dieser ist in Abbildung 4.18
dargestellt und beriicksichtigt alle Eintrige der Streumatrix. Die verbleibenden bei-
den Resonanzen lassen sich im Fehler des reduzierten Modells der Z-Formulierung
gut erkennen. Abgesehen von diesen Resonanzen liegt der Fehler der reduzierten Mo-
delle der Z-Formulierung jedoch im Bereich von 1072 - 10~7. Fiir die S-Formulierung
und den kombinierten Ansatz liegt der Fehler sogar iiberall in dieser Groenordnung,
was deren hohe Genauigkeit unterstreicht. Die Simulationsdaten fiir dieses Beispiel
sind in Tabelle 4.8 gegeben. Wie zu erwarten, ist die bendtigte Zeit zum Losen der
FE-Modelle in einem einzelnen Frequenzpunkt fiir die S-Formulierung wesentlich
hoher als fiir die Z-Formulierung. Entsprechend ist auch die bendétigte Zeit zum
Erstellen der reduzierten Modelle fiir die Z-Formulierung und den kombinierten An-
satz wesentlich geringer. Werden die oben genannten Rechnungen nochmals fiir einen
verlustbehafteten dielektrischen Einsatz, tand = 550 - 1075 wiederholt, ergeben sich
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Tabelle 4.8: Ubergang RHL-RAE: Simulationsdaten fiir verlustfreie Struktur.

Unbekannte red. Z red. S red. C FE Z FE S
Wellenleiter 1 5 5 5 1 537 1537
Wellenleiter 2 25 25 25 1612 1612
Anregungsproblem 60 60 60 230 034 230 044
Zeit zur Generierung (s)

Wellenleiter 4768 47,68 47,68 - -
Anregungsproblem 199,43 321,06 213,79 - -
Gesamt 24711 368,74 261,47 - -
Zeit zum Losen® (ms)

Wellenleiter 1,55 1,55 1,55 6 363 6 363
Anregungsproblem 1,9 2,05 1,86 25879 60 240
Gesamt 3,45 3,6 3,41 32242 66 603

* Ausgewertet an einen Frequenzpunkt.

Tabelle 4.9: Ubergang RHL-RAE: Simulationsdaten fiir verlustbehaftete Struktur.
Zeit zur Generierung (s) red.Z red.S red. C FEZ FES

Wellenleiter 54,79 54,79 54,79 - -
Anregungsproblem 322,94 334,31 339,51 - -
Gesamt 377,73 389,11  394,3 - -
Zeit zum Losen* (ms)

Wellenleiter 1,46 146 146 8128 8128
Anregungsproblem 1,38 1,68 1,59 59 087 60 346
Gesamt 2,84 3,14 3,05 67215 68 474

* Ausgewertet an einen Frequenzpunkt.

die Simulationsdaten aus Tabelle 4.9. Es ist zu erkennen, dass die benotigte Zeit
zur Auswertung des FE-Modells an einem einzelnen Frequenzpunkt fiir Z- und S-
Formulierung annéhernd gleich ist. Dementsprechend ist auch bei der Dauer der
Generierung der reduzierten Modelle kaum ein Unterschied festzustellen.

4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Verfahren zur effizienten Bestimmung von Netzwerkmatri-
zen zur Beschreiben von passiven Mikrowellenstrukturen vorgestellt. Ausgangspunkt
sind dabei FE-Modelle dieser Strukturen. Es wurde eine S-Formulierung hergelei-
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tet, die anders als die weitverbreitete Z-Formulierung keine inneren Resonanzen
beinhaltet. Im Gegensatz zur bekannten TFE wird auf eine Restriktion der Ansatz-
funktionen auf den Querschnitten der speisenden Wellenleiter verzichtet, wodurch
die Implementierung stark vereinfacht wird. Weitere Vorteile der hergeleiteten S-
Formulierung ergeben sich in der anschlieBenden Ordnungsreduktion fiir Anregungen
mit frequenzabhéngigen Modenformen. Nachteil der S-Formulierung im Vergleich
zur Z-Formulierung ist die Tatsache, dass die S-Formulierung auch fiir verlustlo-
se Strukturen auf komplexwertige Matrizen fithrt, was im Rahmen der Loésung der
Gleichungssysteme zu wesentlich hoherem Bedarf an Speicher und Rechenzeit fiihrt.

Auflerdem wurde ein Verfahren zur Ordnungsreduktion vorgestellt, das im Gegen-
satz zu fritheren Verfahren die Behandlung von Strukturen ermoglicht, die durch
Wellenleiter mit transversal inhomogenen Materialeigenschaften angeregt werden.
Dieses Verfahren wurde erfolgreich auf die Z- und die S-Formulierung angewendet.
Weiterhin wurde eine Methodik entwickelt, die es erlaubt fiir verlustfreie Strukturen
die Vorteile beider Formulierungen zu kombinieren.
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Kapitel 5

Kompakte Zeitbereichsmodelle
passiver Mikrowellenstrukturen

Im vorherigen Kapitel wurden Verfahren vorgestellt, die eine effiziente Beschrei-
bung passiver Mikrowellenstrukturen mittels Netzwerkmatrizen im Frequenzbereich
ermoglichen. Die Simulation im Frequenzbereich war moglich, da ausschliellich Mi-
krowellenstrukturen mit linearen und zeitinvarianten Materialien behandelt wur-
den. Sind diese linearen Bauteile allerdings Teil eines komplexeren Systems, das
auch Komponenten mit nichtlinearem Verhalten enthélt, so muss die Simulation
des Gesamtsystems im Zeitbereich durchgefithrt werden. Um die linearen Teilsys-
teme dennoch im Frequenzbereich analysieren zu konnen, wird in diesem Kapitel
eine Methodik zur Transformation der Frequenzbereichsmodelle in den Zeitbereich
vorgestellt. Dabei werden lediglich Strukturen betrachtet, die ausschliellich durch
Moden vom Typ TEM angeregt werden, und deren anregenden Wellenleiter kein
frequenzabhéngiges Material enthalten.

Ausgangspunkt der Transformation ist die erweiterte S-Formulierung (4.21) im Fre-
quenzbereich, fiir die ein reduziertes Modell nach Abschnitt 4.2.1 erstellt wird. Diese
Modelle sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit in Abschnitt 5.1 nochmals angege-
ben. Weiterhin wird in Abschnitt 5.1 gezeigt, dass die reduzierten Frequenzbereichs-
modelle beweisbar passiv sind, und somit die resultierenden Zeitbereichsmodelle ga-
rantiert kausales Verhalten aufweisen. In Abschnitt 5.2 wird die Transformation der
Modelle durchgefiihrt. Diese Transformation wurde erstmals in [B5] fiir Strukturen
mit frequenzunabhéngigen Materialien durchgefiihrt und anschliefiend in [B2], [B3],
[B2] um Materialien mit je einem Debye-, Drude- bzw. Lorentz-Pol erweitert. Struk-
turen, deren Materialmodelle entsprechend (2.29) mehrere Pole aufweisen, wurden
in [A1], [B3] behandelt. Dabei kommt die Methode der Auziliary Differential Equa-
tions (ADE) [OMS97] zum Einsatz, die auf Zeitbereichsmodelle Zustandsraumdar-
stellung fithrt. Dies hat den Vorteil, dass die Zeitbereichsmodelle durch Standard-
Zeitintegratoren nach [HNWO09] gelost bzw. mit den Verfahren nach [AN01], [LMO7]
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direkt in Schaltungssimulatoren realisiert werden kénnen. Verfahren zur Validierung
der hergeleiteten Zeitbereichsmodelle werden in Abschnitt 5.3 vorgestellt, wihrend
Abschnitt 5.4 die Methoden zur Realisierung der Zeitbereichsmodelle in Schaltungs-
simulatoren zusammenfasst. Zum Abschluss des Kapitels werden die vorgestellten
Methoden anhand von numerischen Beispielen in Abschnitt 5.5 verifiziert.

5.1 Modelle im Frequenzbereich

Die Zeitbereichsmodelle basieren auf der erweiterten S-Formulierung im Frequenz-
bereich. Im Gegensatz zu dem Vorgehen in Kapitel 4 ist das Ziel der Simulationen
im Zeitbereich nicht zwangsweise die Bestimmung der Streumatrix der Struktur,
sondern in vielen Féllen sind die Ausgangssignale fiir beliebige Eingangssignale von
Interesse. Daher wird anders als in Abschnitt 2.5 im Frequenzbereichsmodell der
Eingang, also die Amplitude der einfallenden Welle a;, nicht auf 1 gesetzt, und dem
entsprechend stellt der Ausgang nicht unmittelbar einen Eintrag der Streumatrix
dar, sondern ist vielmehr die Amplitude der auslaufenden Welle b;. Zur Verein-
fachung der Notation wird weiterhin davon ausgegangen, dass die Struktur ledig-
lich mit einem Mode, im folgenden Mode [, angeregt wird. Die Verallgemeinerung
auf gleichzeitige Anregung mit mehreren Modes ist jedoch einfach moglich. Um die
Transformation in den Zeitbereich zu erleichtern, wird das System in der Kreisfre-
quenz w anstatt der Freiraumwellenzahl kg parametriert. Das FE-Modell lautet dann

Az(w) wpoB
wioBT jwpo | |Xny 0

bk = ngs,l — 5k7lal. (5112))

XS,Z] _ FJWMobl] a (5.1a)

Das Voraussetzen von TEM-Moden fithrt dazu, dass die Vektoren b; und somit
auch die Matrix B konstant {iber der Frequenz sind. Die Vektoren b; miissen somit
lediglich in einem beliebigen Frequenzpunkt iiber (4.1) und (4.13) berechnet werden.
Das System ist affin in der Frequenz parametriert, und das reduzierte Modell wird
nach Abschnitt 4.2.1 erstellt. Dabei spielt es nach [FLDE10] keine Rolle, ob die
Projektionsmatrix mittels der Losungen der Z- oder S-Formulierung erstellt wird.
Das reduzierte Modell ergibt sich zu

<AT(W) +jWNOBTB%> X7, = 2jwpobr,ar, (5.2a)
b, = bl X1y — kaa, (5.2b)

mit
Ar(w) = ULA 4(w) Uy, (5.3a)

B; = ULBUy, (5.3b)
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E’T,i = U%:bl, (53C)
wobei die Losungen von (5.1) durch
x5y ~ Urxyy, (5.4a)

approximiert werden. Die Dimension des reduzierten Modells (5.2) wird im Fol-
genden mit Ng bezeichnet. Auf die Eigenschaften der Projektionsmatrix Uy sowie
deren Konstruktion wird an spéterer Stelle ndher eingegangen. Da die Frequenz-
abhéngigkeit der Matrix AT(w) eine entscheidende Rolle bei der Transformation in
den Zeitbereich spielt, soll diese hier explizit angegeben werden. Es gilt

AT(W) =
Nisat 1

Z . . 2
1 + mD n FD n jDAlLD n,ipD NmL,n FL,n,]LANL,n,jmeyn,jL
n= - . - - n
Hoo,n jp=1 1+HjwWTm,n,jp ZJL*l wgn,n,jL +2jwdm n,j; —w?

S

w,n

2 NMu.t eDn NcL,n

2
w 3 3 GDnipAED iy Z GrniyACLmiWeni, |\ =
6<><> n + + TD n

s 1+ jwTenip + 2jwle i, — w? ’

n=1 ip=1 ir=1 emL

NMat NDrn

cnz K ’VLZ
+jwpoDr +jwpo > > —enie ey, (5.5)

1+ jwTenic

n=1 ic=1
mit
S,u,n = Ugsu,nUT, (5.6a)
TDm =U;Tp,Ur, (5.6b)
Dy = ULDRUy. (5.6¢)

Wie bereits angesprochen ist es fiir die Transformation in den Zeitbereich von hoher
Bedeutung, dass die zugrunde liegenden Modelle im Frequenzbereich passiv sind.
Dazu wird die Passivitéit des reduzierten Modells (5.2) im Folgenden untersucht.
Allgemein ist ein System genau dann passiv, wenn die Streumatrix im Laplace-
Bereich S(s), s = 0 + jw, die folgenden drei Bedingungen erfiillt [TGTN*07]:

Bd. 1: Jedes Element von S(s) ist analytisch fiir ¢ > 0,
Bd. 2: T —S*(s)S(s) > 0, fiir alle s mit o > 0,

Bd. 3: S(3) = S(s).

Um diese drei Bedingungen untersuchen zu kénnen, wird zunéchst die Darstellung
der Streumatrix von (5.2) im Laplace-Bereich benotigt. Diese ergibt sich zu

- R
S(s) = 2s00B7, <AT(8) + S,UOBTB§> Br -1 (5.7)
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mit
AT(S) =
Nuat 1
Spn
1 +Z mDn FDnJDAMDnJD ‘I—Z anFLnJLAHL7z]L L Hy
n=1 [loon jp=1 14+8Tm,n,ip jr=1 %L +235mnu+s
N D NL
2 Mat Nep,n elL,n . . 2
+ - GDnipnAED nsip n Z GLnis AL Weni, T
o) E oo,n E ' 5 Dn
n—1 — 1 + 37—67n7zD iL—=1 enzL + 256€TL7,L + s
Nuat NDrn o
cnzc 0,n,ic iy
+ spuoDr + spo g g T+ or ———=—"CTp . (5.8)
cnyic

n=1 ic=1

Um sicherzustellen, dass das reduzierte Modell (5.2) passiv ist, muss gezeigt werden,
dass (5.7) die die Bedingungen Bd. 1 - Bd. 3 erfiillt. Da die entsprechende Rechnung
aufgrund der komplizierten Darstellung von Ar(s) lang und technisch ist, wird an
dieser Stelle auf deren Angabe verzichtet und lediglich das Ergebnis prisentiert. Die
detaillierte Rechnung ist in Anhang C dargestellt. Sie zeigt, dass die Streumatrix
(5.7) genau dann die Bedingungen Bd. 1 - Bd. 3 erfiillt, wenn die Matrizen gmn,
T D, und Dp, aus (5.6) reellwertig sind. Dies ist eine unmittelbare Folge aus Bedin-
gung Bd. 3. Wéhrend die FE-Matrizen S, ,,, Tp,,, und Dg reellwertig sind, ist die
Projektionsmatrix Ug aus (4.53), bzw. Uz aus (4.61) in der Regel komplexwertig.
Um dennoch die Passivitat der reduzierten Modelle zu gewéhrleisten, wird die Pro-
jektionsmatrix Ur so erstellt, dass ihr Spaltenraum den Realteil der Matrizen Ug
bzw. Uq sowie deren Imaginérteil aufspannt [FBDE11]:

span{Ur} = Re (Ug) UIm (Ug) bzw. span{Ur} = Re (Uc) UIm (U¢g). (5.9)

Diese Art der Konstruktion sorgt dafiir, dass Uy und somit auch g,w, TD,ny und
Dy reellwertig sind. Dadurch ist die Passivitit der reduzierten Modelle (5.2) si-
chergestellt und somit auch garantiert, dass die zugehorigen Modelle in Zeitbereich
kausales Verhalten aufweisen. Der Preis, der fiir die Passivitéit zu zahlen ist, ist eine
Verdopplung der Dimension des reduzierten Modells.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Rechnungen in Anhang C nicht nur auf das
reduzierte Modell zutreffen, sondern genauso auch auf das FE-Modell (5.1) anwend-
bar sind. Dies rithrt daher, dass das FE-Modell und reduziertes Modell die gleiche
Struktur aufweisen und durch die Projektion, (5.6) alle wichtigen Eigenschaften der
Matrizen, wie Symmetrie und Definitheit, erhalten bleiben.

5.2 Transformation in den Zeitbereich

Nachdem sichergestellt ist, dass das reduzierte Modell (5.2) passiv ist, wird im Fol-
genden die Transformation in den Zeitbereich durchgefiihrt. Zur Behandlung der
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Frequenzabhéngigkeit der Matrix Az(w) kommt die Methode der ADE zum Einsatz.
Die grundlegende Idee dabei ist es, Hilfsvektoren so einzufiihren, dass ein System
hoherer Dimension entsteht, das lediglich eine lineare Abhéngigkeit in jw aufweist.
Dadurch wird die anschlieSende Transformation in den Zeitbereich erheblich verein-
facht. Folgende Hilfsvektoren werden benétigt:

Wonm = (W)X, n€[l,..., Naai, (5.10a)
7o = kg, (5.10b)
Co

Gcni Ko,n,ic ~ .
#XSJ; ne []-7 s 7NMat]7ZC € [17 .- ‘7ND7‘,n]7 (510C)
1+.] Tenyic

] G n,t A n,ip 5 1
Jw Gpn,ipAED, D561, €L ..., Naad,ip €[1,..., Nopyl, (5.10d)

WDrn,i. = JWito

‘XleDm,,iD = .
Co 1 + JWTe,n,iD

WelLni;, =

] G n.i A€ n.i wgm
Jw G, igj:;;;i- _ ;2)25717 nell,...,Nyatl)ir € [1,..., Nepn). (5.10e)
en,ir,

Co wenzL

Werden diese Hilfsvektoren in (5.2) eingesetzt, ergibt sich

N}\/I(Lt N]y[at NDT‘n
E Su nwmn + Mo (DR + BTB ) VAH] + E E TD nWDrnzc
= n=1 ic=1
. NMat . N]Ma.t FD?’?
+_ E Z‘:oonr]anZSl_’__ E E TDnWeDnzD
n=1 ip=1
Nl\fat eL,n

Z Z ToaWeLmi, = 2jwpiobra. (5.11)

TLl’LLl

Um eine rein lineare Parametrierung zu erhalten, miissen einige der Gleichungen
(5.10) umgeschrieben werden. Die Gleichungen (5.10a) werden zu:

mDn

§ : Fp NI D AMD N,JD =
Moo, nwm n + Wm,n
1+ jwTmn,ip

jp=1

an

FL n JLA:UL n]Lw2
n : LML G %6 (512
Z + 2jwlpmpny, —w? si )

jr=1 anL

Wird (5.12) mit 1 + jwTy, 1 multipliziert, ergibt sich

NmD n
" Fp n,j A:u j
~ : ~ 2 : N.JD Dn,jp ~
(,U/oo,n + FD,n,lAﬂD,nJ)Wm,n + JWhoonTmmn,1Wm,n + . Wm,n
e LT IWTmn

mDn an

2
FD I D AMD ",]D ~ FL MLJL AML n,]me ML,IL ~
.](JJTmn 1 1 mn + 9 5 2W
+ JWTmszD + Jw m7n7]L —w

anL

Jp=2 Jjr=1
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NmL,n

2
: FL7n’jLAML7n7jme,n,jL ~ _ 1
+‘]me7”71 2 2 6 QWm,n - XS,l‘ (5 3)

+ Jw m7n7.jL —w

jr=1 ~ mn,jL

Handelt es sich bei dem n-ten Material um ein Material, das keine magnetischen
Debye-Pole besitzt, so wird (5.12) stattdessen mit w?, ,, | +2jwpm n1 —w? multipliziert
und die Summe iiber j; startet entsprechend bei 2. Zur weiteren Vereinfachung
werden zusétzliche Hilfsvektoren eingefiihrt:

FD7n7jDA/'LD7n7jD it

A : con €, Nualiip €M, o Nopal, (5.14
WonD.n.jp EET— Wiy M€ | Mat); Jp € [ D), (5.14a)

2
w o FLvnajL AML7n7jme,n,jL ‘Xf
mLmn,j;, — . m,n
L 2 + 2jwlm . j, — w? ’

wm,n,jL
n e [17‘-'7NMat]7jL c [1"'-7NmL,n]~ (514b)

Damit transformiert sich (5.13) zu

NmD,n
(,uoo,n + FD,n,lAHD,n,l)Wm,n + JWhoonTmn,1Wm,n + E WmDmn,jp
Jp=2
NmL,n NmD,n NmL,n
+ E WinLn,jp T JWTmn,1 E , WinDn,jp T § WinLng, | =Xsi- (5.15)
Jjr=1 Jp=2 Jjr=1

Umstellen von (5.14) sowie Einfiihren weiterer Hilfsvektoren,

- jw . .

VmL,n,jL — T WmLmn,jg;» ne [17'--7NMat]7]L € [17"'7NmL,n]7 (516)
0

fiithrt auf
WD njp T J9Tmnjip WmDnjp = FDnjp AMDnjpWmn,  (5.17a)

204, C jwe

g 1)L 0 ~ J 0 - _ =~

WinLng, T —5 - VmLnj, + —3— VmLnjr = FLnjr AL Wmn-  (5.17b)
wm,n,jL m,n,jrL

Des Weiteren werden die Gleichungen (5.10c) sowie (5.10d) umgeschrieben zu

WDrnic + JWTenicWDrnic = JWNOGc,n,iC Ron,icXS,1, (518&)

. . . jw -

WeDn,ip + JWTen,ipWeDnip = C_GD,n,iD AgD,n,iDXS,l' (518b)
0

Zur Vereinfachung von (5.10e) werden folgende Hilfsvektoren bendtigt:

- Jw .
VeL,n,z’L = ‘]C_() elL,n,iy, » n e [L"':NMat];ZL S [17"'>N6L,n]- (519)

Damit wird (5.10e) zu

256 n,iz, €0 jWCO Jw

g b b L i i - iad

WeLmip, + —5——VeLni, T ~5—VeLmii, = —GLnil AL n,i, Xs,1- (5.20)
enyiy, €,myir, o
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Die im Folgenden bendétigten Gleichungen sind: (5.11), (5.10b), (5.15), (5.17a),
(5.17b), (5.16), (5.18a), (5.18b), (5.20) sowie (5.19). Wie gefordert weisen all diese
Gleichungen eine lineare Abhéingigkeit von jw auf. Um eine kompakte Darstellung
der obigen Gleichungen zu ermdoglichen, werden folgende Matrizen definiert:

N . - - T
- > |wT =T
SH’ - Suvl ’ SP‘7NMat:| ’ Wm - Wm,l e W’I’I’L,Nj\/jat] (521a)
. r . ~ o . T
TC,n = TD,n e TD,n] 5 WpDrn = WDT,n,l e WDT,nyNDr,ni| s (521b)
~ TV -
Npr,n - mal
T 4 T 5 [T T 4
Te= Ty - TC,NMM:| ; Wpr = |Wh,, - WDT’NMGJ : (5.21c)
Narat
r:[‘DE = E Eoo,nTDny (521d)
n=1
I i T 5 [T T T
TD,n = TDm ‘e TD’n:| 5 WeDn = WeD,n,l e WeD,TL,NeD,n:| 5 (5218)
N -~ 1, L
Nep,pn - mal
i 4 T 5 [T T T
Tp=|Tp: -+ TD,NMM] ; Wep = |W/p - WeD,NMat] : (5.21f)
-~ [~ ~ ~ T T
To = [Ton - Toul. Wern = [Whos o W] o (G218)
- ~ -, L
Ner,,n - mal
. . . B o . T
Tp= T, --- TL,NMati| ; Wep = |Wepy weL’NMaJ . (5.21h)

Damit lasst sich (5.11) kompakt darstellen als
- ) o . o o
S#Wm + Mo (DR + BTB;> Zgs, + TCWDr + ‘]C_TD,sZS,l + JC_TDWeD
0 0

+ JCETvaeL = Qjwpobrar. (5.22)
0

Um auch die iibrigen Gleichungen in kompakter Form schreiben zu kénnen, werden
weitere Matrizen bzw. Vektoren benotigt:

~

Mm,l -
diag{(uoql + FD,LlAﬂD,Ll)I? ce (luOO:leat + FD,NMatJAMDNMaz,l)I}? (5'233)
Mr,l = diag{(ﬁboo,le,l,l)I, Sy (,U/oo,NMatTm,NMat,l)I}, (5.23b)

T
WmD.n = [WﬁD,n,l W%D,n,NmD n] ) (5.23¢)
T
Wo,p = |:‘X,£D,l . W%D,NMGJ , (5.23d)
SD,n = [I e I} ) (5.23e)
———

Npp,n—1 - mal
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SD = diag{gpyl, ey SD,NMM}, (523f)
- T
WmL,n = WmL,n,l T WﬁL,n,NmLJJ ) (523g)
- T
W = |[Whp o W%L,NMQJ , (5.23h)
=11 - I], (5.231)
——
Npp,n - mal
S; =diag{Sr1,...,SLNyu b (5.23j)
SD,T,I = diag{cOTmJ’lgD’l, N 7COTm7NMat71SD7NNIat}7 (523k)
SLJ‘,l = diag{COTm,LlSL,la - aCOTm,NMat,lsL,NMat}a (5.231)
T
——

N]Wat - mal

wobei I die Einheitsmatrix der Dimension Ng ist. Mithilfe dieser Abkiirzungen wird
(5.15) geschrieben als

~ ~ JW o~ A jw A _ A jw A _
Mm,lwm + _MT,lwm + SDWmD + _SD,T,IWmD + SLWmL + _SL,T,lme

o Co Co
=I,xg;. (5.24)
Auflerdem werden folgende Gréfien eingefiihrt:
S, = diag{comnnil, . .. » C0Tmn,Nypn L} (5.25a)
§7- = diag{gﬂl, c. 7§T,N]Mat}’ (525b)
FDm,,lA;uD,n,lI
MmD,n == s (525(})
FpnNopn ARDnNwp o L
MmD = diag{MmD,l, ce 7MmDyNMat}7 (525(1)
womit die Gleichungen (5.17a) zu
- Jwg - — .
WD + _STWmD = MmDWm (526)
Co
werden. Weitere benotigte Matrizen und Vektoren sind
_ 20m.m 20,m.m C
S5 = diag{ ety T Neea0p (5.272)
m,n,1 wm,n,NmLyn
§5 = diag{g(g,l, Ce ,§57NMM}, (527]3)
- 2 2
Sun = diag{2—01, ce 2—01}, (5.27¢)
m,n,1 wm,n,NmL,n
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S, = diag{Sw1, -, Sw Ny} (5.27d)
FraiAppnil

M0 = : : (5.27¢)
FL,n,NmL,nA,UL,n,NmL,nI

MmL = diag{mmL,l, . aMmLJV[uat}) (527f)

T

VinLn = |:‘751L,n,1 {’ﬁL,n,NmL,n} ) (5.27g)
T

Vol = [{’me . ‘M"%L,NMGJ , (5.27h)

Mit diesen lassen sich die Gleichungen (5.17b) umschreiben zu
- o - was - -
WinL + SsVinr + —SuVir = MmLWTm (528>
Co
und die Gleichungen (5.16) werden zu

Vit = oW (5.29)
Co
Zur kompakten Darstellung der Gleichungen (5.18a) werden folgende Matrizen de-
finiert:

Te,, = diag{coTenil, ... » COTen,Nprp L} (5.30a)
TC = diag{qu, . 7TcyNMat}’ (530b)
[ UOGC,n,l Ko,n,1
MC,n = : , (5.30¢)
L 0G Cn,Npyn KO, Ny
[ Mc,
Mg = : : (5.30d)
_MC,NMat

Damit wird (5.18a) zu

~ JWes jw—
Wp, + J—TcWDr = J—MCXSJ. (531)
Co Co

Weiterhin definiert werden

T, ,, = diag{coem1l, . .. + C0Ten.Nep L} (5.32a)

T, =diag{T, 1, ., Trny., } (5.32b)
GD,n,lAgD,n,l

M.p,, = : : (5.32¢)

GDvnvNeD,n A€D7n7NED,n
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MeD 1
M.p = : , (5.32d)
MGD,]V]Mat
_ 20en 2060 C
Ty, = diag{ !0y, ZomNernyy (5.32¢)
we,n,l we,n,NeL,n
Ts = diag{Ts.1,- -, Tsnuu }> (5.32f)
— ct ct
Tw,n = dlag{ 3 I, ey 2—1}, (532g)
e,n,l we,n,NEL,n
T, = diag{Twu1, -, TwNy.. ) (5.32h)
[ GL,n,1A€L,n,1
M.p, = 5 : (5.32i)
_GLvn’NeL,nAgLvn’NeL,n
[ MeL,l
M, = : , (5.32j)
_MGLNMM
T
VeLn = [‘N’eTL,nJ {,ZL,n,NeL n] ) (5321{)
T
Veop = [{,—;FLJ . {’ZL,NMGJ , (5.321)

Damit konnen die Gleichungen (5.18b), (5.20) bzw. (5.19) dargestellt werden als

Wep + T Wep = oM, pXsy, (5.33)
Co Co
. _— [ oo —
Wer, + TJVeL + LTWVEL = LM@LXS,la (534)
Co Co
{’eL = ‘Eweln (535)
Co

Eine kompakte Darstellung des Zeitbereichsmodells ergibt sich durch Zusammen-
fassung der folgenden Gleichungen in der angegebenen Reihenfolge: (5.22), (5.10b),
(5.24), (5.26), (5.28), (5.29), (5.31), (5.33), (5.34) sowie (5.35). Dies fithrt auf

oo o Y
JC—WT,1XT,1 = WroXr; + Q%WOqT,laly (5.36a)
0 0

b, = qg,kim — Ora (5.36b)
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mit
Wi =
[0 —1 (DR+BTBT> §, 0 0 0 -Tc 0o 0 o]
0 I 0 0 0 0 0O 0 0 O
Ix 0 ~M,.;, Sp S, 0 0 0 0 O
0 0 M,p, -1 0 0 0O 0 0 O
0 0 M,, 0 -1 -S; 0 0 O O
0 0 0 0 0 I 0O 0 0 O
0 0 0 0 O 0 -I 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0 -I —Ty
0 0 0 0 0 0 0O 0 0 I |
(5.37a)
0 Tp. 0 0o o o0 o0 Tp, T, 0]
I 0 0 0 0O 0 0 O 0 O
0 0 M, Spr1 Sz;; 0 0 0 0 O
0 0 0 S. O 0 0O 0O 0 O
W — 0 0 0 0 0 S, 0 0 0 O . (5.37h)
’ 0 0 0 0 I 0 0 0 0 O
Mo 0 0 0 0 0 T- 0 0 O
—M.p, O 0 0 0O 0 O T, 0 O
-M,, O 0 0 O 0 0 0O 0 T,
0 0 0 0 0 0 0 0 I O
T
Kri = |Xs1 Zsi W Woup Wor Vmr Wp, Wep Wer Ver| (5.37¢)
5 T
Gr = |bry 000000000 . (5.37d)

Entsprechend den eingefithrten Matrizen und Vektoren ist die Dimension des Sys-
tems (5.36)

Nutat
Nrp =24 Nutar + D (Npa + 2Nz + Npra + Nep + 2Nepn)|Ns. (5.38)

n=1

Ausgehend von der Darstellung (5.36) und unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass die Matrizen und Vektoren Wro, Wr; sowie qr; reellwertig und konstant
sind, ergibt sich das zugehorige Zeitbereichsmodell direkt zu

- 1 d ~ 1d
Wori——%, = Wrox; + 2n0Qr — —a(t 5.39
T,lCO thz T,0X; + 77001T,lc0 dtal( ), ( a)
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~

bi(t) = QppXi — Orada(t). (5.39b)

Dabei bezeichnen %;(t), a;(t), sowie be(t) die zugehorigen ZeitbereichsgroBen zu Xz,
a;, bzw. by. Aus Griinden der numerischen Stabilitdt wird im Folgenden eine skalierte
Zeit t entsprechend

t = cot (5.40)

eingefithrt. Damit transformiert sich (5.39) zu

- d - d .
\%\% -x; = WrpoX; + 2109 ~ay(t), 5.41
T1 thz T,0X] Todqr, dtaz() ( a)
bi(f) = A X1 — Sradia (1) (5.41Db)

Aufgrund der Definitionen der in VNVTJ enthaltenen_.Teilmatrizen hat V~VT,1 vollen
Rang und kann invertiert werden. Dies erlaubt die Uberfithrung von (5.41) in Zu-
standsraumdarstellung:

diff(l = Wrz%; + arz, (if&z(f), (5.42a)

bi(t) = @bk — Oppiu(f), (5.42D)
mit

Wry = Wille,o, (5.43a)

Arz, = 2770V~V%}161T,z- (5.43b)

An dieser Stelle wird der grofie Vorteil der Methode der ADE deutlich. Trotz kompli-
zierter Frequenzabhéngigkeit der Materialien ist das resultierende Modell im Zeitbe-
reich in Zustandsraumdarstellung verfiighar und kann daher mit Standardverfahren
der Zeitintegration [HNWO09] gelost oder direkt in Schaltungssimulatoren integriert
werden [ANO1], [LMO07]. Der Preis, der dafiir zu zahlen ist, ist eine Vervielfachung
der Dimension des Modells. Da die Dimension des reduzierten Modells (5.2) in der
Regel jedoch sehr gering ist, spielt dieser Nachteil lediglich eine geringe Rolle.

5.3 Validierung der Zeitbereichsmodelle

In diesem Abschnitt werden Verfahren zur Validierung der hergeleiteten Zeitbe-
reichsmodelle vorgestellt. Die Idee dabei ist, die Streuparameter im Frequenzbe-
reich aus den Zeitbereichsmodellen zu berechnen. Diese werden im Anschluss mit
den Streuparametern des reduzierten Frequenzbereichsmodells (5.2) verglichen. Die
Zeitbereichsmodelle (5.42) werden dazu mit einem GauBschen Puls der Form

ay(f) = e—calt=to)? (5.44)
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angeregt. Die Differentialgleichung (5.42a) wird gelost und die auslaufende Wellen
bi(f) nach (5.42b) berechnet. Diese werden zusammen mit der Anregung d;(#) in den
Frequenzbereich transformiert. Die Eintrdge der Streumatrix ergeben sich dann zu

F (b,
SZB — Z 2 5.45
k.l F(CLZ) ( )
wobei
Fby) = / be(D)e At (5.46)

die Fourier-Transformierte von by, bezeichnet. Ein Vergleich mit der Streumatrix, die
direkt aus (5.2) berechnet wird, erlaubt den Fehler der Losung des Zeitbereichsmo-
dells zu quantifizieren. Damit kann das Konvergenzverhalten der Losung berechnet
werden und zur Validierung der Zeitbereichsmodelle mit den theoretisch erreichba-
ren Konvergenzraten des Losungsverfahrens verglichen werden. Bei der Wahl der
Parameter der Anregung (5.44), speziell bei der Wahl von cg, ist darauf zu achten,
dass die Fourier-Transformierte des Gaufischen Pulses, die ebenfalls wieder ein Gauf3-
scher Puls ist, den interessierenden Frequenzbereich vollstdndig abdeckt. Weiterhin
sei klargestellt, dass die Berechnung der Streumatrix aus den Zeitbereichsmodellen
lediglich der Validierung des vorgestellten Verfahrens dient. Ist das eigentliche Ziel
die Bestimmung der Streumatrix, so wird diese ohne den Umweg iiber den Zeitbe-
reich direkt aus (5.2) berechnet. Auf die beiden wesentlichen Punkte im Rahmen
dieses Vorgehens zur Validierung, ndmlich das Losen der Zeitbereichsmodelle, sowie
die anschlieBende Transformation der Daten in den Frequenzbereich, wird in den
folgenden Abschnitten eingegangen.

5.3.1 Lo6sung der Zustandsraummodelle

Im Rahmen dieser Arbeit werden expliziten Runge-Kutta-Verfahren [HNW09, Kap.
2] mit konstanter Zeitschrittweite zur Losung der Differentialgleichung (5.42a) ver-
wendet. Durch die Moglichkeit, die feste Schrittweite vorzugeben, eignen sich die
Verfahren besonders gut zur Bestimmung von Konvergenzraten und somit zur Vali-
dierung der Zeitbereichsmodelle.

Im Allgemeinen werden Runge-Kutta-Verfahren zur Losung von Anfangswertpro-
blemen der Form:

) =f0):1), xilt) =i (5.47)
im Intervall £ € [fy, ..., %;] mit vorgegebener Anfangsbedingung X;,0 verwendet. Im
Rahmen der hier betrachteten Verfahren wird das Intervall [to, ..., 1] mittels N,

dquidistant verteilten Knoten im Abstand At = % abgetastet. Dabei wird die
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Tabelle 5.1: Koeffizienten in expliziten Runge-Kutta-Verfahren.
0

Co | Q21

C3 | az1 Aa32

Cs Qg1 Qs 2 e Ag s—1

bl b2 e bs—l bs

Schrittweite At vorgegeben. Die Losung zum Zeitpunkt ¢, = ¢y + nAt, im Folgen-
den mit X;,, bezeichnet, wird aus der Losung im vorhergehenden Zeitpunkt x;,,_;
berechnet. Wie bereits erwahnt, beschrankt sich diese Arbeit auf explizite Runge-
Kutta-Verfahren, weshalb sich die verwendete s-stufige Runge-Kutta-Iteration zur
Losung des Systems (5.47) mit s € N folgendermafien darstellen ldsst [HNWO09, S.
134):

lA{l :f(fn—h )A(l,n—1>7 (548&)
k; =f(tn_1 + caAt, Xin—1 T AE@Qlf{l)a (5.48b)
1;3 :f(fn—l + c3 AL, Xin-1+ A£<a31f<1 + CL321A<2)), (5.48¢)
lA{S :f(tAn—l + cSAE? fcl,n—l + Azg(asll;l + -+ as,s—ll;s—l)L (548(1)
Xin =Xip-1+ Af(blfﬁ + 1t bsfis)- (5.48e)

Die Genauigkeit der Losung héngt entscheidend von s, sowie von den reellwerti-
gen Koeffizienten a; ;, b;, und ¢; ab. Zur besseren Ubersichtlichkeit werden diese
Koeffizienten iiblicherweise in Form von Tableaus entsprechend Tabelle 5.1 ange-
geben. Mittels der Iteration (5.48) ldsst sich x;, direkt berechnen, ohne dass dazu
ein Gleichungssystem gelost werden muss. Daher der Name explizites Verfahren. Da
auflerdem zur Berechnung von x;,, lediglich auf %;,,_; zuriickgegriffen wird, und die
Losungen zu fritheren Zeitpunkten £ < #,_; keine Rolle spielen, handelt es bei (5.48)
um ein Einschrittverfahren.

Ein Vergleich von (5.48) mit (5.42) zeigt, dass im Rahmen der betrachteten Zeitbe-
reichsmodelle die Funktion f(,_1, X;n—1) folgende Form annimmt:

. . ~ . d. -
f(tn-1,Xin-1) = WrzX 1+ Qrzy thal(tn—l)- (5.49)
Die Iteration zur Losung von (5.42) ergibt sich somit zu
. R
ki =WrzX;n1 + QTZ,zEal(tn—ﬁ, (5.50a)

o N . d . )
ky =Wry (Xl,n—l + Ata21k1> + qTZ,lEal@n—l + cAt), (5.50Db)
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N X . ) R .
k3 :WTZ (le—l + At(a31k1 + a32k2)> + CITZJE{al (tn—l + CgAt), (5500)
s—1
A ) R ) R .
ke =Wrz | K11 + ALY agk; | + Grzi—ai(fa + cAL), (5.50d)
— di
Xy =Xy o1+ Al(biky + -+ biks). (5.50€)

Um die Genauigkeit der Approximation der nach (5.48) bzw. (5.50) berechneten
Losung zu quantifizieren, werden im Folgenden der lokale Diskretisationsfehler sowie
der globale Fehler fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren definiert [Sch97, S. 416]:

Definition 5.1. Unter dem lokalen Diskretisationsfehler an der Stelle an =1ty +
(n + 1)At versteht man den Wert

~

Ao = Xi(ta) = Xi(tn) — ALY bik;. (5.51)
=1

Definition 5.2. Als globalen Fehler an der Stelle t, = to+nAt bezeichnet man die
Differenz

gk = )A(l<tn) — )A(lm. (552)

Dabei bezeichnet X;(t,+1) die exakte Losung an der Stelle t,,+1, wéhrend X, ,,4; die
mittels (5.50) berechnete Ndherungslosung beschreibt. Der lokale Diskretisationsfeh-
ler beschreibt den Fehler, der wahrend eines einzelnen Zeitschritts, von ¢,, nach ¢,
entsteht, wenn davon ausgegangen wird, dass die Losung im Zeitschritt ¢,, exakt ist.
Fiir die hier verwendete Validierung der Modelle ist der globale Fehler allerdings von
weit groflerer Bedeutung, da er auch die Akkumulation des Fehlers iiber die Zeit-
schritte beriicksichtigt. Ausgehend von den eingefiithrten Fehlern ldsst sich entspre-
chend [Sch97, S. 419] die Fehlerordnung der vorgestellten Runge-Kutta-Methoden
definieren:

Definition 5.3. Fin Runge-Kutta-Verfahren nach (5.48) besitzt die Fehlerordnung
p, falls fiir seinen lokalen Diskretisationsfehler dy die Abschdtzung

max ||d;|| < D = const(AD)P! = O ((Af)P+) (5.53)

1<k<N;

gilt.

Es kann gezeigt werden, dass in diesem Fall fiir den globalen Fehler

&l = O ((AD)?) (5.54)
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Tabelle 5.2: Koeffizienten des Runge-Kutta-Verfahrens nach Heun.

0
111
313
2 2
510 3
1 3
: 0 3

gilt [Sch97, S. 417 ff.]. Ziel bei der Bestimmung der Koeffizienten der unterschied-
lichen Runge-Kutta-Verfahren a; ;, b;, ¢; ist es, ein Verfahren zu erhalten, das eine
moglichst hohe Fehlerordnung und bei gleichzeitig moglichst geringem s aufweist.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden zur Validierung der Zeitbereichsmodelle das 3-
stufige Verfahren nach Heun [HNWO09, S. 135], das eine Fehlerordnung von p = 3
aufweist, und dessen Koeffizienten in Tabelle 5.2 gegeben sind, herangezogen. Fiir
einen Beweis, dass die Koeffizienten aus Tabelle 5.2 auf Verfahren mit der angege-
benen Fehlerordnung fithren sei an dieser Stelle auf die Literatur [HNWO09, S. 145]
verwiesen.

Ein weiterer wesentlicher Punkt, auf den bei der Anwendung expliziter Runge-Kutta-
Verfahren geachtet werden muss, ist die Stabilitédt. Es kann gezeigt werden, dass ex-
plizite Runge-Kutta-Verfahren nur unter bestimmten Bedingungen stabil sind und
gegen die korrekte Losung konvergieren. Dies wird im Folgenden anhand des folgen-
den linearen Systems demonstriert

d

—x = Ax, x(t = 0) = xo. (5.55)

dt
Dabei wird vorausgesetzt, dass A diagonalisierbar ist und dass die Eigenwerte \;
von A einen negativen Realteil haben. Wird die Losung mittels des Verfahrens nach
Tabelle 5.2 berechnet, so ergibt sich die Losung zum Zeitpunkt ¢ = nAt zu

x, = Rs(AtA)x, 1 (5.56)
mit
22 28
Re(:) =142+ 5+~ (5.57)

Wird weiterhin der Vektor xq in die Eigenvektoren v; der Matrix A entwickelt,
Xo = ZO&iVi, (558)

so ergibt sich

X, = Y _(Rs(AtA)) v, (5.59)

7
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Abbildung 5.1: Stabilitidtsgebiet des expliziten Runge-Kutta-Verfahren nach Heun.

Es ist offensichtlich, dass x,, fiir grofe Werte n — oo nur dann endlich bleibt, wenn
At\; fiir alle Eigenwerte \; in dem Gebiet

S={z€C||Rs(z) <1} (5.60)
liegen. Aus diesem Grund heifit S Stabilititsgebiet und Rg(z) Stabilititsfunktion.

Dementsprechnd ist das Verfahren fiir das lineare System (5.50) dann stabil, wenn
fir alle Eigenwerte Ag; der Matrix Wry gilt [HW10, S. 16]

AtAr; € S, Vi€ [l,...,Nrp)]. (5.61)

Der Wert von Af/\Tﬂ- muss also fiir alle Eigenwerte Ap; in dem Stabilitdtsgebiet
S liegen. Die Bedingung (5.61) kann auch als obere Grenze fiir den zu wéhlenden
Zeitschritt At interpretiert werden. Die Lage und Grofie von S hingt offensichtlich
von der Stabilitdtsfunktion R(z) und somit mafigeblich von der Wahl des Runge-
Kutta Verfahrens ab. Fiir das Verfahren nach Heun ist die Stabilitdtsfunktion nach
(5.57) gegeben. Das daraus resultierende Stabilitdtsgebiet S ist in Abbildung 5.3.1
dargestellt. Um Stabilitdt zu gewéhrleisten, kann es daher erforderlich sein, eine
kleine Zeitschrittweite zu wihlen, was die Gesamtzahl der Zeitschritte und somit
die Rechenzeit erhoht. Da das Runge-Kutta-Verfahren im Rahmen dieser Arbeit
ausschlieBlich zur Validierung der Zeitbereichsmodelle herangezogen wird, spielt dies
jedoch keine wesentliche Rolle.

5.3.2 Transformation in den Frequenzbereich

Der néchste Schritt zur Validierung der Zeitbereichsmodelle ist die Transformation
der berechneten Ausgéinge und des vorgegebenen Eingangs in den Frequenzbereich.
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Im Rahmen der Validierung ist der Eingang in geschlossener Form, hier in der Regel
als GauBBscher Puls (5.44), gegeben. Die zugehorige Darstellung im Frequenzbereich
kann daher analytisch berechnet werden und lautet

o0 2
a(w) = / ecali=t) cmiwl qf — ﬁeffcicej“’{o (5.62)
o ca

Im Gegensatz dazu sind die Werte der berechneten Ausgénge nicht in geschlossener
Form, sondern lediglich an diskreten Zeitpunkten bekannt. Eine analytische Aus-
wertung des Fourier-Integrals ist somit nicht moglich, und es muss auf numerische
Methoden zuriickgegriffen werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird dazu die diskrete
Fourier-Transformation (DFT, engl. Discrete Fourier Transform) verwendet. Die-
se berechnet das diskrete Spektrum eines diskreten Zeitsignals. Da weiterhin mit
der schnellen Fourier-Transformation (FFT, engl. Fast Fourier Transform) [BP85,
Kapitel 2] effiziente Algorithmen zur Umsetzung der DFT existieren, ist diese bes-
tens fiir die hier benotigten Aufgaben geeignet. Das mit der DFT berechnete Spek-
trum ist wie das zugrunde liegende Zeitsignal lediglich an diskreten Kreisfrequenzen
kAw, k € [0,... N;—1] verfugbar. Der Zusammenhang zwischen den diskreten Kreis-
frequenzen und den diskreten Zeiten ist im Rahmen der DFT durch

.~ 2T
AwAL = ¥ (5.63)

t

gegeben. Mit den Abkiirzungen
V" = b(f = nAf), (5.64a)
V' = b(w = kAw), (5.64b)

lasst sich Berechnungsvorschrift des diskreten Spektrums folgendermaflen darstellen

[BPS5, S. 14]:

N-—1
bher = » b/, (5.65)

n=0

Auf eine Darstellung der algorithmischen Umsetzung dieser Summe im Rahmen
der FFT sei hier verzichtet und auf die ausfiihrliche Literatur [CLRS01, S. 839 ff.]
verwiesen.

5.4 Integration in Schaltungssimulatoren

Um die Zeitbereichsmodelle (5.42) gemeinsam mit nichtlinearen Teilsystemen simu-
lieren zu konnen, sind Verfahren zur Realisierung der Modelle in Schaltungssimula-
toren notwendig. Das Vorgehen entspricht dem aus [AN01], [LM07] und ist an dieser
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Stelle noch einmal zusammengefasst. Die Idee ist, die einzelnen Zeilen von (5.42a)
zu betrachten. Die j-te Zeile lautet

Nrp

d . ~ . - d. . ,

EI[J = E WTZ,j,ixl,i + qu,l,jEtAal(t), ] € [1, Ce ,NTD]. (566)
i=1

Im Schaltungssimulator konnen diese Npp Zeilen mittels Verschaltungen aus Wi-
derstéinden, Kapazitiaten, sowie spannungsgesteuerten Stromquellen entsprechend
Abbildung 5.2a realisiert werden. Dabei wird die Zustand Z;; mit der Spannung
identifiziert, die zwischen den beiden gezeichneten Knoten abfillt. Es ldsst sich
leicht {iberpriifen, dass die Anwendung der Kirchhoffschen Knotenregel [Pre01, S.
168] direkt auf (5.66) fiihrt. Die Bereitstellung der Ableitung des Eingangs Edfdl(f)
wird mittels einer Induktivitdt entsprechend Abbildung 5.2b realisiert. Auch hier
ldsst sich leicht iiberpriifen, dass die Spannung zwischen den beiden gezeichneten
Knoten der gesuchten Ableitung entspricht. Die Berechnung des Ausgangs b, er-
folgt nach Abbildung 5.2¢, worin der gesuchte Ausgang dem eingezeichneten Strom
entspricht. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die gezeigten Netzwerkelemente
in Abbildung 5.2 keine realen Bauteile darstellen, sondern lediglich mathematische
Hilfsgrofen sind, die dazu dienen, die Gleichungen (5.42) im Schaltungssimulator
zu realisieren. Aus diesem Grund ist auch das Auftreten negativer Widerstdnde
bzw. Kapazititen zuldssig. Da die Schaltungen aus Abbildung 5.2 das System (5.42)
reprasentieren, und da dieses entsprechend Abschnitt 5.1 passiv ist, ist auch die
Passivitédt der Schaltungen garantiert.

Die so aufgebaute Schaltung wird zur Berechnung der Streuparameter verwendet.
Dies soll exemplarisch anhand eines Systems mit zwei Fin- und Ausgédngen verdeut-
licht werden. Ziel ist es, die Streuparameter S, und S, ; zu berechnen. Dazu wird
das System wie in Abbildung 5.3 dargestellt verschaltet. Bei diesem Vorgehen wer-
den die einfallenden Wellen @, (#), und ay(f) durch die Spannungen, die zwischen dem
jeweiligen Tor und der Masse anliegen, und die auslaufenden Wellen by (£) und by (7)
durch die Strome in die jeweiligen Tore repréasentiert. Das Vorgehen zur Berechnung
von Sp; und Sy ist nun folgendermaflen: Als Anregung dl(f) wird ein Gaufscher
Puls nach (5.44) gewihlt, wihrend Gy(%) entsprechend den Nebenbedingungen in
(2.50) zu Null gesetzt wird. Mittels der Schaltung aus Abbildung 5.3 werden by (£)
und Eg(f) im Zeitintervall £ € [fy, ..., 1] berechnet, anschlieBend zusammen mit der
Anregung @, () in den Frequenzbereich transformiert und die Streuparameter nach
(5.45) ausgewertet.

5.5 Numerische Beispiele

Im Folgenden soll die Methodik anhand von numerischen Beispielen validiert wer-
den. Die reduzierten Modelle werden nach den selbst-adaptiven Verfahren fiir affin in
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Abbildung 5.2: Realisierung der Zeitbereichmodelle im Schaltungssimulator: (a) j-
ter Zustand, (b) Ableitung des Eingangs, (c) Ausgang.

der Frequenz parametrierte Systeme [dRM09], [KFK™11] erstellt. Die Rechnungen
wurden in MATLAB Version R2013b auf einer Maschine mit Intel® Core i5-3570K,
3,4 GHz Prozessor, sowie 32 GB RAM durchgefiihrt. Fiir die Validierung des Ver-
fahrens zur Integration in Schaltungssimulatoren wurde das frei verfiighare LTspice
Version 4.231 verwendet.

5.5.1 Parallelplattenstruktur

Das erste numerische Beispiel ist die Parallelplattenstruktur (PPS) aus [LJ13], die
in Abbildung 5.4 dargestellt ist. Diese besteht aus zwei metallischen Platten, hier
als perfekt elektrischer Leiter modelliert, zwischen denen sich ein Dielektrikum mit
frequenzabhéngiger Permittivitdt befindet. Fiir die Materialeigenschaften des Di-
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Zeitbereichsmodell

Tor 1 Tor 2
i (9) CD CD 0

1

Abbildung 5.3: Verschaltung des Zeitbereichsmodells im Schaltungssimulator zur
Berechnung der Streuparameter.

EO8
@ 8,45
g" 20 Er.D
1O
e =2,1
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Abbildung 5.4: PPS: Geometrie, Abmessungen in mm.

elektrikums gilt

Ae
r0(ko) = €0 + 77—, 5.67

er,n(ko) = €0 + T hocors (5.67a)
=1, (5.67b)

S
k=6,29-10"3=, (5.67c)

m

mit

Eoo = 3,64, Ac =0,54, 7, =11,4-10""%s. (5.68)

Angeregt wird die Struktur mittels zweier identischer Koaxialleitungen, deren Innen-
und Auflenleiter ebenfalls als perfekt elektrische Leiter modelliert werden, und deren
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Abbildung 5.5: PPS: Zeitsignale, (a) einfallende Welle a,(t), (b) auslaufende Welle
b1(t), (c) auslaufende Welle by(t).

Inneres von einem verlustfreien Dielektrikum mit e, = 2,1 gebildet wird. Die Struk-
tur wird in einem Frequenzbereich von [0, 5, 3,2] GHz analysiert. Ausgangspunkt ist
ein FE-Modell der Dimension 231984. Basierend auf diesem wird unter Verwendung
einer Schranke fiir das relative Residuum von p;, = 1072 ein reellwertiges reduziertes
Modell der Dimension 16 erstellt. Anwendung der Methode der ADE fiihrt auf ein
Zeitbereichsmodell in Zustandsraumdarstellung der Dimension 48. Zur Berechnung
der Streuparameter im Frequenzbereich wird das Zeitbereichsmodell {iber den ersten
Wellenleiter mit einem Gaufischen Puls

a(f) = ecalt-lo) (5.69)
mit den Parametern
ce=(8-10""¢y) % tg=5-10""¢g (5.70)

angeregt. Das anregende Zeitsignal a(t) iiber der unskalierten Zeit ¢ ist in Ab-
bildung 5.5a zu sehen. Die Losung im Zeitbereich wird mittels des Runge-Kutta-
Verfahrens nach Heun fiir Zeiten ¢ € [0, ¢y - 107%] unter Verwendung einer festen
Zeitschrittweite von At = ¢ - 10~ s berechnet. Die benétigte Rechenzeit zum Losen
des Systems betragt 27, 88s. Um die Stabilitdt des Verfahrens zu untersuchen, sind
in Abbildung 5.6 zum einen das Stabilitéitsgebiet des Verfahrens dargestellt und zum
anderen die Eigenwerte der erstellten Matrix Wy skaliert mit der gewiihlten Zeit-
schrittweite Af. An der Abbildung ldsst sich gut erkennen, dass das Verfahren fiir
diese Schrittweite stabil ist. Dies ist auch an den auslaufenden Wellen an beiden Wel-
lenleitern zu sehen, die in Abbildung 5.5b bzw. Abbildung 5.5¢ iiber der unskalierten
Zeit t dargestellt sind, und nach endlicher Zeit gegen Null abklingen. Die auslaufen-
den Wellen werden mittels des in MATLAB integrierten FFT-Algorithmus in den
Frequenzbereich transformiert. Aus den resultierenden Signalen werden anschlieend
die Streuparameter berechnet. Der Vergleich der so bestimmten Streuparameter mit
denen, die direkt aus dem reduzierten Modell im Frequenzbereich berechnet wurden,
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Abbildung 5.6: PPS: Stabilititsgebiet des Verfahrens nach Heun sowie die mit At
skalierten Eigenwerte der Systemmatrix Wry.

0
_2.
o
=
4
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28
_6-
—Zeitber. —Zeitber.
2 . . -*Frequenzber. ---Frequenzber. . .
8,5 09 14 1,85 23 2,75 3,2 5 095 14 1,85 23 2,75 3,2
Frequenz (GHz) Frequenz (GHz)

(a) (b)

Abbildung 5.7: PPS: Betrag der Streuparameter iiber der Frequenz, (a) Sy, (b)
So1.

ist in Abbildung 5.7 gegeben. Es lisst sich eine sehr gute Ubereinstimmung iiber das
gesamte betrachtete Frequenzband beobachten. Um den Fehler der Streuparameter
aus dem Zeitbereichsmodell bzgl. jener des reduzierten Modells im Frequenzbereich
zu quantifizieren, wird folgende Gréfe eingefiihrt:

E;;=5S[F - S7F (5.71)

1/7] ’
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Abbildung 5.8: PPS: Betrag des Fehlers in den Streuparametern iiber der Frequenz,
(a) B, (b) Bz

wobei Sf B der Eintrag i,j der Streumatrix des Frequenzbereichsmodells ist, wih-
rend SZZJB7 den Eintrag ¢,j der Streumatrix des Zeitbereichsmodells beschreibt. Der
Fehler ist in Abbildung 5.8 dargestellt und liegt unter 1072, was die Genauigkeit
des Verfahrens unterstreicht. Um zu zeigen, dass der Fehler bei Verkleinerung der
Schrittweite geringer wird, ist in Abbildung 5.9 der Verlauf des Maximums von |E} ;|
bzw. [Ey | iiber der inversen Zeitschrittweite & = ~; angegeben. Dabei bezeichnet

E; j max den maximalen Fehler in S, ;,
Eijmax = max(| By (ko)])- (5.72)

An Abbildung 5.9 lisst sich erkennen, dass die theoretisch erreichbare Konvergenz
des Verfahrens dritter Ordnung realisiert wird.

Im néchsten Schritt soll das Verfahren zur Integration der Zeitbereichsmodelle in
Schaltungssimulatoren validiert werden. Dazu wird das Zeitbereichsmodell entspre-
chend Abschnitt 5.4 im Schaltungssimulator realisiert und nach Abbildung 5.3 ver-
schaltet. Das so verschaltete Modell wird mit dem Gaufischen Puls nach (5.69) an-
geregt, und die auslaufenden Wellen werden mittels des internen Losers berechnet.
Da der verwendete Schaltungssimulator die Zeitschrittweiten adaptiv wéhlt, sind die
Zeiten, an denen das Ergebnis vorliegt, nicht dquidistant verteilt. Um dennoch den
FFT-Algorithmus zur Transformation in den Frequenzbereich verwenden zu kénnen,
werden die erzeugten Ergebnisse an dquidistant verteilten Stiitzstellen linear inter-
poliert. Als Abstand zwischen den Stiitzstellen wird At = ¢q - 107! s verwendet.

Der Vergleich der so berechneten Streuparameter mit denen des reduzierten Modells
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Abbildung 5.9: PPS: maximaler Fehler der Streuparameter iiber der Zeitschrittweite,
(a) El,l,maxa (b> EZ,Lmax-
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Abbildung 5.10: PPS: Betrag der mittels LTSpice berechneten Streuparameter iiber
der Frequenz, (a) Si1, (b) Sa;1.

im Frequenzbereich ist in Abbildung 5.10 zu sehen. Auch hier liegen die Kurven sehr
gut iibereinander, und der Fehler, in Abbildung 5.11 dargestellt, liegt unter 1072
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Abbildung 5.11: PPS: Fehler in den mittels LTSpice berechneten Streuparametern,
(a) Er a1, (b) Esa.
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Abbildung 5.12: PPWLd, Abmessungen in mm.

5.5.2 Parallelplattenwellenleiter mit dispersivem Material-
einsatz

Als zweites Beispiel wird der Parallelplattenwellenleiter mit dispersivem Material-
einsatz (PPWLA) aus [ASG15] verwendet. Die Abmessungen der Struktur sind in
Abbildung 5.12 dargestellt. Die metallischen Platten der Struktur werden als perfekt
elektrische Leiter modelliert, und die Materialeigenschaften des dispersiven Einsat-
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Abbildung 5.13: PPWLd: Zeitsignale, (a) einfallende Welle a,(t), (b) auslaufende
Welle b;(t), (c) auslaufende Welle by(t).

zes geniigen (3.86). In der restlichen Struktur befindet sich Luft mit e, =1, p, = 1
und £ = 0. Ausgangspunkt fiir die Analyse der Struktur im Frequenzband von
[0,03, 5] GHz bildet ein FE-Modell der Dimension 37494. Unter Verwendung einer
Schranke fiir das relative Residuum von p; = 1073 wird ein reduziertes Modell mit
reellwertigen Matrizen der Dimension 88 erstellt. Anwendung der Methode der ADE
fiihrt auf ein Zeitbereichsmodell die Dimension 880. An dieser Stelle wird der Nach-
teil der Methode der ADE deutlich. Je komplizierter die Frequenzabhéngigkeit der
Materialien ist, desto grofler wird das resultierende Modell. Das Zeitbereichsmodell
wird mit einem Gaufischen Puls der Form

a(f) = ecali=lo) (5.73)
mit
ce=(5-10""¢y) %t =5-10"%¢ (5.74)

angeregt, dessen Verlauf in Abbildung 5.13a dargestellt ist. Das Zeitbereichsmodell
wird zunéchst wieder mit dem Runge-Kutta-Verfahren nach Heun im Zeitintervall
[0, co-1077 s] unter Verwendung der Zeitschrittweite Af = cy-107'2 s gelost. Die zum
Losen des Systems benotigte Rechenzeit betrug 6925 s. Neben der hohen Dimen-
sion des resultierenden Modells trdgt auch das verwendete explizite Runge-Kutta-
Verfahren mafigeblich zu dieser langen Rechenzeit bei. Da die Losung mittels des
Runge-Kutta-Verfahens im Rahmen dieser Arbeit jedoch lediglich zur Validierung
der Zeitbereichsmodelle verwendet wird, spielt die Rechenzeit keine Rolle. Um die
Stabilitat des Verfahrens bei Verwendung dieser Schrittweite zu untersuchen, sind
in Abbildung 5.5.2 die mit A¢ skalierten Eigenwerte der Matrix Wy, zusammen
mit dem Stabilitidtsgebiet des Verfahrens nach Heun dargestellt. Es ist zu erkennen,
dass alle skalierten Eigenwerte innerhalb des Gebiets liegen und das Verfahren so-
mit stabil ist. Die berechneten auslaufenden Wellen, die in Abbildung 5.13b bzw.
Abbildung 5.13c dargestellt sind, klingen nach endlicher Zeit gegen Null ab, was die
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Abbildung 5.14: PPWLd: Stabilititsgebiet des Verfahrens nach Heun sowie die mit
At skalierten Eigenwerte der Systemmatrix Wy.
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Abbildung 5.15: PPWLd: Betrag der Streuparameter tiber der Frequenz, (a) S,
(b) Sa1.

Stabilitat bestétigt. Werden diese Signale in den Frequenzbereich transformiert, so
ergeben sich die Streuparameter entsprechend Abbildung 5.15. Als Referenz wer-
den die Streuparameter verwendet, die sich direkt aus dem reduzierten Modell im
Frequenzbereich ergeben. Abgesehen von den Resonanzen bei 1,17 GHz, 1,57 GHz
und 2,12 GHz, lisst sich eine sehr gute Ubereinstimmung der Kurven erkennen.
Allerdings werden auch die Streuparameter in den Resonanzen bis ungefahr —60 dB
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Abbildung 5.16: PPWLd: Fehler in den Streuparametern iiber der Frequenz, (a)
By, (b) By

korrekt dargestellt. Die Fehler £ ; und Es 1, die in Abbildung 5.16 dargestellt sind,
liegen iiber dem gesamten betrachteten Frequenzband unter 1072, abseits der ers-
ten Resonanz sogar im Bereich von 107*. Dies unterstreicht die Fihigkeit der vor-
gestellten Methodik, auch Materialien mit komplizierten Frequenzabhangigkeiten
verldsslich zu analysieren.

Im néchsten Schritt wird das Verfahren zur Integration der Zeitbereichsmodelle in
Schaltungssimulatoren validiert. Dazu wird die Methodik aus Abschnitt 5.4 ange-
wendet und das resultierende Modell entsprechend Abbildung 5.3 verschaltet. Die
Anregung erfolgt mit dem Gaufischen Puls aus (5.73). Wie im vorherigen Beispiel
werden die berechneten auslaufenden Wellen zunéchst an &dquidistant verteilten
Stiitzstellen interpoliert. Diese befinden sich im Intervall [0, ¢y - 1077 s] im Abstand
At = ¢y - 10712 5. Transformation der Zeitbereichssignale in den Frequenzbereich
fithrt auf die in Abbildung 5.17 dargestellten Streuparameter. Abgesehen von den
Resonanzfrequenzen lisst sich eine sehr gute Ubereinstimmung der Kurven beob-
achten. Die Resonanzen werden, dhnlich wie bei den Losungen mittels des Runge-
Kutta-Verfahrens nach Heun, bis ungefdhr —60 dB korrekt dargestellt. Der Fehler
in den Streuparametern, die mittels LTSpice berechnet wurden, bzgl. der Streupa-
rameter des reduzierten Frequenzbereichsmodells ist in Abbildung 5.18 dargestellt.
Es ist zu sehen, dass auch dieser iiber dem gesamten Frequenzbereich unterhalb von
1072 liegt. Dies zeigt, dass die hergeleiteten Zeitbereichsmodelle auch fiir Strukturen,
deren frequenzabhéngiges Materialverhalten komplizierten Modellen geniigt, mittels
der Methodik aus Abschnitt 5.4 erfolgreich in Schaltungssimulatoren integriert wer-
den koénnen.
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Abbildung 5.17: PPWLd: Betrag der mittels LTSpice berechneten Streuparameter

tiber der Frequenz, (a) Sy, (b) Sa;.
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Abbildung 5.18: PPWLd: Fehler in den mittels LTSpice berechneten Streuparame-

tern, (a) El,l; (b) E2,1-

5.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine Methodik zur Transformation reduzierter Frequenzbe-
reichsmodelle in den Zeitbereich vorgestellt. Dabei wurden Strukturen betrachtet,
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die ausschliellich durch TEM-Moden angeregt werden, und deren speisenden Wel-
lenleiter kein frequenzabhingiges Material beinhalten. Um die Frequenzabhéngigkeit
des Materials im Inneren der Struktur behandeln zu kénnen, wurde die Methode der
ADE angewendet. Die grundlegende Idee dabei ist, zusétzliche Unbekannte so ein-
zufithren, dass ein linear in der Frequenz parametriertes System entsteht. Dies fithrt
auf ein Zeitbereichsmodell in Zustandsraumdarstellung, welches mittels Standard-
Zeitintegratoren gelost oder direkt in Schaltungssimulatoren integriert werden kann.
Der Nachteil der Methode der ADE ist jedoch, dass ihre Anwendung, besonders bei
Materialien mit komplizierter Frequenzabhéngigkeit, zu einer Vervielfachung der
Anzahl der Unbekannten fithrt. Anhand von zwei numerischen Beispielen wurden
die hergeleiteten Zeitbereichsmodelle sowie das Verfahren zur Integration in Schal-
tungssimulatoren validiert.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden Methoden zur effizienten Charakterisierung passi-
ver Mikrowellenstrukturen mittels Netzwerkmatrizen auf Basis elektromagnetischer
Feldsimulation im Frequenzbereich vorgestellt. Die Eingangs- bzw. Ausgangsgrofien
der Mikrowellenstrukturen bilden die komplexen Amplituden der Eigenmoden der
speisenden axial homogenen Wellenleiter. Die Hauptbeitrige der Arbeit sind eine
neue FE-Formulierung zur modalen Analyse von axial homogenen Wellenleitern so-
wie eine neue FE-Formulierung zur Charakterisierung der Mikrowellenstrukturen im
Frequenzbereich. Weiterhin wurde ein MOR-Verfahren vorgeschlagen, dass die Be-
handlung von Strukturen ermdoglicht, die mittels transversal inhomogenen Wellenlei-
tern angeregt werden. Des Weiteren wurde eine neue Methodik zur Transformation
der Frequenzbereichsmodelle in den Zeitbereich présentiert. Diese ermdglicht eine
effiziente Simulation von linearen und nichtlinearen Teilsystemen im Zeitbereich.

Um die speisenden Wellenleiter zu analysieren, wurde in Kapitel 3 eine neue FE-
Formulierung hergeleitet, die die elektrische Feldstirke sowie die magnetische Fluss-
dichte diskretisiert. Die neue Formulierung ist zum einen fiir niedrige Frequenzen bis
hin zum statischen Grenzfall stabil und fithrt zum anderen auf ein verallgemeinertes
Eigenwertproblem, dessen Eigenwert direkt dem modalen Ausbreitungskoeffizienten
entspricht. Dies fithrt dazu, dass die neue Formulierung in der Lage ist, Ausbrei-
tungskoeffizienten mit sehr kleinem Betrag um Groflenordnungen besser aufzulésen
als mit konkurrierenden Ansétzen. Der Preis fiir diese bessere Auflésung ist eine ver-
gleichsweise hohe Anzahl an Unbekannten, wodurch sowohl der Bedarf an Speicher
als auch an Rechenzeit stark erhoht wird. Damit die hergeleitete Formulierung im
Rahmen der effizienten Analyse von Mikrowellenstrukturen nach Kapitel 4 verwen-
det werden kann, wird ein verlissliches MOR-Verfahren benétigt, das dhnlich wie in
[SFDEO08] das Auftreten unphysikalischer Eigenmoden verhindert.

In Kapitel 4 wurde zunéchst eine neue S-Formulierung zur Charakterisierung von Mi-
krowellenstrukturen vorgestellt. Im Gegensatz zur weitverbreiteten Z-Formulierung
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[DeP83], WMF83], [WP86] vermeidet sie das Auftreten von inneren Resonanzen. Al-
lerdings fiihrt sie auch fiir verlustfreie Strukturen auf komplexwertige Matrizen. An-
ders als die TFE aus [CL88], [Lee90], bei der es sich ebenfalls um eine S-Formulierung
handelt, findet im Rahmen der neuen Formulierung keine Restriktion der Ansatz-
funktionen auf den Querschnitten der speisenden Wellenleiter statt. Dies erleichtert
zum einen die Implementierung und fithrt zum anderen dazu, dass die Frequenz-
abhéangigkeit der Systemmatrizen im Fall frequenzabhéngiger Modenformen verein-
facht wird. Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Gleichungssysteme sowohl fiir die
Z- als auch fiir die S-Formulierung in der elektrischen Feldstirke formuliert. Dieses
Vorgehen ist jedoch dafiir bekannt, dass die resultierenden Gleichungen fiir niedrige
Frequenzen instabil werden und keine verlésslichen Losungen liefern [DEPL99]. Um
dieses Problem zu umgehen, bietet sich die Erweiterung der vorgestellten Methodik
auf die Potential-Formulierung nach [JFDE15], [B4] an.

Weiterhin wurde in Kapitel 4 ein MOR-Verfahren vorgestellt, dass es erlaubt Struk-
turen zu analysieren, die durch transversal inhomogene Wellenleiter gespeist werden.
Im Gegensatz zu bisherigen Ansétzen werden die frequenzabhéngigen Modenformen
mittels eines reduzierten Modells fiir die Wellenleiter berechnet. Die Genauigkeit
der Approximation wird im Rahmen dieses Ansatzes durch die Dimension des redu-
zierten Modells gesteuert. Um den Fehler in den Ausgéngen der reduzierten Modelle
genauer quantifizieren zu konnen, bieten sich a-posteriori-Fehlerschranken nach dem
Vorbild von [CHMR10] an. Diese sind fiir affin parametrierte Systeme in der Lite-
ratur verfiigbar, eine Herleitung fiir den hier vorgestellten allgemeinen Fall steht
jedoch noch aus.

Damit elektromagnetische Teilsysteme mit linearem Materialverhalten, die in der
Regel im Frequenzbereich simuliert werden, gemeinsam mit nichtlinearen Teilsyste-
men, die im Zeitbereich simuliert werden miissen, analysiert werden konnen, wurde
in Kapitel 5 ein neues Verfahren zur Transformation der Frequenzbereichsmodelle in
den Zeitbereich vorgestellt. Im Gegensatz zu fritheren Ansétzen basiert dieses nicht
auf der Transformation der Ubertragungsfunktion, sondern die Frequenzbereichsmo-
delle werden direkt in den Zeitbereich transformiert. Besonderes Augenmerk wurde
dabei auf frequenzabhéngige Materialien gelegt. Diese wurden mittels der Methode
der ADE behandelt, was selbst fiir komplizierte Materialmodelle auf Zeitbereichsmo-
delle in Zustandsraumdarstellung fiihrt, die mit den Methoden aus [ANO1], [LMO7]
direkt in Schaltungssimulatoren integriert werden kénnen. Aulerdem wurde bewie-
sen, dass die Frequenzbereichsmodelle passiv sind, und die resultierenden Zeitbe-
reichsmodelle somit garantiert kausales Verhalten aufweisen. Die Verwendung von
projektionsbasierter MOR im Frequenzbereich fiihrt weiterhin dazu, dass die resul-
tierenden Zeitbereichsmodelle effizient ausgewertet werden konnen. Zudem erlaubt
es eine Rekonstruktion der transienten elektromagnetischen Felder mit geringem
numerischen Aufwand. Das hergeleitete Verfahren setzt zum aktuellen Zeitpunkt
allerdings Strukturen voraus, die durch TEM-Moden angeregt werden. Eine Erwei-
terung auf allgemeine Modenformen, die zum einen die Herleitung entsprechender
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Zeitbereichsmodelle und zum anderen den Beweis der Passivitéit umfasst, ist Gegen-
stand der aktuellen Forschung.
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Anhang A

Beweils der Kausalitiat des
Lorentz-Materialmodells

An dieser Stelle soll gezeigt werden, dass das Materialmodell nach Lorentz (2.21)
die Kramers-Kronig-Beziehungen erfiillt, Real- und Imaginérteil also ein Hilbert-
Transformationspaar darstellen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind Real- und
Imaginérteil nochmals angegeben:

Aew?(w? — w?)
(W2 — w?)? + 4w??’
Acw?wd,
(W2 — w?)? + 4w?2

Es soll nun gezeigt werden, dass diese Groflen den folgenden Beziehungen geniigen:

!/

£ (w) =¢€0 +

(A.1a)

el(w) = —2 (A.1b)

1 oo 7
(W) — €0 = ——P.V./ (@) dz, (A.2a)
m e T — W
1 oo — €0
&"(w) = ~P.V. / El®) — ey, (A.2b)
m e T—W

Aufgrund der Eigenschaften der Hilbertransformation [EMOT54, S. 243| reicht es
aus, eine der obigen Bedingungen zu iiberpriifen. Hier wird die erste gewahlt. Es
muss also

lP,V, /°° 2Aew?zh, 1

T Coo (W2 —22)2 4+ 422820 —w

=f(z)

dz (A.3)

e_

berechnet werden. Die Auswertung des obigen Integrals erfolgt mittels des Residu-
ensatzes [Kon04, S. 216 ff.]. Demnach gilt

PV. /OO fz)dz =jm Y Ry, +2im Y Ri. (A.4)
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Dabei bezeichnen Ry, die Residuen, deren zugehérige Polstellen auf der reellen Achse
liegen, wéhrend die Ry, die Residuen bezeichnen, deren Polstellen in der oberen
Halbebene der komplexen Ebene liegen. Handelt es sich um eine einfache Polstelle,
im Folgenden mit a bezeichnet, berechnet sich das zugehorige Residuum R, zu

R, = lim(z — a) f(z). (A.5)

T—ra

Fiir zweifache Polstellen berechnet sich das Residuum zu

R, = lim a4 [(z —a)’f(z)] . (A.6)

z—a AT

Zur Auswertung des Integrals (A.3) miissen zunéchst die Polstellen des Integranden
bestimmt werden. Die erste Polstelle ergibt sich direkt zu

T =w. (A.7)
Die verbleibenden Polstellen entsprechen den Nullstellen des folgenden Polynoms:

(w? — 2%)? + 42% = 0. (A.8)
Ausmultiplizieren und Einfithren von y = 22 fiihrt auf

ot + 22(402 — 20 +w! =0 (A.9a)
&y +y(46? — 203 +wl =0. (A.9b)

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind

462 — 2uw? 452 — 2w2\?
Y12 = —ET% =+ \/(eTwe) - wg (A.l()a)

= w? — 207 4 /404 — 452w? (A.10b)
= w2 — 262 £ 25,1/62 — W2 (A.10c)
= w? — 207 4+ j20.\/w? — 62 (A.10d)

)

- (\/ﬂijae)Q. (A.10e

Damit ergeben sich die vier Losungen von (A.8) und damit die verbleibenden vier
Polstellen der Integranden von (A.3) zu

22 = (Vo2 =02 +j.), ry = — (VeI = a2 +]d.)., (A1la)
wi = (VeZ =32 jo.), 75 = — (VeI =82 —jo.). (A.11D)

Nach (A.4) werden zur Auswertung des Integrals lediglich die Residuen benétigt,
deren zugehorige Polstellen auf der reellen Achse oder in der oberen Halbebene der
komplexen Zahlenebene liegen. Um entscheiden zu kénnen, welche Residuen benétigt
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werden, muss die Lage der Polstellen (A.11) bestimmt werden. Dazu werden drei
Félle unterschieden:

Fall 1: §. = w,. In diesem Fall ergeben sich zwei doppelte, rein imaginédre Polstellen
bei
To = j(;e, T3 = —jée, (A12a)

wobei lediglich die doppelte Polstelle bei x5 = jd. in der oberen Halbebene liegt.

Fall 2: 6, > w,. In diesem Fall ist der Ausdruck unter der Wurzel in (A.11) negativ
und die gesuchten Polstellen sind daher rein imaginér. Es gilt:

g = <j\/5§ 2 +j66> , 2= — <j\/5§ 2 +j66> , (A.13a)
vy = (jV/07 —w? =), 75 = — (V0T =2 - jd.) . (A.13b)

Dabei sind die Wurzelausdriicke positiv, und damit ist leicht ersichtlich, dass ledig-
lich x5 und x5 in der oberen Halbebene liegen.

Fall 3: 6. < w,. Fiir diesen Fall sind die Ausdriicke unter der Wurzel in (A.11)
positiv, und die Polstellen sind komplexwertig:

vy = (Va2 =02+ 0.) . vy = — (Va2 =02 +0.) . (A.14a)
vi= (Vo2 =02 .. 75 = — (VI =82 - jo.). (A.14D)

In diesem Fall liegen also ebenfalls nur x; und 5 in der oberen Halbebene. Wéhrend
der erste Fall aufgrund der doppelten Polstellen separat analysiert werden muss,
kénnen die anderen beiden Fille zusammen betrachtet werden.

Zunéchst wird Fall 1, mit w., = J, betrachtet. Die relevanten Polstellen sind die
einfache Polstelle bei #; = w sowie die doppelte Polstelle bei x5 = jd.. Unter
Beriicksichtigung von w, = d. ergeben sich die entsprechenden Residuen zu

_ Aew?20.w
Ry = lim a4 [(z — a)’f(z)] = 2Aew?d, lim a4 ’ (A.15b)
27 oS da ¢ enise do | (z+j00)2(z —w) | '

Um R, berechnen zu koénnen, wird zundchst die Ableitung ausgewertet. Es gilt

d €T d . Ly .
T | Gr P e —w = @ et W] (A.162)
(i@ —w) — 2000 — w) — 2z +j6.)
_ Ry . (A.16b)
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Damit lasst sich das Residuum R, angegeben:

(jée - w) - 2j66(j66 - w) - j5e<2j(53)

26
Ry = 2Aew?5, == A7
2 = Phe —8j82(10. — w)? A
252
= 2Aew?d, - A.17b
T 800, — w)? AT
jAew?
= _——"e A17
2(j0, — w)? (A.17c)
Das gesuchte Integral berechnet sich somit im Fall 1 zu
1 o Acw?xd 1
—P.V. 2 AN dr =] 2j Al
T v /_OO (W2 —22)2 + 42202 —w v =H 2k (A.182)
Acw?26.w jAew?
_ e 3 € A18b
o= 3o V20, - wp? LISD)
_jAswZ20w — Aew? (w + j0.)? (A.15¢)
a (w - j6e)2(w + j56)2 ‘
Acw?(82 — w2
_ _Aew (0, —w) (A.18d)

(w - jée)z(w + j(se)Q '

Unter Beriicksichtigung von d. = w, fiir den betrachteten Fall entspricht der obi-
ge Ausdruck genau dem Realteil aus (A.1). Fiir Fall 1 ist somit gezeigt, dass das
Lorentz-Modell den Kramers-Kronig-Beziehungen geniigt.

Im néchsten Schritt werden nun die beiden verbleibenden Féille untersucht. Die
relevanten Residuen sind dabei die der Polstellen z;, x5 und x5. Diese Residuen
werden im Folgenden mit R;, Ry bzw. R5 bezeichnet, und sie berechnen sich zu

Aew?28,24
Ry = lim (x — 1) f(x) = £ , A.19a
! anl( /(@) (1 — x2) (1 — w3) (1 — 24) (11 — 5) ( )
Aew?26,.x9
Ry = lim (z — x0) f(2) = e , A.19b
? x—mz( 2)/ (@) (9 — 1) (29 — w3) (T2 — m4) (T2 — T5) ( )
Aew?25, x5
Rs = lim (z — z5) f(x) = £ , A.19c
b IH%( 5>f( ) (1‘5 — 111)(1’5 — 1‘2)(275 — 1'3)(1'5 — 274) ( )
wobei ausgenutzt wurde, dass
(w? — 22 + 48207 = (v — 29)(x — 13) (7 — 24) (T — T5) (A.20)
gilt. Wird weiterhin ausgenutzt, dass xo = —x3 und x5 = —x4 gilt, vereinfachen sich
Ry und R5 zu
Acw?26, Acwgde
Ry = HetleT2 = S S (A.21a)
(w2 — 21)(2m2) (23 — a3) (22 — @1) (23 — 23)
Aew?20 Aew?s,
Rs = e0es = Sl (A.21D)

(25 — 1) (205) (23 — 23) (x5 — x1) (23 — 25)
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Das Integral (A.3) ist damit

1 o0 Aew?x6 1
—PV. 2 e d
T /OO (w2 —22)2 + 422820 —w ’
2jAew?d.x; 2jAew?d, 2jAew?o,
= - + - + - (A.22D)
(x —a3)(2f —23) (w2 —a)(2f —a28) (25 —21)(ad —23)
2jAew?d 11 2jAew?6, 2jAew?d,

= — + (A.22c)

(2 —a3) (@t —a3) (v —w2)(2f —a3) (w1 —5)(af — 23)
r1(23 — a3) — (21 + @) (2] — 25) + (21 + 25) (2] — 75)

= 2jAcw?6, A.22d
A, @3~ D) — )@~ %) (A.224)
= 2jAcw?S, Do — Ty F Tty — 5T (A.22¢)

(] — 23) (2} — 23) (23 — 23)
Einsetzen der Werte fiir die Polstellen x1, x5 und x5 fithrt auf
1 / > Aew?zd, 1

—P.V. 2 d
T (W2 — 22)? + 42262 2 — w ’

o0

(jée + \/m) (jée - \/ﬂ)2 - (jde n m) 2
[(wg - W2)2 + 452@)2} {(j(se + \/(,W)Q — (j(;e _ m)j
|:<j(se - \/ﬂ) w? — <j5e _ m) (j5e N m)?}

=2jAcw?d,

. (A.23a)
2 =+ a02?] | (0,4 V=)~ (12~ VT )

B £ e L e ] it b

=2)RAEW, O [(wg — w2)2 + 4(52&)2} 4,]'68\/(’@
(5.2 — (w2 — 6] 15, + /o2 — 7 A23h

(w2 = w?) + 40207 4j0\fiwZ — 32 e

o (10 VR (19— T R) 2T
=Aew, (w2 — w?)? + 462w?] 24/w? — 62 (A-25)
2\/w? — 02 (w? — w?)

Ny 2 52 (w? A.23d

R (R RSN PN .
2 2,2
_Aewf(w? —w?) (A.23e)

(w2 — w?)® + 402w?’
Dies entspricht dem Realteil €/ (w) aus (A.1), womit gezeigt ist, dass das Lorentz-

Modell auch fiir Fall 2 und Fall 3 die Kramers-Kronig-Beziehungen erfiillt und somit
kausal ist.
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Anhang B

Bestimmung der
Anregungsvektoren aus der
Wellenleiter-Formulierung

An dieser Stelle sollen der konkrete Zusammenhang der Losungen des Wellenleiter-
Eigenwertproblems resultierend aus der Formulierung [FHDEO4] und den Anre-
gungsvektoren b; aus (4.10) dargelegt werden. Dazu wird zunéchst die Potential-
Formulierung fiir die Wellenleiteranalyse kurz vorgestellt. Zur Vereinfachung der
Darstellung wird verlustfreies Materialverhalten in den Wellenleitern vorausgesetzt.
Ausgehend von der Divergenzfreiheit der magnetischen Flussdichte B wird ein ma-
gnetisches Vektorpotential A entsprechend

A=V x B, (B.1)

eingefithrt. Wird das Vektorpotential in das Induktionsgesetz (2.3a) eingesetzt, er-
gibt sich

Dies erlaubt die Einfiihrung eines elektrischen Skalarpotentials ¢ entsprechend
CQV¢ = —(E +j]€0COA). (BS)

Analog zum Vorgehen in Kapitel 3 ergibt sich fiir die Abhéngigkeit entlang der
Wellenleiterachse, welche der é,-Achse entspricht,

op=Ve *, (B.4a)
A= (A +Ae,)e 7, (B.4Db)
wobei A; die Komponente in transversaler Richtung und A, die Komponente in axia-

ler Richtung bezeichnen. Der Differentialoperator V wird entsprechend (3.3) aufge-
spalten. Weiterhin wird die transversale Komponente A; in reine Gradienten Vi
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und Felder mit nicht verschwindender Rotation Aj zerlegt:
A, =Vo+ Aj. (B.5)

Da bis zu diesem Punkt noch keine Aussagen iiber die Quellen des magnetischen Vek-
torpotentials getroffen wurden, wird eine Eichung benétigt. Entsprechend [FHDEO4]
wird hier die axiale Eichung A, = 0 verwendet. Die magnetische Flussdichte sowie
die elektrische Feldstérke lassen sich folgendermafien durch die eingefiihrten Poten-
tiale ausdriicken:

B=[V,x AS— &, x(AS+ V) e, (B.6a)
E = —jcy [&4(GV) = Vi(iV) + ko (AS + Vi) e 7. (B.6b)

Einsetzen dieser Ausdriicke in den Durchflutungssatz (2.3b) sowie in die Divergenz-
bedingung fiir die elektrische Flussdichte (2.3¢) fithrt auf

Vi X Vi x AS — koe, Vilkoy — V) — kie, AS
= _’72 [éz X //Jr_léz X (Ag + vt¢)} ) (B7a)
Vt cEp [l{?(]Ag —+ Vt (ko’(b — JV)] = ’)/ZEijV (B7b)

Die Randbedingungen auf 'y bzw. 'y lauten fiir die Potentiale

V=0
auf I'g, B.8a
ﬁx(AHvtzﬁ)—O} . (B.8a)
-1 c __
Hi th XA =0Ty, (B.8b)
7<At + Vtw) =0

Die Gleichungen (B.7) zusammen mit den Randbedingungen (B.8) bilden das konti-
nuierliche Eigenwertproblem zur Analyse der Wellenleiterstrukturen. Zur Diskre-
tisierung werden FE-Basen der endlich-dimensionalen Unterrdume V™'(Qyy ) C
H (rot; Qwr, Tg) und V() € H (Qwr,Tg) nach [Ing06] konstruiert. Die Po-
tentiale werden entsprechend

A?f = Z’UAg,kwlm Wy € VrOt(QWL) (Bga)
k

¢ = ZU¢7ka, Wk € VI(QWL), (ng)
k

W= Z viveWe, Wi € V' (Qwy), (B.9¢)

diskretisiert. Die Anwendung eines Galerkin-Verfahrens fithrt auf das diskrete Ei-
genwertproblem

Savvav =V’ Tavvav (B.10)
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mit

Sav = Savo + koSavi + kgSave

und
(S, 0 0
Savo=1]10 0 0 ;
0 0 -S5,
[0 0 C5
SAVIZ 0 0 S%/V )
s 0
Tha Coy O
Save=—|C%, S5y 0],
0 0 O
T4 By O
T=|B4% Stv 0 |,
0 0 -T,
VA%
VAV = | Vy
| Viv

Die Eintrédge der auftretenden Matrizen sind

SZAJ‘k = Vi X w;- u;lvt X wy, dI’,

I'p
VVik = VWi - u 'V, W, dT,

I'p

Chviir = w; - €, W, dIl,
I'p

Svvie = VWi - e,V W, dl',
I'p

foA,z‘k = w; - g,wy dl
I'p

Blvik = w; - VWi dl,
I'p

TZA,ik = w; - u;lwk dr’,
I'p

T‘E/'V,ik = Wi e, Wy dP,

Ip

(B.11)

(B.12a)

(B.12b)

(B.12c¢)

(B.12d)

(B.12¢)

(B.13a)
(B.13b)
(B.13¢)
(B.13d)
(B.13¢)
(B.13f)
(B.13g)

(B.13h)
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mit w;, wy, € V' (Quy) sowie W, Wi € V1(Qu ). Wie in [SFDE0S] gezeigt wird,
fiihrt die obige Formulierung (B.10) auf unphysikalische Nulleigenwerte. Die zu-
gehorigen Eigenvektoren konnen mittels

0
viy = Nayvy, Nay = |1 (B.14)
kol

beschrieben werden. Um das Auftreten dieser Losungen zu verhindern, wird die
Orthogonalitdt der Eigenvektoren bzgl. der Matrix T 4y ausgenutzt, und wéhrend
des Losungsprozesses wird die Nebenbedingung

NAyTayvay =0 (B.15)
eingeprigt. Ausmultipliziert wird diese Bedingung zu
k:OT%/VVjV = BZI;/VA% + S;VV¢. (B16)

Bevor aus den Losungen des Eigenwertproblems die Anregungsvektoren b; berechnet
werden konnen, miissen die Eigenvektoren zunichst entsprechend (2.43) normiert
werden. Es muss also gelten

/ (E, x H;)-Adl = —1. (B.17)
I'p

Einsetzen der Ausdriicke fiir die elektrische Feldstérke (B.6b) und der magnetischen
Flussdichte (B.6a) fithrt auf

/ (E; x Hy)-ndl
I'p
—icoy / [(=Vu(V) + ko(Af + Vi) x 1'% % (Af + V)] - adl (B.18a)
Ip
= - jCO'Y/ KoV - N;lvt@/) - Vt(jv) : Mr_lvtiﬂ - Vt(jv) : MIlAi dr
I'p
“ia [ RoAf AT+ Vi AT AT Vi dD (BASH
Tp

Ein Vergleich mit der Definition der Matrix T 41 sowie die Beriicksichtigung von
(B.16), fithrt auf die diskrete Version des obigen Integrals und somit auf den fre-
quenzabhéngigen Normierungsfaktor

o = jeovkoviy Tavvay. (B.19)

Der normierte Eigenvektor hat somit die Form

1
(ko)

VAV = Vay. (B20)
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Mittels dieses normierten Eigenvektors kann der Anregungsvektor b; berechnet wer-
den. Fiir dessen i-te Komponente gilt

b = / <w x ﬁt> A dD (B.21a)
Tp
— L | [wi x pe. x (AS + V)] - Adl (B.21b)
Ho Jrp
=L | (e xwi) prte, x (AS+ V) dT. (B.21c)
Ho Jrp
Wird weiterhin beriicksichtigt, dass €, = —mn ist, so lésst sich der Eintrag ;,; dar-

stellen als

bi=-L | w-ptASAT + L [ w; - p 'Vl (B.22)
Ho Jrp Mo Jrp

Im Folgenden sei die Matrix Popsp die Matrix, die den Freiheitsgraden des Anre-
gungsproblems (4.10) die entsprechenden Freiheitsgrade des Wellenleiters zuordnet.
Damit ldasst sich der Vektor b; folgendermaflen ausdriicken:

b, = \/%MOPQDSDTQAVA%+ \/gMOPQDgDB;Vvd, (B.23a)
= \/C—Zﬂopzpw [I 0 O] T avvay (B.23b)
- \/g#OPQD;;DTAVVAV, (B.23c)

mit
Pupsp = Papsp [I 0 0}. (B.24)

Ein Vergleich mit der allgemeinen Darstellung (4.13) liefert folgende Identitdten:

Nug =1, (B.25a)
J (B.25b)

f’w,l = /—a(ko),u()’

Qu1 = PapspTav. (B.25¢)
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Anhang C

Beweis zur Passivitiat der
reduzierten Modelle

An dieser Stelle soll gezeigt werden, dass die Streumatrix nach (5.7) die Bedingun-
gen Bd. 1 - Bd. 3 erfiillt. Der Ubersichtlichkeit halber wird der Ausdruck fiir die

Streumatrix hier noch einmal angegeben:

- - - RN
S(s) = 2sp10Br. (AT(S) + SMOBTB%> Br -1, (C.1)
mit
AT(S) =
Narat
1 -
Sun

. . 2
'mD n FD n jDA;uD n,ip mL n FLa”vJLAuLyn»Jme,n,jL

n=1 floon + Z]D 1 14+8Tm,n,jp + ZJL 1 wfn,n#jL +280m,n,j7, 52

N D,n NeLn
2 Mat Ne ) . . 2
+ z : e + z : GD,n,iD AE':D,n,ip + 2 : GL STLLL AéTL n 1Lwe n,iy, ,:N[‘
oo 1+ 870 + 250 1,5, + 52 D
0 n=1 ZD* ST D iL 1 enzL L

NMat NDrn

cnz Kon,i
+S,U,0DR+S,Uo Z Z o0, CTDn (02)

1+ s,
n=1 i1c=1 + enic

Im Folgenden wird nachgewiesen, dass S(s) die Bedingungen Bd. 1 - Bd. 3 erfiillt.
Da die Beweise zu den einzelnen Bedingungen teils aufeinander aufbauen, ist es
zweckméflig die Bedingungen in umgekehrter Reihenfolge abzuarbeiten:
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Beweis von Bd. 3

Es ist zu zeigen, dass

gilt. Der Term S(3) besitzt die Darstellung

S(3) = 25u,BT. (A;l(g) + g,mBTB;) B - I (C.4)

Dabei ist

NMat =2
~ ~ ~ S ~ ~
AT(§> = Z (Mm(g)ls“’n =+ Eﬁn(E)TDm -+ g&“nn(g)ijn) -+ E/L()DR. (C6)

n=1 0

Unter Beriicksichtigung von

firn(5)
mD n mL n 2
D ,JD MD 3D Fy I L A/J“L 3L %Ymon. gy
ip=1 1+STmn7JD ji=1 anL+2$(Smn]L+S
& FounDivagn | X Frngy Minng, o3
oo + Z NI D n,jD + Z JL JL¥mon,jr (C?b)
jp=1 1 + STm N,ID jr=1 wm ML + 255m,n,jL -+ 82

D,n NmL,n
_/"LOOn—'I_ Z ( D,n,jp 'LLDz JD) + Z ( Lyn,jr ML ’-]L WJL ) (C?C)

1+ STommip + 256,15, + 52

Jjp=1 jr=1 m n,JL
) (C.7d)
sowie
NDr,n NDr,n NDr,n
-\ Gc,n,ic KO,n,iC - Gc,n,ig KO,n,z’C _ Gc,n,ic KO,n,z’C C
F.}n(S) = 1_— = 1: = 1— ( 8&)
io=1 + STenic io=1 + STenic ic=1 + STemnic
= Kn($), (C.8b)
C.8¢)
und
€rn(S)
& G i A N G iy ALy w2
— + Z Dn,ip €D mnip + Z Lyn,ig, LW enzL (C 9&)
—Coo,n — .
= 1+ STemip = W2 iy 280e i, +5 52
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Nep ,n Ner,n
G RO X Ae RO%) <G R Ae ROX wzni
—toom + Y 2D CDnip 4 N I D enis (C.9b)
ip—1 1+STen1D ip=1 wen2L+286en1L+82
NeD,n NEan 2
GDni A5D7’Li ) <GLNiLA€LNiLwenZ
=Eoom + ( D SLLCAN JNE L (C.9¢)
Z,DZ_:I 1+ $Tenip Z,Lz_:l niy T 280cmi, + 82
=c,n(5) (C.9d)
liisst sich A7(3) schreiben als
5 Nirat o 5 32 5 ~
AT(S) = Z (:u?",n(s)_lsu,n + Sﬁn(s)TD,n + g{:‘hn(S)TD,n> +S_MODR (ClO)
n=1 0

Unter der Bedingung, dass alle auftretenden Matrizen reellwertig sind, gilt

NMa,t

- - - 2 - =
AT(E) = Z </1/r,n(5>_lsy,n + Slin<8)TD7n + C_Qgr,n<S>TD,n) + S,LLODR (Cll)
n=1 0
:AT(S)’ (C.12)

und damit auch

AZN(E) = AZl(s). (C.13)

Die Bedingung, dass die Matrizen S#,m TD,n, Dpr reellwertig sein miissen, wird
durch die Verwendung einer reellwertigen Projektionsmatrix erreicht. Die Eintréige
der zugrunde liegenden FE-Matrizen sind entsprechend (4.11) und (4.12) bereits
reellwertig. Wird die komplexwertige Projektionsmatrix nach (5.9) in Real- und
Imaginérteil aufgespalten, ist (C.13) giiltig. An dieser Stelle wird auch deutlich,
dass die Bedingung der Reellwertigkeit der Matrizen eine notwendige Bedingung
zur Erfilllung der Bedingung Bd. 3 ist. Wird auflerdem beriicksichtigt, dass die
Anregung hier ausschlielich mit TEM Moden erfolgt, und B und somit auch By
reellwertig sind, ergibt sich der gesuchte Zusammenhang

S(3) = 250BL (A;l(s) + EMOBTBQ By — I (C.14a)
= 25p0B (A '(s) + SMOBTB;g) B, — I (C.14b)
— 2510BT. <A;1(s) + s,uOBTB%> By —1I (C.14c¢)
= S(s). (C.14d)

]
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Beweis von Bd. 2

Es soll gezeigt werden, dass die Matrix I — S*(s)S(s) positiv semi-definit fiir alle s
mit positivem Realteil ist. Es muss also gelten

x* (I — S*(s)s(s)) x >0, Vx, Vs mit Re(s) > 0. (C.15)

Wird beriicksichtigt, dass die Matrix B reellwertig ist, ergibt sich g*(s) zu

~ ~ ~ o~ -1 .
S*(s) = 2510 BT (Ai}(s) + guoBTBg) Br 1 (C.16)
= 25u,BL. (AT(S) + s,uOBTBg)_ By — L (C.17)

Wird dieser Ausdruck in (C.15) eingesetzt, folgt

x* (1 - s*(s)s(s)) x
2i7 [ A a2 roRT (A = A7)
=X" { — 4s515B 7 <AT(5) + SMOBTBT> BrB7 (AT(S) + SMOBTBT> Br
+ 25087 (Ar(s) + sp0BrBY) B
o/ N
+ 2sp0BL (AT(S) + s,uOBTB§> Br+1I- I} X. (C.18)
Wird nun der Vektor
_ Lo\l
y = <AT(3) + suOBTBT> Brx (C.19)
eingefiihrt, so gilt
x* (1 . S*(s)S(s)) x
=y’ [ — 4s5uBrBr + 23710 (AT(S) + SNOBTE)’%>
+ 25119 (AT(S) + S,UOBT]NB§> }y (C.20)

=" [2510A7(s) + 25105 (s)] v (C.21)

Npsat 9
* | o= ™ — O S T
=y [23M0 (SHODR + E Ly (8)Spm + gsr,n(S)TD,n + Suo%n(S)TDm)
n=1 0

y. (C.22)

Nisat —9
- M * —1/=\ Q% S —\ — —\ Pk
+ 281“0 (S”ODR + § : /“LT,'rlL(S)SM,n + C_QET,H(S)TDJL + S/J’OK‘:'N/(S)TD,’VZ)
n=1 0
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Unter Beachtung der Reellwertigkeit sowie der Symmetrie der Matrizen Dp, Su,n,
und Tp, fithrt dies auf

Nirat

x' (1= 8(5)S(s)) x = 4s5udy Dy + > [Quo (5u7A(5) + 5174(5)) ¥ Sy
n=1

211055
2

. (ser,n(s)+§€T,n(§))y*TD,ny . (C.23)
0

+ 4552 (K (8) + £ (3)) Y Tpay +

Die Summanden der obigen Gleichung werden nun ndher untersucht: Die FE-Ma-
trix Dg ist nach (4.12) positiv semi-definit. Aufgrund der Projektion nach (4.35)
erbt Dg diese Eigenschaft. Es gilt also

4s5p3y" Dy = 4|s|* 15y Dy > 0. (C.24)

Im néchsten Schritt wird der Term Sy, , (s L(s) + s,um( ) ndher analysiert: Unter Ver-
wendung von (C.7) ergibt sich

— — —1/—= gﬂ’r,n(g) + S/LT,H(S) glur,n(g) + Sﬂ’ﬁn(s)
S:U/T,TIL(S) + SI’LT,TIL(S) = = = N
II’T,TL<S)IM7"7N(S) ,U/'r,n(5>/~57",n(s)
_ ity (3) + Sprn(S)

| ()2

Da der Nenner des obigen Ausdrucks positiv ist, wird im Folgenden lediglich der
Zahler betrachtet. Fiir diesen gilt

(C.25)

gﬂrn(_) + Sty n( )

mDn

. n Z SFDnin DD n b n Z SFLnj Al n,jLng L
oo 1+ 5Tmmip + 280, + 352

jp=1 Jjr=1 m"JL

'm.Dn Nan

SFDTLjDAMDTLjD SFL”JLA:ULTLJL T2nnjL
+ s con + )10y, )10y, _'_ ), C.26

ip=1 jo=1 Wi g
NmD,n —
e SFpnjpAtpngy, | SEDnjpAMD b
= (5 + 8)ftoon + E T3 + 1
+ $Tm,n,jp + STm,n,jp

jp=1

+ mZLn SEpn i Apr n,Jng@ njr SFL e AL 1 L
—|—235mn]L+3 + 250,15, + 5?

(C.27)

anL anL

Jjr=1

Mit s = 0 + jw, 0 > 0 nach Vorraussetzung, folgt fiir die einzelnen Summanden der
obigen Gleichung

(5 + 8) oo = 20 oo > 0, (C.28a)
EFD,n,jD A,UD,n,jD SFD,n,jD A,UD,n,jD S+ s+ 2§STm,n,jD
1 + ng,n,jD 1 + STm,n,jD ‘1 + STm,n,jD ‘2

= FD,n,jD AMD,n,jD
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20 + 2|8* Tonip

|1 + $Tm,n,jp ’2

=FpninAipnip > 0, (C.28b)

§FLnjLAML n,jLw,%m]L SFp i AL j, w2, L
+ 2501, +3° wmn]L + 250,15, + 52
) (5+ s)w anL+4ssémnjL+§s(§+s)

anL

= FL,n,' AHL,n,' Winn.i (CQSC)
JL JL ,TLJL | mn]L +235m L 52‘2
20w Zm + 418005, + |5]*20

= FL,n,jLAML,n7jLw72n,n,jL AL el <C28d)

+ 280y, 1,5, + 2|2

| mn]L

Damit ist gezeigt, dass (C.27) eine Summe iiber positive Werte und somit auch
positiv ist. Daraus folgt unmittelbar, dass

St (s) + sp,n(5) >0 (C.29)
gilt und da Su,n positiv semi-definit ist, gilt zudem

(St (s) + 511,0(5)) y*Sumy > 0. (C.30)

Der néchste Summand aus (C.23), der analysiert wird, ist

4555 (Fn(8) + £ (3) Y Ty = 4ls’a3 (ka(s) + £(3)) ¥y Ty (C.31)

Da auch Tp,, positiv semi-definit ist, muss lediglich £, (s)+ &, (5) untersucht werden.
Es gilt

NDr,n G NDr,n G
— c,n,ic/’io,n,ic c,n,icHO,n,ic
. 3 = S Zenicfonic Zemic Minio .32
" (S) o (S) 2_31 I+ STenic - z_:l T+ ch,miC ( a)
o= o=
N T,n
i a 14+ 5Temic + 1+ 8Tenic (C.32b)
- enicRon,i .
. e oo |1+S7-cnic|2
ic=1 e
N ,n
= i G K m >0 (C.32c)
- . cnyic 0nw|1+37—cnzc| . .
ic=1
Somit ist gezeigt, dass
453415 (rn(s) + Kn(3)) ¥ Ty > 0 (C.33)

ist. Der letzte zu untersuchende Term aus (C.23) ist

2MOS§ — — *rT 21”“0|S’2 - — *rT
2 (s€rn(8) +356r0(3)) Y Ty = 2 (s€rn(s) +356,0(3)) Yy Tpay. (C.34)
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Abgesehen von (se,,(s) +5¢,,(3)) sind alle Faktoren offensichtlich nicht-negativ.
AuBlerdem gilt

eD ,m NEL,”VL 2
_ SGD,n,iDAgD,n,iD SGLT”'LASL niLwenzL
$€rn(8) + 56,0 (3) = S€oom + g 1 + 5 553 5
ip=1 + S$Temip ir=1 eTHL + 280,y + 8
eD n NeL n —G A 2
SGD,n,iDAc”D,n,iD Linir D€L nirWe nip
+ Seoon + E 113 + g 555 = (C.35a)
ip=1 + STe,n,iD ir=1 enzL + 45 en,ir, +S
eD n
SGD,n 'LDAgDnzD SGD,n zDAEDnzD
= (5 +35)ccon + E
ip=1 1+STen1D 1+ST€TL1D
Nt cov Agr o w? 3G Aer w2
Z SGLnip ganL e,n,ir SGLnip 5anL enzL (C?)E)b)
5 .
= W2 iy 280cmi, + 5 emL+235emL+s
Wird an dieser Stelle wieder s = o + jw, 0 > 0 gesetzt, gilt fiir die einzelnen
Summanden
(5 +35)econ = 20600, > 0, (C.35¢)
$SGDm,inAepnip | SGDm,inDEDmip A S + 255Tenip + 5
— - GD,n,iD gD,?’L,iD 2
1+ STenip 1+ STen,ip |1 + STem,iD’
20 + 2|8|*Teni
= GD,n,iDAgD,n,iD SLiD >0 (C35d)
‘1 + STe,n,iD|
sowie
2 - 2
SGLniLAgLn’iLwen’LL SGLniLAgLniLwenzL
2
enzL+285€n1L+s enzL+286e’f”L+
NeL,n — — —
, (543w emL—i—4ssdemL+ss(s+s)
= Z GL,n,iLAgL,nﬂLwe,n,iL | T+ 259 2|2 (0356)
ir=1 enzL S0, ir, +s
NeL n
’ 20w 4|56 5?20
— G Ly AL i W2 ””L+|| ey T 13 >0 (C.35f)
Lnir, Linir%en,iy, ’ 4 256 + 2|2 . .
ir=1 enzL s en,ir S

Die rechte Seite von (C.35b) stellt somit eine Summe iiber positive Zahlen dar, und

somit ist auch se,.,(s) + 3¢, (5) positiv. Daraus folgt unmittelbar
2010SS ~
% (581 (8) + 3610 (3)) YTy = 0. (C.36)
0

Somit ist gezeigt, dass (C.23) eine Summe iiber nicht-negative Terme darstellt, wes-
halb die Summe ebenfalls nicht-negativ sein muss. Es gilt also

X' (1 . S*(s)s<s)) x > 0. (C.37)

Da bei der Wahl der Vektoren x keine Einschrinkung getroffen wurde, ist (C.37)
fiir alle Vektoren x giiltig, und somit wurde die Bedingung Bd. 2 bewiesen. O]
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Beweis von Bd. 1

Zum Abschluss soll gezeigt werden, dass jedes Element von S(s) analytisch fiir
Re(s) > 0 ist. Unter Beriicksichtigung von (C.1) und der Tatsache, dass By konstant
ist, muss also gezeigt werden, dass die Eigenwerte \ der Matrix AT()\) + )\MOBTB%
einen nicht-positiven Realteil aufweisen. Fiir die Eigenwerte A und den zugehorigen
Eigenvektor v gilt

<AT()\) + AuOBTB§> v =0, (C.38)
mit
Nirat 1

(>\) : : HLD an j A,LLD'rL j I an]lA‘[Ln]l m,n i
31, AR z :
n=1 l’l/ n n JD JD m e JL

Jp=1 14+ A Tm n,jp jr=1 wTZVL,n,JL+2A5"L njg, A2
N A2 Nitat ) . i” GDm,iDAEDm,iD +Nein GLM-LA&?Lmeme
2 a o0,n 1+ )\Te,n,iD — e s + 2)\56 nip T )2 Dy
Nitat NDrn
+ MioDr+ Ao Y Y GendcRondoq (C.39)
14+ AMemio ’

n=1 ic=1

Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte. Im ersten Schritt wird ein Eigenwertpro-
blem der Form

M1V0 + A (Mg + Mg) Vo = O, (C40)

mit M;, My € R, symmetrisch positiv semi-definit und M3 = —Mj betrachtet.
Es wird gezeigt, dass die Eigenwerte des Eigenwertproblems (C.40) einen nicht-
positiven Realteil aufweisen. Der zweite Schritt des Beweises besteht darin, (C.38)
auf die Form (C.40) zu bringen und somit zu zeigen, dass die zugehorigen Eigenwerte
ebenfalls einen nicht-positiven Realteil besitzen. Im weiteren Verlauf dieses Beweises
werden Eigenwerte A = 0 ausgeschlossen. Diese haben offensichtlich einen nicht-
positiven Realteil und miissen daher nicht ndher betrachtet werden.

Um die Eigenwerte von (C.40) zu analysieren, wird die Gleichung von links mit v§
multipliziert. Dies fithrt auf

mit
m; = VéMiVO. (042)

Entsprechend den Eigenschaften der Matrizen gilt m; > 0, und ms > 0. Aulerdem
gilt

ms =mj3 = viMjivg = —viMsvy = —ms. (C.43)
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Daraus folgt, dass mj3 rein imaginér ist und somit als m3 = ja,a € R, dargestellt
werden kann. Auflésen von (C.41) nach A fithrt auf
mq m1 mime mio

mo + mg mo + ja |mg + ja|? Ima + jaf?

Der Realteil von A entspricht dem ersten Summanden des Terms auf der rechten
Seite. Dieser ist mit den gegebenen Figenschaften der Matrizen endlich und nicht-
positiv. Damit ist der erste Schritt des Beweises abgeschlossen.

Im Folgenden wird (C.38) durch Wahl geeigneter Hilfsvektoren auf die Form (C.40)
gebracht. Da die Matrizen S, ,, und Tp, keinen vollen Rang besitzen, werden zu
jedem Eigenvektor v aus (C.38) die folgenden Mengen eingefiihrt:

Ks(v) = {n €L,..., Nusa| Spnv # o} , (C.452)
Kr(v) = {n €M, Nuadl| Tonv # o} . (C.45h)
Da die Matrix
~ Nitrat ~
Tsp= Y Tpa, (C.46)
n=1

vollen Rang hat, ist die Menge Kr(v) niemals leer. Im Gegensatz dazu ist ZNM‘” Sun

nicht von vollem Rang und somit kann Kg(v) die leere Menge sein. Nach dlesen
Uberlegungen werden folgende Hilfsvektoren definiert:

zl = v, (C.A47a)
2o = mv, n € Kr(v),ic € [1,...,Np.n], (C.47b)
p%mvic = )‘Z%r,n,ic’ n € Kp(v),ic € [1,...,Np,), (C.47c)
zﬁD’mD = ﬁv, ne€ Kp(v),ip € [1,...,Nepn), (C.47d)
z’e’L’n,iL = emL - 2;\5“% v v, ne€ Kr(v),ip € [1,...,Nepn), (C.47e)
p’e’Lmﬂ-L = )\ZeanL7 n € Kp(v),ip €[1,...,Nepn|, (C.ATL)
80 = OV, n e Ks(v), (C.4T5)
Phn = AZp, s n € Kg(v), (C.47h)
pan’nij = mzfn, n€ Kg(v),jp € [1,..., Nmpnl, (C.ATI)
P%L,n,jL = mm n Zjémn“ v zh, ne€ Kg(v),jr €[1,...,Nmrnl, (CATj)

qﬁlL’m-L = )‘me,n,jL’ ne€ Kg(v),jr €[1,..., Npmpna). (C.47k)



158 Beweis zur Passivitat der reduzierten Modelle

Mittels dieser Definitionen ldsst sich (C.40) darstellen als

Nifat Nrat NeD,n

A ~
p
§ 8oonr:[‘DnZ +_ § § GD,n,iDAgD,n,iDTD,nZeDm’Z'D
n=1

0 0 n=1 iD=1

\ Narat NeL,n Nisat

2: 2: , 2 T P E : Q P
+ = GLJL,ZL AgL:”ﬂLwe,n,iLTDaneL,n,iL + A S#,”Zm,n

c2
0 n=1 iL=1 n=1

Nprat NDrn

+ )\MO <]~3R + BTﬁ%) vV + /\,Uo Z Z GC,”JCKO,n,icTD,nZIl))r,n,ic =0. (C48)

n=1 ic=1

Weiterhin fithrt das Umformen der Gleichungen (C.47) auf

Nirat c _ Nisat c ~
5~ Tpaz’ — X T v =0, C.49a
10Genic HO,n,icTD,n (/\Z%m,ic + ATc,n,icp%rmc — AV) =0, (C.49b)
MOGcn icRon iCTcm,icTD,n (P%,«yn,ic - )\Z%TJW'C) =0 (C49C)
GD n,i AgD Ny
DC(Q) = TD n ( ];D,n,iD + /\Te,miDZZD,n,z'D - )\V> =0, (C.49d)
GanLAgansznl 2
0(2) LTDJI(wenzL eanL +2/\65"2L el
+APYL i, — AV) =0, (C.49¢)
GLinis ACL i We s
i i LTD” (pIeJLniL AZeanL) = 07 (C49f>
CO e
N’mD n
)\Su,n (,uoo,npifn,n + Z FD,n,jD AﬂD,n,ijle,nij
Jjp=1
NmL,n
+ Z FL’n7jLAuLvnijw’an,n,ij’I:nL,n,jL - V) = 07 (C49g)
jr=1
/Loo,ngmnpﬁm — Aum7nsu,nzﬁl7n =0, (C.49h)
FD’n»jDAMD’n)jDsﬂzn (pg’LD,?’L,jD + )\Tm,n,jppan’nJD - Aan) - 07 (C491)
FLv”ijAMLv”»jLwi,n,jL Spun (ng,ijfnL,n,jL + 2)\5m7n7ij£1L,n,jL
A g, — AZ) =0, (C.49j)
FLJLJLAML,n,jwan,n,jLSu,n (Q%L,nij - )\pﬁle’jL) = 0. (C.49k)

Die Multiplikation der Gleichungen (C.47) mit den singuldren Matrizen S,w, Tpn
ist deshalb zuléssig, da n € Kg(v) bzw. n € Kr(v) gilt. Es wird also nur jene Ma-
trizen vormultipliziert, deren Produkt mit v nicht verschwindet. Da zusétzlich die
Hilfsvektoren aus (C.47) alle parallel zu v liegen, befinden sich auch diese Hilfsvek-
toren nicht im Nullraum der Matrizen S#,n und Tp . Somit ist sichergestellt, dass
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die Gleichungen (C.49) dquivalent zu (C.47) sind. Zur kompakteren Darstellung der
Gleichungen (C.48) und (C.49) werden folgende Matrizen bzw. Vektoren definiert:

(C.50a)
(C.50b)
(C.50¢)
(C.50d)
(C.50e)
(C.50f)
(C.50g)

(C.50n)
(C.501)

- T
p o _ |(p T p T
ZDr,n - (ZDr,n,1> e (ZDr,n,NDT,n) i| )
p p T p 71"
pDr,n = (pDr,n,l) T (pDr,n,NDr,n) ] ’
p p T p 77"
ZeD,n = (ZeD,n,l) e (ZeD,n,NeD’n) i| )
p p T p 1"
ZeL,n = (ZeL,n,l) o (ZeL,n,NELyn) ] ’
p p T p T
Perg; = (peL,u) T (peL,l,NeL’l) } ;
p [ T p 71"t
Pmp, = (me,u) (me,l,NmD,l) ] )
D p T p 71T
Pri = (me,u) (me,l,NmL’l) } ;
p p T p 717"
Qnrg = (qu,l,l) : (qu,l,NmL,l) } 5
—_— - .
TC,n = Ho [Gc,n,lﬂo,n,lTD,n to Gc,n,NDr,n HO,n,NDTynTD,n] )
v _ [Gpamilepnir GDnNp ,AEDMN.D 1 7
TDn = | = C(Q) L TD,n o < nc(g) . nTD,n )
r 2
rj:\P _ | GLnilep naw?, T GL’"vNeL,nAEL,n,NeL,n""e,n,NeL,n T
Ln — cg Dmn °°° Cg Dmn| >
Ap o B ~ ~
Spi = [FpiiAupiiSut ++ FpiN,y AUDLN,.p, Su,l] :
ar | 2 Q 2 Q
Sp= [ FriiAuriiwn, 1S - FL,z,NmL,zAMLJ,NmL,zwm,l,NmL,ZSu,l] ,  (C.50m

T, = diag{11Genickonic Ton}s ic € [1,..., Nppal,

DT : = .
TC7n = dlag{/vLOGc,n,icKO,n,icTc,n,icTD,n}, 1o € [1, o 7NDr,n]7

Gro o Neno i~
T, = diag{ D’"”Dcz Dniv o A ipell,. .. Nupal,
0

GDan)iD AgD,”ﬂD

T%Tn = dlag{ Temip TD,n}; iD < [1, Ce 7NeD,n]7

B)
Co

2
Grni, AL ni W

P . e,M,LL, 1T .
TL,n = dlag{ C2 TD,n}a 1r, € []-7 ey NeL,n]a

0

2
Tpﬁ —di 2GL,n7iLA€L,n,iLwe,n,iL 63:”7’£L ,:”[‘ . 1 N
Lon — lag{ 62 D,n}y 1, € [ PRI eL,n]7
0
Grmi, Nep i wt

mTPw . Ln,ig Linir%en,ip .
TL,n = dlag{ 2 TD,n}a 11, € [L-n;NeL,n],

0

= diag{FD,l,ijﬂD,l,jpgu,l}a Jjp € [1,..., Nupyl,

QP
Sh
gpb; - diag{FD»lijAuD:lJDTm,l,jD S,u,l}a jD € [17 s 7NmD,l]7

(C.50s)

(C.50t)

(C.50u)
(C.50v)
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g?;l = diag{FL,l,jLAML,l,jngn,l,jLS,u,l}v jL < [1, ceey NmL,l], (C50W)
,0 . = .

§i»l = dlag{QFL,l,jLAML,l,jLWEnJ,jL(Sm,LjLS,u,l}, L € [1, Ce 7NmL,l]a (C50X)

§72‘7 = diag{FL,z,jLAML,z,jwaml,jLSM,l}, Jr €1, Nprdl, (C.50y)

wobei n € Kp(v), sowie | € Kg(v) gilt. Dadurch vereinfacht sich (C.48) zu

NMat Nitat Nitat

. D
2 :goonTDnZ +>\§ :TDn eDn+)\§ :TLn eLn
n=

NMat N]\[at

+A Z Synhy + Mto (D + ByBE) v+ A Z T, 2, =0. (C.51)

Weiterhin transformieren sich die Gleichungen (C.49) zu

Nirat c _ Nptat c ~
> = Tpaz’ =AY = Tp,v =0, (C.52a)
n=1 CO n=1 CO
NTC 2l + ATePlhy — N(TE,) v =0, (C.52b
Tg;,ppDr n ATC nZDr n O’ (C52C

T% n eDn + )\TD n eD no )\(T%,n) V= 07 (C52d
Tio:l Ie)L n + )\TL,nZeL,n + )\TL,npeL,n - A<Ti,n)TV = 07
Tz[?/,npze)L,n - )\Ti,nsz,n = 07

AS,uittso Pl + ASD P8y + ASY ph = AS,v =0, (C.52¢g
Moo lgulpp — )\/VLOO,ZSHJZZLJ = O, (C52h

ngg),lpﬁm,l +AS] Tlpanl )\(g%,l)TZzL,l =0, (C.52i

W —p,0 A .
gi,l pfnL,z + ASi,lPﬁL,l + )‘SL,lqu,l - )\(S:Z,l)TZzL,l =0, (C.52j

gll)/,qunL,l - Agﬁ,zp”mL,z =0. (C.52k

Auch hier gilt wieder n € Kp(v) sowie [ € Kg(v). Werden die Dimensionen der Men-
gen Kr(v) und Kg(v) mit ngr bzw. ngs bezeichnet, lassen sich weitere Vektoren
entsprechend

= [(eh)” ()] (©.580)
Db = [ Oh)?] (C.530)
Zop = _(Zze?D,l)T (ZIZD,nKT)T—T> (C.53¢)
= [ @)T] (C.534)
ol = [0 - )] (C:53¢)



- T
P = |(Phpa)”  Phpae)’]
- T
P = _(anLJ)T (pfnL,nKs)Ti| ,
T
Apr, = _(qfnL,l)T (qgw,nKS)T}
T
2= (@) (@]
r T
Pl = (050" Dhune)]

bzw. Matrizen entsprechend

T _ [aw TP
TC - _TC,l e TC,nKTi| ’

T%:_T%,l " ]7

Dngr

=T, T

S5 = (86, Shl

Sy =[50, 8
St =8, - 8.
~————

n s —mal
T’Z; = diag{Tgm}, n € Kr(v),
T, = diag{Tg;}, n € Kp(v),
le) = diag{T%’n}, n € Kr(v),
TIBT = diag{T%Tn}, n € Kr(v),
Ti = diag{TZn}, n € Kp(v),
Ti’(s = diag{Tﬁ’fn}, n € Kr(v),
™ = diag{ﬁ;}, n € Kr(v),

Nutat c
00,T 1
TE == E 02 TDJU
n=1 0

S) o = diag{fiee;S,1}, 1 € Ks(v),
S}, = diag{Sh,}, 1 € Ks(v),
glg = diag{gﬁ’:}, l € Kg(v),
S, = diag{gﬁ,zh le Kg(v)
S)" = diag{S}}}. 1 € Ks(v)
SV = diag(S}9}, 1 € Kg(v)

v)

A%

)

?
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einfithren. Damit sind (C.51) sowie (C.52) kompakt darstellbar als

(C.55)

0,

MivY + A(M5 + M5) vy

mit

(C.56a)

p
me

P
me

_qu_

(C.56b)

0 0 0 O

0

0T 0 0

0 0 0 O

0
0

0 00 O

0 0

0

0 0 0 O

0 0 0 O

0

0 00 O

0 0 0 O
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toDr+BBLY O 0 0 0O 0 000 O O O
0 0000 0 000 O 0 O
0 0T, 0 0 0 000 O 0 O
0 0000 0 000 O 0 O
0 0 00T, 0 000 0 0 O
M = 0 0000 T0OODO 0O 0 0 (C60)
0 0000 0 000 O 0 O
0 0000 0 000 O 0 O
0 0000 0 000 O 0 O
0 000 0 0 000S% 0 o0
0 0000 00000 S0
0 0000 0 000 O 0 O
M?, =
0o T T, o T, P o S 0o 0o 0 0]
—(T" 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
—(T2)" o 0o T, 0 0 0 0 0 0 0 O
0 o -T,, 0 0 0 O 0 0 0 0 0
—~(T)” o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
(™" o 0o 0 0 0 T, 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 -T;, 0 0 0 0 0 0
~S)Y¥ o0 0o 0 0 0 O o S,.8S, S o
o o o0 o0 o0 o0 O -S,, 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 —(S" 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —S)" 0o 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 o o o0 S
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -S" o0
) (C.56d)

Aus den Definitionen der Matrizen geht hervor, dass die Matrizen M} sowie M}
symmetrisch positiv semi-definit sind, sowie dass M§ = —(M3})* gilt. Das Eigen-
wertproblem (C.55) besitzt also die Form des Eigenwertproblems (C.40). Daher kann
gefolgert werden, dass alle Eigenwerte von (C.55) und somit auch von (C.40) einen
nicht-positiven Realteil besitzen, womit der Beweis der Bedingung Bd. 1 abgeschlos-
sen 1st.

Somit ist bewiesen, dass die reduzierten Modelle (5.2) die drei Bedingungen Bd. 1
- Bd. 3 dann erfiillen, wenn die Matrizen reellwertig sind.
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