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Zusammenfassung

Diese Dissertation beschéftigt sich im ersten Teil mit einer algorithmischen Weiterentwicklung
sogenannter First-Passage-Kinetic-Monte-Carlo-Algorithmen. Dabei handelt es sich um effizien-
te ereignisgesteuerte Algorithmen zur Simulation von Reaktions-Diffusionsproblemen. Es wer-
den allgemeine Methoden zur Loésung von Problemen mit krummlinigen Gebietsrandern und
ortsabhéngigen Reaktionsraten vorgestellt. Die Anwendung dieser Algorithmen erfordert das
Sampeln sogenannter First-Passage-Ereignisse und No-Passage-Ereignisse auf geometrisch ein-
fachen Gebieten. Fiir die in dieser Arbeit am haufigsten genutzten Gebiete werden sehr effiziente
Algorithmen zum Sampeln der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichten vorgestellt.

Im zweiten Teil der Dissertation werden diese Algorithmen genutzt, um unterschiedliche Modelle
des Suchens zu studieren:

Zum einen wird ein Modell fiir die Suche von natiirlichen Killerzellen nach Target-Zellen in An-
und Abwesenheit von Bystander-Zellen und Hindernissen betrachtet, welches in Zusammenar-
beit mit Experimentatoren entstanden ist und deren experimentelle Ergebnisse erklart.

Zum anderen werden homogene und inhomogene intermittierende Suchprobleme beziiglich ei-
ner optimalen Strategie untersucht. Die Auswahl der Suchszenarien orientiert sich dabei an
innerzelluldren Such- und Transportproblemen, wie z.B. dem Auffinden eines Bereichs auf der
Zellmembran durch einen alternierenden Wechsel von Diffusion im Zytosol und ballistischem
Transport entlang des Zytoskeletts.

Summary

The first part of this PhD thesis deals with an algorithmic enhancement of so-called First-
Passage-Kinetic-Monte-Carlo-Algorithms, which are efficient event-driven algorithms for solving
reaction-diffusion-problems. General methods for handling problems with curvilinear domain
walls and spatially varying reaction rates are introduced. Applying these algorithms requires
the ability of sampling so-called First-Passage-Events and No-Passage-Events within geometri-
cally simple domains. For the most used domains in this thesis very efficient sampling routines
are introduced.

In the second part of the PhD thesis these algorithms are used for studying different models of
search processes:

On the one hand a model for natural killer cells, searching for target cells with and without
surrounding bystander cells, are analysed. The model, which has been developed in a research
project including experimenters, explains measured results.

On the other hand homogeneous and inhomogeneous intermittent search problems are investi-
gated in order to find optimal search strategies. The selection of studied problems is inspired
by inner-cellular search and transport problems like locating a certain area on the cell mem-
bran by alternating between diffusive motion within the cytosol and ballistic motion along the
cytoskeleton.
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1. Einleitung

Effiziente Suchstrategien sind essentiell in nahezu allen Bereichen des Lebens. Daher kénnen sie
iiber viele Gréflenordnungen hinweg und in verschiedener Komplexitdt beobachtet werden. Die
Art der angewendeten Suchstrategie hingt dabei sowohl von den Féhigkeiten des Suchers als
auch von den Eigenschaften des zu suchenden Objekts und des Suchgebiets ab.

Theoretische Studien zur Optimierung von Suchstrategien lassen sich bis in den zweiten Welt-
krieg zuriickdatieren [7]. Sie sollten dabei helfen, die Effektivitdt des Auffindens feindlicher U-
Boote zu erhéhen. In der Folgezeit ist das Anwendungsspektrum dieser ersten Studien auf die
Bergung und Rettung verschollener Schiffe bzw. Flugzeuge erweitert worden. Eines der ersten
prominenten Beispiele dafiir ist die finf Monate dauernde Suche nach dem im Jahre 1968 ge-
sunkenen Atom-U-Boot ,,USS Scorpion“ [8]. Bis in die heutige Zeit ist die Optimierung solcher
Suchprozesse im Zusammenhang mit Bergung und Rettung Gegenstand aktueller Forschung
[9,10]. Die Entwicklung leistungsstarker Computersysteme hat viele weitere Forschungsgebiete
fiir die Anwendung von Suchstrategien erschaffen. Beispielhaft seien an dieser Stelle die Suche
nach dem globalen Minimum einer hochdimensionalen Funktion mittels stochastischer Tunnel-
algorithmen [11] und noch allgemeiner die Entwicklung heuristischer Strategien im Bereich der
kiinstlichen Intelligenz [12] genannt. Neben dieser bewussten, berechnenden Art der Optimie-
rung nutzt der Mensch jedoch auch intuitiv, evtl. auf Erfahrung beruhende Suchstrategien zur
Effizienzerh6hung, wie [13,14] fiir Suchmuster des menschlichen Auges beispielhaft zeigen.

Das Verwenden von Suchstrategien ist jedoch kein menschliches Alleinstellungsmerkmal, son-
dern ist auch bei Tieren vielfach zu beobachten, exemplarisch sei dafiir auf [15-23] und die
dort genannten Referenzen verwiesen. Dabei wird ein grundlegendes Unterscheidungskriterium
gegeniiber den meisten menschlichen Suchstrategien sichtbar. Mangels detaillierter Langzeiter-
innerungen ist im Tierreich der Einfluss des zurtickliegenden Suchverlaufs (Suchtrajektorie, da-
bei gewonnene Informationen tiber das Suchgebiet, ...) auf das zukiinftige Suchverhalten duflerst
gering. Die Trajektorien sind daher wesentlich zufélliger und oft nur durch die unmittelbare Ver-
gangenheit beeinflusst. Dennoch ist ein schnelles, optimierendes (nicht evolutionér getriebenes,
sondern innerhalb des einzelnen Individuums) Anpassen des Suchverhaltens an die Anderung
externer Parameter (Beutegrofe und Beutemenge) selbst auerhalb der Klasse der Saugetiere
zu beobachten [16,17].

Reduziert man die betrachtete Groflenordnung, so wird die zellulidre Ebene erreicht. Das Such-
verhalten vieler Zellarten ist durch Chemotaxis beeinflusst [24-26], d.h. dass sich die Zelle wei-
testgehend entlang des Konzentrationsgradienten externer Botenstoffe, sogenannter Chemokine,
bewegt. Doch auch ohne duflere Stimulation kénnen bei eukaryotischen Zellen Trajektorien be-
obachtet werden, deren Persistenzlédnge, Persistenzzeit und Richtungsverteilung die Effizienz des
Auffindens eines Ziels gegeniiber einem klassischen Random-Walk erh6hen, wie u.a. in [27] nach-
zulesen ist.

Am unteren Ende der Langenskala befinden sich innerzelluldre Such- und Transportprozesse.
So ist z.B. das Auffinden spezieller DNA-Sequenzen durch Transkriptionsfaktoren wichtig fiir
die Initiation der RNA-Polymerase [24]. Die Autoren von [28-30] modellierten diese Suche im
Jahre 1981 erstmals durch einen Diffusionsprozess, welcher zwischen zwei verschiedenen dif-
fusiven Phasen alterniert. Eine dieser Phasen ist die eindimensionale Diffusion entlang eines
DNA-Strangs. Die andere Phase ist die dreidimensionale Diffusion aulerhalb des Strangs. Expe-
rimentell werden diese beiden Phasen u.a. in [31-33] bestétigt. Obwohl Transkriptionsfaktoren in
der dreidimensionalen Phase nicht die gesuchte DNA-Sequenz finden kénnen, reduziert sich die
Suchzeit gegeniiber rein eindimensionaler Diffusion entlang des DNA-Strangs dennoch deutlich,
da mittels der dreidimensionalen Phase wesentlich schneller entferntere Orte des DNA-Strangs
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erreicht werden kénnen, wie u.a. die Rechnungen in [34-37] zeigen. Urséchlich hierfiir ist die
starke Faltung des DNA-Strangs, welche bewirkt, dass der Abstand zweier Punkte entlang des
Strangs meist erheblich gréfler ist als der euklidische Abstand der Punkte.
Solche Suchstrategien, welche Phasen besitzen, die nicht zum Auffinden des Ziels gedacht sind,
sondern ausschliellich den Zweck der schnellen Positionsverdnderung des Suchers innerhalb des
Suchgebiets haben, werden intermittierende Suchstrategien genannt.

Bei dem iiberwiegenden Teil der in dieser Dissertation studierten Suchprozesse handelt es sich
ebenfalls um eine spezielle Klasse intermittierender Suchstrategien. Die Suchphase, in der das
Ziel detektiert werden kann, wird dabei durch eine diffusive Bewegung modelliert. Die Pha-
se, welche zu einer schnellen Positionsdnderung des Suchers innerhalb des Suchgebiets gedacht
ist und in der das Ziel nicht detektiert werden kann, wird durch eine ballistische Bewegung
(lineares Abstand-Zeit-Gesetz) modelliert. Der Sucher alterniert stochastisch geméfl vorgegebe-
nen, eventuell orts- und zeitabhéngigen Raten zwischen beiden Phasen bis das Ziel gefunden
ist. Abbildung 1.1(a) zeigt einen weit verbreiteten Cartoon aus [38], welcher das entstehende
Suchmuster skizziert.

(a) iﬂ“ ‘ﬂ (b)
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Abbildung 1.1.: (a) (aus [38]) Darstellung des Modells intermittierender Suche als mathematische Idea-
lisierung des saltatorischen Bewegungsmusters eines Hundes: In der Suchphase (State 1) findet diffusive
Bewegung statt. In der Phase zur Positionsinderung (State 2) findet ballistische Bewegung statt. Mit
den Raten f1 und fo werden diese Phasen stochastisch alterniert bis ein/das Ziel (Target) in der diffu-
siven Phase gefunden wird. (b) (aus [39]) Darstellung des dreidimensionalen Modells intermittierender
Suche als Beschreibung innerzelluldrer Such- und Transportprozesse: Die schwarzen Linien reprdsentie-
ren Zytoskelettfilamente (Mikrotubuli, Aktinfilamente). In der ballistischen Phase bewegt sich das Vesikel
(blau) entlang eines Zytoskelettfilaments. In der diffusiven Phase diffundiert das Vesikel (braun) durch
das Zytosol. Diese Phasen alternieren, bis in der diffusiven Phase das/ein Ziel (griin) gefunden wird.

Diese Modellklasse intermittierender Suche ist in der Vergangenheit bereits fiir diverse Szenarien
in ein [35,38,40-45], zwei [35,44,46,47] und drei [35,44,48] rdumlichen Dimensionen analysiert worden.
Der Vergleich mit im Tierreich beobachteten saltatorischen Bewegungsmustern (engl.: saltatory
pattern) zeigt hiufig eine grofe Ahnlichkeit zwischen den beobachteten Daten und der optima-
len (im Mittel schnellsten) Strategie eines intermittierenden Suchmodells (siehe Reviewartikel
[39] und darin genannte Quellen). Dies ist, wie in den meisten Fillen, in denen in der Natur
optimale Parameter fiir eine Aufgabe vorgefunden werden, vermutlich das Ergebnis natiirlicher
Ausleseprozesse [39].

Auch innerzelluldre Such- und Transportprozesse werden von dieser Modellklasse intermittie-
render Suche sehr gut beschrieben. Viele Molekiil- und Vesikelarten werden mithilfe von Motor-
proteinen entlang des Zytoskeletts transportiert. Diese nahezu ballistische Bewegung ist immer



wieder unterbrochen von Phasen freier Diffusion im Zytosol [24,49]. Abbildung 1.1(b) skizziert
diesen innerzelluldren alternierenden Suchprozess.

Fiir die in dieser Dissertation durchgefiithrten Studien wird als Maf} der Sucheffizienz ausschlief3-
lich die mittlere Suchzeit (mSZ) verwendet, welche eine Funktion der variablen Parameter des
gegebenen Suchszenarios ist. Solche variablen Parameter kénnen z.B. die Ubergangsraten sein,
mit denen der Sucher zwischen diffusiver und ballistischer Phase alterniert. Die optimale Stra-
tegie ist durch das Tupel variabler Parameter gegeben, welches die mSZ minimiert.

Die betrachteten Suchstrategien lassen sich dabei in homogene und inhomogene Strategien
zerlegen. Falls die Wahrscheinlichkeitsdichte (WDichte) der Richtung der ballistischen Bewegung
(WRbB) nach dem Verlassen der diffusiven Phase an allen Orten gleichverteilt iiber alle Raum-
winkel ist, so handelt es sich um eine homogene (und isotrope) Strategie. Homogene Strategien
eignen sich insbesondere bei der Modellierung von Suchprozessen in homogenen (und isotropen)
Medien. Héufig jedoch hat das Suchgebiet raumlich variierende Eigenschaften, welche in einer
realitdtsnahen Modellierung zu beriicksichtigen sind. Besonders deutlich ist dies fiir obiges Bei-
spiel innerzelluldrer Suche. In Zentrumsnahe findet der Transport mittels Motorproteinen meist
entlang von Mikrotubuli statt, welche iberwiegend radial in der Zelle verlaufen. In Membrannéhe
dagegen findet dieser Transport meist auf Aktinfilamenten statt, welche eine nahezu gleichver-
teilte Richtungswahl erlauben. In solchen Féllen ist die WRbB nicht mehr iiberall gleichverteilt,
sondern ist abhingig von dem Ort des Wechsels zwischen diffusiver und ballistischer Phase.
Strategien mit einer solchen WRbB werden in dieser Arbeit als inhomogen bezeichnet.

Die bisherigen Erkenntnisse beziiglich optimaler Suchstrategien resultieren haufig aus der Mini-
mierung analytischer Approximationen der mSZ. Vorteil dieser Ausdriicke ist das Wissen tiber
den funktionalen Zusammenhang zwischen optimaler Strategie (variable Parameter) und Modell-
parametern (feste Parameter), wie z.B der Zielgrofe, der Grofie des Suchgebiets, der Geschwin-
digkeit in der ballistischen Phase und der Diffusionskonstanten in der Suchphase. In vielen Féllen
lassen sich jedoch keine analytischen Approximationen berechnen. Insbesondere fiir inhomogene
intermittierende Suchstrategien existieren bisher noch keine Ergebnisse und somit fehlt fiir vie-
le physikalisch und zellbiologisch interessante Suchprobleme noch die Kenntnis der optimalen
Strategie.

Daher studiert die vorliegende Dissertation eine Reihe dieser noch unerforschten, oft zellbiolo-
gisch motivierten, homogenen und inhomogenen Suchszenarien. Dabei werden die folgenden drei
Suchprobleme im Inneren einer Kugel diskutiert, welche im Rahmen der Promotion auch in [2,3]
veroffentlicht worden sind:

(1) Narrow-Escape-Problem: Der intermittierende Sucher muss ein kleines Gebiet mit Po-
larwinkel ¥4, auf der Innenseite der Kugeloberfliache finden.

(2) Suche eines stationidren Ziels im Inneren: Der intermittierende Sucher muss ein
kleines, unbewegliches Ziel am Ort r¢,, finden. Das Ziel wird dabei instantan detektiert,
sobald der Sucher sich in der diffusiven Phase bis auf eine Distanz d an das Ziel annéhert.
Dabei werden der Fall ri,, = 0, der Fall einer im Kugelinneren gleichverteilten Wahl von
ryar und der Fall einer nicht gleichverteilten Wahl von ry,, behandelt.

(3) Reaction-Escape-Problem: Der intermittierende Sucher muss zunéchst ein diffundie-
rendes bzw. ebenfalls intermittierendes Ziel finden. Dies geschieht instantan, sobald beide
Teilchen in der diffusiven Phase sind und ihr Abstand kleiner als d ist. Danach 16st der
Sucher das intermittierende Narrow-Escape-Problem (NE-Problem) aus (1).

Da die in dieser Arbeit studierten Suchmodelle nicht analytisch 16sbar sind, und es nur in Aus-
nahmefillen die Mdoglichkeit einer analytischen Approximation geben wird, werden die meisten
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gezeigten Resultate auf numerischen Methoden beruhen.

Zu Beginn dieser Promotion fehlte es jedoch noch an zufriedenstellendem numerischen Werk-
zeug. Denn sowohl die Mastergleichungssysteme, welche die Suchmodelle beschreiben, als auch
die zugehorigen zeitunabhédngigen Differentialgleichungssysteme fiir die mSZ haben meist eine
hohe Dimensionalitdt, da die betrachteten WDichten in ihren Koordinaten nicht faktorisieren.
Dartiber hinaus werden tiberwiegend Suchmodelle studiert, in denen das Ziel wesentlich kleiner
ist als das Suchgebiet. Das numerische Problem hat also mindestens zwei rdumliche Gréfienord-
nungen, welche weit auseinander liegen.

Ein Losen der Differentialgleichungssysteme (zeitabhéngiges Mastergleichungssystem bzw. das
daraus resultierende stationdre Differentialgleichungssystem fiir die mSZ) mittels Finite-Ele-
ment-Methoden (FEM) ist daher meist gar nicht oder nur sehr schwer (und eventuell ungenau)
moglich.

Eine Alternative waren klassische Monte-Carlo-Algorithmen, in denen die Trajektorien beweg-
licher Teilchen (Sucher und evtl. Ziele) stochastisch generiert werden. Diese Algorithmen haben
keine Probleme mit der hohen Dimensionalitit. Bedingt durch das Auftreten sehr unterschied-
licher Groflenskalen zahlt man fiir die numerische Giite des diffusiven Anteils der Trajektorie
allerdings den Preis einer sehr groflen Rechenzeit, wie an spéterer Stelle noch explizit gezeigt
wird. Die Schrittweiten beim Generieren der Trajektorie miissen sich an der kleinsten Gréfien-
skala orientieren, um sicher zu sein, dass eintretende Ereignisse auch auf dieser Skala korrekt
detektiert werden. Daher bedarf es einer extrem groflen Anzahl an Schritten, um auf der grofien
Langenskala nennenswerte Distanzen zuriickzulegen. Problematisch ist dabei jedoch nur die Si-
mulation des diffusiven Anteils der Trajektorie, da sich im ballistischen Anteil trivialerweise stets
ein deterministisches Weg-Zeit-Gesetz berechnen l&sst.

Basierend auf den in [50-55] prasentierten Ideen ist es im Rahmen dieser Promotion gelungen,
einen sehr effektiven ereignisgesteuerten Monte-Carlo-Algorithmus zu entwickeln, welcher obige
Suchmodelle schnell und exakt 16st. Dariiber hinaus eignet sich das Verfahren zur Loésung all-
gemeiner Reaktions-Diffusionsprobleme mit krummlinigen Gebietsrdndern und ortsabhéngigen
Reaktionsraten [1] und stellt somit ein sehr universelles numerisches Werkzeug dar. In Anlehnung
an die Funktionsweise des Algorithmus und die Namensgebung in [50,51] wird die Methode in
dieser Dissertation First-Passage-Kinetic-Monte-Carlo-Algorithmus (FPKMC-Algorith-
mus) genannt. Der Algorithmus vermeidet die sehr vielen, bei einem gewohnlichen Random-
Walk anfallenden, kleinen stochastischen Schritte zur Generierung einer Diffusionstrajektorie.
Stattdessen propagiert er Teilchen ereignisgesteuert iiber (im Mittel) weit grofiere Distanzen pro
Update innerhalb sogenannter Protektionsgebiete. Das statistisch korrekte Sampeln von Zeit-
punkt und Art des néchsten Ereignisses beruht dabei auf Green-Funktionen fiir die den Teilchen
aktuell zugeordneten Protektionsgebiete.

Die allgemeine Verwendbarkeit des FPKMC-Algorithmus hat dazu gefiihrt, dass die algorithmi-
sche Weiterentwicklung zu einem weiteren autonomen Thema dieser Dissertation geworden ist
und sich von der Frage nach dem Bedarf fiir das Studium der in dieser Promotion untersuchten
intermittierenden Suchszenarien gelost hat. Mehrere Errungenschaften dieser erweiterten Me-
thodenentwicklung sind bereits vorhanden. Zum einen sind die entwickelten Methoden bisher
in einer Bachelor- und einer Masterarbeit [56,57] verwendet worden. Zum anderen sind sie fiir
die Modellanalyse in [4] genutzt worden. Diese Analyse des Einflusses von Bystander-Zellen auf
die Sucheffizienz von natiirlichen Killerzellen (NK-Zellen) beschéftigt sich im Gegensatz zu allen
anderen Modellstudien dieser Dissertation nicht mit der Optimierung intermittierender Such-
strategien. Die Fragestellung hat sich jedoch im Rahmen einer Kooperation mit Experimen-
tatoren ergeben, und die zugehodrigen Suchmodelle kénnen mit den entwickelten Algorithmen
effizient analysiert werden. Die Prasentation dieses Projekts ist daher zusétzlich in die Disserta-



tion aufgenommen worden. Einerseits eignet es sich als weiteres Beispiel fiir die Niitzlichkeit des
entwickelten numerischen Werkzeugkastens. Andererseits sind die gewonnenen Erkenntnisse sehr
interessant, da der experimentell beobachtete Effekt zunéchst tiberrascht. Auf der Grundlage von
Simulationen und weiteren Experimenten kann er jedoch durch einen bis dahin unbekannten bio-
logischen Mechanismus, welcher die Migration von NK-Zellen beschleunigt, erklart werden.

Im Weiteren ist diese Dissertation folgendermafien strukturiert:

Kapitel 2 stellt die fiir diese Arbeit notwendigen algorithmischen Grundkenntnisse des Sam-
pelns vor, beginnend mit der Erzeugung gleichverteilter Zufallszahlen auf dem Einheitsinter-
vall. Anschliefend werden eine Reihe von Verfahren diskutiert, welche das Sampeln beliebiger
WDichten erméglichen. Das Kapitel endet mit einer Einfiihrung in die Funktionsweise ereignis-
gesteuerter Monte-Carlo-Algorithmen.

Kapitel 3 zeigt die Funktionsweise von FPKMC-Algorithmen. Im Anschluss an eine Motiva-
tion und die Definition notwendiger WDichten werden die im Rahmen dieser Promotion be-
reits in [1] auszugsweise publizierten allgemeinen Algorithmen zur Simulation von Reaktions-
Diffusionsproblemen mit krummlinigen Gebietsrdndern und ortsabhédngigen Reaktionsraten vor-
gestellt. Zusétzlich diskutiert das Kapitel ein Verfahren zur Simulation diffusiver Systeme mit
ortsabhéngiger Diffusionskonstanten, welches zur Berechnung der in Kapitel 6 gezeigten Daten
verwendet worden ist.

Notwendige Bedingung fiir die Anwendung der in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmen ist die
Fahigkeit, First-Passage-Ereignisse (FP-Ereignisse) und No-Passage-Ereignisse (NP-Ereignisse)
auf einer moglichst groflen Zahl geometrisch einfacher Gebiete (sog. Protektionsgebiete) sampeln
zu kénnen. Da das Sampeln solcher Ereignisse in der innersten Schleife der FPKMC-Algorith-
men auftritt, ist es wichtig, dass die zugehorigen WDichten besonders effizient gesampelt werden.
Kapitel 4 stellt die im Rahmen der Promotion entwickelten Subroutinen zum Sampeln dieser
parameterabhingigen WDichten im Detail vor. Zugehorige Implementierungen inklusive eines
englischsprachigen Handbuchs sind auf der beiliegenden DVD enthalten.

Kapitel 5 fiihrt in das diffusive NE-Problem ein. Die dort présentierten Zusammenhénge sind
weitestgehend bereits vor Beginn dieser Promotion bekannt gewesen. Dennoch erfiillt das Kapitel
gleich zwei wichtige Aufgaben. Zum einen werden fiir das Verstédndnis wichtige Vergleichsdaten
beziiglich der in spéteren Kapiteln studierten intermittierenden Suchstrategien prasentiert. Zum
anderen zeigt der Vergleich von generierten numerischen und bekannten analytischen Daten die
Prézision der FPKMC-Algorithmen, woraus sich direkt die Exaktheit aller spéateren Simulatio-
nen folgern lasst.

Kapitel 6 prisentiert die in [4] publizierten Ergebnisse des vorangehend erwdhnten Gemein-
schaftsprojekts zum Studium des Einflusses von Bystander-Zellen auf die Sucheffizienz von NK-
Zellen. Ankniipfend an experimentelle Ergebnisse des kooperierenden Lehrstuhls stellt das Kapi-
tel ein Modell fir das Migrationsverhalten von NK-Zellen in An- und Abwesenheit von Bystan-
der-Zellen und Hindernissen vor. Die durch die zugehorigen FPKMC-Simulationen gewonnenen
Ergebnisse sind dabei wichtig, um die korrekte Interpretation der experimentellen Daten zu be-
statigen.

Kapitel 7 widmet sich den Grundlagen intermittierender Suche. Es beginnt mit einer Defini-
tion der Begriffe ,,Suchproblem®“ und ,(optimale) Suchstrategie* anhand fester und variabler



1. EINLEITUNG

Modellparameter des Suchprozesses. Danach werden die wichtigsten Ergebnisse vorangehender
Arbeiten dargestellt und die mathematische Modellierung intermittierender Suche mittels Mas-
tergleichungssystemen und daraus resultierenden stationdren Differentialgleichungssystemen fiir
den Erwartungswert der Suchzeit erklért. AbschlieBend werden alle gemeinsamen Modelldetails
(Mastergleichungssystem, Randbedingungen, Entdimensionalisierung, homogene und inhomo-
gene WRbB) der in den Kapiteln 8, 9 und 10 untersuchten intermittierenden Suchprozesse
vorgestellt.

Kapitel 8 prasentiert die Ergebnisse der im Rahmen dieser Promotion entstandenen Publika-
tionen [2, 3] beziiglich des NE-Problems intermittierender Suche (1) eines Zielgebiets mit Polar-
winkel 9455, am Kugelrand. Die vorgestellten Ergebnisse basieren dabei sowohl auf numerischen
FPKMC-Simulationen als auch auf analytischen Berechnungen fiir den Grenzfall sehr kleiner

ﬁabso-

Kapitel 9 zeigt ebenfalls in [2,3] veroffentlichte Analysen homogener und inhomogener Such-
strategien der in (2) geschilderten Suche eines stationdren Ziels fiir verschiedene WDichten der
Zielposition.

Auch Kapitel 10 basiert auf [2,3]. Es behandelt das in (3) geschilderte Reaction-Escape-Pro-
blem, d.h. es kombiniert zwei unterschiedliche Suchprobleme miteinander. Zuerst miissen sich
zwei bewegliche Teilchen innerhalb der Kugel finden und reagieren. Anschliefend muss der so
gebildete Teilchenverbund das intermittierende NE-Problem zum Rand l6sen.

Kapitel 11 fasst die wichtigsten Ergebnisse dieser Dissertation abschliefend noch einmal kurz
zusammen und gibt einen Ausblick in Bezug auf an diese Arbeit ankniipfende Forschungsmaog-

lichkeiten.

Zur besseren Orientierung stellt Abbildung 1.2 die Kapitelabhéngigkeiten graphisch dar.
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Abbildung 1.2.: Aufbau und Kapitelabhingigkeiten dieser Dissertation: Links (rot umrandet) sind die
methodischen Kapitel aufgelistet. Rechts (grin umrandet) sind die Kapitel der Modellierung von Such-
prozessen und zugehorige Resultate dargestellt (meist gewonnen durch die Methoden der Kapitel links).
Die Pfeile deuten fiir das Verstindnis notwendige Abhdangigkeiten an, da die Kapitel am Pfeilende in
wesentlichen Teilen Bezug auf die Kapitel am Pfeilanfang nehmen.



2. Methodische Grundlagen des Sampelns

Dieses Kapitel stellt die methodischen Grundlagen der im Rahmen dieser Arbeit verwendeten
und (weiter-)entwickelten Monte-Carlo-Algorithmen vor. Die elementaren Begriffe der Maf3- bzw.
Wahrscheinlichkeitstheorie (insbesondere stetiger Zufallsvariablen) sowie deren grundlegende Ei-
genschaften werden dabei als bekannt vorausgesetzt, da sie in jedem Standardlehrbuch (u.a. in
[58,59]) enthalten sind, und eine komplette Einfithrung in die MaB- bzw. Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik den Rahmen dieser Einfiithrung sprengen wiirde.

Abschnitt 2.1 stellt allgemeine Verfahren zum Generieren von Zufallszahlen geméf einer bend-
tigten WDichte p dar und diskutiert Vor- und Nachteile alternativer Methoden. Die vorgestellten
Methoden bilden dabei die Basis der in Kapitel 4 entwickelten effizienten Algorithmen.
Anschlieflend prasentiert Abschnitt 2.2 die im Rahmen dieser Arbeit benétigten Grundlagen
ereignisgesteuerter (engl.: event-driven) Monte-Carlo-Algorithmen. Sie sind essentiell fiir die in
[50-55,60] entwickelten FPKMC- und Greens-Function-Reaction-Dynamic-Algorithmen (GFRD-
Algorithmen) und die im Rahmen dieser Dissertation angefertigten Weiterentwicklungen [1],
welche in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellt werden.

2.1. Generierung von (Pseudo-)Zufallszahlen einer
Wahrscheinlichkeitsdichte p

Eine notwendige Grundlage aller Monte-Carlo-Algorithmen ist der Zugriff auf statistisch korrek-
te Zufallszahlsequenzen aller am Algorithmus beteiligten Wahrscheinlichkeits- bzw. Zahldichten.
Basierend auf der Moglichkeit, Sequenzen einer beliebigen gegebenen WDichte in Sequenzen
einer beliebigen geforderten WDichte umzurechnen, lédsst sich die Zufallszahlgenerierung metho-
disch in zwei vollstandig unabhéngige Teilprobleme zerlegen.

Das erste, allgemeine Teilproblem besteht in der Erzeugung von Sequenzen ,, guter” Zufallszahlen
irgendeiner Verteilung. Hier hat sich die Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall konventionell
durchgesetzt. Sie stellt ein universell einsetzbares Werkzeug dar, welches die Grundlage fiur das
Generieren von Zufallssequenzen einer beliebigen Verteilung bildet.

Im zweiten, anwendungsspezifischen Teilproblem miissen aus der Sequenz gleichverteilter Zufalls-
zahlen mittels moglichst effizienter Transformationen jeweils die fiir den individuellen Monte-
Carlo-Algorithmus benétigten WDichten gesampelt werden.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Algorithmen zur Generierung von Zufallszahlsequen-
zen geméfl der WDichten der spéter eingefiihrten Monte-Carlo-Algorithmen gehéren alle der
zweiten Teilproblemklasse an. Aus Griinden der Vollstdndigkeit wird im néchsten Abschnitt
dennoch kurz beschrieben, wie (gleichverteilte) Zufallszahlen prinzipiell erzeugt werden kénnen,
und erldutert auf welche Methode im Rahmen dieser Arbeit ausschlielich zuriickgegriffen wird.
Danach werden Transformationseigenschaften von Funktionen von Zufallsvariablen vorgestellt,
woraus direkt die prinzipielle Moglichkeit des Sampelns einer beliebigen WDichte resultiert.
Dennoch lésst sich das Sampeln vieler WDichten damit alleine nicht effizient 16sen, da die fiir
die Anwendung bendétigten Abbildungen hiufig nicht explizit berechenbar sind oder numerische
Probleme auftreten.

Daher wird anschliefend neben der Inversionsmethode, welche direkt auf einer Abbildung einer
gleichverteilten Zufallsvariablen beruht, auch die alternativ verwendbare Verwerfungsmethode
vorgestellt. Beide Methoden zusammen bilden das Standardwerkzeug des Sampelns und werden
haufig fiir die im Rahmen dieser Dissertation durchgefithrte Algorithmenentwicklung genutzt.
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Der letzte Abschnitt des Unterkapitels widmet sich dem Sampeln mehrdimensionaler WDichten,
also der Generierung von Zufallsvektoren bzw. Zufallstupeln.

2.1.1. Gleichverteilte Zufallszahlen in |0;1[

Streng genommen kann eine Sequenz ,echter” Zufallszahlen nur das Ergebnis experimenteller
Messungen an physikalischen Prozessen sein, aber nie von einem Computer generiert werden, da
Computer absolut deterministisch einem Algorithmus folgen. Physikalische Zufallsgeneratoren
zu betreiben, ist allerdings verhaltnisméfig aufwéindig, und auch ihre Giite ist durch die an der
Messung beteiligten Bauteile keinesfalls garantiert. Daher werden fast ausschliellich sogenannte
Pseudozufallszahlengeneratoren verwendet. Dabei handelt es sich um Algorithmen, welche in-
itialisierungsabhangig immer die gleiche Sequenz an Pseudozufallszahlen erzeugen. Die Kunst
bei der Programmierung dieser Algorithmen besteht dabei darin, die absolute Korrelation, wel-
che sich zwangsldufig aus einem deterministischen Algorithmus ergibt, so gut wie moglich zu
sverschleiern“. Eine sehr groie Periodendauer und die Eigenschaft, ein moglichst gleichverteil-
tes Histogramm erzeugen zu konnen, reichen dabei noch nicht als Giiteindikator aus. Vielmehr
miissen aufeinanderfolgende Zufallszahlen in statistischen Tests auch moglichst unkorreliert er-
scheinen.

Im Laufe der Zeit haben sich gewisse Test-Standards fiir solche Algorithmen bewéahrt [61]. Bis
heute gilt der sogenannte ,DIE HARD“-Testzyklus dabei als besonders streng. D.h. Pseudo-
zufallszahlengeneratoren, welche diesen bestehen, gelten immer noch als qualitativ hochwertig,
obwohl es mittlerweile noch strengere Testzyklen gibt [62].

Im Rahmen dieser Arbeit ist der Mersenne-Twister [63] aus der GNU SCIENTIFIC LIBRARY
(vgl. [64], gs1l_rng_mt19937) verwendet worden, welcher auf dem Einheitsintervall gleichverteilte
Pseudozufallszahlen mit der Periode der Mersenne-Primzahl 219937 — 1 ~ 4.3-10%%°! erzeugt und
den ,,DIE HARD“-Test besteht. Zur Vereinfachung der Notation wird die Gleichverteilung auf
dem Einheitsintervall im Folgenden immer mit ranjo;iiabgekiirzt, das einmalige Sampeln einer
Pseudozufallszahl dieser Verteilung innerhalb eines Algorithmus dagegen mit ranjo; 1 (kursiv).

2.1.2. Wahrscheinlichkeitsdichtetransformationen durch Funktionen von
Zufallsvariablen

Das Sampeln einer WDichte py einer stetigen Zufallsvariablen Y lédsst sich haufig durch das
Auffinden bereits effizient zu sampelnder WDichten px, (i € {1,2,...,N}) und einer Abbil-
dung f mit Y = f(Xy, X2,..., Xn) losen. Sequenzen von Zufallszahlen, deren Statistiken den
(nicht notwendigerweise unabhéngigen) WDichten px, gehorchen, transformieren sich unter der
Abbildung f dann zu einer Sequenz von Zufallszahlen, deren Statistik der WDichte py gehorcht.
Im Folgenden werden vier, fiir diese Arbeit wichtige Transformationseigenschaften fiir die WDich-
ten von Funktionen stetiger Zufallsvariablen vorgestellt.

2.1.2.1. Y = g(X)

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie eine Funktion g einer stetigen Zufallsvariablen X die zuge-
horige WDichte px zu der WDichte py der resultierenden Zufallsvariablen Y transformiert. Eine
Sequenz von Zufallszahlen, deren Statistik der WDichte px gehorcht, transformiert sich unter
der Abbildung g folglich zu einer Sequenz von Zufallszahlen, deren Statistik der WDichte py
gehorcht. Das bedeutet, dass das Problem des Sampelns einer ben6tigten WDichte py gelost ist
durch das Auffinden einer bereits effizient zu sampelnden WDichte px und einer evaluierbaren
Funktion g.
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Obwohl es mehrdimensionale Versionen der nachfolgenden Transformationssitze gibt (u.a. in
[65], Theorem 1.4.2), soll sich an dieser Stelle auf eine eindimensionale Darstellung beschrankt
werden, welche alle fiir diese Arbeit benétigten Fille abdeckt. Die WDichte px : R — RJ der
Zufallsvariablen X sei dazu differenzierbar und die Abbildung g : R — R sei stetig.

Dennoch lasst sich selbst fiir diesen Spezialfall keine allgemeingiiltige Losung des Problems ge-
schlossen angeben. So kommt es z.B. zum Auftreten von §-Distributionen in der WDichte von py,
falls g auf einem Teilintervall konstant ist [66]. Fiir den Spezialfall einer {iberall differenzierbaren
und streng monotonen Funktion g lasst sich das Problem jedoch immer 16sen. Es gilt:

py() =g~ W px(g7 W) (2.1)

nachzulesen (inklusive kurzem Beweis) in vielen Standardlehrbiichern, u.a. in [65,66]. Ein pro-
minentes Beispiel fiir die Anwendung von Gl. (2.1) ist die spéater explizit vorgestellte Inversions-
methode.

Fiir das Verstdndnis mancher der im Rahmen dieser Arbeit entworfenen Algorithmen in Kapitel
4 bedarf es jedoch einer allgemeineren Formulierung, da g gelegentlich weder streng monoton
noch tiberall differenzierbar ist, so z.B. die Transformation in Gl. (4.151).

Ist die Menge V aller Stellen z, an denen g(x) nicht differenzierbar ist oder die Ableitung
verschwindet, diskret, so existiert eine WDichte py (y). Es gilt:

oy (y) = px(z) (2.2)
" zeg;{y}) l9'(2)]

wobei g~!({y}) die diskrete Urbildmenge von y darstellt [66]. Dies gilt an den Stellen y, an denen
VN g '({y}) = @ gilt, da anderenfalls mindestens ein Summand in GI. (2.2) nicht definiert ist
(¢'(z) = 0 oder kein ¢'(z)). Die Menge der Ausnahmen ist jedoch ebenfalls diskret und spielt
fiir die Anwendung keine Rolle. In dieser Arbeit wird sogar immer eine stetige Fortsetzung an
diesen Stellen existieren.

Die Transformationssitze (2.1) und (2.2) decken alle in dieser Arbeit vorkommenden Transfor-
mationen der Form Y = g(X) ab.

2.1.2.2. Y = X; 4+ X2

Neben der im letzten Abschnitt besprochenen Transformationsmoglichkeit wird hdufig auf die
Summe zweier oder mehrerer Zufallsvariablen zuriickgegriffen, um eine WDichte py zu sam-
peln. Fiir die WDichte der Zufallsvariablen ¥ = X; + X5 gilt auch fiir den Fall abhéngiger
Zufallsvariablen [66]:

vl = [ dw pxxa iy =) = [ do pxi (y— o) (23)

wobei px, x,(z1,22) die gemeinsame WDichte der beiden stetigen Zufallsvariablen X7, X5 dar-
stellt. Im héufig auftretenden Fall unabhéngiger Zufallsvariablen, also im Fall einer faktorisier-
baren WDichte px, x,(z1,22) =px, (1) - px,(x2), folgt das Faltungsfunktional

) = [ oo -2 o) = [ dwox—a)exle). (24)
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2.1.23. ¥ = X; - X

Obwohl der Fall des Produktes zweier Zufallsvariablen viel seltener auftritt, soll er dennoch aus
Griinden der Vollstandigkeit genannt werden:

py (y) = /_O:O dz px,,x, (33, ‘Z) : E‘ = /_O:O dr px, x, (‘Z,x) ‘%‘ . (2.5)

Die uneigentlichen Integrale in Gl. (2.5) zerfallen fiir den Fall unabhéngiger stetiger Zufallsva-
riablen in

py (y) = /_O:Odﬂl? o' (i) Fpxy () - E‘ = /_O:o dz px, (i) px, () - E‘ : (2.6)

2.1.2.4. Y = min (Xl, Xz, seey XN)

Die Zufallsvariablen X1, X, ..., X seien unabhéngig und nicht notwendigerweise identisch ver-
teilt. Die zugehorigen WDichten sind gegeben durch px,, px,, ..., pxy. In der Mathematik
widmet sich das Gebiet der Extremwertverteilungen der Frage nach dem Minimum (oder Ma-
ximum) von Zufallsvariablen, wobei dort jedoch die meisten Aussagen fiir identisch verteilte
Zufallsvariablen fiir den Fall grofler N gewonnen werden [67]. Im Fall ereignisgesteuerter Monte-
Carlo-Algorithmen werden die beteiligten WDichten meist aus der dem Modell zugrundeliegen-
den Mastergleichung extrahiert und unterscheiden sich somit im Allgemeinen. Daher wird an
dieser Stelle der allgemeinere Fall des Minimums von N unabhéngigen, nicht identisch verteilten
Zufallsvariablen betrachtet werden, welcher sich induktiv direkt aus dem Fall des Minimums
zweier Zufallsvariablen [66] extrahieren lasst. Es gilt:

N N ;
ROEDY (pXZ. ® II (1-Fx, (t))) mit  Fy, = / dt' px, (1) . (2.7)
i=1 J=1j#i -

An spéterer Stelle wird jedoch nicht nur das Minimum einer endlichen Sequenz von Zufallsva-
riablen ben6tigt, sondern dariiber hinaus auch der Index 4,,;, der minimalen Zufallsvariablen.
Es handelt sich also um eine zweidimensionale Zufallsvariable, deren erster Eintrag ¢ die endli-
chen Werte {1,2,..., N} annehmen kann und deren zweiter Eintrag ¢ kontinuierlich ist. Fiir die

zugehorige WDichte gilt: N

plit) = px,(t) TI (1-Fx,@) - (2.8)

j=1,j#i
Da p(i,t) im ersten Argument diskret und im zweiten kontinuierlich ist, gilt fiir die Normierung:

oo N oo
/ dt' S plist) = / dt py(t) = 1. (2.9)
00 i— —00

2.1.3. Inversionsmethode

Die Inversionsmethode ist der prominenteste Spezialfall des Transformationssatzes in Gl. (2.1).
Dabei ist die Zufallsvariable X ranjo;1-verteilt, und fiir die Abbildung g gilt g = F~!, wobei F~!
das Inverse der Verteilungsfunktion der zu sampelnden WDichte p darstellt.

Mithilfe der Inversionsmethode ist es folglich méglich, aus einer Sequenz von ranjo; 1-verteilten
Zufallszahlen eine Sequenz von Zufallszahlen geméafl einer beliebigen WDichte p : R — ]RSr zZu
erzeugen. Dies geschieht mittels Invertierung der zu p gehdérenden Verteilungsfunktion

F:R—[0;1], z — /_ daz’ p(2') (2.10)

10
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also
Tp = F_l(rran]();l[) . (211)

Dabei bezeichnet 7ran)o, 1| €ine ranjo; 1iZufallsvariable. Die WDichte der Zufallsvariablen r, ist dann

gegeben durch p. Eine schematische Darstellung der Methode fiir eine exemplarische WDichte
p: R — RJ ist in Abbildung 2.1 zu sehen.

1t F(x)
plx) —---- A
0.8 / 4
Irran]O;l[ N 71 ....... / \“
0.6 P
/I ! \\
0.4 ,’I i \\ | Abbildung 2.1.: Darstellung der Inversions-
’ /I i v methode: Ausgehend von einer ranjo; 1[-verteilten
/ : \\‘ Zufallsvariablen Tyranjo;1; erhdlt man eine Zu-
0.2 . /l : \\ 1 fallsvariable v, mit WDichte p, indem man die
/s S — i I zugehorige Verteilungsfunktion F' invertiert, d.h
! | S~ | | ! | e _ —1
%05 1 15 27,25 3 35 'F = P (rranjos)-

Der Beweis der Korrektheit der Methode ([65], Theorem II.2.1) ist, wie bereits erwdhnt, nur
ein Spezialfall des Transformationssatzes aus Gl. (2.1) ([65], Theorem I1.4.1) unter der Funktion

F~1. Trotz seiner Kiirze soll an dieser Stelle zugunsten einiger wichtiger Anmerkungen auf den
Beweis verzichtet werden.

e Ist die WDichte p auf mindestens einem Teilintervall des Definitionsbereichs identisch
Null (im Gegensatz zu diskreten Nullstellen, siehe x=1 in Abbildung 2.1), so ist die Ver-
teilungsfunktion F' auf diesem Intervall konstant und daher streng genommen nicht mehr
zu invertieren. Dennoch lésst sich die Inversionsmethode weiterhin problemlos anwenden.

Formal definiert man dazu eine verallgemeinerte inverse Verteilungsfunktion [65] in der
Form

F~Yu) = inf {2|F(z) = u} . (2.12)

In der numerischen Anwendung hat dies jedoch keine grofie Bedeutung. Dennoch emp-
fiehlt es sich, bei der Implementierung der Inversionsmethode auf Intervalle zu achten, auf
denen p identisch Null ist. In seltenen Féllen kann es aufgrund endlicher Gleitkommadar-

stellung zu einer unerwiinschten Generierung von Zufallszahlen innerhalb solcher Intervalle
kommen. Diese Zufallszahlen sind dann zu verwerfen.

e Die Effizienz der Methode hingt allein von der Geschwindigkeit der Berechnung von F~1
ab. Im schlechtesten Fall muss bereits F' selbst fiir jeden Wert numerisch integriert und
daher auch die Invertierung numerisch durchgefithrt werden (Bisektion, Brent-Verfahren,
... ). Ohne eine besondere Genauigkeit zu erzielen, werden in diesem Fall oft 10% - 10*
Evaluationen von p fiir eine einzige Zufallszahl benotigt. Falls die WDichte (und damit
auch die Verteilungsfunktion) keine oder nur wenige Parameter enthélt, so hilft eine eng-
maschige, tabellarische Priaevaluation von F~!, um die Anzahl der Berechnungen von F
erheblich zu reduzieren. Trotz dieser Priaevaluationen kann das Verfahren jedoch immer
noch deutlich ineffizienter sein als mogliche Alternativen.

Bestenfalls kennt man einen schnell und stabil zu evaluierenden analytischen Ausdruck fiir
F~!. In diesen Fillen ist die Inversionsmethode meistens die erste Wahl.

11
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Das Aquivalent zur Inversionsmethode fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsraume wird hiufig ,, Tower-
Sampling® genannt (u.a. [68], S. 32). Auch diese Methode wird im Rahmen dieser Dissertation
an mehreren Stellen genutzt und soll daher kurz vorgestellt werden.

Dazu sei Z eine diskrete Zufallsvariable, welche Werte aus N annehmen kann. Die zugehorige
zu sampelnde Zéhldichte sei durch die Folge (p;)ien gegeben, also

pi>0VieN und D pi=1. (2.13)

=1

Dabei gilt es zu beachten, dass diese Darstellung auch den Fall einer endlichen Anzahl N nicht
verschwindender, moglicher Elementarereignisse beinhaltet, durch die Option p; = 0 fiir alle
i > N. Obwohl nur dieser endliche Fall im Rahmen der Dissertation Verwendung findet, soll
nachfolgend dennoch der allgemeinere Fall vorgestellt werden, da er im Aufwand der Darstellung
identisch ist.

Die Folge (P;)ien, mit

%
Pi=Y pi (2.14)
k=1

definiert fiir alle i € Ny die Wahrscheinlichkeiten, dass Z < 4 gilt, und stellt somit das Analogon
zur kontinuierlichen Verteilungsfunktion F' dar. Insbesondere gilt Py = 0 und lim; . F; = 1.
Bezeichnet 7ranj,1; erneut eine ranjo;iZufallsvariable, so gibt es genau ein 7 € N, welches die
Ungleichungskette

Py < Tranjo;1] < P (2-15)

16st. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit fiir jedes ¢ identisch mit der Differenz P, — P,y = p;.
Die Wahrscheinlichkeiten der durch die Ungleichungskette (2.15) bestimmten Zufallsvariablen
rp =% € N stimmen also fiir alle 7 mit p; iiberein und das Problem des Sampelns der Zahldichte
(pi)ien ist folglich gelost. Abbildung 2.2 erklart die Vorgehensweise noch einmal graphisch.

R
P i -t
Pi §p7'+1 li
Tr‘d‘h]o:][ ____________________________________________ u
bi
Py
Py i
s : Abbildung 2.2.: Darstellung des Tower-
P : Samplings: Ausgehend wvon einer ranjo;i[-
2 pg ! verteilten Zufallsvariablen rianjo;1; erhdlt man
Py eine Zufallsvariable Z mit Zahldichte (p;)qen,
Py=0 b . M L . indem man den Index i bestimmt, welcher GlI.
0 1 2 3 V-1 i 41 (2.15) ldst.

2.1.4. Verwerfungsmethode

Eine andere Methode, Zufallszahlen geméf einer beliebigen WDichte p zu generieren, ist die
Verwerfungsmethode (engl.: rejection sampling), u.a. dargestellt in [65]. Obwohl diese auch fiir
mehrdimensionale WDichten funktioniert, wollen wir uns hier auf den eindimensionalen Fall
beschranken. Die Erweiterung ist allerdings selbsterkldarend. Notwendige Bedingung fiir die Ver-
wendung der Verwerfungsmethode ist die Fahigkeit, schnell Zufallszahlen geméf einer anderen

12
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WnDichte pp, mit nachfolgender Bedingung sampeln zu kénnen: Es gibt eine Konstante k£ > 1 mit
p(x) <k-pp(z) Vel (2.16)

Aufgrund ihrer helfenden Aufgabe werden solche WDichten pp, im Folgenden auch Hilfsdichten
genannt und das zugehorige k als Hilfskonstante bezeichnet. Die Methode zur Erzeugung einer
Zufallszahl r, gemafl der WDichte p funktioniert dann wie folgt:

Algorithmus 1 Verwerfungsmethode

1: repeat

2 xc < Zufallszahl gema8 pp () ; //Sampeln des Kandidaten

3: Trej — TANMO;1[ //Sampeln der Akzeptanzzufallszahl
4: until (rrej < (hx(})c)) //Akzeptiert oder verworfen?

5: return z. ;

Eine Veranschaulichung der Methode ist in Abbildung 2.3 zu sehen. Der Algorithmus sampelt
homogen (in der Fliche, nicht in z) verteilte Kandidatenpaare (zc, k - r.e; - pr(xc)) zwischen x-
Achse und k- pp(x). Akzeptiert werden nur die Kandidatenpaare zwischen der z-Achse und dem
Graphen von p. Die resultierende Sequenz akzeptierter Kandidatenpaare ist damit ebenfalls
homogen verteilt in der Fldche unter p. Die Statistik der vom Algorithmus zuriickgegebenen
x-Koordinaten akzeptierter Kandidatenpaare entspricht daher der zu sampelnden WDichte p.
Auch hier soll auf einen exakten Beweis (vgl. [65], Theorem II.3.1) zu Gunsten einiger Anmer-
kungen verzichtet werden.

e Wie bereits erwdhnt, konnen nur solche Hilfsdichten p;, verwendet werden, die selbst schnell
zu sampeln sind. Das schrinkt die Menge der verwendbaren WDichten stark ein. Das Auf-
finden effizienter Hilfsdichten ist daher hdufig mithsam. Besonders schwierig ist die Suche
nach einer geeigneten Hilfsdichte, wenn die zu sampelnde WDichte p von zuséatzlichen Pa-
rametern abhéngt, welche die Form von p stark beeinflussen. In Kapitel 4 wird dieser Fall
wiederholt fiir die dort vorgestellten Algorithmen auftreten.

e Die Verwerfungsrate (prozentualer Anteil verworfener Kandidaten) ist monoton steigend
in k, ndmlich % Daher sollte pp prinzipiell so gewahlt werden, dass k klein bleibt. Steigen
dadurch allerdings die mittlere Rechenzeit pro Sample fiir den Kandidaten x. sowie die
Evaluationszeit von pp, wesentlich gegeniiber der Evaluationszeit von p, so erreicht man
damit keine Effizienzsteigerung.

1.6

14

Abbildung 2.3.: Darstellung der Verwerfungsme-
thode: Der Algorithmus sampelt homogen (in der Fld-
che, nicht in x) verteilte Kandidatenpaare (T¢, k- Tre;-
pn(x.)) zwischen x-Achse und k- pp(x) (gefdrbte Fld-
chen). Akzeptiert werden nur die Kandidatenpaare
zwischen p und xz-Achse (dunkelgraue Fliche). Die
Statistik der vom Algorithmus zurickgegebenen x-
Koordinaten akzeptierter Kandidatenpaare entspricht
der WDichte p.

x rejected
e accepted |

13
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e Um iiber die Akzeptanz eines Kandidaten z. zu entscheiden bedarf es nicht des Wissens
iiber den genauen Wert der Akzeptanzwahrscheinlichkeit p,(z.) = %, sondern nur des
Wissens iiber den Wahrheitsgehalt der Ungleichung .. < pq(z.), welcher entscheidend ist
fiir den Schleifenaustritt in Algorithmus 1. Das Wissen iiber schnell zu evaluierende, obe-
re und untere Grenzen von p,(z.) kann daher sehr hiufig die Effizienz des Algorithmus
enorm steigern. [65] stellt diese Idee unter dem Begriff ,,squeeze principle“ (dt.: Einschnii-
rungsprinzip) vor. An spéterer Stelle wird diese Idee im Rahmen dieser Arbeit noch haufig

Verwendung finden.

2.1.5. Sampeln mehrdimensionaler Wahrscheinlichkeitsdichten

Oft ist es notwendig, Zufallsvektoren/-tupel geméf einer gegebenen mehrdimensionalen WDich-
te p zu sampeln. Falls p in allen Variablen faktorisierbar ist und damit die einzelnen Eintrége
des Zufallstupels stochastisch unabhéngig sind, so ist das Problem direkt auf das Sampeln ein-
dimensionaler WDichten zuriickgefiihrt.

Anderenfalls bleibt die Moglichkeit einer Verwerfungsmethode mit mehrdimensionaler WDichte
oder das Ausnutzen bedingter Wahrscheinlichkeiten. Letzteres wird nun exemplarisch fiir den
Fall einer zweidimensionalen WDichte p(z,y) erldutert:

Ziel ist es, Tupel (x,, y,) zu sampeln, deren Statistik p(z,y) gehorcht. Nach Integration tiber eine
der beiden Koordinaten ergibt sich eine eindimensionale WDichte in der anderen Koordinate,
welche in der Mathematik auch Rand- bzw. Marginaldichte [58] genannt wird. So ergibt sich z.B.
die Marginaldichte in der z-Komponente als

@)= [ dypla.y). (217)

Das Sampeln einer Zufallszahl z, geméfl p1(x) kann nun mithilfe einer beliebigen Methode aus
den vorherigen Abschnitten dieses Kapitels durchgefiihrt werden.
Anschliefend wird die eindimensionale WDichte o2(y|z,) mittels

p(xr, y)
01 (x'r)

o2(ylar) = (2.18)
definiert. po(y|x,) beschreibt also die WDichte in der Variablen y unter der Bedingung, dass
x = x,. Daher kann auch fir g3(y|z,) mit den Methoden der vorherigen Abschnitte eine Zu-
fallszahl y, gesampelt werden. Die Statistik der so entstandenen Tupel (z,,y,) entspricht der zu
sampelnden WDichte p(z,y).

Die Schreibweise der linken Seite von Gl. (2.18) wird fiir alle normierten WDichten dieser Arbeit,
welche immer durch Verwendung der griechischen Buchstaben ,,0* oder ,,p“ gekennzeichnet sind,
beibehalten. D.h. in allen Argumenten vor ,|“ ist die betrachtete Grofie eine evtl. mehrdimen-
sionale WDichte und die gemeinsame Addition/Integration iiber diese Argumente ergibt jeweils
1. Die Argumente nach ,|“ stellen Bedingungen dar und sind somit nur Parameter der WDichte.

Das gerade beschriebene Verfahren lasst sich auch auf das Sampeln von WDichten in Dimensio-
nen d > 2 anwenden. Die Vorgehensweise dazu ist analog zum zweidimensionalen Fall. Zuerst
wird die zu sampelnde WDichte in d — 1 Variablen integriert und eine Zufallszahl geméafl der
verbleibenden eindimensionalen Marginaldichte gesampelt. Danach verbleibt das Problem des
Sampelns einer d — 1 dimensionalen, bedingten WDichte. Schrittweise ldsst sich so die Dimen-
sionalitdt des Problems reduzieren [65].

14
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Obiges Verfahren lasst sich auch auf die Félle hoherdimensionaler diskreter Zahldichten anwen-
den oder auf WDichten, welche in manchen Argumenten kontinuierlich und in anderen diskret
sind. Insbesondere letztgenannte, gemischte WDichten spielen in der Methodik dieser Arbeit
und bei ereignisgesteuerten Algorithmen im Allgemeinen eine wesentliche Rolle, da gemeinsame
WDichten fiir den Zeitpunkt (kontinuierlich) und die Art (diskret) des néchsten Ereignisses zu
sampeln sind.

2.2. Ereignisgesteuerte Monte-Carlo-Algorithmen

Der Begriff der Monte-Carlo-Simulation vereint in der heutigen Zeit eine sehr grofle Klasse ganz
verschiedener Algorithmen. Er stammt von John von Neumann aus den Fiinfziger Jahren und
spielt auf die fiir ihr Gliicksspiel bekannte Stadt am Mittelmeer an. Die einzige Bedingung der
Klassenzugehorigkeit ist dabei das Auftreten von Zufallszahlen innerhalb des Algorithmus. Ur-
spriinglich bezog sich der Begriff auf eine stochastische Integrationsmethode hochdimensionaler
Integrale [68,69] in der statistischen Physik. Im Laufe der Zeit sind jedoch immer mehr Algorith-
men der Klasse hinzugefiigt worden fiir Anwendungen, die weit tiber die Physik hinausreichen.
Ein prominentes Beispiel einer solchen Anwendung ist der Miller-Rabin-Test [70], ein in der
Kryptographie genutzter probabilistischer Primzahltest.

Wegen der Vielzahl der Monte-Carlo-Algorithmen und ihrer groflien Unterschiede beziiglich Me-
thodik und Anwendungsgebiet wird in dieser Arbeit keine allgemeine Einfiihrung gegeben, son-
dern es werden nur die zum Versténdnis dieser Dissertation notwendigen Algorithmen vorgestellt.

Bei den in dieser Arbeit verwendeten Monte-Carlo-Algorithmen handelt es sich um sogenann-
te ereignisgesteuerte Algorithmen, d.h. der Algorithmus generiert stochastisch Sequenzen von
aufsteigend angeordneten Zeitpunkten und zu diesen Zeitpunkten stattfindenden Ereignissen
(Zustandsdnderungen des Systems). Abbildung 2.4 zeigt den Verlauf einer solchen Sequenz ex-
emplarisch fiir einen sogenannten FP-Prozess eines 6-Zustandssystems. Dabei handelt es sich
um einen stochastischen Prozess, dessen Ende festgelegt wird durch das erstmalige Erreichen
eines bestimmten Zustands [71].

Y T

[(t1,1a2] [t2,244][f3,4—>6] [t4,6—>4] [t5,4—>5] [t6,5—>3)]

\
=7 5 5

Abbildung 2.4.: Graphische Darstellung einer Sequenz eines FP-Prozesses innerhalb eines 6 Zustands-
systems: Zustinde werden durch Kreise dargestellt, der aktuelle Zustand durch einen rot gefiillten Kreis.
Mégliche Uberginge zwischen den Zustinden sind durch schwarze Pfeile gekennzeichnet. Zu Beginn
(to = 0) befindet sich das System in Zustand 1. Danach generiert ein ereignisgesteuerter Algorithmus
so lange Zustandsinderungen (grine Pfeile) und zugehérige Zeitpunkte t; (t;—1 < t;) bis das System die
Abbruchbedingung (erstmaliges Erreichen von Zustand 3) annimmt.
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Héufig (wie auch im Fall der vorliegenden Arbeit) fassen die Zustdnde, beziiglich derer der
ereignisgesteuerte Algorithmus Zeiten und Ereignisart sampelt, eine Menge von Subzusténden
zusammen. Im Fall einer diskreten Subzustandsmenge ist dies nicht zwangsldufig notwendig,
aber oft vorteilhaft. In dieser Arbeit ist die Subzustandsmenge dagegen haufig der Ortsvektor
innerhalb eines zusammenhingenden Gebiets G C R? und damit kontinuierlich. Nach dem Sam-
peln einer Zustandsdnderung muss daher noch der konkrete Subzustand gesampelt werden unter
der Bedingung der gesampelten Zeit t;, was u.a. im Beispiel des Abschnitts 2.2.2 gezeigt wird.

Abbildung 2.4 skizziert exemplarisch nur einen méglichen Verlauf innerhalb des Zustandsraums.
Die WDichten, nach denen Art und Zeitpunkt des nichsten Ereignisses jeweils zu sampeln sind,
miissen zusédtzlich aus der Mastergleichung entnommen werden, welche das System beschreibt.
Im Allgemeinen sind die moglichen Ubergéinge nicht gleich wahrscheinlich. Vereinfachend kommt
bei den in dieser Arbeit auftretenden stochastischen Prozessen jedoch hinzu, dass es sich aus-
nahmslos um Markov-Prozesse [72] handelt. Bei dieser Klasse stochastischer Prozesse héngen alle
WnDichten ausschlieBlich von der aktuellen Konfiguration ab und nicht von den Konfigurationen
ZUvor.

Das Sampeln des Zeitpunktes des nachsten Ereignisses ist einfach, falls, wie in Abbildung 2.5(a)
dargestellt, nur ein nichstes Ereignis moglich ist. Aus der Mastergleichung des zu losenden
Modells kann direkt die WDichte o(t|to) dieses Ereignisses hergeleitet werden, um eine zugehorige
Zeit tey zu sampeln.

Komplizierter wird es, wenn M > 1 Ereignisse in Frage kommen, so wie es in Abbildung 2.5(b)
auf der linken Seite dargestellt ist. Aus der Mastergleichung lassen sich unmittelbar meist nur die
WDichten p;(t|tg) jedes einzelnen Ereignisses (also in Abwesenheit aller anderen Moglichkeiten)
herauslesen, wie sie auf der rechten Seite von Abbildung 2.5(b) dargestellt sind.

Abbildung 2.5.: Darstellung méglicher Zustands-
anderungen eines ereignisgesteuerten Algorithmus:
Gestrichelte Pfeile reprisentieren Uberginge in den

a1(tlto)
‘—>® aktuellen Zustand (rot). Sie sind fir das Sam-

peln der anstehenden Zustandsinderung unerheb-

02(tlto) .
‘—>@ lich. Durchgezogene Pfeile zeigen maogliche Uber-

03(tto) ginge an. (a) Ein méglicher Ubergang, dessen Zeit-
‘—>@ punkt durch die WDichte o(t|to) bestimmt ist. (b)
. M mogliche Uberginge, deren Zeitpunkte im Fall
¢ i des Ausbleibens anderer Ereignisse jeweils durch

0

.QM( @ die WDichten o;(t|to), i € {1,2,...,M} gegeben

sind.

Um Art und Zeitpunkt des néchsten Ereignisses statistisch korrekt sampeln zu kénnen, bedarf
es jedoch der zweidimensionalen WDichte

t
p(i,tlto) = oi(tlto) - [] (1 — Fy(tlto)) mit Fj(tlte) = / dt' o;(t'[to) , (2.19)

A fo
wobei die erste diskrete Variable i € {1,2,3, ..., M } die Ereignisart und ¢ €]ty; oo[ den kontinuier-
lichen Ereigniszeitpunkt beschreibt. Dabei handelt es sich um die bereits in Gl. (2.8) vorgestellte

WnDichte fiir das Minimum einer Sequenz von Zufallsvariablen und den zugehorigen Index der
kleinsten Zufallsvariablen. Es gilt also die Normierung

M o
Z/ dt p(i,tltg) = 1. (2.20)
i=1"to
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2.2. EREIGNISGESTEUERTE MONTE-CARLO-ALGORITHMEN

Gillespie veroffentlichte 1976 und 1977 Algorithmen [73,74] fiir das Sampeln eines Tupels (i, t) der
WDichte p(i, t|tp) im Fall rein exponentiell verteilter WDichten g;(t|to). 1978 publizierte er eine
Verallgemeinerung fiir den Fall zeitabhéngiger Ubergangsraten [75], d.h. WDichten der Form

t
0i(tlto) = ki(t) - exp (— dt’ ki(t’)> : (2.21)
to
Da GI. (2.21) explizit nach k;(t) aufzul6sen ist, also
2i(tlto)
ki(t) = ———— 2.22
D=1 Fn 222

gilt, ist gezeigt, dass jede WDichte durch eine geeignete Wahl der Rate k;(¢) in die Form von
Gl. (2.21) gebracht werden kann. Prinzipiell ist das Problem des Sampelns damit fiir beliebige
WDichten g;(t|ty) gelost.

Héufig jedoch ist es nicht mdglich, einen analytischen Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion
Fi(t|to) zu finden oder das Integral im Exponenten von Gl. (2.21) analytisch zu evaluieren. Da-
her ist es sinnvoll, Gillespies Methodik hier fiir den Fall allgemeiner WDichten o;(t|ty) (statt
zeitabhéngiger Raten) vorzustellen. Nachfolgend werden zwei verschiedene Moglichkeiten ge-
zeigt, um Tupel (i,¢) der WDichte p(i, t|tg) zu sampeln.

2.2.1. Direkte Methode

Die direkte Methode ist ein Spezialfall des in Abschnitt 2.1.5 vorgestellten Sampelns mehrdi-
mensionaler WDichten. Analog zum Vorgehen in Gl. (2.17) soll zuerst die WDichte fiir den
Zeitpunkt des nachsten Ereignisses p(t|tg) aufgestellt werden, unabhéngig von seiner Art. Fur
diese gilt analog zu Gl. (2.7):

pltlto) = 3 pistlto) = 3 [ailtlto) - TT (1 = Fy(tlto)) | - (2.23)
i=1 i=1 j#i

p(t|to) ist im Gegensatz zu p(i,t|ty) eine eindimensionale WDichte und daher ist es prinzipiell
moglich, Zufallszeiten to, mit den Methoden aus Abschnitt 2.1 zu sampeln. Das diskrete Analo-
gon zu Gl (2.18) ist die Zahldichte (pi(fev));cq1, psy> Welche die Wahrscheinlichkeit angibt fiir
Ereignis ¢ unter der Bedingung, dass das Ereignis zum Zeitpunkt fe, eintritt:

14 (2" tev‘tﬂ)
Ptevlto)
Daher ist die Ereignisart ie, zum Zeitpunkt t., direkt mittels des in Abschnitt 2.1.3 vorgestell-

ten Tower-Samplings der Folge (pi(tev))ie{l .M} 2u sampeln. Zum besseren Verstandnis stellt
Algorithmus 2 den Pseudocode der direkten Methode vor.

pi(tev) = (224)

Algorithmus 2 Direkte Methode

1: tey « Zufallszahl gemafl der WDichte 5(:|tp) ;
2: ey < Zufallszahl gemaB der Zéahldichte (p;(tev))
3: return (iey, tey) ;

ie{l,...M}

Der grofite Nachteil der direkten Methode ist die Beschrdnktheit ihres Anwendungsbereichs.
Ohne die analytische Kenntnis aller Verteilungsfunktionen Fj; ist es nicht méglich, die WDichten
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2. METHODISCHE GRUNDLAGEN DES SAMPELNS

p(i,tto), p(tlto), und p;(tev) zu berechnen und eine Verwendung der Methode scheidet aus. Au-
Berdem erweist sich die Methode als duflerst unflexibel gegeniiber Verdnderungen des Modells.
Der Austausch oder das Hinzufiigen einer einzelnen Zustandsénderung verdndert die WDichte
p(i,t|tg) im Allgemeinen derart stark, dass die problemspezifisch entwickelten Routinen zum
Sampeln von p(t|tp) und p;(tev) unbrauchbar werden.

Der grofite Vorteil der direkten Methode, falls anwendbar, ist ihre Geschwindigkeit, welche unab-
héngig von M ist. Im Fall ausschliellich exponentiell verteilter WDichten [73,74] und WDichten
der Form aus Gl. (2.21) [75] ist dies besonders eindrucksvoll, da p(t|tg) und p;(tev) extrem schnell
mittels Inversionsmethode und Tower-Sampling zu sampeln sind.

2.2.2. Indirekte Methode

Bei der indirekten Methode werden fiir die M moglichen Zustandsdnderungen je eine, also
insgesamt M Zufallszeiten 7; > to geméfl den WDichten g;(-|tg) gesampelt. AnschlieBend weist
man te, den kleinsten Wert dieser Zeiten und 4., den entsprechenden Index zu. Algorithmus 3
stellt den zugehorigen Pseudocode der indirekten Methode vor.

Algorithmus 3 Indirekte Methode
for (i =1;i < M;++1i) do

7; <— Zufallszahl geméf der WDichte o;(-|to) ;
end for

tey < min(7y, 7o, ..., Tar) ;
1oy < Index der kleinsten Zeit 7; ;
return (iey, tey) ;

Obwohl der Beweis der Korrektheit von Algorithmus 3 direkt aus den in Abschnitt 2.1.2.4
gegeben Relationen folgt, soll er an dieser Stelle aus Griinden des leichteren Verstédndnisses
nachfolgender Ideen dennoch gefithrt werden. Dazu wird gezeigt, dass die WDichte paigo (7, t|to)
der Algorithmusrickgabe mit der geforderten WDichte p(i, t|to) ibereinstimmt.

Damit Algorithmus 3 das Paar (iey, tey) ausgibt, muss das Sampeln der WDichte p;., den Wert
tey liefern, und alle anderen Zeiten miissen grofler sein als te,. Da das Sampeln der Zeiten 7;
unabhéngig ist, faktorisiert paigo(ev, tev|to):

Palgo(tevs tev[to) = pie, (tev(to) - H P(7j > tev) - (2.25)
JFlev

Dabei bezeichnet P(7; > t.,) die Wahrscheinlichkeit, dass 7; > tey, d.h.
P(7; > tey) :/ dt' o; (#lt) =1~ Fy(tlto) (2.26)
tCV

Einsetzen von Gl. (2.26) in Gl. (2.25) und anschlieBender Vergleich mit Gl. (2.19) zeigt die Be-
hauptung Palgo (ieV7 7fev|t0) = p(iew 75ev‘t0)-

Der einzige Nachteil der indirekten Methode ist ihr Skalieren mit der Zahl M der moéglichen
Zustandsénderungen. Im Vergleich zur direkten Methode bedarf es statt des Generierens zweier
Zufallszahlen des Generierens von M Zufallszahlen. Gelegentlich wird dieser Nachteil jedoch
durch die Moglichkeit abgemildert, jene 7; wiederverwenden zu konnen, deren Verteilung sich
nach Eintritt des Ereignisses ie, nicht dndert, wie z.B. in [51]. Auch im Rahmen dieser Arbeit
wird dieser Fall noch auftreten.
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2.2. EREIGNISGESTEUERTE MONTE-CARLO-ALGORITHMEN

Ein Vorteil der indirekten Methode ist ihre grofle Flexibilitdt gegeniiber Modellmodifizierungen,
wie der Hinzunahme oder der Verdnderung méglicher Ereignisse. Lediglich fiir diese neuen Er-
eignisse miissen Algorithmen zum Sampeln der zugehoérigen WDichten entwickelt werden.

Ein weiterer bedeutender Vorteil ist nicht direkt ersichtlich. Das Sampeln von Tupeln (iey, tey)
geméfl der WDichte p(i, t|tg) kommt génzlich ohne die Evaluation von p(i,t|tg) aus, d.h. es be-
darf insbesondere nicht der Kenntnis aller Verteilungsfunktionen Fj. Das macht die indirekte
Methode unglaublich vielseitig einsetzbar.

Beispiel

Die in Kapitel 3 vorgestellten FPKMC-Algorithmen werden gelegentlich das Sampeln sogenann-
ter FP-Prozesse zum Rand (oder Teilen des Rands) eines Gebiets erfordern. Abbildung 2.6 zeigt
exemplarisch ein solches Setup eines diffusiven FP-Prozesses und die Mastergleichung des zuge-
horigen stochastischen Diffusionsprozesses innerhalb eines Rechtecks mit den Kantenldngen L,
und L,.

C oP(z,y,t) (0% O
) : o Plazt a?) P(@y.1)
-------------------------------- Anfangsbed.: P(z,y,0) = 6(x — z0) - 6(y — o)

OP(z,y,t)

Randbed.: P(0,y,t)=P(L,,y,t)=P(x, L,,1)=0= -
i : 01} y=0

ro = (0, Y0) A B C

Abbildung 2.6.: links: Graphische Darstellung des exemplarisch gewdhlten Diffusionsprozesses in ei-
nem Rechteck mit Kantenldngen L, und Ly. Zum Zeitpunkt to = 0 startet ein diffundierendes Teilchen
bei rog. Am unteren, roten Rand des Rechtecks wird das Teilchen reflektiert. An den griinen Rdandern
(A, B, C) dagegen konnen FP-FEreignisse stattfinden. rechts: Zugehirige Fokker-Planck-Mastergleichung
(Diffusionsgleichung) mit Anfangs- und Randbedingungen.

Ziel ist es, den Zeitpunkt tey und den Ort ry € AU B U C des ersten Randkontaktes zu sam-
peln. Randteile, an denen kein FP-Ereignis stattfinden kann, reflektieren das Teilchen (Neumann
Randbedingung). Randteile, an denen ein FP-Ereignis stattfinden kann, absorbieren das Teil-
chen (Dirichlet Randbedingung). Dieser Zusammenhang zwischen Randbedingungen und FP-
Ereignissen ist u.a. in [76] dargestellt.

In dem Beispiel aus Abbildung 2.6 gewéhrleistet die Rechteckform des Gebiets, zusammen mit
den gewdhlten Randbedingungen, die Unabhéngigkeit der Koordinaten x und y des stochasti-
schen Prozesses. Daher lasst sich P(z,y,t) in der Form

P(.T,y,t) :P:D([I},t‘.f()) Py(yuﬂy()) y (227)
faktorisieren. Es verbleiben die beiden raumlich eindimensionalen Probleme
OP,(x,t 02
OP:(2,tlz0) _ DS Py(z,tlzg) mit  Py(0,t|xo) = Puo(Ly, tlzo) =0, (2.28)
ot 0z2
aPy(yat|?/0) o 82 . 8Py(y7t|y0) _ _
TG = Dy Py ) it T‘yzo = Py(Ly.tlyo) = 0. (2.29)

Die Green-Funktionen P, bzw. P, sind dabei die (fiir ¢ > 0 unnormierten) WDichten auf den
Intervallen |0; L,[ mit beidseitig absorbierendem Rand bzw. ]0; L, [ mit einseitig absorbieren-
dem Rand. Sie werden u.a in [77] hergeleitet und in Anhang A in den Gln. (A.15) und (A.16)
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2. METHODISCHE GRUNDLAGEN DES SAMPELNS

bzw. (A.32) und (A.33) vorgestellt. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein auf dem Intervall |0; L[
diffundierendes Teilchen einen beliebigen Intervallrand bis zur Zeit ¢ noch nicht erreicht hat, ist
gegeben durch (siehe auch [76], S. 41 ff.)

Ly
Wy (t, xo) = dx Py(z,t|xo) . (2.30)
0

Analog ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein auf dem Intervall |0; L, | diffundierendes Teilchen den
Intervallrand y = L, bis zur Zeit ¢ noch nicht erreicht hat, gegeben durch

Ly
W, (t, yo) = /0 dy P,(ytlyo) - (2.31)

Daher ergibt sich fiir die FP-WDichten

W, (t o) (2.32)

d
S Wa(t,z0) baw. ,ogw(t\yo):—%

(z) _
o (theo) =

Effiziente, im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmen zum Sampeln beider WDichten
werden in Abschnitt 4.4 vorgestellt.

Fiir das Sampeln einer FP-Zeit £y und eines zugehorigen Ortes ry € AU B U C fiir das Beispiel
aus Abbildung 2.6 bietet es sich daher an, die Menge aller FP-Ereignisse vorerst in zwei disjunkte
Ereignisse zu zerlegen:

1: Das Teilchen erreicht in der x-Koordinate den Rand, d.h. ry € AUC.

2: Das Teilchen erreicht in der y-Koordinate den Rand, d.h. ry € B.

Mit Hilfe von Algorithmus 3 und den WDichten pl(f) (t,x0) und ,ol(,y) (t,yo) aus Gl. (2.32) lasst sich
damit ein Zeitpunkt ¢; und ein zum Zeitpunkt ¢ stattfindendes Ereignis ¢ € {1,2} generieren.
AnschlieBend wird unter der Bedingung des gesampelten Ereignisses der exakte Ort ry = (z,yy)
gesampelt. Zu diesem Zweck miissen die beiden Félle i = 1 und ¢ = 2 unterschieden werden.
Falls i=2, so steht die Koordinate y; = L, fest, und die Koordinate von z; wird unter der
Bedingung gesampelt, den Rand noch nicht erreicht zu haben. Die zugehorige WDichte lautet

P, ($, 3 1'0)
szz)(fv‘tfa%) = M . (2.33)
Falls i = 1, so wird die Koordinate von y; analog gemaf} der WDichte
Py(y, tlyo)
(¥) AT AR LAY
Pr YltssYyo) = 2.34
Wty w0) = G5 (2:34)

gesampelt. In diesem Fall stehen jedoch noch die beiden Kandidaten 2y = 0 und zy = L, zur
Auswahl. Die Wahrscheinlichkeiten pp und pr,, beider Kandidaten sind dabei gegeben durch

& Py(@,t|x0)|2=0

¢ o)
po= D2 =-Do

Py(x,t20)|e=L,
und pg,

- . (2.35)
pS(t, x0) o7 (t, o)

mit po + pr, = 1. Ein einfaches Tower-Sampling mit nur zwei Moglichkeiten entscheidet folglich
iber die Koordinate von z;.
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3. First-Passage-Kinetic-Monte-Carlo-
Algorithmen

Dieses Kapitel stellt die ereignisgesteuerten FPKMC-Algorithmen vor, welche im Rahmen der
Promotion weiterentwickelt worden sind. Grundlage dieser Entwicklung sind die von van Zon
et al. im Jahr 2005 publizierten GFRD-Algorithmen [53,54] und die kurz darauf erschienenen
Arbeiten von Opplestrup, Donev et. al [50-52,60], welche den im Rahmen dieser Arbeit verwende-
ten Begriff ,FPKMC* préigen. Alle diese Publikationen greifen letztendlich auf die gleiche Idee
zuriick:

Die oftmals extrem zeitaufwéndige Simulation diffusiver Bewegung mittels sehr vieler kleiner
Schritte eines Random-Walks wird abgelost durch eine Sequenz von im Mittel sehr viel grofie-
ren Spriingen. Diese Spriinge finden innerhalb sogenannter Protektionsgebiete G’ statt. Dabei
handelt es sich um Teilmengen des Simulationsgebiets GG, in denen sich jeweils nur ein Teilchen
befindet und auf denen Green-Funktionen fiir ein frei diffundierendes Teilchen analytisch be-
stimmbar sind. Mithilfe dieser Green-Funktionen lassen sich grofle, statistisch korrekte Spriinge
innerhalb der Gebiete G’ durchfiihren.

Das Kapitel ist folgendermaflen strukturiert:

Abschnitt 3.1 motiviert die Effizienz von FPKMC-Algorithmen anhand eines klassischen Bei-
spielproblems. Dazu werden Exaktheit und Rechenzeit einer auf einem Random-Walk basieren-
den Loésung mit den Ergebnissen eines FPKMC-Algorithmus verglichen.

Abschnitt 3.2 fithrt die drei wichtigsten WDichten fiir FPKMC-Algorithmen ein:

e die FP-WDichte pj fiir den Zeitpunkt eines FP-Ereignisses,
e die First-Passage-Position-WDichte (FPP-WDichte) p¢ fiir den Ort eines FP-Ereignisses,
e die No-Passage-Position-WDichte (NPP-WDichte) p,, fir den Ort eines NP-Ereignisses.

Abschnitt 3.3 beschreibt den FPKMC-Algorithmus fiir ein diffundierendes Teilchen in einem
Gebiet G.

Abschnitt 3.4 erweitert die Anwendungsmoglichkeiten des FPKMC-Algorithmus auf Reaktions-
Diffusionsprobleme mit rdumlich inhomogener Reaktionsrate k(r, ).

Abschnitt 3.5 beschreibt die Simulation von miteinander reagierenden diffundierenden Teilchen
mithilfe des FPKMC-Algorithmus.

In Abschnitt 3.6 wird abschlieflend die Vorgehensweise fiir den Fall bereichsweise unterschiedli-
cher Diffusionskonstanten erlautert.

3.1. Motivation

Die klassischen Methoden zur Berechnung von Observablen, welche mit diffusiven Prozessen
verkniipft sind, sind Mittelungen iiber ein Ensemble simulativ generierter Random-Walks und
das Verwenden von (meist numerisch generierten) Losungen der Diffusionsgleichung auf einem
Simulationsgebiet G € R?. Obwohl zumindest eine der beiden Alternativen in vielen Fillen ein
ausreichend effizientes Analysewerkzeug darstellt, gibt es dennoch Situationen, in denen beide
Moglichkeiten ineffizient werden oder gar versagen.

Die Verwendung eines klassischen Random-Walks zur Simulation eines diffundierenden Teil-
chens erweist sich unter anderem immer dann als besonders ineffizient, wenn die Problemstel-
lung extrem unterschiedliche Léngenskalen enthilt. Die Gréfle der Schrittweite des Walks, egal
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Abbildung 3.1.: Reaktions-Diffusionsproblem
zweier Teilchen in einem Rechteckgebiet G mit
den Kantenlingen a und b: Das diffundierende
rote Teilchen reagiert mit dem diffundierenden
, . grinen Teilchen instantan, falls der Abstand
e zwischen beiden Teilchen kleiner als d wird.

ob gitterbasiert oder nach einer Verteilung gesampelt, muss sich an der kleinsten Langenskala
orientieren, um eine gewisse Approximationsgenauigkeit an eine Brownsche Bewegung zu garan-
tieren. Im Umkehrschluss sind dadurch extrem viele Schritte notwendig, um eine nennenswerte
Bewegung auf der groffiten Léngenskala zu erreichen.

Ein einfaches und fiir viele Anwendungen relevantes Beispiel ist die Berechnung der mittleren
Reaktionszeit T zweier diffundierender Teilchen A und B. Die Reaktionszeit sei dabei gegeben
durch den ersten Zeitpunkt, in dem der Teilchenabstand gleich einem kleinen Schwellenwert d
ist. Abbildung 3.1 veranschaulicht das Setup fiir zwei Teilchen, die in gegeniiberliegenden Ecken
eines rechteckigen Gebiets G mit den Kantenldngen a und b starten. In diesem Beispiel miisste
sich die maximale Schrittweite s des Random-Walks an der kleinsten Langenskala d orientieren,
also s < d. Anderenfalls wére die Wahrscheinlichkeit zu grof, dass sich die Trajektorien unbe-
merkt auf einen Wert kleiner d anndhern und anschlieend wieder entfernen. Als Konsequenz
wiirde T {iberschétzt werden. Folglich benétigt ein Random-Walk extrem viele Schritte, um
auf den wesentlich gréfleren Léngenskalen a und b voranzukommen, was ihn &uflerst ineffizient
macht. Fiir eine dreidimensionale Bewegung im Quader wiegt dieses Problem noch schwerer, da
es im Mittel viel langer dauert, bis sich Teilchen treffen.

Dieses Problem kann durch die Verwendung adaptiver Schrittweiten, die sich der aktuellen
Konfiguration anpassen, gelost oder zumindest abgeschwécht werden. Die in diesem Kapitel
vorgestellten FPKMC-Algorithmen nutzen eine solche adaptive Anpassung fiir das Sampeln des
nédchsten Updatezeitpunktes und der zugehorigen Position.

Um Obiges zu veranschaulichen und die Uberlegenheit von FPKMC-Algorithmen darzustellen,
zeigt Abbildung 3.2(a) die numerisch berechnete Wahrscheinlichkeit W (¢), dass sich zwei mit
D = Dy = Dp = 1 diffundierende Teilchen in dem Setup aus Abbildung 3.1 mit den Parametern
a=0b=1und d = 0.001 bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht getroffen haben. Hierzu werden zum
einen Random-Walks genutzt, welche jeweils nach einer fiir die Numerik gewéhlten Zeit 7 ihre
Position geméf

Az = (2r1 —1)V6r und Ay = (2ry — 1)V6r (3.1)

dndern und an den Réndern reflektiert werden, wobei r1 und ro ranyp;:-verteilte Zufallszahlen
sind. Da

(Az) = (Ay) =0 und (Az?) = (Ay?) =27 (3.2)

gilt, approximieren diese Random-Walks jeweils eine Diffusion mit der Diffusionskonstanten
D =1 fiir hinreichend viele Schritte. Zum anderen wird ein FPKMC-Algorithmus fiir reagieren-
de Teilchen genutzt, welcher in Abschnitt 3.5 vorgestellt wird. Abbildung 3.2(a) zeigt, dass W (t)
fiir Losungen, welche auf Random-Walks basieren, stark von 7 abhéngt. Verldssliche Simulati-
onsergebnisse gibt es erst fiir sehr kleine 7 im Bereich von 1078 - 10~7. Mit kleiner werdendem
7 stabilisiert sich nicht nur W (t) fiir die Random-Walks, es konvergiert auch von oben gegen die
FPKMC-Losung. Ein Laufzeitvergleich, tabellarisch dargestellt in Abbildung 3.2(b), zeigt die
deutliche Uberlegenheit des FPKMC-Algorithmus. Diese Uberlegenheit ist in drei Dimensionen
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@ ! — 10— 7—10-6 10— (b) Rechenzeit pro
0.9 r r—10-%— FPKMC ---]1 : 1000 Samples
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Abbildung 3.2.: Vergleich einer klassischen Random-Walk Lésung (Gl. (3.1)) und eines FPKMC-AI-
gorithmus anhand der Wahrscheinlichkeit W (t) und der Rechenzeit fir das Setup aus Abbildung 3.1 fir
die Parameter a =b=1, D =1, d = 0.001: (a) W(t) fiir verschiedene Werte von T und FPKMC. Der
eingebettete Graph zeigt dieselben Daten mit logarithmischer y-Achse. (b) Rechenzeit fiir verschiedene
Werte von T und FPKMC.

oder fur kleinere d noch deutlicher.

3.2. Wahrscheinlichkeitsdichten diffusiver First-Passage- und
No-Passage-Prozesse

Dieser Abschnitt stellt die bereits im Beispiel des Abschnitts 2.2.2 auftauchenden WDichten
pu(t|ro,to), pr(rlt,ro,to) und p,(r|t,re,to) fiir den allgemeinen Fall eines (hinreichend glat-
ten) Gebiets G C RY vor. Diese WDichten sind wesentlich fiir die Anwendung der FPKMC-
Algorithmen. Grundlage ist dabei jeweils die Green-Funktion Pp (r,t|rg, o), welche das Diffu-
sionsproblem

8PD (I‘, t’I‘Q, to)
ot

= D Ar PD (I‘,t|I‘0,t0) (33)

geméaf der Anfangsbedingung Pp(r, to|re, to) = d (r — rg) in G 16st. Der Rand 0G von G sei dis-
junkt zerlegt in einen (nicht notwendigerweise zusammenhéngenden) absorbierenden Teil 0G,,
welcher durch die Randbedingung

Pp(r,t|rg,t9) =0 VredG, (3.4)

charakterisiert ist, und einen (nicht notwendigerweise zusammenhéngenden) reflektierenden Teil
0G, mit der Randbedingung

(Ve Pp(r,tlrg,to)) ny =0  VreaG,, (3.5)

wobei n, den nach auflen zeigenden Normalenvektor an der Stelle r € OG- bezeichnet. Abbildung
3.3 zeigt dieses Setup exemplarisch fiir ein zweidimensionales Gebiet G.
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> I}r <"aGr,l 8Gr = 8Gr,1 U 8Gr,2

0G = UoG,

— reflektierend: (V, Pp(r,t|ro,to)) -n, =0

. ny
0G, 2 \  ’n, N ) absorbierend: Pp(r,t|rg,tg) =0

Abbildung 3.3.: Exemplarische Darstellung des Diffusionsgebiets G. Das Teilchen startet zum Zeitpunkt
to = 0 an der Stelle rg € G. Rot dargestellte Rander (0G.,.) sind reflektierend, grin dargestellte Rinder
(0G,) dagegen absorbierend.

Fiir einen diffusiven FP-Prozess sind reflektierende Rénder dabei jeweils Orte, an denen kein FP-
Ereignis stattfinden kann. Teilchen, die diese Rénder erreichen, setzen ihre diffusive Bewegung
fort. Umgekehrt handelt es sich bei absorbierenden Rédndern um Orte, an denen ein FP-Ereignis
stattfinden kann. Der Diffusionsprozess endet also an solchen Rédndern. Dieser (bereits im Spe-
ziellen im Beispiel des Abschnitts 2.2.2 vorgestellte) Zusammenhang zwischen Randbedingung
und FP-Prozessen ist u.a. auch in [76] erldutert.

3.2.1. First-Passage-Ereignisse

Ein FP-Ereignis am absorbierenden Rand von G ist durch einen Zeitpunkt ¢ und den Ort r € 0G,
charakterisiert. Die gemeinsame WDichte beider Grofien faktorisiert dabei im Allgemeinen nicht.
Daher bietet sich zum Sampeln eines FP-Ereignisses die Vorgehensweise aus Abschnitt 2.1.5
zum Sampeln mehrdimensionaler WDichten an. Da der Zeitpunkt ¢ des FP-Ereignisses haufig
Teil eines iibergeordneten ereignisgesteuerten Monte-Carlo-Algorithmus ist, ist es zweckmaéafig,
zuerst diesen Zeitpunkt zu bestimmen und anschliefend, falls der iibergeordnete Monte-Carlo-
Algorithmus keine anderen Ereignisse zu einem fritheren Zeitpunkt fiir das Teilchen generiert,
den Ort unter der Bedingung dieses Zeitpunktes zu sampeln. Nachfolgend werden die beiden
dazu benotigten WDichten vorgestellt.

3.2.1.1. FP-Wahrscheinlichkeitsdichte py(t|ro,to)
Die Wahrscheinlichkeit W (t), dass das diffundierende Teilchen eine beliebige Stelle des absor-
bierenden Rands bis zur Zeit ¢ > ty noch nicht erreicht hat, ist gegeben durch

W (t,ro, to) — / dr Pp (r, t|ro, to) - (3.6)
G

Im Rahmen dieser Arbeit bezeichnet py(t|ro,?o) immer die sogenannte FP-WDichte. Dabei
handelt es sich um die WDichte des Zeitpunktes ¢, an dem erstmals eine beliebige absorbierende
Stelle des Rands 0G,, des jeweils betrachteten Gebiets G erreicht wird [1]. Daher folgt:

d d .
pb(t’ro,to) = —%W@,I‘(),to) = —% /Gdr Pp (I‘,t‘ro,to) mit ¢ > 1g. (3.7)

3.2.1.2. FPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p¢(r|t, ro,to)

Die FPP-WDichte fiir ein FP-Ereignis an der Stelle r € 0G, unter der Bedingung, dass
das Teilchen zum Zeitpunkt t erstmals 0G, erreicht, wird in dieser Arbeit mit ps(r|t,ro, )
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bezeichnet. Sie berechnet sich aus dem Quotienten der Wahrscheinlichkeitsflussdichte durch 0G,
an der Stelle r zur Zeit ¢ und dem Gesamtwahrscheinlichkeitsfluss durch 0G, zur Zeit ¢ [1], d.h.

(VI. PD (I‘, t|r0, tg)) c 1y

t t — 7 ’ ’
pf(I" » 10, 0) faGa dF (vr/ PD(I'/,t|I'0,t0)) Dy (3 8)

Das Integrationsgebiet des Nenners lasst sich auf ganz 0G erweitern, da der Integrand auf
0G, verschwindet. Wendet man nun im Nenner den Gauflschen Satz an, so ergibt sich unter
Zuhilfenahme der Gln. (3.3) und (3.7):

(Vr PD (I‘, t|I‘0, to)) c 1y
po(t|ro, to)

pf(r|t, I’o,to) =-D mit r € 0G,. (3.9)

Im eindimensionalen Fall eines beidseitig absorbierenden Intervalls [0; L] kommen nur die beiden
Intervallenden fiir den Ort des FP-Ereignisses in Frage. Daher vereinfacht sich die FPP-WDich-
te pr(rlt,ro,to) in diesem Fall zu den Wahrscheinlichkeiten pyo(t, o, t0) und py r(t, o, to) mit
pyo(t, o, to) + py,L(t, xo, to) = 1.

3.2.2. No-Passage-Ereignisse

Falls fiir das diffundierende Teilchen vor Eintritt eines FP-Ereignisses ein anderes Ereignis, wie
z.B. eine Reaktion, zum Zeitpunkt ¢ eintritt, so wird von einem NP-Ereignis gesprochen. Fiir
das Sampeln eines solchen Ereignisses bedarf es daher nur noch des Sampelns eines Ortes r € G,
da der Zeitpunkt ¢ fiir dieses Ereignis von auflen vorgegeben wird.

3.2.2.1. NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,,(r|t, ro,to)

Die NPP-WDichte p,(r|t,ro,to) bezeichnet die WDichte des Ortes r € G zur Zeit t unter der
Bedingung, dass das Teilchen den absorbierenden Rand vorher noch nicht erreicht hat [1], d.h.

Pp(r,t|ro, to) _ Pp(r,tlro, to)
W(t,l‘o,to) fG dr’ PD(I'/,t|I‘0,t0)

pn(r|t,ro,t0) = mit r € G. (3.10)

3.2.3. Anmerkungen und Notationskonventionen

Man beachte, dass die Definition der WDichten p;, und p; nur sinnvoll ist fiir Gebiete G, in denen
es liberhaupt einen absorbierenden Rand gibt und in denen dieser Randabschnitt fast sicher (im
mathematischen Sinn) irgendwann erreicht wird. Um die zweite Bedingung zu veranschaulichen,
sei die Diffusion auBerhalb einer absorbierenden Kugel mit Radius R im R? erwihnt. Fiir jeden
Startradius ro > R besteht eine nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit, dass die Oberflache
der Kugel nie erreicht wird, da die Brownsche Bewegung im R? transient ist. In diesen Féllen
lassen sich die WDichten p, und p; dann nur unter der Bedingung eines FP-Ereignisses definie-
ren. Das Eintreten oder Ausbleiben dieser Bedingung muss separat gesampelt werden. Dies ist
jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht notwendig, da fiir alle hier betrachteten Gebiete G mit
absorbierendem Rand ein FP-Ereignis garantiert ist.

Die Definition von p,, dagegen ist auch fiir den Fall vollsténdig reflektierender Rénder sinnvoll
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und vereinfacht sich zu p,(r|t,ro,t0) = Pp(r,t|ro,to), da in diesem Fall W (¢, ro,t0) = 1 gilt fiir
alle t > tg. In nachfolgenden Abschnitten und Kapiteln werden Algorithmen beschrieben, welche
Zufallszahlen gemaf3 der WDichten pj, py und p, benétigen. Um an diesen Stellen nicht immer
Fallunterscheidungen beziiglich der Existenz von p, und py durchfithren zu miissen, gelte die
Konvention, dass das Generieren einer FP-Zufallszeit geméfl p, fiir nicht existierende absorbie-
rende Rander immer ¢, = oo ergibt.

Des Weiteren wird in nachfolgenden Kapiteln die Argumentliste der WDichten py, py und p,
gelegentlich verkiirzt, indem zugunsten des Leseflusses auf die Angabe des an diesen Stellen
offensichtlichen Parameters rg verzichtet wird und/oder vereinfachend to = 0 gesetzt wird.
AuBlerdem werden an spéterer Stelle WDichten p; und p,, ebenfalls in Polar- bzw. Kugelkoordina-
ten angegeben. Die bei diesen Wechseln der Argumente auftretenden Funktionaldeterminanten
werden dabei immer der WDichte direkt zugeordnet.

Beispielsweise gilt dann in zwei Dimensionen fiir kartesische Koordinaten x,y und die zugehori-
gen Polarkoordinaten ¢(z,y) und r(x,y):

pn(r7(p’t77a07@0) = Tpn(x73/|ta$071/0) . (311)

D.h. es gilt sowohl die Normierung

[e'e) 27
/0 dr 0 ng pn(rv Qp|t7 rOaSOO) =1 ) (312)
als auch
/ dz / dy pn(x,ylt,zo,y0) =1 . (3.13)

Formal ist diese Konvention ungenau, da die verwendete Funktion nur durch den Kontext und
die Art der ihr zugewiesenen Argumente identifiziert werden kann, sie also quasi ,iiberladen®
ist. Dennoch soll diese Notationskonvention durchgehend in dieser Arbeit gelten, da es kon-
textbedingt immer klar sein wird, welcher Art die Argumente der WDichte sind. Vorteil der
Konvention ist die Vermeidung vieler unnotiger Indizes, welche eine absolut exakte Notation
aller WDichten in den jeweils benttigten Koordinaten mit sich bringen wiirde.

Fiir den Fall radialsymmetrischer Probleme (z.B durch ro = 0 in den Abschnitten 4.1 und 4.2)
sind die WDichten py,, py und p, winkelunabhéngig. Um dies zu verdeutlichen, wird in solchen
Fillen auf die Angabe von Winkelargumenten verzichtet. Die WDichte sei dann in den Win-
kelkoordinaten bereits ausintegriert. Wird beispielsweise fiir obige Funktion p,(r, ¢|t, 70, po) der
Fall ro = 0 betrachtet und ergibt sich damit eine Winkelunabhéngigkeit, also p,(r, ¢|t, 70, o) =
f(r,t) fiir alle , o € [0;27], so ist die verkiirzte Darstellung py,(r|t) definiert durch

pu(rlt) =2mf(r,1) (3.14)
d.h. es gilt auch hier die bereits in Abschnitt 2.1.5 eingefiihrte Konvention, dass jede mit ,p“

(und ,,0“) gekennzeichnete WDichte normiert ist beztiglich der Integration/Summe iiber den

‘(L

Definitionsbereich aller Argumente vor ,,|*

3.3. FPKMC-Algorithmus fiir ein diffundierendes Teilchen

Der einfachste und damit beste Fall fiir die Erkldrung eines FPKMC-Algorithmus ist die reine
Diffusion eines einzelnen Teilchens in einem Gebiet G. In diesem Fall lassen sich bereits alle
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Details zur Simulation einer diffusiven Bewegung erklédren, welche ausnahmslos auch in den spa-
teren Kapiteln fiir reaktive Teilchen wichtig sind.

Ziel des Algorithmus ist die stochastische Generierung (geméf der durch die Diffusionsgleichung
(3.3) vorgegebenen Statistik) eines Tupels (r,¢) fiir ein FP-Ereignis. Dabei bezeichnet r € 0G,
den FP-Ort und t die zugehorige FP-Zeit. Wahlweise kann dabei eine beliebige obere Schranke
tmax < 00 oder tyax = 0o festgelegt werden. Falls kein FP-Ereignis bis t = t.x stattfindet, wird
der Algorithmus das Tupel (r,t = tpax) in statistischer Ubereinstimmung mit der Diffusions-
gleichung (3.3) stochastisch generieren, wobei in diesem Fall r € G den Ort des immer noch in
G diffundierenden Teilchens darstellt.

Prinzipiell ist es daher moglich, die Diffusionsgleichung (3.3) fiir jeden Zeitpunkt ¢y, (aus einer
sehr langen Sequenz generierter Tupel {(r;,¢;)}i=1.. N mit ¢; < tymax) stochastisch zu 16sen. Dies
ist jedoch nicht der eigentliche Verwendungszweck des Algorithmus, da es hierfiir meist bessere
Werkzeuge, wie z.B. FEM, gibt.

Konkurrenzfihig gegeniiber FEM ist der Algorithmus dagegen beim Studium von FP-Observa-
blen in G, wie z.B. der FP-WDichte p;, oder der WDichte ps(r|rg) fir den Ort r € 0G,, des FP-
Ereignisses [76]. ps(r|rg) unterscheidet sich von der FPP-WDichte p; durch die fehlende Bedin-
gung eines bestimmten Ereigniszeitpunktes.

Insbesondere in der Modellierung biologischer Prozesse ist Diffusion haufig jedoch nur ein Teila-
spekt des kompletten mathematischen Modells [35,38-48], oder das Modell hat mehrere diffusive
Zustande in verschiedenen raumlichen Dimensionen [28-30,34-37]. Die beschreibende Masterglei-
chung, haufig ein partielles Differentialgleichungssystem, ist in vielen Fallen nur extrem miithsam
oder gar nicht mittels FEM zu 16sen. In diesem Fall kommen ereignisgesteuerte Monte-Carlo-
Algorithmen zum Einsatz, wie sie Abschnitt 2.2 beschreibt. Dazu ist das stochastische Gene-
rieren von FP- und NP-Ereignissen notwendig. Dies wird durch den nachfolgend beschriebenen
FPKMC-Algorithmus wesentlich effizienter geldst als durch die Verwendung eines klassischen
Random-Walks.

3.3.1. Algorithmus

Kennt man fiir ein Gebiet G die analytische Losung Pp (r, t|rg, to) der Gl (3.3), so kann man
daraus die WDichten py, py und p, herleiten, und das Generieren des Tupels (r,t) ist auf das
Sampeln dieser WDichten reduziert. In den meisten Fillen jedoch ist die Form des Gebiets G
derart, dass die analytische Losung Pp (r, t|ro, tp) unbekannt ist. Daher wird im Folgenden eine
Sequenz analytisch 16sbarer Diffusionsprobleme generiert, die das urspriingliche Problem 16st.
G’ C G bezeichne ein Teilgebiet von G mit rg € G'. Dann ist der stochastische Diffusion-Prozess
so lange unabhéngig von G \ G’ bis das Teilchen erstmals das Gebiet G’ verlidsst. Daher kann
die Beschreibung der Teilchenbewegung bis zu diesem Zeitpunkt auf die Teilmenge G’ reduziert
werden. Folglich handelt es sich um einen FP-Prozess auf dem Gebiet G’. Die Green-Funktion
dieses Prozesses ist gegeben durch die Losung von Gl. (3.3) auf G'. Die Randbedingung fiir
r € 9G ist dabei absorbierend, falls r im Inneren von G liegt. Falls zusatzlich r € 0G gilt, so kann
die Randbedingung des urspriinglichen Diffusionsproblems in G an dieser Stelle iibernommen
werden.

Wéhlt man die Teilmenge G’ nun derart, dass Pp (r, t|ro, to) auf G’ bekannt ist, ist es moglich,
ein FP-Zufallstupel (r,t¢) fir G’ stochastisch zu generieren. ¢ beschreibt dabei den Zeitpunkt
des FP-Ereignisses am absorbierenden Rand von G’, d.h. es wird geméa8 py(t|ro, to) gesampelt.
r € OG' beschreibt den zugehorigen Ort dieses Ereignisses und wird folglich gemé8 p(r|t, ro, to)
gesampelt. Falls der gesampelte Ort zufilligerweise mit einem FP-Ereignis in G iibereinstimmt,
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d.h. r € 9G,, so ist der stochastische Prozess komplett. Anderenfalls wird der Prozess fortgesetzt
unter der Bedingung zum Zeitpunkt tg = ¢ am Ort rg = r zu sein.

Erneut ldsst sich dann eine Teilmenge G’ wéahlen, welche den neuen Ort ry beinhaltet und fiir
die alle notwendigen WDichten zu sampeln sind. Setzt man dieses Schema kontinuierlich fort,
wird irgendwann der absorbierende Rand von G erreicht und der stochastische Prozess endet.
Wie bereits erwédhnt, ist es zusédtzlich moglich, eine gewiinschte obere Schranke t.,.x fiir den
Diffusionsprozess zu wéhlen. Sollte bis zum Zeitpunkt ¢,,,x noch kein FP-Ereignis am Rand von
G stattgefunden haben, so erreicht das Teilchen fiir die letzte Wahl von G’ nicht den Rand 0G’,
und die Position ist geméfl der NPP-WDichte p,, zu bestimmen. Ist eine solche obere Schranke
nicht gewiinscht, ist in allen nachfolgenden Algorithmen einfach ¢y, = 00 zu setzen.
Algorithmus 4 stellt den Pseudo-Code der gerade beschriebenen Methode vor. Abbildung 3.4
visualisiert den Algorithmus anhand eines Ablaufdiagramms fiir ein exemplarisch gewéhltes
zweidimensionales Gebiet.

Algorithmus 4 FPKMC-Algorithmus fiir ein diffundierendes Teilchen

1: Input: rg, to, tmax Output: r, ¢
2: t4tyg,r<10;
3: repeat

4: Wiihle ein geeignetes Gebiet G’ mit r € G’ und passenden Randbedingungen ;
t, < Zufallszeit gemafl der FP-WDichte py(+|r,t) fir G’ ;
if (tmax < tp) then
r + Zufallsort geméfl der NPP-WDichte py, (|tmax, T, t) in G ;
else
r < Zufallsort geméfl der FPP-WDichte p¢(-|ty, r,t) auf G’ ;
10: end if
11: t < min(tmax, tp) ;
12: until (r € 9G, or t=tnax)
13: return (r,t) ;

Angelehnt an die englischsprachigen Publikationen [50-52,60], welche die grundlegende Idee des
beschriebenen Algorithmus fiir diffundierende Teilchen vorstellen, werden obige Gebiete G’ als
Protektionsgebiete (engl.: protection domains) bezeichnet. Der Schwerpunkt in [50-52, 60]
liegt auf Algorithmen, welche miteinander reagierende diffundierende Teilchen simulieren, worauf
in Abschnitt 3.5 ndher eingegangen wird. In diesen Publikationen werden als Diffusionsgebiet
G nur Intervalle (1d) und Quader (3d) betrachtet, an deren Grenzen entweder absorbierende
oder periodische Randbedingungen existieren. Als Konsequenz wird in diesen Publikationen das
Sampeln von FP- und NP-Ereignissen nur fiir zwei verschiedene Arten von Protektionsgebieten
eingefiihrt:

e [51] stellt einen Algorithmus zum Sampeln von FP- und NP-Ereignissen auf Intervallen
[a; b] mit beidseitig absorbierenden Réndern und zentriertem Startpunkt z¢p = (a + b)/2
vor. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 2.2.2 lassen sich damit auch FP- und NP-
Ereignisse fiir Rechtecke und Quader mit absorbierenden Réndern und zentriertem Start-
punkt sampeln.

e [52] zeigt das Sampeln innerhalb einer Kugel mit absorbierendem Rand und Startradius
ro = 0. Der Vergleich mit den in Abschnitt 4.1 présentierten Algorithmen zeigt jedoch,
dass dieses Sampeln noch wesentlich effizienter gestaltet werden kann.

Die Idee des in Abbildung 3.4 dargestellten Algorithmus 4 ist auch in [55] zur Simulation von
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Abbildung 3.4.: Graphische Darstellung der Konfigurationsinderungen in Algorithmus 4: Grau unter-
legte Konfigurationen beenden den Algorithmus. Dabei wird fir alle Konfigurationen in der rechten Spalte
ein Ortr € G fir den Zeitpunkt t,,.. zurickgegeben. Die unterste Konfiguration in der mittleren Spalte
gibt den Ort r; € OG des Gebietsaustritts zum Zeitpunkt t; < tpee zurick.

Diffusion in portsen Medien vorgestellt worden. Die dort verwendeten Protektionsgebiete sind
Kreise und Kugeln mit 79 = 0 und absorbierendem Rand. In diesen Fallen kénnen die FP-WDich-
ten pp (nach Entdimensionalisierung der Zeit, sieche Gl. (4.1)) durch parameterfreie WDichten
beschrieben werden. Zum Sampeln dieser parameterfreien FP-WDichten wird in [55] die Inversi-
onsmethode empfohlen. Da es jedoch keine analytischen Ausdriicke fiir die inversen Funktionen
der zugehorigen Verteilungsfunktionen gibt, wird eine Approximation mittels préaevaluierter Ta-
bellen vorgeschlagen.

Das approximative Sampeln von NP-Ereignissen mittels praevaluierter Tabellen ist dagegen we-
sentlich ungenauer bzw. extrem speicherplatzintensiv, da die NPP-WDichten p,, die Zeit t als
Parameter enthalten und es somit der Tabellierung mehrdimensionaler Funktionen bediirfen
wiirde. Das Sampeln von NP-Ereignissen wird in [55] daher als zu rechenzeitintensiv angesehen,
um es in der Simulation verwenden zu kénnen. Da NP-Ereignisse fiir die Algorithmen und Simu-
lationen dieser Arbeit jedoch eine bedeutende Rolle spielen, sind die in Kapitel 4 vorgestellten
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Algorithmen entwickelt worden, welche auch das Sampeln von NP-Ereignissen exakt, schnell
und speicherplatzarm durchfithren kénnen.

3.3.2. Protektionsgebiete

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Geometrien reichen die bisher erwéhnten Protek-
tionsgebiete noch nicht aus. Daher, und zum Zwecke der Algorithmenentwicklung fir zukinftige
Anwendungen, ist die Menge der verwendbaren Protektionsgebiete G’ deutlich erhoht worden.
Dazu mussten fiir jedes G’ effiziente Algorithmen fiir das Sampeln der zugehorigen WDichten py,
py und p, konstruiert werden. Alle diese Algorithmen sind in einer C++-Bibliothek gesammelt,
auf deren Funktionsweise in Kapitel 4 auszugsweise genauer eingegangen wird.

Das explizite Auflisten all dieser Green-Funktionen und WDichten wiirde den Lesefluss an dieser
Stelle erheblich storen, da dies nicht der eigentliche Inhalt dieses Kapitels ist. Dennoch bilden
sie eine unverzichtbare Grundlage. Daher werden diese Green-Funktion Pp inklusive erkldren-
der Gebietsgraphiken, sowie die resultierenden WDichten py, py (bzw. im Fall eines beidseitig
absorbierenden Intervalls py) und p,, fiir eine groe Menge elementarer Gebiete in Anhang A
dargestellt. Die fiir die Prasentation dieser Gebiete genutzten Koordinatensysteme sind dabei
stets so gewahlt, dass das Ergebnis moglichst kompakt ist. So wird z.B. immer das Intervall [0; L]
betrachtet statt des allgemeineren Falles [a; b]. Dies stellt selbstverstandlich keine Einschriankung
dar, da mittels Translationen, Drehungen und Spiegelungen die allgemeineren Gebiete jeweils
auf die gewéhlte Darstellung abgebildet werden koénnen.

Um nachfolgende Abschnitte besser zu verstehen, werden die am schnellsten zu sampelnden
und fiir diese Arbeit bedeutendsten Protektionsgebiete G’ an dieser Stelle kurz aufgelistet mit
Verweis auf die entsprechenden Abschnitte im Anhang.

Intervalle, Rechtecke und Quader

Im Gegensatz zu den in [51] genutzten Protektionsintervallen sind die in dieser Arbeit ent-
wickelten Algorithmen fiir einen beliebigen Startpunkt x innerhalb eines Intervalls ausgelegt.
Dadurch wird héufig eine wesentlich groflere Wahl des Protektionsgebiets moglich, woraus be-
achtliche Effizienzvorteile resultieren konnen. Das Beispiel aus Abschnitt 2.2.2 nutzt bereits zwei
verschiedene Intervalle dieser Art. Nachfolgend sind alle Arten moglicher Protektionsintervalle
aufgelistet:

1) [a;00[ und | — 00, a] mit a € R
— reflektierend bei z = a (Anhang A.1.2.1)
— absorbierend bei x = a (Anhang A.1.2.2)

2) [a;b] mit a,b € Rund a < b

— beidseitig reflektierend (Anhang A.1.3.1)

— beidseitig absorbierend (Anhang A.1.3.2)

— einseitig absorbierend, einseitig reflektierend (Anhang A.1.3.3, A.1.3.4)

— periodische Rénder (Anhang A.1.4)
Das Sampeln von FP- und NP-Ereignissen ist dabei unterschiedlich kompliziert, wie die Ab-
schnitte 4.3 und 4.4 zeigen werden. Aus diesen 6 moglichen Protektionsintervallarten ergeben
sich 62 mogliche Protektionsrechtecke und 63 mogliche Protektionsquader. Das Sampeln inner-

halb dieser Rechtecke und Quader wird (wie im Beispiel in Abschnitt 2.2.2 gezeigt) direkt auf
das Sampeln innerhalb der Intervalle zuriickgefiihrt.
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Kreis mit absorbierendem Rand und Startradius rg = 0

Anhang A.2.1.2 zeigt die Green-Funktion und die zugehorigen WDichten py, py und p,, dieses
Protektionsgebiets. Abschnitt 4.2 stellt darauf aufbauende Sampelalgorithmen fiir FP- und NP-
Ereignisse vor.

Kreissektor mit reflektierenden Schenkeln, absorbierendem Bogen und rg = 0

Die in Anhang A.3 dargestellte Green-Funktion dieses Gebiets ist proportional zu der Green-
Funktion eines absorbierenden Kreises. Daher kénnen an dieser Stelle weitestgehend dieselben
Algorithmen aus Abschnitt 4.2 wie im Fall des Kreises verwendet werden.

Zylinder (Zylindersektor) mit absorbierendem Mantel und r¢o = 0

Analog zu der Green-Funktion eines Rechtecks bzw. eines Quaders, welche zu einem Produkt
zweier bzw. dreier Intervall-Green-Funktion faktorisiert, ergibt sich die Green-Funktion des Zy-
linders bzw. Zylindersektors aus dem Produkt der Green-Funktion eines Kreises bzw. Kreis-
sektors und eines Intervalls. Daher lassen sich auch diese Geometrien als Protektionsgebiete
verwenden, wobei an den Deckelflichen wahlweise periodische, reflektierende oder absorbieren-
de Randbedingungen (siehe Intervalle) verwendet werden kénnen.

Absorbierende Kugel mit rg = 0

Anhang A.4.1.2 zeigt die Green-Funktion und die zugehérigen WDichten py, pf und p,. FP-
und NP-Ereignisse innerhalb dieses Protektionsgebiets sind die im Rahmen dieser Arbeit am
haufigsten gesampelten Ereignisse. Daher wird bei der Entwicklung der zugehérigen Algorithmen
in Abschnitt 4.1 der mit Abstand meiste Aufwand betrieben.

Kugelsektor mit reflektierendem Mantel, absorbierender Kappe und r¢ = 0

Die in Anhang A.5 dargestellte Green-Funktion dieses Gebiets ist proportional zu der Green-
Funktion einer absorbierenden Kugel. Daher kénnen an dieser Stelle weitestgehend dieselben
Algorithmen aus Abschnitt 4.1 verwendet werden.

Sphirische Kappe mit absorbierendem Rand und 99 = 0

Algorithmus 4 funktioniert nicht nur zur Simulation von Diffusion innerhalb eines dreidimensio-
nalen (bzw. zweidimensionalen) Gebiets, sondern auch zur Simulation von Diffusionsprozessen
auf der Oberfldche eines Gebiets (Mannigfaltigkeit). Falls diese Oberfldche innerhalb einer Ebe-
ne (bzw. auf einer Geraden) liegt, ist das Problem &quivalent zur Diffusion innerhalb eines um
eine Dimension verkleinerten, also zweidimensionalen (bzw. eindimensionalen) Gebiets. Diffun-
diert das Teilchen hingegen auf gekriimmten Flédchen, z.B. auf einer Kugeloberfliche, so ist der
Laplace-Operator in der Diffusionsgleichung (3.3) durch den Laplace-Beltrami-Operator [78,79]
der gewahlten Parametrisierung der gekriimmten Fliche zu ersetzen. Fiir den Fall der Kugelo-
berfliche existiert ein analytischer Ausdruck der Green-Funktion dieser Diffusionsgleichung in
Kugelkoordinaten, wie Abschnitt A.6 zeigt. Um jedoch FP-Prozesse zu einer bestimmten Stelle
der Kugeloberfliche untersuchen zu koénnen, ist diese Green-Funktion ungeeignet, da sie man-
gels (absorbierender) Rénder nicht das Detektieren eines FP-Ereignisses zulésst. Hierzu eignen
sich jedoch sphéarische Kappen als Protektionsgebiet. Anhang A.7 zeigt die zugehorige Green-
Funktion und die daraus resultierenden WDichten.

Das Video V.1 visualisiert zum besseren Verstdndnis einen solchen gesampelten FP-Prozess.
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3.3.3. Approximationen an krummlinigen Gebietsrandern

Neben den fiir einen Monte-Carlo-Algorithmus tiblichen stochastischen Fluktuationen fiir eine
endliche Anzahl an Samples ist die in Algorithmus 4 vorgestellte Methode bisher vollkommen
exakt und damit frei von jeglicher Approximation. In Abhéngigkeit der Form des Gebiets G
kann es in der Anwendung dennoch zu der Notwendigkeit minimaler Approximationen kommen.
Da die Auswahl verwendbarer Protektionsgebiete beschrénkt ist, ist es nicht fiir alle Simulati-
onsgebiete G moglich, fiir jeden Punkt p € 0G am Gebietsrand ein Protektionsgebiet G’ C G zu
finden, welches nicht nur p, sondern auch alle Randpunkte von 0G in einer (nicht verschwinden-
den) Umgebung von p enthélt. In solchen Fallen werden nach den bisherigen Auswahlkriterien
fur G’ die Rénder von G und G’ nur in einer endlichen Anzahl an Punkten (meist sogar nur in
einem Punkt) tibereinstimmen. Strebt der durch Algorithmus 4 simulierte Diffusionsprozess auf
eine solche Stelle p € 0G zu, so strebt das Zeitinkrement #;, in Algorithmus 4 gegen Null, da
die Startpositionen innerhalb der Sequenz ausgewéhlter Protektionsgebiete G’ immer niaher an
absorbierende Teile der Rander G’ heranriicken, und der Abstand zum absorbierenden Rand
somit gegen Null konvergiert. Fast sicher (im mathematischen Sinn) wird Algorithmus 4 da-
her nicht fiir alle G immer terminieren, sondern irgendwann eine unendliche Folge von gegen
Null strebenden Zeitinkrementen produzieren, deren Summe dennoch nicht einen gewissen Wert
iiberschreitet.

Dieses Problem lésst sich approximativ 16sen. Zudem kann der Approximationsfehler durch eine
wahlbare Approximationsgiite dabei beliebig klein gehalten werden. Nachfolgend werden dazu
zwei verschiedene Moglichkeiten vorgestellt, welche im Rahmen dieser Dissertation bereits in [1]
erwahnt worden sind.

3.3.3.1. Approximation mittels Protektionsgebieten

Am einfachsten ist das Approximationsproblem zu lésen, wenn sich der Diffusionsprozess an den
absorbierenden Bereich G, C G annédhert. Das Erreichen des absorbierenden Rands (r € 9G,,)
ist in diesen Féllen einfach durch eine Annéherung an den Rand, welche kleiner als ein frei wahl-
barer Wert e ist (dist(r,0G) < €), zu ersetzen. Die Wahl der GréBe von e reguliert dabei die
Giite der Approximation. So wird beispielsweise fiir das im Video V.1 gezeigte Setup dieses
approximative Abbruchkriterium genutzt, da fiir einen beliebigen Polarwinkel 9y keine Protek-
tionsflachen zur Verfiigung stehen, welche mit dem FP-Bereich abschlielen.

Die Vorgehensweise beim Erreichen des reflektierenden Rands G, ist dagegen aufwéindiger.
Sobald der Algorithmus das Teilchen bis auf eine Distanz kleiner € an den Rand herangefiihrt
hat, bedarf es einer lokalen Approximation des Rands um den zum Teilchen néchstgelegenen
Randpunkt p.

In zwei Dimensionen bietet sich dazu ganz besonders der in Anhang A.3 vorgestellte endliche
Kreissektor mit 7o = 0 an. Abbildung 3.5(a) zeigt dies exemplarisch fir einen Ort r am reflektie-
renden Rand des bereits in Abbildung 3.3 dargestellten Gebiets GG. Die Giite der Approximation
kann dabei durch den Radius Ry, bzw. den daraus resultierenden Sektorwinkel ©p;, des ver-
wendeten Kreissektors kontrolliert werden. Da die lokale Kriimmung der Berandung von G im
Regelfall nicht konstant ist, empfiehlt es sich, im Allgemeinen die Approximationsgiite iiber eine
obere Grenze r. mit Ry, < 7., sowie liber eine untere Grenze @gro und eine obere Grenze @gro
festzulegen mit O3, <7 < ©F,,. Der Fall Oy, > 7 tritt dabei fiir einen am Ort p nach auflen
gewolbten Rand von G auf. In diesem Fall liegen nicht mehr alle Punkte von G’ innerhalb von G.
Fiir FP-Ereignisse in G’ stellt dies kein Problem dar, da der absorbierende Rand vollstandig in

G liegt. NP-Ereignisse konnen dagegen in seltenen Féllen zu Orten aulerhalb von G fiithren. In
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Abbildung 3.5.: Wahl des Protektionssektors G’ fiir den Fall eines krummlinigen, zweidimensionalen
Gebietsrands als Funktion des aktuellen Ortes r: (a) Die Wahl der SektorgrofSe ist von der lokalen Kriim-
mung des Gebietsrands OG in der Umgebung von p abhdngig, wobei p den zu r ndchstgelegenen Punkt
auf OG, bezeichnet. (b) Die Wahl des Sektorradius Ryeo in der Nihe absorbierender Rander darf die
Distanz zwischen p und 0G, micht iiberschreiten.

diesen Féllen wird der diesem Ort néchstgelegene Randpunkt von G als Ziel des NP-Ereignisses
gewahlt. Neben r. existiert noch eine weitere obere Schranke fiir Rp,. Um zu verhindern, dass
ein reflektierender Schenkel des Protektionssektors einen absorbierenden Rand von G iiberragt,
darf Ry, die Distanz von p € 0G, zu 0G, nicht tiberschreiten. Abbildung 3.5(b) stellt die
Wahl von G’ fiir ein solches Szenario anhand des bereits in Abbildung 3.3 eingefiithrten Gebiets
graphisch dar.

Die in [55] vorgestellte Approximation an einem reflektierenden Randabschnitt eines zweidimen-
sionalen Gebiets ist zu Beginn identisch, d.h. das Teilchen ndhert sich auch hier zunéchst bis
auf eine Distanz kleiner ¢ an den Rand an. Anschliefilend jedoch wird in [55] ein Vollkreis mit
ro = 0 und absorbierendem Rand verwendet (siehe Fig. 3 in [55]). Befindet sich das Teilchen im
Anschluss an ein FP-Ereignis auflerhalb des Simulationsgebiets, so wird dessen Position entlang
der Achse, welche im Kreismittelpunkt parallel zum Gebietsrand ist, ins Innere gespiegelt. Auch
diese Methode kann beliebig exakt sein, durch die Wahl beliebig kleiner Kreisradien. Bei gleicher
Approximationsgiite kann der Radius Ry, des in dieser Arbeit vorgestellten Kreissektors jedoch
leicht grofler gewahlt werden, da die lokale Kriimmung des Gebiets bei der Wahl des Kreissektors
berticksichtigt wird.

Fiir den Fall dreidimensionaler Geometrien eignen sich Zylindersektoren mit ry = 0 immer dann
sehr gut als lokale Approximation des Rands, wenn es eine Richtung gibt, in welcher der Rand
geradlinig verlduft (Prisma, Kegel, Sdulen). Die Zylinderachse ist dabei entlang der geradlinigen
reflektierenden Richtung des Rands zu orientieren. Damit wird das Problem entkoppelt in eine
eindimensionale Diffusion entlang der Zylinderachse und eine zweidimensionale Diffusion senk-
recht dazu innerhalb des gerade beschriebenen und in Abbildung 3.5 visualisierten Kreissektors
in zwei Dimensionen. Abbildung 3.6(a) blickt in das Innere eines exemplarisch gewéhlten Gebiets
G, um die Verwendung des Zylindersektors als Protektionsgebiet zu veranschaulichen.

Fiir den Fall geradliniger Rénder dhnlich gut geeignet ist der im vorherigen Abschnitt beschrie-
bene Kugelsektor, dessen Details in A.5 vorgestellt sind. Seine Effizienz ist nur fiir den Fall einer
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Abbildung 3.6.: Approzimative Verwendung von Protektionsgebieten an krummlinigen Gebietsrindern:
Rot dargestellte Flichen/Linien reprasentieren reflektierende Riander, grine Fldchen/Linien reprisentie-
ren absorbierende Rinder. (a) Zylindersektor (aufgebaut aus Intervall und Kreissektor mit ro = 0) als
Protektionsgebiet. Die beiden rot-griin karierten Fldchen bilden Deckel und Boden des Zylindersektors.
Fir diese sind unabhdngig voneinander sowohl absorbierende als auch reflektierende Rdinder aus algo-
rithmischer Sicht zulissig, da das Sampeln aller zugehdrigen WDichten maglich ist. (b) Kugelsektor mit
ro = 0 als approximatives Protektionsgebiet G' am Rande eines Gebiets G mit krummlinigem Rand. In
der Projektion im rechten Bild ist exemplarisch eine FP-Trajektorie von ro = 0 zum Radius r. in Grau
eingezeichnet.

dreidimensionalen Geometrie mit nahezu verschwindender Héhe und reflektierenden Grundfla-
chen schlechter. Urséchlich dafiir ist, dass der Kugelsektor nur eine Léngenskala (Radius) enthélt,
welche selbstverstiandlich nicht gréfer als die halbe Héhe von G sein darf. Daher wire das appro-
ximierende Protektionsgebiet kleiner als es die Kriimmung des Rands eigentlich erfordert. Dieses
Problem hat der Zylindersektor nicht, da er zwei Léngenskalen enthélt (Hohe und Radius).
Fiir beliebig geformte Gebietsrénder ist der Kugelsektor jedoch immer die beste Wahl. Fiir ihn ist
das Sampeln sowohl von FP-Ereignissen als auch von NP-Ereignissen durch die in Abschnitt 4.1
entwickelten Algorithmen extrem schnell moglich. Die Giite der Approximation lédsst sich schnell
durch den maximalen Radius r. bzw. durch obere und untere Schranken fiir den Polarwinkel
O steuern (siehe A.5). Abbildung 3.6(b) veranschaulicht die Verwendung des Kugelsektors als
Protektionsgebiet fiir den Ausschnitt einer gekriitmmten Oberfléche.

Um die Vorgehensweise des kompletten Algorithmus in drei Dimensionen zu visualisieren, zeigt
das Video V.2 ein Sample eines FP-Prozesses zu einem inneren Ring eines Hohlzylinders, wel-
cher sich in einem Quader befindet. Als Protektionsgebiete werden dabei Quader, Kugeln und
Kugelsektoren verwendet.

Fiir die im Rahmen dieser Dissertation durchgefithrten Simulationen sind die Approximations-
parameter € und r. stets so gewdhlt worden, dass ein Verkleinern beider Parameter (innerhalb
der stochastischen Fluktuationen) keinen Einfluss mehr auf die Ergebnisse hat. Dafiir reicht es
vollkommen aus, € in einer GréBenordnung von 10~ - 1073 mal kleiner als die kleinste vorkom-
mende Léngenskala zu wahlen. Da r. eine obere Schranke fiir R, ist, muss dieser Wert nicht
derart klein gewéhlt werden. Viel entscheidender fiir die Giite der Approximation ist die Wahl
oberer und unterer Schranken des Polarwinkels © des Kreissektors bzw. Kugelsektors.
Kreisformige bzw. kugelformige Rénder mit Radius R sind die meist auftretenden Berandun-
gen von Diffusionsgebieten in dieser Arbeit. Da die Kriimmung des Rands in diesen Féllen an
jedem Ort gleich ist, lassen sich jedoch mittels r. direkt obere und untere Schranken fiir den
Polarwinkel definieren. Fir die Simulationen ist in diesen Fallen stets ein Wert r. im Bereich
von 0.002R — 0.04R gewahlt worden.

Fiir alle Fragestellungen dieser Promotion zu denen alternative Methoden der Berechnung (FEM,
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analytische Resultate) existieren, ist die Giite der mittels FPKMC-Algorithmus gewonnenen
Simulationsdaten durch diese Alternativen bestétigt worden, was u.a. in Kapitel 5 zu sehen
ist. Haufig fehlen diese alternativen Methoden jedoch. Dennoch kann auch in diesen Féllen in
die numerische Giite der gezeigten Resultate vertraut werden, da die Simulation von Diffusion
mittels FPKMC-Algorithmen das einzige an den verwendeten ereignisgesteuerten Monte-Carlo-
Algorithmen ist, was numerisch anspruchsvoll ist. Die Giite der Simulation reiner Diffusion ist
in vielen Féllen mittels FEM und analytischen Rechnungen gepriift worden.

3.3.3.2. Maximum-Distance-Methode

Dieser Abschnitt stellt eine gelegentlich verwendbare zweite Methode zum effizienten Umgang
mit den Rdndern des Gebiets G vor. Auch diese Methode ist approximativ mit einstellbarer Ap-
proximationsgiite, im Gegensatz zu der Methode des vorherigen Abschnitts jedoch nicht immer
verwendbar. In den meisten Situationen ist sie zudem ineffizienter. Dennoch gibt es Szenarien,
in denen sie zu bevorzugen ist (z.B. Polygone, Prismen G mit aktuellem Teilchenort r in un-
mittelbarer Néhe einer Polygon- bzw. Prismaecke). Zudem ist die Wahl der Methode innerhalb
des Algorithmus jederzeit verdnderbar, d.h. die Entscheidung betrifft nur den in diesem Moment
aktuellen Ort r € G.

Die grundlegende Idee der Methode basiert dabei auf [53,54], welche sie im Rahmen des GFRD-
Algorithmus zur Simulation von Teilchen-Teilchen-Reaktionen nutzen. Modifiziert ergibt sich
die nun vorgestellte Maximum-Distance Methode.

Wie der Name es andeutet, basiert die Methode auf der Annahme, dass das diffundierende Teil-
chen innerhalb einer Zeitspanne At sich nicht weiter als eine Distanz Ar von seinem Ort entfernt.
Diese Annahme ist natiirlich eine den Diffusionsprozess verfilschende Approximation, da es ei-
ne nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit gibt, dass das Teilchen innerhalb der Zeitspanne
At sich dennoch irgendwann auflerhalb der Distanz Ar aufhélt. Die Giite der Approximation,
also der prozentuale Anteil an Féillen, in denen die Annahme korrekt ist, lasst sich durch den
Kontrollparameter v mittels der Relation

Ar <vvD At (3.15)

kontrollieren. Mit wachsendem v steigt auch die Wahrscheinlichkeit der Korrektheit der An-
nahme fiir ein diffundierendes Teilchen. Mithilfe der FP-WDichten pj, eines in einem Kreis (Gl
A.54) bzw. in einer Kugel (Gl. A.104) diffundierenden Teilchens mit 79 = 0 lésst sich sogar
eine obere Schranke 1 — w(v) fiir das Nichteintreten der Annahme berechnen. Dazu bezeichnet
w(v) =1-— fOA " pp(t)dt die Wahrscheinlichkeit, den absorbierenden Rand des Kreises bzw. der
Kugel bis At noch nicht erreicht zu haben.

In zwei Dimensionen erhalt man

waa(v) = 2 i L S (3.16)
= —_— X — .
2d — U Jl (an) p 1/2 3

wobei «,, die positiven Nullstellen der Bessel-Funktion Jy durchlauft. Die nachfolgende Tabelle
zeigt die obere Schranke 1 —w(v) fiir das Verletzen der Annahme fiir verschiedene Werte von n

).

v 2 3 4 6 7 9
1 —woq(v) || 0.623 | 0.193 | 0.0347 | 2.41e-4 | 9.39e-06 | 3.90e-9
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(b)

Abbildung 3.7.: Exemplarische Darstellung der Maximum-Distance-Methode: Reflektierende Rdinder
sind rot eingezeichnet, absorbierende grin. (a) Approzimation mithilfe der Green-Funktion eines un-
endlich ausgedehnten Sektors des Winkels © mit beidseitig reflektierenden Randern (b) Approxzimation
mithilfe der Green-Funktion eines unendlich ausgedehnten Sektors des Winkels © mit je einem reflektie-
renden und einem absorbierenden Schenkel.

In drei Dimensionen erhalt man

wsalv) = 2ni<—1>”+1 exp(— ("”)) (3.17)

v

und nachfolgende Werte [1].

v 2 3 4 6 7 9
1 —wsq(v) || 0.830 | 0.357 | 0.0827 | 8.36e-4 | 3.78e-05 | 1.63e-8

Eine Wahl von v in der Gréflenordnung von 7—9 garantiert deshalb, dass der durch die Annahme
in Gl (3.15) gemachte Approximationsfehler hinreichend klein ist, um Simulationsergebnisse
nicht zu verféalschen.
Unter der Bedingung, dass die Annahme korrekt ist, ist innerhalb des Zeitintervalls At nur die
Schnittmenge

G =GN By, (3.18)

fiir das Propagieren des Teilchens wichtig, wobei By A, den Kreis bzw. die Kugel um r mit Radius
Ar bezeichnet. Daher konnen fiir das Zeitintervall [t; ¢ + At] Green-Funktionen von Gebieten G’
zum Propagieren des Teilchens verwendet werden, fiir die

(G'NBrar) G (3.19)

gilt. Dazu muss zuerst eine geeignete Wahl fiir G’ getroffen und ein maximal mogliches Ar gefun-
den werden. Abbildung 3.7(a) zeigt dies exemplarisch fiir das bereits aus Abbildung 3.3 bekannte
Gebiet G. Innerhalb des Kreises mit Radius Ar um r sind G und ein unendlich ausgedehnter, an
beiden Seiten reflektierender Sektor (Anhang A.3.2.1) identisch. Daher approximiert die zu die-
sem Sektor gehorende Green-Funktion das Kurzzeitverhalten des diffundierenden Teilchens ge-
méf der Wahl von v hinreichend gut. Abbildung 3.7(b) zeigt fiir eine verédnderte Randbedingung
des Gebiets eine modifizierte Wahl (Abschnitt A.3.2.3) von G’, welche auch einen absorbieren-
den Gebietsrand besitzt. Aus Ar und dem gewiinschten Giiteparameter v lasst sich anschlieflend
aus Gl. (3.15) der Wert von At berechnen. Die Wahl von r ist in beiden gezeigten Beispielen
((a) und (b)) dabei derart, dass die Maximum-Distance-Methode der im vorherigen Abschnitt
gezeigten Approximationsmethode iiberlegen ist. Da das Teilchen im gezeigten Beispiel zwar
nahe am Rand ist, aber dennoch eine Distanz zum Rand hat, welche fiir eine Approximation
mittels Kreissektor (mit rg = 0) noch zu grof ist, wéren im Mittel noch mehrere kleine Protek-
tionsgebiete (Kreise) notig, bis der Teilchenabstand zum Rand kleiner e wére. Erst dann konnte
ein Sektor als Protektionsgebiet verwendet werden oder gegebenenfalls ein FP-Ereignis eintreten
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(Abbildung (b)). Die Maximum-Distance-Methode garantiert daher eine im Mittel grofiere Di-
stanz und somit auch eine grofiere Zeitspanne (At fiir Abbildung 3.7(a), kleiner (FP an absorb.
Schenkel) oder gleich At fir Abbildung 3.7(b)) zwischen zwei Systemupdates und ist somit fiir
diese Wahl von r effizienter.

Zum eindeutigen Verstdndnis stellt Algorithmus 5 den Pseudocode der Methode vor. Dieser
kann in Algorithmus 4 anstelle eines Schleifendurchlaufs (Zeilen 4-11) verwendet werden.

Algorithmus 5 Maximum-Distance-Methode

Input: r, t, tyax, v
Output: r,¢
Wiihle das Protektionsgebiet G’ mit r € G ;

Ar max<{R € R|(G'N Byrg) C G}) :
At +— % ;
ty < min(t + At, tmax) ;
tp < Zufallszeit geméf der FP-WDichte py(+|r, t) fiir G’ ;
if (¢, < t,) then
repeat
10: Tcand < Zufallsort geméaf der FPP-WDichte py(-|tp, r,t) auf 0G" ;
11: until (reang € 0G' N By ay)
12: t <1y ;
13: else
14: repeat
15: Teand < Zufallsort geméf der NPP-WDichte py,(+|t,,r,t) in G’ ;
16: until (reang € G' N By ar)
17: t< 1ty ;
18: end if
19: T < Teand
20: return (r,t) ;

Die beiden ,repeat-until® Schleifen in Algorithmus 5 werden dabei nur mit einer Wahrschein-
lichkeit, die kleiner als 1 — w(v) ist, mehrmals durchlaufen. Dennoch empfiehlt es sich, darauf
zu achten, dass die wenigen Samples, welche an dieser Stelle die Annahme verletzen, aussortiert
werden, da anderenfalls im ungiinstigsten Fall sogar r ¢ G eintreten kann.

3.4. FPKMC-Algorithmus fiir ein diffundierendes Teilchen mit
externer Reaktionsrate

Die Anwendungsmoglichkeit des in Abschnitt 3.3 vorgestellten Algorithmus beschréankt sich bis-
her auf die Simulation eines ausschliellich diffundierenden Teilchens. In vielen Féllen jedoch
wirkt auf das diffundierende Teilchen zusétzlich eine externe Reaktionsrate k(r,t) ein. Diese
konnte beispielsweise aus einer rdumlich inhomogenen Verteilung von Reaktionspartnern resul-
tieren, deren Dichte so grof} ist, dass eine Kontinuumsbeschreibung der Reaktionspartner durch
eine effektive Rate k(r,t) angebracht ist.

Die meisten im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten Monte-Carlo-Simulationen schétzen Ob-
servablen intermittierender Suchstrategien (meistens die Suchzeit), indem sie auf der Basis
des zugehorigen Mastergleichungssystems (7.82)-(7.83) stochastisch zwischen diffusiver und bal-
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listischer Bewegung alternieren. Dies geschieht mittels eines ereignisgesteuerten Monte-Carlo-
Algorithmus, wie er in Abschnitt 2.2 beschrieben ist. Fiir einen Sucher, welcher sich gerade in
der diffusiven Phase befindet, resultiert daher eine Reaktionsrate k(r,t), mit der in den bal-
listischen Zustand gewechselt wird. Der Zusammenhang von k(r,t) und den Parametern des
Mastergleichungssystems (7.82)-(7.83) wird an spéterer Stelle explizit dargestellt.

Um die Anwendungsméglichkeiten des im Folgenden beschriebenen Algorithmus so allgemein
wie moglich zu halten, wird in diesem Abschnitt das allgemeine Reaktions-Diffusionsproblem

8P(I’, t|I‘0, to)
ot

betrachtet mit einer beliebigen Reaktionsrate k (r,¢) > 0 fiir alle r € G und ¢ > 0.

Das Diffusionsgebiet G und dessen Eigenschaften inklusive der Einteilung in einen absorbie-
renden Randteil G, und einen reflektierenden Randteil 0G, seien dabei fiir die Reaktions-
Diffusionsgleichung (3.20) und die reine Diffusionsgleichung (3.3) identisch. Es gelten auch hier
die Randbedingungen

= DA, P(r,t|rg,to) — k (r,t) P(r, t|ro, to) (3.20)

P(r,t|rg,t0) =0 VredG, (3.21)

und
(Vi P(r,tlro,t0)) -0y =0 VredG, (3.22)

sowie die Anfangsbedingung P(r,|ro,t9) = 0 (r — rp), wie es Abbildung 3.3 exemplarisch dar-
stellt.

Fiir das Verstdndnis des Nachfolgenden ist es wichtig zu beachten, dass die Losung der reinen
Diffusionsgleichung (3.3) immer den Index ,D* tragt, was sie von der Losung der Reaktions-
Diffusionsgleichung (3.20) unterscheidbar macht. Fiir den Spezialfall einer ortsunabhéngigen
Rate k (r,t) = k (t) gilt der Zusammenhang

t
P (r,t|ro,t9) = exp<— k(t’)dt’) - Pp (r,t|ro, to) (3.23)

to

was sich durch direktes Einsetzen in Gl. (3.20) und Verwendung von Gl. (3.3) leicht zeigen lésst.
Ist die Rate k dagegen ortsabhéngig, so fehlt eine faktorisierende Darstellung von P (r,t|ro, o)
als Funktion von k (r,¢) und Pp (r,t|ro,to) (vgl. im weiteren Verlauf Gl. (3.69) unter Verwen-
dung der Abkiirzungen in den Gln. (3.36), (3.37), (3.58) und (3.59)).

Analog zum vorherigen Abschnitt ist es auch hier das Ziel des nachfolgend beschriebenen Monte-
Carlo-Algorithmus, Tupel (r, ¢) zu sampeln. Die Statistik dieser Tupel soll sich aus der Reaktions-
Diffusionsgleichung (3.20) ergeben. Im Gegensatz zum ausschlielich diffundierenden Teilchen
muss im Allgemeinen daher fiir ¢ < tnax zZwischen zwei moglichen Ereignisarten unterschieden
werden. Einerseits kann es zu einem FP-Ereignis zum Rand 0G, (falls vorhanden) kommen.
Andererseits kann ein Reaktionsereignis im Inneren von G stattfinden.

Entscheidend fiir die Verteilung dieser Ereignisse sind die WDichten f,(r, t|ro, to) und fi(r, t|ro, to),
welche nachfolgend vorgestellt werden.

fa(r,t|ro, to) = k(r,t) - P(r,t|ro,to) (3.24)

bezeichnet die (im Fall von 0G, # @ unnormierte) WDichte in Ort und Zeit fiir eine Reaktion
am Ort r € G zum Zeitpunkt ¢t > tg.
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Fir 0G, # @ bezeichnet
folx,tlro,t0) = =D (Ve P (x,t[ro,to) ) - me (3.25)

die (im Fall von k(r,t) # 0 unnormierte) WDichte in Ort und Zeit, den absorbierenden Rand
0G4 zum Zeitpunkt t am Ort r € 0G, erstmals zu erreichen. Dabei bezeichnet n,, wie in
Abbildung 3.3 dargestellt, den nach auflen zeigenden Normalenvektor an der Stelle r.

Die WDichte in der Zeit fir ein beliebiges Ereignis (Reaktion oder FP) zum Zeitpunkt ¢ ist
gegeben durch

d
pe(tlro,to) = ~% {/Gdr P(r,t|ro, to) (3.26)
= Oé(t|I‘0, t(]) + ﬁ(t’ro, to) (3.27)
mit  a(tlro, to) = /Gdr Falr, tr0, o) (3.28)
und  B(tro,t0) = /ac; dF fy(r,t|ro, to) , (3.29)

wobei dF' das Oberflachenelement an der Stelle r € G, bezeichnet. Fiir den Spezialfall k(r,t) =
0 stimmen P(r,t|rg,to) und Pp(r,t|rg,to) tiberein, woraus fiir diesen Fall direkt die Identitdten
B(t|ro,to) = pu(t|ro, to) und a(t|rg, o) = 0 folgen.

Fiir Zufallspaare (r,t), welche in statistischer Ubereinstimmung zu den WDichten f,(r, t|rg, to)
und fp(r, t|ro, to) generiert werden, ergibt sich fiir die Ereigniszeit ¢ automatisch eine Verteilung
geméaf pe.

Nachfolgend wird nun der im Rahmen der Promotion in [1] veroffentlichte Algorithmus zum kor-
rekten Sampeln des Tupels (r, t) vorgestellt, seine Korrektheit bewiesen und seine Anwendung an
einem Beispiel illustriert. Der zuerst gezeigte Fall einer raumlich homogenen Reaktionsrate k(t)
ist dabei ein Spezialfall des danach diskutierten Falls einer rdumlich inhomogenen Reaktionsrate
k(r,t). Da sich der Aufwand des Sampelns in diesem Spezialfall jedoch deutlich reduziert, wird
der Fall gesondert vorgestellt.

3.4.1. Riaumlich homogene Reaktionsrate k(t)

Fiir eine rdumlich homogene Reaktionsrate k(t) faktorisiert, nach Gl. (3.23), die Green-Funktion
P (r,t|rg,to) in einen nur von k(¢) und einen nur von Pp (r, t|rg, o) abhingigen Faktor. Daher
ergibt sich in diesem Fall die zeitliche WDichte p,(t|ty) einer Reaktion zum Zeitpunkt ¢, unter
der Bedingung, vorher kein FP-Ereignis zum Rand 0G, zu haben, ausschliefilich aus dem zu
k(t) gehorenden Faktor, d.h.

pa(tlto) = —% {exp<— /t: k(t’)dt'>

Durch diese Entkoppelung des Teilchenortes von einem moglichen Reaktionszeitpunkt ergeben
sich Zeitpunkt und Art des zuerst eintretenden Ereignisses (Reaktion oder FP) nach Abschnitt
2.2.2 aus dem Minimum einer Zeit t,, welche gemafl p,(t|tg) generiert wird und einer Zeit ¢,
welche geméf py(t|ro, to) generiert wird.

Zusammengefasst ergibt sich daraus Algorithmus 6, wobei vorerst davon ausgegangen wird, dass
sowohl die Green-Funktion Pp fiir das Gebiet G bekannt ist, als auch die zugehorigen WDichten

k(1) exp(— / tk(t’)dt’) . (3.30)

to
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py, pf und p, gesampelt werden konnen. Fiir t,ax < oo und ein Riickgabetupel (r,t = tyayx) ist
bis zur Zeit t weder ein FP-Ereignis noch eine Reaktion eingetreten. Fiir t < co und r € G hat
eine Reaktion am Ort r zur Zeit t stattgefunden. Fiir ¢t < co und r € 9G hat dagegen ein FP-
Ereignis an der absorbierenden Randstelle r zur Zeit ¢ stattgefunden.

Algorithmus 6 FPKMC-Algorithmus auf dem Gebiet G fiir Reaktionsrate k(t)

Input: rg, g, tmax
Output: r,t
tq < Zufallszeit gemafl der WDichte pq(+|to) ;
tp < Zufallszeit gemaf der FP-WDichte py(+|ro, to) ;
if (tmax < min(ta,tb)) then
t < tmax ;
r < Zufallsort geméfl der NPP-WDichte py, (+|tmax; ro, to) ;
else
t < min(tq,tp) ;
if (t, < tp) then
r < Zufallsort geméfl der NPP-WDichte p,,(+|tq, ro, to) ;
else
r < Zufallsort gemaf der FPP-WDichte py(-|ty, 1o, %) auf 0G ;
end if
. end if

: return (r,t) ;

e e e e e
S A T S

Um zu zeigen, dass Algorithmus 6 korrekt sampelt, werden die WDichten der Algorithmusriick-
gabe fiir eine Reaktion und ein FP-Ereignis explizit bestimmt und ihre Identitdten mit den fiir
sie relevanten WDichten f, aus Gl. (3.24) bzw. f; aus Gl (3.25) gezeigt.

Dazu bezeichne A (r,t|rg,ty) die WDichte, dass der Algorithmus eine Reaktion an der Stelle
r € G zur Zeit t < tyax generiert. Fiir diese gilt:

Ar,tlroty) = paltlto) (/toodtb pb(tb|r0,t0)> pu(r]t, 70, to) (3.31)
= pa(tto) Pp (r,t|ro, o) (3.32)
= fa (r,t|r0,t0) . (333)

Der erste Faktor in Gl. (3.31) stammt dabei aus Zeile 3 des Algorithmus und legt die Reakti-
onszeit t fest. Damit der Algorithmus eine Reaktion ausgibt, muss t, < ¢, gelten (Zeile 10). Die
Wahrscheinlichkeit dieser Ungleichung ist gerade der zweite Faktor. Der dritte Faktor legt den
Ort fest (Zeile 11).

Analog bezeichne B (r, t|rg, t9) die WDichte, dass der Algorithmus ein FP-Ereignis an der Stelle
r € 0G zur Zeit t < tyax generiert. Fir diese gilt:

Brtiote) = ([ dta pultali) pultiro, o) ps(rit. o to) (3.34)
= [ (r,t[ro,t0) - (3.35)

Folglich stimmt die Statistik der vom Algorithmus erzeugten Tupel (r,t) fiir FP-Ereignisse und
Reaktionen mit den WDichten f,(r, t|ro, to) und fi(r, t|ro, to) iiberein, wodurch die Korrektheit
des Sampelns gezeigt ist.
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Algorithmus 6 kann nur zum Sampeln von Tupeln (r,¢) innerhalb von Gebieten G eingesetzt
werden, deren Green-Funktion bekannt ist. Analog zum Fall der reinen Diffusion ist es aber
auch hier moglich, das Problem in eine Sequenz aus Teilproblemen innerhalb gewahlter Protek-
tionsgebiete G’ zu zerlegen, bei denen Algorithmus 6 als Inneres einer ,repeat-until “ Schleife
fungiert. Das Sampeln der Zeit ¢, kann dabei (muss aber nicht) aus Effizienzgriinden aus der
Schleife herausgezogen werden und muss somit nur einmalig geschehen. Algorithmus 7 stellt den
zugehorigen Pseudocode vor. Analog zum Fall reiner Diffusion ist es auch hier mdéglich, die in
Abschnitt 3.3.3 vorgestellten Approximationen im Fall eines krummlinigen Gebietsrands 0G zu
verwenden.

Algorithmus 7 FPKMC-Algorithmus mit Protektionsgebieten fiir Reaktionsrate k(t)

1: Input: rq, t9, tmax

2: Qutput: r,t

3t <1 ;

4: T <10,

5: tq < Zufallszeit gemafl der WDichte pq(-[t) ;

6: repeat

7 Wihle das Protektionsgebiet G’ mit r € G’ ;

8 ty < Zufallszeit gemafl der FP-WDichte py(-|r, ) fir G’ ;

9 if (tmax < min(ta,tb)) then

10: r <+ Zufallsort gemafl der NPP-WDichte py, (+|tmax, T, t) in G ;
11: t < thax ;

12: else

13: if (ta < tb) then

14: r <+ Zufallsort gemaf der NPP-WDichte py,(-|tq, 1, t) in G ;
15: else

16: r < Zufallsort gemafl der FPP-WDichte p¢(-|ty, r,t) auf G’ ;
17: end if

18: t < min(ts, tp) ;

19: end if
20: until (r € 9G or t,<t, or t=tmpax)
21: return (r,t) ;

3.4.2. Riumlich inhomogene Reaktionsrate k(r,1)

Die vorherigen Abschnitte zeigen jeweils explizit, wie das Auffinden der Losung fiir ein beliebiges
Gebiet G auf das Losen einer Sequenz von Problemen innerhalb ausgewéhlter Protektionsgebie-
te G’ verschoben werden kann. Um den Notationsaufwand in diesem Abschnitt zu erleichtern,
soll an dieser Stelle daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) davon ausgegangen
werden, dass sich die Green-Funktion Pp und die WDichten py, pf, p, direkt fiir das Gebiet G
berechnen lassen.

Fiir eine raumlich inhomogene Reaktionsrate k(r, t) wird die Reaktions-Diffusionsgleichung (3.20)
nicht mehr durch Gl. (3.23) gelost. Dementsprechend ist auch die WDichte des Zeitpunktes einer
Reaktion unter der Annahme, dass vorher kein FP-Ereignis stattfindet, nicht mehr durch GI.
(3.30) gegeben, da der Zeitpunkt der Reaktion abhéngig ist von der Trajektorie des diffundie-
renden Teilchens.
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Basierend auf der Green-Funktion P (r,t|ro, o) konnte man dennoch, unter Verwendung der
Marginaldichte p. in Gl. (3.26) und durch anschliefendes Sampeln bedingter Ereignisse, ein
Tupel (r,t) stochastisch korrekt generieren. Das analytische Berechnen von P (r, t|rg, t) in GL
(3.20) ist jedoch unabhéngig von der Form des Gebiets G im Allgemeinen (fiir beliebiges & (r, t))
nicht moglich. Folglich scheidet dieser Weg aus.

Die stattdessen verwendete Methode dhnelt in ihrer Vorgehensweise dem sogenannten , Free-
Path-Sampling*“, welche auch (bezugnehmend auf den Namen des Entwicklers) ,,Woodcock Track-
ing“ [80] genannt wird. Urspriinglich wurde diese Methode 1965 entwickelt zur stochastischen
Simulation von Neutronentrajektorien in inhomogenen Medien innerhalb eines Reaktors. Viele
Jahre spater wurde der Algorithmus fiir die Bearbeitung von Bildern aufgegriffen [81], um sto-
chastisch die Lange der geradlinigen Strecke von Photonen in inhomogenen Medien zwischen
zwei Streuungen zu berechnen.

Fiir beide Anwendungen ist der Weg des Teilchens zwischen zwei Streuereignissen eine geradlini-
ge Bewegung und daher deterministisch. Die Parametrisierung der Geraden mittels ihrer Lange
liefert in Verbindung mit den inhomogenen Eigenschaften des umgebenden Mediums direkt eine
eindeutige Streuwahrscheinlichkeitsdichte als Funktion der zuriickgelegten Strecke, welche durch
Free-Path-Sampling gesampelt wird.

Dazu wird stochastisch eine Sequenz von Kandidaten fiir den Ort r auf der Geraden generiert.
Der erste Kandidat, welcher das stochastische Akzeptanzkriterium erfiillt, ist der Ort der Streu-
ung.

Im Fall einer diffusiven Bewegung ist die Trajektorie des Teilchens bereits selbst ein stochas-
tischer Prozess und damit nicht deterministisch, weshalb sich im Gegensatz zum Free-Path-
Sampling aus der Reaktionsrate k (r, t) noch keine Reaktionswahrscheinlichkeitsdichte als Funk-
tion der zuriickgelegten Strecke (bzw. der Zeit) ergibt.

Aber auch hier wird der nachfolgend vorgestellte Algorithmus eine Sequenz von Kandidaten
erzeugen, wobei es sich diesmal jedoch um Tupel (r,¢) handelt mit einem Ort r € G, wel-
cher nicht deterministisch von t abhéngt. Das erste Kandidatentupel, welches das stochastische
Akzeptanzkriterium erfiillt, bildet Ort und Zeitpunkt der Reaktion.

3.4.2.1. Algorithmus

Die Rate k,(t) bezeichne das rdumlich homogene, zeitabhéngige Maximum der Reaktionsrate
k (r,t), d.h.
km(t) = maxpeg{k(r,t)} . (3.36)

Auflerdem bezeichne py,(t|tp) die zu dieser Rate gehorende WDichte, also

pm(tlto) = _4 {exp (— tkm(t')dt’)] = km(t) exp (— tk‘m(t’)dt'> . (3.37)
dt to to

Im ersten Schritt des Algorithmus wird nun ein Kandidatentupel (rq,t;) gemaf der Vorgehens-
weise des homogenen Falls, d.h. geméafl Algorithmus 6, generiert. Dabei ist die WDichte p, durch
pm 27U ersetzen. Falls r1 € 0G, gilt, wird das Kandidatentupel als FP- Ereignis akzeptiert. Fir
t = tmax wird das Kandidatentupel ebenfalls akzeptiert, diesmal als NP-Ereignis. Im verbleiben-
den Fall ry € G\ 0G, und t < tmax wird der Quotient k (r,t) /kny,(t) mit einer ranjo;1-verteilten
Zufallszahl Z verglichen. Fir k (r,t) /kn(t) > Z wird das Kandidatentupel als Reaktion ak-
zeptiert. Anderenfalls wird ein neues Kandidatentupel (ra,¢2) mit ¢; < to erzeugt unter der
Bedingung, zur Zeit t; am Ort ry zu sein. Fiir dieses Tupel gelten die gleichen Akzeptanzkrite-
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rien wie zuvor. Diese Sequenz wird so lange fortgesetzt, bis ein Kandidatentupel akzeptiert ist.
Algorithmus 8 stellt den Pseudocode der Methode vor.

Algorithmus 8 FPKMC-Algorithmus auf dem Gebiet G fiir Reaktionsrate k(r, )

1: Input: rg, to, tmax, k(r, 1), kn(t)

2: Output: r,t

3 t41to;

4: T 419 ;

5. repeat

6: tq < Zufallszeit geméafl der WDichte p,(-|t) ;

7: ty < Zufallszeit gemafl der FP-WDichte py(+|r, ) fir G ;

8: if (tmax < min(ta,tb)) then

9: r < Zufallsort geméfl der NPP-WDichte py,(+|tmax, T, t) in G ;
10: t < tmax ;

11: else

12: if (t, <) then

13: r < Zufallsort geméfl der NPP-WDichte py,(+|tq,r,t) in G ;
14: else

15: r < Zufallsort geméf der FPP-WDichte py(-|tp, r,t) auf 0G ;
16: end if

17: t < min(ts, tp) ;

18: end if

19: until ( (r (% > ranjp;1y or ty,>t, or t= tmax)

20: return (r,t) ;

3.4.2.2. Beweis

Dieser Abschnitt zeigt die Korrektheit von Algorithmus 8. Zu diesem Zweck werden zuerst meh-
rere WDichten beziiglich des Riickgabetupels des Algorithmus definiert.

Die (unnormierte) WDichte, dass der Algorithmus in ¢ + 1 Schleifendurchlédufen eine Reakti-
on an der Stelle r € G zum Zeitpunkt ¢ sampelt, soll mit A;(r,t|ro,t9) bezeichnet werden.
Analog bezeichne B;(r, t|rg, o) die (unnormierte) WDichte, dass der Algorithmus in i+ 1 Schlei-
fendurchldufen ein erstmaliges Erreichen von 0G, an der Stelle r zum Zeitpunkt ¢ sampelt.
Wi (r|tmax, ro, to) bezeichnet die (unnormierte) WDichte, nach i 4+ 1 Schleifendurchldufen immer
noch im diffusiven Zustand zu sein und sich an der Stelle r € G zum Zeitpunkt ¢, zu befinden.
Da die Zahl der Schleifendurchlaufe eine disjunkte Zerlegung darstellt, kann dariiber summiert
werden, um die entsprechenden (im Allgemeinen unnormierten) WDichten fiir eine beliebige
Anzahl an Schleifendurchldufen zu bekommen.

A(r, t|ro, to) ZA ,t|ro, to) (3.38)
ist damit die WDichte, dass der Algorithmus eine Reaktlon beir € G zur Zeit t < tpax generiert.
B(r,t|rg, to) ZB ,t|ro, o) (3.39)

ist die WDichte, dass der Algorithmus ein FP—Erelgms bei r € OG zur Zeit t < tmax generiert.
W (r|tmax, Yo, to) = iWi(ﬂtmax,ro,to) (3.40)

=0
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ist die WDichte, dass der Algorithmus zur Zeit ¢y, immer noch im diffusiven Zustand ist und
sich am Ort r € G befindet.

A(r, t|rg, to) und B(r, t|ro, to) stellen WDichten in Zeit und Ort dar, wohingegen W (r|tmax, ro, o)
nur eine WDichte im Ort ist.

Um die Korrektheit des Algorithmus zu zeigen, reicht es aus, nachfolgende Identitdten zu be-
weisen:

fa(r,t|r0,t0) = A(I‘,t|1‘0,t0) 5 (3.41)
fb(r,t|r0,t0) = B(I‘,t’ro,to) s (3.42)
P(r,tmax|ro,to) = W(r|tmax,ro,to) , (3.43)

wobei fg, fp in den Gln. (3.24) und (3.25) definiert sind. Im Fall der Giiltigkeit der Gln. (3.41)-
(3.43) stimmen dann die Statistik des Algorithmus-Riickgabetupels (rechte Seite der Gln. (3.41)-
(3.43)) mit der analytisch geforderten Statistik (linke Seite der Gln. (3.41)-(3.43)) iiberein.

Zu diesem Zwecke werden nun, beginnend bei ¢ = 0, Ausdriicke fir W;, A;, B; fur alle ¢ > 0
berechnet.

7 = 0:
Ao

Fiir dieses Ereignis muss im einzigen Schleifendurchlauf das gesampelte ¢, (Zeile 7) grofler sein als
das gesampelte t = ¢, (Zeile 6). Der erste Faktor im nachstehenden Ausdruck gibt die WDichte
fiir t = t, < tmax an. Das nachfolgende Integral ist die Wahrscheinlichkeit, dass t < tp, d.h. die
Wahrscheinlichkeit, dass die if-Bedingung in Zeile 12 wahr ist. Der dritte Faktor ist die Wahl
des Ortes innerhalb von G, gesampelt in Zeile 13. Die Wahrscheinlichkeit des Akzeptierens der
Schleifenaustrittsbedingung in Zeile 19 ist im letzten Faktor enthalten.

Ao(r, tlro, to) = pm(tlto) (/too dty, Pb(tb\ro,to)> - pa(r(t,T0, t0) - l;:&f)) (3.44)
Einsetzen der WDichten p,, (Gl. (3.10)), pm (Gl (3.37)) sowie die Identitat
/t Tty py(tylro, to) = /G dr' P (x', t|ro, to) (3.45)
fithren zu
Ap(r, tlrg, to) = k(r,t) exp (— ttk‘m(t')dt'> Pp(r,t|ro, to) - (3.46)
0
Bo
Analog erhalten wir
By(r, tro, to) = pu(t|ro, to) </too dtq Pm(ta\to)> - ps(xlt,ro,to) - (3.47)
Einsetzen der WDichten p¢ (Gl. (3.9)) und p,, (Gl (3.37)) fiihrt zu
By(r,t|rg,to) = —D exp (— t: km(t')dt'> (Vr Pp (r,t|r0,t0)) Ny . (3.48)
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Wo

Falls die Zeit tyax im ersten Schleifendurchlauf erreicht wird, miissen ¢, (Zeile 6) und t;, (Zeile
7) groBer als tmax gesampelt worden sein. Daher beginnt Wy mit dem Produkt dieser beiden
unabhingigen Wahrscheinlichkeiten, also der Wahrscheinlichkeit, die if-Bedingung in Zeile 8 zu
erfiillen. Der letzte Faktor ist die NPP-WDichte py, (r|tmax, To, to) aus Zeile 9:

Wo(r|tmax; To, to) = < dt, pm(ta!to)> ' </ dty Pb(tb!ro,to)> - P (T, tmax|T0, to) (3.49)

tmax tmax

to

tmax
— exp <— / km(t’)dt’> Pp(r, tmax|T0, o) - (3.50)

7 = 1:

Da der Algorithmus die Schleife zweimal durchlauft, muss iiber alle Paare (ry,¢1) integriert wer-
den (gewichtet mit ihrer auftretenden WDichte), die der Algorithmus im ersten Schleifendurch-
lauf erreichen kann. Ein zweiter Schleifendurchlauf ist nur méglich, falls im ersten Durchlauf ein
Reaktionsereignis abgelehnt wird, d.h. insbesondere t, < t; im ersten Durchlauf gilt. Daher un-
terscheiden sich die Terme fur A1, By und W7 strukturell auch nur in den WDichten des zweiten
Durchlaufs. Diese sind identisch mit den individuellen Termen fir den Fall ¢ = 0, allerdings mit
der Startposition r; zur Zeit ¢;.

Definiert man noch ¢(r,t) als die Wahrscheinlichkeit, am Ort r zur Zeit ¢ ein Reaktionsereignis
abzulehnen, also

g(r,t) = (1 - ’;;:(;)) , (3.51)

so erhéalt man:

t o)
Aq(r, tlro, to) :/t dtar pm(ta1|t0)/t dtp Pb(tb1|r07t0)/c drq {pn(r1|talar0>t0)

0 al

. q(I‘l7 tal) A()(I‘, t‘I‘l, tal):| (352)
t t
= k(r,t) exp| — k’m(t/)dt, / dtal / dI‘1 |:PD(I'1,ta1|I'0,to)k'm(ta1)
to G

to

~q(r1,ta1) PD(rat|r1’ta1)] , (3.53)
t )
By (r,t|rg, to) :/t dta1 pm(ta1|t0)/t dty Pb(tb1|1‘0,to)/a dry |:,0n(r1|ta1ar0>t0)
0 al
-q(rl,tm)Bo(r,trl,tal)} (3.54)

to

t t
=—-D exp (— k?m(t’)dt/> /t dtal /Gdrl {PD(rl,taﬂro,to)km(tal)
0

. q(r1,ta1) (Vr PD(I',t|I'1,ta1)) -nr] y (355)
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tmax o0
Wi (r|tmax, To, to) :/t dta pm(tallto)/t dtp pb(tb1|r0,to)/Gdr1 {pn(rltalarOatO)
0 al

g1, ar) Wo (e |tmass T1, tal)] (3.56)

tmax tmax
= exp (—/ km (t,)dt/> / dtal /dI’l [PD (I’l, ta1|I'0, to)k‘m (tal)
to to G

~q(r1,ta1) Pp(r, tmax|r1, al)] . (3.57)

Die Struktur der WDichten fiir 4 = 0 und ¢ = 1 legt nachfolgende Definition einer Funktionen-
folge h; (r,t|ro, to) (i € Np) nahe.
Fiir ¢ = 0 gelte

ho (r,t|r0,t0) = PD (r,t|r0,t0) (358)

und fir ¢ > 1 gelte

hi(I‘, t’ro, to) :/ (H dtj) Fi (I‘, ro, {tj}j:O..i ,t) y wobei (3.59)
j=1

to<t1<...<t;<t

Ti (.70, {t;} 2. 401) = (1_] km(tj)) /G i(ﬁdm) Qi ({(r.1)}1zg. ) Po(r,tlri ts)  (3.60)

mit Qz ({(I‘l,tl)}l —0. Z) HPD I‘l,tl‘l‘l 17tl 1) q(rl,tl) (361)

ond /(Hd) [an [ [ an 5.6

to<t1<...<t; <t

Fiir die Funktionen h; lassen sich mittels vollstandiger Induktion fiir alle ¢ € Ny nachfolgende
Relationen zeigen:

t
A;(r,t|ro, to) = k(r,t) exp (— km(t’)dt’> hi(r, t|ro, to) , (3.63)
to
( t|r0,t0) =-D exp( / ]{? dt) (Vr hi(r,t’ro,to)) Ny, (364)
tmax
Wile b r0:to) = exp( = | ko (#)dt" ) ha(x. a0, to) (3.65)
to
Damit gilt fiir die WDichten A(r, t|ro,t0), B(r,t|ro,to) und W (r|tmax, ro, to):
A(r,tlro,tg) = k(r,t) P(r,tlro,to) , (3.66)
B(r,t|rg,tg) = —D (Vrp(r,t]ro,to)) Ny, (3.67)
W (r[tmax, o, t0) = P(r, tmax|To, to) (3.68)

P (r,t|ro, tg) = exp< / dt) Z hi(r, t|rg, to) - (3.69)
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Einsetzen der Gln. (3.66)-(3.68) in die Gln. (3.41)-(3.43) und ein Vergleich mit den Gln. (3.24)
und (3.25) zeigt, dass nur noch P (r,t|ro, o) = P (r,t|ro,t9) zu zeigen ist. D.h. P (r,t|ro,to)
muss die Reaktions-Diffusionsgleichung (Gl. (3.20)) mit der Anfangsbedingung P(r, to|ro, to) =
0(r — rp) erfiillen.

Da alle h; identisch Null sind fiir ¢t = tg und ¢ > 1, ist die Anfangsbedingung erfiillt durch die
Definition von hg (Gl (3.58)).

Zur Berechnung der zeitlichen Ableitung von h; fiir ¢ > 1 wird die Identitit

d
dt

[ dr g(r, t)] =g(t,t)+ th agg;t) (3.70)

to

genutzt, welche einen Spezialfall der Leibniz-Regel [82,83] darstellt. Daraus lasst sich induktiv
folgende Identitiit fiir eine Funktion f : Ri™ — R ableiten (i € N):

i (11 (0010 ) = (T (0010

to<t1<..<t; <t to<t1<..<t;_1<t

+/ (f[ldtj) af({tjgt:o““O . (3.71)

to<t1<...<t; <t

Fiir ¢ > 1 ergibt sich aus Gl. (3.71) fiir die zeitliche Ableitung von h; (Gl (3.59)):

' i—1 i or’; J1t ,
ahl(r’;lro’t()) = / (H dtj) I (I‘,I‘(), {tj}j:O..i—l ,t,t)-l—/ (H dtj) <r ro ;t }] o1 ) .
J=1 j=1

to<t1<...<t;—1<t to<t1<..<t; <t

(3.72)
Fiir den Integranden T’; (r,ro, {tj}jzo..iq ,t,t) des ersten Summanden der rechten Seite von

Gl. (3.72) erhédlt man durch Einsetzen in Gl. (3.60) und explizites Ausschreiben der letzten
Ortsintegration:

i— i—1
I (I', ro, {tj }jzo__i_l ) b, t) = km(t) (l_[l km(tj)) {/@-1 (H drk) Qi1 ({(rl,tl)}zzo_,i_1)
j=1 k=1

/ dri Pp (v, trs 1.t 1) - q(rs, £) Pp(r ,t|ri,t)} (3.73)
G —_—— —

o(r—r;)
i—1
= km(t)q(r,t) (H km(tj ) /G'L 1(H drk) Ql 1 <{(rl7tl)}l:0..i—1> PD(r,t]ri_l,ti_l) (374)
j=1

Fia (r’ro’{tj}jzo..ifl’t)
= k(8 q(r,t) Tir (x,70, {5} g4 1 5F) - (3.75)

Einsetzen von Gl. (3.75) in Gl. (3.72) sowie die Verwendung der Gln. (3.59) und (3.60) fur die
partielle zeitliche Ableitung innerhalb des Integranden des zweiten Summanden in Gl. (3.72)
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liefert
Oh;(r, t|ro, to)

ot = km(t) q(r, t) . hi—l (I’, t|I'Q, to) (376)

+/ (jHl dtj) km(tj)/Gi (kﬂl drk) Qi ({0}, ,) (%(Igzlrmfi) |

to<t1<...<t;<t

Dieser Ausdruck wird nun verwendet, um die zeitliche Ableitung der Funktion P (r,t|ro, to) zu
berechnen. Unter Verwendung der Produktregel folgt aus Gl. (3.69):

8?(1‘, t’ro, to)
ot

~ t
== km(t) P (r,t[ro, o) + exp (— k:m(t')dt’> {8PD (x, t|ro, to) Z t\roato)}

to —1

= - km(t) ]5 (I‘,t‘l‘o,to)

t o0
+ exp (— km(t’)dt’) 0Pp (rézh"o, to) + km(t) q(r, ) > hi1 (r, t|ro, to) (3.78)
to L

—i—i/( l dt; (ﬁ km(tj)) /G (kf[ dry, | Qi ({(rl,tl)}l:&» aPD(réW
= } I

to 8t

z t Pp (r, t|ro, t
=~ k(r,t)P (r,t!ro,to)+exp<— km(t')dt’> OFp (r, tIro, to)

> i : OPp(r,t[ri, t;)
+§/ (jl;[ldtj) km (t5) /G (kl;[ldrk) Qi ({re )}, ) DT . (3.79)

to<t1<...<t;<t

Unter Verwendung der Diffusionsgleichung (3.3) fiir Pp erhélt man

8?([‘, t‘I‘Q, to)

Bt = —k(r,t) P (r,t|ro, to) +exp< km(t') ) {Zh ,t|ro, to) } (3.80)

= —k(r,t) P (r,t|ro, to) + D Ay P(r,t|ro, to) , (3.81)
was identisch ist mit der Reaktions-Diffusionsgleichung (3.20) fiir P (r, t|ro, {9). Damit ist Algo-
rithmus 8 bewiesen.
3.4.2.3. Anmerkungen zur Effizienz des Algorithmus

Die Effizienz des Sampelns fiir eine ortsabhingige Rate k (r,¢) hidngt hauptsichlich von drei
Kriterien ab. Die ersten beiden Kriterien gelten dabei auch fiir den Fall reiner Diffusion und den
Fall einer ortsunabhéngigen Reaktionsrate k(t).
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1)

Falls fiir das Gebiet G keine analytische Losung fiir die Green-Funktion Pp zur Verfiigung
steht, wird das Problem, wie vorne beschrieben, in eine Sequenz von Teilproblemen auf Pro-
tektionsgebieten G’ zerlegt, fiir die Pp jeweils bekannt ist. Die mittlere Lange dieser Sequenz
hiangt dabei von der Form des Gebiets G, der Menge der verfiigharen Gebiete G’ und im Fall
krummliniger Rénder von der gewiinschten Approximationsgiite ab.

Enorm wichtig fiir die Effizienz des Algorithmus sind die Rechenzeiten zum Generieren von
Zufallszahlen geméB pp, py und p, innerhalb der einzelnen Protektionsgebiete G’, was im
Beispiel des Abschnitts 3.4.2.4 an spéaterer Stelle zu sehen ist.

Das letzte Kriterium fiir die Effizienz des Algorithmus ist die Reaktionsrate k(r,t). Fur den
Fall einer stark inhomogenen Reaktionsrate wird der Akzeptanzquotient k(r,t)/k.,(t) fir die
meisten r € G sehr klein sein. Folglich miissen in Algorithmus 8 im Mittel sehr viele Kandi-
datentupel erzeugt werden, bis der Algorithmus ein Ereignis akzeptiert.

In vielen Fallen ist es moglich, dieses Problem zu umgehen oder zumindest abzumildern: Die
Rate kp,(t) in Gl. (3.36) ist nicht nur eine Funktion der Reaktionsrate k (r,t), sondern auch
abhéngig von dem Gebiet G bzw. G’, auf dem Algorithmus 8 angewendet wird. Daher kann
die geschickte Wahl eines Protektionsgebiets G’, welche evtl. kleiner ausfallt als geometriebe-
dingt notwendig ist, verhindern, dass k,,(t) sehr gro und damit der Quotient k (r,t) /ky,(t)
an den meisten Stellen sehr klein wird. Der Preis eines kleineren Protektionsgebiets ist eine
Erhohung der Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus ein FP-Ereignis zum Rand 0G’ zu
einem im Mittel fritheren Zeitpunkt zuriick gibt anstatt einer Reaktion. Dadurch wird die
Zahl der benotigten Protektionsgebiete G’, auf die Algorithmus 8 angewendet werden muss,
erhoht. Die effektivste Strategie miisste diese beiden Effekte gegeneinander ausgleichen. D.h.
das mittlere Zeitinkrement in Algorithmus 8 pro Schleifendurchlauf sollte moglichst grof sein,
unabhéangig davon, wie oft das Gebiet G’ gewechselt wird. Obwohl es meist nicht moglich ist,
diese effektivste Strategie zu bestimmen, reicht oft eine grobe Abschitzung bereits aus, um
die Simulation erheblich zu beschleunigen, wie das Beispiel im nachfolgenden Abschnitt zeigen
wird.

Jedoch ist es nicht immer méglich, die Effizienz des Algorithmus durch die bewusste Wahl von
G’ in Abhéangigkeit von k (r,t) zu erhohen. k (r,t) kann in G auf sehr kleinen Langenskalen
(verglichen mit G) stark schwanken, aber dennoch ein Verhéltnis k (r,t) /k,,(t) haben, das
iiberwiegend klein ist. Ein Beispiel wéren sehr schmale Peaks, welche dicht nebeneinander lie-
gen. In solchen Féllen ist es nicht moglich, durch eine akzeptable Wahl von G’ die Rate ki, (t)
nennenswert zu verkleinern. Falls es einer solch feinen Auflésung der Reaktionsrate wirklich
bedarf, so garantiert der Algorithmus weiterhin statistisch exakte Losungen, aber der Preis
dafiir ist erhohte Rechenzeit.

3.4.2.4. Anwendungsbeispiel

Aufgabe dieses Beispiels ist es, die numerische Exaktheit eines FPKMC-Algorithmus mit inho-
mogener Reaktionsrate k (r,t) zu demonstrieren und obige Aussagen beziiglich der Laufzeiteffi-
zienz zu bestéatigen. Zu diesem Zweck ist das Beispiel so konstruiert, dass k (r, ) nur in einem
kleinen Bereich ungleich Null ist. In diesem Bereich alterniert k (r,¢) zusétzlich noch stark in
Ort und Zeit:

Zum Zeitpunkt ¢ty = 0 befinde sich das diffundierende Teilchen (D=1) am Ort ro = (0;5) inner-
halb eines Rechtecks G mit den Kantenlingen L, = 10 und L, = 5. Die rechte Seite ist dabei
absorbierendes FP-Gebiet, die restlichen Réander sind reflektierend. Die Reaktionsrate k (r,t)
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Abbildung 3.8.: Graphische Darstellung
des Simulationssetups: Das Teilchen startet

— reflektierend .7, diffusive Bewegung in der linken oberen

: 1\2?\__ absorbierend Ecke. Algom'thmus' 8 genem’e'rt Tupel (r,t),
Y T S welche entweder einer Reaktion im Inneren
> des eingezeichneten Kreises oder einem FP-
| iy | Ereignis bei L, = 10 entsprechen.
10

wird folgendermaflen gewéhlt:

) 3|cos? (ﬁ) | - <02 — Hr—z||2)7 [lr—z|]| <¢c
k(r,t) = { 2 0 =z > e (3.82)

mit ¢ = 1.25 und z = (5;1.25). Die Wahl ¢,,.x = oo garantiert, dass es entweder zu einem FP-
Ereignis oder zu einer Reaktion kommt. Abbildung 3.8 stellt das gewéahlte Setup inklusive des
Bereichs der nicht verschwindenden Reaktionsrate graphisch dar.

Um die Exaktheit der Monte-Carlo Losung untersuchen zu kénnen, bedarf es einer Vergleichs-
moglichkeit. Dazu wird die Reaktions-Diffusionsgleichung (3.20) mittels der FEM Software
COMSOL mit einer sehr feinen Triangulierung (>600.000 Elemente) gelost. Die numerische
Losung dieses Prozesses wird im Folgenden mit Pp (r,t) bezeichnet.

Fiir den Monte-Carlo-Algorithmus werden 4.2 - 10% Samples generiert. Da sich die WDichten p,
py und p, direkt im Rechteck G sampeln lassen, ist die Verwendung von Protektionsgebieten
G' C G prinzipiell nicht notig. Das direkte Sampeln auf gesamt G liefert ein mittleres Zeitinkre-
ment pro Schleifendurchlauf von dt; ~ 0.5 in Algorithmus 8. Um die Effizienz des Algorithmus
zu steigern und damit die dritte Anmerkung im vorherigen Abschnitt zu untermauern, werden
Protektionsgebiete G’ nach der folgenden Wahl als Funktion des aktuellen Teilchenortes (2, y")
eingesetzt:

G1 = [0;3.75] x [0;5] r' < 2.75
G'={Gy = [2.25;7.75] x [0;5] , 275 <a’ <7.25. (3.83)
Gz = [6.25;10] x [0;5] x> 7.25

Die Einfarbung der Intervallrander gibt dabei die Randbedingung fiir G’ wieder (rot = reflektie-
rend, griiln = absorbierend). Durch diese Wahl wird nur fiir G’ = G eine nicht verschwindende
Rate ky,(t) benotigt, da auBerhalb von Gy keine Reaktion stattfinden kann. Der Algorithmus
lauft also folgendermafien ab:

Algorithmus 8 wird zuerst auf das Gebiet Gy ((2',y') = rg) angewendet. Da es keine Reaktion
geben kann, wird ein FP-Ereignis zum Intervallrand geschehen, d.h. 2/ « 3.75. Die zugeho-
rige y/-Koordinate wird geméf p, auf einem beidseitig reflektierenden Intervall gesampelt. Im
zweiten Durchlauf wird Algorithmus 8 auf dem Gebiet G mit der Rate ky,(t) = 3| cos(%)[® - ¢?
angewendet, da nun 2.75 < 2’ < 7.25 gilt. Falls es innerhalb G5 zum Akzeptieren eines Re-
aktionskandidaten kommt, so ist das Sample beendet. Anderenfalls wird der Algorithmus ein
FP-Ereignis zum linken oder rechten Rand von G5 sampeln, d.h. 2’ < 2.25 oder 2’ + 7.75. In
Abhéngigkeit von 2’ wird der Algorithmus anschliefend im Gebiet G bzw. G35 angewendet mit
km(t) = 0. Dies wird so lange fortgesetzt, bis das Teilchen entweder im Inneren des Kreises mit
nicht verschwindender Reaktionsrate im Protektionsgebiet G2 reagiert oder im Protektionsge-
biet G3 den absorbierenden Rand von G (2’ = 10) erreicht.

Diese Vorgehensweise liefert ein mittleres Zeitinkrement pro Schleifendurchlauf von dtes ~ 1.2.
Der Quotient dts/dt; ~ 2.4 und damit die Effizienz werden mit der Einteilung in Protektions-
gebiete folglich mehr als verdoppelt.
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Syc(t) o SE(t) —
0.9F Ay t; Ap(t) — 7
o 0.8 } B]\/[C t) * BF t E
— £ 07} .
g % 0.6 | i Abbildung 3.9.: Vergleich des FPKMC-Algo-
= S 05} N rithmus mit der FEM-Lésung Pr anhand der
Abdo .g 045 i relativen Hdaufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkei-
qc% < 03l | ten (aus Pr berechnet) fiir
! é 02l . e das Ereignis zur Zeit t immer noch in G zu
= g 0'1 i | diffundieren (Sprc und Sg),
= ) o e cine Reaktion bis zur Zeit t (Ayc und Afp),
0 fj""“(lo 2|0 3;0 40 50 60 70 K0 ”x: e cin FP-FEreignis bis zur Zeitt (Byc und Br).

t

Dieses Beispiel ist im Rahmen dieser Promotion in [1] publiziert worden. Zum Publikationszeit-
punkt standen ausschliefllich die in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen im Vordergrund.
Die in Kapitel 4 vorgestellten effizienten Subroutinen zum Sampeln der WDichten py,, py und
pr sind erst in der Folgezeit entwickelt worden. Daher geschah das Sampeln der WDichten in
[1] mittels Inversionsmethode, wobei das Invertieren der Verteilungsfunktion jeweils numerisch
mithilfe des Brent-Verfahrens aus den Numerical Recipes [84] geschah. Mit dieser Vorgehenswei-
se dauert es ca. 40 Minuten fiir 106 Samples auf einem 3.4 GHz Prozessor. Nach Fertigstellung
der effizienteren Algorithmen zum Sampeln von py, py und p;, ist die Laufzeit fiir dieses Beispiel
erneut gemessen worden mit einem Ergebnis von nur noch 15 Sekunden fiir 108 Samples.

Um die Ergebnisse der FEM-Rechnung mit dem Monte-Carlo-Algorithmus zu vergleichen, ist
zuerst die relative Haufigkeit aller moglichen Ereignisse (kein Ereignis, FP, Reaktion) als Funk-
tion der Zeit bestimmt worden. Sy;c(t) bezeichne dazu die relative Haufigkeit, dass bis zum
Zeitpunkt ¢ noch keine Reaktion und kein FP-Ereignis im FPKMC-Algorithmus stattgefunden
hat. Dieser Wert ist mit Sp(t) = 1 — fg pe(t'|rg, to)dt’ zu vergleichen, was sich aus Pp unter
Verwendung von Gl. (3.26) mittels Sp(t) = [ dr Pp(r,t) numerisch berechnen lésst.

Aprc(t) bezeichnet die relative Haufigkeit einer Reaktion vor dem Zeitpunkt ¢. Diese ist zu ver-
gleichen mit Ap(t) = [5 a(t'|ro, to)dt’, wobei a(t'|ro, o) durch Gl. (3.28) gegeben ist.

B (t) sei die relative Héufigkeit eines FP-Ereignisses am rechten Rand vor der Zeit ¢. Sie ist
mit Br(t) = [1 B('|ro, to)dt’ zu vergleichen, wobei 3(t|rg,to) durch Gl. (3.29) gegeben ist.
Abbildung 3.9 zeigt die nahezu perfekte Ubereinstimmung in allen drei Fillen. Die maximale
relative Abweichung betriagt dabei ca. 1%. Bedenkt man, dass Sg(t), Ap(t) und Bp(t) teilwei-
se durch eine numerische Zeitintegration einer numerischen Raumintegration einer numerischen
Losung einer Differentialgleichung entstanden sind, so ist diese geringe Abweichung erkléarbar.
Da ohne numerische Ungenauigkeiten S (t) + Ap(t) + Br(t) = 1 gelten miisste, liefert diese
Summe eine gute Abschéitzung fiir den numerischen Fehler der FEM-Losung als Funktion der
Zeit. Das Maximum dieses Fehlers liegt ebenfalls bei ungefahr 1%.

Die Kurve Syc(t) in Abbildung 3.9 zusammen mit dts ~ 1.2 ldsst auflerdem eine Abschétzung
iiber die mittlere Zahl der vom Algorithmus benétigten Zustandsédnderungen bis zum Verschwin-
den des Teilchens zu. Der Erwartungswert Tevent ~ 22 fiir das Eintreten eines beliebigen Ereig-
nisses (Reaktion im Kreis oder FP-bei # = 10) entspricht der Fliache unter Sy;c(t). Im Mittel
werden damit Toyent/dta =~ 18.3 Zustandsupdates pro Sample benéotigt.

Des Weiteren wird die rdumliche WDichte der Teilchenposition zwischen beiden Algorithmen fiir

die Zeiten t; = 5, to = 10, t3 = 20 verglichen. Dazu wird das Rechteck G in 2N x N Quadrate
Say (=1 %, y=7j- %, i=0,1,...2N -1, j=0,1,... N — 1) eingeteilt. Anschliefend wird
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Abbildung 3.10.: oben: Die WDichte Py, (t) ~ P (r,t|ro,to) fir das in Abbildung 3.8 gezeigte Setup
und die Reaktionsrate in Gl. (3.82) fir die Zeiten t1 = 5, to = 10 und t3 = 15. Die darunterliegenden
Projektionen in die Ebene diskretisieren Py, (t) in mehrere Intervalle, um dem Verlauf der Isolinien an
Intervallgrenzen besser folgen zu kénnen. Der schwarze Kreis markiert den Wirkungsbereich der Reakti-
onsrate. unten: Relative Abweichung Ay, (t) zwischen der Monte-Carlo WDichte Py, (t) und der FEM
WDichte P fir die Zeiten t1 =5, to = 10 und t3 = 15.

die relative Haufigkeit hgy(t) fiir das Erscheinen im Inneren des Quadrates s, fiir die Zeiten
t1, to und t3 gezdhlt. Dies geschieht mittels der Wahl von ¢,,,x = 5,10, 15. Dazu miissen jedoch
nicht verschiedene Simulationen gestartet werden. Falls das Teilchen t,,x = 5 diffusiv erreicht
hat, wird die Teilchenposition zur Zeit tmax als ro und die Zeit tg = tmax an den Algorithmus
als Startkonfiguration wieder iibergeben. Das gleiche gilt fir ¢, = 10, 15.

Der Quotient aus hgy(t) und der Fliche des Quadrats s, definiert die lokale WDichte P, (%).
Diese WDichte sollte im Grenzwert N — oo und einer gegen Unendlich strebenden Anzahl an
Samples gegen P (r,t|rg,tp) streben. Die obere Zeile in Abbildung 3.10 zeigt Py, (t) fir 1, to, t3
und N = 50.

Zum Zeitpunkt t; ist die WDichte dabei noch sehr stark um den Anfangsort rg konzentriert.
Dennoch wird ihre Form bereits durch die Reaktionen im Inneren des Kreises beeinflusst.

Vor dem Zeitpunkt to ist die Reaktionsrate k (r,t) fiir eine kurze Zeit sehr klein, was neben
dem Betrachten der Funktion |cos(t/2)|® aus k (r,t) auch an der Steigung der roten Linie in
Abbildung 3.9 zu erkennen ist. Daher wird der durch die Reaktionen induzierte Konzentrations-
gradient in y-Richtung nahezu durch Diffusion ausgeléscht.

Zur Zeit ts3 ist die Reaktionsrate sehr grof3, was zu einem lokalen Minimum der Konzentration
im Bereich des Reaktionsgebiets fiihrt.

Um die lokale relative Abweichung zwischen der FPKMC-Losung und dem FEM-Ergebnis zu
betrachten, werden Quadrate der Grofie 0.2 x 0.2 gewéhlt (N = 25). Diese Vergroberung ist
aufgrund der stochastischen Fluktuationen sinnvoll. Dann definiert

hxy(t) . fa:+0.2 dz’ f;;-I—O.Q dy’PF(I",t)

Ay (t) = =

(3.84)

die lokale relative Abweichung. Die untere Zeile in Abbildung 3.10 zeigt A, (¢) fiir ¢1, t und ts.
In allen Féllen ist die relative Abweichung an jedem Ort kleiner als 3%. Beide Methoden liefern
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also eine nahezu identische WDichte. Dennoch soll die kleine Abweichung zwischen FPKMC-
Losung und dem FEM-Ergebnis erklart werden. Neben den bereits erwdhnten numerischen Un-
genauigkeiten innerhalb der FEM-Losung sind es stochastische Fluktuationen, welche zu diesen
Abweichungen fithren. Trotz der 4.2-10% Samples entfallen auf die 2N? = 1250 Quadrate jeweils
nur Samples in der GréBenordnung von 103 - 10° (abhéngig vom Ort des betrachteten Quadrats
und der Zeit). Daher sind die relativen Fluktuationen auf Quadraten mit einer geringen WDich-
te grofler als auf Quadraten mit einer hoheren WDichte, was insbesondere nahe dem rechten
absorbierenden Rand fiir alle betrachteten Zeiten deutlich zu erkennen ist.

Um an dieser Stelle Missverstiandnissen vorzubeugen, sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
die FEM-L6sung in diesem Beispiel nur zum Vergleich herangezogen wird. Obwohl der FPKMC-
Algorithmus die Differentialgleichung (3.20) stochastisch 16sen kann, wie Abbildung 3.10 zeigt,
ist es nicht Ziel dieses Abschnitts, zwei Algorithmen miteinander zu vergleichen. FEM ist zum
Losen einer Reaktions-Diffusionsgleichung immer eine gute Wahl. Geht es allerdings darum, Tu-
pel (r,t) fiir FP-Ereignisse oder Reaktionen stochastisch zu generieren, so kann dies nicht (oder
nur extrem mithsam) mittels FEM geschehen, wohl aber mit den hier prasentierten FPKMC-
Algorithmen.

3.5. FPKMC-Algorithmus fiir miteinander reagierende
diffundierende Teilchen

Alle bisher betrachteten Algorithmen behandeln den Fall eines einzelnen Teilchens bzw. den in
der methodischen Vorgehensweise dazu identischen Fall vieler, nicht miteinander interagierender
Teilchen.

Um die auftretende Problematik im Fall miteinander reagierender Teilchen zu verstehen, soll
noch einmal auf das in diesem Kapitel einleitend verwendete Beispiel aus Abbildung 3.1 zu-
riickgekommen werden. Die zugehorige Diffusionsgleichung fiir beide Teilchen in diesem Beispiel
lautet

0

aP(rA,rB,ﬂer,rBO) =(DaAy, x14+DplxAy,)P(ra,rp,tlra,,rp,) - (3.85)
Dabei bezeichnet P(ra,rp,t|ra,,rp,) die WDichte, dass sich zum Zeitpunkt ¢ Teilchen A am
Ort r4 und Teilchen B am Ort rp befinden, unter der Bedingung, dass die Teilchen bei r4,
bzw. rp, bei tg = 0 gestartet sind. Gl. (3.85) ist auf dem Gebiet G C R* zu 16sen, mit

N

G ={(ra,rB) |ra,rp € GAl|lra—rp||>d}. (3.86)

Der Rand AG von G lisst sich disjunkt in den Teil zerlegen, in dem ry und rp genau den
Abstand d haben, d.h.

0Go ={(ra,rp) | ra,rp € GAl[ra—rpl|=d}, (3.87)
und den Rest
0G, = 9(G x G) \ 9G, (3.88)
des Rands. Dann gelten die Randbedingungen
P(ra,rp,tlra,,rp,) =0  V(ra,rp) € dGq, (3.89)
(Vi P(ra,rp,tlra,,rp,)) B =0 Vi = (ra,rp) € 9G, , (3.90)
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wobei fiz den (vierdimensionalen) Normalenvektor auf G an der Stelle # = (r,rp) bezeichnet.
Die Gln. (3.85)-(3.89) sind dabei allgemeingiiltig fiir alle betrachteten Gebiete G, in denen zwei
diffundierende Teilchen bei Abstand d instantan miteinander reagieren. Gl. (3.90) beinhaltet
dagegen die beispielspezifische Information, dass G keine absorbierenden Rénder hat, und wére
dementsprechend fiir andere Rénder zu modifizieren.

Die Diffusionsgleichung (3.85) lasst sich auf der Rechteckgeometrie G des Beispiels aus Abbil-
dung 3.1 bereits nicht mehr analytisch 16sen. Abgesehen von speziell konstruierten Beispielen
ist dies nur noch fiir den Fall G = R? (bzw. G = R?) méglich. Ab der Hinzunahme eines dritten
reagierenden Teilchens ist fiir keine Wahl von G eine analytische Lésung moglich. Grund dafiir
ist jeweils die Tatsache, dass das Diffusionsproblem mittels Koordinatentransformation nicht
gleichzeitig in der Differentialgleichung und den Randbedingungen komplett faktorisiert werden
kann.

Daher ist es unmoglich, einen FPKMC-Algorithmus zu entwickeln, welcher auch nur das Zwei-
teilchenproblem in einem beschrinkten Gebiet G C R? (bzw. G C R3) mittels einer Sequenz
von diffusiven FP-Problemen in Protektionsgebieten G’ € R* (bzw. G’ C RY) 16st. Die Green-
Funktionen solcher Protektionsgebiete konnen nicht berechnet werden. Dies funktioniert nur fiir
den eindimensionalen Fall, in dem G ein Intervall und G damit ein rechtwinkeliges Dreieck ist,
wie [51] zeigt.

Dennoch ist es moglich Vielteilchensysteme, mithilfe von FPKMC-Algorithmen zu simulieren,
wie [50-52] zeigen. Um dies zu veranschaulichen, seien zu Beginn N Teilchen im Gebiet G
enthalten, welche alle miteinander reagieren kénnen. Dann wird jedem Teilchen ¢ ein eigenes
Protektionsgebiet G, C G zugeordnet, so dass alle Protektionsgebiete einen Mindestabstand
von der Reaktionsldnge d voneinander haben. Auflerdem sollten die Protektionsgebiete so ge-
wahlt werden, dass das kleinste der N Protektionsgebiete moglichst grofl ist.

Eine erste Moglichkeit, die Teilchen in der Zeit stochastisch nach vorne zu propagieren, besteht
im Sampeln des Teilchens, welches zuerst den Rand seines Protektionsgebiets erreicht, sowie der
zugehorigen Zeit. Kennt man die einzelnen FP-WDichten p;, der jeweiligen Gebiete, so ist dieses
Sampeln mittels der in Abschnitt 2.2.2 vorgestellten Routine moglich. Das so bestimmte Teilchen
fithrt gemaf seiner FPP-WDichte p; ein FP-Update zum Rand seines Protektionsgebiets durch.
Alle anderen Teilchen fiihren mittels ihrer jeweiligen NPP-WDichte p,, NP-Updates durch. An-
schlieBend beginnt der Prozess von vorne, indem jedem Teilchen ein neues Protektionsgebiet
zugeordnet wird. Abbildung 3.11 veranschaulicht dieses Schema graphisch.

Pro Systemupdate sind dabei N FP-Zeiten und N Positionen zu sampeln, was die Methode in
dieser Form hochgradig ineffizient macht fiir grofle N. Mittels der Chapman-Kolmogorov-Glei-
chung [72,85] lasst sich zeigen, dass es statistisch ebenso korrekt ist, nur das Teilchen, welches ein
FP-Ereignis durchfiihrt, in der Zeit zu propagieren, und die wahrend des Sampelns entstandenen
restlichen FP-Zeiten in einer , Priority-Queue® anzuordnen. Dem propagierten Teilchen wird ein
neues Protektionsgebiet zugeordnet, welches ebenfalls mindestens den Abstand d von allen ande-
ren Gebieten hat. Auflerdem wird fiir dieses neue Gebiet eine neue FP-Zeit gesampelt und in die
Priority-Queue eingeordnet. In der Folge wird immer das Element mit der kleinsten Zeit aus der
Priority-Queue entnommen, ein FP-Ereignis fiir das zugehorige Teilchen durchgefiihrt, ein neues
Protektionsgebiet fiir dieses Teilchen generiert und eine gesampelte FP-Zeit dieses neuen Ge-
biets der Priority-Queue hinzugefiigt. Abbildung 3.12(a) zeigt die beschriebene Vorgehensweise.
Obwohl dieses Verfahren deutlich effektiver ist als das zuvor beschriebene Versetzen jedes einzel-
nen Teilchens in jeder Zustandsdnderung, lasst sich dennoch nicht auf gelegentliche NP-Updates
eines Teilchens verzichten. Wird ein Teilchen in die unmittelbare Nahe des Protektionsgebiets
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Abbildung 3.11.: Graphische Darstellung der Wahl der Protektionsgebiete und der Teilchenpropagation:
Als Protektionsgebiete werden jeweils Kreise mit g = 0 verwendet. Diese sind so zu wdhlen, dass der
kleinste Kreis maglichst grof ist und der Abstand zwischen zwei Protektionsgebieten jeweils groffer oder
gleich d ist. Beginnend bei den dunkelblauen Teilchenpositionen (links) wird stochastisch Zeitpunkt und
Teilchennummer des ersten Teilchens, welches den Rand seines Protektionsgebiets erreicht, generiert.
Dieses Teilchen (4) durchlduft ein FP-Update an den Rand seines Protektionsgebiets. Fir alle anderen
Teilchen werden NP-Ereignisse generiert, so dass sich insgesamt alle Positionen neu ergeben (als hellblaue
Punkte dargestellt). Danach werden neue Protektionsgebiete gewdhlt (rechte Seite). Das erste Teilchen
(3), welches den zugehdrigen Rand erreicht, durchliuft erneut ein FP-Update, alle anderen dagegen erneut
NP-Updates. Die neuen Positionen sind nun durch grine Punkte markiert.

eines anderen Teilchens versetzt, so wire das néchste Protektionsgebiet des versetzten Teilchens
sehr klein. Damit wiirde sich die zugehorige FP-Zeit im Mittel weit vorne in der Priority-Queue
einreihen, da das mittels p, gesampelte Zeitinkrement klein wére. Fast sicher (im mathemati-
schen Sinn) wiirde daraus irgendwann eine Sequenz immer kleiner werdender Protektionsgebiete
desselben Teilchens, fiir die die Summe der Zeitinkremente trotz einer gegen Unendlich streben-
den Summandenzahl dennoch endlich bleibt. Der Algorithmus wiirde also stagnieren. Abbildung
3.12(b) zeigt das beschriebene Problem. Eine einfache Lésung des Problems besteht darin, dass
Teilchen, welche ndher an das Protektionsgebiet eines anderen Teilchens propagiert werden als
ein gewisser Abstand, ein NP-Ereignis in diesem Protektionsgebiet auslésen. Anschlielend wer-
den den zu diesem Update-Zeitpunkt bewegten Teilchen (eines durch FP-Ereignis, eines oder
mehrere durch NP-Ereignis) neue Protektionsgebiete derart zugeordnet, dass das kleinste der
gewahlten Protektionsgebiete moglichst grofl ist. Auch dieses partielle Durchfithren von NP-
Updates verfilscht die Statistik dabei nicht [51]. Die Vorgehensweise ist graphisch in Abbildung
3.12(c) dargestellt.

Der bisher konstruierte Algorithmus reicht jedoch noch nicht aus, um die Reaktion von Teilchen
zu simulieren. Da der Abstand der Protektionsgebiete zueinander immer grofler gleich d sein
wird, ist der Abstand zweier Teilchen immer gréfier als d (Abstand genau d hat Nullmafl). Daher
fithrt die Anndherung zweier Teilchen zwangslaufig immer zu Problemen. Die Folgen der Grofien
der beteiligten kleinsten Protektionsgebiete (mindestens zwei) werden gegen Null streben und
der Algorithmus durch das Erzeugen immer kleinerer Zeitinkremente stagnieren. Angenommen,
in der unmittelbaren Umgebung der beiden betrachteten Teilchen befinden sich keine weiteren
Teilchen, dann ist das Problem nach [60] u.a. durch die Transformation auf die Koordinaten

r = ry—rgp, (3.91)

DB DA
R = ([7ora+y/—n 92
Dy AT\ Dy tP (3.92)

effizient zu l6sen, wobei r4 und rp die Ortsvektoren der beteiligten Teilchen darstellen. In den
Koordinaten r und R ergibt sich nach Transformation des Laplace-Operators jeweils eine diffu-
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Abbildung 3.12.: Graphische Darstellung der optimierten Wahl der Protektionsgebiete und der Teil-
chenpropagation: Die Ungleichungskette in jeder Graphik zeigt die Reihenfolge der Priority-Queue an. Die
Kreise um die Teilchen stellen das in diesem Zustand giiltige Protektionsgebiet dar. Die unterschiedliche
Einfarbung der Teilchen und Zeiten deutet an, wie oft ein Teilchen bereits bewegt worden ist. (0: dun-
kelblau, 1: hellblau, 2: grin, 3: braun). (a) Darstellung der Zustandsinderungen innerhalb des FPKMC-
Algorithmus. Nur das Teilchen (erster Eintrag der Priority-Queue), welches ein FP-Update durchliuft,
wird propagiert. (b) Problem im Fall ausschlieflicher Propagation von Teilchen mit FP-Updates. Teilchen
2 wird in Schritt (vii) nahe an das Protektionsgebiet von Teilchen 5 herangefiihrt, woraus die Zuweisung
eines sehr kleinen neuen Protektionsgebiets und einer sehr kleinen FP-Zeit folgt. Daher wird Teilchen 2
in Schritt (viii) direkt wieder bewegt, und der Algorithmus droht zu stagnieren. (¢) Losung des Problems:
Zusdtzlich zum FP-Update in (b,vii) fihrt Teilchen 5 ein NP-Ereignis durch. Anschlieffend werden beiden
Teilchen Protektionsgebiete zugeordnet und zugehorige FP-Zeiten in die Priority-Queue eingefiigt.

sive Bewegung mit der Diffusionskonstanten D4 + Dp.

Fiir den Relativvektor r gilt zu Beginn ||r|| > d. Ein FP-Prozess der Relativkoordinate von au-
Ben kommend zum Kreisrand (bzw. Kugelrand) mit Radius d ist daher gleichbedeutend mit der
Reaktion der betrachteten Teilchen. Wird jedoch R oder der Relativvektor r zu grof3, so kann
es dazu kommen, dass mindestens ein Teilchen in den Koordinaten r4 und rp unbemerkt eine
Position erreicht hat, welche ldngst zu Reaktionen mit anderen Teilchen (oder dem Gebietsrand)
gefithrt haben konnte. [60] bricht daher die Diffusion in den Relativkoordinaten spétestens ab,
sobald R einen Abstand Rgr von der urspriinglichen Startposition weg ist oder ||r|| > R, gilt.
Die Radien Ry und R, sind dabei so zu wahlen, dass es in den urspriinglichen Koordinaten
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nicht zur Uberlappung mit anderen Protektionsgebieten kommt. In der Koordinate R handelt
es sich also um einen FP-Prozess eines in der Mitte einer Kugel mit Radius R startenden Teil-
chens, welcher extrem schnell zu sampeln ist. In r handelt es sich jedoch um eine Kugelschale
mit innerem Radius d und duflerem Radius R,. Obwohl eine Green-Funktion fir dieses Gebiet
mit beidseitig absorbierenden Kugeloberflichen berechenbar ist, ist das Sampeln der zugehori-
gen WDichten derart aufwéndig, dass [60] fiir diesen Prozess die Approximation durch einen
klassischen Random-Walk mit kleinen Schritten nutzt. Alternativ wére hier, wie in dhnlicher
Situation in [53] geschehen, das speicherplatzintensive Tabellieren der WDichten und ein daraus
resultierendes approximatives Sampeln moglich.

In dieser Arbeit soll jedoch ein anderer, algorithmisch einfacherer Weg beschritten werden. Da
weder die Dichte der Teilchen noch ihre absolute Anzahl sehr grof3 sein werden, ist der effizi-
ente Umgang mit Teilchen-Teilchen-Reaktionen weit weniger wichtig als der effiziente Umgang
mit Gebietsrdndern und das schnelle Sampeln der WDichten py, py und p,. Dariiber hinaus ist
es unklar, ob die nun vorgeschlagene Methode fiir die instantane Reaktion zweier Teilchen bei
gleicher Approximationsgiite wirklich langsamer ist.

Ahnlich zu der Vorgehensweise der Randapproximation wird die Reaktion im Abstand d durch
die Wahl eines Parameters € und dem erstmaligen Auftreten eines Teilchenabstands |[ra —rp|| <
d+ ¢ (im Anschluss an ein Zustandsupdate) approximiert. Auch hier kann die Giite der Appro-
ximation mithilfe des Parameters € kontrolliert werden. Typischerweise ist in den Simulationen
dieser Arbeit ¢ ~ 107* . d gewihlt worden. Dariiber hinaus ist zusétzlich immer kontrolliert
worden, dass ein weiteres Absenken des Wertes € die Simulationsergebnisse nicht jenseits der er-
wartbaren stochastischen Fluktuationen verdndert. Daher wirkt sich diese Approximation dank
der gewahlten Giite nicht auf die Resultate aus.

Das Video V.3 veranschaulicht die Vorgehensweise des Algorithmus, welcher auch die FPKMC-
Daten zu Abbildung 3.2 erzeugt hat, anhand eines Samples fiir die paarweise Reaktion zweier
Spezies mit je 20 Teilchen in einem Rechteck. Ein Sample der gleichen Reaktion in einer ellip-
tischen Geometrie ist im Video V.4 zu sehen. Insbesondere kann dort auch die Approximation
des Ellipsenrands mittels Kreissektoren beobachtet werden.

Wie in diesem Abschnitt ndher erldutert ist, wird das Problem reagierender Mehrteilchensysteme
methodisch auf die Diffusion einzelner Teilchen innerhalb ihrer jeweiligen Protektionsgebiets
zuriickgefiihrt. Daher ist es algorithmisch auch fiir Mehrteilchensysteme moglich, zusatzlich eine
allgemeine externe Reaktionsrate k (r,t) zu berticksichtigen, indem man innerhalb der einzelnen
Protektionsgebiete auf die Verfahren aus Abschnitt 3.4 zuriickgreift.

3.6. FPKMC-Algorithmus fiir ortsabhangige
Diffusionskonstanten

Fiir eine allgemeine ortsabhéngige Diffusionskonstante D(r) kennt man fiir keine Wahl eines
Gebiets G’ die zugehorige Green-Funktion Pp (r,t|rg, to), welche die Diffusionsgleichung

8PD (I’, t|I‘0, to)
ot

=V, (D(r) V. Pp (r,t\ro,to)) (3.93)

16st. Daher ist es im Allgemeinen nicht méglich, die Werkzeuge der vorangegangenen Abschnitte
dieses Kapitels anzuwenden, um in statistischer Ubereinstimmung mit Gl. (3.93) Tupel (r,t) zu
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sampeln.

Falls D(r) auf der Groflenordnung der gewéihlten Protektionsgebiete G’ nahezu konstant ist,
kann man individuell fir jedes gewihlte G’ eine mittlere Diffusionskonstante Deg berechnen
und den stochastischen Prozess dadurch approximieren. Da die Groie der Gebiete G’ frei wahl-
bar ist, kann man iiber die Wahl der Gebietsgrofie die Giite der Approximation steuern. In vielen
Féllen wiirden dann jedoch Gréfenordnungen erreicht, welche den Effizienzvorteil des FPKMC-
Algorithmus gegeniiber einem Random-Walk in Frage stellen.

Falls D(r) jedoch bereichsweise konstant ist, also G sich in zwei oder mehrere Bereiche mit
jeweils konstanter Diffusion zerlegen ldsst, so gibt es eine Mdoglichkeit FPKMC-Algorithmen
effizient anzuwenden. Im Rahmen der Promotion ist in [4] ein Modell mit einer solchen bereichs-
weise konstanten Diffusion fir die Bewegung von NK-Zellen entworfen worden. Kapitel 6 wird
dieses kooperative Projekt inhaltlich vorstellen.

Die methodische Vorgehensweise ist dhnlich zur Approximation krummliniger Rdnder in Ab-
schnitt 3.3.3.1. Das gewéahlte Protektionsgebiet G’ darf zwar Bereiche mehrerer Diffusionskon-
stanten enthalten, ragt allerdings in die Bereiche, in denen der Startpunkt nicht liegt, nur um eine
Distanz ¢p hinein. Die Diffusion innerhalb des Gebiets G’ geschieht dann mit der am Startort
giiltigen Diffusionskonstanten. So ist es einerseits moglich, innerhalb der gewéihlten G’ zwischen
den Gebieten unterschiedlicher Diffusion hin und her zu wechseln. Andererseits kontrolliert die
Wahl von ep die Giite der Approximation. Dabei gilt es zu beachten, dass ep nicht nur von
den Groflenskalen in G abhéngen sollte, sondern auch von dem Verhéltnis D;/Dy. Je weiter
sich dieser Wert von 1 entfernt, desto kleiner sollte ep gewéhlt werden. Eine kleinere Wahl von
ep erhoht dabei die im Mittel benotigte Anzahl an Protektionsgebieten G’ und kostet somit
etwas mehr Zeit in der Ndhe der Bereichsgrenzen. Abbildung 3.13 visualisiert die beschriebene
Vorgehensweise anhand der bereits zuvor gewéhlten zweidimensionalen Beispielgeometrie fiir
ein einzelnes Teilchen. Die Videos V.6 (vgl. [4], Zusatzmaterial) und V.7 veranschaulichen die
Vorgehensweise des Algorithmus anhand zweier Samples fiir das in Kapitel 6 nidher erlauterte
Setup.

Abbildung 3.13.: Graphische Darstellung der Wahl der Protektionsgebiete fiir Bereiche verschiedener
Diffusionskoeffizienten D1 # Ds: Die Sequenz (i)-(v) zeigt die aufeinanderfolgende mdagliche Wahl von
Protektionskreisen. Dabei ragt das gewdhlte Protektionsgebiet nie weiter als ep in den nicht zum Start-
punkt r; (i € {0, 1, 2, 3, 4}) gehérenden Bereich hinein.
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4. Effiziente Methoden fiir das Sampeln der
Wahrscheinlichkeitsdichten pg, pf und p,

Von entscheidender Bedeutung fiir die Effizienz des FPKMC-Algorithmus ist die Fahigkeit die
auftretenden WDichten py, p, und py schnell sampeln zu konnen. Dies gilt insbesondere fiir
die WDichten der am haufigsten verwendeten Protektionsgebiete. In drei Dimensionen sind das
Quader mit beliebigem Startpunkt und Kugeln bzw. Kugelsektoren mit 7o = 0. In zwei Dimen-
sionen werden Rechtecke mit beliebigem Startpunkt und Kreise bzw. Kreissektoren mit rg = 0
verwendet. In einer Dimension sind es Intervalle mit beliebigem Startpunkt, auf deren Grund-
lage letztendlich auch alle WDichten innerhalb eines Rechtecks bzw. Quaders zu sampeln sind,
in analoger Vorgehensweise zu dem diskutierten Beispiel in Abschnitt 2.2.2.

Leider ist in allen diesen Féllen schon die Evaluation der beteiligten WDichten rechenaufwéndig,
da es sich um unendliche Reihen mit nicht trivialen Summanden handelt. Fiir den zweidimen-
sionalen Fall des Kreises bzw. Kreissektors wird sich dieses Problem als besonders gravierend
erweisen. Ein direktes Anwenden der in den Abschnitten 2.1.3 und 2.1.4 vorgestellten Metho-
den ist daher extrem ineffizient: Die Inversionsmethode bedarf in allen Féllen einer numerischen
Invertierung der Verteilungsfunktion F, da analytische Ausdriicke fiir F~! fehlen. Die Verwer-
fungsmethode wird bisher durch die Verfiigbarkeit geeigneter, schnell zu sampelnder Hilfsdichten
pr mit kleiner Hilfskonstante k£ > 1 und die verhéltnismé8ig lange Evaluationszeit der beteiligten
WnDichten eingeschrankt.

Die Publikationen [50-55] stellen Methoden vor, um fiir einige wenige obiger Protektionsgebiete
WnDichten zu sampeln. Jedoch liegt der Fokus in diesen Publikationen nicht auf dem effizienten
Sampeln der bendtigten Zufallszahlen, sondern auf der Présentation der {ibergeordneten Monte-
Carlo-Algorithmen.

Aus Mangel an guten, bereits existenten Algorithmen fiir die meisten der benétigten WDich-
ten sind daher im Rahmen dieser Promotion duflerst effiziente Algorithmen zum Sampeln aller
haufig bendtigten WDichten entwickelt und in einer C++-Bibliothek zusammengefasst worden.
Diese ist inklusive eines englischsprachigen Handbuchs auf der beigefiigten DVD im Ordner
,prob_densities_and_rand_generators__diffusion® zu finden. Alle diese Algorithmen sind
vom Autor dieser Dissertation entwickelt und implementiert worden. An der Mitgestaltung des
Handbuchs und der ausfiihrlichen Kontrolle aller Implementierungen haben Yannick Schroder
und Matthieu Mangeat mitgearbeitet. Nachfolgend sollen diese Algorithmen, welche auszugs-
weise bereits in [3] publiziert sind, nun vorgestellt werden.

Haufig erweist es sich dabei als vorteilhaft die Variable(n) und Parameter der WDichte mit
charakteristischen Léngen- und Zeitskalen zu entdimensionalisieren. Um die dimensionslosen
WDichten auch ohne das Betrachten der Argumente direkt von den dimensionsbehafteten WDich-
ten unterscheiden zu koénnen, gilt in diesem Kapitel folgende Konvention: Der Buchstabe ,,p“
wird ausschliefflich fiir dimensionsbehaftete WDichten verwendet, wohingegen 0% fiir die di-
mensionslosen WDichten Verwendung findet.

4.1. Kugel und Kugelsektor mit 7o = 0 und absorbierendem
Rand bei r = R

Die im Rahmen dieser Arbeit vorwiegend genutzten Protektionsgebiete sind Kugeln und Kugel-
sektoren mit absorbierendem Rand bei » = R und Anfangsbedingung ro = 0. Die zugehdrigen
Green-Funktionen und die daraus resultierenden WDichten py, p¢ und p;, sind in Anhang A.4.1.2
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und A.5 ausfithrlicher dargestellt.

4.1.1. Sampeln der FP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,(t)

Fiir beide Geometrien (Kugel, Kugelsektor) ist die FP-WDichte py(¢) identisch, daher kann der
in diesem Abschnitt entwickelte Algorithmus in beiden Fillen Verwendung finden.

Die einzigen beiden Parameter der FP-WDichte py(¢) sind die Diffusionskonstante D und der
Kugelradius R. Daher stellt R?/D eine charakteristische Zeitskala dieses FP-Problems dar. De-
finiert man also eine neue Zufallsvariable

D
so muss die zugehorige WDichte gp(7) parameterfrei sein. Konkret ergibt sich mithilfe des Trans-
formationssatzes in Gl. (2.1)
R? R?
4.2
(1) = 3 Pb(D >, (4.2)

woraus man durch explizites Einsetzen in die entsprechenden WDichten in Gl. (A.104) (bzw.
Gl. (A.124)) und Gl (A.105) (bzw. Gl. A.125)) die beiden dquivalenten, parameterfreien Rei-
hendarstellungen erhalt:

oy (1) = 27r2§:(— 2 exp( 7r2n27) , (4.3)

12
o5 (r) = 2\/7?722(21{—1) ~2r) exp< (2"/‘471)> _ (4.4)

Dabei wird hier und im Rest des Kapitels die auch in Anhang A verwendete Konvention ge-
nutzt, dass Reihen, welche schnell fiir grofle 7 konvergieren mit dem oberen Label ,, > markiert
werden. Reihen, welche schnell fiir kleine 7 konvergieren, werden dagegen mit dem oberen Label
,<“ gekennzeichnet. Steht kein Label an einer Funktion, so handelt es sich um eine von der
Reihendarstellung unabhéngige Aussage.

Die Kenntnis der charakteristischen Zeitskala und das damit einhergehende Verschwinden beider
Parameter (R und D) erweist sich in mehrfacher Hinsicht als vorteilhaft. Zum einen ist es in
diesem Abschnitt deswegen moglich eine effiziente Verwerfungsmethode mit einer parameterun-
abhéngigen Hilfsdichte anzugeben. Zum anderen entfallen die Multiplikationen und Divisionen
mit D und R innerhalb der Berechnung der WDichte komplett, woraus ebenfalls ein Geschwin-
digkeitsvorteil resultiert. Daher ist es effizienter, Zufallszahlen 7 geméafl der WDichte g, zu ge-
nerieren und mittels ¢ = %2 7 in Zufallszahlen der urspriinglichen WDichte zu reskalieren. Da in
Abbildung 4.2 die WDichte g,(7) in Verbindung mit noch einzufithrenden Groéflen aufgetragen
ist, wird an dieser Stelle auf eine graphische Anschauung verzichtet.

Obwohl sich die zu g zugehorige Verteilungsfunktion in der Form
Fy(1) =94 (0, exp(—wQT) ) (4.5)
durch die Jacobi-Theta-Funktion 1,4 [82] darstellen lésst, gibt es keinen expliziten analytischen

Ausdruck fiir das Inverse dieser Funktion. Die Inversionsmethode wiirde daher selbst unter Ver-
wendung groflerer praevaluierter Tabellen noch mehrere Evaluationen von Fy(7) erfordern, um
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innerhalb der numerischen Genauigkeit exakt sampeln zu kénnen. Deswegen ist eine besonders
effiziente Verwerfungsmethode entwickelt worden, welche im Rahmen der numerischen Genau-
igkeit nicht nur exakt ist, sondern dank minimalem Tabellieren notwendiger Stiitzstellen auch
extrem schnell ist.

Obwohl die nachfolgende Methode in tiber 85% der Félle ohne die verhaltnisméfig lange Eva-
luation von g auskommen wird, muss doch gelegentlich auf diese zuriickgegriffen werden. Folg-
lich ist zuerst die Frage zu beantworten, bei welchem Summanden die Reihen (4.3) und (4.4)
abgebrochen werden kénnen und fiir welchen Wert von 7 zwischen der Langzeit- und der Kurz-
zeitdarstellung gewechselt wird. Nachfolgende Funktion gewéhrleistet die nétige Genauigkeit fiir
alle praktischen Anwendungen:

nmax(T)
w YD ep(—rtnir) L r2
num n=1
o) = Fimax (7) (4.6)
max (T 2
s & (k=1 2r)ep(~ B2 ran

mit 7 = 0.25 und den abschnittsweise konstanten Funktionen

4 € |1w; 0.3
3 TE [[(7)-3‘0 6[[ 3, 7T €[0.125; 7]
Mmax () = 40 T DRl (1) =42, 7€ [0.04;0.125] . (4.7)
2 , 7€][0.6;1.5] . € 10:0.04]
, TEJ00.
1, 7ell5o00]

Nutzt man diese Wahl, so gilt, wie in Abbildung 4.1 zu sehen ist, fiir die relative Abweichung

|ov(7) — 0" (7)]

<1078 V7r>0. 4.8
05(T) (4.8)

Folglich sind diese Ergebnisse exakt innerhalb aller standardméfig verwendeten Gleitkomma-
darstellungen von C/C++. Es miissen daher maximal 4 Summanden von g,(7) berechnet werden.

Fur die erfolgreiche Verwendung der Verwerfungsmethode muss, wie in Abschnitt 2.1.4 be-
schrieben, eine Hilfsdichte gp(7) und eine Hilfskonstante & > 1 (so klein wie moglich) mit
kon(t) > op(7) V7 € RT gefunden werden. AuBerdem muss es moglich sein, sehr schnell Kan-
didatenzufallszahlen geméaf oy (7) zu erzeugen.

Zu diesem Zweck wird o5 (7) auf R{ in N Intervalle [r;, 7;+1[ mit
79=0 und 7Ny =00 (4.9)

zerlegt. Auf den ersten N — 1 Intervallen soll g (7) dabei abschnittsweise konstant sein, d.h.

on(r) = % Vr € [ri,7i41), i €{0,...,N =2} mit (4.10)
pi = max op(7) (4.11)
[7i,Ti41]

und einer an spéterer Stelle noch zu bestimmenden, normierenden Konstanten k, welche kon-
struktionsbedingt auch die kleinstmogliche Hilfskonstante der Verwerfungsmethode darstellt und
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0.04 0.125 Tw .
x‘kaax; kmax ; km‘ELX i nmei;("‘, nm‘lX § nmax é nmax
=1 =21 =3 =47 =3 P, =2 1 =1
E v H v I T T T g 1 T T é
10-20 L i : D
10-30 L
1070} a
I Lo (1) —0p™™ ()]
o(7)
10-50 L 10718 \
10-60 L
10 : : : : : ] :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1.4 1.5 1.6

T

num

Abbildung 4.1.: Graphische Darstellung der numerischen Giite von op"™(7): Der Betrag der relativen
Abweichung (rot) von op"™(T) zu ob(7) ist logarithmisch aufgetragen. Die zeitabhingige Wahl der Rei-
hendarstellung in Gl. (4.6) und die variierende Summandenzahl in Gl. (4.7) gewdhrleisten eine relative
Abweichung kleiner 10718 (griin) fiir alle Zeiten T.

damit die ideale Wahl der Hilfskonstanten ist. Die Lénge des ersten Intervalls 1, 71] definiert
eine Konstante 19)
4.9
Q= (11 —70) po =" T1po, (4.12)
welche durch die abschnittsweise Konstanz von gy, gerade k f:o ' op(7)dT entspricht. Um die zu-
gehorige Verteilungsfunktion Fj, an spéterer Stelle schnell invertieren zu kénnen, soll gy (7) auf
jedem Teilintervall das gleiche Gewicht bekommen. Die nachfolgenden 7; (2 < i < N —1) werden
daher eindeutig iiber die implizite Gleichung

(i1 —m) pi=Q  Vie{l,.,N -2} (4.13)

bestimmt. Da p; nach der definierenden Gl. (4.11) auch eine Funktion von 7,41 ist, kann GL
(4.13) nicht nach 7,41 aufgelost werden, sondern alle 7; (1 < ¢ < N — 1) und die zugehérigen
pi (1 < i < N — 1) miissen iterativ in aufsteigender Reihenfolge evaluiert werden. Um den
schidlichen Einfluss einer Fehlerfortpflanzung innerhalb der Iteration zu vermeiden, ist dies mit
einem erweiterten Gleitkommatyp unter Verwendung der Software Maplel6 (Digits:=200:) [86]
geschehen. Das garantiert eine numerische Exaktheit in den Werten von 7; und p;, die weit iiber
der Gleitkommadarstellung in C/C++ liegt. Da diese Berechnung nur einmal gemacht werden
muss, um die Werte anschlieend in der Implementierung fest zu verankern, ist die lange Laufzeit
fiir diese Berechnung unerheblich.

Fiir das abschliefende Intervall [rn_1; 00 wird op(7) = m gewahlt. Als Konsequenz

ist die Wahrscheinlichkeit jedes Intervalls gegeben durch

/.Ti+1 drop(T) = % . (4.14)

Da es insgesamt N Intervalle sind, fordert die Normierung von g, dass

k=N-Q (4.15)
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gilt. Zusammengefasst ergibt sich damit

g , T € [10;71]
B , T € [11;72]
o(r) = ; ; , (4.16)
pNTZ , TETN_2;TN-1]
1
NetTaw 2 0 T2 TN

d.h. insbesondere, dass jedes Intervall die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/N hat. Abbildung 4.2
veranschaulicht die Konstruktion von gy, fiir die Wahl 73 = 0.038 (— N = 25) und 7 = 0.025
(— N = 332). Letztere wird in der Implementierung verwendet.

6 :
o(7)
5| N=25:k-on(1) |
N =332 : k-on(r)
4r 0.06 — " " E
3+t 0.04 1 g
: Abbildung 4.2.: Erlduterung der Definition
2 ] 1 won gp(7) fiir die Fille 1 = 0.038 (= N = 25)
| und 71 = 0.025 (= N = 332). Der Fall N = 25
1 1.2 .16 2 1 ist nur zur graphischen Verdeutlichung konstru-
\zoom iert worden. N = 332 wird in der Implementie-

0 0.2 0.4 . 0.6 0.8 1

rung genutzt.

Die zugehorige Verteilungsfunktion ist gegeben durch

) Bor , T € [10;71]
g-i—?ET—ﬁ; , TeF—l;TQ{
=+ 20r-mn T € [19;73
N k ) )
Fu(r)= : (4.17)
=24 pNT’Q(Z'—TN—z) , TE[TN_2;TN-1]
L s vy : TZTN-1

Da jedes Intervall die gleiche Wahrscheinlichkeit von 1/N hat, kann F}, extrem schnell fir eine
beliebige ranjo;1-verteilte Zufallszahl r.,,q invertiert werden. Der natiirlichzahlige Anteil m €
{0,..., N — 1} des Produkts 7¢ang - N verweist sofort auf das Intervall [7,,; Ty41[, d.h.

m = |Tcand - V] (4.18)

mit der auf ganze Zahlen abrundenden Floor-Funktion |z| = max (k € Z |k < ) [87). Der Kan-
didat 7 ist dann gegeben durch die Invertierung von Gl. (4.17) im m-ten Intervall:

(4.19)

o (rcand—%>-ﬁ+7'm , me{0,...N —2}
¢ TN—1_1+ﬁ ,m:N—l

1 _rcand)

Zum Erzeugen eines Kandidaten 7, werden neben der gleichverteilten Zufallszahl von rc,,q daher
nur 6 elementare Rechenoperationen benétigt (Produkt in Gl. (4.18) und die Evaluation
von Gl. (4.19)), was den Algorithmus bis hierher extrem schnell macht.
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Obige Wahl von 7 = 0.025 (Abbildung 4.2) fithrt zu @ = 0.003078..., N = 332 und nach
Gl. (4.15) zu k = 1.02... . Mit einer Verwerfungsrate von rund 2 % ist das Sampeln daher
sehr effektiv. Auflerdem entsprechen die ca. 670 zu implementierenden Gleitkommazahlen einem
Speicherbedarf von weniger als 5.5 kB.

Wie in Abschnitt 2.1.4 erldutert, entscheidet bei der Verwerfungsmethode der Vergleich des Quo-
tienten op(7c)/ (kon(7c)) mit einer ramjo; i-verteilten Zufallszahl r.; dartiber, ob der Kandidat 7.
akzeptiert oder verworfen wird. Im Vergleich zum bisherigen numerischen Aufwand wére jetzt
die Evaluierung (des Zahlers) dieses Quotienten duferst zeitraubend (siehe Gl. (4.6)). Der exakte
Wert des Quotienten interessiert jedoch gar nicht, sondern nur die Eigenschaft grofier bzw. klei-
ner gleich 7 zu sein. Mithilfe der Transitivitdt der Ordnungsrelation (a <b A b<c = a <c¢)
lasst sich, wie im Folgenden gezeigt wird, die Evaluation von gy/(kop) meist vermeiden. [88]
stellte diese Idee 1977 unter dem Namen ,Squeeze“ (dt.: Einschniren) erstmals im Rahmen ei-
nes Zufallszahlengenerators zur Erzeugung schneller Zufallszahlen geméfl der Gammaverteilung
vor. Eine allgemeine Beschreibung der Idee ist u.a. in [65] ab Seite 53 zu finden.

Abbildung 4.3 zeigt den Akzeptanzquotienten gp,/(k- 0p). Ungefihr 90% der erzeugten 7. werden
in dem Intervall [0.05;0.354] liegen, in dem der Akzeptanzquotient immer grofer als 0.95 ist.
Folglich kann in diesem Intervall ein Kandidat direkt akzeptiert werden, ohne oy zu evalu-
ieren, falls rj < 0.95 (Transitivitdt). Folglich muss g, nur in 1 —0.95-0.9 = 15 % der Falle
evaluiert werden. Natiirlich lasst sich dieser Anteil noch verkleinern, indem weitere untere Gren-
zen fiir den Quotienten fiir 7 > 0.354 bestimmt werden. Der Einfluss auf die Laufzeit wére
allerdings verschwindend gering, da bereits 90% aller Kandidaten (gewichtet mit der Héufigkeit

ihres Auftretens) abgedeckt werden.

1 y T T T
095 ' ¢ 0v(7)
ko (7)
0.8 | T
0.6
04 L Abbildung 4.3.: 90% aller Kandidaten 7.
- werden innerhalb des Intervalls [0.05 : 0.354]
%L;(ffy vorgeschlagen. Der Quotient op(7c)/(k on(7c))
0.2 4@?) o on(7) ist innerhalb dieses Intervalls grofier als 0.95.
L / Daher kann jeder Kandidat innerhalb dieses
o . % i Intervalls fiir rvo; < 0.95 direkt akzeptiert wer-
0 02 04 0.6 den.
0.05 0.354

An dieser Stelle soll der Gesamtaufwand zum Sampeln von g, abermals zusammengefasst wer-
den: Die Verwerfungsrate (k — 1)/k betragt nur ca. 2 %. Pro Kandidat 7. bendtigt man neben
der Generierung zweier gleichverteilter Zufallszahlen (rcand, 7rej) nur 6 elementare Rechenope-
rationen und im Schnitt weniger als 0.4 Summanden in den Reihen aus Gl. (4.3) bzw. Gl. (4.4).
Die C++-Implementierung ,rand_fpt__absorb_sphere_r0_eq_0.cpp* (siche DVD) bendtigt
auf einem 3.4 GHz Prozessor rund 35 Sekunden, um 10° Zufallszahlen 7 zu generieren. Ungefihr
14 Sekunden davon werden bereits zur Generierung der ranjo; 1-verteilten Zufallszahlen r.,,q und
rej unter Verwendung des Mersenne-Twisters (vgl. [63,64], ,gsl_rng _mt19937%) benéttigt. Um
die Gesamtlaufzeit einordnen zu koénnen, sei zum Vergleich angemerkt, dass die Polarmetho-
de zum Erzeugen normalverteilter Zufallszahlen in der Implementierung der Numerical Recipes
[84] mit rund 34 Sekunden ungefihr gleich schnell ist. Um die Korrektheit aller numerischen
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Praevaluationen mittels Maplel6 und der anschlieBenden Implementierung abschlieend zu ver-
deutlichen, ist in Abbildung 4.4 fiir Ny = 102 Samples die relative Trefferhdufigkeit hs[op](7)
des Intervalls [T — %; T+ %] im Vergleich zur WDichte g,(7) und der Intervallwahrscheinlichkeit

Blalr) = [ dra) (1.20)

)

»

dargestellt. Die Fehlerbalken im eingebetteten Graphen entsprechen dem 95% Konfidenzinter-

vall, also
1.96+/1 — Ps[op](7)
£ N - 1B lal() 2y

fiir die erwarteten relativen, stochastischen Fluktuationen. Da die Gréfle von g, und damit auch
Pslop] stark in 7 schwanken, variiert auch die (relative) stochastische Fluktuation. Obwohl die
griine Kurve hier (zufilligerweise) alle Fehlerbalken schneidet, deuten die wenigen Ausreifier in
dhnlichen Diagrammen an spéterer Stelle nicht auf einen Fehler hin. Pro Fehlerbalken besteht
bei vollkommen exakter Handhabung eine Chance von 1-95%=5%, um tiber bzw. unterhalb der
griinen Kurve zu liegen. Bei 25 Balken pro Diagramm ergibt das durchschnittlich mehr als einen
Fehlerbalken pro Diagramm, welcher auflerhalb erwartet wird.

( hales) ()~ Psen] (r) ) 1
Ps[ob]() |

M Abbildung 4.4.: Fiir N, = 10'2 erzeugte FP-

I Zufallszahlen T ist die aus der relativen Hdufig-

I ]\ [ H keit hslop)(T) mit § = 0.001 konstruierte WDich-

{1 te (rote Punkte) zusammen mit o, (grine Li-

nie) aufgetragen. Im eingebetteten Graphen ist

fir 6 = 0.04 die relative Abweichung der rela-

tiven Hdufigkeit eines Histogrammintervalls ge-

gen den berechneten Wert Ps|op)(T) aufgetragen

(rot). Die Abweichungen entsprechen den er-

warteten stochastischen Fluktuationen um Null

0.4 0.6 0.8 p (grin).

4.1.2. Sampeln der FPP-Wahrscheinlichkeitsdichte ps(r)

Im Gegensatz zu der im vorherigen Abschnitt diskutierten FP-WDichte py, ist die FPP-WDichte
p¢(r) einer Kugel nicht identisch mit der FPP-WDichte pf(r) eines Kugelsektors. Daher werden
beide Fille nachfolgend getrennt behandelt.

4.1.2.1. Kugel

Der Startradius rg = 0 bedingt, dass der Ort des FP-Ereignisses auf der Kugeloberfliche gleich-
verteilt ist, unabhingig vom Zeitpunkt des Ereignisses. Das Sampeln gleichverteilter Punkte
auf der Kugeloberfliche ist ein seit langem gelostes Standardproblem. So benétigt z.B. die in
[89] im Jahre 1972 vorgestellte Methode im Mittel nur 8/m ~ 2.55 gleichverteilte Zufallszahlen
und die Berechnung einer Wurzel, um gleichverteilt ein Tupel (z,y,z) auf der Einheitskugel
zu generieren. Die wenigen restlichen Operationen sind triviale Additionen, Subtraktionen und
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Multiplikationen. Insbesondere kommt diese Methode géanzlich ohne die vergleichbar zeitaufwén-
dige Berechnung trigonometrischer Funktionen aus.

Fiir die Simulationen dieser Arbeit ist jedoch das in Algorithmus 9 vorgestellte Verfahren ge-
wéahlt worden, da eine leichte Modifikation davon auch im néchsten Abschnitt anwendbar sein
wird. Es benotigt nur zwei gleichverteilte Zufallszahlen, muss dafiir jedoch zusétzlich zwei trigo-
nometrische Funktionen auswerten. Die Funktionsweise von Algorithmus 9 ist dabei folgende:

Algorithmus 9 Gleichverteilung auf Kugeloberfliche

24 1—2-ranjp;1 ;
© < ranjo;1[ - 2T ;
Toy < R - m;
X 4= Ty - COS() ;

Y < Tay - sin(e) ;
z+ R-z;

return (z,y, 2) ;

Fiir die z-Koordinate in Kugelkoordinaten gilt z = cos ). Basierend auf der FPP-WDichte

ps(9) = Sinzw) , Ve 0] (4.22)

des Polarwinkels einer Gleichverteilung auf der Kugeloberfliche (Gl. (A.106)) ergibt sich dar-
aus eine auf dem Intervall [—1;1] gleichverteilte z-Koordinate. Dies sampelt die erste Zeile des
Algorithmus. Anschlieflend wird gleichverteilt der Azimutalwinkel ¢ gesampelt. Der Rest ist
einfache Geometrie. Die Implementierung ,,random_position_update_absorb_sphere_r0_eq_
0.cpp“ (siche DVD) benétigt ca. 18 Sekunden auf einem 3.4 GHz Prozessor fiir 10° Zufallspo-
sitionen.

4.1.2.2. Kugelsektor mit Polarwinkel ®
Die FPP-WDichte in Gl. (A.126) fir den Polarwinkel des FP-Ortes lautet in diesem Abschnitt

pfw):% . 90,0 (4.23)

Daraus ergibt sich eine auf dem Intervall [cos ©; 1] gleichverteilte z-Koordinate, welche die erste
Zeile von Algorithmus 10 sampelt. Der Rest ist identisch mit Algorithmus 9. Insbesondere stellt
Algorithmus 9 nur den Spezialfall von ® = 7 dar. Die Implementierung ,,random_position_
update_spherical_sector_refl_at_Theta__absorb_at_R__r_0_eq_0.cpp“ (sieche DVD) be-
nétigt ca. 19 Sekunden auf einem 3.4 GHz Prozessor fiir 10° Zufallspositionen.

Algorithmus 10 Gleichverteilung auf der Kappe des Kugelsektors

z4 1—(1—cos(0)) -rano ;
Q4 ranjo;1[ - 27

Tay < I V1—22;

T 4= Ty - cOS() ;

Y < Tay - sin(p) ;

z+ R-z;

return (z,y, 2) ;
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4.1.3. Sampeln der radialen NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,(r|t)

Im Fall eines NP-Ereignisses sind die WDichten der Winkel ¢ und 9 aus Symmetriegriinden
(ro = 0) ebenfalls unabhéngig vom Radius 7 und identisch mit denen des vorherigen Abschnitts,
d.h. ¢ ist gleichverteilt auf dem Intervall [0,27[ und fir ¢ gelten die WDichten in Gl. (4.22)
bzw. in Gl. (4.23). Nach dem Sampeln eines Radius r geméf} der radialen NPP-WDichte p,, (r|t)
wird der Ort des NP-Ereignisses erneut durch die Algorithmen 9 und 10 generiert. Einzig der
Kugelradius R ist dort durch den gesampelten Radius r auszutauschen.

Die NPP-WDichten py,(r|t) sind fiir beide Protektionsgebiete (Kugel und Kugelsektor) identisch,
weshalb der nachfolgend vorgestellte Algorithmus beide Fille abdeckt.

Analog zu der charakteristischen Zeitskala wird hier die charakteristische Lingenskala R ver-
wendet, was zu der dimensionslosen Lénge

t=—r (4.24)
fiihrt. Deren WDichte ist dann gegeben durch
R2
o) = R (e | 7)) (4.25)

woraus sich durch Einsetzen in Gl. (A.107) (bzw. Gl. (A.127)) und Gl. (A.109) (bzw. Gl.(A.129))
folgende, dquivalente Reihendarstellungen ergeben:

sin (7t) 4+ § n exp (—772 <n2 - 1) ’7’> sin (nmt)

on(tlr) = m L2 : (4.26)
11— (=" exp(—w2 (n?2—1) 7‘)
n=2
Qo(t,7) + 3 (Qult,™)—Qu(—v,7))
on(xlr) =t b (4.27)

2T <\/ﬂ7 -2 § exp(_A(zkzl—Tl)Q) )
k=1

mit Qx(t,7) = (2k + v) exp(W).

Fiir die numerische Evaluation von g, muss auch hier die Frage beantwortet werden, bei wel-
chem Wert von 7 zwischen Langzeit- und Kurzzeitdarstellung gewechselt wird und wie viele
Summanden fiir ein vorgegebenes 7 notwendig sind. Die Wahl von 7, = 0.25 und der oberen
Summationsgrenzen kmax(7), Mmax(7) aus Gl. (4.7) garantiert auch hier eine Giite, welche die
Evaluationsgenauigkeit der C/C++- Gleitkommadarstellung iibersteigt:

sin (7e) + nmaZX(T) n exp(—ﬁ2 (n? —1) 7-) sin (ne)
e n::jﬂ , T > Ty
1— > (=1)"exp(—w2(n?>—1)71)
o (efr) = s
Qe+ S (ka)—Qk(—m)]—@(r—;) Qo 57)
T e (7) , T<Tw
27 <\/ﬁ -2 k2—31 exp(- (2k4;1)2) )

(4.28)
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3.5

T
(a

2.5

1.5

=0 0

Abbildung 4.5.: ,(t|7) (gepunktete Linien)
05 und free(t|T) (durchgezogene Linien) fiir ver-

0 . ! schiedene Werte des Parameters T (Farben).
0 0.2 04 ¢ 0.6 0.8 1

Fir die relative Abweichung gilt dann erneut

num

|0n™ (¥ 7) — on(¥|7)]
on(t[7)

<107'8 (4.29)

fiir alle v €]0;1[ und 7 > 0. Fiir 7 < 7, und v > 1 ist es fiir die Giite der relativen Abweichung
allerdings notwendig, den negativen Summanden von kpnax + 1 auch noch hinzuzunehmen, um
op"™(1|7) = 0 zu garantieren und somit ein Divergieren des relativen Fehlers fiir vt — 17 zu ver-
meiden. Fiir das nachfolgende Sampeln wird aus Geschwindigkeitsgriinden allerdings auf diesen
Summanden verzichtet, da der absolute Fehler |oh"™ (t|7) — o, (t|7)| auch ohne diesen Summan-

den kleiner als 1071 bleibt fiir alle v € [0; 1] und damit keinen Einfluss hat.

Das Sampeln von g, (t|7) gestaltet sich jedoch wesentlich schwieriger als das Sampeln der pa-
rameterfreien WDichte g,(7), da der Parameter 7 sehr stark die Form der WDichte beeinflusst
und daher die Verwerfungsmethode mit einer parameterfreien Hilfsdichte wie im Abschnitt zuvor
nicht zielfiihrend sein kann. Deshalb wird das Problem im Folgenden in zwei Teilprobleme zer-
legt, einen Algorithmus fiir kleine Zeiten (7 < 0.054, a. ) und einen fiir grofle Zeiten (7 > 0.54, b.
). Diese Zerlegung ist nicht mit der Wahl der Reihendarstellung der WDichte verkniipft, sondern
empirisch durch die Form des Graphen der WDichte g,, bestimmt worden.

a. Sampeln von g, (x|7) fiir 7 < 0.054

Fiir kleine Zeiten 7 dhnelt die WDichte g, (t|7) auf ihrem Definitionsintervall [0; 1] sehr stark
der dreidimensionalen radialen WDichte

‘C2

1
eree(t"r) - th exp <_4T> s T c [0, OO[ (430)

eines frei diffundierenden Teilchens, welches im Ursprung des R? startet. Abbildung 4.5 zeigt
die beiden WDichten fiir ausgewéhlte Parameterwerte 7 € [0;0.054]. Je kleiner der Parameter 7
wird, desto weniger unterscheiden sich die beiden WDjichten.

Daher bietet es sich an, g, durch die Verwerfungsmethode mithilfe der WDichte o zu sampeln.
Ein zugehoriger Zufallszahlkandidat v, gemafl der WDichte ofee(t|7) lédsst sich u.a. mittels

te = /22 + 23 + 72 (4.31)
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generieren, wobei z1, 29, z3 jeweils normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und
Varianz 02 = 27 darstellen. Obwohl es eine schnellere Moglichkeit gibt, diese WDichte zu sam-
peln (t. = 1/22 —471n(u); 21 normalverteilt © = 0, 02 = 27 und u ranj;1-verteilt), hat obige
Methode sehr haufig (im Fall einer Kugel als Protektionsgebiet) den Vorteil, dass die Werte von
21, 22, z3 im Fall der Akzeptanz von t. direkt fiir die neue Position verwendet werden konnen.
Dadurch entféllt das in Abschnitt 4.1.2.1 vorgestellte gleichverteilte Sampeln einer Position auf
der Kugeloberfliche mit Radius t.

Die Hilfskonstante k& der Verwerfungsmethode muss unabhéngig von t sein, darf allerdings
von dem Parameter 7 abhingen. Die Abbildung 4.6 zeigt die bestmogliche erlaubte Wahl

1 1.05 . . .
k(1) = 4.32
(7) 1 — Fy(1) (4:32) 1041 Kk(7)
1
= R e (433) 1031
1_%2‘3@(_( 4_T)) 1.02}F
k=1
1.01f

1 1 1 1 1
0 0.01 0.027_0.03 0.04 0.05

Abbildung 4.6.: k(7), 7 € [0;0.054]

Fir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit p,(tc|7) = % eines Kandidaten v, €]0; 1] erhéalt

T)'eree(tclT
man unter Verwendung der Kurzzeitdarstellung o5 (t¢|7) nach ein paar vereinfachenden Umfor-

mungen:

k;i:o:l <(2k ) eXP(M) — (2k — ) eXp(k(litc))>

Palte|T) =1+
T

(4.34)

Auf den ersten Blick ist noch nicht ersichtlich, dass die notwendige Bedingung p,(tc|7) < 1 fiir
alle t; €]0; 1] und alle 7 > 0 wirklich erfiillt ist. Da diese Methode nur fiir 7 < 0.054 verwendet
wird, vereinfacht sich die mathematische Beweisfithrung bereits erheblich. Es ist leicht zu zeigen,
dass fiir 7 < 0.054 die geklammerte Differenz (groite Klammern) im Zéahler fiir jeden Summan-
den negativ sein wird. Dass diese Aussage sogar fiir alle 7 gilt, erkennt man ohne Rechnung
durch folgende Uberlegung:

Die Hilfskonstante k(7) ist nach ihrer Definition in Gl. (4.32) das Inverse der Wahrscheinlichkeit,
dass zum Zeitpunkt 7 noch kein FP-Ereignis stattgefunden hat (1 — F,(7)). Daher ist pg(tc|T)
identisch mit dem Quotienten der radialsymmetrischen Green-Funktion des absorbierenden Ku-
gelproblems (Gl. (A.103)) und der radialsymmetrischen Green-Funktion des freien Teilchens im
R3. Letztgenannte ist fiir alle 7 > 0 trivialerweise an allen Orten gréfer als die erstgenann-
te Green-Funktion, da bei erstgenannter Green-Funktion nur absorbierende Rénder existieren.
Folglich ist der Quotient und somit p,(tc|7) immer kleiner 1.

Bemerkenswerterweise vereinfacht obige kleinstmdogliche Wahl der Hilfskonstanten k(7) auch die
Evaluation des gekiirzten Ausdrucks des Quotienten der Akzeptanzwahrscheinlichkeit (Gl. 4.34)
erheblich gegeniiber den (nun nicht mehr explizit benotigten) Evaluationen der eigentlich zu
sampelnden WDichte g, und der Hilfskonstanten k(7).

Auch fiir die numerische Evaluation von p,(t.|7) erweist sich die Anzahl der Summanden kp,ax(7)
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(Gl. (4.7)) mehr als ausreichend, womit sich zusammengefasst fiir t. € R ergibt:

kmax(‘r)
> ((2k+tc) exp(w),(gk,tc) exp(’“(’j‘c)))
PR () = 4 1+ > C <l (435)

0 , te>1

Die auftretende Fallunterscheidung ist dabei der Tatsache geschuldet, dass g, (tc|7) trivialerweise
nur auf dem Einheitsintervall ungleich Null ist und in seltenen Féllen Kandidaten t. > 1 geméf
der Hilfsdichte ofec(tc|T) vorgeschlagen werden.

Ahnlich zur Vorgehensweise in Abschnitt 4.1.1 kann auch hier die Transitivitdt der Ordnungsre-
lation genutzt werden, um die Evaluation von pg(t.|7) meist zu vermeiden und somit Rechenzeit
zu sparen. Fir alle 7 €]0;0.054[ gelten die folgenden Ungleichungen

Pa(te]r) > 0.98 V. € [0:0.75] (4.36)
Pa(telr) > 091 V. €[0.75;0.85)] , (4.37)
Pa(telr) > 0.55 V. € [0.85;0.95] , (4.38)

wie in Abbildung 4.7 exemplarisch fiir verschiedene Parameter 7 zu sehen ist.

Abbildung 4.7.: Fir mehr als 95 % aller
Kandidaten t. €]0;1[ und ranjo;1i[-verteilten
Zufallszahlen 1. liegt der Punkt (tc,rvej) in-
nerhalb eines der drei gepunkteten Rechtecke
und damit unterhalb pg(tc|T). Wegen Transiti-
vitdt reicht dies, um den Kandidaten t. direkt
zu akzeptieren, ohne p,(te|T) explizit zu evalu-
ieren.

0 ‘ ‘ ‘ SN
7 \
0 0.2 0.4 t 06 (75 08 '\ 0.?)5 1

Dadurch reduziert sich, der Argumentation des Abschnitts 4.1.1 folgend, die Notwendigkeit der
expliziten Berechnung von p, sogar im laufzeitintensivsten Fall (7 = 0.054) auf weniger als 5 %
der Kandidaten t.. Daraus folgt, dass pro Kandidat im Mittel weniger als 0.2 Exponentialfunk-
tionen innerhalb von p, berechnet werden miissen. Zusammen mit der geringen Verwerfungsrate
ksz()gl < 0.053 ergibt sich ein schnelles Werkzeug zum Sampeln der WDichte o,,.

Die C++-Implementierung ,rand_r__absorb_sphere_r0_eq_0.cpp® (siche DVD) benétigt auf
einem 3.4 GHz Prozessor rund 160 Sekunden, um 10° Zufallszahlen t zu generieren. Uber 110
Sekunden davon werden fiir die Generierung der Kandidaten v, verbraucht, was somit das (wenn
auch ziemlich grofie) Nadelohr der Routine darstellt. Daher sei an dieser Stelle daran erinnert,
dass die Riickgabewerte dx, dy, dz fiir 7 < 0.054 im Fall der Kugel direkt als Translationsvektor
verwendet werden kénnen.

Abbildung 4.8 zeigt fiir Ny = 10'? Samples die relative Trefferhiufigkeit hs[0,](t|7) des Intervalls
[t — g; v+ g] im Vergleich zur WDichte g, (t|7) und der evaluierten Intervallwahrscheinlichkeit

Ps[on](x|7) = / " dv’ 0, (Y| 7) (4.39)

)
=3

N[
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fir die Zeit 7 = 0.05.

2
//\ T15l2a)(£10.05) _
1.6 f o
0n(t/0.05)
610 Abbildung 4.8.: Fir N, = 102 erzeugte
12| 7 halen (c|o 05) Zufallsradien v ist die aus der relativen Hdu-
4107 figkeit hs[0,](t|0.05) mit § = 0.004 konstru-
r /2-105“][ [ ierte WDichte (rote Punkte) zusammen mit
08} 0 ‘lT&HHHHHT%N on (grine Linie) aufgetragen. Im eingebette-
I 910 J ﬂ HHI ten Graphen ist fir 6 = 0.04 die relative Ab-
weichung der relativen Haufigkeit eines Histo-
04t -410° grammintervalls gegen den berechneten Wert
qooSb— Ps[0,](x|0.05) aufgetragen (rot). Die Abwei-
| 170702 0'4t0'6 08 1 chz[mg]én‘ entzprec';zgen din 67("wa7)”teten stochas-
05 02 04 08 08 | tischen Fluktuationen um Null (grin).

T

b. Sampeln von g, (x|7) fiir 7 > 0.054

Fiir kleine Zeiten 7 verdndert sich die Form der WDichte p,, sehr schnell mit dem Parameter
7, was in Abbildung 4.5 dargestellt ist. Fiir grofere Zeiten findet diese Verdnderung nur noch

langsam statt und konvergiert fiir 7 — oo gegen die zeitunabhingige WDichte
0oo(t) = 7t sin(me) , (4.40)

was sich mithilfe der Langzeitdarstellung o, (t|7) in Gl. (4.26) schnell zeigen lasst. Dieses Kon-

vergenzverhalten wird fiir das Sampeln der WDichte p,, ausgenutzt. Das Intervall [0.054; oco[ des
Zeitparameters 7 wird disjunkt in M Teilintervalle zerlegt, d.h.
M-1
[0.054; 0o = U (73 Tj41[ mit 7 <7 fiir i <j und 79 = 0.054, Tar = 00 . (4.41)
j=0

Bei geeignet grofler Wahl von M und einer dazu passend definierten Folge (Tj) j=1..M—1 variiert
die Form der WDichte g, (t|7) daher innerhalb des Parameterintervalls [7;; 7j41[ beliebig wenig.
Folglich ist fiir das Sampeln von g, (t|7) eine effiziente Verwendung der Verwerfungsmethode mit
jeweils zeitunabhéngigen Hilfsdichten p;(t) und Konstanten k; auf den einzelnen Parameterteil-
intervallen [7;; 7j41[ moglich. Eine untere Schranke B(7;_1, ;) fiir die Konstante k; (1 < j < M)
ist dabei gegeben durch

B(tj-1,7j) / dv  max (gn(t, T)) <kj. (4.42)
TE[Tj—1375]

Fiir die in dieser Arbeit genutzte Wahl M = 9 mit der Zerlegung
I =[0.054;0.057[, Iz = [0.057;0.061[, I3 = [0.061;0.066] , (4.43)
1, =[0.066;0.072[ , Is =[0.072;0.08] , Is = [0.08;0.091] |, (4.44)
I; =[0.091;0.108[ , Is =[0.108;0.15] , I9 = [0.15;00] (4.45)

ergibt sich nach Berechnung aller unteren Schranken:

1.015 < B(71j—1,7j) < 1.028 vVijie{l,2,..,8,9}. (4.46)
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N P NSO o T D oy YT
TM—1 o - - - T p—;
(M-1) | (M-1): (M-1): — . i M
Po [tg]ﬂfl)‘ pl th—l)V)Z ’tgﬂf_m cee XX ngM_ll)—Q ngM_ll)—l pM_l(t)
T™M -2 : . : : : ; :
7_2 H : H H .
2 2
T o [P [ 7 7] ST U [V A | 22100
1 : : : — :
00 i [ p I plIEY] e P I P v [ I 1 9103
0o—=VY.

0 T 1

Abbildung 4.9.: Darstellung der durchgefiihrten Intervallzerlegungen zum Sampeln von o, (t|T) fir T >

0.054: Zuerst wird das Zeitintervall [0.054; 00[ des Parameters T in M Intervalle [1j;7;41[ zerlegt. Fir

jedes dieser Intervalle wird der Radius v anschlieflend in N; Intervalle [t(j), tfi)l[ zerlegt, um die auf diesen

2
Intervallen abschnittsweise konstanten (pl(-j)) Hilfsdichten o; zu konstruieren. In beiden Koordinaten (t,

7) ist die Darstellung zwecks Erkennbarkeit nicht mafistabsgetreu.

Ahnlich zu der Vorgehensweise fiir die WDichte g, werden jetzt fiir die WDichte g, (t|7) fiir
alle M Zeitintervalle abschnittsweise konstante Hilfsdichten g;(r) konstruiert. Folglich wird das
Intervall [0;1] fiir jedes j € {1,2,...,M} in (noch zu bestimmende) N; Intervalle [tl(j),tgi)l[
zerlegt, jeweils mit

) =0 und ) =1. (4.47)

Die M Hilfsdichten p;(t) lauten daher:

()

gj(t):pki' Vee [t e [ und je{1,2,..,M}, i€{0,1,..,N; -1}  (4.48)
J
mit pz(-j): max max o (t|7) | . (4.49)
Telm—um) \ 9 9]

Zum besseren Verstiandnis der Vorgehensweise und den gewéahlten Indexbereichen sind die bisher
durchgefithrten Intervallzerlegungen nochmals in Abbildung 4.9 graphisch dargestellt. Analog
zur Vorgehensweise bei der WDichte g, werden durch die Wahl von tgj ) fiir alle je{l,2,..,M}
Konstanten (); definiert:

Q= (o)) o L) (4.50)

Fiir jedes j € {1,2, ..., M} soll jedem Teilintervall [tgj ),tz(i)l] mit Ausnahme des letzten Intervalls

[t%?_l, 1] die gleiche Gewichtung @); zukommen. Daher werden fiir alle j € {1,2,..., M} die wei-
teren Intervallgrenzen tz(j) (i €{2,3,...,N; — 1}) sowie die Werte von pgj) (ie{1,2,..,N; —2})
eindeutig durch die Relation

(- 9) 59 =, (51

bestimmt. Um den schidlichen Einfluss einer Fehlerfortpflanzung innerhalb der Iteration zu ver-
meiden, ist diese Berechnung erneut mit einem erweiterten Gleitkommatyp unter Verwendung
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2
181 (5.(0.15) ]
16| | on(t0.17) — ]
050 () Abbildung 4.10.: Definition von gg(t) fir die
R 1 Wahl ) = 0.08, welche zu Ny = 194 Inter-
12r vallen [tg ), 53_)1] mit kg = 1.02... fihrt. Ex-
Ir emplarisch sind die Zeiten T = 0.15, 0.17, oo
0.8} des Intervalls Ig eingezeichnet. Der eingebette-
0.6l te Graph zeigt vergréfert den v-Bereich, in dem
das Maximum zwischen der unteren (T =0.15)
0.4r und der oberen Intervallgrenze (1 =o00) wech-
0.2 0575 058 0585 selt. Die blaue Kurve zeigt kg - 09(t) und liegt
0l= : : : : oberhalb aller WDichten der Schar.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T

der Software Maplel6 (Digits:=200:) [86] geschehen. Auf diese Weise ist abermals eine numerische

Exaktheit in den Werten von t( D und p(j ) garantiert, die weit iiber der Gleitkommadarstellung
in C/C++ liegt. Da das Losen von Gl. (4.51) aufgrund der durch Gl. (4.49) gegebenen Abhéin-
gigkeiten von tz(i)l und pgj ) nicht analytisch moglich ist, dauern diese Berechnungen mehrere
Minuten. Da sie aber nur einmal gemacht werden miissen, um die Werte anschliefend in der
Implementierung fest zu verankern, ist die Laufzeit unerheblich. Das jeweils letzte Intervall
[tn;—1,1] der WDichten g; trigt die Gewichtung (1 — th,l)pg\J,])__l. Damit ergibt sich:

ki=(N;—1)-Q;+(1— ter)pg\Jz)_l (4.52)

Exemplarisch zeigt Abbildung 4.10 die numerisch am schwersten zu konstruierende Hilfsdichte
09(T) (7 € Iy, einziges unbeschrénktes Intervall) fiir die Wahl tgg) = 0.08, woraus Ng = 194 und

kg = 1.02... folgt. Die M resultierenden Verteilungsfunktionen

(3)

p]g] T , [0 t(J)[
. ) .

@2y (t_tga)> 7 [tgn,tg)[

(7)
(o)) L el

Fj(t) = . , (4.53)
(N,—2)Q; p(N” > ) G) .G
T+ T\ 2 [tN —2i TN _al

G/ TS

lassen sich fiir eine beliebige ranjo;1-verteilte Zufallszahl r¢,n,q analog zur Vorgehensweise des
Sampelns der FP-Zeiten mittels

m = { : kﬂJ (4.54)

Tcand Q ]
J

und anschliefendem

Tcand — Tcand — m& . L +t (j) Vme {0, ceey N — 1} (455)
kij (J)

erneut extrem schnell invertieren.
In allen Fallen j € {1,2,..., M} ist eine Zerlegung mit N; ~ 200 gewéhlt worden, was zu einer
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Hilfskonstanten k; < 1.046 fithrt, d.h. die Verwerfungsrate bleibt jeweils unter 5%. Der zeitinten-
sivste Teil wire also auch in diesem Fall wieder die Evaluation der Akzeptanzwahrscheinlichkeit,
hier gegeben durch g, (vc|7)/ (k; 0;(tc)) fiir einen Kandidaten t.. Analog zu der in den vorherigen
Abschnitten dargestellten Idee, welche in den Abbildungen 4.3 und 4.7 graphisch dargestellt ist,
lassen sich auch in diesem Fall fiir alle j € {1, 2, ..., M } untere Schranken fiir die Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit auf verschiedenen (pro j jeweils drei) v-Intervallen fiir alle 7 € I; angeben. So ist
es moglich, in ca. 90% der Fille eine Evaluation von g, (t:|7)/ (kj 0j(tc)) zu vermeiden und den
Kandidaten t. direkt zu akzeptieren. Auf eine explizite Darstellung dieser unteren Schranken soll
an dieser Stelle verzichtet werden, da sie aufgrund der M = 9 verschiedenen Zeitintervalle sehr
lange wére und keine tieferen Einsichten vermitteln wiirde. Der interessierte Leser kann diese
Werte jedoch der Implementierung ,,rand_r__absorb_sphere_r0_eq_0.cpp“ entnehmen (siehe
DVD). Die Laufzeit schwankt dabei fiir unterschiedliche Werte von 7 nur wenig. Auf einem 3.4
GHz Prozessor werden rund 65 Sekunden zur Generierung von 109 Zufallszahlen t benétigt. Der
Speicherbedarf aller préevaluierten Gleitkommazahlen betrégt weniger als 30kB.

Abbildung 4.11 zeigt fiir Ny = 10'2 Samples die relative Trefferhiufigkeit hs[o,](t|7) des Inter-

valls [t—g; t—i—g] im Vergleich zur WDichte g, (t|7) und der evaluierten Intervallwahrscheinlichkeit
Ps[on](x|7) (Gl. (4.39)) fiir die Zeit 7 = 0.1.

1.6 + M .
0n(t]0.1)
121 1'2//'10_4' Abbildung 4.11.: Fir N, = 10'? erzeug-
. hs[gn](x]0.1)
8107} | Bpgepn — ! te Zufallsradien v ist die aus der relativen
4.10.5_{ — | Héufigkeit hs[0,)(x[0.1) mit § = 0.004 kon-
o8l 0 ﬂmr{m}ﬂnbuh[ | struierte WDichte (rote Punkte) zusammen
) HLHH ] \\? mit o, (grine Linie) aufgetragen. Im einge-
-4-107 | {‘.1‘ 1 betteten Graphen ist fir 6 = 0.04 die rela-
-8:1075 ¢ 1 kY tive Abweichung der relativen Hdufigkeit ei-
0.4r 121040 ] “‘{v, 1 nes Histogrammintervalls gegen den berechne-
0 02040608 1 .“1",‘ ten Wert Ps[0,](t|0.1) aufgetragen (rot). Die
% Abweichungen entsprechen den erwarteten sto-
03 032 oa - 0s 08 .1 chastischen Fluktuationen um Null (grin).

4.2. Kreis und Kreissektor mit ro = 0 und absorbierendem
Rand bei r = R

Analog zur Vorgehensweise des vorherigen Abschnitts sollen auch hier Algorithmen zum Sampeln
von FP- und NP-Ereignissen fiir absorbierende Kreise und Kreissektoren mit g = 0 gemein-

sam vorgestellt werden, da die meisten der in den Abschnitten A.2.1.2 und A.3.1 vorgestellten
WDichten fiir beide Geometrien identisch sind.

4.2.1. Sampeln der FP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,(t)

Fiir beide Geometrien (Kreis, Kreissektor) ist die FP-WDichte py(t) identisch, daher kann der
in diesem Abschnitt entwickelte Algorithmus in beiden Fillen Verwendung finden.

Wie bereits im Fall der Kugel stellt auch hier R?/D die charakteristische Zeitskala dar, daher

bietet es sich erneut an, auch hier die Gréfle 7 = %t zu sampeln. Fiir die parameterfreie
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resultierende WDichte gp,(7) ergibt sich aus Gl. (A.54) (bzw. Gl. (A.66))

_o3 O exp(—a?T
Qb(T)_2nz::1J1(Oén) p( . ) , (4.56)

wobei die Folge (o, )nen die positiven Nullstellen der Bessel-Funktion Jy aufsteigend durchlauft.
Da in diesem Kapitel keine Nullstellen von Bessel-Funktionen héherer Ordnung vorkommen,
wird die Notation innerhalb dieses Kapitels gegeniiber den Anhdngen A.2.1.2 und A.3.1 dahin-
gehend vereinfacht, dass auf den Index ,0¢ der Bessel-Funktionsordnung verzichtet wird, d.h.
(an)nE]N = (ao,n)ne]N-

Die numerische Berechnung von gy, ist hier aus mehreren Griinden komplizierter als im Fall einer
Kugel. Fiir die Nullstellen der Bessel-Funktion gibt es keinen expliziten analytischen Ausdruck.
Dies wire jedoch eine notwendige Bedingung, um mittels Poissonscher Summenformel (vgl. [90],
S. 466 - 467) eine Reihendarstellung herzuleiten, welche fiir kleine 7 schnell konvergiert. Je klei-
ner 7 wird, desto langsamer konvergiert die unendliche Reihe in Gl. (4.56), daher ist es nicht
moglich eine obere Summandenzahl anzugeben, welche fiir alle 7 > 0 die WDichte innerhalb
einer beliebigen gewiinschten Giite approximiert. Erschwerend fiir die numerische Evaluation
der WDichte kommt hinzu, dass fiir kleine 7 mehrere ungefahr betragsgleiche Summanden mit
unterschiedlichen Vorzeichen auftreten konnen. Die numerische Stabilitdt dieser Summe ist fiir
grofle nmax im Rahmen der Gleitkommadarstellung in C/C++ daher nicht garantiert. Samtli-
che Voriiberlegungen und Abschétzungen, welche nachfolgend in Text und Abbildungen gezeigt
sind, sind daher mit Maplel6 [86] in einer sehr hohen Giite (Digits:=600:) weit jenseits der Gleit-
kommadarstellung in C/C++ durchgefithrt worden, wobei die Nullstellen «,, bis zur Ordnung
n = 800 verwendet worden sind. Um an spéterer Stelle in der Simulation Rechenzeit zu spa-
ren und unnétige Rundungsfehler bei der anschliefenden Implementierung zu vermeiden, sind
mittels Maplel6 auch die Folgen

Qo

und é-n = 2m

Ay = —a? (4.57)

explizit evaluiert worden.
Um die WDichte gy effizient sampeln zu kénnen, bedarf es einer fir alle 7 schnell und stabil
evaluierbaren Funktion gp"™(7), deren (relative) Abweichung von op(7) moglichst klein ist.
Fiir 7 < 1073 gilt

op(T) < 107190 (4.58)

Daher kann man, ohne das Sampeln von g, spiirbar zu verfilschen, gj"™(7) = 0 auf dem Intervall

]0; 1073[ setzen. Die Wahl

0 , T <1073
1(1 _ 1 2, 453 4 -1 -3
L4 -1 -7+ 272+ £73 4+ 29674 + Pol ). T €[107%,0.032
Q;)lum(T): (2 (‘r T T) T 27 T 0 y(T)) eXp( 47') T [ [ (459)
nmax(T)
Z gn exp()\nT) , TE [0032, OO[
n=1
mit dem Polynom
Poly(r) a1’ + b0 + e+ dy7® , 7€ [107%0.015] (4.60)
oly(t) = :
Y ao7® 4 070 + 7" + do7® + €97 + for'¥ + o't 7 €[0.015;0.032

und den Parametern
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a1 = —5136.285188820941648871 11, 7 €[0.032;0.037]
by = 1.037202910357556404778 - 105 10 , 7 € [0.037;0.044]
c1 = —1.9786529639758745277796 - 106 9 , 7 €[0.044;0.053]
di = 2.230991541757848153613 - 107 8 , 7 €[0.053;0.067]
4y =  —5143.327803799796130866 7, 7 €[0.067;0.087]
by = 1.065849721702697425503 - 105 » Mmax(T) ={ 6 . 7 €[0.087;0.118] (4.61)
co = —2.396041347454047229831 - 106 5, 7€[0.118;0.172]
ds = 4.976974564956018268089 - 107 4, 7€[0.172;0.278]
ey = —7.999237361134039060073 - 108 3, 7€[0.2780.53]
fo = 8.230930202270889239939 - 10° 2, 7€[0.53;1.45]
g2 = —3.9276764284445219373395 - 107 1, 7el[l45 00
garantiert, wie in Abbildung 4.12 dargestellt, fiir die relative numerische Abweichung:
__ ,hum
l06(7) = ™ (D _g-15 5073 (4.62)
0b(7)
0.015 . 0.172 0.278 0.53 1.45
(a) as, b17 C1, dl @2, b27 2 d27 (b) P Trmax Nmax = 3 Nmax = 2 ;nmﬂx
: €2, f2, 92 : P=4 : D =1
T T T T 105~ ‘ =
10715} : 1 N
lon(r)—om™™ (7)) : :
— am : 1020} 1
8:1071% 10-15 1 ‘
H 10-25,
61071 5 -
Lo - (]
10161 | ™
410716 105! {150_15
2'10—16' 10-40,
: \
0 L VYV VY VT 1045 : : ‘ ‘ -
0.001 0.01 . 0.02 0.03 : 0.032 0.1 0.2 0.3 0.4 . 0.5 06 14 1.5

num

Abbildung 4.12.: Graphische Darstellung der numerischen Gite von o)™ (7): (a) Betrag der relativen
Abweichung (rot) von gp(T) zu @™ (7) fiir das Zeitintervall [1073;0.032[. 7 = 0.015 trennt die beiden
Definitionsbereiche des Polynoms Poly(7). (b) Der Betrag der relativen Abweichung (rot) von gy zu
op"™ (1) fiir das Zeitintervall [0.032; oo ist logarithmisch aufgetragen. Die variierende Summandenzahl in
Gl. (4.61) gewdhrleistet eine relative Abweichung kleiner 1071° (griin) fiir alle Zeiten T > 1073.

Die Wahl der Kurzzeitdarstellung auf dem Zeitintervall [1073;0.032[ ist dabei nicht die Folge
einer analytisch durchgefiihrten Reihenentwicklung von Gl. (4.56) (da dies nicht zielfithrend in
Bezug auf eine endliche, leicht zu evaluierende Darstellung erscheint), sondern ist das Ergebnis
numerischer Optimierung bei vorgegebenen Funktionsklassen.

Die weitere Vorgehensweise unterscheidet sich anfanglich nicht vom Sampeln der WDichte g
einer Kugel:
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oo W\
0.8} it f(?l?jzg on(T) - 27(17 — 0.02)dr + 1
0.7 I SO0 on(7) - 0.9dr +
0.6l Iy op(7) - 0.9.dr +
05} ~ 091

Pl

0/ (005%' 01 02 03 041 05 06 /070751 15 2
0.02 0.0528 0.0691 T 0.445 0.679

Abbildung 4.13.: Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit oy(7)/ (kon (7)) ist auf dem Intervall [0;2] aufgetra-
gen (rot). Aus Griinden der Ubersicht indert die T-Achse bei 7 = 0.1 und 7 = 0.75 ihre lineare Skalierung.
Die Giiltigkeit der Ungleichungen (4.63)-(4.65) ist erkennbar, da die Akzeptanzwahrscheinlichkeit auf den
entsprechenden Intervallen jeweils oberhalb der zu den Ungleichungen gehdrenden gepunkteten Linien
liegt. Die griine Linie ist proportional zur WDichte g, und dient der Orientierung. Die gefdarbten Fldachen
unterhalb stellen die Bereiche der drei Ungleichungen dar. Die umrandete Summe von Integralen gibt den
Anteil der Kandidaten an, welche mittels Transitivitat direkt akzeptiert werden kénnen.

Analog zu den Gln. (4.10)-(4.16) wird eine auf N Intervallen abschnittsweise definierte Funk-
tion g konstruiert, welche auf jedem Intervall die gleiche Gewichtung 1/N triagt. Dadurch ist
es auch hier moglich, eine Kandidatenzeit 7. mittels einer gleichverteilten Zufallszahl r¢,nq und
nur 6 elementaren Operationen fiir die Invertierung der Verteilungsfunktion in Gl. (4.17) (Gln.
(4.18) und (4.19)) zu erzeugen. Die Wahl 71 = 0.03 fiithrt zu N = 264 Intervallen und einer
Hilfskonstanten &k = N - Q = 1.025..., d.h. zu einer Verwerfungsrate von ca. 2.5%. Der bendtigte
Speicheraufwand fiir die ca. 530 Gleitkommazahltupel (7;, p;) betragt auflerdem weniger als 4.4
kB.

Um aber ein dhnliches Laufzeitverhalten fiir das Sampeln der FP-Zeiten wie im Fall der Kugel zu
erhalten, miissen hier mehrere Ungleichungen fiir die WDichte g, formuliert werden. Abbildung
4.13 zeigt die Giiltigkeit der Ungleichungen

ov(7)

S 27(r—0.02) V7 e0.02:0.052] 4.63
2O -0 | | (1.69)
o) o g9 vre [0.0528;0.679] , (4.64)
th(T)
@™ L 097 vrel[0.0691;0.445) (4.65)
kgh(T)

und berechnet den Anteil der Kandidaten 7., fiir die auf die Auswertung des Akzeptanzquoti-
enten verzichtet werden kann. Zusammengefasst muss fiir weniger als 9% aller Kandidaten 7,
die WDichte g, mittels gp"™ evaluiert werden. Die C++--Implementierung ,rand_fpt__absorb_
circle_r0_eq_0.cpp“ (siche DVD) benétigt auf einem 3.4 GHz Prozessor rund 31 Sekunden,
um 10° Zufallszahlen 7 zu generieren, und ist damit dhnlich schnell wie die entsprechende Funk-
tion im Fall der Kugel. Abbildung 4.14 zeigt abschlieBend fiir Ny = 10'2 Samples die relative
Trefferhaufigkeit hs[op](7) des Intervalls [T — g; T+ g] im Vergleich zur WDichte g,(7) und der
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analytischen Intervallwahrscheinlichkeit Ps[op|(T).

4 \ ‘ : :
210 : : : : :
::.',/\ 1.5-10°% ( hé[@b]}();[);b]lzi[)gb](ﬂ )
9 4
3| \\“ 10_5 |
)} o0 I 1l ”H } Abbildung 4.14.: Fir N, = 102 erzeug-
¢ 0 NETHI}}I{tﬂ{xhhlhw | 1 te FP-Zufallszahlen 7 ist die aus der relativen
o1 -5107 } 1 Haufigkeit hs|op](T) mit § = 0.004 konstruierte
? 104 WDichte (rote Punkte) zusammen mit gy (gri-
¢ 1E 0t | ne Linie) aufgetragen. Im eingebetteten Gra-
» "\ phen ist fir 6 = 0.04 die relative Abweichung
1Fe '2'10_4() 02 04 06 08 1 12 14- der relativen Haufigkeit eines Histogrammin-
¢ W T tervalls gegen den berechneten Wert Ps[op)(T)
K o aufgetragen (rot). Die Abweichungen entspre-
! 2(7) chen den erwarteten stochastischen Fluktuatio-
00 : 0“2 ‘ 12 14 nen um Null (griin).

4.2.2. Sampeln der FPP-Wahrscheinlichkeitsdichte ps(r)

Da rg = 0 gilt, ist der Winkel ¢ in beiden Féllen (Kreis und Kreissektor) gleichverteilt unab-
héngig vom Zeitpunkt des FP-Ereignisses. Der Ort

r = (Rcos(p), Rsin(p)) (4.66)

des FP-Ereignisses ergibt sich dementsprechend direkt durch das Sampeln einer gleichverteilten
Zufallszahl auf dem Intervall [0, 27[ im Fall des Kreises und auf dem Intervall [0, ©] im Fall des

Kreissektors.

4.2.3. Sampeln der radialen NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,,(7|t)

Im Fall eines NP-Ereignisses sind die WDichten des Winkels ¢ (rg = 0) ebenfalls gleichverteilt
fiir alle Radien und Zeiten. Nach dem Sampeln eines Radius r geméaf der radialen NPP-WDichte
pn(rlt) wird der Ort des NP-Ereignisses gemifl Gl. (4.66) generiert. Einzig der Kugelradius R
ist dort durch den gesampelten Radius r auszutauschen.

Die NPP-WDichten py,(r|t) sind fiir beide Protektionsgebiete (Kreis und Kreissektor) identisch,
weshalb der nachfolgend vorgestellte Algorithmus beide Félle abdeckt.
Fiir den entdimensionalisierten Radius

r
== 4.67
o= (4.6)
folgt die zugehorige WDichte auf dem Intervall [0;1] aus Gl. (A.56) (bzw. Gl. (A.68)):
> exp(—a%T) t 75‘1)((3:)2
on(xlr) = 5! (4.68)
Z—:l exp(—a27) D Jll(a")

Auch hier ist die explizite Berechnung dieser WDichte aus mehreren Griinden kompliziert. Ahn-
lich zu g,(7) in Gl. (4.56) héngt die Konvergenzgeschwindigkeit in Zahler und Nenner von der
Zeit T ab und kann daher beliebig klein werden. Neben einer deutlichen Erhohung der Laufzeit
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verbietet auch hier die Stabilitét der Gleitkommaaddition (bei im Vorzeichen alternierenden und
betraglich nahezu gleichgrofien Summanden) eine numerische Evaluation mittels einer zu hohen
Nullstellenzahl av,. Erstmals muss an dieser Stelle fiir eine Implementierung auch die stabile Eva-
luation der Bessel-Funktion Jy beriicksichtigt werden, da das Argument vom Radius abhingig
ist (im Gegensatz zu Gl. (4.57)) und somit nicht mittels Maplel6 in extrem hoher Genauigkeit
praevaluiert und fest in der Implementierung verankert werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit
ist ausschlieffilich das Template ,,cyl bessel j“ aus der Boost-Bibliothek [91] verwendet worden,
welche leistungsstarke Algorithmen beinhaltet, die vor ihrer Aufnahme in die Bibliothek einen
Reviewing-Prozess durchlaufen miissen. Die Funktion

= (exp(—ﬁ) + coeff(r) exp(—%)) ,  T<1072

MNmax(T)

on (ET)=9 BrJo(at) + Y Ba exp(knT) Jo (ant) (4.69)
n=2 —-2.
v Nmax(T) » T € |:]'0 ,OO|:
Vit > Un exp(’{nT)
n=2
mit
st—1 , te[0;1077
coeff(vr) = ¢ | 2t L vel _9 [ und (4.70)
fv—1-2L , rve[107%1]
21, r€[0.01;00105] 14, 7 €[0.0207;0.0237[ 7, 7 € [0.0746;0.0979]
20, 7 € [0.0105;0.0116] 13, 7 € [0.0237;0.0276] 6, 7 € [0.0979;0.1352]
19, 7 € [0.0116;0.0128] 12, 7 € [0.0276;0.0324] 5, 7 € [0.1352;0.2025]
Nmax(T) = { 18, 7 € [0.0128;0.0143[ 11, 7 € [0.0324;0.0387[ 4, 7 € [0.2025;0.3208]  (4.71)
17, 7 €[0.0143;0.0161[ 10, 7€ [0.0387;0.047] 3, 7 € [0.3298;0.6271]
16, 7 € [0.0161;0.0181[ 9, 7€ [0.047;0.0583] 2, 7€ [0.6271;1.725]
15, 7 € [0.0181;0.0207| 8, 7 €[0.0583;0.0746] 1, 7€[1.725;00]
sowie den préaevaluierten Folgen
1 1 9 9
= —, =—) =— 4.72
B" Jl (an)2 Un Oénjl (an) Kn o, + a7 ( )
gewahrleistet nachfolgende Genauigkeit:
num (. o t
™ (vI7) = en(elT) -6 Veelo 1], r €]0;1072], (4.73)
on(t[7)
|02 (¢]7) — on(x]7)] < 2- 1071 Yree [0;1], 7€]0;1072], (4.74)
num (. _ t
o™ (xl7) = ouT)l 5 12 Veelol[, e [1072;00] , (4.75)
on(t|7)
|02 (¢|7) — 0, (¢]7)] < 10719 Vee [0;1], 7€ [107% 00 . (4.76)

Auch hier ist die Kurzzeitdarstellung im Zeitintervall [0; 1072 nicht das Ergebnis einer ana-
lytischen Reihenentwicklung, sondern einer numerischen Optimierung innerhalb vorgegebener
Funktionsklassen.

Das Sampeln der WDichte g, (t|7) folgt derselben Strategie, welche bereits im Fall der Kugel
erfolgreich angewendet wird. Um unnotige Wiederholungen zu vermeiden ist die Darstellung
daher an dieser Stelle wesentlich kiirzer. In Abhéngigkeit des Parameters 7 werden erneut zwei
unterschiedliche Verfahren verwendet: a. 7 < 0.07 , b. 7 > 0.07.
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a. Sampeln von g,(x|7) fiir 7 < 0.07

Fiir 7 < 0.07 dhnelt g, (x|7) noch stark der radialen WDichte des frei in R? diffundierenden

Teilchens

t2

Otree(t]7) = 5 exp <_47> . re 000 (4.77)
Mittels t. = 2v/ty/— In(7cand) (Inversionsmethode) lassen sich schnell Zufallszahlen gemif der
WDichte gfree(t|7) generieren, wobei reang eine ranjo; 1-verteilte Zufallszahl ist. Daher soll pgee(t|7)
fiir die Konstruktion einer Verwerfungsmethode genutzt werden. Analog zu Gl. (4.32) wiirde die
Definition der parameterabhéingigen Hilfskonstanten k(7) = % zur kleinstmdoglichen Ver-
werfungsrate fiir alle 7 fithren, wobei Fy(7) hier die Verteilungsfunktion der WDichte gp(7) aus
Gl. (4.56) bezeichnet. Die konkrete Berechnung der WDichte gp(7) mittels Gl. (4.69) lasst es
jedoch sinnvoll erscheinen, k() auf [0; 10~2[ konstant zu wihlen, um die Evaluation vieler Terme
zu sparen, was im Nachfolgenden dargestellt wird. Die Abbildung 4.15 zeigt die Wahl

1 —2 1.06 T T T T T T
k(r) = ¢ 00 T (4.78) 105}
T(T) , T € [10_2, 007[ )
b 1.04F
14+2751-1071 |7 <1072 1.03}
= —L - ,7€[1072,0.07] . (4.79) 102}
9 Z cxp(fanr)
= on J1(an) 1.01F

1
0 0.010.02 0.073 0.04 0.05 0.06 0.07
Abbildung 4.15.: k(7), 7 € [0;0.07]

Die grofitmogliche Verwerfungsrate ergibt sich damit fiir 7 = 0.07, sie betragt weniger als 6%.
Fiir die numerische Akzeptanzwahrscheinlichkeit pi"™ (t|7) eines Kandidaten t. ergibt sich unter

Verwendung von Gl. (4.69) und den Abkiirzungen coeff(r) (Gl. (4.70)) und 8, (Gl (4.72)):

num o™ (x]7)
_ 4.
PR (| ) ) 2 ) (4.80)
0 , t>1
Ltcoefl(s) exp( *2) . t<lAT<1072

= 14+2.751-10- 11 (4.81)

Mmax(T)

4 > By exp(—a%7’+ %) Jo(apt) ,t<1ATE [10_2;00[
n=1

Die geschickte Wahl der Hilfskonstanten k(7) reduziert damit auch hier den numerischen Auf-
wand, da pi"™(t|7) schneller zu berechnen ist als das damit unnétig gewordene Berechnen von
o™ (¥ 7).

Analog zu den vorhergehenden Abschnitten werden auch hier mehrere Ungleichungen formuliert,
deren Ausnutzung mittels Transitivitdt den Algorithmus weiter beschleunigen. Die Ungleichun-
gen

pa(te]t) > 098 V. e [0:0.69], (4.82)
pa(te]r) > 091 V. €[0.69;0.815] , (4.83)
Pa(te]r) > 055 V. € [0.815;0.938] (4.84)
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reduzieren die Notwendigkeit der Berechnung von pi"™(¢|7) auf unter 10% aller Kandidaten.
Auf eine graphische Darstellung wird an dieser Stelle verzichtet, da sie qualitativ identisch zu
Abbildung 4.7 ist.

Die C++-Implementierung ,,rand_r__absorb_circle_r0_eq_0.cpp® (siche DVD) benétigt auf
einem 3.4 GHz Prozessor in Abhéngigkeit des Parameters 7 zwischen 60 und 130 Sekunden,
um 10° Zufallszahlen zu generieren. Abbildung 4.16 zeigt fiir Ny = 10'2 Samples die relative
Trefferhiufigkeit hs(0,](t|7) des Intervalls [t — ;¢ + 3] im Vergleich zur WDichte gy, (t|7) und
der evaluierten Intervallwahrscheinlichkeit Ps[p,](t|7) fiir die Zeit 7 = 0.05.

2

halen)(t0.05) )|
s
on(¢/0.05)
810 ——————— 1 Abbildung 4.16.: Fir N, = 10'2 erzeugte

12+ g-lO'S' % -1 Zufallsradien v ist die aus der relativen Hdu-
. Py s [on .05
":'4_10-5,

figkeit hs[0,](¢|0.05) mit § = 0.004 konstru-
210} ]
o8t Mt
[ lllL : . J.

1.6

ierte WDichte (rote Punkte) zusammen mit
on (grine Linie) aufgetragen. Im eingebette-

¥, 0 LT H e . .
¢ T IMH ten Graphen ist fir 6 = 0.04 die relative Ab-
§ -210° weichung der relativen Haufigkeit eines Histo-
04 L ’,"}' 4105} grammintervalls gegen den berechneten Wert
7:;'.‘ R Ps[0,)(¢]|0.05) aufgetragen (rot). Die Abwei-
i 0 02040608 1 chungen entsprechen den erwarteten stochas-
0, 02 04 06 08 1 tischen Fluktuationen um Null (grin).

T

b. Sampeln von g, (¢|7) fiir 7 > 0.07

Das Sampeln fiir 7 > 0.07 [duft methodisch absolut identisch zur Vorgehensweise in Abschnitt
4.1.3 ab. Das Zeitintervall [0.07; 00] wird dabei disjunkt in M = 7 Teilintervalle [7;; 7j41] zer-
legt. Fiir jedes dieser Parameterintervalle wird eine Hilfsdichte g;(t) nach den Gln. (4.48)-(4.52)

konstruiert. Dabei wird tgj) auf allen j € {1,2,..., M} jeweils so bestimmt, dass sich N; ~ 260

einstellt. Dadurch ergeben sich M Hilfskonstanten k;, welche alle kleiner als 1.036 sind. Der

Speicheraufwand aller Paare (Ti(j ),pgj )) innerhalb der Implementierung bleibt mit unter 30 kB

sehr klein.
Die Berechnung eines Kandidaten t. geschieht erneut mit der durch die Gln. (4.54) und (4.55)

vorgegebenen Vorschrift, folglich bedarf es nur 6 elementarer Operationen pro Kandidat. Wie in
allen Abschnitten zuvor werden auch hier fir jedes j abschnittsweise mehrere untere Grenzen fiir
den Akzeptanzquotienten festgelegt. Als Ergebnis muss in nur ca. 10% aller Falle der Quotient
on(te|7)/(kj - 0j(rc)) berechnet werden. Im rechenzeitintensivsten Fall (7 = 0.07) reduziert sich
der mittlere Aufwand pro akzeptiertem Zufallsradius t. damit auf die Berechnung von weniger
als einer Bessel-Funktion und einer Exponentialfunktion.

Details der Implementierung sowie die expliziten Werte und die benutzten Ungleichungen kon-
nen direkt in der Funktion ,rand_r__absorb_circle_r0_eq_0.cpp* (sieche DVD) nachgelesen
werden. Die Laufzeit schwankt dabei fiir unterschiedliche Werte von 7 auf einem 3.4 GHz Prozes-
sor zwischen 50 und 150 Sekunden zur Generierung von 10° Zufallszahlen v. Abschlieend zeigt
Abbildung 4.17 fiir Ny = 10'? Samples die relative Trefferhiufigkeit hs[on](¥|7) des Intervalls
[t — g; v+ g] im Vergleich zur WDichte g, (t|7) und der evaluierten Intervallwahrscheinlichkeit

Ps[oy](x|7) fiir die Zeit 7 = 0.1.
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1.6 ‘ ‘ :
hslen](x[0.1) |
5
0u(cl0.1)
1.2+
Abbildung 4.17.: Fir N, = 10'? erzeug-
te Zufallsradien v ist die aus der relativen
Hiufigkeit hs[o,](t|0.1) mit 6 = 0.004 kon-
0.8 struierte WDichte (rote Punkte) zusammen
mit o, (grine Linie) aufgetragen. Im einge-
betteten Graphen ist fir § = 0.04 die rela-
04l ,‘.‘,’f 22.10°° tive Abweichung der relativen Hdufigkeit ei-
3 3105 nes Histogrammintervalls gegen den berechne-
’{;” R ten Wert Ps[on](t]0.1) aufgetragen (rot). Die
,‘rf" 0 02 0'4t 06 08 1 Abweichungen entsprechen den erwarteten sto-
05 33 01 05 chastischen Fluktuationen um Null (grin).
4.3. R}

4.3.1. Reflektierender Rand bei x = 0

Da der Randpunkt x = 0 von lRar reflektierend ist, gibt es in diesem Setup keine FP-Zeit zu
sampeln, sondern lediglich die NPP-WDichte

T — 0)> T+ m0)?
pn(x|t, x0) = \/ﬁ (exp <_(4Dt0)> + exp <_(2_Dt0)>) (4.85)

aus Gl. (A.4) des Anhangs A.1.2.1.

4.3.1.1. Sampeln der NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,,(x|t, x¢)

Das Sampeln von p,(x|t,zg) ist derart einfach, dass eine anfingliche Entdimensionalisierung
keinen Vorteil bringt. Fiir eine normalverteilte Zufallsvariable Z mit Erwartungswert x¢ und
Varianz o2 = 2Dt ist die WDichte der Zufallsvariablen X = |Z| identisch mit p,(x|t, zo), was
schnell mithilfe der Transformation in Gl. (2.2) gezeigt werden kann.

Die Implementierung ,rand_x__refl_Rplus.cpp“ (siche DVD) benétigt ca. 34 Sekunden fiir
die Generierung von 10° Zufallszahlen und ist damit nahezu genau so schnell wie die genutzte
Implementierung der Normalverteilung. Aufgrund der numerischen Einfachheit und der daraus
resultierenden Kiirze der Implementierung kann auf die Darstellung eines Histogramms, welches
die Korrektheit der Implementierung bestétigt, verzichtet werden.

4.3.2. Absorbierender Rand bei x =0
4.3.2.1. Sampeln der FP-Wahrscheinlichkeitsdichte py(t|x¢)

Die FP-WDichte der FP-Zeit zum Ort x = 0, falls bei ¢ zum Zeitpunkt tg = 0 gestartet wird,
ist gegeben durch Gl. (A.7):

2
i) )
po(tlzo) = \/ﬁexp <_4Dt> : (4.86)
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Bezeichnet die Zufallsvariable Z den Betrag einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen, so
gilt fiir die zugehorige WDichte

pz(z) = \/227exp<—222> , 2z € [0;00]. (4.87)

Die WDichte px (t|zo) der Zufallsvariablen X = f(Z) mit

_ 7
- 2DZ?
ist dann identisch zu py(t|xo), da fiir die streng monoton fallende Funktion f auf R™ nach dem
Transformationssatz in Gl. (2.1) gilt:

f:RY = RY f(2) (4.88)

2

px(tlz0) = —(f ) (0 (£ () = —— 2y 2 ex (—$>:pb<trmo>. (4.89)

— p
—22Dt3 V27

Dadurch ist auch in diesem Fall die Laufzeit ausschliellich abhéngig von der Geschwindigkeit
des Erzeugens der normalverteilten Zufallszahlen, d.h. fiir 10° Samples benétigt die Routine
yrand_fpt__absorb_Rplus.cpp*“ ca. 34 Sekunden. Auf die Darstellung eines Histogramms wird
aufgrund der Einfachheit der Implementierung auch hier verzichtet.

4.3.2.2. Sampeln der NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,(z|t, o)

Da an dieser Stelle das Problem nicht wie in den beiden vorherigen Féllen mittels Funktionen
leicht zu generierender Zufallsvariablen Z zu l6sen ist, empfiehlt sich erneut eine Entdimensio-
nalisierung in Zeit und Ort, d.h.

D 1
T=—%t und x=—u. (4.90)
Dadurch wird insbesondere der dimensionslose Anfangsort yo = 1 festgelegt und somit das

Sampeln wesentlich vereinfacht, da ein Parameter entféllt. Es mag seltsam erscheinen, dass die
Anfangsposition und nicht eine charakteristische Langenskala des Gebiets zum Entdimensiona-
lisieren genommen wird. Auf Rg existiert allerdings keine solche Skala, daher ist es zweckmaBig,
alles in Abhéngigkeit des Anfangsortes xg auszudriicken und erst final fiir die gesampelten y die
GroBe © = x - xp zu berechnen. Fiir die dimensionslosen Gréfien gilt nach Gl. (A.8):
2
on(XI7) = o pn(xz0| 77 20) (4.91)

1 (x — 1) (x + 1)
VT - erf (\/%) (GXP<47_> oo <47_>) ‘ .

Auch hier ist es fiir eine hohe Effizienz notwendig, bei dem Algorithmus eine Unterscheidung
beztiglich des Parameters 7 durchzufithren. Nachfolgend wird daher zwischen 7 < 0.25 (in a.)
und 7 > 0.25 (in b.) unterschieden.

a. Sampeln von g, (x|7) fir 7 < 0.25

Fir 7 < 0.25 dhnelt die WDichte noch stark g, (x|7) einer Normalverteilung mit Erwartungswert
1 und Varianz o2 = 27. Daher soll die WDichte dieser Normalverteilung als Hilfsdichte fiir eine
Verwerfungsmethode verwendet werden. Es gilt also:

exp (—W) . (4.93)

1
Qh(X|T) - \/m
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Die bestmogliche Wahl einer m-abhéngigen Hilfskonstan- 1.2
ten k ist dann gegeben durch 1.15-
1
k()= —F—— (4.94) 1.1
)
4T
1.05F
und in nebenstehender Abbildung 4.18 graphisch auf-
etragen. Die resultierende Akzeptanzwahrscheinlichkeit 1 : : :
getragen. L p : 0 005 01_015 02 0.25
eines gemaf o, (-|7) gesampelten Kandidaten y. lautet
somit Abbildung 4.18.: k(7), T € [0;0.25]
0 , x<0
pa(XC‘T) = (495)

1—exp<—¥) , x>0

und ist wesentlich schneller zu evaluieren, als die damit unnétig gewordene Berechnung von
on(x|7). Die entsprechende Implementierung ,rand_x__absorb_Rplus.cpp® (siche DVD) be-
nétigt ca. 80 - 100 Sekunden fiir 10° Samples.

b. Sampeln von g, (x|7) fiir 7 > 0.25

Fir groBe Werte von 7 strebt die Maximumposition Xmax(7) der WDichte g, (x|7) von oben
gegen v/27. Obwohl die Nullstelle der Ableitung von g, (x|7) nicht analytisch bestimmt werden
kann, ist dies dennoch einfach zu zeigen, indem man die Potenzreihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion nutzt und in fiihrender Ordnung das Problem 16st. Alle nicht verschwindenden
Ordnungen haben Exponenten kleiner als 0 und streben daher gegen Null fiir 7 — oo. Die
Kenntnis iiber das Verhalten von xmax(7) kann genutzt werden, um die schnell zu sampelnde
normalverteilte Hilfsdichte

2
on(x|T) = \/417? exp (—(X_Z_(T))) mit p(7) = V21 + 0\/17_5 (4.96)

zu konstruieren, welche fiir alle 7 > 0.25 hinreichend dhnlich zu g, (x|7) ist. Der Summand
0.15//7 strebt fiir grole 7 dabei gegen Null und korrigiert approximativ den Fehler fiir kleine
Werte von 7.

Die einfache Wahl k=1.55 wiirde an dieser Stelle ausreichen, um eine korrekte Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit kleiner 1 zu gewahrleisten. Jedoch lassen sich auch hier durch eine 7-abhéngige
Wahl von k Vorteile erzielen. Zum einen ist es gerade 15
fir kleinere 7 moglich, die Verwerfungsrate durch eine
kleinere Wahl von k deutlich zu verringern. Zum an-
deren kiirzt sich die erf-Funktion in dem vereinfachten
Ausdruck der Akzeptanzwahrscheinlichkeit (Gl. (4.98)) 1.3
durch die Wahl

2vVA4rt

k() = 4.97 1.1 :
(7) 1.97044 on((7)I7) (4.97) 025 2 4 _ 6 8 10
weg, welche in nebenstehender Abbildung 4.19 Abbildung 4.19.: k(r), 7 € [0.25,10]
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gezeigt ist. Eine Veranschaulichung der eingefithrten Grofien zeigt Abbildung 4.20. Die Haupt-
abbildung verdeutlicht dabei die gute Approximation von Xmax(7) durch (7). Die eingebetteten
Graphen zeigen fiir drei exemplarisch gewéhlte Zeiten 7 den Verlauf der WDichte g, (x|7) sowie
der Einhiillenden &(7) - op(x|7).

— 0.61 k(T)- 1 ] I T T
" 0n(x[0.25) 7
al o] N2 N (1) == pa(7) —)
/ 1 0.04
0'3 T T T T
0.03
0 k(7)-0n(x|2) T
3502} 1 0.02
i 1 0.01
0.1F .
e QW(X‘Z) - 0 0
R B R .
l l l l l l
8 10
-

Abbildung 4.20.: Die numerisch berechnete Funktion Xmax(7) (rot) und das sehr gut approzimierende
w(7) (grin) sind auf dem Intervall [0.25;10] dargestellt. Die drei eingebetteten Graphen zeigen fir die
Zeiten T € {0.25;2;10} die WDichte o,(x|7) (braun) sowie die Einhillende k(7) - on(x|T) (blaw).

Nach ein paar vereinfachenden Umformungen erhélt man fiir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit
Pa(Xc|T) eines geméB op(x|7) gesampelten Kandidaten y. folgenden Ausdruck:

0 , x<0

(—n(m)2--D2\ (x—n(r)? = (x+1)?

I ) eXP(zzf . (4.98)

, x>0
exP(_ (wn-1)* ) _exp(_(““gjl)Q ) *

Dabei ist der Nenner unabhéngig von x und muss damit nur einmal pro gewiinschter Zufallszahl
und nicht einmal pro Kandidat berechnet werden. Da die Verwerfungsrate stets unter 36% liegt,
betragt der numerische Aufwand im Mittel pro Zufallsort weniger als die Evaluation von fiinf
Exponentialfunktionen und 1.36 normalverteilter Kandidaten y.. Die Implementierung ,,rand_
x__absorb_Rplus.cpp® auf einem 3.4 GHz Prozessor benétigt zur Generierung von 109 Zufall-
sorten x in Abhéngigkeit von 7 rund zwei bis vier Minuten.

In Abschnitt 4.4.3.3 wird die WDichte g, (x|7) als Hilfsdichte fiir das Sampeln einer haufiger
benotigten, weiteren WDichte Verwendung finden. Zufallsorte auf R™ werden im Rahmen dieser
Arbeit ausschlielich zu diesem Zweck bendtigt. Auf ein Histogramm wird auch hier verzichtet,
da die Korrektheit des in Abschnitt 4.4.3.3 gezeigten Histogramms 4.25 impliziert, dass hier
sowohl der Algorithmus als auch dessen Implementierung korrekt sein miissen.

a\Xc|T) = exp(
Palxelr) 0.98522

4.4. Intervall [0; L] mit unterschiedlichen Randbedingungen

Fiir das Sampeln innerhalb eines Intervalls der Lénge L ist es vorteilhaft, die Zeit ¢ und den Ort
x mittels charakteristischer Zeit- und Léngenskalen auszudriicken. Diese sind gegeben durch

D 1
T = ﬁt und x = 7% (4.99)
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In allen nachfolgenden Unterabschnitten wird daher 0.B.d.A. das Einheitsintervall herangezo-
gen, wobei die Startposition zum Zeitpunkt tg = 0 jeweils durch den Ort yo gegeben ist. Um
Intervalle und damit auch Rechtecke bzw. Quader fiir eine méglichst groie Anzahl an Szenarien
als Protektionsgebiete nutzen zu koénnen, sollen insgesamt vier verschiedene Randbedingungs-
kombinationen in Betracht gezogen werden:

e periodische Randbedingungen (Abschnitt 4.4.1)
e beidseitig reflektierende Randbedingungen (Abschnitt 4.4.2)

e beidseitig absorbierende Randbedingungen (Abschnitt 4.4.3)

einseitig reflektierende, einseitig absorbierende Randbedingungen (Abschnitt 4.4.4)

Nachfolgend wird die Vorgehensweise des Sampelns fiir alle vier Fille vorgestellt

4.4.1. Periodische Randbedingungen

Das Sampeln von g, und ¢ entféllt hier, da es keinen absorbierenden Rand gibt.

4.4.1.1. Sampeln der NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,(z|t, o)

Die entdimensionalisierte WDichte o, (x|7, x0) in Kurzzeitdarstellung folgt aus Gl. (A.40):

< . 1 = (X —Xo+ k)g
i) = 3= 3 exp(—h> . (1.100)
Da fiir das Sampeln dieser WDichte génzlich auf eine numerische Evaluation verzichtet wird, ist
es an dieser Stelle nicht notwendig, eine fiir grole 7 schnell konvergierende Reihendarstellung
einzufithren (Gl. (A.39)). Ebenso wenig muss ein Abbruchindex der unendlichen Reihe gefunden
werden. Zwecks vollstdndiger Verfiigbarkeit numerisch stabiler Implementierungen aller WDich-
ten des Kapitels existieren diese Uberlegungen aber und sind der entsprechenden Implementie-

rung ,prob_dens_x__periodic_unit_interval.cpp“ (siche DVD) zu entnehmen.

Im Folgenden bezeichne Z eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert xo € [0;1]
und Varianz 02 = 27, d.h. fiir die zugehérige WDichte gilt:

1 (x — x0)*
0z(x|7: x0) = N exp( = , XER. (4.101)

Dann ist die WDichte der Zufallsvariablen X = f(Z) mit
fFTR—=[0;1[,f(Z2)=2Z—- |Z] (4.102)

identisch mit o, (x|, x0), wie nachfolgender Beweis zeigt.
Da die Ableitung der Abbildung f in allen Punkten R\ Z identisch 1 ist, gilt fiir die WDichte
der Zufallsvariablen X nach Gl. (2.2):

ox(xImxo) = Y. ez(zlmx0) (4.103)
zef~1({x})

wobei f~1({x}) das diskrete Urbild von x bezeichnet. Fiir dieses gilt:

A ={x—2x-Lx, x+Lx+2..}={zlz=x+kAkeZ}. (4104
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Explizites Einsetzen der Gln. (4.101) und (4.104) in Gl (4.103) liefert die zu beweisende Be-

hauptung 0, (x|7, x0) = ex (|7 X0)-
Die Implementierung dieses Verfahrens ,rand_x__periodic_interval.cpp® (siche DVD) be-

nétigt ca. 44 Sekunden auf einem 3.4 GHz Prozessor zur Generierung von 10? Zufallsorten x.
Aufgrund der numerischen Einfachheit der Routine wird an dieser Stelle auf ein Histogramm,
welches die korrekte Implementierung bestétigt, verzichtet.

4.4.2. Beidseitig reflektierender Rand

Auch hier entféllt das Sampeln von g, und gy, da es keinen absorbierenden Rand gibt.

4.4.2.1. Sampeln der NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p, (x|t, o)
Fiir die dimensionslose WDichte o, (x|7, xo) mit xo € [0; 1] gilt nach Gl. (A.11) :

] 2 2
on(X|7; x0) = 2\/17? Z exp (— (2k + (Z(T_ x0)) ) +exp (— 2k + (31(7-+ x0)) ) . (4.105)
k

=—00
Analog zum zuvor diskutierten Fall periodischer Randbedingungen benétigt ein effizientes Sam-

peln nicht die zeitintensive Evaluation der WDichte o, (x|, x0). Fiir eine normalverteilte Zu-
fallsvariable Z mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 = 27 seien die Zufallsvariablen

Y(Z) = xo+ 2 — EJ 2 und  X(Y) = min (Y2 - Y]) (4.106)

€ [0;2]

€ [0;3]

definiert. Dann ist die WDichte der Zufallsvariablen X identisch mit o, (x|7, xo). Die Beweis-
fithrung verlduft nahezu identisch zum vorherigen Fall periodischer Randbedingungen, lediglich
die Konstruktion der Urbilder ist etwas komplizierter.

Basierend auf einer normalverteilten Zufallszahl Z berechnet die Routine ,rand_x__refl_inter-
val_refl.cpp“ (siche DVD) somit Zufallsorte x geméaf o, (x|, x0), indem sie zuerst Y (Z) und
anschliefend X (Y') berechnet. Dieses Verfahrens benotigt ca. 48 Sekunden auf einem 3.4 GHz
Prozessor zur Generierung von 10° Zufallsorten y. Aufgrund der numerischen Einfachheit der
Routine wird auch an dieser Stelle auf ein Histogramm, welches die korrekte Implementierung
bestétigt, verzichtet.

4.4.3. Beidseitig absorbierender Rand

4.4.3.1. Sampeln der FP-Wahrscheinlichkeitsdichte py(t|xo)

Die WDichte g,(7|x0) ist fiir xo €]0; 1] mithilfe der Reihendarstellungen in den Gln. (A.17) und
(A.18) gegeben durch

07 (T|x0) = 4n i(Qn +1)sin((2n + 1)7xo) exp(— ((2n + 1)77)27') , (4.107)
n=0
Wolxo.7) + > (~1F (Wi(xo.7) = Wi(~x0,7))
oy (tlx0) = = e (4.108)
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mit Wi(xo,7) = (k + Xo)exp<—(kt§0)2)

Wie iiblich konvergiert die Reihe g (7]x0) schnell fiir groe 7, wohingegen die Reihe o5 (7|x0)
schnell fiir kleine 7 konvergiert. Da im Rahmen des Sampelns gelegentlich der exakte Wert der
WnDichte an einer Kandidatenstelle zu berechnen sein wird, ist auch hier die Frage nach dem
bestmoglichen Wechsel zwischen Kurz- und Langzeitdarstellung und der Summandenzahl zu
stellen. Die Wahl

Nmax (T) ,
4 2::1 (2n+1) sin((2n + 1)7TX0) exp(— ((2n + 1)7r) 7-) > T
num( ‘ ): Emax (T) (4109)
o " (TIxo Wo (9(x0),7) + k; (—=1)% (Wi(g(x0), ) — Wi(—g(x0), 7))
- , T< Ty
2V T3

mit 7, = 0.0636, g(x0) = min(xo, 1 — xo0) und den abschnittsweise konstanten Funktionen

4, 7€ [1y;0.0957] ; U
Nmax(T) = Te| [ o kmax(T) =42, 7€[0.0119;0.0354] (4.110)

2, 7€0.1886;0.5528] . ooty

1, 7€(0.5528;00] . TEJ0.

garantiert eine relative Abweichung kleiner als 10~'®. Man beachte dabei, dass aus Symmetrie-
griinden py(7|x0) = pp(T|1 — x0) gilt. Obige Funktion g(x) &ndert den Funktionswert im Fall
einer unendlichen Reihe daher nicht, garantiert innerhalb von "™ (7|x0) allerdings eine kleinere
(relative) Abweichung.

Die bisherigen Strategien, welche zum Sampeln in den vorherigen Abschnitten genutzt werden,
fithren in diesem Abschnitt alle nicht zum Erfolg. Da die WDichte den Parameter yo enthélt,
verbietet sich das Sampeln mit einer einzelnen abschnittsweise konstanten Hilfsdichte. An friihe-
rer Stelle bestand ein Ausweg darin, das Parameterintervall in mehrere Teilintervalle zu zerlegen,
auf denen man dann jeweils unterschiedliche Hilfsdichten konstruiert. Da die WDichte g,(7|x0)
fir xo — 0 bzw. xo — 1 nicht gleichméfig gegen eine nach oben beschrinkte, von yo unabhén-
gige WDichte konvergiert und ihr Maximum stattdessen gegen oo strebt, scheitert auch dieses
Vorhaben.

Die bestmogliche gefundene Losung des Problems besteht in einer Verwerfungsmethode mit der

Hilfsdichte
2
on(T|x0) = 29\2% exp (—W) , (4.111)

wobei es sich um die FP-WDichte (zur Stelle x = 0) eines frei diffundierenden Teilchens in R
handelt, deren Sampeln bereits in Abschnitt 4.3.2.1 vorgestellt ist. Die Wahl der Hilfskonstanten
muss mit k = 2 vergleichsweise grofl ausfallen, um eine Akzeptanzwahrscheinlichkeit

pa(T|X0) o Qn(T|X0)

= =" A7 < 4.112
R on(rho) (4.112)

zu garantieren. Damit wird die Methode eine Verwerfungsrate von genau 50% aufweisen. Da das
Generieren von Kandidaten 7. allerdings recht schnell funktioniert, ist das eigentliche Nadelohr
nicht die Verwerfungsrate selbst, sondern die Tatsache, dass ein grofleres k auch nur kleinere
abschnittsweise untere Schranken fiir p,(7|xo) impliziert. Daher ist es im Gegensatz zu den vor-
herigen Abschnitten hier nicht moglich, die Akzeptanzwahrscheinlichkeit durch Ungleichungen
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derart abzuschétzen, dass mittels Transitivitdt auf die Evaluation von p,(7|xo) tiberwiegend
verzichtet werden kann. Die Ungleichung

0.5 < pa(7lx0) V7 <0.285 (4.113)

liefert zwar einen Anteil von minimal 25% (bei xo = 1/2) bis maximal 50% (bei xo — 07,17) an
direkt akzeptablen Kandidaten. Dennoch wére die numerische Berechnung von p,(7|xo) mittels
0p"™ /(kop) in den verbleibenden Fillen mit Abstand der zeitaufwandigste Teil des Sampelns.
Der Aufwand lésst sich jedoch erheblich mithilfe der in [65] vorgestellten allgemeinen ,,Squeeze“-
Methode reduzieren. Numerisch kénnen folgende Ungleichungen fiir alle xo €]0;1[ bestétigt
werden:

pLP) (7]x0) — 0.04 < paltlxo) < pP(r]x0) + 0.04 Vr>Ty o, (4114)
P (Tx0) = 0.0012 < palrlxo) < p{™(rlx0) + 00012 Vr<m, , (4115)
wobei
- 47r%ﬁsin(7r)<0)exp(—ﬂ27+%‘f> y T2 Ty
app —
PP (T)x0) = §+§((1—g(xo)) exp(_%‘fxo)) ~ (14 9(x)) exp(—H_igT(XO)>>, r< Ty
(4.116)

gilt. p((lap P) (T|x0) bezeichnet also den numerischen Akzeptanzquotienten, in dessen Evaluierung

Nmax = kmax = 1 gesetzt ist, welcher also erheblich schneller zu evaluieren ist als op"™/(kop).
Aus der Ungleichungskette (4.114) folgt fiir eine ranjo;1-verteilte Zufallszahl r.¢; direkt, dass ein
Kandidat 7. > 7, fur

PP (T]x0) > Trej + 0.04 (4.117)
zu akzeptieren und fur
PP (7] x0) < Trej — 0.04 (4.118)
zu verwerfen ist. Fir den unwahrscheinlichen Fall
Trej — 0.04 < pl9PP) (7|x0) < Trej + 0.04 (4.119)

liefert (4.114) keine Aussage. Analog folgt aus der Ungleichungskette (4.115), dass ein Kandidat
Te < Ty fUr

PP (7] x0) > Trej + 0.0012 (4.120)
zu akzeptieren und fur
PP (7] x0) < Trej — 0.0012 (4.121)
zu verwerfen ist. Im noch selteneren Fall
Trej — 0.0012 < plPP) (7]x0) < Trej + 0.0012 (4.122)

liefert (4.115) ebenfalls keine Aussage.

Doch selbst in den seltenen Féllen, in denen mithilfe der Ungleichungsketten (4.114) und (4.115)
nicht iiber eine Akzeptanz geurteilt werden kann und der exakte Ausdruck der Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit zu berechnen ist, ist die Evaluation von pﬁﬂp P )(T] Xo) dennoch kein Zeitverlust, da
es sich um den ohnehin zu berechnenden ersten Summanden von op"™ /(kep) handelt.

Die C++-Implementierung ,rand_fpt__absorb_interval_absorb.cpp“ (siche DVD) benotigt
auf einem 3.4 GHz Prozessor in Abhingigkeit von yo rund 150 - 170 Sekunden, um 10° Zufalls-
zahlen 7 zu generieren. Abbildung 4.21 zeigt fiir Ny = 10'? Samples die relative Trefferhiufigkeit
hs[ob](7]0.4) des Intervalls [T — g; T+ %] im Vergleich zur WDichte g,(7]0.4) und der analytischen
Intervallwahrscheinlichkeit Ps[op](7]0.4).
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8 :
1510
1 10}
6% 5107}
! ”””TITILHTI,””H Abbildung 4.21.: Fiir Ny = 10'? erzeugte FP-
511 0 ‘“““‘11'1‘111 H“ Zufallszahlen T ist die aus der relativen Hdu-
! -5-107°¢ J ‘ ‘ . figkeit hsop](7]0.4) mit 6 = 0.001 konstruierte
4o 104t | WDichte (rote Punkte) zusammen mit gy, (grine
3 M 15.10747(%[&]“‘0'4) . ) ;zme“) aufgetragen. .Im em'gebetteteﬁ, Graphen
1 -1 Ps[ov](7[0-4) ist fir § = 0.03 die relative Abweichung der
2 "' _2.10-40 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0‘5 0‘6 0‘7 relativen Hdufigkeit eines Histogrammintervalls
| foteslcriom | b e B RA B BB gegen den berechneten Wert Ps[op](7]0.4) auf-
1h s getragen (rot). Die Abweichungen entsprechen
t 25(7]0.4) den erwarteten stochastischen Fluktuationen um
00 01 o0z 03 _04 05 06 07 Null (grin).

4.4.3.2. Sampeln der FPP-Wahrscheinlichkeiten p¢ (%, zo) und py.r(t, o)

In den bisher beschriebenen Féllen ist der Ort, an dem das FP-Ereignis am Rand des Gebiets
stattfindet, entweder aus Symmetriegriinden gleichverteilt (Kugel, Kugelsektor, Kreis, Kreissek-
tor; alle mit 79 = 0) oder es gibt nur einen Punkt (Abschnitt 4.3.2), an dem das First-Passage-FEr-
eignis stattfinden kann. In diesem Abschnitt tauchen erstmals zwei verschiedene Intervallrander
auf, deren FP-Wahrscheinlichkeiten fiir xo # 1/2 nicht gleichverteilt sind und zudem eine Funk-
tion der FP-Zeit 7 darstellen. Fiir die Wahrscheinlichkeit pro(7, x0) = pio (1,x0) = p;O(T, X0),
den linken Intervallrand bei y = 0 bei einem FP-Ereignis zum Zeitpunkt 7 zu erreichen, ergibt
sich aus den Gln. (A.19) und (A.20):

o0
sin (mx0) + > n exp(—(n2 — 1)7r27') sin (nmxo)
n=2

P7o(7; x0) =:; = ‘ : (4.123)
sin (mx0) + Z_: (2n + 1) exp(—4n(n + 1)x27) sin ((2n + 1)7x0)
) Xt 5 [0+ 2 exp(~AER0L) (- 2k) exp (A0
Po(T x0) = o kZ:j C1y {(k N Xo)exp( %> . Xo)exp(_k(k;?@)} . (4.124)
Dementsprechend erhélt man die Wahrscheinlichkeit fiir den rechten Rand x = 1 durch
pri(T,x0) = 1= prolT, x0) - (4.125)

Zur Berechnung dieser Wahrscheinlichkeiten reichen die durch Gl. (4.110) gegebenen oberen
Summationsgrenzen vollkommen aus. Ob das FP-Ereignis nun am linken oder rechten Intervall-
rand stattfindet, wird mittels des in Abschnitt 2.1.3 vorgestellten Tower-Samplings entschieden.
Da trivialerweise die beiden Ungleichungen

(4.126)

1
pro(T,x0) > VXOG}O;Q] ,

(4.127)

N = DN =

1
pro(T,x0) < Vmehﬂ[

gelten, muss in dem verwendeten Tower-Sampling py (7, xo) nur in exakt 50% der Falle pso(7, x0)
iiberhaupt berechnet werden.
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0.5
0.4¢ Bl
X0 03 By B, . .
0.2l - A Abbildung 4.22.: Graphische Darstellung der Zerle-
0.1 gung des Parameterraums. Die Lage des Parametertu-
: pels (xo0,7) €]0;0.5] x RT entscheidet iber die angewen-
0 0 0.04 0.045 0.051 > dete Methode zum Sampeln der WDichte o, .
-

4.4.3.3. Sampeln der NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p, (x|t, o)

Die Entwicklung eines effizienten Algorithmus zum Sampeln der WDichte o, (x|T, x0) ist kom-
pliziert, da es sich auch nach dem Entdimensionalisieren immer noch um eine WDichte mit
zwei Parametern handelt. Solche WDichten sind bereits in den Abschnitten 4.4.1 und 4.4.2 als
on(X|7, x0) vorgekommen. Dort lassen sich jedoch Funktionen leicht zu sampelnder bekannter
Zufallsvariablen finden, deren WDichten sich zu den jeweils geforderten WDichten transformie-
ren.

Hier ist eine solche Vorgehensweise mangels Kenntnis geeigneter Funktionen nicht moéglich und
es gilt deshalb, einen anderen Weg zu finden, um o, (x|7, X0) zu sampeln. Daher werden an dieser
Stelle die Lang- und die Kurzzeitdarstellung benétigt, welche durch die Gln. (A.22) und (A.23)
gegeben sind:

sin () sin (7o) —I—%; exp(-(n2 — 1)7r27-) sin (n7x) sin (n7xo)

> s
On (X|T>X0) =5 = . 7 (4128)
? sin (mxo) + 3 exp(—4n(n + 1)x%7) W
n=1
exp( - 0520 ) exp -5
on (xIT, x0) = (4.120)

277 o (35) + S0 (et (0 - (i)
GO Rl S i B S ) e W )

e o )20

Die Frage, wann zwischen den beiden Darstellungen zwecks numerischer Berechnung gewech-
selt wird und wie viele Summanden in Abhéngigkeit der Parameter 7 und yo benétigt werden,
wird hier im Laufe der Beschreibung des Sampelns geklart. Im Folgenden soll 0.B.d.A. immer
X0 < 1/2 angenommen werden, da o, (x|7, x0) = on(1 — x|7, 1 — x0) gilt. Abbildung 4.22 zerlegt
den Parameterraum (7, xo) € R1x]0;0.5] in vier verschiedene Bereiche A und By, B, Bs auf
welchen sich die Vorgehensweise des Sampelns unterscheidet. Nachfolgend wird die Vorgehens-
weise separat fiir jeden dieser Bereiche vorgestellt.

a. Sampeln von g, (x|7,x0) fir (7,x0) € A
Da xo < 1/2 gilt, ahnelt o5 (x|7, xo) fur kleine Zeiten sehr stark der Hilfsdichte

1 (X — x0)? (X + x0)?

on(X|7, x0) = — (exp(—) — exp (—)) (4.130)
VAarT - erf (\/?) 4t 4t
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Abbildung 4.23.: Die Funktion k(7, xo) st fir
das in Abbildung 4.22 definierte Gebiet A in
einem Farbdiagramm graphisch dargestellt. Die
gelabelten schwarzen Linien sind Isolinien von

s 501 0.02 0.03 0.04 0.05 k(7, x0) und dienen der Orientierung.

fir alle (7,x0) € A. Dabei handelt es sich um eine WDichte auf R, deren Sampeln bereits in
Abschnitt 4.3.2.2 beschrieben ist. Es gilt jedoch zu beachten, dass die entdimensionalisierten
GroBlen 7 und x in Abschnitt 4.3.2.2 sich von den in diesem Abschnitt verwendeten Gréfien
7 und x unterscheiden, aber es nur linearen Skalierungen bedarf, um Zufallszahlen gemifi Gl.
(4.130) zu sampeln.

Auch hier ist es moglich, die nun von zwei Parametern abhéangige Hilfskonstante k(7, xo) so zu
wéhlen, dass zum einen die Hilfskonstante sehr klein fiir alle (7,x0) € A ist und zum anderen
der spétere Akzeptanzwahrscheinlichkeitsquotient nach Vereinfachung leichter zu evaluieren sein
wird als Zéhler und Nenner einzeln. Die Wahl

k(T,x0) = = (4.131)

erf (;\‘—Oﬁ) + kZ::l(—l)k (erf( QJ:/X;O) — erf (g\}‘;))

ist in Abbildung 4.23 graphisch dargestellt. Man erkennt, dass die Verwerfungsrate fiir alle
Parametertupel (7, xo) stets kleiner als 10% bleibt, in den meisten Fillen sogar unter 1%.

Fir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit p,(x|7, X0) = on/(kopn) eines Kandidaten x. ergibt sich
unter Verwendung der Kurzzeitdarstellung in Gl. (4.129) und einiger Vereinfachungen:

Pa(Xe|T: X0) = 1+ (4.132)
3 (exp (‘W) Fexp (_W) —exp <_W> —exp (_W))

= exp(_(x—4>T<o)2> _ exp(—(th’T‘O)Q)

Um pq(Xe|T, X0) innerhalb der Gleitkommadarstellung von C/C++ berechnen zu kénnen, reicht
es aus, fiir alle Parametertupel (7,x9) € A die Summe bis zum zweiten Summanden, also
kmax = 2, auszuwerten. Dennoch erfordert dies die Berechnung von insgesamt 10 Exponenti-
alfunktionen und wére somit deutlich langsamer als das Erzeugen des Kandidaten x. selbst.
Auch diesmal besteht der Ausweg (wegen der sehr kleinen Verwerfungsrate) im Praevaluieren
mehrerer unterer Schranken fiir p, fiir verschiedene Intervalle. Dazu wird die Funktion
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low(xc) = min  pa(xc|T,Xo0) (4.133) 1
(T.x0)€A I
0.8f
betrachtet, welche in nebenstehender Abbildung 4.24 i
graphisch dargestellt ist. Da das Minimum jeweils in 0.6+
einem Eckpunkt des Gebiets A liegt, ist die Berech- - low(xc)
nung von low(x.) numerisch unproblematisch. Daher 04r
ist es einfach (analog zu Abbildung 4.7), konstante 02:
untere Schranken fiir low(x.) auf Teilintervallen zu '
konstruieren, welche aufgrund von Gl. (4.133) auch 0 - - - -
eine untere Schranke fiir p,(xc|7, x0) darstellen. Auf 0 02 04, 06 08 !

die Wiedergabe aller Details soll an dieser Stelle ver-
zichtet werden. Der interessierte Leser kann sie jedoch
ohne Probleme der Implementierung ,rand_x__absorb_interval_absorb.cpp“ (siche DVD)
entnehmen. Insgesamt wird die Notwendigkeit, p,(xc|T, x0) explizit zu berechnen, auf nur 12%
der Fille reduziert, woraus sich eine Laufzeit von 80 - 270 Sekunden fiir 10? Samples ergibt.
Die linke Spalte von Abbildung 4.25 zeigt fiir Ny = 10'? Samples die relative Trefferhdufigkeit
hs[on] (x|, x0) des Intervalls [y — g; X+ g] im Vergleich zur WDichte p,, und der Intervallwahr-
scheinlichkeit

Abbildung 4.24.: low(x.), x. €]0;1]

s

Xt35
PS[Qb](X|TaXO):/ . X on(X'IT, x0) (4.134)
X

2

fir 7 =0.03 und xo = 0.4.

b. Sampeln von g, (x|T, x0) fiir (7,x0) € B1

Da der Rand des in Abbildung 4.22 definierten Gebiets B; keinen Teil der Linie 7 = 0 beinhaltet,
ist die WDichte o (x|, x0) nach oben beschriankt und verdndert ihre Gestalt in Abhéngigkeit
von (7, xo) nur wenig innerhalb Bj. Daher ist es moglich, eine parameterfreie Hilfsdichte gp,(x) zu

wahlen, welche dennoch eine nicht allzu grofle Verwerfungsrate liefert. Die empirisch bestimmte
WDichte

162000

23717 X O < X < 10

Qh(X) = 227(1) ) @ < X S 16030 ) (4135)
90000
szl =x) g <x <1

in Verbindung mit der Hilfskonstanten k = 23717/18000 ~ 1.32 stellt eine solche Wahl dar.
Zufallskandidaten x. geméB gp, () lassen sich extrem schnell durch Invertieren der zugehorigen
Verteilungsfunktion erzeugen, also

V23717 185
X 900 \[ ; 0<2< g
- _ ) el 185 949
Xe =F, (2) = 900 z+ 360 ' Tos3 <% = 189 (4.136)

/47434 949
300 V1 s Toss <2 <1

wobei z wie liblich aus einer Sequenz ranjo; 1-verteilter Zufallszahlen stammt. Fiir die Akzeptanz-
wahrscheinlichkeit p,(xc|7, x0) wird an dieser Stelle die Langzeitdarstellung o, verwendet, da
sie numerisch stabiler zu evaluieren ist. Fiir die Berechnung bis zum Summanden n, im Zahler
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und n, im Nenner erhilt man

T (sin(ﬂxc) sin(mxo) —i—ZZ exp (—(n2 - 1)7r27') sin(nmx.) sin(nmyo

)
. (4.137)

=2
P (el x0) = = —
2kon(X) (sin(TrXo) + Zlexp(—éln(n + 1)m2r) W)
n—=
Um p( =) (Xc|T, x0) innerhalb der Gleitkommadarstellung exakt zu evaluieren, ist n, = 11 und

n, = 5 ausreichend. Konstante Abschitzungen von p,(xc|T, xo) nach unten, welche an anderer
Stelle sehr gut funktionieren, lassen hier noch tiber 50% der Kandidaten zuriick, deren Ak-

zeptanz nicht direkt (mittels Transitivitat fur die Ungleichungen der Abschétzungen) bestéatigt
(11

werden kann. Dementsprechend ist die Berechnung von pg )(XC\T, Xo) viel zu haufig notwen-
dig, um den Effizienzverlust der zeitintensiven Berechnung (trotz Wiederverwendung doppelt
auftretender Sinus- und Exponentialfunktionen in Zahler und Nenner) hinnehmen zu wollen.
Daher wird an dieser Stelle wieder auf die ,,Squeeze“-Idee zuriickgegriffen [65]. Numerisch sind
deshalb nachfolgende Ungleichungsketten fiir alle x. €]0;1[ und (7, xo) € B; bestétigt worden:

P20 (x|, x0) = 0.0902 < pal(xel™ x0) < P2 (xe|T, x0) + 0.0902 (4.138)
P& (xel T, x0) = 0.005 < palxelTs x0) < p(3 Y (XelT, X0) +0.005 , (4.139)
PSR (xelT, x0) = 0.0002 < pa(xel ™ x0) < 5V (xel ™, Xx0) + 0.0002 . (4.140)

(4,1)

Folglich ist es in nahezu allen Féllen spétestens nach der Berechnung von pg " (xc|T, X0) klar, ob
der Kandidat verworfen oder akzeptiert wird. Dennoch beinhaltet der implementierte Algorith-
mus in ,rand_x__absorb_interval_absorb.cpp“ (siche DVD) den extrem seltenen Fall, dass
fir die ranyo;1-verteilte Zufallszahl r.o; die Ungleichungskette

PAY (x| 7, x0) — 0.0002 < 7oy < PY (x| 7, x0) + 0.0002 (4.141)

gilt (durch das Verwenden von p( 1 )) und ist daher exakt und schnell. Fiir 10° Sample werden
auf einem 3.4 GHz Prozessor ca. 140 Sekunden benétigt.

c. Sampeln von g, (x|7, xo) fiir (7, x0) € B2

Das Sampeln in Bs ist methodisch sehr &hnlich zum Vorgehen in Parametergebiet B;. Es un-
terscheidet sich quantitativ nur durch die Hilfsdichte

5687 2

720 X 0 <X =97
en(x) = { 360 ; 11 <x<%H (4.142)
Twl-x) , E<x<l1

und die Hilfskonstante k& = 720/517 ~ 1.39. Daher wird an dieser Stelle auf weitere Details
(u.a. die Ungleichungsketten analog zu (4.138)-(4.140)) verzichtet, diese konnen jedoch der Im-
plementierung ,rand_x__absorb_interval_absorb.cpp” entnommen werden. Die Laufzeit ist
mit ca. 150 - 170 Sekunden pro 10° Sample nur unwesentlich langsamer als im Fall zuvor.
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d. Sampeln von g, (x|7, x0) fiir (7, x0) € Bs

Auch das Sampeln in Bs funktioniert methodisch analog zum Vorgehen in Parametergebiet Bj.
Die Wahl

2000000 193
274253 » 0 <X < 100
_ ) 2000 193 307
Qh(X) = 3 1421 » 1000 <x < 500 (4'143)
1000000 307
o953 (L —X) 5 50 <x <1

und k = 274253/200000 ~ 1.37 resultiert in einer Laufzeit von 140-155 Sekunden pro 10°
Samples. Die rechte Spalte von Abbildung 4.25 zeigt abschlieBend exemplarisch fiir Ny = 10'2
Samples die relative Trefferhaufigkeit hs[on](x|7, xo0) des Intervalls [x — %; X + g] im Vergleich
zur WDichte g, und der Intervallwahrscheinlichkeit (siehe Gl. (4.134)) fiir xo = 0.4 und 7 = 0.1.

A haleaCo0s0) ) 11:8[ B sle.J0g010)
o
0n(x]0.03,0.4) —) 1167
1.4} 610
8-107° ‘
) 1.2 5)1
6107°F 410°
] 7
o Al 2:10°%
'-5 10.8+
2-10 .
o Wiyl fos|
. 5L
[ -2:10 ! { I 04f 4 210
Y/ T e e | M T R T R R R B B i _4_10-5\\\\\\\\\
/ 41070702 04,06 08 1 0.2 0 02 04,06 08 1

0 0.2 04 06 0.8 1 0 0.2 04 06 0.8 1

Abbildung 4.25.: Fiir jeweils Ny = 10'2 erzeugte Zufallsorte x sind die aus den relativen Héufigkeiten
hs[0n](x[0.03,0.4) (A) und hs[on](x|0.1,0.4) (B) mit § = 0.002 konstruierten WDichten (rote Punkte)
zusammen mit o, (grine Linie) aufgetragen. In den eingebetteten Graphen ist jeweils fir § = 0.04
die relative Abweichung der relativen Hdufigkeit eines Histogrammintervalls gegen den berechneten Wert
Ps[0,])(x|0.03,0.4) (A) bzw. Ps[p,](x|0.1,0.4) (B) aufgetragen (rot). Die Abweichungen entsprechen den
erwarteten stochastischen Fluktuationen um Null (grin).

4.4.4. Einseitig reflektierender, einseitig absorbierender Rand

Das Sampeln lasst sich sowohl fiir die WDichte p; als auch fiir p,, direkt auf den Fall beidseitig
absorbierender Rénder zuriickfithren, welcher im vorherigen Abschnitt erldutert worden ist.
Nachfolgende Beschreibung beschrénkt sich auf den Fall eines bei x = 0 absorbierenden und bei
X = 1 reflektierenden Intervalls fiir ein bei xo €]0; 1] startendes Teilchen, da sich die WDichten
der umgekehrten Randbedingungen ginzlich analog sampeln lassen.
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4.4.4.1. Sampeln der FP-Wahrscheinlichkeitsdichte py(t|xzo)

Fiir die WDichte g5(7|x0) = 0 (T|x0) = 05 (T]x0) gilt nach den GIn. (A.27) und (A.28):

Qb> (T‘XO) = 71'7;] (2n + 1) exp <_(21_1)7r27-> sin (2 2+ 17TX0> s (4.144)
oy (TIx0) = ! i(—l)’“ (2k 4 x0) exp _ @kt xo) (4.145)
PAVE (¥ et 4t
2
+(2(k + 1) = xo) exp <_ (2(k + 2— Xo) )

Anhand der Langzeitdarstellung o, wird nun gezeigt, dass die WDichte aus Gl. (4.107) des
Abschnitts 4.4.3.1 hier verwendet werden kann. Die mithilfe der Startposition xo €]0; 1] definierte
Grofe

%0 = % (4.146)
wird dazu als Anfangsort in die WDichte in Gl. (4.107) eingesetzt und man erhélt:
o107 (% X;) = 4r i@n +1) sin(2n2+ 17%) exp(— ((2n+1)m)*7) . (4.147)
n=0
(4.107)

Das Sampeln einer Zeit 7 gemé8 o, (7]%2) ist daher mit den in Abschnitt 4.4.3.1 vorgestellten
Methoden direkt moglich. Wahlt man anschlieend

T=f(7) mit f(z)=4x, (4.148)

so entspricht die WDichte von 7 gerade der Langzeitdarstellung in Gl. (4.144), was sich unmit-
telbar aus Gl. (2.1) ergibt. Da Lang- und Kurzzeitdarstellung identisch sind und sich nur in
der Konvergenzgeschwindigkeit unterscheiden, folgt daraus auch die Korrektheit des Verfahrens
unter Verwendung der Kurzzeitdarstellung. Folglich ist das Problem des Sampelns von p, damit
vollstédndig gelost.

Die Implementierung ,rand_fpt__absorb_interval_refl.cpp® (siche DVD) ruft daher die in
Abschnitt 4.4.3.1 verwendete Implementierung zum Sampeln von g, im Fall beidseitig absor-
bierender Rénder auf, deren Korrektheit in Abbildung 4.21 gezeigt ist. Folglich ist die Laufzeit
von 150 - 170 Sekunden auf einem 3.4 GHz Prozessor fiir 10° Zufallszeiten 7 identisch mit der
Angabe in Abschnitt 4.4.3.1.

4.4.4.2. Sampeln der NPP-Wahrscheinlichkeitsdichte p,(z|t, o)

Ahnlich zur Vorgehensweise bei p, wird auch an dieser Stelle gezeigt, wie sich die aus Gl. (A.29)
transformierte Langzeitdarstellung

- sin(gx) sin(gXO) —|—n§1 exp(—n(n + 1)7r27) Sin(2n2+17rx) Sin(2n2+1 WXO)

o (x|t, x0) = B

o0
Sin(%ﬂ'){o) + nzz:l #_H exp(—n(n + 1)727) sin (%mgo)
(4.149)
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durch Zufallszahlen der WDichte in Gl. (4.128) sampeln lédsst. Dazu sei die WDichte

oy - sin (7y) sin ( ) +Z exp( = 71'27) sin (nmy) sin <n7r XQO)
0 n=2
T _T 4.150)
4’ ) 2 : sin((2n+1)w 30 (
sin (74 ) +n§1 exp(—n(n + 1)r27) D)

definiert. Das Sampeln eines Ortes { €]0; 1] gemif .le 128) (X|7,%) ist mit den in Abschnitt

4.4.3.3 vorgestellten Methoden direkt moglich. Wahlt man anschlieSend

x=f(x) mit f(z)=min(2z,2(1 — x)), (4.151)

so entspricht die WDichte von y der Langzeitdarstellung in Gl. (4.149), was nachfolgend gezeigt
wird.

Dazu bezeichne o9 ¢(x) die durch die Funktion in Gl. (4.151) gegebene WDichte von x. Sie muss
nach Gl. (2.2) aus zwei Summanden bestehen, weil die Funktion f nicht injektiv ist, sondern zwei
Monotoniebereiche hat. Da der Betrag der Ableitungen der abschnittsweisen Umkehrfunktionen
von f konstant 1/2 ist, erhélt man:

1 ’ -
Oproot(X) = 5 <Q5L4 128) (X XO) + o1 (1 ( X 2z XO)) (4.152)

(sin ZX) +sin (7 — Sy )sm s
=7 (2 ) ( 2 ) s111(((2i+>1)n’<2()) (4.153)

4 . =
sin (ﬁ%) + Z exp(—n(n + 1)727) Tl

Z exp( n’ =12 ) <sin (%X) + sin (mr - ”2’Tx)> sin (nw%)
; s (”70) ﬁé exp(—n(n + 1)r2r) SEDTS)

- Sin(%X) Sin(%xﬂ) + § eXP(—n(n + 1)7727) sin(zn+1 X) sin<2"+17rx )
=3 — "= ‘ . (4.154)
51n(§7r)<0) + 712::1 ﬁ exp(—n(n + 1)m27) sin <2n+1 TX0 )

wobei im letzten Schritt der Summationsindex n im Z&hler unter Verwendung von

nm nm 0 n gerade
i +si ) = 4.155
m < 2 X> o (mr 2 X) {2sin (%x) n ungerade ( )

transformiert worden ist.
Da 09 ¢(x) identisch ist mit Gl. (4.149), ist die Behauptung gezeigt und die Methode des Sam-
pelns korrekt.

Die Implementierung ,rand_x__absorb_interval_refl.cpp“ (siche DVD) ruft daher die in
Abschnitt 4.4.3.3 verwendete Implementierung zum Sampeln von g,, im Fall beidseitig absorbie-
render Rédnder auf, deren Korrektheit in Abbildung 4.25 gezeigt ist. Folglich ist die Laufzeit von
80 - 270 Sekunden auf einem 3.4 GHz Prozessor fiir 10? Zufallsorte x identisch mit der Angabe
in Abschnitt 4.4.3.3.
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5. Das diffusive Narrow-Escape-Problem

5.1. Definition und Erlauterungen im allgemeinen Fall

Der Diffusionsprozess zu einem kleinen absorbierenden Ziel dG, (Dirichlet Randbedingung)
am Gebietsrand eines ansonsten mit reflektierenden Réndern 0G, (Neumann Randbedingung)
versehenen Gebiets G wird als diffusives NE-Problem bezeichnet. Ublicherweise wird der Diffusi-
onsprozess dabei durch den Erwartungswert der Suchzeit klassifiziert [79]. Dieser Erwartungswert
ist fiir ein Teilchen, welches am Ort rg zur Zeit tg = 0 startet, gegeben durch

Tyinr(ro) = /0 dt py(tro, to = 0) ¢ (5.1)

mit der in Gl. (3.7) definierten FP-WDichte p, . Abbildung 5.1(a) zeigt ein solches NE-Problem
exemplarisch fiir ein zweidimensionales, einfach zusammenhéngendes Gebiet. Abbildung 5.1(b)
zeigt ein zweidimensionales, nicht einfach zusammenhédngendes Gebiet mit Loch. NE-Probleme
fiir Gebiete mit Lochern sind insbesondere fiir diffusive FP-Probleme wichtig, welche nur enden,
sobald sich das diffundierende Teilchen erstmals einem Zielpunkt r¢,, in einem Gebiet D mit
rein reflektierendem Rand bis auf eine Distanz d annéhert. Dieses Problem ist dquivalent zu
einem NE-Problem im Gebiet G = D \ Uy(riar) mit 0G, = G N OUg(riar), wobei Uy(riay) die
d-Umgebung um r¢,, darstellt.

Fiir die explizite Berechnung von Tgg(rg) muss dabei nicht zwangslaufig auf Gl. (5.1) zurtick-
gegriffen werden. Alternativ lasst sich Tyig(ro) auch durch das Losen der Poisson-Gleichung

1
Aro Tdiﬁ‘(r(]) = *B , reqG (5.2)
mit den Randbedingungen
Tdiff(r()) =0 Vro € 0G, und (Vro Tdiﬁ”(ro)) ‘Nyp, = 0 Vro € 0G, (5.3)

bestimmen [79]. Dabei bezeichnet n,, den Normalenvektor auf den Gebietsrand von G an der
Stelle rg € 0G. Die Herleitung von Gl. (5.2) ergibt sich dabei als Spezialfall der Herleitung von

: (b) (o)

»‘ "
NG, |
— reflektierend: (Vi Pp(r,t|rg,to)) -n, =0

absorbierend: Pp(r,t|ro,tp) =0

Abbildung 5.1.: Verschiedene Darstellungen des bei vy startenden NE-Problems inklusive der zu Ab-
bildung 3.3 identischen Randbedingungen fir die Losung Pp der Diffusionsgleichung. FExemplarisch ist
jeweils eine Diffusionstrajektorie (schwarze Linie) im gelben Diffusionsbereich eingezeichnet. (a) NE-Pro-
blem auf einem einfach zusammenhdngenden Gebiet G. (b) NE-Problem auf einem nicht einfach zusam-
menhdngenden Gebiet G. (c) NE-Problem auf einer sphdrischen Kappe F mit Polarwinkel w/12 < ¢ < 7.
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Gl. (B.16) fiir ein ausschlieBlich diffundierendes Teilchen.
Findet der Diffusionsprozess nicht innerhalb eines Gebiets statt, sondern auf einer evtl. ge-
kriitmmten Oberfliche (Mannigfaltigkeit) F, so ist der Laplace-Operator in Gl. (5.2) durch den

Laplace-Beltrami-Operator Ag) [78,79] zu ersetzen, also

1
ALy Taise(ro) = -5 o ToEl. (5.4)

Abbildung 5.1(c) zeigt exemplarisch ein solches NE-Problem fiir den Fall einer sphérischen Kap-
pe mit Polarwinkel /12 < ¢ < .

Die Erforschung diffusiver NE-Probleme ist nicht nur zu Vergleichszwecken mit anderen Such-
modellen von theoretischem Interesse, sondern tragt insbesondere auch zum Verstdndnis und zur
Modellierung innerzelluldrer Prozesse bei. Durch Diffusion kontrollierte Reaktionen spielen auf
innerzelluldren Groflenskalen eine wichtige Rolle. Dadurch definiert die Geometrie einer Zelle
in Verbindung mit der Gréfle von Botenstoffrezeptoren bereits Zeitskalen, auf denen zellinterne
Prozesse ablaufen [79,92].

Da die Poisson-Gl. (5.2) (bzw. Gl. (5.4)) im Allgemeinen eine partielle Differentialgleichung
ist, kann eine analytische Lésung nur in Spezialfallen gefunden werden. Daher sind FPKMC-
Algorithmen und FEM wertvolle Werkzeuge, um fiir ein gegebenes Gebiet G mit Rand G =
0G4 U OG, (bzw. fiir eine Oberfliche F' mit Rand OF = J0F, U OF)) die Zeit Ty numerisch
zu berechnen [3,93-95]. Haufig interessiert jedoch der funktionale Zusammenhang zwischen Ty;g
und der GroBe von 0G, (bzw. OF,) insbesondere fiir sehr kleine Rénder 0G,. Da Tgg mit
schrumpfender Grofle von 0G, (bzw. 0F;,) meist divergiert (Gegenbeispiel, siehe [79], Seite 4),
erreichen numerische Methoden irgendwann ihre Grenzen. In diesen Fillen kann mittlerweile auf
eine ganze Reihe analytisch bestimmter approximativer Losungen fiir verschiedene Geometrien
zuriickgegriffen werden (u.a. [79,95-109]).

Nachfolgend werden exemplarisch vier, fir diese Arbeit bedeutende Beispiele innerhalb einer
Kugel diskutiert und die Exaktheit der verwendeten FPKMC-Methode zur Diffusionssimulation
demonstriert.

5.2. Narrow-Escape-Probleme in sphirischen Geometrien

5.2.1. Das Narrow-Escape-Problem auf der Kugeloberflache

Dieser Abschnitt behandelt das NE-Problem auf der Kugeloberfliche F' mit dgps0 < ¥ < 7
und Radius R, wie es Abbildung 5.1(c) darstellt. Der Laplace-Beltrami-Operator in Polar- und
Azimutalwinkel lautet in diesem Fall [79]

1 [ 02 0 1 0?
"= — [ 2 9+ —
A < 5 + cot(J) +si 2(0) 2), (5.5)

woraus sich die Diffusionsgleichung

aPDmﬁ,ﬂsoo,ﬁo)_D(a? 9 1o

ot w2\t cot (1)) a0 T 2 (0) 6<P2> D (¢, Y, tlpo, Yo) (5.6)
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mit den Randbedingungen

Pp(p, ¥ = Vapso, t|o, Vo) =0, (5.7)
8PD(90719775’§007190) _
¥ ‘ﬁzw -0 (5.8)

ergibt. Da die FP-WDichte p, und damit auch Tgig unabhéingig vom Azimutalwinkel g sind,
reicht es zur Berechnung von Ty;g aus, das von ¢ unabhéngige Problem

dPp(9,t|9) D

100 2 P (0, o) (5.9)
mit dem Operator
L= il + cot(ﬁ)2 (5.10)
002 oY ’
zu betrachten, woraus sich nachfolgende Gestalt fiir Gl. (5.2) ergibt:
0? 0 R?
— t(90) =— | Taig(Vo, Vapso) = ——= 5.11
<81902+C0(0)8190> ditt (Y0, Vabso) 5 (5.11)
mit den Randbedingungen
oT, i v 779a SO
aift(V0, Vabso) =0 und Tgr(Po = Yabsos abso) =0 . (5.12)
0V Jo=m

Direktes Einsetzen in die Differentialgleichung (5.11) und die Randbedingungen in Gl. (5.12)
verifiziert die in [79] gegebene Losung

2 sin ( %o
Tdiff(,l?()a ﬂabso) - 2R7 In ( 2 )

sin (19“%)
Abbildung 5.2(a) zeigt Taig(Jo, Yapso) fiir den Bereich 107 <145, <o < 1. Fiir die drei farbig
markierten Punkte (rot, violett, griin) zeigt Abbildung 5.2(b) die mittels FPKMC-Algorithmus
(wie in Video V.1 gezeigt) in je 108 Samples berechnete Wahrscheinlichkeit Syic, dass das diffun-
dierende Teilchen bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht den absorbierenden Narrow-Escape-Rand bei
Yapso erreicht. Nachfolgend wird diese Wahrscheinlichkeit auch als Uberlebenswahrscheinlichkeit
bezeichnet. Die eingebettete logarithmische Abbildung zeigt anhand des roten und des violetten
Graphen (Vgpso = 10_4), dass das exponentielle Abklingen der Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir
grofle Zeiten unabhéngig vom Startwinkel 1 ist. Dies wird ersichtlich, wenn man die Lésung von
Gl. (5.9) in Eigenfunktionen von L mit negativem Eigenwert entwickelt, wie es analog (anderer
Laplace-Operator) auch fiir die meisten Green-Funktionen des Anhangs A in [77] durchgefiihrt
wird. Der groBite (d.h. betraglich kleinste) dieser Eigenwerte definiert das Langzeitverhalten von
pp und der Uberlebenswahrscheinlichkeit S. In diesem Beispiel ergibt sich unter Verwendung der
Legendre-Differentialgleichung, dass P, (— cos(19)) eine Eigenfunktion des Operators L aus Gl.
(B.16) ist. D.h. es gilt:

(5.13)

L P, (—cos(¥)) = —a(a+ 1) Py (—cos(9)) , (5.14)

wobei P, die Legendre-Funktion mit reellwertiger Ordnung « [110] bezeichnet. Die Randbedin-
gung in Gl. (5.8) wird dabei von allen Eigenfunktionen P, (— cos(?)) erfiillt. Die Randbedingung
(5.7) reduziert die Menge der Legendre-Funktionen zu den Ordnungen «, welche

Po (= cos(Vapso)) =0 (5.15)
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: 1
(@) . ® o = 107, Vgpeo = 10~
: 190 = 17 'lgabso = 10_4 -
08 9o = 1, Vapso = 0.0959 ——
T T T T T 3
. o exp(-a1g-4(a10-4+1) BF) 3
2 .
ES 0.6 3
Smc 3
0.4 3
1 3
" ,
20 . - i 0.2 LY
- Ty =18.33667%| .- 100 150,200 250
16r T{MO=18 33592 ] &z
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B y 7 81074 [ i/ Taig — 1 o]
Jo e Taterohf— 1 w0 L T
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Abbildung 5.2.: (a) Tuig(Jo, Jabso) aus Gl (5.13) ist in einem Farbdiagramm mit logarithmischen
Achsen im Bereich 107* < Ygps0 < P9 < 1 dargestellt. Auf die Positionen der farblich markierten Ko-
ordinatenpunkte wird im Haupttext sowie in (b) und (c) Bezug genommen. (b) Die Wahrscheinlichkeit
Smc(t) ist fir die drei in (a) markierten Positionen (jeweils in der Farbe des Koordinatenpunktes) darge-
stellt. Im eingebetteten Graphen sind dieselben Daten logarithmisch aufgetragen, welche den fiir groffere
t erwarteten, exponentiell abklingenden Verlauf proportional zu exp(—omabso (ay + l)Dt/Rz) verdeut-
lichen. (¢) Taig(Jo, Japso = 107%) | Té?gc)(ﬂo,ﬁabso = 10~%) (links) und die relative Abweichung beider
Gropen (rechts) sind mit logarithmischer ¥9g-Achse im Bereich 107* < 99 < 1 aufgetragen. Die farb-
lich markierten (roten und violetten) Datenpunkte sind an den gleichfarbig markierten Positionen in (a)
evaluiert.

abso

erfiillen. Analytisch ist Gl. (5.15) dabei nicht nach a aufzulésen. Eine numerische Evaluation
ergibt fiir Y4p50 = 10~ (rot und violett) fiir das kleinste positive a (d.h. fiir den gréften Eigen-
wert) den Wert a;g—1 & 0.05047. Fiir 9455, = 0.0959 (griin) ergibt sich ag 959 ~ 0.1629. Wie die
in Abbildung 5.2(b) eingezeichneten, gestrichelten schwarzen Linien zeigen, beschreiben die so
berechneten Werte das exponentielle Abklingen der Uberlebenswahrscheinlichkeit sehr genau.
Anzumerken ist an dieser Stelle, dass der Kosinus als Argument der Eigenfunktionen im Ge-
gensatz zu Gl. (A.140) ein negatives Vorzeichen trigt, da hier das Polarwinkelintervall [¢,ps0; 7]
betrachtet wird im Gegensatz zu dem in Anhang A.7.2 verwendeten Intervall [0; ¥ 4ps0). Folglich
ist ¥ durch m — ¥ zu ersetzen, woraus das Vorzeichen des Kosinus resultiert.

Wie bereits zuvor erwahnt, kann die Varianz zweier NE-Probleme trotz identischer Zeit Ty;g stark
voneinander abweichen. Um dies zu verdeutlichen, sind in Abbildung 5.2(a) die Koordinaten des
griinen Punktes so gewéhlt, dass Tgig dort nahezu identisch ist mit dem Wert an den Koordinaten
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des roten Punktes, d.h.

R2

Tug(1072,107%) ~ 4.60517—; , (5.16)
R2

Tuir( )~ 4.60563—- . (5.17)

Auch das zweite Moment T gig (90, Vabso) = [y~ dt pu(t]|Do, Uabso)t? der FP-Zeit eines NE-Prozes-
ses lasst sich als Losung einer Poisson-Gleichung ausdriicken, was u.a. aus Gl. (B.25) fiir den
Spezialfall einer rein diffusiven Bewegung direkt hervorgeht:

2

0?2 0 R
aq 2 o | T2.ai y Vabso) = —2—Ty s Vabso 1
<81902 +C0t(?90)8790> ,diff (Y0, Yabso) 1 Laift(D0, Davso) (5.18)

mit den Randbedingungen

8TlQ,dil"lf(ﬂO 5 79abso)
0

=0 und TZ,diff(ﬁO = ﬁabsm ﬂabso) =0. (519)

Jo=m

Die numerischen Loésungen dieser gewohnlichen Differentialgleichung und die mittels FPKMC
gewonnenen Werte stimmen dabei sowohl fiir die Koordinaten des roten Punktes als auch fiir
die Koordinaten des griinen Punktes jeweils sehr gut iiberein. Es gilt

4

‘ R
T qir(1072,107%) ~ 173.26 5 , (5.20)
R4
szdiﬂ‘( ) [ 4798ﬁ 5 (521)

woraus eine mehr als fiinf mal gréflere Varianz fiir die Koordinaten des roten Punktes folgt:

3 e o e N2 R4
Var(1073,107") = Thqr(107%,107%) — (Tdiﬁ(m 3,10 4)) ~ 15205 (5.22)
2 R
Var( ) = Train( ) — (Taie( ) ~ 2685 . (5.23)

Um die numerische Giite des hier verwendeten FPKMC-Algorithmus abschliefend zu demons-
trieren, vergleicht Abbildung 5.2(c) die berechneten Werte (10% - 109 Samples pro Datenpunkt)
von Tg\f/lfc) (90, Yapso = 107%) mit dem analytischen Ausdruck Tyig(d9o,Vapso = 1074) fiir ver-
schiedene Werte von . Trotz eines NE-Gebiets, welches mehr als 10~® mal kleiner als die
Kugeloberflache ist, liegen alle Werte innerhalb der stochastischen Fluktuationen.

5.2.2. Das Narrow-Escape-Problem im Kugelinneren mit Ziel auf dem
Kugelrand

Dieser Abschnitt stellt das dreidimensionale NE-Problem zu einem Bereich des Kugelrands mit
Polarwinkel 9,5, fiir ein im Inneren einer Kugel mit Radius R diffundierendes Teilchen vor.
Abbildung 5.3 skizziert die Problemstellung. Orientiert man das Koordinatensystem derart,
dass der Polarwinkel gegen die Strecke zwischen Kugelmittelpunkt und Mittelpunkt der Offnung
aufgetragen wird, so entfallt fiir T die Abhéngigkeit vom Azimutalwinkel . Im Gegensatz zum
Beispiel des vorherigen Abschnitts lésst sich Ty dennoch nicht analytisch berechnen (aufgrund
der unterschiedlichen Randbedingungen auf der Oberfliche). Abbildung 5.4 zeigt exemplarisch
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absorbierend:
1)/)(I'.f Iro, YL()) =0
Abbildung 5.3.: Graphische Darstellung eines
bei ro startenden NE-Problems im Inneren ei-
ner Kugel mit Radius R und Offnungspolarwinkel
Dapso: Im ersten Quadranten ist die Kugeloberfliche
zwecks Finblick ins Innere transparent dargestellt.
Die exemplarisch eingezeichnete Diffusionstrajekto-
rie wird im Bereich der dunkel markierten Stellen
an der roten Innenfliche reflektiert. Der erste Kon-
takt (r = ||| = R und 9 < qpso) mit der grin
markierten absorbierenden Kappe beendet den Pro-
z€ess.

reflektierend:
(Vi Pp(r,tlrg, to)) n,=0

die mittels FEM (Comsol 4.3) bestimmte Losung Tuig (70, Jo|Pabso) der resultierenden Poisson-
Gleichung

ai_; 7200% = (;T; + cot(ﬁo)a%> Tan(ro, o, Dasso) =~ (5:24)

mit den Randbedingungen
Taii(ro = R, V0, Vabso) =0 V0 <o < Vapso (5.25)
3Tdiff(7"(520,19abso) = 0 Wiy <o <7 (5.26)

und

aT’diff(T'Oy Jo, ﬁabso)
09

_ 8Tdiff(?“0, 190, 19abso)
Bo=m 0

o =0 Vro€l0:R| (5.27)

fiir drei ausgewéhlte Werte von 94ps0.

(a) (b) Dabso = arcsin(%) ~ 0.143 (C)
R R Tat | R Taie - 72
9 25
3R 3R 3R
4 4 8 4
R R R
5 2 7 2 20
R R R
1 1 6 1
: 15
0 0 iz 15 0
R R 4 R
4 4 4 10
R R 3 R
2 2 2
3R 3R 2 3R 5
4 1 4
1
R T R T 0 i m 0

Abbildung 5.4.: Darstellung der mittels FEM gewonnenen Zeit Taig (1o, 90, Fabso) in einem Polargra-
phen fir (a) Yapso = 7/12, (b) Fapso = arcsin(1/7) und (c) Yapso = 0.05. Isolinien der Koordinaten
ro (Halbkreise) und ¥y (Strecken) sind gestrichelt dargestellt. Isolinien von Taig (1o, %0, Yabso) Sind als
durchgehende Linien dargestellt und mit den jeweils zugeordneten Werten beschriftet.
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Mit kleiner werdendem .5, sinkt der relative Einfluss der Startkoordinaten rg und ¥y, was
an dem von links nach rechts zunehmenden Rotanteil in Abbildung 5.4 zu erkennen ist. Nur
flir Startpunkte, welche in unmittelbarer Ndhe des Ziels liegen, ist Ty flir kleine 9435, noch
signifikant kleiner als der jeweilige Maximalwert bei den Koordinaten ¥g = m und ro = R. Diese
Beobachtung gilt tiber dieses Beispiel hinaus in den meisten NE-Problemen: Je kleiner der Aus-
gang wird, desto unerheblicher wird die Startposition (relativ zur Gesamtzeit), falls diese nicht
in unmittelbarer Nahe (im Vergleich zu der kleinsten Groflenskala des Ausgangs) des Ausgangs
liegt.

In [95,105,107] werden u.a. approximative analytische Ausdriicke fiir Tgig(ro, Yo, Yapso) hergelei-
tet, welche mit kleiner werdendem Offnungswinkel Y455, immer préiziser werden. An dieser Stelle
wird auf eine allgemeine Darstellung dieser Approximationen verzichtet. Lediglich die beiden
fiir spatere Abschnitte und die Publikationen [2,3] relevanten Startpositionskonfigurationen sol-
len nachfolgend erldutert werden. Abschnitt 5.2.2.1 betrachtet dazu den Fall eines im Ursprung
startenden Teilchens, wohingegen die Startposition in Abschnitt 5.2.2.2 gleichverteilt im Inneren
der Kugel gewahlt wird.

5.2.2.1. Startposition rg =0

Fiir ein im Ursprung startendes diffundierendes Teilchen lasst sich Ty fiir kleine 435, sehr gut
durch

appro R2 s 1
T Dabso) = 5 (3 o 31n(219ab50)> (5.28)

approximieren [79,95,105,107]. In Abbildung 5.5(a) wird dieser approximative Ausdruck mit mit-

tels FPKMC-Methoden numerisch bestimmten Werten Téil\f/[fc) verglichen. Hierbei sind wegen der
lingeren Laufzeit 2 - 108 Samples fiir Yqps, < 0.15 und 107 Samples fiir Jqps0 > 0.15 verwendet
worden. Fiir kleine Werte von ¥4, stimmen TC%C) (Vabso) und T3P (Vapso) sehr gut iiberein
und die relativen Abweichungen sind durch stochastische Fluktuationen zu begriinden. Fiir gro-
Bere Werte von 45, steigt die Abweichung leicht an und erscheint systematisch, d.h. sie ist
nicht mehr mittels stochastischer Fluktuationen zu erkléaren.

Um zu zeigen, dass diese Abweichung fiir grofler werdendes ¥4ps, nicht auf einen Prézisions-
verlust des FPKMC-Algorithmus, sondern auf eine Verschlechterung der Approximationsgiite
von TP (9apso) zuriickzufithren ist, wird exemplarisch fiir den Winkel ¥gp50 = m/12 & 0.2618
zusétzlich der Wert im Ursprung der in Abbildung 5.4 gezeigten, stationdren FEM-Ldsung be-

trachtet. Im Detail gilt

T3EPTo (;;) = 42167, (5.29)
MO) [T R?
TN (12> = 41987, (5.30)
R2
TN (”) = 4197— . 5.31
diff 12 D ( )
Die Werte von T, Cﬁ\f/[f(:) und Tg;fEM) sind nahezu identisch, wohingegen T3P iiber die erwartbaren

numerischen und stochastischen Fluktuationen hinaus von T(ﬁ\éc) und T(S;EEM) abweicht.
Ein noch stirkeres Kriterium fiir die Giite der FPKMC-Methode ist die Kontrolle der Uber-
lebenswahrscheinlichkeit S(t), also der Wahrscheinlichkeit, dass bis zum Zeitpunkt ¢ > 0 der
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Abbildung 5.5.: NE-Problem im Inneren einer Kugel mit ro = 0: (a) Téil\éc) (rote Punkte) und Ty
(griine Linie) als Funktion von Oqyso. Fiir jedes Oqapso wird dabei diber 2 -10% - 107 Monte-Carlo Samples
gemittelt. Die Mittelungen stimmen dabei nahezu perfekt mit dem approximativen Ausdruck in Gl. (5.28)
Gberein (grine Linie). Der eingebettete Graph zeigt die relative Abweichung beider Grifien. Bedingt durch
die geringere Samplezahl (2-10°) bis Vapso = 0.15 ist die stochastische Fluktuation zu Beginn grifer. (b)
Vergleich der FPKMC-Methode und einer FEM-Lésung anhand der Wahrscheinlichkeit S(t), dass der
Diffusionsprozess noch nicht den absorbierenden Bereich Q450 = 7/12 der Kugelinnenseite erreicht hat.
Beide Kurven fallen fiir griffere Werte von t exponentiell ab. Der eingebettete Graph zeigt die relative
Abweichung beider Methoden.

Ausgang noch nicht gefunden worden ist. Abbildung 5.5(b) vergleicht die Werte der FPKMC-
Methode mit dem Resultat einer FEM-Losung der zeitabhangigen Diffusionsgleichung. Die Wer-
te stimmen fiir alle ¢ > 0 nahezu perfekt iiberein und die auftretenden relativen Abweichungen
fiir groBe t sind stochastisch zu begriinden. Auch hier fallt S(¢) fir groBere ¢ nahezu perfekt
exponentiell ab (log-Plot nicht gezeigt) und das Reziproke des Koeffizienten des Exponenten
1/0.24 ~ 4.17 schatzt den Wert von Tyig aus Gl. (5.31) bereits recht gut.

Wie bereits erwdhnt, ist es fiir die im Rahmen dieser Dissertation studierten Suchprozesse meist
nicht moglich, das jeweilige Modell mittels FEM derart exakt zu l6sen wie in diesem Abschnitt.
Daher ist die durch Abbildung 5.5(b) gewonnene Erkenntnis, dass die Simulation diffusiver Be-
wegung (inklusive der Approximation des krummlinigen Rands) innerhalb einer Kugel duferst
exakt mittels FPKMC durchgefiihrt werden kann, ein wichtiger Nachweis fiir die numerische
Giite spéterer Simulationsergebnisse.

5.2.2.2. Gleichverteilte Wahl der Startposition rg

Mittels [95,105,107] ldsst sich auch direkt ein approximativer analytischer Ausdruck fiir Tg;g im
Fall einer innerhalb der Kugel gleichverteilten Startposition rg angeben:

R? ™ 1 1
== — I (20ap0) — = | -
D <319abso 3! (2abso) 10)

Er unterscheidet sich von dem Wert fiir ro = 0 aus Gl. (5.28) nur um den von ¥4, unabhéngi-
gen Summanden —R2/(10D). Fiir kleine 9435, wird dieser Beitrag relativ zu den beiden anderen
Summanden daher immer unwesentlicher. Folglich ist auch hier ein Schwinden der Bedeutung
der Startposition zu erkennen.

T(ilijflzg(ﬁabso) (532)
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Auch um eine an spéaterer Stelle (Abschnitt 8.3.1.3) &hnliche Argumentation besser zu ver-
stehen, soll an dieser Stelle gezeigt werden, wie Gl. (5.32) ohne obige Quellen direkt aus GI.
(5.28) hergeleitet werden kann. Dazu wird das NE-Problem fiir ro = 0 und fir die gleichver-
teilte Startposition jeweils in zwei aufeinanderfolgende stochastische Teilprozesse zerlegt. Der
erste Teilprozess ist ein FP-Prozess zu einem beliebigen Randpunkt der Kugel. Die zugehori-
gen zeitlichen Erwartungswerte Rgig und Rgiffeq sind dementsprechend unabhéingig von 940,
unterscheiden sich aber voneinander. In beiden Féllen ist die WDichte des Ortes des ersten Rand-
kontakts allerdings gleichverteilt auf der ganzen Kugeloberfliche. Dementsprechend stimmt der
Erwartungswert Tgif Rand(Uabso) flir den zweiten Teilprozess, d.h. fiir die Diffusion von einem
Randpunkt zum Ausgang, in beiden Féllen tiberein. Es gilt also:

Taiet(Vavso) = Rait + Taiff Rand (Vabso) — und (5.33)
Tdifteq(Vapso) = Rdiffeq T Laift, Rand (Vabso) » (5.34)
woraus mittels Gleichsetzen {iber Tgig Rand (Vabso) folgt, dass
Taitt.eq(Dabso) — Tait(Vabso) = Raift.eq — Raift (5.35)
und damit auch
TE (D00) — TR (D) = Rt — Rate (5.36)

gilt. Unabhéngig von den exakten Zahlenwerten ist damit bereits gezeigt, dass die Differenz
Taift.eq(Vabso) — Tait(Vabso) (linke Seite in Gl. (5.36)) nicht von ¥4ps, abhéngt, solange die Initi-
alverteilung von rg radialsymmetrisch ist.

Fiir den Erwartungswert EW (rg) des ersten Randkontakts fiir ein diffusiv bei Radius 7 star-
tendes Teilchen gilt unter Verwendung der FP-WDichte py(t|rg) aus Gl. (A.92) bzw. Gl. (A.93):

RQ—r(Q)
6D

was sich auch durch Losen von Gl. (5.2) in einer Kugel fiir komplett absorbierende Réander ergibt.
Es folgt:

EW(T(]) =

(5.37)

R2
R T‘(% R2
Raifteq = /o dro 303 EW (ro) = D (5.39)

wobei 3;—% die radiale WDichte der im Raum gleichverteilten Anfangskonfiguration darstellt.

Fir die Differenz erhalt man schliefSlich
R2 RZ R2
i —Riyg=——— = ——— . 4
Rdlﬁ,eq Rd1ff 15D 6D 10D (5 O)

Auf eine graphische Darstellung wird in diesem Abschnitt verzichtet, da die Losungen (auch in
ihrer numerischen Giite) nahezu identisch zu denen des vorangehenden Abschnitts sind.

5.2.3. Das Narrow-Escape-Problem im Kugelinneren mit Ziel im Inneren

In diesem Abschnitt wird das NE-Problem fiir ein kugelférmiges Ziel mit Radius d am Ort
sy innerhalb einer im Ursprung zentrierten Vollkugel mit Radius R>||ra,|| vorgestellt. Das
Diffusionsgebiet G ist damit gegeben durch

G= {r e B irf < R} \ Un(rear) (5.41)
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absorbierend: __

Pp(r,tlrg,tg) =0 ™

Abbildung 5.6.: Graphische Darstellung eines bei
rg startenden NE-Problems im Inneren einer Ku-
gel: Im ersten Quadranten ist die Kugeloberfliche
zwecks Finblick ins Innere transparent dargestellt.
Die exemplarisch eingezeichnete Diffusionstrajekto-
rie wird im Bereich der dunkel markierten Stellen
an der roten Innenfliche refiektiert. Der erste Kon-
takt (||r — riar|| = d) mit der griin markierten Um-
gebung der Grifie d um ry, beendet den Prozess.

reflektierend:
(vr PD(I', t‘rou tO)) Ny =

mit dem absorbierenden Randabschnitt 0G, = G N OUy(rtar), welcher sich fiir R>||rar|| + d zu
0G, = OUy(riay) vereinfacht. Abbildung 5.6 skizziert die Problemstellung. Nachfolgend soll das
Koordinatensystem 0.B.d.A dabei stets so orientiert sein, dass der Polarwinkel von r¢,, Null ist,
d.h. r¢,, auf der positiven z-Achse liegt.

Nur fiir den radialsymmetrischen Spezialfall ri,, = 0 existiert eine exakte analytische Losung
Tyiff sym fiir die zugehorige Poisson-Gl. (5.2) [3]:

1 0 1o} -1
T iff sym d —_ t 42
aro ( 8 diff,sy ( TO)) D mi1 (5.42)
0
Tdiff,sym(da d) =0 und %Tdiff,sym(dv 7ﬁ0)|r0=R =0 (543)
—drg + (2R® + d*) v — 2R%d
= Tdiff,sym(da 7"0) = 6Ddrg . (5.44)

Fir den Fall einer in der Kugelschale d < ry < R gleichverteilten Startposition erhélt man
daraus [3]

= . 4
— 15D (R* — &) d (5.45)

- Tyifr.sym (d 5R6 —9R>d + 5R3d3 — d°
T4iff sym (d / d7"0 dﬁ ym(d; 7o) il

In den Kapiteln 9 und 10 werden intermittierende Suchstrategien mit 0.025R < d < 0.2R
untersucht. Wie in allen anderen Féllen auch, ist der diffusive Anteil dieser Suchprozesse die
einzige numerische Hiirde des verwendeten FPKMC-Algorithmus. Um die Giite der Methode
(inklusive der gewahlten Randapproximationsparameter e und r.) auch fiir die numerischen
Herausforderungen der Kapitel 9 und 10 zu zeigen, ist fiir d = 0.2R und d = 0.025R die mittlere
Diffusionsdauer auch numerisch mittels FPKMC evaluiert worden. Man erhélt:

12656 R2 1.08869R2

Tdiff,sym(o-zR) = m ~ T , (546)
1.08857R?

Tiiftorm (0.2R) = —— 5 (107 Samples) , (5.47)

55722849 R2 12.7337R>2
Taitsym(0-0258) = —fazetoon ~—©p (5.48)
12.7331R?
Td(lff sglm(o 025R) = — D (5- 10° Samples) . (5.49)
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d=0.1R d=0.05R d=0.025R
R 0 - Tdiff,sym : R% R 0 Tdiff,sym . ﬁDE R 0 Tdiff,sym : R%
6 7 14
3R 3R 3R
4 4 4
R 2.5 R R
2 2 2
R R R
o 4N 4 4
||E 0 0 AL 0 2
< R Z R R
y 1 3 Ey
R R R
2 2 L 2 2
3R 3R 3R
4 4 1 4
R R T 6 0 R T
R RO Taii - R Taisr
8
3R 3R 3R &
4 4 7 1
R ¢ R L R
2 2 6 2
R R R
Ay 4 4 5 4
ol 0 -
0 0 z
IL 4 2
gl R R R
S 4 1 3 4
R R R
2 2 2 2
3R 3R 3R
4 4 1 4
R R R
™ T 0 Vs

Abbildung 5.7.: Darstellung der mittels FEM gewonnenen Zeiten Tgig sym fir Tear = 0 (oben) und Tai
fir reay = %R (unten) in einem Polargraphen fir d = 0.1R, d = 0.05R und d = 0.025R. Isolinien der
Koordinaten ro (Halbkreise) und ¥ (Strecken) sind gestrichelt dargestellt. Isolinien von Tgig(sym) sind
als durchgehende Linien dargestellt und mit den jeweils zugeordneten Werten beschriftet.

In beiden Fallen ist die relative Abweichung kleiner als 0.02% und somit innerhalb der stochas-
tisch erwartbaren Fluktuationen. Die in den Kapiteln 9 und 10 gezeigten Daten werden auch
fiir riye # 0 die gleiche Giite besitzen, da der verwendete FPKMC-Algorithmus keinen Nutzen
aus der Radialsymmetrie des in diesem Abschnitt diskutierten Beispiels zieht.

Um den Einfluss von 7y = ||riar|| auf die mittlere Diffusionsdauer zu zeigen, vergleicht Abbil-
dung 5.7 die radialsymmetrische Zeit Tgig sym(d, ro) mit Taig(d, rar = %R, 0, ¥o) fiir die Werte
d=0.1R, d =0.05R und d = 0.025R. Mit kleiner werdendem d verschwindet auch hier sowohl
fir Tqir sym als auch fiir Ty;g der Einfluss der Startposition rg, sofern diese nicht in unmittelbarer
Néhe des Ziels liegt. Dariiber hinaus nahern sich Tyig sym (d, ro) und Tqig(d, rear = %R, 70, ¥0) mit
kleiner werdendem d immer weiter an, d.h Tqig sym (d) approximiert Tgig(d, 7tar) fiir einen auBer-
halb von Uy(riar) gleichverteilten Startort rg fiir alle 7, zunehmend genauer. Um dies zu ver-
deutlichen, vergleicht Abbildung 5.8 die Zeit Tgifgym(d) aus Gl. (5.45) mit der mittels FPKMC-

Algorithmus berechneten Zeit Téil\éc) (d), fiir welche sowohl die Position ryay (0 < 74y < 1—d) als
auch rg gleichverteilt (0 < ry <1 und ro ¢ Uy(riar)) sind. Eine Extrapolation des eingebetteten
Graphen zeigt dabei, dass die relative Abweichung fir d — 0 verschwindet.
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18 \ —
b Taift sym (d) - 7=
MC
e M) - =
14 ¢ 0.8 —
12 ,Il"l 0.7 N
! 06}
10 ! 05+
8t 04
03
6 02l ] Abbildung 5.8.: Tyigsym ous Gl (5.45) und
4t 0.1 relative Abweichung | Té?f/lfc) (2 - 10 Monte Carlo Samples pro
5l . 0\ T 0‘.2R‘d 03F 04R O5R | Datenpunkt) a.ls Fynktion. von d. per einge?)et—
TTT0025R teeee., tete Graph zeigt die relative Abweichung beider
0 ) ) P -es-ey .
opsp  O1R 02R , 03R 04R  05R Zeilen-

5.2.4. Reaktion zweier diffundierender Teilchen im Inneren einer Kugel

Im vorherigen Abschnitt liegt der Ort ry,, unbeweglich im Inneren der Kugel. An dieser Stelle soll
das Setup nun dahingehend verallgemeinert werden, dass sowohl Sucher als auch Ziel innerhalb
der Kugel diffundieren. Dadurch entsteht ein Modell, welches nicht mehr zwischen Sucher und
Ziel unterscheidet, sondern die Diffusion zweier Teilchen A und B betrachtet, welche bei r4 g
bzw. rp startend mit den Konstanten D4 bzw. Dp diffundieren und instantan miteinander
reagieren, wenn der Abstand erstmals den Wert d erreicht. Abbildung 5.9 veranschaulicht dieses
graphisch. Obwohl die Fragestellung hier auf den ersten Blick nicht wie ein NE-Problem wirkt,

Teilchenabstand erstmals

auf die Lange d —_
D Abbildung 5.9.: Graphische Darstellung zweier,
S bei ra 0 und rpo startender, diffundierender Teil-
e ‘,,?by"- chen mit den Diffusionskonstanten D o und Dg: Im

: « ersten Quadranten ist die Kugeloberfliche zwecks
FEinblick ins Innere transparent dargestellt. Die ex-
emplarisch eingezeichneten Diffusionstrajektorien
werden im Bereich der dunkel markierten Stellen
an der roten Innenfliche reflektiert. Sinkt der Teil-
chenabstand erstmals auf d ab (||lra —rp|| = d), so
reagieren beide Teilchen instantan und der stochas-
tische Prozess endet.

gesun k(‘]l

Trajektorie wird €

reflektiert bei Radius

handelt es sich aus mathematischer Sicht dennoch um ein solches. Die zeitabhéngige anisotrope
(falls D4 # Dp) Diffusionsgleichung in sechs rdumlichen Dimensionen ist durch die bereits in
Abschnitt 3.5 eingefiihrte Gl. (3.85) gegeben. Das Diffusionsgebiet G' C RS hat dabei die Form

A

G = {(rA,rB) € R mit rp,rp € B | [leall < BA llepl| < RA[lra—rp]| > d} (5.50)
und der absorbierende Rand von G ist durch
Gy = {(rA,rB) € B® mit 1,15 € B | [rall € RA [Jrall € RA [l —rsll = d} (5.51)

gegeben. Eine FEM-Losung der zugehorigen zeitunabhingigen Poisson-Gleichung fiir Ty:g be-
notigt die Trianglierung von G, welche aufgrund der hohen rdumlichen Dimension und der
benotigten Genauigkeit (speziell fir kleine d) nicht mehr durchzufiihren ist. Daher kann an die-
ser Stelle nur auf die Daten der FPKMC-Methode, wie sie in Abschnitt 3.5 beschrieben wird,
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zuriickgegriffen werden.

Ohne den Einfluss des Kugelrands wiirde der Relativvektor r = r4 — rp beider Teilchen mit
der Diffusionskonstanten D = D4 + Dp in R? diffundieren (u.a. [60]). Um den Einfluss des
Kugelrands darzustellen, ist es daher zweckméfBig, die Bedingung

D=Ds+Dp (5.52)

an beide Diffusionskonstanten D4 und Dp zu stellen. Abbildung 5.10(a) zeigt den Vergleich der
beiden am weitesten auseinander liegenden Félle, d.h. zum einen Dy = Dy = 0.5D und zum
anderen D4 = 0, Dg = D, fiir unterschiedliche Werte von d.

(a) E(b) 18.4 T T T T ]
18y ' ' ' {1 B2R o Tug- D fiir d = 0.02R ]
16 D . -1 18 I~ .
14 e Tdiff "R? fur DA = D, DB = 0 | 17.8-: s :_

—— Tyig- & fir Da=Dp=4iD | 3.3F T

2 R2 ’ ; A Tyg- 2 fir d=0.125R |

10 \ 1 3.2F E

8| 3.1_: ]_

6 1.65 i

1.6 D ¢ _ E

4 Las 7z fur d = 0.25R |

2r : 1.5 1

0 1 1 1 1 1.45 1 1 - = ° B—0
A 0.05R 0.1R 0.15R 0.2R 0.25R : 0 0.1D 0.2D 0.3D 0.4D 0.5D

0.02R d : Dy

Abbildung 5.10.: Tyg als Funktion von Dy, Dg = D — D4 und d durch Mittelung ber je 4 - 10°
FPKMC-Samples: (a) Vergleich des isotropen Falls Do = Dp = 0.5D mit dem Fall eines stationdren
Teilchens Dy =0, Dp = D als Funktion von d (b) Tag als Funktion von D4 fir d € {0.02,0.125,0.25}.
Man beachte die Springe in der Darstellung der y-Achse.

Die Initialverteilung von ry 9 und rp g ist dabei jeweils gleichverteilt innerhalb der Kugel mit
Radius R. Es zeigt sich, dass fiir alle d der Suchprozess durch die Wahl D4 = Dg = 0.5D im
Mittel etwas schneller ablauft.

Betrachtet man die schwarze Kurve in Abbildung 5.10(a) und die griine Kurve in Abbildung
5.8 genau, so werden diese Kurven leicht voneinander abweichen, obwohl in beiden Féllen ein
Teilchen unbeweglich ist. Dieser Unterschied ist durch die Wahl der unterschiedlichen Anfangs-
bedingungen zu begriinden. In Abbildung 5.8 ist der Vergleich zu einem zentrierten Ziel aufge-
zeigt, d.h. Uy(riar) liegt aus Griinden der Vergleichbarkeit immer innerhalb der Kugel, woraus
riar < R — d folgt. Hier ist es jedoch zweckméBig r4 ¢ innerhalb der Kugel gleichméfig zu ver-
teilen, d.h. r4 0 < R, um einen Vergleich zu zwei diffundierenden Teilchen zu erzeugen.
Abbildung 5.10(b) untersucht den Zusammenhang zwischen Tgi¢ und der Wahl von D4 (Dp =
D — D) fur drei ausgewéhlte Werte von d genauer. Die Punkte am linken Rand (D4 = 0) stim-
men dabei mit den schwarzen Punkten des entsprechenden Wertes von d in Abbildung 5.10(a)
iiberein. Die Punkte am rechten Rand sind identisch zu den roten Punkten des entsprechenden
Wertes von d in Abbildung 5.10(a).

Obwohl der relative Unterschied zwischen Maximum (links, D4 = 0, Dp = D) und Minimum
(rechts, Dy = Dp = 0.5D) mit fallendem d abnimmt, steigt dennoch der Absolutwert der
Differenz an. Gleichzeitig jedoch fillt die Kurve fiir kleine d (braun) wesentlich schneller auf
einen nahezu konstanten (und damit von D4 unabhéngigen) Wert ab, als dies fur grofe d (blau)
der Fall ist. Fir den Fall sehr kleiner d bleibt damit resiimierend festzuhalten, dass es nahezu
keinen Unterschied macht, wie die Diffusionskonstante D auf beide Teilchen partitioniert wird.
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Dies iiberrascht nicht, da die Bedeutung des Rands und der genauen Form des Diffusionsgebiets
immer weiter abnimmt fiir kleiner werdendes d und damit die Diffusion des Relativvektors an
Bedeutung zunimmt.
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6. Numerische und experimentelle Studien

des effizienzsteigernden Einflusses von
Bystander-Zellen auf NK-Zellen

Dieses Kapitel basiert auf der Publikation [4]. Sie ist in einer Kooperation verschiedener Lehr-
stiihle der Universitit des Saarlandes entstanden im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 1027.
Die nachfolgend beschriebenen Experimente und die zugehoérigen Datenauswertungen sind von
den sich auflerhalb der Arbeitsgruppe Rieger befindlichen Koautoren durchgefithrt worden. Die
Prasentation der Experimente wird daher hier nicht in allen Details wiedergegeben, sondern
beschrankt sich auf die fiir das Verstdndnis notwendigen Resultate.

Die ergénzenden gitterbasierten Simulationensdaten, welche im Zusatzmaterial zu [4] enthalten
sind und die Aussagen dieses Kapitels ebenfalls stiitzen, sind von Matthieu Mangeat wahrend
seines Praktikums in der AG Rieger erzeugt worden und werden hier nicht prasentiert.

Alle in dieser Arbeit nachfolgend gezeigten Simulationsdaten aus [4] sowie die zugehorigen Videos
V.5 und V.6 (Zusatzmaterial in [4]: Movie 2 und Movie 3) sind vom Autor dieser Dissertation
angefertigt worden.

NK-Zellen bilden zusammen mit B-Zellen und T-Zellen die Gruppe der Lymphozyten und sind
somit ein wesentlicher Teil des Immunsystems. Sie geh6ren zum angeborenen Immunsystem und
besitzen keine Antigen-spezifischen Rezeptoren [24,111,112]. Zum Erkennen schidlicher Target-
Zellen detektieren sie stattdessen mittels Rezeptoren die MHC-I Proteinkonzentration auf der
Zellmembranauflenseite beliebiger angrenzender Zellen. Eine hohe Konzentration verhindert da-
bei den Angriff der NK-Zelle, weshalb nahezu ausschliefilich Zellen mit einer geringen MHC-I
Proteinkonzentration angegriffen werden. Eine geringe MHC-I Konzentration tritt jedoch haupt-
séchlich bei virusinfizierten Zellen und einigen Arten von Krebszellen auf [24,113-115].

Greift eine NK-Zelle eine Target-Zelle an, so kommt es zur Ausbildung einer sogenannten im-
munologischen Synapse im Kontaktbereich der Membranen der NK-Zelle und der Target-Zelle
[116]. Entlang dieser direkten Verbindung gelangen lytische Granula (Perforin und Granzyme)
in das Innere der Target-Zelle und induzieren deren Absterben [117].

Die Trajektorien suchender NK-Zellen kénnen dabei derart beeinflusst werden, dass es beispiels-
weise zu einer schnellen Anhdufung von NK-Zellen in entziindeten Gebieten und in Tumorgewebe
kommt [118-120]. Haufig wird die Bewegung in eine Vorzugsrichtung dabei mittels Chemotaxis
gesteuert [24], d.h die NK-Zellen migrieren entlang des Konzentrationsgradienten von Signalpro-
teinen, sogenannten Chemokinen [25,26].

Die meisten der im Korperinneren vorkommenden Zellen stellen keine Bedrohung dar und wer-
den deshalb nicht von NK-Zellen attackiert. Obwohl der Einfluss dieser sogenannten Bystander-
Zellen (kurz: ,Bystander“) noch nahezu unerforscht ist [4], wiirde man erwarten, dass die Such-
effizienz der NK-Zellen durch die Gegenwart von Bystander-Zellen verkleinert wird, da die NK-
Zellen die Target-Zellen aus der Gesamtmenge heraussuchen miissen. Uberraschenderweise zei-
gen die in [4] durchgefithrten Experimente jedoch, dass die Effizienz des Abt6tens von Target-
Zellen durch die Gegenwart von (nahezu unbeweglichen) Bystander-Zellen verbessert werden
kann.

In Abbildung 6.1(a) (vgl. [4], Abb. 1a) ist der Anteil abgetoteter Target-Zellen (K562) als Funkti-
on der Zeit fiir verschiedene Bystanderzahlen (P815) und eine exemplarisch ausgewéhlte mensch-
liche NK-Zell-Spende aufgetragen. Abbildung 6.1(b) (vgl. [4], Abb. 1b) zeigt eine Mittelung nach
4 Stunden fiir verschiedene Bystanderzahlen {iber drei unterschiedliche Spender. Dabei wird an
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Abbildung 6.1.: (a) Anteil der durch menschliche (ein Spender) NK-Zellen (125-10° cells/well; Falcon®
96 Well Black) abgetiteten Target-Zellen (K562, 25-103 cells/well) als Funktion der Zeit fiir unterschied-
liche Bystanderzahlen (P815, 0 - 75-10% cells/well) (b) Anteil nach 4 Stunden abgetiteter Target-Zellen
(Mittelung Gber drei menschliche NK-Zell-Spenden ). Die Zellarten und die untersuchten Zelldichten sind
dabei identisch zu (a). (c) Anteil der durch menschliche (ein Spender) NK-Zellen (125 - 103 cells/well)
abgetiteten Target-Zellen (K562, 25 - 103 cells/well) als Funktion der Zeit fiir die Szenarien: keine wei-
teren Objekte (blau), Bystander-Zellen (P815, 75-10° cells/well) (rot) und zellgrofe Polystyrolkiigelchen
(Beads, 75 - 103 beads/well) (griin). (d) Mittelung des Anteils nach 4 Stunden abgetéteter Target-Zellen
iber vier menschliche NK-Zell-Spenden. Setup identisch zu (c).

dieser Stelle und in allen folgenden Abbildungen zwischen den drei statistischen, konventio-
nell iiblichen Signifikanzniveaus P unterschieden. Unterscheiden sich zwei Gruppen in einem
t-Test [58,59] noch fiir ein Signifikanzniveau P < 0.001 so erfolgt eine Kennzeichnung mit ***.
Fir P < 0.01 wird ** verwendet und fiir P < 0.05 wird * genutzt. Fiir noch grofiere Werte
erfolgt eine Kennzeichnung mittels ,n.s (engl.: not significant). Die weiteren Details des zu-
gehorigen Experiments und aller spater erwihnten Experimente (Aufbau, Herkunft der Zellen,
Praparation, ...) werden an dieser Stelle nicht wiedergegeben, kénnen aber ausfiihrlich in [4,121]
nachgelesen werden.

Um ausschliefen zu koénnen, dass die beobachtete Effizienzsteigerung auf die spezielle Wahl
(P815) der Bystander-Zellen zuriickzufiihren ist, sind weitere Experimente mit anderen Bystan-
derarten in [4] durchgefiithrt worden, welche ebenfalls eine Effizienzsteigerung belegen. Folglich
handelt es sich um ein allgemeineres Phianomen. Um dessen Ursprung zu erkléren, ist u.a. die
mittlere Menge an freigesetztem LG (durch die immunologische Synapse) betrachtet worden. Es
hat sich jedoch gezeigt, dass die experimentell betrachteten Arten von Bystander-Zellen darauf
keinen Einfluss nehmen.

Eine weitere Erklarungsmoglichkeit konnte in der verdnderten Form des Suchgebiets liegen. Ei-
nerseits verkleinert sich durch das Hinzufiigen der Bystander-Zellen das freie Suchgebiet fiir
die Positionen potentieller Target-Zellen. Andererseits jedoch wirken die Bystander-Zellen auch
als Hindernisse, welche die Bewegung der NK-Zellen einschrédnken konnen. Dies zeigen z.B. die
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numerischen Studien in [122,123] fiir diffundierende Teilchen, welche sich durch ein Gebiet mit
Hindernissen bewegen. In einem weiteren Experiment sind daher zellgrole Polystyrolkiigelchen
anstelle von Bystander-Zellen verwendet worden. Diese wirken als rein passive Hindernisse. Wére
der effizienzsteigernde Effekt auch dort zu beobachten, so wiirde dies fiir eine rein geometrische
Begriindung sprechen. Die Abbildungen 6.1(c) und 6.1(d) zeigen das zugehorige Ergebnis: Po-
lystyrolkiigelchen anstelle von Bystander-Zellen fihren zu keiner Effizienzsteigerung.

Diese Aussage wird auch durch die parallel dazu durchgefithrten Modellsimulationen bestétigt.
Das zunéchst betrachtete Modell besteht dazu aus Ny kreisformigen Scheiben mit Radius R,
welche sich diffusiv mit der Diffusionskonstanten D durch das Suchgebiet bewegen und die
suchenden NK-Zellen reprasentieren. Die in den Experimenten nahezu unbeweglichen Target-
Zellen werden durch unbewegliche Scheiben mit demselben Radius R modelliert. Zu Beginn
der Simulation befinden sich N¢(t = 0) Target-Zellen innerhalb des Simulationsgebiets. Sobald
eine NK-Zelle den Rand einer Target-Zelle trifft, wird diese aus der Simulation entfernt und
Ny um eins verkleinert. Die NK-Zelle setzt ihre diffusive Bewegung fort. Des Weiteren seien
N, kreisformige passive Hindernisse (auch ,Obstacle(s)“ im Folgenden genannt) mit Radius
Tobs in dem System enthalten. Diese Hindernisse reflektieren die diffundierenden NK-Zellen bei
einer Annéherung auf die Distanz R + rops. Abbildung 6.2(a) stellt das beschriebene Modell
noch einmal graphisch dar. Zusétzlich zeigt Video V.5 exemplarisch ein Sample des verwendeten
FPKMC-Algorithmus.

Die Simulationen sind in dimensionslosen Einheiten durchgefiihrt worden, d.h. der Durchmesser
der NK-Zellen entspricht einer Langeneinheit, woraus R = 0.5 folgt. Des Weiteren gilt D = 1. Die
Teilchenzahlen in dem gewéhlten quadratischen Simulationsgebiet von 50 x 50 sind so gewahlt,
dass sie den Experimenten entsprechen. Zu Beginn aller Simulationen werden die Teilchen ohne
Uberlappung gleichverteilt in das Simulationsgebiet gesampelt. Abbildung 6.2(b) zeigt exempla-
risch den Anteil der zum Zeitpunkt ¢ bereits abgetoteten Target-Zellen fiir die Parameterwahl
Ny =20, N¢(0) =20, R = rops = 0.5 und unterschiedliche Werte von N,. Man erkennt deutlich,
dass die Effizienz zu jedem Zeitpunkt ¢ mit zunehmender Obstaclezahl abnimmt und sich folg-
lich durch rein passive Hindernisse die experimentellen Daten in den Abbildungen 6.1(a) und
6.1(b) nicht erkldren lassen. Um auszuschliefen, dass das Modell sich fir (leicht) modifizierte
Parameter anders verhélt, sind zunachst rops und N, variiert und jeweils die mittlere Zeit t; /2
bestimmt worden, zu der die Hélfte der Target-Zellen gefunden worden ist. Abbildung 6.2(c)
zeigt das Ergebnis fiir N, = 20 und N¢(0) = 20. In allen Féllen wéchst ¢, 5 sowohl mit der Zahl
der Obstacles als auch mit deren Radius an. Abbildung 6.2(d) zeigt dieselben Daten fiir Ny = 1
Killer und N¢(0) = 20 Target-Zellen. Auch hier steigt ¢; /o mit der Zahl der Obstacles und dem
Radius an. Diese Aussage bestétigte sich auch fiir alle weiteren untersuchten Parameterkombina-
tionen. Zusammenfassend resultiert aus den experimentellen Daten der Abbildungen 6.1(c) und
6.1(d) sowie den Simulationsergebnissen in Abbildung 6.2, dass der effizienzsteigernde Einfluss
von Bystander-Zellen, welcher in den Abbildungen 6.1(a) und 6.1(b) zu sehen ist, nicht durch
die Eigenschaften passiver Hindernisse erklart werden kann.

Um die noch ungeklérte Ursache der Effizienzsteigerung weiter zu erforschen, sind daher in weite-
ren Experimenten Migrationseigenschaften der NK-Zellen in An- und Abwesenheit von Bystan-
der-Zellen und Polystyrolkiigelchen quantifiziert worden. Abbildung 6.3(a) zeigt die Trajektorien
von je 20 NK-Zellen mit und ohne Bystander-Zellen innerhalb desselben Zeitintervalls. Deutlich
ist zu erkennen, dass NK-Zellen in Anwesenheit von Bystander-Zellen weiter migrieren, wo-
zu auch die in Abbildung 6.3(b) aufgetragenen Messungen mittlerer Geschwindigkeiten passen.
Dartiber hinaus sind die Trajektorien migrierender NK-Zellen innerhalb der 10um-Umgebungen
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Abbildung 6.2.: (a) Skizze des Suchmodells mit Killern (NK-Zellen), Target-Zellen und Obstacles
(passive Hindernisse). Die schwarze mit D = 1 diffundierende Scheibe mit Radius R (hohl dargestellt
bei t = 0, ausgefillt bei t = ty) modelliert eine suchende NK-Zelle, die gezackte schwarze Linie ihre
Diffusionstrajektorie. Die grauen Scheiben mit Radius rons stellen unbewegliche Hindernisse dar. Die un-
beweglichen grinen Scheiben mit Radius R reprdsentieren Target-Zellen, welche zum Zeitpunkt des ersten
Beriihrens durch eine NK-Zelle aus der Simulation entfernt werden. Die NK-Zelle setzt anschlieffend die
Bewegung fort. (b) Der tiber 40000 Samples gemittelte Anteil abgetiteter Target-Zellen ist als Funktion
der Zeit dargestellt fiir Ny = 20 NK-Zellen, N;(0) = 20 Target-Zellen und unterschiedliche Anzahlen N,
an Obstacles mit Radius ops = 0.5. (c) Die diber 40000 Samples gemittelte Zeit ty o (exakt die Hilfte
der Target-Zellen ist gefunden) ist dargestellt als Funktion der Obstaclezahl N, fiir Ny = 20 NK-Zellen,
Ny (0) = 20 Target-Zellen und unterschiedliche Radien robs. (d) Die iiber 40000 Samples gemittelte Zeit
t1/2 (exakt die Hilfte der Target-Zellen ist gefunden) ist dargestellt als Funktion der Obstaclezahl N, fiir
eine NK-Zelle, Ny(0) = 20 Target-Zellen und unterschiedliche Radien rops.

von Bystander-Zellen und Polystyrolkiigelchen untersucht und in drei Phasen zerlegt worden:
Annéherungsphase an die Bystander-Zelle bzw. das Naphthalinkiigelchen, Beriihrungsphase und
das Verlassen der 10pm-Umgebung. Die linke Seite von Abbildung 6.3(c) skizziert diese Zerle-
gung graphisch. Fiir jede dieser drei Phasen ist die mittlere Dauer sowie die daraus resultierende
mittlere Gesamtzeit bestimmt worden. Die rechte Seite von Abbildung 6.3(c) zeigt den Vergleich
dieser Zeiten fiir P815-Zellen und Polystyrolkiigelchen. Wahrend die Dauer der Berithrungsphase
in beiden Féllen ungefdhr gleich grof} ist, laufen die Anndherung und das Verlassen der Bystan-
der-Zelle signifikant schneller ab im Fall der P815-Zellen. Folglich scheinen Bystander-Zellen die
Bewegung der NK-Zellen zu beschleunigen.
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Abbildung 6.3.: (a) Trajektorien von je 20 NK-Zellen (drei menschliche Spender) in Abwesenheit
(links) und Anwesenheit (rechts) von Bystander-Zellen (P815) innerhalb desselben Zeitintervalls. Der
Trajektorienanfang ist dabei jeweils in den Ursprung eines gemeinsamen Koordinatensystems verschoben.
Die eingebetteten Graphen zeigen Mikroskopieaufnahmen mit grin gelabelten Target-Zellen (K562), rot
gelabelten Bystander-Zellen (P815) und nahezu durchsichtigen NK-Zellen. (b) Gemittelte Geschwindig-
keit der NK-Zellen (drei menschliche Spender) in An- und Abwesenheit von Bystander-Zellen (P815).
(c) links: Zerlegung der Trajektorie einer NK-Zelle innerhalb der 10um-Umgebung eines Bystanders:
Anndherungsphase (0-1), Berihrungsphase (1-2), Verlassen der 10um-Umgebung (2-3). rechts: Mittle-
re Dauer der einzelnen Phasen sowie die daraus resultierende mittlere Gesamtzeit fir P815-Zellen und
Polystyrolkiigelchen.

Ob dieser lokale Effekt bereits alleine ausreicht, ist in weiteren Simulationen getestet worden. Zu
diesem Zweck musste dem oben beschriebenen Modell noch eine weitere Teilchensorte hinzuge-
fiigt werden. Die Bystander-Zellen werden nachfolgend als N}y, unbewegliche Scheiben mit Radius
by dargestellt und bilden somit zunéchst einmal weitere Hindernisse im Suchgebiet (genau wie
Obstacles). Dariiber hinaus findet jedoch eine beschleunigte diffusive Bewegung jeder NK-Zelle
mit D,.. > D statt, so lange der Abstand der Mittelpunkte der NK-Zelle und einer Bystander-
Zelle kleiner als A > rpy ist. Abbildung 6.4(a) stellt diese Modellerweiterung graphisch dar.
Zusétzlich zeigt Video V.6 exemplarisch ein Sample des verwendeten FPKMC-Algorithmus.

Auch fiir diese Modellerweiterung sind zu Beginn in allen Simulationen die Teilchen ohne Uber-
lappung gleichverteilt in das Simulationsgebiet gesampelt worden. Abbildung 6.4(b) zeigt den
mittleren Anteil zum Zeitpunkt ¢ noch nicht abgetoteter Target-Zellen fiir die exemplarische Pa-
rameterwahl Dy = 4D =4, A = 3, Nx = 20, N¢(0) = 20, R = 7obs = by = 0.5, N, = 200 und
unterschiedliche Werte von Ny,. Man erkennt deutlich, dass die Sucheffizienz der NK-Zellen mit
der Anzahl Ny, der Bystander ansteigt. Die kombinierte Wahl der Parameter D,.. und A ent-
scheidet letztendlich, ob der durch die beschleunigte Diffusion gewonnene Effizienzvorteil grofier
oder kleiner ist als der Effizienzverlust durch die Hinderniseigenschaft der Bystander. Betrachtet
man Abbildung 6.3(a) genauer, so erkennt man, dass die mittleren Entfernungen zum Ursprung
auf der rechten Seite (mit Bystander-Zelle) in etwa doppelt so grof} sind wie auf der linken Sei-
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Abbildung 6.4.: (a) Skizze des Suchmodells mit beschleunigenden Bystander-Zellen: Zusdtzlich zu dem
in Abbildung 6.2(a) beschriebenen Modell werden blaue Scheiben erganzt, welche Bystander symbolisieren.
Innerhalb des Abstands A diffundiert die schwarze Scheibe (NK-Zelle)) mit einer Diffusionskonstanten
Da.cc > D. In den entsprechenden Bereichen ist die Trajektorie rot dargestellt. (b) Der iber 40000 Samp-
les gemittelte Anteil gefundener Target-Zellen ist als Funktion der Zeit dargestellt fiir Dy = 4, A = 3,
Ny = 20 NK-Zellen, Ni(0) = 20 Target-Zellen, N, = 200 Obstacles und unterschiedliche Bystanderzahlen
Ny. (c) Die diber 40000 Samples gemittelte Zeil ty o (exakt die Hilfte der Target-Zellen ist gefunden) ist
dargestellt als Funktion der Bystanderzahl Ny fiir Dace = 4, Nx = 20 NK-Zellen, Ni(0) = 20 Target-Zel-
len, N, = 200 Obstacles und unterschiedliche A. (d) Die diber 40000 Samples gemittelte Zeit t, /o (exakt
die Halfte der Target-Zellen ist gefunden) ist dargestellt als Funktion von Dacc fir A =3, Ny = 20 NK-
Zellen, N¢(0) = 20 Target-Zellen, N, = 200 Obstacles und unterschiedliche Bystanderzahlen Ny,.

te (ohne Bystander-Zelle). Die Wahl D,.. = 4D erscheint daher nicht iibertrieben. Abbildung
6.4(c) zeigt die Zeit t; /5 als Funktion von Ny, fiir unterschiedliche Werte von A. Die restlichen
Parameter sind wie in Abbildung 6.4(a) gewéahlt. Trivialerweise steigt die Effizienz mit zuneh-
mendem A an, da A nicht die Wahrscheinlichkeit einer Diffusionstrajektorie verdndert, sondern
nur lokal das Durchlaufen der Trajektorie beschleunigt. Bemerkenswert dagegen ist, wie klein
A werden kann (A =~ 1.5) ohne das monotone Fallen in N, und damit den effizienzsteigern-
den Einfluss von Bystander-Zellen im Modell zu verlieren. Abschliefend ist auch der Einfluss
von D, auf die Sucheffizienz untersucht worden. Zu diesem Zweck zeigt Abbildung 6.4(d) die
Zeit t; /9 als Funktion von Dacc. Alle anderen Parameter sind identisch zu 6.4(a). Trivialerweise
iiberrascht das monotone Fallen in D,.. nicht, da auch D,.. nicht die Wahrscheinlichkeit einer
Diffusionstrajektorie verdndert, sondern nur lokal das Durchlaufen der Trajektorie beschleunigt.
Bemerkenswert dagegen ist der grofie Bereich der Diffusionskonstanten bis zur unteren Schranke

118



Daee = 1.25, in dem die Bystander effizienzsteigernde Wirkung haben. Erst fiir noch kleinere
Dy iiberwiegt die Hinderniseigenschaft der Bystander-Zellen. Fiir D,.. = 1 verhalten sich By-
stander schliefflich als reine Hindernisse.

Eine Reihe weiterer Simulationen mit diversen Parametervariationen auch in Ny, N¢(0), rops,
rpy und N, ist zusétzlich durchgefiihrt worden. Da diese Simulationen inhaltlich alle bereits
aus Abbildung 6.4 extrahierten Aussagen bestitigen, wird auf die Préasentation weiterer Daten
jedoch verzichtet.

Mithilfe der Experimente und der anschlieenden Simulationen ist der Grund des effizienz-
steigernden Einflusses von Bystander-Zellen geklart: Die im Umfeld gewisser Bystandersorten
gemessene Beschleunigung der Bewegung der NK-Zellen ist notwendig (Experimente mit Poly-
styrolkiigelchen, Simulationen in Abbildung 6.2) und hinreichend (Simulationen in Abbildung
6.4) fiir eine Effizienzsteigerung des Abtotens von Target-Zellen.

Es bleibt die Frage nach dem molekularen Detektionsmechanismus, der fiir die Beschleunigung
der NK-Zellen verantwortlich ist. Da bereits an anderen Stellen nachgewiesen wurde, dass Was-
serstoffperoxid (HaO2) das Migrationsverhalten von Immunzellen verandert [124-127], ist es auch
hier in Erwdgung gezogen worden. Abbildung 6.5(a) zeigt die Produktion an HyO9 fiir ver-
schiedene Zellarten. Um zu testen, ob dieser Unterschied in der Wasserstoffperoxidproduktion
relevant ist, ist das Migrationsverhalten von NK-Zellen in der Gegenwart von P815 Bystander-
Zellen mit und ohne zusétzlich zugegebener Katalase verglichen worden. Katalase ist ein na-
tiirlich vorkommendes Enzym [128], welches Wasserstoffperoxid zu Wasser (H2O) und Sauerstoff
(O2) reduziert und somit die Wasserstoffperoxidmenge in der Probe erniedrigt. Abbildung 6.5(b)
zeigt den Unterschied in der mittleren Migrationsgeschwindigkeit mit und ohne Katalasezugabe.
Ohne Katalase ist die mittlere Geschwindigkeit signifikant grofler. Damit scheint nun auch der
molekulare Detektionsmechanismus erklért zu sein. Zur weiteren Bestatigung dieses Mechanis-
mus ist ebenfalls untersucht worden, ob die Migration durch Zugabe von Wasserstoffperoxid
beschleunigt werden kann. Abbildung 6.5(c) zeigt zu diesem Zweck die Trajektorien von NK-
Zellen mit und ohne die Zugabe von 2uM Hy0O4. Die Zugabe von H2Os fithrt zu einer im Mittel
deutlich weiteren Entfernung zum Trajektorienanfang und somit zu einer beschleunigten Migra-
tion. Abbildung 6.5(d) bestétigt diese Beobachtung anhand der Geschwindigkeit der NK-Zellen
von zwei menschlichen Spendern.

Um den Einfluss von HyO9 weiter zu untersuchen, ist abschlieend fiir zwei verschiedene Bystan-
dersorten, welche deutlich unterschiedliche Mengen an HoOs produzieren, die Effizienz der NK-
Zellen verglichen worden. Abbildung 6.5(e) zeigt zu diesem Zweck exemplarisch den in einem
Experiment bestimmten Anteil abgetoteter Target-Zellen als Funktion der Zeit ohne Bystander-
Zellen, mit P815-Bystander-Zellen (hohe Produktion an HoO2) und mit NK population-depleted
PBMCs Bystander-Zellen (geringe Produktion an H2O3). Abbildung 6.5(f) zeigt eine Mitte-
lung tber vier Experimente fiir den Anteil abgetoteter Target-Zellen nach einer und nach vier
Stunden. Es bestétigt sich die Vermutung, dass Bystander-Zellen mit einer hoheren Wasserstoff-
peroxidproduktion zu einer hoheren Effizienz der NK-Zellen fihren.

Zusammenfassend bleibt damit festzuhalten, dass es in [4] mithilfe experimenteller und nume-
rischer Untersuchungen gelungen ist, den erstmals beobachteten Einfluss von Bystander-Zellen
auf die Effizienz der Tétung von Target-Zellen zu erkléren: Eine lokal héhere Wasserstoffperoxid-
konzentration fiihrt zu einer beschleunigten Migration der NK-Zellen im Bereich der erhéhten
Konzentration. Diese beschleunigte Migration allein (Simulationen in Abbildung 6.4) ist ausrei-
chend fiir die beobachtete Effizienzsteigerung im Abtéten der Target-Zellen.
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Abbildung 6.5.: (a) Erzeugung von HoOo durch NK-Zellen (125-10% cells /well; Falcon® 96 Well Black),
K562 (25 - 103 cells/well) und P815-Bystander-Zellen (75 - 103 cells/well) (b) Geschwindigkeit der NK-
Zellen zweier menschlicher Spender in Anwesenheit von Bystander-Zellen (P815) mit und ohne Katala-
se (engl.: Catalase). (c) In einen gemeinsamen Ursprung verschobene Trajektorien von NK-Zellen ohne
(links) und mit (rechts) Zugabe von 2uM HyOs. Der Trajektorienanfang ist dabei jeweils in den Ursprung
eines gemeinsamen Koordinatensystems verschoben. (d) Geschwindigkeit der NK-Zellen zweier mensch-
licher Spender ohne und mit Zugabe von 2uM HoOs. (€) Anteil der durch menschliche (ein Spender)
NK-Zellen (125-10% cells/well) abgetiteten Target-Zellen (K562, 25-103 cells/well) als Funktion der Zeit
fiir die Szenarien: keine Bystander (blau), Bystander (P815, 75-103 cells/well) (rot) und Bystander (NK
population-depleted PBMCs (LO), 75 - 103 cells/well) (griin). (f) Mittelung des Anteils nach einer und

nach vier Stunden abgetiteter Target-Zellen tber vier menschliche NK-Zell-Spenden. Setup identisch zu

(e).
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7. Grundlagen des Studiums
intermittierender Suchprozesse

Dieses Kapitel préasentiert notwendige Grundlagen fiir das Versténdnis der in den Kapiteln 8, 9
und 10 durchgefithrten Studien zu intermittierenden Suchprozessen.

Zunéchst werden dazu in Abschnitt 7.1 die Begriffe ,Suchproblem® und ,,(optimale) Suchstrate-
gie“ anhand fester und variabler Modellparameter des Suchprozesses definiert. Diese Definitionen
beziehen sich dabei noch nicht auf den Fall intermittierender Suche, sondern sind allgemeingiiltig
fiir alle Arten von Suchprozessen zu verwenden.

Abschnitt 7.2 préasentiert Resultate aus [38,39,41,44,46-48] beziiglich der Optimierung intermit-
tierender Suchstrategien in einer, zwei und drei Dimensionen, welche fiir das Verstdndnis und
das wissenschaftliche Einordnen dieser Dissertation von Nutzen sind. Gleichzeitig erklart der
Abschnitt die mathematische Modellierung von intermittierenden Suchstrategien mittels Mas-
tergleichungssystemen und den daraus folgenden stationdren Differentialgleichungssystemen fiir
die mSZ.

Abschnitt 7.3 stellt darauf aufbauend alle Details des in dieser Arbeit in den weiteren Kapiteln
verwendeten Modells intermittierender Suche vor.

7.1. Definition eines Suchproblems, einer Suchstrategie und der
optimalen Suchstrategie anhand variabler und fester
Parameter

Obwohl die in der Einleitung aufgezédhlten Beispiele von Suchprozessen in ihrer Komplexitat und
ihren Groflenskalen kaum unterschiedlicher sein kénnten, hat ihre Modellierung dennoch eine
Gemeinsamkeit. In allen Féallen handelt es sich um FP-Prozesse, welche zu der Zeit ¢, enden,
zu der ein Zielzustand (oder einer von mehreren Zielzustédnden) erstmals erreicht ist. Die FP-
WnDichte p, des Zeitpunktes t, enthélt also alle zeitlichen Informationen fir das Auffinden eines
Ziels.

Zum Quantifizieren der Effizienz einer Suchstrategie wird meist das erste Moment von p,, also
die mSZ

T—(t)= [ tputt) . (7.1)

genutzt. Wie [129] zeigt, kann die Aussagekraft von T' jedoch variieren. Dies ist exemplarisch
auch in Abschnitt 5.2.1 dargelegt anhand zweier Beispiele mit gleicher mSZ, aber stark unter-
schiedlicher Varianz.

Neben der Reduktion zu Vergleichszwecken gibt es gelegentlich noch einen weiteren Grund, nur
die mSZ T anstelle der FP-WDichte p,(t) zu betrachten. Falls der die Suche beschreibende,
stochastische Prozess markovsch ist und das zugehorige Mastergleichungssystem dariiber hinaus
eine Fokker-Planck-Gleichung mit Ubergangsraten zwischen mehreren Zustinden ist, kénnen
mittels sogenannter Backward-Gleichungen zeitunabhéngige Differentialgleichungen fiir T her-
geleitet werden [76,85]. Obwohl selbst diese immer noch haufig gar nicht oder nur sehr schwer zu
16sen sind mittels FEM, sind sie meistens wesentlich einfacher zu behandeln als das zugehori-
ge zeitabhingige Mastergleichungssystem, dessen Losen die Voraussetzung der Berechnung von
p-(t) mittels FEM ist. Anhang B demonstriert die Herleitung obiger zeitunabhéngiger Differen-
tialgleichungssysteme fiir den allgemeinen Fall.
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7. GRUNDLAGEN DES STUDIUMS INTERMITTIERENDER SUCHPROZESSE

Die mSZ T ist eine Funktion der variablen und der festen Parameter des stochastischen Such-
prozesses. Typische variable Parameter sind z.B. die Persistenzldnge eines Random-Walks [130],
die Desorptionsrate in das Volumen fiir ein diffundierendes Teilchen [131,132] oder die Stillstands-
rate innerhalb einer zufilligen Bewegung [133,134]. Typische feste Parameter des Suchproblems
sind z.B. die Grole und die Form des Suchgebiets, die Zielgrofle, die Detektionsrate und Kon-
stanten der Bewegung wie z.B. eine Diffusionskonstante oder eine Geschwindigkeit.

Ein Suchproblem wird neben dem verwendeten Suchmodell folglich durch einen kompletten
Satz fester Parameter definiert. Eine Suchstrategie fiir ein gegebenes Suchproblem wird dage-
gen durch einen vollstdndigen Satz variabler Parameter definiert. Der vollstdndige Satz variabler
Parameter, welcher die mSZ minimiert, wird nachfolgend als optimale Strategie des jeweiligen
Problems bezeichnet.

Fiir das Verstdandnis nachfolgender Kapitel ist es dabei wichtig zu beachten, dass manche Para-
meter sowohl als feste als auch als variable Parameter eines Suchprozesses Sinn ergeben. Gele-
gentlich wird es daher vorkommen, dass aus einem variablen Parameter in der néchsten Studie
ein fester Parameter wird und umgekehrt. Andere Parameter, wie z.B. Diffusionskonstanten oder
Zielgroflen, eignen sich dagegen nur als feste Parameter, da die mSZ immer entweder monoton
steigend oder fallend in diesen Parametern ist und folglich keine Minima (und damit keine op-
timale Strategie) existieren konnen.

Obige Definition einer optimalen Strategie trifft sicherlich nicht auf alle realen Suchprozesse zu,
da sie sich auf die reine Suchzeit beschriankt und die benétigten endlichen Ressourcen (z.B. An-
zahl der Motorproteine, Energieverbrauch, ...) in der zu minimierenden Zielfunktion gar nicht
gewichtet werden. Besonders deutlich wird dies fiir Modelle, welche die Nahrungssuche beschrei-
ben. Dort ist die zu optimierende Gréfle eigentlich nicht die benétigte Suchzeit, sondern die
Nettoenergiebilanz [15,16,135] wahrend des Suchprozesses. Letztere lasst sich allerdings aufgrund
vieler unbekannter Parameter hdufig nur sehr schwer modellieren, weshalb der Abgleich mit
experimentellen Daten schwierig ist [39]. Aufgrund der zu erwartenden stédrkeren Korrelation
zwischen Suchzeit und Nettoenergiebilanz wird deshalb dennoch héufig auf die mSZ als einziges
Effizienzkriterium zuriickgegriffen [38,39]. Auch die in dieser Arbeit diskutierten Suchstrategien
werden ausschlielich mittels ihrer mSZ klassifiziert.

7.2. Modellierung und Optimierung intermittierender
Suchstrategien im Literaturiiberblick

7.2.1. Ein minimales Modell eindimensionaler intermittierender Suche fir
punktformige Ziele in R

Das in diesem Abschnitt vorgestellte eindimensionale Suchproblem aus [38,39,41] ist das Mini-
malbeispiel eines intermittierenden Suchprozesses und damit ideal geeignet fiir den Einstieg.
Zum einen existiert fiir den Sucher eine diffusive Phase mit einer Diffusionskonstanten D. In
dieser Phase wird ein Ziel detektiert, sobald der Sucher es erstmals erreicht. Zum anderen gibt
es eine ballistische Phase, in der ein Ziel nicht detektiert werden kann. Diese ballistische Pha-
se ist immer in die positive z-Richtung orientiert und besitzt die konstante Geschwindigkeit
v. Der stochastische Wechsel von der diffusiven zur ballistischen Phase geschieht mit der Rate
fi = 1/71. Die Rate der Rickrichtung ist durch fo = 1/72 gegeben.

In dquidistanten Abstdnden L befinden sich auf ganz Rar unendlich viele punktférmige Ziele.
Der Suchprozess endet, sobald das erste Ziel gefunden wird. Abbildung 7.1(a) stellt das be-
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(a) 0_& o L 2L 3L i (b)
t

Abbildung 7.1.: (a) Schematische Darstellung des Weg-Zeit-Gesetzes eines intermittierenden Suchpro-
zesses auf Ry . Der bei xg €]0; L[ startende Sucher alterniert stochastisch zwischen einer diffusiven Phase
(grave, gezackte Linien) und einer immer nach rechts gerichteten ballistischen Phase (blaue Strecken).
Der Suchprozess endet, sobald der Sucher in der diffusiven Phase erstmals ein natiirliches Vielfaches von
L erreicht. (b) Schematische Darstellung des in (a) gezeigten Suchprozesses, jedoch als Weg-Zeit-Gesetz
auf dem Intervall [0, L] mit periodischen Randbedingungen.

schriebene Suchproblem graphisch dar. Die zeitabhéngige mathematische Beschreibung dieses
Suchprozesses ist gegeben durch das Mastergleichungssystem

OPy(z,t)  _9*Pi(z,t) 1 1
8P2 (33‘, t) _ 6P2 (33‘, t) i B i
—a = 0731; + - Py(z,t) - Py(x,t) . (7.3)

Dabei bezeichnet P;(z,t) die (unnormierte) WDichte, dass sich der Sucher zur Zeit ¢ in der
diffusiven Phase am Ort x befindet. Analog stellt Py(z,t) die (unnormierte) WDichte dar, dass
sich der Sucher zur Zeit ¢ in der ballistischen Phase am Ort x befindet.

Da an spéterer Stelle nur die mSZ interessiert und nicht der insgesamt zuriickgelegte Weg, bie-
tet sich die in Abbildung 7.1(b) dargestellte Transformation mit periodischen Randbedingungen
auf das Intervall [0; L] an. Quantitativ wird dadurch weder die mSZ noch die zugehorige FP-
WDichte p,(t,) verdandert. Fiir die mathematische Berechnung ergeben sich jedoch vereinfa-
chende Vorteile durch ein beschranktes Intervall und den dann geltenden Randbedingungen fiir
obiges Mastergleichungssystem:

Pl(O,t):Pl(L,t)zo und Pg(o,t):PQ(L,t) Vi>0. (74)

Mithilfe der in Anhang B gezeigten Vorgehensweise kann aus dem Mastergleichungssystem (7.2)-
(7.3) direkt ein gewohnliches, lineares Differentialgleichungssystem fiir die mSZ formuliert wer-
den:

D(w + 711 [To(z) — Ti(z)] = -1, (7.5)
vaj;;f) + 72 [T1(z) — Tar(z)] = —1. (7.6)
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Ti(x) bezeichnet dabei die mSZ fiir einen Sucher, welcher in der diffusiven Phase am Ort x
startet. To(z) ist analog dazu die mSZ fiir einen Sucher, welcher in der ballistischen Phase am
Ort z startet.

Ergénzt wird dieses Differentialgleichungssystem durch die Randbedingungen

welche sich aus den beiden Bedingungen in Gl. (7.4) ergeben. Die Losungen 77 und T» werden
in [41] explizit berechnet. Da die Startposition des Suchers gleichverteilt auf dem Intervall [0; L]
liegen soll und dieser dariiber hinaus in der diffusiven Phase starten soll, erhélt man fiir diese
zusétzlich iiber die Startposition gemittelte mSZ:

T— % /0 " e Ti(a) (7.8)

L1+ 4r (exp(a+8) —1) + (1 +2r) (exp(8) — exp(a)) 1
=(n+7n)|5 ———1 (7.9)
2 V1+4r (exp(B) — 1) (exp(a) — 1) 1o T
mitT_T22U2 a_£ L_}.i_i undﬁ__é L—FL—FL
- Dn 2 a2 D1 Tv 2 v Dr v |’
Fir L > vry, v D, ],;7:21 erhalt man daraus die wesentlich einfachere Approximation
T~ L(m1 + ) (D1 + 2730v?) (7.10)

2790/ D711/ D1y + 47302

Bemerkenswert dabei ist, dass diese Zeit linear mit der Intervalllinge skaliert, wihrend die mSZ
einer ausschlieBlich diffusiven Suche Tyig = L?/(12D) quadratisch in L skaliert. Daraus folgt,
dass jede intermittierende Suche mit beliebig gewédhlten 71 und m fiir alle D,v > 0 ab einer
bestimmten Intervalllinge iiberlegen gegeniiber einer rein diffusiven Suche wird.

Wie [41] zeigt, besitzt die mSZ T in Gl. (7.8) kein Minimum mit 71,72 > 0, da es Pfade zum
Ursprung im ersten Quadranten der (71, 72)-Ebene gibt, so dass der Grenzwert von T fur diese
Annéherung jeweils kleiner ist als alle Funktionswerte mit 71, 79 > 0. 71 = 75 = 0 ist jedoch weder
mathematisch, noch fiir irgendein physikalisches Modell sinnvoll. Daher wurde in [38,39,41] eine
untere Schranke 7" fiir die mittlere Dauer der diffusiven Phase festgesetzt. Dies entspricht
einer mittleren Zeit, welche der Sucher minimal benétigt, um das Ziel iiberhaupt detektieren zu
konnen.

Im Giltigkeitsbereich der Approximation aus Gl. (7.10) lésst sich zeigen, dass fiir die optimale

Strategie dann immer 7 = 70" = 7" gilt und die optimale Zeit Ty PY qurch die Gleichung
2.2 5
3 71T T2
T+ 6—= -85 =0 7.11
1 + = 72 ( )

bestimmt wird, mit 7 = D/v?. Es ergeben sich damit zwei interessante Grenzfille [38,39,41]:

e T >T:
Der optimale Wert fir 75 ist anndhernd gegeben durch

1/3
o 3r7f
P & ( T) : (7.12)

t

wodurch sich insbesondere Té)pt < 77" ergibt. Folglich verbringt der optimale Sucher im
Mittel den tiberwiegenden Zeitanteil in der diffusiven Phase. Nachfolgend wird dieser Fall
daher analog zu [38,39,41] mit ,S* (Searching) bezeichnet.
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o T KT
Hier ist der optimale Wert fir 7o anndhernd gegeben durch
9 3\ 1/5
5P a <T 871> : (7.13)

wodurch sich T;pt > 7y Pt ergibt. Folglich verbringt der optimale Sucher im Mittel den

iberwiegenden Zeitanteil in der ballistischen Phase. Nachfolgend wird dieser Fall daher
analog zu [38,39,41] mit ,M*“ (Moving) bezeichnet.

In [17] und [136] wurde die mittlere Dauer von Detektionsphasen und ballistischen Phasen fiir
18 verschiedene Tierarten gemessen (u.a. Fische, Vogel, Echsen). Alle diese Suchszenarien finden
in zwei bzw. drei rdumlichen Dimensionen statt und unterscheiden sich daher von der Modell-
dimension (eindimensional). Allerdings ist in [17,137,138] gezeigt, dass die Richtungsdnderung
der ballistischen Bewegung nach einer Suchphase haufig klein ist gegeniiber der Richtung der
vorangegangenen ballistischen Bewegung. Daher sind in [38,39,41] die experimentellen Daten
trotz des Dimensionsunterschieds zwischen Modell und Beobachtung in die beiden Gruppen S
und M zerlegt worden. Abbildung 7.2 zeigt die zugehdrigen Messdaten, wobei anstelle der Zeiten
71 und 7 die zugehorigen Raten f; = 1/7 und fo = 1/7 verwendet sind.

Set S SetM
15 T T | T | T l | T I T I T I T
= . 05+
& 05 = o
on o O
Q L 4 Q
2 = L
0 _
L i 0.5
-0.5— ’ linear regression: s=0.6+/-0.1, r=0.91| — e
1 ‘ 1 I I I I I I I _1 I 1 I 1 I 1 I 1 I
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Log f1 Log f1

Abbildung 7.2.: (aus [38]) Logarithmische Darstellung experimentell bestimmter Ubergangsraten aus
[17,136] fir das intermittierende Suchverhalten verschiedener Tierarten.

In beiden Fallen ist eine deutliche Korrelation der Raten f; und fs zu erkennen. Die eingezeich-
neten Regressionsgeraden haben dabei eine Steigung, welche grob mit den Exponenten (2/3 fiir
S, 3/5 fur M) obiger Betrachtungen fiir die optimale Strategie iibereinstimmen.

Trotz seiner Einfachheit erklart dieses eindimensionale Modell damit (zumindest qualitativ)
schon sehr viele Aspekte des Suchverhaltens verschiedener Tierarten und bestétigt die Vermu-
tung, dass tierisches Suchverhalten durch den Druck natiirlicher Auslese optimiert ist [38].

Abschlieflend sei erwahnt, dass in [45,139,140] auch realistischere Verteilungen der Ziele studiert
worden sind als die hier betrachtete dquidistante Verteilung. Die mSZ ist dort allerdings nicht
mehr analytisch berechenbar, jedoch werden eine Reihe approximativer Losungen fiir verschie-
dene Grenzfélle vorgestellt.

7.2.2. Homogene intermittierende Suche

Dieser Abschnitt stellt Teile der in [39,43,44,46-48] prasentierten Studien homogener intermit-
tierender Suche in ein, zwei und drei Dimensionen vor. Die Phase der schnellen Bewegung, in
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welcher das Ziel nicht erkannt werden kann, ist auch in diesen Arbeiten durch eine ballistische
Bewegung gegeben. Als Suchphase werden in diesen Arbeiten insgesamt drei unterschiedliche
Modelle analysiert:

e statische Suchphase:
Der Sucher bewegt sich gar nicht in der Suchphase und detektiert das Ziel mit einer
endlichen Rate k, sofern er sich in einer Distanz kleiner als a zum Ziel befindet.

e diffusive Suchphase:
Der Sucher bewegt sich diffusiv in der Suchphase und detektiert das Ziel instantan, sobald
er sich in der diffusiven Phase in einer Distanz kleiner als a zum Ziel befindet.

e ballistische Suchphase:
Der Sucher bewegt sich auch in der Suchphase ballistisch und detektiert das Ziel instantan,
sobald er sich in der ballistischen Suchphase in einer Distanz kleiner als a zum Ziel befindet.

An dieser Stelle sollen nur die Ergebnisse im Fall einer diffusiven Suchphase prasentiert werden,
da diese Modellierung auch in der vorliegenden Dissertation gewéahlt ist und eine vollstdndige
Prasentation den Rahmen eines einleitenden Kapitels sprengen wiirde.

Dennoch soll zumindest eines der wichtigsten Resultate des Vergleichs aller drei Szenarien ge-
nannt werden: Die im spéteren Verlauf prasentierten analytischen Approximationen fiir die opti-
male mittlere Dauer 75" der schnellen ballistischen Phasen ist zwar deutlich von der betrachteten
Dimension des Problems abhéngig, jedoch nahezu unabhéngig von der Modellierung der Such-
phase (siehe Tabelle II in [44]).

Abschnitt 7.2.2.1 stellt das eindimensionale Szenario vor. Der Sucher bewegt sich dabei inner-
halb des Intervalls [—b;b] und das Zielgebiet ist durch das Intervall [—a;a] mit a < b gegeben.
Abbildung 7.3(a) skizziert den zwischen diffusiven Phasen (1) und ballistischen Phasen (2) al-
ternierenden Suchprozess in einer Umgebung des Intervalls [—a;a]. Abschnitt 7.2.2.2 behandelt
das Problem einer zweidimensionalen Suche in einem Kreisgebiet mit Radius b und einem Zielge-
biet im Ursprung des Kreises mit Radius a. Abschnitt 7.2.2.3 behandelt das gleiche Problem in
einer dreidimensionalen Kugel. Exemplarisch ist der dreidimensionale Suchprozess in Abbildung
7.3(b) skizziert.

In allen Féllen hilft die zum Ursprung gewéhlte Symmetrie dabei, die mSZ T (fiir einen tber
das Suchgebiet gleichverteilt startenden Sucher in der diffusiven Phase) analytisch zu berechnen
(1d) bzw. zu approximieren (2d und 3d). Fiir a < b werden die nachfolgenden Ausdriicke und
insbesondere die Parameter der optimalen Suchstrategie aber auch fiir sich nicht in der Mitte des
Gebiets befindende Ziele eine sehr gute Approximation darstellen. Dies wird an spéterer Stelle
exemplarisch durch den Vergleich von Abbildung 9.3 mit den entsprechenden Farbdiagrammen
aus den Abbildungen 9.1(b) (links, unten) und 9.2(b) (links, unten) gezeigt.

7.2.2.1. Intermittierende Suche im Intervall [—b; b]

Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 7.2.1 diskutierten Szenario kann die am Ende einer diffu-
siven Phase beginnende ballistische Phase mit der gleichen Wahrscheinlichkeit (1/2) sowohl in
positive Richtung als auch in negative Richtung stattfinden. In der mathematischen Modellie-
rung mittels Mastergleichungssystem miissen daher zwei ballistische Phasen betrachtet werden.
Py (x,t) bezeichnet die (unnormierte) WDichte, dass sich der Sucher zur Zeit ¢ in der nach rechts
gerichteten ballistischen Phase am Ort z befindet. P, (x,t) ist die entsprechende Grofie fiir die
nach links gerichtete ballistische Bewegung. Anstelle des Mastergleichungssystems (7.2)-(7.3)
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(a)

- (b)

"= phase 1

zZ

X

ﬂ{ phase 1

Abbildung 7.3.: (aus [44]) (a) Schematische Darstellung des eindimensionalen intermittierenden Such-
prozesses. Diffusive Phasen (phase 1), in denen das Zielintervall der Linge 2a (rot) detektiert werden
kann, sind grin dargestellt. Ballistische Phasen (phase 2) sind als gestrichelte blaue Linien dargestellt
und konnen mit gleicher Wahrscheinlichkeit sowohl in positive als auch in negative Richtung stattfinden.
(b) Schematische Darstellung des dreidimensionalen intermittierenden Suchprozesses. Diffusive Phasen
(phase 1), in denen das Zielgebiet mit Radius a (rot) detektiert werden kann, sind grin dargestellt. Bal-
listische Phasen (phase 2), welche gleichverteilt in alle Richtungen stattfinden, sind als gestrichelte blaue

Linien dargestellt.

tritt also das Mastergleichungssystem

9P (z,1)

ot

OP; (z,t)

ot

0P, (x,t)

ot

(P;‘(a:,t) + P{(x,t)) ,

0?P(z,t) 1 1
D— 7 — — Pi(x,t) + —

81'2 T1 1(2?, )+T2

oPf (z,t) 1 1
e — P t _7P+ t
v T ey Pilah = — P (),
oPy (w,t) 1 1,
22 4+ Pi(w,t) — — Py (w,t
v T e Pl@ = — Py ()

fiir b > |z| > a und das Mastergleichungssystem

fir |z| < a. Dies verdndert konsequenterweise auch die Gestalt der

chung fiir die mSZ, welche nun fir |z| > a durch

D

82‘;;3123;) :1 [1 (T;(x) +T2_(x)) - T1(x): =-1,

2
Jr
T 1
ox T
oy (x) 1

_’07 + ?2 |:T1(33‘) —

T (2)

P1 (a;, t) =0 N
oPy (x,t) OPy (z,t) 1 .
ory (z,t) _ OPy(z,t) 1
ot T T Py (1)

~ Ty (2)] = -1,

Ty (2)] = -1

(7.14)
(7.15)

(7.16)

(7.17)
(7.18)

(7.19)

stationdren Differentialglei-

(7.20)
(7.21)

(7.22)
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gegeben ist [44]. T7(x) bezeichnet dabei erneut die mSZ fiir einen Sucher, welcher in der diffu-
siven Phase am Ort z startet. 75 () ist die mSZ fiir einen Sucher, welcher in der nach rechts
gerichteten ballistischen Phase am Ort x startet. T, (z) ist die mSZ fiir einen Sucher, welcher
in der nach links gerichteten ballistischen Phase am Ort x startet.

Fiir |z| < a ist das Mastergleichungssystem dann durch

Ty(z) =0, (7.23)

u% - lT;(a;) =-1, (7.24)
ox T

L@ Loy (7.25)
837 T2

zu ersetzen. An den Réndern x = +a des Zielgebiets miissen alle betrachteten mSZ stetig sein.
Ergénzt wird das Differentialgleichungssystem noch durch Randbedingungen bei x = +b:

0Ty (x 0Ty (x
ali ) |x:—b =0= 8115‘ ) |m:b s (7.26)
oTy (x oT5 (z
i) -0 (.27
6T2+(:v) oTy (x)
=2 2
ox |$— b O |x— b (7 8)

In [44] werden diese Randbedingungen anders dargestellt, da zum einfacheren Losen des Dif-
ferentialgleichungssystems mehrere Transformationen vor die Darstellung der Randbedingung
geschoben sind. Auf diese Darstellung inklusive des expliziten mathematischen Losens soll hier
verzichtet werden. Folgt man dem Weg in [44], so erhélt man fiir die {iber alle Startpositionen
in der diffusiven Phase gleichverteilte mSZ

1 b
T = —/ dx Th (z) (7.29)
2b J_p
folgenden Ausdruck:
17+ N
== —. 7.30
3 ﬂQb F ( )

Die Groéflen N, F und [ ergeben sich dabei aus
7 4
B=L2+L3 mit L =+/Dr, Ly =vry sowie N = Z ar und F = Z’yk . (7.31)
k=1 k=1

Die Parameter aj und ~; wiederum sind durch

ay = L3 Kng (L3 -13) + 2h25> h/BS +3L1Ly (L3 — 2h25) (J] :

as = —L1hI§ (25 T 3L§) RC, a3=1I, (2h4,82 - 3Lg) BC,

ay = h:/B <6Lg +h28 (B + L%)) RS, as=+/BhL} <4h2ﬁ +313 (13 - L%)) BS,

ag = L1L3 ls (2h2L8 + L3) B+ h (3L§ (8+13)+ 2h26) R} . ap=—L (3L§+2h44?) ,
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n=I3LR(C—-1), 7 =Bh(2L3+13)RS,
3 =+BL3(B—1) S, ~1=2hBL1 (BC 1)

gegeben unter Verwendung der Abkiirzungen

B =cosh (%), C=cosh (2h«/L12 + L22) , R=sinh (%), §=sinh <2I~M/L12 + L22>

und h=b—a.

Betrachtet man die komplexe Form des Ausdrucks von T, so iiberrascht es nicht, dass dieser
nicht analytisch fir die variablen Parameter 7 und 7o optimiert werden kann. Um dennoch
zumindest approximativ die optimalen Zeiten 7, * und Ty P' fiir a < b als Funktion der festen
Parameter a, b, D und v angeben zu koénnen, studiert [44] unterschiedliche Grenzfille. Ohne

Rechnung sollen diese Betrachtungen nun wiedergegeben werden:

(i) b< %:
In diesem Bereich ist eine rein diffusive Suche einer intermittierenden Strategie iiberlegen,
d.h. 77P* = 00 und 75" = 0. Fiir die optimale mSZ Ty gilt daher:
(b—a)® b?
Topt =Tt = ——— ~ — . 7.32
ot T AT 3Dy T 3D (7.32)

(i) b>2 A 251
Die mSZ als Funktion der variablen Parameter 7 und 75 ist insbesondere im Bereich des
Minimums approximierbar durch

b 1
T.. — T ,
(i) (T1,T2) = (11 + 72)b (31}27-22 + DT1> ; (7.33)

pt

. . . le} opt . . . .
woraus sich die variablen Parameter 7", 5" der optimalen Suchstrategie approximieren

lassen: ) )
¢ ¢ 2b2D 3 35 b4 3

Abbildung 7.4, welche aus [44] entnommen ist, zeigt den Vergleich des exakten Wertes der
mSZ T aus Gl. (7.30) mit der durch Gl. (7.33) gegebenen Approximation fiir verschiedene

Parametersatze mit b > % A 3;5}22 > 1.

(iii) b>2 A 2P <1
Die mSZ als Funktion der variablen Parameter 7 und 75 ist insbesondere im Bereich des
Minimums approximierbar durch

b
Tis) (11, T2) =~ 4

a ab
7.35
(Tl+72)<a+m+3v2722> ’ (7.35)

. L . t t . .
woraus sich auch hier die variablen Parameter 77", 757" der optimalen Suchstrategie ap-

proximieren lassen:

3
Db a |b 2a (b)\?
opt __“v opt _ v —~ v
T, (i) = 48v2a ’ T2,(iii) v\ 3a = o~ V3v <a> ‘ (739

Abbildung 7.5, welche aus [44] entnommen ist, zeigt den Vergleich des exakten Wertes der
mSZ T aus Gl. (7.30) mit der durch Gl. (7.35) gegebenen Approximation fiir verschiedene
Parametersitze mit b > % A 3522 < 1.
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T T
T Taift
diff 1
0.1 0.5
0.054
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(@) 7'1/7'1’(“) (b) 7'2/7'27(”.)

Abbildung 7.4.: (aus [44], Beschriftung in der Notation sinngemdajf$ angepasst) Logarithmische Darstel-
lung des Quotienten T /Taig fiir fiziertes 7o = 7';’12;.) als Funktion von 11 in () und fir fiviertes 11 = Tffzzi)
als Funktion von 1o in (b). Die durchgezogenen Linien stellen den exakten Wert fir T aus GI. (7.30) dar.
Die Symbole entsprechen der Approzimation T(;;y aus GI. (7.33). Fiir D=v=1 sind folgende Tupel (a,b)
gewdhlt: a = 1,b = 100 (griin, Kreise), a = 1,b = 10* (rot, Kreuze) und a = 10,b = 10° (blau, Quadrate).

0.5

Taitt

0.1_L::rc;t~::“::'r;'-:':“f.:t-::‘-*fi- ;

0.005 -

107! 100 10! 10% 103 10* 0.01 0.1 1 10 100
opt opt

a b

@ Tl/Tl,(iii) () T2/T2,(iz‘i)

Abbildung 7.5.: (aus [44], Beschriftung in der Notation sinngemdff angepasst) Logarithmische Dar-
stellung des Quotienten T/Tug fiur fiziertes o = Tgfgzii) als Funktion von 71 in (a) und fir fiziertes
T = Tfrzzii) als Funktion von 19 in (b). Die durchgezogenen Linien stellen den exakten Wert fir T aus

Gl. (7.30) dar. Die Symbole entsprechen der Approzimation T ;;;y aus Gl. (7.35). Fiir D=v=1 sind folgende
Tupel (a,b) gewdhlt: a = 10,b = 100 (griin, Kreise), a = 10,b = 1000 (rot, Kreuze) und a = 100,b = 10*
(blau, Quadrate).

7.2.2.2. Intermittierende Suche in einem Kreis mit Radius b

Der Schritt von einer auf zwei raumliche Dimensionen verdndert die Struktur des beschreibenden
Mastergleichungssystems und des zugehorigen stationdren Differentialgleichungssystems fiir die
mSZ sehr stark. Um dies zu verstehen, ist es hilfreich das Mastergleichungssystem der beiden
bereits diskutierten eindimensionalen Szenarien noch einmal zu vergleichen. In Abschnitt 7.2.1
gibt es nur eine ballistische Richtung und folglich benétigt das zugehdrige Mastergleichungssys-
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tem nur eine WDichte Py (z,t). In Abschnitt 7.2.2.1 dagegen gibt es zwei ballistische Richtungen,
woraus fiir die Modellierung die Notwendigkeit zweier WDichten P5"(z,t) (positive x-Richtung)
und Py (z,t) (negative x-Richtung) folgt. In zwei raumlichen Dimensionen dndert sich die Zahl
der bendtigten WDichten fiir die ballistische Bewegung nicht, solange diese Bewegung weiter-
hin nur auf zwei mogliche Richtungen (z.B. positive und negative x-Richtung) beschrankt ist.
Wiirde man jedoch beispielsweise ballistische Bewegung parallel zur z-Achse und ballistische
Bewegung parallel zur y-Achse (jeweils in positive und negative Richtung) in der Modellierung
winschen, so wiirden bereits vier WDichten fiir die ballistischen Richtungen benétigt und das
Mastergleichungssystem bestiinde aus fiinf Gleichungen.

An dieser Stelle sollen nun alle méglichen Richtungen (hier noch mit gleicher Wahrscheinlich-
keit) in die Modellierung aufgenommen werden. Da die moglichen Richtungen damit nun ein
kontinuierliches Spektrum bilden, sind Summen durch Integrale zu ersetzen und anstelle eines
diskreten Index, welcher die Richtung der ballistischen Bewegung beschreibt, tritt eine weitere
kontinuierliche Variable fiir die Richtung der ballistischen Bewegung. In zwei Dimensionen bie-
tet sich hier der Polarwinkel ¢ € [0;27[ des Geschwindigkeitsvektors v, = v - e, an, welcher
jedoch nicht mit dem Polarwinkel des Ortsvektors r verwechselt werden darf. Abbildung 7.6
verdeutlicht diesen Unterschied graphisch.

Y VSO =v- e@
Abbildung 7.6.: Darstellung der Koordinaten r und ¢ zur Beschreibung der
ballistischen Phase zweidimensionaler intermittierender Suche: r bezeichnet
einen Ortsvektor des Suchers innerhalb des Suchgebiets. ¢ € [0;2n[ stellt
eine von r unabhdngige Zustandskoordinate der ballistischen Phase fiir den
Polarwinkel der Richtung der Geschwindigkeit dar.

AuBlerhalb des Zielgebiets ergibt sich damit folgende Mastergleichung fiir die intermittierende
Suche mit einer gleichverteilten WRbB:

OP(r,t 1 Lo
IR pA Pt — L e+ L [ de Por,ot) (7.37)
ot T1 T2 JO
OP t 1 1
OPy(r, ¢, 1) = —vy- Vi Py(r,p,t) + —— Pi(r,t) — — Pa(r,0,1) . (7.38)
ot 2mm T2

Auf den ersten Blick mag dieses Differentialgleichungssystem sogar einfacher erscheinen als das
zuvor behandelte Mastergleichungssystem (7.14)-(7.16) eindimensionaler intermittierender Su-
che, da es sich hier nur um zwei Gleichungen handelt. Das Gegenteil ist jedoch der Fall, da Gl.
(7.38) fir alle ¢ € [0; 27| gelten muss. Damit handelt es sich bei dem Mastergleichungssystem
(7.37)-(7.38) um eine zeitabhingige, raumlich dreidimensionale (zwei Dimensionen fiir r und
eine fiir ¢) Integro-Differentialgleichung. Die Bezeichnung ,integro“ bedeutet dabei, dass eine
Funktion (in diesem Fall P») sowohl mit einer Ableitung (linke Seite von Gl. (7.38)) als auch als
Integrand (letzter Summand der rechten Seite von (7.37)) in dem Differentialgleichungssystem
enthalten ist.

Im Zielgebiet (||r|| < a) vereinfacht sich das Mastergleichungssystem zu

Pi(r,t) = 0, (7.39)
OP: t 1
2(;’()0’) = —Vyp- vr PQ(ra P, t) - PQ(I') P, t) . (740)
t 2

Mit der in Anhang B gezeigten Methode ergibt sich auflerhalb des Zielgebiets das stationére

131



7. GRUNDLAGEN DES STUDIUMS INTERMITTIERENDER SUCHPROZESSE

Integro-Differentialgleichungssystem

1 2T
DAL T (x) + 27/ do (To(r,0) — Ta(r)) = —1, (7.41)
T JO
V.- VrTg(r,go)—;(Tg(r,gp)—Tl(r)) — (7.42)

wobei T(r) die mSZ fiir ein in der diffusiven Phase bei r startendes Teilchen ist. Ta(r, @)
bezeichnet die mSZ fiir ein in der ballistischen Phase in Richtung v, bei r startendes Teilchen.
Im Zielgebiet gilt:

Ti(r) = 0, (7.43)

1
Vo Vr TQ(I‘? 90) - ?QT2(I'> 90) = —1. (744)
Eine exakte analytische Berechnung der mSZn 77, 75 und damit auch der iiber alle Anfangspo-
sitionen gemittelten Zeit 7" ist in zwei Dimensionen nicht mehr moglich. In [46,47] wird daher
eine analytische Approximation hergeleitet, welche fiir alle Orte r des Suchgebiets die approxi-
mierende entkoppelnde Annahme

(Vp,i o, Ta(r, 0)),, = (Vg ”so,j><p (Ta(r, ),

1 27 1 27 1 27
e 5 A dp vy v, To(r, @) = o dp Ve Vy o /s do Tr(r, p) (7.45)

verwendet mit 4,j € {x,y}. Dabei bezeichnet v, mit k € {z,y} die z-Komponente v cos(y)
bzw. die y-Komponente vsin(yp) des Geschwindigkeitsvektors v,,. Unter Verwendung von GI.
(7.45), der Definition

p=""7 (7.46)
2
und
1 27
s(r)=— deTh(r, p) (7.47)

Do
3
o

lasst sich das Differentialgleichungssystem (7.41)-(7.42) umformen zu

DArTl(r)+:l(s(r)—T1(r)) _ 1, (7.48)
ﬁArs(r)—:z(s(r)—Tl(r)) S (7.49)

Innerhalb des Zielgebiets (||r|| < a) erhédlt man

Ti(r) = 0, (7.50)
DArs(r)—:Qs(r) ] (7.51)

Neben der Stetigkeit an den Stellen ||r|| = @ miissen T3 (r) und s(r) dann folgende Randbedin-
gungen fiir alle ||r|| = b erfiillen:
0Ty (r) 0= 0s(r)
on, Ony '

(7.52)
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wobei n, den radial aus der Kugel heraus zeigenden Normalenvektor bezeichnet.

Da damit das Differentialgleichungssystem, das Suchgebiet, das darin liegende Zielgebiet und
die Randbedingungen radialsymmetrisch sind, reduziert sich das Problem auf ein gew6hnliches
lineares Differentialgleichungssystem, welches analytisch gelost werden kann. An dieser Stelle
wird auf die Présentation der weiteren Rechnungen verzichtet und direkt das in [39, 46, 47]
hergeleitete Ergebnis fiir die mSZ T angegeben:

1- 2 b2 M L 2p, 3b* — 4b'n( &) — 4a?b? + o
appro _ (7_1 _|_7_2) b2 5| aa < _ 1) o n (a)

(OéQDTl) CL72 2L+ B K 8157‘2 b2 — a2
(7.53)

Dabei sind die Abkiirzungen
[1 1
o= l—+ =, 7.54
Dty Dy ( )
L. =1, (“) (Il(ba)Kl(aa) - Il(aa)Kl(ba)>
\/ DTQ

o (C‘) (Il(ba)Ko(aa) + Io(aa)Kl(ba)> , (7.55)

M =1, ( a ) <Il(ba)K0(aa) + Io(aoz)Kl(ba)>

4a2\/157'2 ( a )
- I - I (ba) Ky (ac) — I (ac) K1 (bov) (7.56)
(b2 —a?)2 ! T)TQ < 1 1 1 1 )

verwendet mit den modifizierten Bessel-Funktionen [141] I, und K, der Ordnung v € {0, 1}.
Die Referenzzeit Tyig einer rein diffusiven Suche lésst sich dagegen auch fiir den zweidimensio-
nalen Fall aufgrund der Radialsymmetrie des Problems exakt analytisch bestimmen. Es gilt:

L 212 4 apd | gy [P
Taig = 2D (4@ b* —a* — 3b* + 4b*In . ) (7.57)

Um die Approximationsgiite von 7" aus Gl. (7.53) einschétzen zu konnen, zeigt Abbildung 7.7 den
aus [39] entnommenen Vergleich mit simulativ bestimmten 7" fiir verschiedene Parametersétze.
Die optimale Suchstrategie (77", 75") in Abhéngigkeit der festen Parameter a, b, D, v ist
approximativ durch die Minimumposition von 7" aus Gl. (7.53) gegeben. Auch hier gibt es
keine analytische Losung fiir die Optimierung, grob koénnen jedoch nachfolgende drei Bereiche

unterschieden werden:

(i) a<b<

In diesem Bereich ist eine rein diffusive Suche einer intermittierenden Strategie iiberlegen,

dh. 7} PY — 50 und Ty P' — (. Fiir die optimale mSZ Topt gilt daher

Topt = Tdiﬂa (758)
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. 125
1.25 T .
T Taigs
Taise o]
1.0 4 = o
075 K\J 0.75 7
05 | = 0.5 -
- - o
// = |
i e LT T
A o —_— 1
rTrrTTrrrrTrrrrrrrrrrrrri retrrrrrr{rrrrrTrrrrrrrorT1T1
10 20 30 40 50 25 00 25 50 75
T2 In( 1)

Abbildung 7.7.: (aus [39], Beschriftung in der Notation sinngemdfl angepasst) Vergleich simulativer
Daten mit der analytischen Approzimation des Quotienten T /Taig als Funktion von 11 und 1o Die Linien
zeigen den Quotienten, welcher mithilfe der Approximation T*PP* qus GI. (7.53) und Taig aus GI. (7.57)
berechnet ist. Die eingezeichneten Datenpunkte sind simulativ berechnet. Die Parameter D =1, v =1,
b = 226 sind in allen Fillen identisch. Daneben gilt links: a = 10, 7, = 1.37 (grin, Quadrate); a = 1,
71 = 33.6, (blau, Kreise); a = 0.1, 7, = 213 (rot, Kreuze) und rechts: a = 10, 12 = 15.9 (griin, Quadrate);
a=1, o =13.7 (blau, Kreise); a = 0.1, 71 = 22 (rot, Kreuze).
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was fiir @ < b sehr gut durch

T o (am(2) =3 (7.59)
Pt 8D a '

approximiert werden kann.

a< P <b:
Die Approximation der mSZ T" aus Gl. (7.53) wird insbesondere im Bereich des Minimums
durch die wesentlich einfachere Funktion

A S ) 272

b VAT
T = 4In| - )-3-2—21(1 [ —In(2 .
(”)(71,72) Dve? 7l n<a> 3 Dr (In(aa) + n(2)) (7.60)

approximiert, wobei I' = 0.577 die Euler-Mascheroni-Konstante bezeichnet. Falls die festen
Parameter a, b, D, v die Bedingung

7 vb b
2 — +T) —= —4In| - 3>0 7.61
feXP( 4+ )D Il(a)-i— (7.61)
erfiillen, so ist eine intermittierende Strategie effizienter. Die optimale intermittierende
Strategie wird dann durch

opt b2 4ln(w)—5+c opt by4ln(w) —5+c¢

0 T Dw ) —T+9 ] 0 0w (762

approximiert, wobei w die Losung der Gleichung

2vb 4In(w) — 5+ ¢

w = —

D (6 + 81n<§) - 81n(w)> In(w) — 10111(2) +11—¢ {g + 2ln(§) — g]

(7.63)
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ist mit der Abkiirzung ¢ = 4 (I' — In(2)).

(il) 2 <a<b:
Ein einfacherer Ausdruck als Gl. (7.53) wird fir diesen Fall nicht fiir die mSZ T'(y,72)
genannt in [39,46,47]. Die optimale Strategie wird mit den Werten

o ()

~ 2 opt ¢ by_ 1L
T Giii) & 52 21n(9) - und 7y R ” hl(a) 5 (7.64)

angegeben.

Abbildung 7.8 zeigt abschlieBend den Vergleich der in (ii) und (iii) vorgeschlagenen optima-

len Strategien mit den Werten einer numerischen Minimierung von Gl. (7.53) sowie simulativ

. opt _opt p.. . .
bestimmten Werten 7", 757" fiir verschiedene Parametersitze.

. - opt
3t : o - ln(Tl ) ———e
o & iig:\ B i»
?-0 8 L 1ed -
B, C o
ai:éxg -
ig\ ”””””””””
S 0f1e3
&
(o]
L fe2
-+
[ (@]
+ o
R
T _T0r_Trm  Thr 1T
le-3 1e-2 de-1 1 1 1620 4 PR BRI PR
av/D 5 © av/D

Abbildung 7.8.: (aus [47], Beschriftung in der Notation sinngemdf angepasst) Die Zeiten 0" (linker
Graph) und TQOpt (rechter Graph) sind logarithmisch als Funktion von av/D aufgetragen. Die gestrichelten
Linien jeweils links der y-Achse zeigen die Approxzimationen Ty (i) To iy aus Gl (7.62) fir a < D/v.
Die durchgezogenen Linien jeweils rechts der y-Achse zeigen die Approximationen Ty (i) T2 (i) aus Gl.
(7.64) fir a > D/v. Mit Kreuzen sind die numerisch bestimmten Minimumpositionen von T*PP* qus GI.
(7.53) dargestellt. Kreise markieren simulativ bestimmte Werte Tfpt,Tgpt, welche aufgrund stochastischer
Fluktuationen (in Verbindung mit dem sehr kleinen Betrag des Gradienten von T in der Nahe des Mi-
nimums) nicht sehr prazise bestimmt werden konnten in [47]. Neben den Parametern D =1, v =1 sind

folgende Werte fiir den Radius b verwendet: b =113 (rot), b = 451 (grin) und b = 1800 (blau).

7.2.2.3. Intermittierende Suche in einer Kugel mit Radius b

Der Ubergang in der Modellierung von zwei auf drei riumliche Dimensionen ist einfach, da sich
strukturell weder in dem Mastergleichungssystem noch in dem stationéren Differentialgleichungs-
system Verdnderungen ergeben. Auflerhalb des Zielgebiets lautet das Mastergleichungssystem fiir
eine gleichverteilte WRbB:

P, t 1 1 ™ 27
9Py (r,t) = DA, Pi(r,t) — — Py(r,t) + — /dﬂ sin(9) [ de Pa(r,¢,9,t) (7.65)
ot 1 T2 Jo 0
OPy(r, ¢, 9, 1) 1 1
——————F = =V, Vi P(r,p,0,t) + — Pi(r,t) — — Pa(r,p,0,1), .
ot Vi VePa(r, 0, 0,8) + o Puln t) — — Po(r, 0,9, 1) (7.66)
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woraus fiir die zugehorigen Zeiten T7(r) und Th(r, ¢, ) folgt:

DAL Ty (r) + 47371 ( /0 " 40 sin(9) /D 7 o (Ty(r, 0, 9) — Tl(r))> — 1, (167)
Vi - VeTh(r,0,9) — 712 (To(r,0.9) —Ti(x)) = —1.  (7.68)
Innerhalb des Zielgebiets (||r|| < a) gilt:
Ti(r) = 0, (7.69)
Voo VeTa(r,p, ) — :QTQ(r,cp,ﬁ) = —1. (7.70)

Die Winkel ¢ und ¥ stellen dabei den Azimutalwinkel sowie den Polarwinkel der Geschwindigkeit
v, der ballistischen Bewegung dar und sind insbesondere unabhéngig vom Ortsvektor r. Analog
zum zweidimensionalen Fall lasst sich, wie in [39,44,48] gezeigt wird, auch hier mit der Annahme

<vgo,19,i Vi, 8,5 T2 (I‘, 2 19>><p719 ~ <U<p,19,i vg@,ﬂ,j>%19 ' <T2 (I‘, 2 19>><p,19
2

1 ™
& —/ dy sin(V) | doveivejTa(r,p,v) ~ (7.71)
41 Jo 0

1 T 27 1 T 27
el : . N A ; T
(47r/0d19 sin(¥) ; dp v%gﬂvwg7j> (47r/0d19 sin (1) ; dp Th(r, go,ﬁ))

’1}2

=3 %

eine analytische Approximation der mSZ T' berechnen. Dabei bezeichnet v, g, mit k € {z,y, 2}
die z-Komponente v cos(p)sin(?), die y-Komponente vsin(p)sin(d) bzw. die z-Komponente
v cos(¥) des Geschwindigkeitsvektors v, 9. Mittels der Definition

s(r) = i /Oﬂdﬂ sin(¥) OQW dp To(r, @) (7.72)

lasst sich komplett analog zum zweidimensionalen Fall verfahren. Redefiniert man die in Gl.
(7.46) eingefithrte Grofie D geméf

A U27'2

D= 3 (7.73)
so ergibt sich inklusive der Randbedingungen exakt das Differentialgleichungssystem (7.48)-
(7.52). Aufgrund der Radialsymmetrie reduziert sich das Problem dementsprechend auch hier
zu einem gewohnlichen Differentialgleichungssystem in Abhéngigkeit des Radius. Die Lésung un-
terscheidet sich selbstverstandlich von der des zweidimensionalen Problems, da der Radialanteil
des Laplace-Operators in drei Dimensionen ein anderer ist. Auch hier wird auf die Darstellung

der expliziten Berechnung von T verzichtet und direkt das Ergebnis aus [44] prasentiert:

1 _x+v+2 (7.74)

Tappro
Db3atg

mit den Abkiirzungen

(2 + a) <a2<b3 ~ah) 5) <<b3 )%y~ 7") | r'eaR+1) (U - 1>ag>

Tl 3a a? ol
X= —1 2\ —1 2/ —1 —1 ]
ol ((1 + a29> @ + (T2 — o g)Tl + gTa (Tl + Tg ))
1 T2 a a
aS —1 (a — b)3a?(a® + 3ba® + 6b%a + 5b%) (17! + a?g)
Y =3 5 Z =— )
T2 15 a
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1 1 DD 1
““VaDpnb  TDob T op
_abtanh(a(b—a)) — 1 g (a®ba — 1) tanh(a(b — a)) + a(b — a) [
ab — tanh(a(b —a)) ’ ab — tanh(a(b — a)) ’ tanh(aga)

Die Referenzzeit Tgig rein diffusiver Suche kann mithilfe von Gl. (5.45) direkt angegeben werden.
Neben den unterschiedlichen Bezeichnungen der einzelnen Radien unterscheiden sich Ty;g hier
und in Gl (5.45) um den Faktor (b* — a3)/b% (= 1 fiir a < b). Ursiichlich hierfiir ist, dass
zur Berechnung von Gl. (5.45) gleichverteilt iiber die Kugelschale auBlerhalb des Zielgebiets
(a <||r|| <b) gemittelt ist, wihrend die Konvention in [39,44,48] eine gleichverteilte Mittelung
iber die komplette Kugel inklusive Zielgebiet vorsieht. Man erhalt

b>2a b3

(56%a3 + 5b° — 9v°a — a®) & Do (7.75)

T —
diff = 15 Dab3

Fir b > a und b > \/(Dﬁ)*1 + 3 (v) "2 lasst sich TP aus Gl. (7.74) sehr gut durch den
wesentlich kiirzeren Ausdruck

appro _ VPR3 (11 + 1) tanh(ra) + & (7.76)
short K1 /ﬂ/@%ﬁDa (tanh(,ﬁza) + :—;) — tanh(/ﬁza) .
mit gy = VRSP foo — V3 (7.77)

2
T2UN DT1 ’ VT2
Tappro

weiter approximieren. T5°"° héngt fiir y < 6D/ v? nur noch sehr schwach von 7 ab, so dass die
Sucheflizienz einer intermittierenden Suche fiir kleine 71 nahezu identisch ist mit dem Szenario
71 — 0. Letzteres entspricht einem Random-Velocity-Modell, bei dem sich der Sucher ballistisch
durch das Suchgebiet bewegt und mit der Rate 1/ seine Richtung dndert. Nur im Moment
dieser Richtungsidnderung kann das Ziel detektiert werden. Die zugehorige mSZ TP ergibt
sich nach [44]:

ra. vel 32\ v VT

-1
paveme _ V30" (*/g“ — tanh ( ﬁ“)) . (7.78)

Eine Schétzung der optimalen Zeit 7" erfolgt in [44] durch den Vergleich der im Mittel in der
Zeit T zuriickgelegten Positionsénderungen. Im diffusiven Fall gilt Lgig = /6D 7, wiahrend sich
in der ballistischen Phase Lgig = v ergibt. Gleichsetzen beider Léngen liefert

opt

7ot 07 (7.79)
Die optimale Zeit 75" wird in [44] durch die Minimumposition von T2PP"S geschitzt. Fiir diese
gilt
P~ 1.078% (7.80)
v

Der zugehérige Funktionswert von 1o 00 (1.0782) ~ 2.18b% /(a?v) liefert durch Gleichsetzen mit
Taigr

D
a = 6.5;. (7.81)

Fiir a > 6.5% ist folglich eine optimale intermittierende Suchstrategie gegeniiber rein diffusiver
Suche zu bevorzugen. Fiir a < 6.5% gilt die umgekehrte Aussage. Bemerkenswert ist dabei, dass
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das Kriterium der besten Strategie unabhéngig von b ist fiir b > a.

Zu Vergleichszwecken zeigt Abbildung 7.9 den Quotienten T'/Tyig als Funktion von 75 und fixier-

opt .. . . . appro appro . . . .
tem ™ = Tlp fiir die Approximationen 7@PPT, Tsﬁgt , T r;’ael und simulativ bestimmte Zeiten

T. Eine Variation des Parameters 7, fir simulative Daten ist in den Publikationen nicht gezeigt.

34

T
Taiser

Abbildung 7.9.: (aus [39], Beschriftung in der Notation sinngemaf$ angepasst) Der Quotient T /Tais

(Taig aus Gl (7.75)) als Funktion von 1o (logarithmisch aufgetragen) fiir b/a = 5 (links) und b/a = 40

(rechts): Fiir T sind die approzimative Losung T*PP* (durchgezogene Linien), T52° (lang gestrichelte

Linien), TAPP™ (kurz gestrichelte Linien) und simulativ bestimmte Daten (Symbole) genutzt. Uberall ist

D=v=1 und 7 = Tfpt (Ausnahme TSPP'S) gewdhlt. Weiter gilt: a = 1 (grin, Quadrate), a = 5 (blau,

Sterne), a = 7 (violett, Kreise), a = 10 (rot, Kreuze), a = 14 (braun, X) und a = 20 (orange, gedrehte
Quadrate).

Die Effizienz des FPKMC-Algorithmus erlaubt eine parallele Variation von 71 und 79 (bzw. der
zugehorigen Raten v = 1/71 und 4/ = 1/73). In Kapitel 9 werden die zugehorigen Simulations-
daten in den Abbildungen 9.1 und 9.2 gezeigt und diskutiert. Zusammenfassend sei hier gesagt,
dass sich die geringe Abhéngigkeit der mSZ T von 71 bestétigen wird fiir kleine 7 (bzw. grofie 7).
Die hier vorgeschlagenen optimalen Werte 7’ P* und Ty P® weichen leicht, aber systematisch von
den optimalen, simulativ berechneten Ergebnissen ab. Aufgrund des sehr kleinen Betrags des
Gradienten von T in einer groferen Umgebung des Minimums definieren 7y P* und Ty Pt jedoch
eine Suchstrategie, welche immer nahezu optimal ist.

7.3. Das in der Promotion studierte Modell intermittierender
Suche

Das in dieser Dissertation in den Kapiteln 8, 9 und 10 studierte Modell intermittierender Suche
stellt eine Verallgemeinerung des in Abschnitt 7.2.2.3 vorgestellten Modells dreidimensionaler
intermittierender Suche dar. Wéhrend bisher in der Literatur ausschliellich die gleichverteilte
WRDbB studiert worden ist, beinhaltet das in Abschnitt 7.3.1 vorgestellte Modell eine an jedem
Ort r frei wahlbare WRbB. Abschnitt 7.3.2 stellt die beiden Randbedingungskonfigurationen
vor, fir die dieses Modell untersucht worden ist. Anschlielend beschreibt Abschnitt 7.3.3 wie
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der FPKMC-Algorithmus auch zur Simulation intermittierender Suchprozesse verwendet werden
kann. Danach wird in Abschnitt 7.3.4 eine zeitliche und eine rdumliche Entdimensionalisierung
aller betrachteten Parameter vorgenommen. Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass das Modell
trotz gleicher Universalitat zwei Parameter verliert, die verbleibenden Parameter jedoch unab-
héngig voneinander sind. Abschlieflend stellt Abschnitt 7.3.5 die beiden inhomogenen intermit-
tierenden Suchstrategien vor, welche neben der homogenen intermittierenden Suchstrategie in
dieser Arbeit untersucht werden.

7.3.1. Mastergleichungssystem und stationires Differentialgleichungssystem
fiir die mittlere Suchzeit

Analog zu Abschnitt 7.2 alterniert der Sucher stochastisch zwischen einer diffusiven Phase, in
welcher das Ziel gefunden werden kann, und einer ballistischen Phase, welche zur schnellen Fort-
bewegung gedacht ist und in der das Ziel nicht gefunden werden kann. Die nachfolgend und in
[1-3] gewéhlte Notation unterscheidet sich jedoch leicht von der Notation, welche zur Présen-
tation der in Abschnitt 7.2 vorgestellten Publikationen genutzt wird, da letztere sich zwecks
Wiedererkennung stark an den vorgestellten Publikationen orientiert.

So wird die (unnormierte) WDichte, den Sucher zum Zeitpunkt ¢ am Ort r in der diffusiven
Phase innerhalb des Suchgebiets G vorzufinden, im Folgenden mit Py(r,t) bezeichnet.

Die (unnormierte) WDichte, dass sich der Sucher zur Zeit ¢t am Ort r in der ballistischen Phase
befindet und die Geschwindigkeit dieser ballistischen Bewegung durch v = v - eq gegeben ist,
wird mit Pq(r,t) bezeichnet. Dabei stellt eg den Einheitsvektor in Richtung des Raumwinkels
Q dar.

Die Rate, mit der ein diffundierender Sucher in die ballistische Phase wechselt, sowie die WDich-
te der eingeschlagenen Richtung kénnen im Allgemeinen Funktionen des Ortes r und der Zeit
t sein. Im Fall innerzelluldren Transports ist dies besonders offensichtlich. Eine nahezu ballis-
tische Bewegung findet dort entlang des Zytoskelettnetzes (Mikrotubuli, Aktinfilamente) statt.
Die Dichte dieses Netzes sowie die Orientierung der Filamente héngt dabei stark vom Ort in-
nerhalb der Zelle ab (siehe Abschnitt 7.3.5.2). Dariiber hinaus ist diese Filamentdichte am Ort
r sogar gelegentlich eine Funktion der Zeit, z.B. im Fall einer polarisierenden T-Zelle nach dem
Ausbilden einer immunologischen Synapse. Innerhalb des Modells wird dies durch die Dichte
pa(r,t) beschrieben. Diese ist proportional zu der Rate, mit der ein Sucher am Ort r zur Zeit ¢
in die ballistische Phase in Richtung des Raumwinkels €2 wechselt.

Das Mastergleichungssystem fiir einen einzelnen Sucher ist dann gegeben durch

;Hmw):DAJ%mﬂ—q&an/ﬂQmﬂnﬂ+M/ﬂQRﬂnw, (7.82)
;PQ(I"J) =~V (vaPao(r,t)) +7pa(r,t)Py(r,t) — v Pa(r,t) (7.83)

wobei v und 7/ Ubergangsraten zwischen den einzelnen Phasen darstellen. Im Spezialfall einer
homogenen Strategie und damit einer gleichverteilten WRbB ist dieses Mastergleichungssystem
identisch mit dem in Abschnitt 7.2.2.3 eingefithrten Mastergleichungssystem (7.65)-(7.66) und
unterscheidet sich nur in der Notation. Im Allgemeinen jedoch wechselt ein diffundierender
Sucher mit der Gesamtrate

k@J)zy/ﬁQmﬂnﬂ (7.84)

in die ballistische Phase. Die WRbB unter der Bedingung, dass dieser Wechsel zur Zeit ¢t am
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Ort r stattfindet, ist folglich gegeben durch

pe(@r, 1) = LoD (7.85)

N pr/(I',t)dQ/
Da das Zielgebiet A in diesem Modell instantan detektiert werden soll, sobald der Sucher es in
der diffusiven Phase erreicht, gilt

Py(r,t)=0 VreA. (7.86)

In Kapitel 8 befindet sich dieses Zielgebiet ausschliefllich auf dem Rand des Suchgebiets G, also
A C 0G, weshalb es dort (neben den in Abschnitt 7.3.2 erlauterten Randbedingungen) keiner
weiteren Gleichung fiir Po(r,t) bedarf. Liegt das Zielgebiet A jedoch im Inneren von G, so gilt
dort
9 /

an(r,t) = —Vi-(vaPa(r,t)) =+ Pa(r,t) . (7.87)
Obwohl fiir die im Rahmen dieser Promotion durchgefiihrten Simulationen nie auf das stationére
Differentialgleichungssystem zur Bestimmung von Ty(r) (mSZ fiir einen bei r diffusiv startenden
Sucher) und Tq (r) (mSZ fiir einen bei r ballistisch startenden Sucher in Richtung Q) zuriickge-
griffen worden ist, soll das sich aus Anhang B ergebende stationdre Differentialgleichungssystem
aus Griinden der Vollstédndigkeit nachfolgend genannt werden. AuBerhalb des Zielgebiets A gilt:

DA Ty(r) +

[ 49 pa(e) (T (1) - T () )] — -1, (7.58)
Vo ViTa(r) +7 [To(r) - To(r)] = —1. (7.89)
Fir r € A gilt
To(r) =0 (7.90)
und sofern A zumindest teilweise im Inneren von G liegt, wird dies ergénzt durch
v ViTg(r) =9 To(r) = —1. (7.91)

Das in Kapitel 10 studierte Suchproblem beinhaltet zwei bewegliche Teilchen, welche instantan
miteinander reagieren, sobald sich beide Teilchen in der diffusiven Phase befinden und eine
gewisse Distanz zueinander unterschreiten. Analog zum Fall wechselwirkender diffundierender
Teilchen in Kapitel 3 faktorisieren auch hier die WDichten der einzelnen Teilchen nicht. Das
resultierende Mastergleichungssystem hangt folglich neben der Zeit von 10 weiteren Koordinaten
ab. Dabei handelt es sich um sechs Koordinaten (2 - 3) fiir die beiden Ortsvektoren der Teilchen
und vier Koordinaten (2 - 2, z.B jeweils Azimutal- und Polarwinkel) fiir die beiden ballistischen
Richtungen. Das explizite Ausschreiben dieser Mastergleichung ist extrem langlich, aber nicht
wirklich schwierig. Dariiber hinaus nutzt der zur Simulation angewendete FPKMC-Algorithmus
ohnehin diese Gleichung nicht direkt, sondern zerlegt das Problem analog des in Abschnitt 3.5
gezeigten Schemas. Daher wird an dieser Stelle auf das Ausformulieren verzichtet.

7.3.2. Randbedingungen

Neben den Anfangsbedingungen Py(r,t = 0) = §(r —ro) und Po(r,t) = 0 bedarf es zur vollstan-
digen Beschreibung des Modells intermittierender Suche auch noch Randbedingungen am Rand
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Abbildung 7.10.: Graphische Darstellung der Randbedingungen BB und BD in einem Suchgebiet G mit
Ziel A (gepunktete Linie am oberen Rand): Graue, gezackte Linien reprisentieren diffusive Bewegung,
dicke grine Pfeile dagegen eine ballistische Bewegung. (a) BB: Fin ballistisches Teilchen wird am Rand
reflektiert und bleibt in der ballistischen Phase, d.h. das Ziel A wird nur detektiert, falls das Teilchen
es diffusiv erreicht. (b) BD: Fin ballistisches Teilchen wechselt bei Erreichen des Rands in die diffusive
Phase. Daraus folgt, dass das Ziel A sowohl bei ballistischer Ankunft (bei ro beginnende Trajektorie) als
auch bei diffusiver Ankunft (bei r1 beginnende Trajektorie) direkt detektiert wird.

O0G des Suchgebiets G. Dazu zdhlt zum einen die bereits aus dem vorherigen Abschnitt und den
rein diffusiven Szenarien bekannte Bedingung

Py(r,t)=0 VreA, (7.92)

falls der Rand OG das Zielgebiet A C OG enthélt. Dariiber hinaus werden jedoch noch Rand-
bedingungen fiur Py(r,t) im Bereich 0G \ A sowie fiir Py(r,t) auf ganz G bendétigt. Im Rah-
men dieser Promotion sind zwei verschiedene Randbedingungen untersucht worden, welche als
ballistisch-ballistische (BB) Randbedingung und ballistisch-diffusive (BD) Randbedingung be-
zeichnet werden. Beide Randbedingungen werden nachfolgend vorgestellt.

7.3.2.1. Ballistisch-ballistische Randbedingung

Bei der BB Randbedingung soll ein Teilchen in der ballistischen Phase am Rand reflektiert
werden, unabhéngig davon, ob der Ort der Reflexion zum Ziel A gehort oder nicht. Insbesondere
wird das Ziel damit nicht erkannt und die Suche muss fortgesetzt werden, bis das Teilchen den
Zielrand diffusiv erreicht. Ein Teilchen in der diffusiven Phase wiederum behélt seinen diffusiven
Zustand bei, falls es den Rand 0G\ A erreicht. Abbildung 7.10(a) skizziert die BB Randbedingung
graphisch. In Formeln ldsst sich dies durch

0
ony

Po(r,t) = 0 VYredG\A, (7.93)
Po(r,t) = Pq,,(r,t) VredG (7.94)

ausdriicken, wobei n, den nach auflen gerichteten Normalenvektor am Ort r bezeichnet und €2,
die Raumwinkelrichtung darstellt, welche sich durch die Reflexion von e an der Oberfliche des
Rands am Ort r ergibt.

7.3.2.2. Ballistisch-diffusive Randbedingung

Bei der BD Randbedingung soll ein Teilchen, welches in der ballistischen Phase auf den Rand
trifft, seinen Bewegungszustand verdndern und in die diffusive Phase iibergehen. Aus dieser
Forderung folgt, dass das Teilchen auch direkt das Ziel findet, sofern der Auftreffpunkt am
Rand der ballistischen Bewegung zum Ziel A gehort. Ein diffundierendes Teilchen dagegen behélt
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seinen Zustand weiterhin bei, wenn es den Rand erreicht, so lange dieser Rand nicht zum Ziel
A gehort. Abbildung 7.10(b) skizziert die BD Randbedingung graphisch. In Formeln l4sst sich
dies durch

0

D
on,

Po(r,t) — / dQ (voPo(r,t)) -ny VredG\A, (7.95)
Po(r,t) = 0 VredG, Q|ny-eq<0. (7.96)

ausdricken.

7.3.3. FPKMC-Algorithmus zur Simulation intermittierender Suche in einer
Kugel

Sowohl bei dem Mastergleichungssystem (7.82)-(7.83) als auch dem daraus resultierenden zeitun-
abhéngigen Differentialgleichungssystem (7.88)-(7.89) fiir die zeitlichen Erwartungswerte handelt
es sich um partielle Integro-Differentialgleichungen in fiinf unabhédngigen rdumlichen Koordina-
ten. Drei dieser Koordinaten gehoren zu den Ortsvektoren r € R3 und zwei weitere Koordinaten
werden fiir die Raumwinkelrichtung Q (¢ € [0;7] und ¢ € [0;27[) der ballistischen Bewegung
am Ort r beno6tigt. Eine numerische Berechnung mittels FEM wiirde daher die Triangulierung
eines fiinfdimensionalen Gebiets (G x [0; 7] x [0;27] C R?) erfordern. Fiir die an spéterer Stelle
stattfindende Studie zweier suchender Teilchen wiirde sich dies sogar auf eine zehndimensionale
Menge erweitern, da das Problem nicht faktorisiert.

Es ist zweifelhaft, ob das fiinfdimensionale Problem eines Suchers mittels FEM noch in ei-
ner hohen Genauigkeit gelost werden kann. Das zehndimensionale Problem zweier Sucher ist
garantiert nicht mehr mittels FEM zu 16sen. Daher sind die in Kapitel 3 vorgestellten FPKMC-
Algorithmen nochmals erweitert worden, um das intermittierende Suchproblem stochastisch zu
l6sen. Die wesentliche Erweiterung dabei ist, dass der Algorithmus am Ende einer diffusiven
Phase nicht stoppt (falls das Ziel nicht gefunden ist), sondern eine Richtung fiir die ballistische
Bewegung gemif p, gesampelt wird. Das Ende der ballistischen Bewegung wird entweder durch
eine Zufallszeit bestimmt, welche gemifl der Rate v/ gesampelt wird, oder erfolgt zwangsliu-
fig frither, da das Teilchen geometriebedingt (z.B BD Randbedingung) zuriick in die diffusive
Phase wechselt. Methodisch ist diese Erweiterung sehr einfach zu realisieren, da die ballistische
Phase einen eindeutigen Zusammenhang zwischen Ort und Zeit garantiert. Folglich treten durch
die Erweiterung keine weiteren Approximationen auf und die numerische Giite des Algorithmus
intermittierender Suche ist durch die numerische Giite des rein diffusiven Szenarios gegeben.
Diese Beobachtung ist dahingehend wichtig, da die Giite des rein diffusiven Problems oftmals,
wie bereits erwdhnt, mittels FEM oder analytischen Rechnungen gezeigt werden kann. Eine al-
ternative Methode fiir das intermittierende Problem steht dagegen nicht zur Verfiigung.
Algorithmus 11 stellt exemplarisch das vollstdndige Verfahren fiir ein einzelnes Teilchen, welches
intermittierend innerhalb einer Kugel sucht, vor. Die Erweiterung auf mehrere Teilchen ist mit-
hilfe der Methoden in Abschnitt 3.5 offensichtlich und auch algorithmisch leicht durchzufiihren,
das Ausschreiben des Pseudocodes mit allen zu betrachtenden Féllen dagegen extrem langwie-
rig. Daher wird an dieser Stelle darauf verzichtet und stattdessen auf das Video V.8 verwiesen,
welches die Vorgehensweise exemplarisch zeigt.

7.3.4. Entdimensionalisierung der Parameter intermittierender Suche in
einer Kugel

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Zahl der Parameter in den Gleichungen (7.82)-(7.83) durch
Entdimensionalisierung mittels charakteristischer Zeit- und Léngenskalen auf einen minimalen
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Algorithmus 11 Intermittierende Suche mittels FPKMC

—
—_

12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

=
e

Input: ry € R3
Output: r,t
t<+0;
tcand < 0 )
dif fusive < true ;
repeat
if ( dif fusive ) then
if (tcanqa < t) then
teand < Zufallszeit gemafl der WDichte p, (+|t) ;
end if
Wahl des Protektionsgebiets (Kugel, Kugelsektor) G’ mit maximalem Radius Ry, als
Funktion von r ;
tp < t + Zufallszeit geméB der FP-WDichte py(-) fiir Ry (Gln. (A.104), (A.105));
if (tb < tcand) then
r < gleichverteilter Zufallsort am absorbierenden Rand dG/, von G’ ;
<ty ;
else
r < zufilliges Positionsupdate innerhalb G’ mithilfe der NPP-WDichte
puClteana — ) (GIn. (A.107), (A.109)) ;
t < tcand ;
if (k(r,t)/km(t) > ran0;1]) then
dif fusive < false ;
v < Zufallsrichtung geméfl der WDichte py(-|r,t) (Gl. (7.85)) ;
end if
end if
else
ty < Zeitpunkt bis zum spéatesten Verlassen der ballistischen Phase aufgrund
geom. Bed., z.B. Auftreffen auf den Rand (||r + (t, — t) - v|| = R) ;
tecand <+ t+ exponentiell verteilte Zufallszeit mit Rate 7/ ;
if (tp < tcand) then
rr+(t,—t)-v;
t < tp;
else
r(_r+(tcand_t)'v;
t < tcand ;
end if
dif fusive < true ;
end if
until (Abstand zum Zielgebiet < ¢)
return (r,t) ;
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Satz unabhéngiger Parameter zu reduzieren. Dazu werden analog zu [2,3] die dimensionslosen

Grofien

1 -
r= =* und ¢t = %t (7.97)

definiert und alle auftretenden Léngen bzw. Zeiten diesbeziiglich reskaliert. Dadurch transfor-
miert sich das Mastergleichungssystem (7.82)-(7.83) intermittierender Suche in die Form

o .
OfPO = DV Py—# [/pg dﬂ] Py+ 4 /dQPQ , (7.98)
0 ~/
SPa = —ea (Vo) +7 pa(E, )R — 7' Po (7.99)
mit den dimensionslosen Parametern
- D R R
D= " 4="~y und ¥ = —4 . (7.100)
vR v v

Diese Darstellung ist fiir das Studium intermittierender Suche in Kugelgeometrien wesentlich
geeigneter als die dimensionsbehaftete Variante, da 0.B.d.A. zwei Parameter eliminiert werden
kénnen. Zum einen verschwindet die Geschwindigkeit des ballistischen Teilchens, da immer ¢ = 1
gelten wird. Zum anderen verschwindet der Radius R der Simulationskugel, da R = 1 fiir alle R
gilt.

Kleiner Nachteil dieser Darstellung ist der erschwerte Abgleich mit experimentellen Daten, da
dazu stets mithilfe der Relationen in den Gln. (7.97) und (7.100) zuriickgerechnet werden muss.

Um die Effizienz intermittierender Suchstrategien besser untereinander und mit rein diffusiver
Suche vergleichen zu konnen, bietet es sich an, den bereits in Abschnitt 7.2.2 verwendeten
Quotienten T'/Tyi auch fiir die Prasentation der numerischen Ergebnisse dieser Dissertation zu
nutzen. Abkiirzend sei daher neben der mSZ T intermittierender Suche noch die normierte mSZ
T = T /Ty definiert. Diese ohnehin dimensionslose Grofie bleibt von der Entdimensionalisierung
unberiihrt, da
T T
Tar  Tuir

(7.101)

gilt. An spéterer Stelle wird hdufig der Vergleich zu den in Kapitel 5 gezeigten Daten rein
diffusiver Suche durchgefiihrt, daher ist die aus Gl. (7.97) ebenfalls resultierende Relation

. - D
Taig - D = Tyt - T2 (7.102)
wichtig, d.h. die NE-Zeiten aller dort dargestellten Graphen bleiben in der Einheit Tyig - D

unverandert, da sie stets in der Form Ty;g - % dargestellt sind.

7.3.5. Modelle fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Richtung der
ballistischen Bewegung p, (Q|F, )

In Gl (7.84) ist die ortsabhiingige Ubergangsrate k(r,t) definiert, welcher ein diffundierender
Sucher am Ort r zur Zeit t unterliegt. In Abschnitt 3.4.2 ist in Algorithmus 8 gezeigt [1], wie
das resultierende Reaktions-Diffusionsproblem numerisch gelost werden kann. Algorithmus 11
[2] hat dies auf den Fall intermittierender Suche erweitert.

Trotz der numerischen Md&glichkeit Suchmodelle mit einer ortsabhéngigen Rate k zu simulieren
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soll zwecks Parameterreduktion die Rate k in Gl. (7.84) fiir den Rest dieser Arbeit konstant
sein. Ohne weiter an Allgemeinheit zu verlieren, ist es dann immer moglich

/pg(f,f)dQ —1 (7.103)

zu setzen, woraus folgt, dass 4 nicht nur proportional zur Ubergangsrate zwischen der diffusiven
und der ballistischen Phase ist, sondern exakt dieser entspricht. Folglich vereinfacht sich auch
Gl. (7.85) zu

pv(QE, 1) = pa(F,t) . (7.104)
Falls die WRbB py(Q[F, ) einen variablen Parameter der Suchstrategie darstellt, d.h. die Such-
strategie beziiglich py(Q|F,#) optimiert werden soll, so handelt es sich (unabhiingig von der
Existenz weiterer variabler Parameter) um ein Variationsproblem. Um ein Variationsproblem
numerisch zu l6sen, bedarf es immer der Annahme einer gewissen parametrisierten Schar. Die
optimale Wahl der Scharparameter schitzt dann die mSZ des Variationsproblems nach oben ab.
Im Rahmen dieser Arbeit sind zwei inhomogene Klassen zeitunabhéngiger WRbB py () un-
tersucht worden, welche in allen betrachteten Suchszenarien mit der WRbB

1

Phom (§2) = — . (7.105)

des homogenen Suchszenarios verglichen werden.
Beide Klassen sind dabei dahingehend rotationssymmetrisch, dass py(Q|f) nur vom Radius 7 =
||| und vom Winkel

a(T, eq) = arcos (f‘ : eQ) (7.106)

1%

zwischen Ortsvektor ¥ und Einheitsvektor eq abhingt. Daher vereinfachen sich alle nachfolgen-
den Darstellungen durch die Verwendung der WDichte des Winkels der ballistischen Bewegung
(WWDB) p®(«) statt der urspriinglich verwendeten WRbB. Fiir die WRbB ppom (€2) des homo-
genen Szenarios ist die radiusunabhingige WWDbB gegeben durch:

2m 1 1
Prom (@) = dp —sin(a) = —sin(a) mit « € [0;7]. (7.107)
0 47 2
Nachfolgend werden nun die beiden betrachteten inhomogenen Klassen der WRbB durch Angabe
der jeweils zugehorigen WWDbB vorgestellt und ihre Wahl begriindet.

7.3.5.1. WWbB p? (a7)

In Kapitel 8 werden Suchstrategien fiir Ziele auf dem Kugelrand studiert. Die WWbB p2 («|7)
ist speziell zur Optimierung dieses intermittierenden NE-Problems konstruiert worden. Dabei
folgt die Konstruktion nachfolgendem Gedankengang:

Befindet sich der Sucher in Zentrumsnéhe, so ist es zweckmafig, moglichst schnell an den Rand
zu gelangen. Daher sollte die ballistische Bewegung in diesem Fall iiberwiegend radial nach au-
Ben stattfinden, d.h. kleine Winkel @ bevorzugen. Befindet sich der Sucher dagegen ndher am
Rand, so ist eine liberwiegend radial nach aulen gerichtete Bewegung nicht mehr zweckmafig,
da nahezu keine Geschwindigkeitskomponente parallel zum Rand existiert. Ohne diesen paral-
lelen Anteil jedoch héngt der Sucher eine sehr lange Zeit am gleichen Randbereich fest, da eine
Bewegung entlang des Rands nur in der langsamen diffusiven Phase geschehen kann.
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Daher ist die einparametrige normalverteilungsédhnliche WWbB

2

—(cos(a) - 1)

* (a|F) =27 sin(a) N(o(z,7) ) ex 7.108
ps (alf) (@) N(o(z, 7)) exp o AT (7.108)
gewahlt worden, wobei der Parameter z in der Funktion
o (x,7) = R (7.109)
’ N 1—x ’
das Anwachsen der Streuung mit zunehmendem 7 reguliert und
1
N(o) (7.110)

wo/2merf (?)

die Normierung darstellt. Fiir 2 — 0T ist die Richtung der ballistischen Bewegung fiir alle
7 € [0; 1] dabei stets nach auflen gerichtet, da lim,_,o+ o (x,7) = 0 gilt. Des Weiteren wéchst die
Streuung monoton in z und 7, da o (z,7) monoton in beiden Gréfen ist, wodurch sich p¢ (a|F)
zunehmend der WWbB pff. = des homogenen Falls anndhert. Fir z — 17 gilt lim, ;- o (z,7) =
oo, woraus in diesem Fall die Ubereinstimmung mit p, = fiir alle 7 folgt. Abbildung 7.11 zeigt
p% (a|7) fiir verschiedene o (z, 7).

Abbildung 7.11.: Die WWbB pS in GIL
(7.108) ist als Funktion des Winkels a (Gl.
(7.106)) fir unterschiedliche Werte von o (x, )
(Gl. (7.109)) dargestellt.

7.3.5.2. WWbB p? 1 ()

A
Suchaufgabe konstruiert worden. Sie ist vielmehr das Ergebnis einer mathematischen Idealisie-

rung des Zytoskeletttransportnetzwerks einer kugelférmigen Zelle mit Zellkern, wie es in Abbil-
dung 7.12(a) skizziert ist. Daher wird in nachfolgenden Kapiteln die Effizienz dieser WDichte
fiir ganz verschiedene Suchprobleme studiert werden, um Riickschliisse auf die Sucheffizienz
innerzelluldrer Prozesse zu erlangen. p; AlalF) ist definiert als

Die WWbB p;“ < (a]F) ist im Gegensatz zu p% (a|F) nicht fir die Optimierung einer speziellen

o (=) po(@)+(1—=p)éla—m) , 0<F<I-A
P, alalF) = { () o _A<i<l (7.111)
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:(b)

mathematische Idealisierung

/\:‘ 777777
}; Kinesin :
oo Dynein

e Myosin
‘ Cargo

Zellkern

——_— Mikrotubulus

—— Aktinfilament

Abbildung 7.12.: (a) Transport entlang des Zytoskeletts einer kugelformigen Zelle mit Zellkern: Mi-
krotubuli (grin) laufen im Mikrotubulus-Organisationszentrum (MTOC) in Kernnihe zusammen und
verlaufen tdberwiegend radial nach auflen. Kinesin und Dynein Motorproteine transportieren Cargos ent-
lang dieses Filamenttyps. Der Aktinkortex (kurze, dimne sich schneidende rote Linien) in Membranndihe
(dicke schwarze Linie) besteht aus nahezu isotrop orientierten Aktinfilamenten. Myosin Motorproteine
transportieren Cargos entlang dieses Filamenttyps. (b) Graphische Darstellung eines intermittierenden
Such- bzw. Transportprozesses mit der WWbe;“A: A bezeichnet die Dicke der aufleren Region. Tq ist die

Startposition des Teilchens. Graue gezackte Linien reprasentieren diffusive Bewegung, dicke griine Pfeile

ballistische Bewegung in radialer Richtung fir |F| <1 — A (nach auflen gerichtet mit Wahrscheinlichkeit
p, nach innen mit Wahrscheinlichkeit 1 — p), diinne rote Pfeile ballistische Bewegung in eine zuféllige
Richtung fir 1 — A < |F| < 1.

und enthalt die beiden Parameter p,A € [0;1]. Der Parameter p gibt dabei die Wahrschein-
lichkeit an, dass sich ein Teilchen, welches innerhalb des Bereichs # < 1 — A in die ballistische
Phase wechselt, radial nach auflen bewegt. Dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit einer
zum Ursprung gerichteten Bewegung im Bereich 7 < 1 — A durch 1 —p gegeben. Fiir einen
Wechsel in die ballistische Phase, welcher im Bereich 7 > A stattfindet, entspricht die WWbB
dagegen dem homogenen Fall.

Um das Modell noch néher an die Realitdt heranzubringen, wird zusétzlich die Bedingung ein-
gefiihrt, dass Sucher in der ballistischen Phase diese forciert verlassen, sobald sie die Radien
#=0und 7 = 1 — A erreicht haben. Das mathematische Formulieren dieser Bedingung ge-
schieht mittels Zerlegung des Suchgebiets in Teilgebiete und weiterer Randbedingungen (analog
zu Abschnitt 7.3.2.2) an die Wahrscheinlichkeitsfliisse von Py und Py an den entstehenden
Grenzflichen. Auf eine explizite Darstellung wird hier verzichtet, da diese Gleichungen fiir den
verwendeten FPKMC-Algorithmus nicht notwendig sind (Berechnung in Zeile 25 in Algorithmus
11).

Konsequenterweise wird die WWbB P, A(Oé| 7) nachfolgend nur in Verbindung mit der Rand-
bedingung BD studiert, da die Randbedmgung BB Sucher ballistisch am Rand reflektiert und
daher einer realitdtsnahen Modellierung innerzelluldrer Suche widerspricht.

Abbildung 7.12(b) zeigt zum besseren Versténdnis eine Skizze des so definierten Suchprozesses.
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8. Das Narrow-Escape-Problem
intermittierender Suche zu einem Ziel auf
dem Kugelrand

Das in diesem Kapitel untersuchte NE-Problem intermittierender Suche basiert auf den im Rah-
men der Promotion entstandenen Publikationen [2,3]. Es werden eine Vielzahl unterschiedlicher
Suchszenarien (Randbedingungen BB und BD, WWbB, Startposition) fiir ein Zielgebiet auf dem
Kugelrand studiert und in ihrer Effizienz verglichen. Dabei ist die Form des Zielgebiets auf dem
Rand analog zu Abschnitt 5.2.2 in allen betrachteten Szenarien jeweils durch eine kreisrunde
Offnung mit Polarwinkel Y440 € ]0; 7] gegeben.

Das Kapitel ist dabei folgendermaflen strukturiert:

Abschnitt 8.1 betrachtet das sogenannte Random-Velocity-Modell (7 — 0o, 4 = 0) als einen der
beiden Grenzfille intermittierender Suche. Zu diesem Zweck wird eine analytische Approxima-
tion der mSZ des Random-Velocity-Modells prasentiert und ihre Giite mit numerischen Daten
belegt. Der andere Grenzfall intermittierender Suche ist eine rein diffusive Suche (7 = 0), welche
bereits in Abschnitt 5.2.2 behandelt ist und mit dem Random-Velocity-Modell zum besseren
Verstdndnis nachfolgender Abschnitte verglichen wird.

In Abschnitt 8.2 wird die BB Randbedingung analysiert und die Effizienz der WWbB pf'.  ei-
ner homogenen Suche mit der Effizienz der durch die WWDbB p& definierten inhomogenen Suche
verglichen. Zu diesem Zweck wird zuerst die sogenannte Break-Even-Diffusionskonstante Dy,
bestimmt. Fir D < ﬁbe ist eine homogene intermittierende Suchstrategie effizienter als eine
rein diffusive Suche. Fiir D > Dy, ist dies umgekehrt. Im Anschluss werden die beiden varia-
blen Parameter, die Ubergangsraten 4 und 7', variiert, um die optimale homogene Strategie fiir
D €]0; Dy zu bestimmen. Die so bestimmten optimalen Raten Jopi (D) und f%pt([)) der homo-
genen Strategie werden anschliefend temporér zu festen Parametern erklart, wodurch der Vorteil
einer inhomogenen Suchstrategie mittels Variation des variablen Parameters z der WWbB p¢
aufgezeigt werden kann. Abschliefend wird die Sucheffizienz in einem weiteren Schritt nochmals
gesteigert durch paralleles Variieren der dann als variabel geltenden Parameter 7, 4" und z.

In Abschnitt 8.3 wird die BD Randbedingung analysiert. Der Abschnitt beginnt mit einer voll-
standigen Beschreibung der optimalen homogenen Suchstrategie als Funktion der beiden festen
Parameter D > 0 und 9gps0 € [0;0.75]. Fiir groflere ¥gps0 wird diese Beschreibung rein nume-
risch sein. Fiir den interessanten Fall immer kleiner werdender 4,5, wird die zunehmende Giite
einer analytischen Approximation gezeigt werden. Im Anschluss ist der Abschnitt identisch zu
Abschnitt 8.2 aufgebaut, d.h. dieselben Schritte einer zunehmenden Effizienzsteigerung durch
die Wahl inhomogener Suchstrategien mit der WWbB p$ werden auch hier durchgefiihrt.

Am Ende des Abschnitts wird die Effizienz der biologisch motivierten WWbB p;‘ A untersucht

werden, um zu zeigen, dass die dadurch definierte inhomogene Strategie nahezu genauso effizient
ist wie die extra zum Losen des NE-Problems konstruierte WWbB pg.

8.1. Das Random-Velocity-Modell als Grenzfall: 4 — oo, 4’ =0

Zum Verstindnis des Vorteils intermittierender Suchstrategien ist es hilfreich, zuerst die beiden
Grenzfille fiir die WWbB pp - zu vergleichen, d.h. rein diffusive Bewegung und rein ballisti-
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sche Bewegung. Andert der Sucher die Richtung der ballistischen Bewegung dabei zu hiufig, so
dass die mittlere Weglinge sehr klein ist gegeniiber dem Kugelradius, so entsteht auf gréfieren
Léangenskalen dennoch wieder eine Bewegung mit Diffusionseigenschaften. Daher wird fiir das
Studium des ballistischen Grenzfalls nicht nur 4 — oo betrachtet, sondern zusatzlich 5/ = 0
gesetzt.

Der Grenzfall rein diffusiver Bewegung ist bereits als NE-Problem in Abschnitt 5.2.2 ausfiihrlich
erortert. Daher bedarf es nur noch des Studiums des Grenzfalls rein ballistischer Bewegung, um
anschlieBend vergleichen zu koénnen. Die zugehorige mSZ dieses Grenzfalls wird im Folgenden
Tv genannt.

Im Fall der BB Randbedingung gilt trivialerweise

lim T, — oo (8.1)
J'—=0
fir alle Ygps0 € [0;7], da das ballistische Teilchen am Kugelrand ohne die Moglichkeit einer
Zielerkennung reflektiert wird (siche Abbildung 7.10(a)) und fiir 4’ = 0 niemals in die diffusive
Phase wechselt.

Fir die BD Randbedingung gilt dies nicht mehr. Ein Teilchen, welches ballistisch den Rand
trifft, wechselt in die diffusive Phase und kann damit automatisch das Ziel detektieren, obwohl
es flir ¥ — oo die diffusive Phase direkt wieder verldsst ohne sich diffusiv fortzubewegen. Das
entstehende Bewegungsmuster wird auch als Random-Velocity-Modell bezeichnet. Dabei lduft
das Teilchen ballistisch von einem Randpunkt der Einheitskugelinnenseite zu einem anderen
Randpunkt, um anschlielend eine neue ballistische Richtung geméf einer Gleichverteilung tiber
alle ins Innere der Kugel zeigenden Raumrichtungen zu erhalten. Dies wird so lange fortgesetzt,
bis das Ziel erreicht ist.

Im Rahmen dieser Dissertation ist in [3] ein approximativer Ausdruck T2PP™(1qpe,) filr Ygps €
[0; 7/2] und ein bei ¥y = 0 startendes Teilchens hergeleitet worden:

1+ cos(Papso)

T\?ppro(ﬁabso) =1+ 9 ) \I’(ﬁabso) (82)
mit U(x) = 1 + cos(z) 1
1 —cos(a)  costa)—1 + xsin(z) + 4 cos (ﬁ) —3 —4cos(z)In COS(?
sin(x) 2 cos(3)

Die Herleitung dieses Ausdrucks ist am Ende des Abschnitts zu finden, um an dieser Stelle den
Lesefluss nicht zu stéren.

Der erste Summand (,,1“) in GL. (8.2) beschreibt die Zeit, welche das Teilchen fiir das erstmalige
Erreichen des Rands benétigt. Fiir g = 0 ist dies gerade eine Zeiteinheit. Fiir eine beliebige
andere Verteilung des Startradius ist dieser Summand gegen den zeitlichen Erwartungswert des
ersten Randkontakts zu tauschen. So reduziert sich T\?ppro(ﬂabso) beispielsweise fiir eine in der
Kugel gleichverteilte Startposition um 1/4. Analog zum Fall reiner Diffusion in Abschnitt 5.2.2
ist diese Reduktion damit unabhéngig von 9 ,ps,, woraus auch hier die verschwindende Bedeutung
von 7y = ||T|| fiir kleiner werdendes Vg5, folgt.

Abbildung 8.1 vergleicht das Ergebnis T éMC) einer MC-Simulation (10® Samples pro gewihltem
Vabso) Mmit T\?Ppro(ﬂabso). Wie der eingebettete Graph zeigt, strebt die relative Abweichung fiir
Pabso — 0 gegen Null. Folglich sind die approximativen Annahmen fiir kleine 9,5, in der noch
folgenden Herleitung (Abschnitt 8.1.2) von T2PP™ (1) gerechtfertigt.
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2-104

. 0.012
10%r 0.01

5.103 0008 [ TM) — Favero
0.006

T(MC)
0.004 M

103 L 0.002

5001 -0.002

-0.004
-0.006

Abbildung 8.1.: TMO) (rote Punkte) und
TarPre (grime Linie) als Funktion von Oqpso fir

100+ 0008 3 04 05 06 07 o8l To = 0. Fir jedes Vqps, ist dabei iber 10 Mon-
501 Dabso 1 te-Carlo Samples gemittelt worden. Die Mitte-
f\EMC) . lungen stimmen dabei nahezu perfekt mit dem

o Toeere — approzimativen Ausdruck T>™P° aus GI. (8.2)
5 tberein (grine Linie). Der eingebettete Graph

0 01 0.2 0.319 04 05 06 0.7 0.8 zeigtdie relative Abweichung beider Grofien.
abso

8.1.1. Vergleich von T (9aps0) und Tuig(Fapso)

Aus den approximativen Ausdriicken fiir T2PP™(1,55,) (Gl. (8.2)) und T3P (Yapso) (Gl (5.28))
folgt nach kurzer Rechnung das jeweilige Divergenzverhalten fiir kleine 94ps0:

- 1
Tdiff(ﬂabso) X W 5 (83)
* Vabso
- 00 , BB Randbedingung
Te(Wabso) - ¢ { ﬁ ,  BD Randbedingung (8-4)

Taig divergiert mit 1 /P apso, wahrend T, (fiir die BD Randbedingung) quadratisch in 945, di-
vergiert, dafiir aber unabhéngig von D ist. Sowohl deﬁ‘ als auch T, sind als Spezialfille der
homogenen intermittierenden Suche obere Schranken fiir die mSZ T, opt der optimalen homoge-
nen intermittierenden Suche. Auf Grundlage dieses unterschiedlichen Divergenzverhaltens in D
und Ygpso lassen sich zwei Vermutungen in Bezug auf den zeitlichen Anteil diffusiver und ballis-
tischer Phasen innerhalb der optimalen intermittierenden Strategie aufstellen:

Zum einen sollte der zeitliche Anteil diffusiver Phasen fiir festes 9,5, mit kleiner werdendem
D fallen. Diese Erkenntnis wird sich spiter bestéitigen, ist aber nahezu trivial und wéire auch
ohne die approximativen Ausdriicke durch die rechte Seite (-1/D) der stationiren Differential-
gleichung (5.2) fiir Tyg zu begriinden, da T, von D unabhingig ist.

Zum anderen sollte der zeitliche Anteil diffusiver Phasen fiir festes D in der optimalen homoge-
nen intermittierenden Strategie mit kleiner werdendem 1,35, steigen. Auch diese nicht so triviale
Vermutung lasst sich (u.a. mittels der in Abbildung 8.10 steigenden Monotonie der Rate Fopt
als Funktion von 9¥4s,) spater numerisch bestétigen.

8.1.2. Berechnung von ijpro(ﬂabso)

Zur Berechnung von T2PP™ aus Gl. (8.2) werden zwei verschiedene lokale Koordinatensysteme
eingefiihrt, welche beide abhéngig von der Teilchenposition auf dem Rand der Einheitskugel
sind. Im Folgenden wird das fiir die jeweilige Berechnung vorteilhaftere System Verwendung
finden. Das erste System nutzt sphérische Koordinaten mit dem Kugelmittelpunkt als Ursprung
und dem Teilchen bei ¥ = 0. Der Ursprung des zweiten Systems liegt im Teilchen selbst. Die
zugehorigen Koordinaten werden jeweils mit einem ,, ’ “ gekennzeichnet. Sein Polarwinkel 9’ €
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.. :(c)  sphirischer Ring mit Fliche , Z
27 (cos(¥_)—cos(V4))

. ()

Narrow Escape Gebiet
mit Flache 271'(1 — cos(ﬂabso))

Abbildung 8.2.: (a) Transformation zwischen den Polarwinkeln ¥ und ¢ beider Koordinatensysteme.
Die Strecke zwischen dem blau eingezeichneten Teilchen und dem Kugelrand in Richtung des Polarwin-

kels ¢ definiert die Strecke [(¢). (b) Darstellung der beiden Polarwinkel Vtoy und Ot,,. Das Zentrum
der NE-Region ist dabei auf dem spharischen Ring (bzw. der sphdarischen Kappe fir Otar + Oapso > ),
dessen Projektion griin eingezeichnet ist. (c) Die Winkel 91 (Otar, Vapso) und 9_ (Gtar, Fabso) definieren
die Grenzen des sphdrischen Rings (bzw. der spharischen Kappe). Da die NE-Region Teilmenge dieses

Rings ist, ist das Erreichen des Rings eine notwendige Bedingung zum Erreichen der NE-Region.

[0; 3] ist mit dem Polarwinkel ¥ € [0; 7] des ersten Systems iiber

T —

I _
V= 2

bzw. ¥ =m — 29 (8.5)

verkniipft. Die Azimutalwinkel stimmen tiberein, d.h. ¢ = ¢'. Abbildung 8.2(a) veranschaulicht
die Transformation zwischen den beiden Koordinatensystemen. Die WDichte pl;;. des Polarwin-
kels ¢ fiir die WWbB pf  ist dann gegeben durch

%wﬂsz),Weha. (8.6)

Fiir die Lénge 1(9'), welche durch Abbildung 8.2(a) definiert wird, gilt

1(9') = /2 + 2cos(¥) (8.7)

woraus sich mittels
|t )10y = 1 (8.8)

die mittlere zuriickgelegte Weglénge zwischen zwei Punkten auf der Kugeloberfliche ergibt. Fiir
die Geschwindigkeit in den entdimensionalisierten Koordinaten gilt o = 1, d.h. die mittlere Zeit
um [ zuriickzulegen ist ebenfalls 1.

Eine erste Approximation ist nun die Annahme, dass die mittlere Zahl N (J4ps,) der benotigten
ballistischen Walks von Randpunkt zu Randpunkt unabhéngig von der mittleren Weglinge zwi-
schen zwei Randkontakten ist. Der durch diese Annahme eingefiithrte Fehler ist duflerst gering
und konvergiert gegen Null fiir 9,450 — 0.

Daher gilt

1+ cos(Vapso)

T‘?ppro (ﬁabso) ~ 1+ 5

- N(apso) (8.9)
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wobei der Summand ,,1“ die Zeit vom Ursprung der Kugel zum ersten Randkontakt darstellt
und % die Wahrscheinlichkeit angibt, beim Erreichen des Rands vom Ursprung aus das
Ziel noch nicht getroffen zu haben.

Fir kleine ¥4, ist die Wahrscheinlichkeit, den Ausgang im ersten Schritt zu finden, nahezu
identisch mit der Wahrscheinlichkeit, den Ausgang im n+1-ten Schritt zu finden, unter der
Annahme, dass er bis zu Schritt n nicht gefunden worden ist. Daher gilt

1

N(Ugpso) & —— 8.10
( ’ ) p (ﬂabso) ( )
wobei P(U4pso) die Wahrscheinlichkeit angibt, den Ausgang in einem Schritt zu finden.
P(Dgpso) lasst sich wiederum zerlegen in
P(ﬁabso) = / dﬂtar ptar(ﬂtar) . p(ﬁabsoh?tar) 5 (811)
abso
wobei
sin(Yar
ptar(ﬁtar) = # 5 Vtar € [0abso;77] (812)

14 cos(Vapso)

die WDichte fiir den Polarwinkel d,, (vgl. Abbildung 8.2 (b)) darstellt, welcher gleichméBig
iiber die verbleibende Kugeloberfliche verteilt ist. p(Yapso|Ptar) bezeichnet die Wahrscheinlich-
keit des Auffindens des Ausgangs der Grofie ¥qps, in einem Schritt unter der Bedingung des
Ausgangswinkels ¢,,. Diese Wahrscheinlichkeit wird nun in zwei Schritten berechnet.

Eine notwendige Bedingung zum Auffinden des Ausgangs ist die Wahl von ¢ innerhalb des
Intervalls [¥_; 4] mit

79—}- (ﬂtara 19abso) = min (7T, ﬁtar + 19abso) ) (813)
I (ﬁtara ﬁabso) = max (07 ﬁtar - ﬁabso) . (814)

Abbildung 8.2(c) visualisiert dies in einer perspektivischen Ansicht. Die Wahrscheinlichkeit
W (Vtar, Yapso) dieser Bedingung lisst sich leicht im zweiten Koordinatensystem aufintegrieren:

W (Wear, Vabso) = /ﬁ 1,9,‘ A plir (') = c0s (V' (Drar, Vabso) ) — 008 (9 (Dsar, Yabso) ) (8.15)
A
mit
I, Drae Vagns) = max (0, 7= et 79“’““) , (5.16)
0 (Drar, Vapso) = min (g — wta;_ﬂ‘“””) . (8.17)

Die letzte Approximation gilt der Wahrscheinlichkeit @ (Ytar, Yapso), dass der Ausgang gefunden
wird unter der Bedingung, das Intervall [¢_; ] erreicht zu haben. Fiir kleine ¥4, ist sie nahezu
identisch mit dem Verhéltnis der Fliache des Ausgangs zur Fliache des Rings, d.h. es gilt

1 — cos (Vapso)

ﬁa 509 % ar) = .
Q( ’ ' ) COs (19— (ﬁtary 0abso)) — COS (79-1— (79tar7 ﬂabso))

(8.18)

Da auflerdem

p(’lgabso‘ﬁtar) =W (Qgtara 'lgabso) : Q (’lgtara 'lgabso) (819)
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gilt, sind alle benétigten Grolen vorhanden und einsetzen in Gl. (8.11) ergibt:

cos (19/+(l9tar, ﬁabso)) — COs (19/_ (Vsar, ﬂabso))

1 — cos (Vapso) /” .
Pﬂaso N dVar Vtar :
( b ) 1+ cos (ﬁabso) abso i Sln( ’ ) COs (19_ (ﬁtara ﬁabso)) — COS (19+(19tar7 7Slabso))
(8.20)
Nach einigen Rechenschritten erhilt man
1 — cos(Vapso) | cos(Papso) — 1 Dabso .
P9 ~ 4 %) 9
( abso) 1+ COS('ﬂabso) [ Sin(ﬂabso) + 4 cos 9 + Vabso Sln( abso)
19abso
—3 — 4¢co8(Vgpso) In %ﬁl) ) (8.21)
cos(~eb=2)

Einsetzen von Gl. (8.21) in Gl (8.10) und anschlieBendes Verwenden von Gl. (8.9) liefern den
Ausdruck fir T2PP™ aus Gl. (8.2).

8.2. Untersuchung der BB Randbedingung

Aufgrund der hohen Anzahl an variablen und festen Parametern ist es in diesem Abschnitt
nicht moglich, den Einfluss aller (festen) Parameter auf die mSZ und die optimale Strategie zu
analysieren. Daher wird fir die Studien dieses Abschnitts der Polarwinkel des Zielgebiets fixiert,
es gelte daher

1
D abso = arcsin (7> ~ 0.1433 . (8.22)

Die Flache des Zielgebiets betragt damit nur 0.51% der Gesamtoberflache der Kugelinnenseite,
d.h. die nachfolgend prasentierten Untersuchungen kénnen als charakteristisch fiir sehr kleine
Zielgebiete angesehen werden. An dieser Stelle erscheint die Wahl von 14, noch willkiirlich,
jedoch soll an spéterer Stelle u.a. mit der fiir biologische Betrachtungen relevanteren BD Rand-
bedingung verglichen werden. Daher ist ¥4, so gewahlt, dass zellbiologische Grofienverhéltnisse
erreicht werden.

Aufgrund der kleinen Wahl des Winkels 9,55, haben die Startposition und die anfingliche Phase
(diffusiv oder ballistisch) des Suchers nur einen duflerst kleinen relativen Einfluss auf die mSZ
und die optimale Strategie. In den in diesem Abschnitt nachfolgend présentierten Simulations-
ergebnissen startete der Sucher jeweils zur Zeit tg = 0 in der diffusiven Phase im Zentrum der
Kugel. Exemplarisch ist jedoch kontrolliert worden, dass die Ergebnisse fiir eine im Inneren der
Kugel gleichverteilte Wahl von #j nahezu identisch sind, solange 45, klein ist.

Die Referenzzeit Ty rein diffusiver Suche kann den mittels FPKMC-Algorithmus produzierten
Daten aus Abbildung 5.5(a) entnommen werden, es gilt:

- 7.71

Tuig(D) = (8.23)

8.2.1. Homogene intermittierende Suche

Dieser Abschnitt zeigt die Abhéngigkeit der optimalen homogenen (WWDB pp ) Strategie von
der Diffusionskonstanten D. Da die Ubergangsraten 4 und 4 in diesem Fall die variablen Para-

meter der Suchstrategie darstellen, gilt es also die Funktionen J,pt (D), %pt(f?) zu bestimmen,
welche die mSZ T und damit auch T minimieren. Zu diesem Zweck ist fiir unterschiedliche
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Diffusionskonstanten das zweidimensionale Parametergebiet (7, 7') € R ® mittels FPKMC-
Algorithmus (angewendet auf jedes Tupel (7,7%’) ) durchsucht worden. Abbildung 8.3 zeigt das
Resultat fiir vier exemplarisch ausgewshlte Diffusionskonstanten. Steigt D auf Werte, die groBer
als die Break-Even-Diffusionskonstante Dy ~ 0.025 sind, so ist eine rein diffusive Suche die
optimale Strategie. Mit kleiner werdendem D sinkt jedoch die mittels Diffusion pro Zeitein-
heit zuriickgelegte Strecke, wodurch Phasen ballistischer Bewegung relativ dazu an Effektivitit
zunehmen. Folglich kommt es zu einem globalen Minimum

Topt(b) = Topt(D)/TdiH(D) <1 (8.24)

mit 4 > 0 und 4/ > 0. D.h. die optimale Strategie ist intermittierend. Erwartungsgemaf steigt
der Vorteil mit kleiner werdendem D weiter an, so dass
lim T (D) =0 (8.25)
D—0+
gilt, obwohl die mSZ Topt selbst divergiert, also limp_, 4+ Topt (D) = co. Betrachtet man die Werte
der Isolinien in Abbildung 8.3, so fillt bemerkenswerterweise auf, dass der Gradient in T(%,5')
verglichen mit dem Absolutwert erstaunlich klein ist in einer sehr grofien Umgebung um die

optimale Strategie. Neben der rein numerischen Sc}ﬂussfolgerung, dass die durch stochastische
Fluktuationen induzierten relativen Fehler in Jop (D) und 75, (D) damit wesentlich gréBer sind

30

3 2
D=0.002, Tig = 3856, Top =1326 @ (17.5,11.5)

D = 0.02, Tuie = 385.6, Tope = 371 @ (0.8,3.4)

25

0 2 4 5 6 8 10

Abbildung 8.3.: Fir die homogene intermittierende Suchstrategie mit BB Randbedingung ist T in einem
Farbdiagramm als Funktion der Raten 5 und 7' fir D € {0.0005,0.002,0.01,0.02} und 9445 = arcsin(1/7)
dargestellt (Interpolation von jeweils 41 x 41 Datenpunkten mit 2-10° - 5-108 Samples pro Datenpunkt (¥
, 7). Die gelabelten Isolinien dienen der Orientierung, speziell im Bereich eines kleinen Gradienten. Die
Minimumposition (Jopt, Yopt) st jeweils durch den roten Punkt im Inneren der kleinsten geschlossenen
Isolinie dargestellt.
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Abbildung 8.4.: Fir die homogene intermit-
tierende Suchstrategie mit BB Randbedingung
sind die optimalen Raten opt, Vop, und die re-
sultierende mSZ Topt (eingebetteter Graph) als
Funktion der Diffusionskonstanten D durch
Mittelung iber 2 - 105 - 5 - 10 Samples pro
Datenpunkt berechnet. Fir die in Abbildung
8.3 gezeigten Diffusionskonstanten stimmen
die Daten mit den Koordinaten des Minimums
und dem zugehorigen Wert von T dberein.

0 0.005 0.01

als der Fehler in Topt und Top¢, lésst sich noch eine physikalische Erkenntnis gewinnen. Sobald
Nebenbedingungen und/oder weitere Kosten (z.B Energieverbrauch) fiir den Sucher auftreten,
welche von 4 und 4" abhéngen, kann eine Suchstrategie in relativ weitem Abstand (im (5, 5')-
Raum) zur (zeitlich) optimalen Losung sinnvoll sein, da die resultierende mSZ dennoch nur
unwesentlich ldnger dauern wird.

Abbildung 8.4 zeigt die Funktionen Jop (D), ’y(’)pt(f)) und Tep (D). Die zugehérigen Werte von
Tdiff und Topt an den berechneten Stellen von D sind auch in Tabelle 8.1 aufgelistet und in
Abbildung 8.6 zu Vergleichszwecken mit den in Abschnitt 8.2.2 priasentierten Daten inhomogener
Strategien dargestellt. Jope und 7, fallen monoton in D, wobei der mittlere Zeitanteil 5’/ (5+7'),
welchen der Sucher in der diffusiven Phase verbringt, mit D ansteigt.

Bedingt durch den enormen numerischen Aufwand der bereits zur Bestimmung der Funktionen
Fopt (D), ’ygpt(f)) und Topi (D) fiir Ygpse = arcsin(1/7) betrieben werden musste, scheidet eine
zusitzliche systematische Variation von 94, wie bereits erwdhnt an dieser Stelle aus. Daher ist
das Verhalten der optimalen Strategie nur exemplarisch fiir kleinere und grofiere ¢, untersucht
worden. In Ubereinstimmung mit den Daten nachfolgender Kapitel findet man auch hier, dass
kleinere 9455, zu groferen Raten Jop¢ und %pt fithren.

8.2.2. Inhomogene intermittierende Suche mit der WWbB p¢

Innerhalb dieses Abschnitts wird der Einfluss der WWDbB p% (Gl. (7.108)) auf die Suchstra-
tegie untersucht. Um den Effizienzvorteil einer inhomogenen Strategie zu zeigen, reicht es, die
optimalen Raten Aop (D), ’y(’)pt(f)) des homogenen Falls zu fixieren und den Parameter x von
pS zu variieren. Abbildung 8.5 zeigt das Ergebnis fiir vier exemplarisch ausgewéhlte Diffusi-
onskonstanten, zusétzlich listet Tabelle 8.1 die Werte fiir alle im homogenen Fall betrachteten
Diffusionskonstanten auf. Die resultierenden Minima Tmin liegen dabei jeweils im Inneren des
Intervalls [0; 1] und damit insbesondere nicht am rechten Intervallrand (x = 1), da dieser mit
dem homogenen Szenario iibereinstimmt.

Folglich ist eine inhomogene Suchstrategie die im Mittel schnellere Wahl. Dieser Effizienzvorteil
ist versténdlich, da der iiber die Zeit gemittelte Abstand zum Rand fiir das suchende Teilchen
im inhomogenen Fall kleiner ist. Ebenso ist der mit fallendem D steigende Effizienzgewinn (Fak-
toren am rechten Rand von Abbildung 8.5) zu erkliren, da fiir groere D der Sucher mit einem
zunehmenden Anteil diffusiv ist und der Einfluss der WWbB p¢ damit schwindet. Uberraschend
dagegen ist, dass xopt ~ 0.35 nahezu unabhéngig von D ist.
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Abbildung 8.5.: Fiir die inhomogene inter-
mittierende Suchstrategie mit der WWbB p%
und BB Randbedingung ist T als Funktion des
Parameters x der WWbB p$ fiir unterschiedli-
che Diffusionskonstanten und die zugehdrigen
optimalen Raten (Jopt(D), %pt(D)) des homo-
genen Szenarios aus Abbildung 8.4 mittels Mit-
telung tiber 2 - 10% - 5 - 108 Samples pro Da-
tenpunkt berechnet. Die Positionen der Mini-
ma Topy ~ 0.35 sind dabei nahezu unabhdngig
von D und farblich mithilfe des grau unterleg-
ten Balkens markiert. Die farbig dargestellten
Faktoren am rechten Rand geben das Verhdlt-
73S Timin/Tops wieder, da x = 1 identisch mit
dem homogenen Szenario ist.

Topt X

Bisher ist jedoch nur gezeigt, dass eine inhomogene Strategie fiir alle untersuchten D besser ist
als die optimale homogene Strategie, da bereits mit den optimalen Raten der homogenen Stra-
tegie jeweils schnellere inhomogene Strategien gefunden worden sind. Sucht man dagegen die
beste inhomogene Strategie des Suchproblems innerhalb der durch p$ definierten Klasse fiir ein
vorgegebenes D, so muss zeitgleich beziiglich aller variabler Parameter des Problems optimiert
werden, d.h. das Minimum von T(5, 4/, z) beziiglich 7,4" und z gefunden werden.

Numerisch ist dies eine Herausforderung, da das gitterbasierte Tabellieren eines dreidimensio-
nalen Parameterraums hier zu rechenintensiv ist, um noch praktikabel zu sein. Daher ist das
Extremwertproblem iterativ durch eine Sequenz {(7;, %/, z;) }i=1..v von Parametertupeln folgen-
dermaflen gelost worden:

Im lokalen Umfeld des i-ten Tupels sind die sechs Werte T(%; + d5,5;, 2;), T(%s, 7 £ 05, ;) und
T(%:,7;, x; = 0,) mit geeignet groBen Schritten 5, d5/, 0, zu vergleichen und der kleinste Wert
davon legt das i+1-te Tupel fest. Da fiir jedes Tupel (3,7, z) der Funktionswert von T(%,7/, z)
nur mittels Monte-Carlo-Simulation zugénglich ist, unterliegen diese Werte stochastischen Fluk-
tuationen. In der Nédhe der optimalen Strategie werden die Gradienten sehr klein, folglich muss
die Samplezahl stark variieren, um verldsslich das Optimum zu finden. Dariiber hinaus sind
verschiedene Starttupel (50,7, zo) ausprobiert worden, um nicht in potentiellen lokalen Mini-
ma zu enden. Im Gegensatz zu spiteren Suchproblemen, konnten jedoch keine lokalen Minima
beobachtet werden.

Die so gefundenen optimalen Parameter Toprp (fiir 4), T)pr (fiir 4') und Xopr (fiir ) sind inklu-
sive der mSZ Typr in Tabelle 8.1 aufgelistet und Topr ist zusitzlich in Abbildung 8.6 graphisch
dargestellt. Dabei gilt es, die unterschiedliche Bedeutung der Indizes ,opt “ und ,,OPT “ zu
beachten. Zu Vergleichszwecken ist in Tabelle 8.1 auch noch die mSZ TN aufgelistet, welche
mithilfe der optimalen Raten Iopr(D) und [pr(D) der WWbB p% - fiir die WWbB pf
berechnet worden ist.

Zusammenfassend ergeben sich folgende Schlussfolgerungen:

o Uberraschenderweise ist der optimale Wert von z nahezu unabhéngig von D. Sowohl fiir
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DAs NE-PROBLEM INTERMITTIERENDER SUCHE ZU EINEM ZIEL AUF DEM KUGELRAND

’ D H Tdiff ‘ Topt ‘ Tmin ‘ TOPT ‘ TMIN H ’~Yopt ‘ ;%)pt ‘ fOPT ‘ féPT H Lopt ‘ XOPT ‘
0.02 386 371 | 307 | 238 | 440 0.8 |34 11.5 | 8 0.35 | 0.325
0.015 514 465 | 337 | 264 | 553 1.5 | 4.1 18 8.5 0.35 | 0.325
0.01 771 610 | 349 | 297 | 702 4 6 25 9.5 0.35 | 0.325

0.0075 || 1028 | 720 | 377 | 321 | 817 | 5 6.3 30 10 0.35 | 0.325

0.005 1542 | 888 | 398 | 353 | 985 84 |79 36 11 0.35 | 0.325

1/300 || 2314 | 1071 | 433 | 386 | 1170 | 12 9.6 42 12 0.35 | 0.325

0.0025 || 3085 | 1211 | 448 | 410 | 1318 || 15 10.75 | 48 13 0.35 | 0.325

0.002 3856 | 1326 | 466 | 429 | 1435 || 17.5 | 11.5 | 50 13.5 || 0.35 | 0.325

0.001 7712 | 1727 | 530 | 492 | 1880 || 26 15 60 15 0.35 | 0.3

0.0005 || 15420 | 2217 | 618 | 562 | 2414 | 38 20 75 18 0.35 0.3

0.0002 || 38560 | 3026 | 740 | 670 | 3410 || 55 25.75 | 95 21 0.35] 0.3

Tabelle 8.1.: Thyig: mSZ fir rein diffusive Suche; TOEt : optimale mSZ intermittierender Suche fir pp
mit den zugehorigen optimalen Raten Yopy und %pt; Tnin: optimale mSZ intermittierender Suche fiir p$

mit optimalem Parameter xopt und fizierten Raten Yopt und ’y(’)pt; Topr: optimale mSZ intermittierender

Suche fir pS mit optimaZNem Pamﬂ’ﬁeter Xopr und zugehdrigen optimalen Raten fopT und f‘(’)pT; TMIN:
mSZ fir py. ., mit Raten Iopr und Idpr.

die optimalen Raten Yqpt, %pt der WWbB pf | als auch fiir die optimalen Raten Lopr, Dhpr

von p¢ erweist sich ein Wert von 2 ~ 0.325 & 0.025 fiir alle Diffusionskonstanten D als
optimal fir die WWDbB pf.

Die optimalen Raten hingen dagegen stark von der betrachteten WWbB ab. Ein Ver-
gleich von p, %pt mit Topr, [opr zeigt, dass insbesondere die Rate 4 bis zum zehnfachen
abweichen kann fiir grofie D.

Genau wie im homogenen Fall ist die mSZ T einer inhomogenen Strategie nur unwesentlich
grofer in einer relativ groffen Umgebung des optimalen Ratentupels (Topr, Topr)-

Abschlieflend zeigt Abbildung 8.6 zu Vergleichszwecken noch einmal die mSZn aller diskutierten
optimalen Strategien in einem Graphen. Im Vergleich zu einer rein diffusiven Suche (gestrichelte
rote Linie) reduziert eine optimale homogene intermittierende Suchstrategie (griin) insbesondere
fiir kleine D die mSZ bereits erheblich. Eine weitere deutliche Steigerung der Sucheffizienz erhélt

3000°7F

2500

2000

diffusive Suche: Ty = 7.71/D =
To), :YO),(D)-,:Y(/) (D) fﬁr p(i‘om —K—
. ( " " ) ' Abbildung 8.6.: Fir die BB Randbedingung
Toain (ﬁopt(D)’ %pt([))) fiir pg,, —8— sind die mSZn dargestellt fir

e (), ) e i difusos Suche (GL (825), rove gustrs

1500 e optimale Suche mit der WWbB des homoge-
nen Falls (grin),
1000 | e optimale inhomogene Suche mit der WWbB
P, fir die optimalen Raten (Fopts Yopt) der
500 ¥ homogenen Suche (blau),
e optimale inhomogene Suche mit der WWbB
02‘10 i P%OPT mit Raten fOPT; f/OPT (schwarz).
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man durch die Verwendung optimaler inhomogener intermittierender Suchstrategien. Die beiden
betrachteten inhomogenen Strategien (blau: Yopt, Jopy ; schwarz: Lopr, Topr) unterscheiden sich
in ihrer Effizienz dabei nur unwesentlich. Im Gegensatz zu allen anderen betrachteten Suchstra-
tegien ist der groBte Unterschied (absolut und relativ) hier jedoch fiir grofie D zu beobachten.

8.3. Untersuchung der BD Randbedingung

Diese Randbedingung dndert das Aussehen der homogenen und inhomogenen optimalen Stra-
tegien grundlegend gegeniiber dem vorherigen Abschnitt. Die optimale Strategie ist entweder
eine rein diffusive Suche (fiir groBe D) oder Yopt = 0 gilt. Abbildung 8.7 zeigt letzteres exem-
plarisch fiir drei verschiedene Diffusionskonstanten und einen im Ursprung startenden Sucher
mit J4pso = arcsin(1/7). Ein Vergleich mit Abbildung 8.3 verdeutlicht den Unterschied beider
Randbedingungen in Bezug auf die optimale Strategie.

Die Relation

Yopt = 0 (8.26)

scheint dabei fiir alle ¥,4ps, €]0; 7| giiltig zu bleiben, wie diverse Simulationen fiir 0 < ¥gps0 < 7
zeigen. Daher reduziert sich der numerische Aufwand in diesem Abschnitt erheblich, da die Va-
riation des variablen Parameters 7, in allen Féllen entféllt. Dementsprechend ist es zumindest
fiir den Fall des homogenen Suchproblems méglich, neben D auch den Winkel 945, als festen
Parameter systematisch zu variieren.

Abgesehen von dieser zusétzlichen Studie des Einflusses von 94, sind die Abschnitte 8.3.1 und

™~ T

= 0.1, Taig = 77.1, Tope = 76 @ (0.45,0)

D = 0.05, Taig = 154.2, Topy = 109.1 @ (2.5@

Abbildung 8.7.: Fir die homogene inter-
mittierende Suchstrategie mit BD Randbedin-
gung ist T in einem Farbdiagramm als Funkti-
on der Raten & und 7' fiir D € {0.01,0.05,0.1}
und Yapso =arcsin(1/7) dargestellt (Interpola-
tion von jeweils 41 x 41 Datenpunkten mit
2105 - 5-10% Samples pro Datenpunkt (7 ,
A")). Die gelabelten Isolinien dienen der Orien-
tierung, speziell im Bereich eines kleinen Gra-
dienten. Die Minimumposition (Yopt, Yopt) 5t
jeweils durch einen roten Punkt markiert.
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8.3.2 fir einen bei y = 0 diffusiv startenden Sucher analog zu den entsprechenden Abschnitten
der BB Randbedingung (8.2.2 und 8.2.1) strukturiert. Abschnitt 8.3.3 untersucht anschliefend
die Sucheffizienz der biologisch motivierten WWDbB p;’)‘zl A im Vergleich zu einer homogenen

Suchstrategie fiir eine in der Kugel gleichverteilte Startpoéition To.

8.3.1. Homogene intermittierende Suche

8.3.1.1. Numerische Berechnung der optimalen Suchstrategie fiir vorgegebenes D
und Ygpso

Dieser Abschnitt studiert die optimale homogene (WWDbB pf ) Suchstrategie als Funktion des
festen Parametertupels ([), Uabso). Aus Griinden der Vollstandigkeit wird dieses Problem dabei
nicht nur fiir kleine (,narrow*) Offnungswinkel 94p5,, sondern fiir alle ¥45, €]0; 7] betrachtet.
Abbildung 8.8 zeigt dazu zunéchst die Art der optimalen Strategie als Funktion von (D, Vabso)
fiir ein bei ¥y = 0 startendes Teilchen, d.h. sie zerlegt den Parameterraum in Bereiche, in denen
rein diffusive Suche optimal ist, und Bereiche, in denen homogene intermittierende Suche optimal
ist.

2.5}
Abbildung 8.8.: Fiir die BD Randbedingung

ist die Art (rein diffusiv oder homogen inter-
mittierend) der besten Suchstrategie als Funk-
tion der Diffusionskonstanten D und des Win-
kels Yapso dargestellt. Im roten (a) und im gri-
nen (b) Bereich ist eine intermittierende Stra-
tegie zu bevorzugen. Im weiffen Bereich (c) da-
gegen ist rein diffusive Suche am effektivsten.
Zur Konstruktion dieses Diagramms ist das
Verhalten an den mit Punkten markierten Stel-
len untersucht worden.

790,1)30

0'5 |l| I : |
0

0

So ist im roten Bereich (a) eine intermittierende Strategie zu bevorzugen. T(%) beginnt dort
fiir alle (D, ?qps0) monoton fallend bei ¥ = 0. Es folgt das globale Minimum bei Fopt > 0.
Exemplarisch zeigt die rote Kurve in Abbildung 8.9 dieses Verhalten fiir die Wahl D = 0.02 und
Pabso = 0.05.

Im griinen Bereich (b) ist eine intermittierende Suchstrategie ebenfalls effizienter. Zwar beginnt
T(5) dort monoton steigend bei 4 = 0, fillt allerdings anschliefend auf Werte mit T < 1 ab.
Auch hier zeigt Abbildung 8.9 ein Beispiel mit D = 0.14 und Y4ps0 = 2.5.

Im weiBen Bereich (c) in Abbildung 8.8 ist eine rein diffusive Suche, also Jopy = 0 die bes-
te Strategie. Exemplarisch zeigt Abbildung 8.9 auch hierfiir ein Beispiel mit D = 0.135 und
Dapso = 0.15.

Das Diagramm in Abbildung 8.8 beantwortet dabei allerdings fiir den Fall intermittierender
Suche noch nicht die Frage nach der optimalen Rate p (D, Vabso) und den zugehorigen Zeiten
Topt (D, Dapso) bzw. T(D, 9 4ps0). Eine systematische Quantifizierung dieser Gréfen ist aus meh-
reren Griinden nur fiir den Fall 943, < 0.75 durchgefiihrt worden:

Fiir grofle Werte von 943, findet der Sucher das Ziel auch ohne optimierte Strategie schnell. Hier
ist entweder ein rein diffusives Suchen oder das in Abschnitt 8.1 dargestellte Random-Velocity-
Modell bereits relativ nahe an der optimalen Losung. Dagegen wachst der Einfluss von 4 auf die
Effizienz der Strategie mit fallendem ., stark an.

160



8.3. UNTERSUCHUNG DER BD RANDBEDINGUNG

0.8 | Abbildung 8.9.: Fir die homogene intermit-
tierende Suchstrategie mit BD Randbedingung
ist T(5,9opy = 0) fir je ein Tupel (D, Yapso)
aus den drei Bereichen (a,b,c) des Diagramms
0 > 4 6 - 8 10 12 14 in Abbildung 8.8 dargestellt.

_ 0.05, Tays = 1084

0.6

'l)uhso

Dartiber hinaus verschwindet bei kleinem 945, der Einfluss der Startposition Ty auf die optimale
Strategie nahezu komplett und die Daten werden somit allgemeingiiltig fiir alle Verteilungen des
Startradius. Fiir ¥4ps, = arcsin(1/7) ist dies u.a. im Vergleich der noch folgenden Abbildungen
8.11 und 8.15(b) zu sehen, welche im Rahmen stochastischer Fluktuationen identische optimale
Raten opt (D) fiir |[Fo|| = 7o = 0 und ein in der Kugel gleichverteiltes ¥ aufzeigen. Die zugehéri-
gen Zahlenwerte fiir Jopt(D) sind auch Tabelle 8.2 (f9 = 0) bzw. der Beschriftung in Abbildung
8.15(c) (gleichverteiltes ) zu entnehmen. Mit steigendem 9,55, geht diese Universalitat dagegen

zunehmend verloren.

Abbildung 8.10 zeigt die Funktionen Yopt (D, Yapso)s Topt (D Fapso) und Topt (D, Dapso) fiir 0.025 <
Pabso < 0.75 und 0 < D < 0.16. Die Funktionswerte der optimalen Suchstrategie sind dabei
fiir jeden Datenpunkt aus der Minimumposition von Graphen der Form (a) in Abbildung 8.9
gewonnen worden. Dazu ist es notig gewesen, fiir jedes Parametertripel (7, D, Vabso) ZWischen
5-10° und 10'° Samples durchzufiihren, um die GréBe der stochastischen Fluktuationen an die
unterschiedliche Breite der auftretenden Minima anzupassen.

Fiir D = 0 ist die optimale Strategie dabei trivialerweise durch die mSZ T, bzw. durch deren
analytische Approximation T2PP™ in Gl. (8.2) gegeben, d.h. es gilt

lim Fopt (D, Vapso) = 00 . (8.27)
D—0

Dementsprechend ist die Richtungsableitung in D-Richtung von ’yopt(f), Yapso) fiir kleine D > 0
besonders grof, was auch an den Isolinien in Abbildung 8.10(c) zu erkennen ist. Bemerkens-
werterweise hingt %pt(D,ﬁabso) fiir kleine D auch besonders stark von ¥4, ab. Die dicken
schwarzen Linien in Abbildung 8.10 zeigen jeweils den Verlauf der Break-Even-Diffusionskon-
stanten Dbe(ﬁabso).

Zu Vergleichszwecken mit der Randbedingung BB und den inhomogenen Strategien spéterer
Kapitel zeigt Abbildung 8.11 die Werte von ’yopt([),ﬁabso = arcsin(1/7)) und T(D,ﬂabso =
arcsin(1/7)) noch einmal gesondert. Dariiber hinaus sind die Werte von Fp; und Thpq auch in
Tabelle 8.2 nachzulesen. Qualitativ ist zwischen beiden Randbedingungen (aufier 4, = 0) kein
Unterschied zu erkennen, wie der Vergleich mit Abbildung 8.4 erkennen lasst. Quantitativ beste-
hen jedoch groBe Unterschiede. Der Wert der Break-Even-Diffusionskonstante Dy ~ 0.11 ist hier
(BD) fast fiinf mal groier als im BB Fall. Grund fiir diesen Effizienzvorteil der BD Bedingung ist
die Tatsache, dass ein ballistisches Teilchen, welches den Rand erreicht, direkt diffusiv wird und
so die Chance besitzt, das Zielgebiet zu detektieren. In der BB Bedingung wird das ballistische
Teilchen dagegen einfach reflektiert, ohne das Ziel erkennen zu kdnnen. Folglich ist der Status
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Abbildung 8.10.: Fiir die homogene inter-
mittierende Suchstrategie mit BD Randbe-
dingung sind Topt, Topt und die zugehorige
optimale Rate Yopy dargestellt als Funktion
der Diffusionskonstanten D und des Winkels
Dapso flir den Bereich 0.025 < ¥qps0 < 0.75.
In allen Fillen gilt ¥' = 7,,, = 0. Die Farb-
diagramme stammen dabei von Interpolatio-
nen der nicht dquidistant verteilten Stiitz-
stellen, welche im unteren Teil von Abbil-
dung 8.8 zu sehen sind. Die mit Dbe(ﬁabso)
bezeichnete dicke schwarze Linie in jedem
Farbdiagramm separiert den Parameterbe-
reich, in dem rein diffusive Suche effizien-
ter ist, von dem Bereich, in dem intermit-
tierende Suche effizienter ist. Sie stimmt mit
der Trennlinie zwischen den Bereichen a
und ¢ in Abbildung 8.8 iberein. Die diin-
nen, schwarzen Linien mit Label sind in al-
len Graphen Isolinien der jeweils gezeigten
Grifle. (a) Topt([?,ﬁabso) in einem Farb-
diagramm mit logarithmischer Farbskala. Zu
Vergleichszwecken zeigen die gestrichelten
Linien mit transparenten Labels Isolinien ge-
maff Gl (5.28) fir den Fall rein diffusiver
diffusive Suche. (b) Topt (ﬁ,ﬁabso) in einem Farbdia-
/ Suche a gramm. (€) Yopt (D, Yabso) in einem Farbdia-
*%0° 002 0.04 006 0.08 ~ 0.1 0.2 0.14 0.16 gramm mit logarithmischer Farbskala.
D

der ballistischen Phase fiir die BD Bedingung noch giinstiger als fiir die BB Bedingung, was zu
kleineren mSZn und einem grofleren Wert von Dy, fiihrt.
8.3.1.2. Analytische Approximationen fiir kleine 19,p50

Betrachtet man den Verlauf der Isolinien in Abbildung 8.10 so stellt sich u.a. die interessante
Frage beziiglich des Grenzwertes

Dpeo = lim  Dpe(Papso) - (8.28)

abso

Falls Dypeg = 0 gilt, so wiirde dies bedeuten, dass es fiir jede Diffusionskonstante D > 0 eine
Schranke Y¢pres > 0 gibt, so dass fiir Ygpse < Vinres rein diffusive Suche die optimale Strategie
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20l j 0.9
0.8
0.7
0.6
15+ 05
04t
03 N
10 02y Tope(D) = Abbildung 8.11.: Fir die homogene inter-
‘ 0.1 | ‘ ‘ ‘ mittierende Suchstrategie mit BD Randbedin-
i ;Yopt\\‘{\(io 0.02 0.04 7 0.06 0.08 09 gung sind die optimale Rate Hopy und die
" % zugehérige mSZ Tep (eingebetteter Graph)
i S Froeeo - als Funktion der Diffusionskonstanten D fiir
e E o Vapso = aresin(1/7) dargestellt (Mittelung iber
00 0'62 0.(‘)4 5 0.66 0.68 0.1 2-10° Samples pro Datenpunkt).

bildet. Das wiirde also bedeuten, dass, wenn das Ziel nur klein genug wird, diffusive Suche fiir
jedes D immer effizienter ist als intermittierende Suche. Umgekehrt wiirde Dpeo > 0 bedeuten,
dass optimale intermittierende Suche fiir alle D < Dy immer gegeniiber rein diffusiver Suche
zu bevorzugen wére, unabhéngig von der Zielgrofle.

Aufgrund der divergierenden mSZ fiir ¥, it es nicht moglich diese Frage numerisch zu be-
antworten, da die Zeit pro Sample zunehmend ansteigt (man beachte, dass ¥4ps, > 0.025 in

Abbildung 8.10). Gliicklicherweise kann mittels analytischer Rechnungen gezeigt werden, dass
Do = - ~ 0.089 (8.29)
be0 — 45 ~ U. .

gilt, was sich sehr gut mit einer Extrapolation der Linie Dpe(¥4pso) in Abbildung 8.10 deckt.
Dariiber hinaus ist es sogar moglich analytisch (sehr wahrscheinlich exakt und nicht nur appro-
ximativ) den Grenzwert
To (/77 D) = lim T(:Ya D7 ﬁabso) (830)
Yabso—0
zu berechnen, d.h. die Effizienzsteigerung gegeniiber rein diffusiver Suche im Fall 9435, — 0. Es
gilt

: (8.31)

wobei ay, die k-te positive Losung der Gleichung cos(«) - @ = sin(«) bezeichnet und

Cin(z) = /Oz 1L()S(Jcl)ala;' (8.32)

x/

gilt. Um an dieser Stelle den Lesefluss nicht zu stéren, ist die Herleitung von Dypey (Gl. (8.29))
und To(%, D) (Gl (8.31)) an das Ende dieses Abschnitts verschoben.

Abbildung 8.12(a) zeigt exemplarisch den Vergleich zwischen To(5, D = 0.04) und T(5,D =
0.04, ¥ gpso) fiir unterschiedliche Werte von ¥,ps,- Die numerischen Resultate bestéitigen dabei
die Anndherung von T(7, D, Vapso) an To (7, D) mit kleiner werdendem 1,4,. Fiir noch kleinere
Werte von Oy ist T(, D, Dapso) dabei numerisch aufgrund der langen Rechenzeit nicht mehr
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berechnet worden. Mithilfe von Ty ist es jedoch nicht nur méglich, den Wert der Effizienzsteige-

rung fiir kleine 445, zu berechnen. Unter Verwendung von T;%pro in Gl. (5.28) lasst sich dariiber

hinaus ein approximativer Ausdruck fiir die mSZ T (7, D , Uabso) gewinnen:

N g To(5, D
Tappro(:YvDyﬂabso) = 0(’):7 ) ( u (833)

— =In(2 .
D 379abso n( ﬁabso))

Fiir jedes D €)0; DbeO[ existiert ein Minimum %pt,o(D) von Ty (7, D) Diese Minima, also die
Nullste}len von 0Ty/07, sind anal}itisch nicht zu berechnen. Eine numerische Berechnung von
Fopt,0(D) ist zusammen mit Yopt (D, Ugpso) fiir unterschiedliche Werte von g5, in Abbildung

8.12(b) aufgetragen. Auch bestétigt sich numerisch
Yopt,0 (D ) =

lim fyopt(D Dabso) - (8.34)

ﬁabso_)

Somit definiert ’yopt,o(f?) den Endpunkt der Isolinien von %pt(f?, Dabso) = const. fir Jqpso — 0
in Abbildung 8.10(c). Dementsprechend gilt ebenso

TOPt,O(D )

= TO(:Yopt,O(D)yD) = lim Topt(D 'lgabso) 5

7~9abso_)

(8.35)

wie Abbildung 8.12(c) im Vergleich mit Topt(f), Dabso) fiur kleine Uabso auch numerisch bestétigt.
Folglich definiert Tqpt,0(D) den Endpunkt der Isolinien von Top (D, gps0) = const. fiir ¥gpso — 0
in Abbildung 8.10(b).
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8.3. UNTERSUCHUNG DER BD RANDBEDINGUNG

Die Break-Even-Diffusionskonstante Dy, ist monoton steigend in ¥gps0, wic Abbildung 8.10 zeigt.
Leider ist es nicht gelungen einen (asymptotischen) Ausdruck fiir Dhe (Dabso) herzuleiten. Zwar ist
es mithilfe der Simulationsdaten leicht moglich, gut approximierende Funktionen mittels Least-
Square-Fits zu berechnen, aber diese Vorgehensweise erzeugt kein weitergehendes Verstdndnis.
Daher wird an dieser Stelle darauf verzichtet.

Die Monotonie der Funktion Ebe(ﬁabso) lasst sich jedoch auf Basis der Herleitung von ZN)beo und
To(f), 7) erkléren. Daher ist diese Begriindung an das Ende der folgenden Herleitung ausgelagert.

8.3.1.3. Berechnung von Dyeo und To(ﬁ,’?)

Die Herleitung von Dyep und T (D,’y) erfolgt mithilfe des Vergleichs zweier verschiedener sto-
chastischer Prozesse (A und B). In beiden Prozessen startet das Teilchen jeweils an einem Rand-
punkt der Kugel und diffundiert eine Zeit 7 durch das Innere der Kugel. Dabei ist 7 selbst eine
exponentialverteilte Zufallsvariable mit Rate 4. Bis zum Zeitpunkt 7 sind damit beide Prozesse
gleich effizient im Auffinden des Ausgangs, da sie identisch sind. Fiir Zeiten grofler als 7 verbleibt
der erste Prozess (A) diffusiv, wihrend der zweite Prozess (B) in die ballistische Phase wechselt.
Die Richtung der ballistischen Bewegung ist dabei gleichverteilt.

Der Prozess, welcher im Mittel frither zum Rand zuriickkehrt, sollte dann der effizientere sein,
da nach dem Randkontakt beide Prozesse wieder in der diffusiven Phase sind. Diese Argumenta-
tion vernachléssigt jedoch die unterschiedliche Statistik der Wiederkehrposition und ist deshalb
nur fiir den Fall 9,5, — 0 korrekt, da das ausbleibende Auffinden des Ausgangs in der diffusi-
ven Phase nur fiir sehr kleine Ausgénge nahezu unkorreliert mit der Entfernung zum Ausgang ist.

Aus der Green-Funktion eines diffundierenden Teilchens in einer reflektierenden Kugel wird in
Gl. (A.120) die radiale WDichte pyeq(7|) fiir den Startradius 7o = 1 zum Zeitpunkt £y = 0
berechnet:

Ssin (o.T _ NF
peott(7[F) = 372 + 27 Zsm(ofk)) 03Di | (8.36)

dabei bezeichnet oy, die k-te positive Losung der Gleichung
a = tan(a). (8.37)

Fir Y450 — 0 konvergiert die radiale WDichte einer Kugel mit NE-Bereich der Groéfle ¥qps0
unter der Bedingung, den NE-Bereich nicht gefunden zu haben, gegen preq(7|f).
Fiir eine exponentialverteilte Diffusionszeit 7 ergibt sich somit folgende radiale WDichte:

% ~ o~
poli) = [ d (i) -5 (8.38)

= sin (o) A
= 3% +2F N : 8.39
(A r];::l sin (o) OZ%D—F:Y ( )

Auf der Grundlage von p.(7|y) werden in den néchsten beiden Abschnitten exakte Ausdriicke
fiir die WDichte der Dauer der Randriickkehr und der zugehérigen Erwartungswerte fiir beide
stochastische Prozesse berechnet

A: diffusiv - 7 - diffusiv

Die FP-WDichte fir das erstmalige Erreichen des Rands unter der Bedingung bei Radius 7
gestartet zu sein ist gegeben durch Gl. (A.92):

p(dlf‘f 27TD n+1 —n2r2Di
b

sin (n7r) . (8.40)

n=1
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Daraus ergibt sich fiir die WDichte der Riickkehrdauer zum Rand nach Diffusion fiir eine expo-
nentialverteilte Zeit 7:

Tl ~ diff) ~
powsER) = [ dr o) () (8.41)
- o0 X oo 2 _—n2n2Di
— 6D e_”QWQDt+47T2D 7 Yy e (8.42)

Der zugehorige Erwartungswert ist unter Verwendung von

4 209 _ 2
l and Z - (3 — 3cot(ay ), + o) (837) m° (8.43)

1
4 2(n272) 1 2
n n?(n?m —ag 6y, 6oy,

dann gegeben durch

EWppr (3, D) =

i S (8.44)

15D 7)

B: diffusiv - 7 - ballistisch

Die WDichte fur die Riickkehrdauer zum Rand eines ballistischen Teilchens, welches bei 7 startet
und dessen Geschwindigkeitsrichtung homogen mit pfy, =~ verteilt ist, berechnet sich mithilfe
einfacher Trigonometrie zu

1 P41 N
— 1l -7 <t<1l+7r
p ) =2 AP : (8.45)

0 , sonst

Ahnlich dem Vorgehen im Abschnitt zuvor lisst sich die WDichte fiir die Riickkehrdauer zum
Rand berechnen, falls das Teilchen eine exponentialverteilte Zeit zuvor diffundiert:

1
2~ _ (ball) o s
poais () = [ d o @) 717) (8.46)
3 32 ~ 2(ad +1) [cos(akf) + agtsin(agt) — 1} — a2t? B
- ——+7 = 3 , 0<t<?2
{1 16 " H 2820l (a2D + 7) :
0 , sonst
(8.47)

Auch hier lasst sich der Erwartungswert unter vereinfachender Verwendung von Gl. (8.37) be-
rechnen zu

_ oo a — Cin(2ay) (a% + 1)

3
EW ¥,D) = —+7 8.48
BALL (’Y 1 +7 g (akD n fy)ai ( )

mit Cin(z) = gcl%s(x)dx’ = T' + In(z) — Ci(x), wobei I' ~ 0.577 die Euler-Mascheroni-
Konstante ist.
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8.3. UNTERSUCHUNG DER BD RANDBEDINGUNG

8.3.1.3.a Dyeo

?yopt(f)) scheint stetig gegen 0 zu konvergieren im Grenzwert Japs0 — 0 wie Abbildung 8.10(c)
zeigt (fiir grofere 945, scheint dieser Ubergang unstetig). Daher kann Dy folgendermafen
berechnet werden:

%iﬂ% EWpipr (’Y, Dbeo> = ilg(l) EWpaLL (’Y, Dbeo) (8.49)
1 3

= (8.50)
15 Dyeo 4
~ 4

& Dueo = = 0.0889. (8.51)

8.3.1.3.b To(D, 7)

Die mittlere Periodendauer des gesamten rein diffusiven stochastischen Prozesses ist gegeben
durch 1/5 + EWpirp (5, D). Fiir den zweiten Prozess ergibt sich analog 1/34+ EWgarr(5, D),
wobei 1/4 jeweils den Erwartungswert des Zeitpunktes 7 darstellt. Beide Prozesse sind identisch
vor dem Zeitpunkt 7 und beriihren den Rand nur noch jeweils einmal danach. Folglich ist in
beiden Féllen die Wahrscheinlichkeit des Auffindens des Ausgangs pro Prozessdurchlauf gleich
(erneut nur fiir sehr kleine ¥4p5,, da sich die Prozesse in der Statistik des Wiederkehrpunktes

unterscheiden). To(%, D) ergibt sich somit zu

EWsgarr (%, D) +
TO(?? D) -

i (8.52)
EWnprrr (¥, D) +

2 =D =

was identisch zu Gl. (8.31) ist.

8.3.1.3.c Monotonie von Dbe('ﬂabso)

Die Herleitung von Dy basiert auf der Gleichheit der mittleren Dauer zweier unterschiedlicher
stochastischer Prozesse A und B, welche beide am Kugelrand beginnen und enden. Prozess A
ist dabei rein diffusiv, Prozess B wechselt von diffusiver zu ballistischer Bewegung nach einer
exponentiell verteilten Zeit 7.

Beide Prozesse unterscheiden sich trotz gleicher mittlerer Dauer in der Verteilung der Endpo-
sition auf dem Kugelrand (WDichte des Winkels zwischen Startposition,Ursprung und Endpo-
sition). Fur 9445, — 0 ist das Vernachlédssigen dieses Unterschieds korrekt, wie Abbildung 8.12
zeigt. Fir groBlere Werte von 945, wichst jedoch die Bedeutung dieses Unterschieds. Fiir alle
4 >0 ((7) = 1/74) ist die Streuung der Endpositionen (relativ zur Startposition) in Prozess B
dabei immer grofler als in Prozess A.

Wird das Ziel bis zur Zeit 7 nicht gefunden, so sinkt die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Ziel
in der Néhe der Startposition aufhélt. Je grofler das Ziel dabei ist, desto starker sinkt diese
Wahrscheinlichkeit. Zum Zeitpunkt 7 beginnen beide Prozesse sich zu unterscheiden. Daher ist
der Prozess effektiver (pro Durchlauf), welcher die hohere Wahrscheinlichkeit hat, das Ziel zu
treffen. Das ist Prozess B, aufgrund der gréfleren Streuung um die Startposition und der verrin-
gerten Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in der Nahe der Startposition zu finden. Eine Sequenz,
basierend auf Prozess A, kann daher fiir 4 > 0 nur dann gleich effektiv mit einer auf Prozess
B basierenden Sequenz sein, wenn die mittlere Zeit von Prozess A kleiner ist als die mittlere
Zeit von Prozess B. Um dies zu gewahrleisten, ist eine Diffusionskonstante Ebe('ﬁabso) > Dieo
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notig. Da die Fliche des Ziels fiir kleine 944, nicht linear, sondern mit 9qps0> /4 skaliert, sollte

die Ableitung w dementsprechend grofler sein fiir kleine ¥4p5,- Dies wird auch durch
Abbildung 8.12 bestatlgt

Ein weiteres numerisches Indiz fiir die Korrektheit obiger Argumentation ist die durch die Da-
ten von Abbildung 8.10(c) suggerierte Unstetigkeit von J,p als Funktion von D fiir 9gpso > 0,
welche u.a. deutlich daran zu erkennen ist, dass die ,,1 “-Isolinie von ,p¢ die Grenze bbe(ﬁabso)
trifft, obwohl rechts davon J,p; = 0 gilt. Wére diese Unstetigkeit nicht vorhanden, wiirde der
Erwartungswert von 7 bei Annidherung an Dbe(ﬁabso) gegen unendlich konvergieren, was die
Erinnerung an die Startposition zum Zeitpunkt 7 ausléschen und damit zu identisch verteil-
ten Endpositionen fiir die Prozesse A und B fiithren wiirde. Der Unterschied dieser Verteilung
zwischen Prozess A und B ist allerdings wesentlicher Bestandteil obiger Argumentation.

8.3.2. Inhomogene intermittierende Suche mit der WWbB p¢

Analog zu der Vorgehensweise in Abschnitt 8.2.2 wird auch hier exemplarisch fiir den gleichen
Winkel d4p50 = arcsin(1/7) zuerst gezeigt, dass eine inhomogene Strategie fir alle D < Dye
besser ist als eine homogene. Zu diesem Zweck zeigt Abbildung 8.13 die mSZ T als Funktion des
Parameters « der WWbB p§ fiir die in Abbildung 8.11 aufgetragene optimale Rate ot (siehe
auch Tabelle 8.2) des homogenen Szenarios. zopt und die zugehérige mSZ Tomin sind dariiber
hinaus auch in Tabelle 8.2 aufgelistet.

1

0.8F 2 bsan, , , W <

Abbildung 8.13.: Fir die inhomogene inter-
mittierende Suchstrategie mit der WWbB p$
und BD Randbedingung ist T als Funktion des
Parameters x der WWbB pS fiir unterschied-
liche Diffusionskonstanten und die zugehiri-
gen optimalen Raten Aopi(D), Fopt = 0 des
homogenen Szenarios aus Abbildung 8.11 mit-
tels Mittelung tiber 2-10% - 5-10% Samples pro
Datenpunkt berechnet. Die farbig dargestellten
Faktoren am rechten Rand geben das Verhdlt-
78S Tiin/Topy wieder, da x = 1 identisch mit
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 dem homogenen Szenario ist.

Fiir groere Werte von D (rote Linie) liegt das Minimum Timin am linken Rand bei Zopt = 0, d.h.
die optimale Strategie beinhaltet hier ballistischen Transport, welcher immer radial nach auflen
verlauft. Mit fallendem D verliert diese Strategie ihre Effizienz, da der Sucher sich zwischen
zwei ballistischen Phasen immer weniger weit diffusiv bewegt (bedingt durch kleineres D und
groBere Rate Jop¢) und daher bei einer ausschliefllich radial nach aufien gerichteten ballistischen
Bewegung sehr haufig die gleichen Stellen des Kugelrands trifft, wahrend dagegen andere Stellen
erst viel spéter erreicht werden. Fiir kleinere D liegt Zopt im Inneren des Intervalls [0; 1], weshalb
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auch eine inhomogene Strategie im Mittel effizienter ist. Ein Vergleich mit dem in Abbildung
8.5 dargestellten Fall der BB Randbedingung zeigt jedoch, dass ,py fiir die BD Randbedingung
nicht nur deutlich von D abhéngt, sondern der Effizienzgewinn einer inhomogenen Strategie ge-
geniiber einer homogenen Strategie (x = 1) hier deutlich geringer ausfillt. Letzteres ist auch zu
erkennen, wenn man den relativen Unterschied der zugehérigen Kurven in den Abbildungen 8.6
und 8.14 vergleicht. Grund fiir diese hier geringere Effizienzsteigerung ist die Tatsache, dass fiir
die BD Randbedingung bereits der homogene Fall sehr effizient ist. Der iiber die Zeit gemittelte
Abstand des Suchers zum Kugelrand ist wesentlich kleiner als im Fall rein diffusiver Suche, da be-
dingt durch ’y(’)pt = 0 jede diffusive Phase der intermittierenden Strategie direkt am Rand startet.

’ D H Tdiff ‘ Topt ‘ Trnin ‘ TOPT ‘ TMIN H '?opt ‘ fOPT H Topt ‘ XOPT ‘
0.1 77.1 | 76 71 67.6 | 78.9 | 045 | 1.7 0 0
0.09 85.7 | 81.8 | 75.2 | 73.4 | 83.2 0.8 | 1.6 0 0
0.08 96.4 | 87.8 | 80.8 | 77.3 | 93.4 1.15 | 4 0.35 | 0.375
0.07 110 | 94.2 | 859 | 81.8 | 101 1.6 | 5.5 0.45 | 0.4
0.06 129 | 101 | 91.6 | 86.5 | 110 2 7.5 04504
0.05 154 | 109 | 98 91.7 | 124 25 |14 0.45 | 0.375

0.04 193 | 118 | 104 | 95.8 | 208 34 |- 0.45 | 0.12
0.03 257 | 129 | 114 | 95.8 | 208 4 - 0.45 | 0.12
0.02 386 | 143 | 124 | 95.8 | 208 5.75 | - 0.45 | 0.12
0.01 771 | 163 | 138 | 95.8 | 208 9.25 | - 0.45 | 0.12
0.005 || 1542 | 178 | 142 | 95.8 | 208 19 - 0.4 | 0.12

Tabelle 8.2.: Tyig: mSZ fiir rein diffusive Suche ; Topt : optimale mSZ intermittierender Suche fiir pf, .,
mit zugehoriger optimaler Rate Yopt; Tmin: optimale mSZ intermittierender Suche fir pY mit optimalem
Parameter xqpy und fizierter Rate Yopt; Topr: optimale mSZ intermittierender Suche fiir p& mit optimalem
Parameter Xopr und zugehoriger optimaler Rate fopT; TMIN :mSZ fir py.., mit Raten f’OPT und f‘ép"[‘ =0.

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 8.2.2 sind auch fiir die BD Randbedingung alle drei va-
riablen Parameter, d.h. 4, 4/ und z zeitgleich variiert worden, um die bestmogliche Strategie
(fopT,f’OPT und Xopr) innerhalb der durch p? gegebenen Klasse zu bestimmen. Auch hier gilt
f’OPT = 0 fiir alle D, was die Numerik gegeniiber der BB Randbedingung wesentlich vereinfacht.
Die noch zu berechnenden Parameter fopT und Xopr sowie die zugehorige mSZ Topr sind in
Tabelle 8.2 aufgelistet. Fiir Diffusionskonstanten D < 0.05 lasst sich dabei kein endlicher Wert
von I'opr mehr auffinden, d.h. die bestmégliche Strategie besteht in diesem Fall in einem Ran-
dom-Velocity-Modell mit der auf den Bereich o €]m/2; 7] renormierten WWbB p§ 5, da eine
Richtung der ballistischen Bewegung mit a < 7/2 fiir Teilchen auf dem Kugelrand nicht méoglich
ist.

Zu Vergleichszwecken ist auch hier die mSZ T wmiN fiir ein homogenes Suchszenario mit den opti-
malen Parametern I'opr, f,OPT:O inhomogener Suche in Tabelle 8.2 hinzugefiigt. Fiir D < 0.05
ergibt sich TMIN aus dem in Abschnitt 8.1 vorgestellten Random-Velocity-Modell mit einer auf
den Bereich a €] /2; 7] renormierten WWbB pf .

Dariiber hinaus zeigt Tabelle 8.2, dass sowohl z,p¢ als auch Xopr eine Funktion der Diffusions-
konstanten D sind im Gegensatz zu der BB Randbedingung.

Abschlieflend zeigt Abbildung 8.14 zu Vergleichszwecken noch einmal die mSZn aller diskutier-
ten optimalen Strategien fiir die BD Randbedingung in einem Graphen. Im Vergleich zu einer
rein diffusiven Suche (gestrichelte rote Linie) reduziert eine optimale homogene intermittierende
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400 ‘\ di&usive Suche‘: - m‘ - A'bbil.dung 8.14.: Fiir die“BD Randbedingung
350 - 1 sind die mSZn dargestellt fiir
Topt (%pt( )) fiir pflo, =% o rein diffusive Suche (Gl. (8.23), rote gestri-
300 SN e 1 chelte Linie),
250 | Tonin (%pt(D)) fir 5, 8 | e optimale Suche mit der WWbB des homoge-
Tovr (Fore(D)) fir p%,. o nen Falls (griin),

200 1 e optimale inhomogene Suche mit der WWbB

150 p%.,. fir die optimalen Raten (Yopt, Yope = 0)
der homogenen Suche (blau),
100 & e optimale inhomogene Suche mit der WWbB
ol : PXopr Mit Raten Topr, Iopr = 0 (schwarz).
Die Datenpunkte bei D=0 basieren auf Ran-
00 0.02 004 ~ 006 0.08 01 dom-Velocity-Simulationen.

D

Suchstrategie (griin) insbesondere fiir kleine D die mSZ bereits erheblich. Die relative Effizienz-
steigerung ist wesentlich deutlicher als im Fall der BB Randbedingung (Abbildung 8.6). Eine
weitere Steigerung der Sucheffizienz erhélt man durch die Verwendung optimaler inhomogener
intermittierender Suchstrategien. Diese Steigerung ist jedoch weniger stark als im Fall der BB
Randbedingung. Die beiden betrachteten inhomogenen Strategien (blau: Jopt, ’yopt = 0 ; schwarz:
Copr, Dhpr = 0) unterscheiden sich in ihrer Effizienz dabei fiir grolere Werte von D nur unwe-
sentlich voneinander. Fiir kleine D ist die optimale inhomogene Strategie (schwarz) ein Random-
Velocity-Modell und damit unabhingig von D.

8.3.3. Inhomogene intermittierende Suche mit der WWbB pg‘ A

Das Studium des intermittierenden NE-Problems fiir eine ausgewéhlte Stelle am Kugelrand ist,
wie bereits erwahnt, auch fiir das Verstdndnis zellularer Prozesse interessant. Ein prominentes
Beispiel liefern Immunzellen, welche in ihrem Kontaktbereich mit Target-Zellen eine immunolo-
gische Synapse [24,142,143] ausbilden. Anschliefend findet ein Transport von Vesikeln (lytische
Granula: Perforin und Granzyme) zum Ort der immunologischen Synapse innerhalb der Immun-
zelle statt [24,144,145]. Diese Vesikel gelangen durch die immunologische Synapse in das Innere
der Target-Zelle und induzieren deren Absterben. Wie in Abschnitt 7.3.5.2 dargestellt, model-

liert die WWbB p & Zusammen mit BB Randbedingungen das Zytoskeletttransportnetzwerk

von (noch) unpolarls1erten kugelformigen Immunzellen. Die Studien dieses Abschnitts betrach-
ten also insbesondere die Phase des Ausbildens der immunologischen Synapse und den direkt im
Anschluss stattfindenden Transport von Vesikeln zur Synapse hin. Zu spéteren Zeiten verliert
die Beschreibung mithilfe der WWbB p A dagegen an Realitdatsndhe, da die Polarisation der
Immunzelle [144] das Zytoskeletttransportnetzwerk durch Verschieben des MTOC veréindert.

Abbildung 8.15(a) skizziert den zu der WWbB pp7 A gehorenden stochastischen Prozess. Die

GroBle des Zielgebiets auf der Kugelinnenseite ist erneut durch d445, = arcsin(1/7) definiert und
die Startposition Ty des Suchers ist in diesem Abschnitt gleichverteilt {iber das Innere der Kugel,
was, wie in Abschnitt 5.2.2.2 dargestellt, zu einer um nur 0.1/ D verkleinerten Referenzzeit Ty
gegeniiber einem im Ursprung startenden Sucher fithrt. Auch der Unterschied in der mSZ Topt
sollte zwar messbar, aber sehr klein sein. Die optimalen Raten opt (D) und :y(')pt([)) = 0 homoge-
ner Suche dagegen sollten sich aufgrund der kleinen Wahl von 9,35, gar nicht messbar innerhalb
der stochastischen Fluktuationen von den Werten homogener Suche mit ¥ = 0 unterscheiden.
Abbildung 8.15(b) zeigt Tuitr, Topt und ’yopt(f)) fir den hier betrachteten Fall einer gleichver-
teilten Startposition. Ein Vergleich mit den Abbildungen 8.11 und 8.14 (bzw. Tabelle 8.2) fiir
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(T(D =0.05,7.7 )~ |

>~ HD=0.02, Fopy =5.8 Juemt
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Abbildung 8.15.: Das intermittierende NE-Problem fir die WWbB py. . und die WWbB pZ=1 L

Fall einer gleichverteilten Startposition und der BD Randbedingung: (a) Darstellung der Suche eines
Ziels (gepunkteter schwarzer Bogen) am Kugelrand (dicke schwarze Linie) mit der WWbB p;‘A. Die

0.4

Trajektorie beinhaltet diffusive Phasen (gezackte graue Linien), radial gerichtete ballistische Phasen fiir
[|IF]| < 1 — A (grine Pfeile) und beliebig orientierte ballistische Phasen fir ||F]| > 1 — A (rote Pfeile).
(b) Tuig(D) (gestrichelte rote Linie, Achsenbeschriftung links), Topi (D) (griine Linie, Achsenbeschriftung
links) und Jopt (D) (gepunktete blaue Linie, Achsenbeschriftung rechts) fir die WWbB Prom- Der einge-
bettete Graph zeigt am Beispiel D = 0.05 die mSZ als Funktion der Raten 7 undﬁ’. Am mittels rotem
Punkt markierten Minimum (Yopt, Yop, = 0) liegt die optimale mSZ Topt- (€) TOApt(A) fir die WWHB
(7

Pr_i A und verschiedene D jeweils unter Verwendung der Rate Fopi(D) aus (b). (d) T als Funktion von
5 und dem Parameter A der WWbHB pgzl A fiir D = 0.04, 7' = 0. Der rote Punkt markiert das globale
Minimum (’f = 113.7 bei 7 = 42, A= 0.12). Die gepunktete Linie entspricht den Berechnungsorten fiir
D = 0.04 in Abbildung (c), an deren Ende der grine Punkt das Minimum (T = 117.6 bei ¥ = 3.4, A = 1)
aus (c) zeigt. (€) T als Funktion des Parameters A der WWbB pzzl  fiir die Raten ¥ = 4" =10 und

verschiedene D.
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o = 0 bestétigt die Vermutung beziiglich des nahezu nicht existenten Einflusses des Startradi-
us. Dariiber hinaus zeigt der exemplarische Vergleich des in 8.15(b) eingebetteten Graphen mit
den Daten von Abbildung 8.7 fiir D = 0.05 die fast perfekte Ubereinstimmung der Effizienz der
Suchstrategien fiir alle ¥ und 4’ (man beachte, dass einmal T und einmal T aufgetragen ist, die
sich um den Faktor Ty unterscheiden).

Ahnlich der Vorgehensweise in den vorherigen Abschnitten werden die Parameter p und A der
WWbB pz A fur die optimalen Raten der homogenen Strategie Fopt(D) und %pt([)) = 0 vari-

iert. Erwartungsgemaf ist popt = 1 fiir alle D Teil der bestméglichen inhomogenen Strategie,
da der im inneren Bereich stattfindende ballistische Transport somit immer zur Membran hin
gerichtet ist. Abbildung 8.15(c) zeigt fiir die Wahl pope = 1, Jopt(D) und Fopt (D D) = 0 die mSZ
als Funktion von A fiir verschiedene Werte von D.

Fiir D < 0.02 existiert ein Minimum und damit eine optimale Suchstrategie mit Aopt € [0.1;0.2].
Folglich ist fiir D < 0.02 damit bereits die Uberlegenheit einer inhomogenen Strategie gezeigt.
Qualitativ ahnliche Resultate sind in der Folgezeit auch in fiir den Spezialfall D = 0 durchge-
fiihrten zweidimensionalen Studien auf Kreisgebieten beobachtet worden [146].
Bemerkenswerterweise ist fiir kleine D die optimale inhomogene Suchstrategie der WWbB p A

fast so effizient wie die optimale inhomogene Suchstrategie der WWbB pg, wie der Verglelch
der Minima in Abbildung 8.15(c) mit den Werten Tinin aus Tabelle 8.2 beweist. Folglich ist die
zellbiologisch motivierte WWbB p;" A nahezu so effizient wie die ausschliellich zum Optimieren
des NE-Problems definierte WWDbB p%.

Fiir D > 0.06 liegt das Minimum in Abbildung 8.15(c) jeweils bei Aopt = 0, was einer optima-
len inhomogenen Strategie entspricht, in der die ballistische Bewegung stets radial nach auflen
gerichtet ist.

Fiir den Bereich 0.02 < D < 0.06 liegt die optimale Strategie dagegen bei Aopt = 1, folglich
ist zumindest fiir die Raten Aopi(D) und 'yopt(D) = 0 eine homogene Suchstrategie in diesem
Fall die bestmdogliche Strategie. Betrachtet man dagegen jedoch sowohl die Rate 4 als auch A
zeitgleich als variable Parameter der Strategie, so findet sich (zumindest meistens) eine inhomo-
gene Strategie welche der bestmoglichen homogenen Strategie iiberlegen ist. Zu diesem Zweck
zeigt Abbildung 8.15(d) exemplarisch die mSZ als Funktion von 4 und A fiir D = 0.04. Die
gepunktete vertikale Linie entspricht den Berechnungsstellen (Yopt = 3.4, A) der zu D = 0.04
gehorenden Kurve (orange) in Abbildung 8.15(c). Folglich markiert der griine Punkt am Linien-
ende die Position des Minimums bei A = 1 fiir fest gewahltes Jopt = 3.4. Dabei handelt es sich
jedoch nicht um das globale Minimum der Parameter 4 und A, dessen Koordinaten durch einen
roten Punkt (Jopr & 45, Agpr ~ 0.15) in Abbildung 8.15(d) markiert sind. Folglich ist auch
hier eine inhomogene Suchstrategie einer homogenen Suchstrategie zumindest leicht iiberlegen.

Die bisherige Vorgehensweise in der Analyse der Effizienz einer inhomogenen Suchstrategie be-
steht entweder in der Variation der variablen Parameter der betrachteten WWDbB unter Ver-
wendung der optimalen Raten ,p¢ und %pt der homogenen Suchstrategie oder sie besteht in
einer parallelen Variation der Raten 7,4 und der Parameter der betrachteten WWbB. In beiden
Fillen waren die Raten 7,4 ]R+ das Ergebnis einer Optimierung ohne Nebenbedingungen.

In realen Suchprozessen dagegen kénnen Nebenbedingungen auftreten, welche die Wahl der
Ubergangsraten einschrinken. Bezogen auf innerzelluliren Transport kénnten diese Nebenbe-
dingungen z.B. durch eine obere Schranke fiir die verbrauchbare Energie (ATP) oder die Zahl
der vorhandenen Motorproteine begriindet sein. Daher wéren systematische Studien beziiglich
der Sucheffizienz einer inhomogenen Strategie auch fiir nicht optimale (in Bezug auf die mSZ)
feste Ubergangsraten 4 und 7', welche durch konkrete biologische Messungen gegeben sind, von
groflem Interesse. Solche systematischen Studien werden jedoch kein Gegenstand dieser Dis-
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sertation mehr sein. Vielmehr kénnen diese Dissertation und die im Rahmen der Promotion
publizierten Veroffentlichungen als Vergleichsgrundlage solcher Studien dienen.

Dennoch ist zumindest exemplarisch fiir die Wahl 4 = 4’ = 10 in Abbildung 8.15(e) gezeigt,
dass eine inhomogene Suchstrategie (A < 1) unabhéngig von der Diffusionskonstanten D auch

fiir andere Ratentupel (7, ') effizienter ist als eine homogene Strategie (A = 1). In allen Fiéllen
existiert eine die mSZ 7" minimierende Wahl von A € [0;0.15].

Die in Gl. (7.97) eingefiihrten Entdimensionalisierungen sind hilfreich zur allgemeinen und kom-
pakten Darstellung der Ergebnisse. Um eine zellbiologische Relevanz der Studien mit der WWbB
p;‘, A schlussfolgern zu kénnen, bedarf es jedoch des Vergleichs mit realen Gréflenordnungen, wel-
cher nun abschliefend kurz durchgefiihrt werden soll.
Fir die Geschwindigkeit v des ballistischen Transport entlang des Zytoskeletts gilt unabhingig
von der Grofle des transportierten Objekts die Groflenordnung v &~ 1um/sec [24,48]. Ausgehend
von einem mittleren Zellradius von R =~ 5um ergeben sich damit aus Gl. (7.100) die Relationen
pm?® - gl b 7
Drx5— D , y=— und v = : (8.53)
sec 5sec 5sec

Die groBten Diffusionskonstanten im Zytosol liegen bei ca. D ~ 10um/sec (— D ~ 2) und gelten
fiir Molekiile und sehr kleine Proteine [24,48]. Dieser Bereich liegt garantiert weit oberhalb der
Break-Even-Diffusionskonstanten und wird daher von obigen inhomogenen Suchstrategien nicht
profitieren. Fiir Vesikel in der Gréflenordnung von 100nm liegt die Diffusionskonstante jedoch
mit Werten von D ~ 10~2um? /sec (D ~ 0.002) deutlich darunter [24,48] und der Transport mit-
tels Motorproteinen entlang des Zytoskeletts ist essentiell fiir die Fortbewegung. Die kleinsten
betrachteten Diffusionskonstanten in den Abbildung 8.15(c) und (e) fallen in diesen Bereich.
Die durch A & 0.1 gegebene inhomogene Strategie ist dabei in allen Féllen einer homogenen
Strategie iiberlegen, selbst fiir nicht beziiglich des inhomogenen Szenarios optimierte Raten.
A ~ 0.1 entspricht einem Aktinkortex der Breite 0.5um, was ungefihr in der GréSenordnung
experimenteller Daten liegt [24,147].
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9. Intermittierende Suche eines stationaren
Ziels im Kugelinneren

Dieses Kapitel présentiert numerische Studien beziiglich der Effizienz intermittierender Such-
strategien fiir ein stationéres Ziel, welches sich im Inneren einer Kugel befindet. Im Rahmen der
Promotion sind diese Studien bereits in [2,3] verdffentlicht worden.

In diesem Kapitel wird das stationére Ziel instantan detektiert, sobald sich der Sucher in der
diffusiven Phase auf eine Distanz d annéhert. In der ballistischen Phase dagegen ist das Ziel
wie gewohnt nicht zu detektieren. Mit dem Parameter d beinhaltet dieses Suchproblem neben
dem Kugelradius R noch eine weitere charakteristische Lénge. Da auch die Ergebnisse in diesem
Kapitel mittels der in Abschnitt 7.3.4 eingefiihrten dimensionslosen Gréflen vorgestellt werden,

bedarf es der zusatzlichen Definition

- d
d=— 9.1
<. CRY

welche die dimensionslose Reaktionsdistanz einfiihrt.

Die WDichte der Startposition ¥g des in der diffusiven Phase startenden Suchers ist innerhalb
dieses Kapitels jeweils gleichverteilt im Inneren der Kugel, aber auflerhalb des Ziels. D.h. es gilt
[|T0 — Trar|| > d, wobei Frar den Mittelpunkt des Zielgebiets bezeichnet.

Innerhalb des Kapitels wird mit Ergebnissen aus [39,44,48] verglichen. In diesen Publikationen
darf die Startposition auch innerhalb des Zielgebiets gesampelt werden. Um Missverstédndnissen
vorzubeugen, dass diese unterschiedlichen Initialisierungen eventuell urséchlich fiir auftretende
Unterschiede in den Ergebnissen sind, sei daher folgendes angemerkt:

Da in beiden Initialisierungen in der diffusiven Phase gestartet wird, sind alle betrachteten mSZn
(auBer T) fiir die hier betrachtete Initialisierung exakt um den Faktor 1/(1 — d*) grofer als die
entsprechenden dimensionslosen Zeiten obiger Publikationen. Fiir die in diesem Kapitel betrach-
teten kleinen Werte von d ist dieser Faktor damit nahezu 1. Unabhingig von seiner Gréfe hat
die unterschiedliche Wahl der Initialisierungen auf die optimale Strategie jedoch keinen Einfluss,
da der Faktor nicht von variablen Parametern abhéngig ist. Ebenso ist T = T'/Tyi¢ von der Wahl
der Initialisierung unabhéingig, da sich der Faktor rauskiirzt.

Auch in diesem Kapitel sind sowohl die BB, als auch die BD Randbedingung verwendet. Die
BB Randbedingung ist zu Vergleichszwecken mit den Ergebnissen der Publikationen [39,44, 48]
gewahlt, die BD Randbedingung zum Studium der WWbB p;‘ A da sie, wie bereits in Abschnitt

7.3.5.2 erldutert, dafiir besser geeignet ist. Fiir kleine d unterscheiden sich die optimalen Strate-
gien ohnehin nur sehr wenig fiir beide Randbedingungen (im Gegensatz zu den Resultaten des
NE-Problems in Kapitel 8). Grund dafiir ist die Tatsache, dass sich das Ziel in den betrachteten
Szenarien mit einer sehr hohen Wahrscheinlichkeit nicht in unmittelbarer Nahe des Kugelrands
befindet und die im Mittel ballistisch zuriickgelegte Strecke 1/4;,, pro ballistischer Phase meist
wesentlich kleiner ist als der Abstand des Ziels zum Rand. An spéterer Stelle in diesem Kapitel
findet eine kurze Bestétigung dieses Sachverhalts mithilfe des Vergleichs von Simulationsdaten
statt.

Das weitere Kapitel ist nun folgendermaflen gegliedert:

Abschnitt 9.1 betrachtet ein im Kugelmittelpunkt befindliches Ziel mit BB Randbedingungen,
um bestmoglich mit den analytischen Approximationen in [39,44,48] vergleichen zu kénnen. In
diesen Publikationen wurden u.a. approximative Ausdriicke fiir die optimale homogene Such-
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strategie hergeleitet, welche in Abschnitt 7.2.2 in dimensionsbehafteten Einheiten vorgestellt
sind. Auf der Grundlage einer Vielzahl numerischer Simulationen zeigt der Abschnitt, dass die in
[39,44,48] vorgeschlagenen Strategien in ihrer Effizienz in der Tat nahezu optimal sind. Dennoch
existieren leichte systematische Abweichungen zu den vorgeschlagenen optimalen Ubergangsra-
ten.

Abschnitt 9.2 nutzt ebenfalls die BB Randbedingung und studiert das Problem einer im Ku-
gelinneren gleichverteilten WDichte der Zielposition Fy,;. Insbesondere vergleicht der Abschnitt
die optimale Strategie und ihre Effizienz mit den Resultaten der im Ursprung zentrierten Ziel-
position.

Abschnitt 9.3 studiert Szenarien mit BD Randbedingung und der WWbB ,0;‘ x> in denen sich
das Ziel bevorzugt (aber nicht ausschliefllich) in einer bestimmten Region innerhalb der Kugel
aufhélt. Diese Fragestellung ist gleich aus mehreren Griinden interessant. Zum einen ist auch in
vielen realen Suchprozessen die WDichte der Position des Ziels nicht gleichverteilt im Suchge-
biet. Zum anderen ist die Frage aus theoretischer Sicht sehr spannend, da zwei konkurrierende
Prinzipien existieren. Einerseits sollte sich der Sucher tiberwiegend in dem Gebiet mit der hochs-
ten Wahrscheinlichkeit, das Ziel zu finden, aufthalten. Andererseits darf dies nicht ausschliellich
geschehen, da sich das Ziel manchmal auch an Orten mit einer geringeren Wahrscheinlichkeit
befindet.

9.1. Das Ziel im Kugelmittelpunkt: r¢,, = 0

Ein analytischer Ausdruck fiir die Referenzzeit der rein diffusiven Suche ist bereits in Gl. (5.45)
hergeleitet und die Prézision des FPKMC-Algorithmus in den Gln. (5.46)-(5.49) bestétigt wor-
den. In entdimensionalisierten Gréflen vereinfacht sich die Referenzzeit zu
. = 5—9d+5d° —d°
Tdiff,sym(d) = = = -
15D (1-d?)d

(9.2)

9.1.1. Homogene intermittierende Suche

Wie bereits in Abschnitt 7.2.2 dargestellt, ist in [39,44,48] mit analytischen Mitteln approximativ
eine optimale Strategie fiir das Auffinden eines Ziels in der Kugelmitte formuliert worden. In
den dimensionslosen Groflen dieser Dissertation transformieren sich die durch die Gln. (7.79)
und (7.80) gegebenen optimalen Zeiten zu den Ubergangsraten

FIPPIO(D) = 1/(6D) und  72™(d) = 1/(1.078d) (9.3)

Die in [39,44,48] durchgefiihrten Simulationen zeigen nicht die parallele Variation beider Uber-
gangsraten. Stattdessen wird 4 in diesen Publikationen immer nur fiir den vorgeschlagenen
optimalen Wert #{TP{¢ = 1/4°PP"(D) betrachtet und anschlieend 7, = 1/’ variiert. Mithilfe
des FPKMC-Algorithmus ist es moglich diese simulationsintensive parallele Variation beider Ra-
ten durchzufithren und somit die Giite der analytischen Approximation genauer zu untersuchen.

Aus Vergleichsgriinden wird an dieser Stelle
d=0.2fir D e {1/7.5,1/22.5,1/37.5,1/52.5,1/75}  und (9.4)
d = 0.025 fir D € {1/60,1/180,1/300,1/420,1/600}

betrachtet, da diese Werte den dimensionsbehafteten festen Parametern aus [39,44, 48] entspre-
chen. Die Simulationsdaten fiir d = 0.2 werden dabei in Abbildung 9.1 dargestellt, wohingegen
die Daten fiir d = 0.025 in Abbildung 9.2 zu sehen sind.
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(a)LS

1.4 ‘D=1/754=1.25—

5/appro D =1/225,7 = 3.75 =

1.3 14l \=4.638 D =1/375,5 =625 =
: : D=1/5257 =875

D=1/75,7 =125 -
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Y

Abbildung 9.1.: Homogene intermittiecrende Suche eines stationdren Ziels bei Toy = 0 mit Radius
d = 0.2 fir die BB Randbedingung mit je 2 - 106 Samples pro Datenpunkt: (a) T als Funktion von 7'
fiir unterschiedliche D mit der Rate ¥ = 53ot™® = 1/(6D). Die gepunktete Linie zeigt die in [39,44, 48]
vorgeschlagene approzimative optimale Rate 7'070™ aus Gl (9.3). (b) T in einem Farbdiagramm als
Funktion von 4 und 5' fir die drei kleinsten Werte von D in (a). Der Ort (Fopt> Topt) des globalen
Minimums Topy = Topt/Tdiﬂ ist jeweils als roter Punkt innerhalb der innersten Isolinie dargestellt. Die
gestrichelten vertikalen Linien entsprechen den Berechnungsstellen aus (a) mit gleichem D und sind in
der jeweils gleichen Farbe dargestellt. Die grinen Punkte auf diesen Linien zeigen die durch [39,44,48]

.. .. ~appro ~;appro
vorgeschlagene Minimumposition Yoo, ¥ opt

In beiden Fillen zeigt (a) die FPKMC-Daten fiir die bereits in [39,44,48] durchgefithrten Simu-
lationen mit optimaler Rate 4/ ig{’m. Diese Graphen stimmen mit den in Abbildung 7.9 gezeigten
Daten aus [39,44,48] im Rahmen stochastischer Fluktuationen iiberein (nach Reskalierung und
der Substitutionen 7() = 1/4()). Wahrend fiir d = 0.2, wie in Abbildung 9.1(a) zu sehen ist, die
Position der optimalen Rate 4/, noch mit 7/500" sehr gut iibereinstimmt, sind fiir d = 0.025
bereits systematische Abweichungen in Abbildung 9.2(a) zu erkennen.

In den Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b) ist T fiir die parallele Variation der variablen Parameter
4 und 7' fiir die jeweils drei kleinsten betrachteten Diffusionskonstanten D dargestellt. Da-
bei bestatigen die Simulationen die in [39,44, 48] formulierte schwache Abhéngigkeit von ¥ fiir
5 >1/(6D).

Dahingegen zeigt die parallele Variation beider Raten auch, dass 4, und ’y(’)pt nicht exakt durch
die von [39,44,48] vorgeschlagenen Relationen in Gl. (9.3) beschrieben werden. Top; (zugehorige

optimale Strategie durch einen roten Punkt in den Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b) markiert) ist
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~1appro
7Y opt

: 60
D=1/60,7=10 —Y (b)
D =1/180, 7 = 30 :
D =1/300, 5 = 50 =
D =1/420,5 =70
D =1/600, 7 = 100 - J

50

D=1/600

Taige = 7640

Topt = 3653
— @ (200, 34)

Abbildung 9.2.: Homogene intermittierende Suche eines stationdren Ziels bei Ty = 0 mit Radius
d=0.025 fiir die BB Randbedingung mit je 5-105 - 2:10% Samples pro Datenpunkt: (a) T als Funktion von
' fiir unterschiedliche D mit der Rate ¥ = 357" = 1/(6D). Die gepunktete Linie zeigt die in [39,44,48]
Uorgeschlagene approximative optimale Rate 300" aus Gl. (9.3). (b) T in einem Farbdiagramm als
Funktion von 4 und 7' fiir die drei kleinsten Werte von D in (a). Der Ort (Fopts Yopt) des globalen
Minimums Topy = Topt /deﬂ‘ ist jeweils als roter Punkt innerhalb der innersten Isolinie dargestellt. Die
gestrichelten vertikalen Linien entsprechen den Berechnungsstellen aus (a) mit gleichem D und sind in
der jeweils gleichen Farbe dargestellt. Die grinen Punkte auf diesen Linien zeigen die durch [39,44,48]

~appro ~;appro
vorgeschlagene Minimumposition Yoo, ¥ opt

in allen Fallen zwar nur um weniger als 2% kleiner als T fiir die Raten 500" und 5 griine

Punkte in den Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b)). Dennoch sind die gezeigten Daten bezﬁglich der
Grofle ihrer stochastischen Fluktuationen signifikant genug, um ein Abweichen aufzuzeigen. Fiir
kleine Diffusionskonstanten D gilt unabhingig von der GréBSe von d:

5/aPPTO. (

’?opt(D) > 5’§gfro(D) ’ (96)

wie in den entsprechenden Farbdiagrammen (oben, rechts) der Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b)
zu sehen ist. Dahingegen gilt fiir groflere Diffusionskonstanten die umgekehrte Ungleichung:

ﬁopt(D) < ngfro(f)) ) (97)

wie in den entsprechenden Farbdiagrammen (unten, rechts) der Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b)

zu sehen ist. Auch fiir die Rate 4/ ist ein systematisches Abweichen zu beobachten. Anstelle
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der in Gl (9.3) vorgeschlagenen Unabhéngigkeit von der Diffusionskonstanten D scheint ’y(’)pt
monoton fallend in D zu sein. Diese Monotonie ist dabei fiir kleine d deutlicher ausgepragt, wie
ein Vergleich der %pt—Koordina‘cen (rechtsseitige Beschriftung der Farbdiagramme, untere Zeile)
zeigt.

Zusammenfassend bleibt an dieser Stelle festzuhalten, dass es ein kleines, aber systematisches
Abweichen der Approximationen '735%’ " und ¥/ 3{;? " aus [39,44,48] gegeniiber den exakten Raten
Fopt und 7'opt gibt. Dennoch definieren die Raten 450" und 4'cp™ aufgrund der Breite des

,Minimumtals“ eine Suchstrategie, deren mSZ sehr nahe an der optimalen mSZ 7, opt liegt.

9.1.2. Inhomogene intermittierende Suche

Es existieren inhomogene WRbB, welche das Suchproblem effizienter 16sen. Bedingt durch die
Position des Ziels im Zentrum ist die zugehorige optimale WWbB trivialerweise durch

p*(a) = ;‘ 0.A—0 =d(a—m) (9.8)

gegeben, d.h. der Sucher wahlt immer eine radial ins Zentrum gerichtete ballistische Bewegung.
In diesem Fall existieren keine endlichen Werte ¢ und ’y(’,pt, wie die Betrachtung des nachfol-
genden Grenzfalls zeigt. Fiir alle simultanen Grenzwerte ¥ — 0o, 5" — oo mit 5/5" — 0 wechselt
der Sucher beliebig oft in jedem Zeitintervall zwischen den beiden Phasen und erkennt damit
das Zielgebiet instantan, egal in welcher Phase es erreicht wird. Dennoch bewegt sich der Sucher
wegen 7/5 — 0 wie ein ballistisches Teilchen. Damit verhélt sich der Suchprozess dhnlich zu
dem Suchprozess des in Abschnitt 7.2.1 vorgestellten eindimensionalen Modells aus [38,39,41]
bei dem aus den gleichen Griinden auch keine sinnvolle optimale Strategie ohne die Einfiihrung
einer mittleren minimalen Dauer der diffusiven Phase existierte.

9.2. Gleichverteilte Wahrscheinlichkeitsdichte von T, im
Kugelinneren

Die Position ft,, des Ziels ist in diesem Abschnitt gleichverteilt im Inneren der Kugel mit Radius
1 —d, so dass sich das Zielgebiet vollstindig innerhalb des Suchgebiets befindet.

Ein analytischer Ausdruck fiir die Referenzzeit 7, diff(cZ) kann in diesem Fall nicht mehr hergeleitet
werden. In Abschnitt 5.2.3 und speziell in Abbildung 5.8 ist jedoch bereits (in den dimensions-
behafteten Groflen) gezeigt worden, dass Tdiff(d) > Tdigysym(ci) gilt, der relative Unterschied
zwischen beiden Zeiten aber fiir d — 0 verschwindet.

Auch fiir den in diesem Abschnitt behandelten Fall homogener intermittierender Suche wird
eine Annéherung von 7'(7,4') an die Lésung des radialsymmetrischen Problems (I‘tar = 0) aus
Abschnitt 9.1 erwartet. Daher sind dieselben Parameterkombinationen fiir d und D untersucht
worden, die schon in den Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b) gezeigt sind. Stellvertretend fiir alle
untersuchten Félle zeigt Abbildung 9.3 die normierte mSZ T als Funktion von 4 und 4 fiir die
Parameterkombinationen d = 0.2, D = 1/52.5 und d = 0.025, D = 1/420.

Es zeigt sich, dass %pt(f)) génzlich unabhéngig davon ist, ob das Ziel im Ursprung zentriert
oder seine Position gleichverteilt in der Kugel gewahlt wird, da die auftretenden Abweichungen
stets innerhalb der stochastischen Fluktuationen liegen. Dies verdeutlicht der Vergleich der Ko-
ordinaten von Topt in Abbildung 9.3 und den dazu passenden Farbdiagrammen (jeweils links
unten) in den Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b).

Fiir kleine d ist auch 'yopt(D) unabhangig von der Wahl von ¥t,,, wie der Vergleich der Koordina-
ten von Topt im rechten Farbdiagramm von Abbildung 9.3 mit dem linken unteren Farbdiagramm
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Abbildung 9.3.: Homogene intermittierende Suche eines stationdren Ziels fir die gleichverteilte Wahl
vOn Tiar und die BB Randbedingung mit je 2-10° - 4-10% Samples pro Datenpunkt: T ist als Funktion der
Raten 4 und 7' in einem Farbdiagramm dargestellt fir die auch in den Abbildungen 9.1(b) und 9.2(b)
gewdhlten festen Parameter (links: D = 1/52.5, d = 0.2, rechts: D = 1/420, d = 0.025). Die beschrifteten
Isolinien dienen der Orientierung, speziell im Bereich eines kleinen Gradienten. Die Minimumposition
(Fopt s %pt) ist jeweils durch den roten Punkt im Inneren der kleinsten geschlossenen Isolinie dargestellt.

in Abbildung 9.2(b) zeigt. Mit wachsendem d gewinnt die Wahl der Verteilung von Far jedoch
an Bedeutung fiir %pt(f?). So ist die 4,,.-Koordinate im linken Farbdiagramm von Abbildung
9.3 signifikant kleiner als dieselbe Koordinate im dazu passenden Farbdiagramm (links unten)
von Abbildung 9.1(b).

Vergleicht man die Werte der mSZ T, opt Mmiteinander (jeweils in der Beschriftung der Farbdia-
gramme genannt), so zeigt sich, dass Topt genau wie die Zeit Ty fiir eine gleichverteilte Wahl
von T,y grofler ist als die entsprechenden Zeiten im Fall Ty, = 0. Da dieser Anstieg fiir Tdiff
prozentual jedoch wesentlich starker ausfillt, als dies fiir Topt der Fall ist, fallt der Wert von Tops
im Vergleich zum Fall T, = 0. So ist Top fiir d = 0.025 immer noch ca. 7% und fiir d = 0.2
sogar 20 % kleiner fiir eine gleichverteilte Wahl Fy,,.

Zusammengefasst lasst sich somit sagen, dass Jopt (D) génzlich unabhingig von der Wahl der
Initialposition ist. Aufierdem lassen sich mit kleiner werdendem d die Werte von %pt(f)) we-

sentlich schneller nicht mehr voneinander unterscheiden als die Zeiten Tdiff, Topt und Topt.

Im Gegensatz zu der Wahl Ty, = 0 (Abschnitt 9.1) zeigt sich fiir eine im Kugelinneren gleich-
verteilte WDichte von T, jedoch das intuitiv erwartete Ergebnis, dass keine inhomogene Such-
strategie (zumindest keine der getesteten) besser als die optimale homogene Suchstrategie ist.

9.3. Zentrumslastige Wahrscheinlichkeitsdichte von t,, im
Kugelinneren

Sowohl fiir die in Abschnitt 9.1 diskutierte Wahl Fi,; = 0 als auch fir die in Abschnitt 9.2 stu-
dierte gleichverteilte Wahl von f,, ist die Antwort auf die Frage nach der Uberlegenheit einer
inhomogenen intermittierenden Suchstrategie intuitiv klar. Fir T,, = 0 und kleine d ist die in
Gl. (9.8) formulierte, radial nach innen gerichtete inhomogene Strategie iiberlegen. Fiir den Fall
einer im Kugelinneren gleichverteilten Wahl von #,, ist die optimale Strategie dagegen homo-
gen. Diese Aussagen behalten ihre Giiltigkeit fiir kleine d auch im Fall der BD Randbedingung,
welche in diesem Abschnitt gilt.
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T(D = 1/300,%,7")
d = 0.025, T, hom.

() w(e)

G40}

(D =0.01,%,%)
0.1, Tne hom.

— L . L n L L 1 ' ' ' B R ——— 1
0 20 405 60 80 0 20 405 60 80
Abbildung 9.4.: (a) Darstellung der Suche eines Ziels bei Ty, mittels inhomogener intermittieren-

der Suche mit der WWbB p;‘A und der BD Randbedingung. Die Trajektorie beinhaltet diffusive Phasen
(graue, gezackte Linien), radial gerichtete ballistische Phasen fir ||F|]| < 1— A~(gm’ne Pfeile) und beliebig

orientierte ballistische Phasen fir ||F|| > 1 — A (rote Pfeile). (b) Die mSZ T der homogenen intermit-
tierenden Suche (A = 1) mit BD Randbedingung ist in einem Farbdiagramm als Funktion der Raten
5 und 5 dargestellt fiir die Parameter d = 0.1 und D = 0.01. Die beschrifteten Isolinien dienen der
Orientierung, speziell im Bereich eines kleinen Gradienten. Die Minimumposition (Yopt, Yopt) 5t jeweils
durch den roten Punkt im Inneren der kleinsten Isolinie dargestellt. links: gleichverteilte Wahl von Tia,
= w = 1/(8(1 — d)®); rechts w = 0.9 (c) Identische Beschreibung wie im linken Farbdiagramm in (b)
mit Ausnahme der Parameter d = 0.025, D = 1/300.

Interessant wird die Frage nach der Art der optimalen intermittierenden Strategie fiir den Fall,
dass Tty Uiberwiegend, aber nicht ausschlieflich, in einer bestimmten, nicht zu groflen Region
des Suchgebiets gewédhlt wird. In diesem Fall existieren zwei konkurrierende Ideen. Einerseits
sollte sich der Sucher die meiste Zeit innerhalb des bevorzugten Gebiets aufhalten. Andererseits
muss die Strategie so gewéhlt sein, dass der Sucher auch in den selteneren Féllen, in denen sich
Ttar auBerhalb des bevorzugten Gebiets befindet, in akzeptabler Zeit sein Ziel finden kann.

Dieser Abschnitt widmet sich der Fragestellung nach der Art der optimalen intermittierenden
Strategie fiir die zellbiologisch interessante WWbB p; A Abbildung 9.4(a) skizziert den zugeho-

rigen inhomogenen intermittierenden Suchprozess.

Die Position Ty, ist dabei mit der Wahrscheinlichkeit w gleichverteilt innerhalb des bevorzugten
Gebiets mit Radius 1/2 (||Ftar|| < 1/2) gewahlt. Mit der Wahrscheinlichkeit 1 —w dagegen wird

Ttar ebenfalls gleichverteilt auflerhalb dieses Gebiets gewdhlt (1/2 < ||Fiar|] < 1 — d). Insgesamt
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ergibt sich somit die WDichte pi"* des Radius Fiar = ||[Ftar||:

w

24w - 72, ;o 0<F <3
init / ~
= 24(1— . ~ 7. 9.9
P (Prar) tg(liﬁrér , P <Far<1-d (9.9)

Fiir w = 1/(8(1 — d)3) erhiilt man daher die bereits in Abschnitt 9.2 studierte gleichverteilte
Wahl von #,, und fiir
1

S d)? <w<1 (9.10)
eine zentrumslastige WDichte fiir die Position des Zielgebiets.
Exemplarisch sind in den Simulationen die beiden Parametersitze d = 0.1,D = 0.01 und
d = 0.025,D =1 /300 verwendet worden. Analog zu der Vorgehensweise in Kapitel 8 wird
auch an dieser Stelle zunéchst jeweils die optimale homogene intermittierende Suchstrategie
(Fopt und %pt) bestimmt. Fiir grofere Werte von d zeigt sich dabei, dass sowohl die mSZ T
als auch die optimale homogene Strategie in geringem Mafle von w abhéngig sind. Um dies zu
verdeutlichen, zeigt Abbildung 9.4(b) die mSZ T als Funktion der beiden Raten 5 und 7 fiir
die Parameter d = 0.1, D = 0.01 sowie w = 1/(8(1 — d)?) (Gleichverteilung von T, links) und
w = 0.9 (rechts). Einzig der Wert von Jop; (=2 26) ist in beiden Féllen nahezu identisch. 75, ist
im Fall von w = 0.9 (3, = 9) unwesentlich (aber signifikant) gréBer als im Fall einer Gleichver-
teilung von Tiay (f"ygpt ~ 7.5). Topt dagegen unterscheidet sich ein wenig stérker, wie man an der
Beschriftung der jeweils innersten Isolinie erkennen kann. Nach den Erkenntnissen der Abschnit-
te 9.1 und 9.2 erwartet man, dass fiir kleiner werdendes d die optimale Strategie zunehmend
unabhéngiger von w wird, was sich fir d = 0.025, D = 1/300 bestatigt. So ist das Minimum
(Jopt = 36, Yopt = 23) des in Abbildung 9.4(c) gezeigten Farbdiagramms fiir w = 1/(8(1 — d)?®)
innerhalb stochastischer Fluktuationen bereits nicht mehr von dem Minimum fiir w = 0.9 (Dia-
gramm nicht gezeigt, da nahezu identisch) zu unterscheiden.

Ein Vergleich von Abbildung 9.4(c) mit dem unteren, rechten Farbdiagramm von Abbildung
9.2 untermauert dariiber hinaus die an fritherer Stelle formulierte Aussage, dass fiir kleine d die
Art der Randbedingung (BD in Abbildung 9.4, BB in Abbildung 9.2) die optimale Strategie
(Jopt» Yopt) nahezu nicht beeinflusst. Zwar unterscheiden sich die Positionen der eingezeichneten
roten Punkte (optimale Strategien) leicht voneinander, jedoch ist dieser Unterschied stochastisch
nicht signifikant, da die Minimumtéler in beiden Féllen duflerst flach sind in Richtung von 4.
Ein signifikanter Unterschied ist dahingegen noch in den absoluten Zeiten Topt der optimalen
Strategien (Yopt, Yopt) 2u erkennen.

Der Vorgehensweise des Studiums inhomogener Suchstrategien in Kapitel 8 weiter folg~en(~i wird
nun der Einfluss der WWbB p;‘ A im Fall der jetzt fixierten optimalen Raten Fopt (D, d) und

’y(’)pt(f),d) studiert. Obwohl diese Raten fiir d = 0.1 noch geringfiigiz von der Wahl von w
abhéngen (wie in Abbildung 9.4 gezeigt), wird diese Abhéngigkeit nachfolgend nicht bertick-
sichtigt. Stattdessen werden fiir alle nachfolgend betrachteten Wahrscheinlichkeiten w die op-
timalen Raten %pt([),ci) und %pt(f),ci) aus Abbildung 9.4 fiir einen gleichverteilten Ort Ty,
(w=1/(8(1 —d)*) ) verwendet.

Aufgrund des hohen numerischen Aufwands wird 7" nicht parallel beziiglich beider variabler Pa-
rameter p und A der WWbB p; A minimiert. Abbildung 9.5 zeigt zunéchst T" als Funktion von

A fiir p € {0.4;0.45;0.5} und w € {0.75;0.9}.
Fiir d = 0.1 ist eine inhomogene Strategie fiir alle betrachteten Werte von p und w zu bevorzu-
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Abbildung 9.5.: Die mSZ T fir die inhomogene intermittierende Suche mit der WWbB p;‘A und BD

Randbedingung ist als Funktion von A dargestellt fir die optimalen Raten Aopt (D,d), Fopt (D, d) homoge-
ner intermittierender Suche aus Abbildung 9.4 fir die Fdlle p € {0.4;0.45;0.5} und w € {0.75;0.9}.
(8) D =0.01, d=0.1, Jop = 26, 7, = 7.5 (b) D = 1/300, d = 0.025 , Fop = 36, 7., = 23

gen. Mit Ausnahme des Falls p = 0.4, w = 0.75 ist dieses Minimum dabei jeweils fiir Aopt =0
gegeben, was einer rein radial gerichteten ballistischen Bewegung entspricht. Auch fiir die klei-
nere Wahl d = 0.025 ist eine inhomogene Strategie deutlich effizienter als die optimale homogene
Strategie (A = 1), jedoch wichst der Einfluss des Parameters p stark an. Dabei scheint ein Wert
von p = 0.5 die beste Wahl fiir eine inhomogene Suchstrategie zu sein.

Aufgrund des enormen numerischen Aufwands muss an dieser Stelle auf die gleichzeitige Opti-
mierung von T beziiglich aller vier moglichen variablen Parameter 5 (Yopr), 7' (F5p1), P (POPT)
und A (AOPT) verzichtet werden. Dennoch soll gezeigt werden, dass die iiberlegene Effizienz ei-
ner inhomogenen Suchstrategie noch weiter gesteigert werden kann, wenn man die optimalen
Raten “opt und %pt zugunsten besser geeigneter Raten verwirft. Zu diesem Zweck zeigt Ab-

bildung 9.6 die mSZ T als Funktion des variablen Parameters p der WWbB p; A0.1 fiir die

optimalen Raten Fopt(D, d), %pt(D,J) homogener intermittierender Suche aus Abbildung 9.4
und einen weiteren Satz exemplarisch ausgewéhlter Raten ¥ = 4/ fiir w € {0.75;0.9}.

Fiir alle p und alle betrachteten Parametersitze ist die Zeit 7 (und damit insbesondere das
Minimum) fir die gewéhlten Raten jeweils kleiner als sie es fiir die optimalen Raten homogener
Suche ist (blaue Kurve unter roter Kurve, griine Kurve unter schwarzer Kurve). Auch wenn die
in der Abbildung 9.6 gewéhlten Raten vermutlich noch weiter optimiert werden kénnen, reicht
dieses Beispiel bereits aus fiir die Schlussfolgerung, dass die optimalen Raten der inhomogenen
intermittierenden Suchstrategie nicht mit den optimalen Raten der homogenen Strategie {iber-
einstimmen.

Dariiber hinaus bestétigt ein Vergleich der beiden Graphen (siehe p-Achsenbereich) in Abbil-
dung 9.6 den wachsenden Einfluss des Parameters p fiir kleiner werdendes d. Die Minima sind
wesentlich stirker ausgepragt fiir kleine d und p ~ 0.5 scheint fiir alle w nahezu den optimalen
Wert darzustellen.

Mithilfe des in Gl. (8.53) abgeschétzten Zusammenhangs (R ~ 5um, v ~ lum/sec) zwischen
entdimensionalisierten und realen Gréfien ldsst sich auch hier zeigen, dass die in diesem Abschnitt
betrachteten dimensionslosen GroSen im zellbiologisch relevanten Bereich liegen. Sowohl D =
0.01 (0.05um? /sec) als auch D = 1/300 (0.0167um? /sec) entsprechen Diffusionskonstanten, die
innerhalb der fiir Vesikel iiblichen Gréflenordnungen liegen [24,48]. Ebenso entspricht der in
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Abbildung 9.6.: Die mSZ T fir die inhomogene intermittierende Suche mit der WWbB pZ,A:O.l und
BD Randbedingung ist als Funktion des Parameters p dargestellt fiir die optimalen Raten ’yopt(D,J),
Yopt (D d) homogener intermittierender Suche aus Abbildung 9.4 und einen weiteren Satz evemplarisch
gewdhlter Raten ¥ = 7' fir w € {0.75;0.9}. (a) D = 0.01, d = 0.1 und Jopy = 26, Yo, = 7.5 bzw.
=4 =5.(b) D=1/300, d = 0.025 und Yopt = 36, Y5p, = 23 bzw. 7 =7 = 15.

Abbildung 9.6 betrachtete Wert A = 0.1 erneut einer Aktinkortexbreite von 0.5pm, welche
ungefihr mit den zelluldiren Gegebenheiten iibereinstimmt [24,147].
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10. Das Reaction-Escape-Problem
intermittierender Suche

Dieses Kapitel présentiert numerische Studien beziiglich der Effizienz intermittierender Such-
strategien fiir ein kombiniertes Suchproblem. Im Rahmen der Promotion sind diese Studien
bereits in [2, 3] verdffentlicht worden. Die Simulationen dieses Kapitels sind iiberwiegend von
Yannick Schroder im Rahmen seiner Masterarbeit [57] in der AG Rieger durchgefithrt worden.
Die Beitrdage des Autors dieser Dissertation sind zum einen die in den Simulationen genutzten
FPKMC-Algorithmen (inklusive der C++-Implementierungen der Algorithmen aus Kapitel 4,
siche DVD) und zum anderen die Mitbetreuung des Masterstudenten. Letzteres hat u.a. die
Wahl der betrachteten Szenarien und Parameter stark beeinflusst.

Urséchlich fiir die Namensgebung ,, Reaction-Escape-Problem* ist die Tatsache, dass das in die-
sem Kapitel studierte Suchproblem ein kombiniertes Problem zweier Suchprozesse darstellt.

Der erste Suchprozess des kombinierten Problem ist dabei die instantane Reaktion zweier Teil-
chen, sobald diese einen Abstand kleiner oder gleich d erreichen und sich beide Teilchen in der
diffusiven Phase befinden. Der durch die Reaktion entstandene Teilchenkomplex muss anschlie-
Bend als zweiten Suchprozess das bereits in Kapitel 8 behandelte NE-Problem zu einer Offnung
mit Polarwinkel ¥455, = arcsin(1/7) losen. Fiir beide Suchszenarien gelte die BD Randbedin-
gung und die Richtung der ballistischen Bewegung sei durch die gleiche WWbB ,0;‘7 A gegeben.

Da auch die Ubergangsraten 4 und 4’ in beiden Teilproblemen identisch sein sollen, miissen
beide Suchprozesse des kombinierten Problems folglich mit derselben Strategie gelést werden.
Die zu optimierende mSZ T ist die Summe der mittleren Reaktionszeit Treac und der mittleren
Narrow-Escape-Zeit Tesc, d.h. ) )

T = Treac + Tosc - (10.1)

Ein zellbiologisches Beispiel fiir einen solchen mehrstufigen Suchprozess ist in [148] dokumentiert.
Bevor lytische Granula die immunologische Synapse einer zytotoxischen T-Zelle verlassen kon-
nen, miissen diese zuerst an CD3-Endosome binden. Doch auch aus theoretischer Sicht handelt
es sich hierbei um eine interessante Fragestellung. Die optimale Strategie fiir das Reaktionspro-
blem wird nicht identisch mit der optimalen Strategie des NE-Problems sein. Es handelt sich also
um ein sogenanntes frustriertes System in dem die optimale Losung nicht zeitgleich jeden einzel-
nen Summanden optimieren kann. Zum Studium des Einflusses der einzelnen Teilprobleme auf
die Gesamtstrategie werden zwei unterschiedliche Werte des festen Parameters d fiir denselben
Winkel ¥4p5, betrachtet, um die Gewichtung der Teilprobleme zu variieren:

(1) d = 0.1, ¥4pso = arcsin(1/7) und D = 0.01
(I1) d = 0.025, Vapso = arcsin(1/7) und D = 1/300

Dariiber hinaus sollen zwei verschiedene Arten von Zielen betrachtet werden. Eine Sorte Ziele
bewegt sich ausschlieBlich diffusiv mit der gleichen Diffusionskonstanten D wie der Sucher. Die-
ses Szenario ist im Folgenden immer mit dem Buchstaben ,,A“ abgekiirzt. Abbildung 10.1(a)
stellt den zugehorigen stochastischen Prozess graphisch dar. Im zweiten betrachteten Fall bewe-
gen sich sowohl der Sucher als auch das Ziel mit der gleichen intermittierenden Suchstrategie.
Dieses Szenario ist im Folgenden immer mit dem Buchstaben ,,B“ abgekiirzt. Eine Skizze des
zugehorigen stochastischen Prozess ist in Abbildung 10.1(b) dargestellt.

Auch hier soll die Vorgehensweise derjenigen in den vorangegangenen Kapiteln zunéchst folgen.
Fiir die festen Parameterkombinationen (I) und (II) sind fiir die Suchszenarien A und B jeweils
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Abbildung 10.1.: (a) Darstellung des kombinierten Suchproblems A mit der WWbB p A und BD

Randbedingung. Die Trajektorie des bei ¥ startenden Suchers beinhaltet diffusive Phasen (gmue gezack-
te Linien), radial gerichtete ballistische Phasen fir ||F]] < 1 — A (griine Pfeile) und beliebig orientierte
ballistische Phasen fiir ||F]| > 1— A (rote Pfeile). Das bei ¥1 startende Ziel bewegt sich ausschlieflich dif-
fusiv (blave Trajektorie). Sobald der Sucher in der diffusiven Phase néher als d an das Ziel herankommt,
reagieren beide zu einem gemeinsamen Teilchenkomplex (orange), welcher nun die intermittierende Stra-
tegie des Suchers beibehdlt und ein Ziel (gepunkteter, schwarzer Bogen) am Kugelrand (dicke schwarze
Linie) sucht. (b) Darstellung des kombinierten Suchproblems B. Beschreibung identisch zu (a) mit Aus-
nahme der Trajektorie des Ziels, welches sich mit derselben intermittierenden Strategie wie der Sucher

bewegt.

die optimalen Raten 7.,y und %pt der homogenen intermittierenden Suchstrategie bestimmt
worden und in nachfolgender Tabelle aufgelistet.

| 1 11
A Aopt =41 [ Aopt =3
Ao =14 | Jopt =5
B || Jopt = 1.25 | Fopt = 0.7
ﬁ(gpt =0 ’s/cgpt =0

Abbildung 10.2 zeigt dazu exemplarisch Treac, Tese und 7' fiir die Parameterwahl (I) und die
Suchszenarien A und B. Man beachte dabei, dass sich (zwecks deutlicher Darstellung) die Ach-
senskalierungen der einzelnen Farbdiagramme stark unterscheiden. In beiden Szenarien (A und
B) bestétigt sich die Vermutung eines frustrierten Systems. Die optimale Strategie fiir das Re-
aktionsproblem (Koordinaten des roten Punktes in den jeweils linken Farbdiagrammen) weicht
von der optimalen Strategie des NE-Problems ab (Koordinaten des roten Punktes in den jeweils
mittleren Farbdiagrammen), woraus in Summe eine optimale homogene Strategie (Jopt, %pt)
des kombinierten Suchproblems (Koordinaten des roten Punktes in den jeweils rechten Farb-
diagrammen) resultiert, welche beide Teilprobleme nicht optimal 16st, aber auch nicht sehr weit
von der optimalen Effizienz der Teilprobleme abweicht.

Des Weiteren zeigt der Vergleich der oberen und unteren Zeile in Abbildung 10.2, dass auch
das Bewegungsmuster des Ziels (A oder B) einen Einfluss auf die Effizienz einer Suchstrategie
hat. Das Ubereinstimmen der beiden Farbdiagramme fiir Tosc (Mitte) resultiert daraus, dass sich
die Szenarien A und B nur im Reaktionsproblem unterscheiden, das anschlieBende NE-Problem
aber identisch ist. Lediglich die Verteilung der Startposition des NE-Problems, also der Ort an
dem Sucher und Ziel miteinander reagieren, dirfte unterschiedlich fiir die Szenarien A und B
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Abbildung 10.2.: Die mSZn Treac, Tesc und T sind in Farbdiagrammen als Funktion der Ubergangsraten
Ay und 7' dargestellt fir das durch die WWbB p{ = (identisch mit WWbB pz A_,) und die Parameter

d=01,D = 0.01,9p5 = arcsin(1/7) gegebene homogene Suchszenario mit BD Randbedingung. Der
Ort des Minimums ist jeweils als roter Punkt innerhalb der innersten Isolinie dargestellt. Die optimale
Strategie fiir das kombinierte Problem ist durch den roten Punkt im Farbdiagramm von T (rechts) gegeben.
Die obere Zeile zeigt die Daten fiir Szenario A: (a) Trenc; (b) Tose: (c) T mit Fopt = 4.1 und 75, = 1.4.
Die untere Zeile zeigt die Daten fiir Szenario B: (d) Trenc: (e) Tose; () T mit Hopt = 1.25 und g, = 0.

sein, was aufgrund der kleinen Wahl von 9,3, erneut keine Rolle spielt.

Die jeweils optimalen Raten ¢ und %pt der homogenen Suchstrategie werden nun wie in den
vorherigen Kapiteln auch als feste Parameter fiir die Suche nach der optimalen inhomogenen
Strategie verwendet. Aufgrund des enormen numerischen Aufwands in allen vier Fillen (zwei
Suchszenarien A, B und jeweils die beiden Parametersétze I, IT) werden dabei fir den Wahr-
scheinlichkeitsparameter p in der WWbB nur die beiden Félle p = 1/2 und p = 1 betrachtet und
das Minimum der mSZ T beziiglich A gesucht anstelle einer parallelen Optimierung beziiglich p
und A. Die Ergebnisse werden in den Abbildungen 10.3 und 10.4 jeweils in (a) und (b) gezeigt.

| I R

A || Abbildung 10.3(a) | Abbildung 10.3(b)
B || Abbildung 10.4(a) | Abbildung 10.4(b)
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Abbildung 10.3.: Treac (rot), Tose (griin) und T = Tronc + Those (blau) fiir Szenario A als Funktion von
A der WWbe A firpe {1/2,1}.
(a) Parameter I, Fopts Fopt (b) Parameter 11, Fopt, Yope (¢) Parameter 11, 4 = 10, 5" = 2
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In allen Féllen wird Tyesc und damit das erste Teilproblem durch die Verwendung einer inho-
mogenen Strategie optimiert. Fiir Szenario B (Abbildung 10.4(a,b)) ist der Effizienzgewinn fiir
Treac gegeniiber einer homogenen Strategie dabei allerdings wesentlich deutlicher im Vergleich
zu Szenario A (Abbildung 10.3(a,b))

Die mSZ Ty dagegen ist nahezu immer (A und B) fiir eine homogene Suchstrategie (A = 1)
minimal. Die Gesamteffizienz einer inhomogenen Suchstrategie hingt damit stark von dem Ver-
héltnis der Zeiten Treac und Tege ab.

Der Parametersatz I ist so gewéhlt worden, dass fiir eine homogene Suchstrategie in allen Féllen
(A und B, p € {1/2;1}) Treac = Tesc gilt. Erkennbar ist dies an der relativen Ndhe der roten
und griinen Kurven fiir A = 1 in den Abbildungen 10.3(a) und 10.4(a). In diesen Féllen gibt es
keinen oder nur einen sehr geringen Vorteil einer inhomogenen Suchstrategie.

Fiir den Parametersatz II und eine homogene Strategie ist Tieac wesentlich grofler als Tege, wie
ein Vergleich der roten und griinen Kurven fir A = 1 in den Abbildungen 10.3(b) und 10.4(b)
zeigt. Im Falle von Szenario A (Abbildung 10.3(b)) reicht dies jedoch nicht aus, um eine inhomo-
gene Strategie gegeniiber einer homogenen Strategie zu bevorzugen. In Szenario B (Abbildung
10.3(b)) dagegen ist ein deutlicher Vorteil einer inhomogenen Strategie fiir p = 1/2 und ein
geringerer Vorteil fiir p = 1 zu erkennen.

Um Missverstdndnissen vorzubeugen sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dass
diese Aussagen, welche die Effizienz einer homogenen mit einer inhomogenen Strategie verglei-
chen, jeweils nur fiir die optimalen Raten 7., und ’y(’)pt der optimalen homogenen Gesamtstra-
tegie gelten. Fiir eine andere Wahl dieser Raten &ndern sich diese Aussagen. So zeigen z.B. die
Abbildungen 8.15(c) und 8.15(e) fiir die dort betrachteten Raten fiir dasselbe NE-Problem und
Diffusionskonstanten derselben Gréflenordnungen einen teilweise deutlichen Vorteil einer inho-
mogenen Strategie (im Gegensatz zu Tes. in den Abbildungen 10.3(a,b) und 10.4(a,b)).

Daher wire eine gleichzeitige Optimierung von T beziiglich der Raten 7, 4 und der Parame-
ter p, A der WWbB wiinschenswert. Aufgrund des extrem hohen numerischen Aufwands dieser
Rechnungen (vierdimensionale, nicht konvexe Optimierung) wird analog zur Vorgehensweise in
Abschnitt 9.3 darauf verzichtet und stattdessen exemplarisch in den Abbildungen 10.3(c) und
10.4(c) die Variation von A fiir ausgesuchte Raten 4 und 7' gezeigt. In allen Fillen ist eine
inhomogene Strategie dabei deutlich zu bevorzugen. Fiir p = 1 in Abbildung 10.4(c) liefert die
optimale Wahl von A dabei sogar eine mSZ T, welche ein wenig kleiner ist, als die optimale
mSZ in Abbildung 10.4(b). Folglich ist (zumindest in diesem Fall) die optimale Suchstrategie
inhomogen mit Raten Jop und J5pr, welche von ope und 4, abweichen.

Die in diesem Kapitel betrachteten Diffusionskonstanten D und Reaktionsléingen d sind identisch

mit denen aus Kapitel 9. Daher bedarf es an dieser Stelle nicht der erneuten Transformation der
dimensionslosen Parameter, um die zellbiologischen Gréflenordnungen aufzuzeigen.
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11. Zusammenfassung, Diskussion und
Ausblick

Die vorliegende Dissertation présentiert Forschungsergebnisse aus zwei verschiedenen Themen-
gebieten. Der erste Teil der Arbeit ist ausschliefSlich methodischer Natur. In ihm wird ein effizi-
enter ereignisgesteuerter Monte-Carlo-Algorithmus, der sogenannte FPKMC-Algorithmus, zur
Losung allgemeiner Reaktions-Diffusionsprobleme mit krummlinigen Gebietsrindern und orts-
abhéngigen Reaktionsraten [1] entwickelt. Initiiert wurde diese rein methodische Forschung durch
das Fehlen eines effizienten (beziiglich Rechenzeit und Prézision) Werkzeugs fiir das numerische
Studium des zweiten Themengebiets dieser Arbeit: diffusive [4] und intermittierende Suchpro-
zesse [2,3]. Der entwickelte FPKMC-Algorithmus fiillt diese methodische Liicke. Dariiber hinaus
sind die beiden Themen dieser Dissertation génzlich unabhéngige Forschungsgebiete und sollen
deshalb nun auch unabhéngig voneinander zusammengefasst werden.

FPKMC-Algorithmus

Die zentrale Idee aller in Kapitel 3 vorgestellten Varianten des ereignisgesteuerten FPKMC-
Algorithmus ist die Verwendung von Green-Funktionen und daraus resultierenden WDichten
zur Simulation diffusiver Bewegung. Mithilfe dieser WDichten ist es moglich, diffundierende
Teilchen (innerhalb von Protektionsgebieten) tiber im Mittel wesentlich gréflere Distanzen zu
propagieren als dies im Fall eines klassischen Random-Walk-Algorithmus moglich wére. Beson-
ders grof} ist der Vorteil der FPKMC-Algorithmen fiir den Fall zwei- oder dreidimensionaler
Diffusion mit stark unterschiedlichen Léngenskalen innerhalb des Diffusionsgebiets. Wahrend
die Schrittweite eines Random-Walk-Algorithmus die kleinste auftretende Léngenskala des Dif-
fusionsproblems deutlich unterschreiten muss, um numerisch prézise Ergebnisse zu liefern (siehe
Abbildung 3.2), passt sich die Schrittweite des FPKMC-Algorithmus durch die Wahl des Protek-
tionsgebiets jeweils der lokalen Umgebung des diffundierenden Teilchens an. Dadurch kénnen im
Mittel wesentlich weitere Schritte pro Algorithmusupdate durchgefiihrt werden. Aufgrund die-
ses adaptiven Verhaltens ist der Algorithmus speziell in den Féllen einer geringen Teilchendichte
und einer kleinen externen Reaktionsrate auch gegeniiber anderen zeitgetriebenen Algorithmen
[149] und ,,Operator-Splitting“-Techniken [150] zu bevorzugen.

Um den FPKMC-Algorithmus effizient anwenden zu kénnen, bedarf es der Fahigkeit FP- und
NP-Ereignisse fiir eine hinreichend grofie Menge von Protektionsgebieten sehr schnell sampeln
zu kénnen. Daher sind in Kapitel 4 die Methoden zum Sampeln der in dieser Arbeit am héufigs-
ten verwendeten WDichten explizit vorgestellt. Zugehorige Implementierungen fiir das Sampeln
dieser und weiterer WDichten (andere Protektionsgebiete) sind auf der beiliegenden DVD ent-
halten.

Je grofler die Menge der verwendbaren Protektionsgebiete ist, desto effektiver kann sich der
FPKMC-Algorithmus der lokalen Umgebung des zu propagierenden Teilchens anpassen. Daher
ist es wiinschenswert fiir die Zukunft, dass die Liste der verwendbaren Protektionsgebiete noch
weiter wichst, um den FPKMC-Algorithmus noch effizienter zu machen.

Neben den Subroutinen, welche innerhalb der Protektionsgebiete sampeln, bedarf es jedoch noch
einer zweiten Klasse von Subroutinen, um den FPKMC-Algorithmus anwenden zu kénnen. Fiir
jedes Suchgebiet G miissen zunachst mehrere mathematische Funktionen fiir alle Orte r € G zur
Verfligung gestellt werden. So ist es z.B. wichtig, fiir jedes r den Abstand zum Gebietsrand 0G
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zu kennen. Dariiber hinaus ist es fiir die Approximationen an krummlinigen Réndern wichtig,
den néchstgelegenen Ort rag auf dem Rand, die lokale Kriimmung des Rands in rgg und den
Normalenvektor auf den Rand am Ort rgg zu kennen. Fiir alle im Rahmen dieser Promotion
verwendeten Suchgebietsklassen lassen sich diese geometrisch trivialen Funktionen sehr einfach
aufstellen, implementieren und testen, weshalb innerhalb dieser Dissertation nicht ndher darauf
eingegangen werden musste. Mochte man eine bis dahin noch nicht verwendete Suchgebietsklas-
se untersuchen, so miissen diese Uberlegungen jedoch immer wieder von Neuem durchgefiihrt
werden. Das ist ein wenig unbefriedigend und macht die Gesamtimplementierung jedes Mal feh-
leranfillig, da h&aufig neu implementierte Funktionen eingebunden werden. Soll der FPKMC-
Algorithmus dariiber hinaus fiir Gebiete mit einer komplexeren Berandung angewendet werden,
so steigt auch die Dauer der Implementierung dieser gebietsspezifischen Subroutinen.

Ahnlich der automatisierten Triangulierung von Gebieten zur Anwendung von FEM, wire da-
her die Moglichkeit einer automatisierten Verarbeitung des Suchgebiets wiinschenswert, welche
alle benotigten Subroutinen automatisch als Funktion einer Parametrisierung des Gebietsrands
(CAD [151]) zur Verfiigung stellt. In der vom Autor dieser Dissertation mitbetreuten Bache-
lorarbeit [56] ist eine solche Automatisierung bereits fiir den zweidimensionalen Spezialfall von
Polygonen mit beliebig vielen Kanten erfolgreich entwickelt worden. Mithilfe dieser Automati-
sierung ist ein FPKMC-Algorithmus implementiert worden [56], welcher komplett automatisiert
fiir jedes beliebige Polygon sowohl das diffusive als auch das intermittierende Narrow-Escape-
Problem 16st.

Fiir den allgemeinen dreidimensionalen Fall ist die Implementierung einer Subroutine zur auto-
matisierten Gebietsverarbeitung dagegen derart aufwendig, dass es den Rahmen und die Ziel-
setzung dieser Promotion sprengt. Besteht jedoch der Wunsch den FPKMC-Algorithmus zur
Simulation von Diffusion in einer Vielzahl unterschiedlich geformter Gebietsklassen anwenden
zu wollen, so empfiehlt sich das Programmieren einer solchen Automatisierung,.

Analyse von Suchprozessen

Der Einfluss von Bystander-Zellen auf die Effizienz von NK-Zellen

Die in [4] durchgefithrten und in Kapitel 6 beschriebenen Experimente zeigen, dass die Effizienz
mit der NK-Zellen Target-Zellen abtoten durch die Anwesenheit von Bystander-Zellen erhoht
werden kann (Abbildung 6.1(a,b)). Aufgrund weiterer Experimente mit Polystyrolkiigelchen
statt Bystander-Zellen (Abbildung 6.1(c,d)) und einer Reihe von im Rahmen der Promotion
durchgefithrten Simulationen (Abbildung 6.2) kann ausgeschlossen werden, dass diese Effizi-
enzsteigerung durch geometrische Argumente (reduziertes freies Suchvolumen aufgrund héherer
Zelldichte) zu begrinden ist. Weitere Simulationen zeigen in den betrachteten Modellen, dass
eine in lokalen Umgebungen von Bystander-Zellen beschleunigte Bewegung der Target-Zellen
hinreichend ist, um eine gesteigerte Sucheffizienz zu erhalten (Abbildung 6.4). Experimentell
lief} sich diese lokal beschleunigte Bewegung nachweisen (Abbildung 6.3). Urséchlich fiir dieses
Verhalten ist eine lokal erh6hte Wasserstoffperoxidkonzentration in der Umgebung vieler Arten
von Bystander-Zellen (Abbildung 6.5).

Im Rahmen des Projekts A3 des SFB 1027 (zweite Forderperiode) bilden diese Studien dariiber
hinaus die Grundlage fiir zukiinftige Untersuchungen kollektiver Effekte im Suchverhalten von
Schwarmen. Ziel dabei ist es u.a. zu erforschen, ob sich die Trajektorien von NK-Zellen gegen-
seitig beeinflussen. Spekuliert wird dabei einerseits, dass die NK-Zellen (als Senken der HOq
Konzentration) sich gegenseitig abstoBen. Andererseits wére es auch moglich, dass NK-Zellen
Chemokine entlang ihrer Trajektorien absondern und so mittels Chemotaxis das Suchverhalten
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benachbarter NK-Zellen beeinflussen.

Um diese (und andere) Moglichkeiten anhand experimenteller Messgroen unterscheiden zu kén-
nen, bedarf es des simulativen Studiums dieser unterschiedlichen Modelle der Sucher-Sucher-
Wechselwirkung mit dem Ziel, die verschiedenen Modellklassen mittels der Eigenschaften ihrer
Observablen erkennen zu kénnen. Abbildung 11.1 fasst diesen Projektplan noch einmal in einem
Ablaufdiagramm zusammen, welches fiir die Begutachtung der zweiten Forderperiode des SFB
1027 erstellt worden ist.

Studies on different swarm searching models
with searcher-searcher interaction

Determination of the ‘
optimal non-fixed parameters
for each model, i.e. finding

the most efficient strategy
according to time

In vivo data
from A2
[ How close is nature J

to the fastest scenario?

Learning to distinguish between
the model classes by different
properties of observables

2J0W

Classify killer cell interaction
by a suitable model
based on experimental data

|

Calculate observable predictions
from the hypothesis for the intercation
and check them experimentally (A2)

Abbildung 11.1.: (Angefertigt fir die
Begutachtung der zweiten Forderperiode
des SFB 1027, daher englischsprachig)
Beabsichtigte Vorgehensweise zum Studi-
um des Suchverhaltens von Schwdrmen
im Allgemeinen und NK-Zellen im Spe-
ziellen. A2 bezeichnet ein kooperierendes

Teilprojekt des SFB, welches die experi-
Modification | 4 entellen Messungen durchfiihrt.

no confirmation

Intermittierende Suchstrategien

Die vorliegende Dissertation untersucht sowohl homogene als auch inhomogene intermittierende
Suchstrategien. Erwartungsgeméf ist eine inhomogene Suchstrategie in den Féllen zu bevor-
zugen, in denen die WDichte der Zielposition nicht gleichméfBig {iber das Suchgebiet verteilt
ist. Ein bedeutendes Beispiel fiir eine rdumlich inhomogene Verteilung der Zielposition ist das
Narrow-Escape-Problem, da sich das Ziel in diesem Fall immer am Rand 0G des Suchgebiets G
und niemals im Inneren befindet. Eine gute Suchstrategie sollte den Sucher daher iiberwiegend
am Rand des Gebiets G entlang fithren. Dennoch kann es sinnvoll sein, sich gelegentlich vom
Rand zu entfernen, um einen schnelleren Positionswechsel zu ermdglichen, wie u.a. in [131] fiir
nsurface-mediated diffusion® gezeigt wird.

Ahnlich verhilt es sich, wenn sich das Zielgebiet iiberwiegend in einer bestimmten Region in-
nerhalb des Gebiets G befindet. Einerseits sollte sich der Sucher bevorzugt in diesem Gebiet
aufhalten, andererseits muss die Suchstrategie dafiir sorgen, dass der Sucher jeden Punkt des
Suchgebiets in vertretbarer Zeit erreicht.

Die Frage nach der Art (homogen oder inhomogen) der optimalen Suchstrategie lasst sich daher
meist intuitiv korrekt beantworten. Die Berechnung einer optimalen Suchstrategie ist dagegen
ein wesentlich gréfleres Problem, welches hdufig nur durch die Wahl von Ansatzfunktionen und
der daraus resultierenden sukzessiven numerischen Berechnung oberer Schranken approximativ
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gelost werden kann. Im Anschluss an die Abschitzung der optimalen homogenen und inhomo-
genen Strategie ist der quantitative Vergleich mit in der Natur beobachtbaren intermittierenden
Suchstrategien aufschlussreich. In der Natur ist der Preis einer hohen Effizienz im Ldsen einer
Aufgabe héufig durch einen groflen Verbrauch von Ressourcen oder eine kleinere Effizienz im Lo6-
sen anderer Aufgaben gegeben. Die Nédhe der beobachteten Effizienz zur berechneten optimalen
Effizienz kann daher Riickschliisse auf die Gewichtung zulassen, die dem Suchprozess innerhalb
der Menge aller zu erfiillenden Aufgaben (andere Suchprozesse, Energiebilanz, ...) zugewiesen ist.

In der vorliegenden Dissertation sind homogene und inhomogene intermittierende Suchstrategien
fiir drei ausgewéhlte Suchprobleme im Inneren einer Kugel studiert worden: das NE-Problem,
die Suche eines stationédren Ziels im Kugelinneren und das Reaction-Escape-Problem.

Bevor die Ergebnisse dieser Studien im Einzelnen zusammengefasst werden, ist es sinnvoll ein
paar generelle Beobachtungen zu beschreiben, welche fiir alle betrachteten Suchprobleme giiltig
sind:

e Die Break-Even-Diffusionskonstante Dy, welche den Wert von D bezeichnet, bei dem die
optimale Strategie von rein diffusiver Suche zu intermittierender Suche wechselt, wéchst
streng monoton mit der Zielgrofie s € {Yapso, J} Folglich gilt umgekehrt, dass mit kleiner
werdendem Ziel eine rein diffusive Suche langer optimal ist.

e Der relative Anteil der Zeit, den der Sucher im Fall einer optimalen intermittierenden
Suchstrategie in der diffusiven Phase verbringt, ist monoton steigend in D und monoton
fallend in s.

e Fiir sehr kleine Zielgroflen s ist die mSZ nahezu unabhéngig von der Verteilung der Start-
position ¥y und der Startphase (diffusiv oder ballistisch), da die mSZ fiir nahezu alle ¥
wesentlich grofler ist als die Zeitskala mit der die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des
Suchers gegen eine stationédre Verteilung konvergiert.

e In allen in dieser Dissertation studierten Szenarien, sowohl fiir homogene als auch fiir in-
homogene intermittierende Suche, scheint die mSZ T fiir kleine Zielgebiete nur ein globales
Minimum und keine weiteren lokalen Minima als Funktion der Raten 4 und 4’ zu besitzen.
Nimmt man jedoch andere variable Parameter (z.B z in p¢, bzw. p, A in ,0;‘7 A) hinzu, so

kann T auch lokale Minima aufweisen, wie die Abbildungen 8.15(d), 9.5, 10.3 und 10.4
zeigen.

Die mSZ T ist in einer sehr groBen Umgebung (relativ zu den absoluten Werten) der op-
timalen Raten (%ph%pt) bzw. (f‘OPT,f‘(’JPT) héufig nur unwesentlich grofer als Topt bzw.
Topr, wie die Abbildungen 8.3, 8.7, 8.12(a), 9.1, 9.2, 9.3, 9.4 und 10.2 fiir den Fall ho-
mogener Suche zeigen. Fiir reale Suchprozesse ist das dahingehend bemerkenswert, dass
in der Auswahl der Suchstrategie auch andere Kriterien, wie der Energieverbrauch (z.B.
ATP) oder die Verwendung limitierter Ressourcen (z.B Motorproteine), gewichtet werden
koénnen, ohne dass sich dadurch die Suchzeit zwangslaufig nennenswert erhoht.

e Der Einfluss der Randbedingungen am Gebietsrand 0G auf die mSZ (und damit auch auf
die optimale Strategie) hingt stark vom Ort des Zielgebiets ab. Falls sich das Zielgebiet
direkt am Rand (NE-Problem) oder iberwiegend in unmittelbarer Néhe des Rands befin-
det, so hat die Wahl der Randbedingung einen grofien Einfluss. Befindet sich das Zielgebiet
dagegen in den meisten Féllen weiter als 1/5" (durchschnittlich zuriickgelegte Distanz in
der ballistischen Phase) vom Rand entfernt, so ist die mSZ nahezu unabhéngig von den
gewahlten Randbedingungen.
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Das erste im Rahmen der Promotion betrachtete Suchszenario ist das sogenannte NE-Problem.
Das rein diffusive Suchproblem wurde in der Vergangenheit bereits ausfiihrlich studiert, wie
[79,93-109] und die darin genannten Quellen beweisen. Dagegen sind die im Rahmen der Pro-
motion entstandenen Publikationen [2,3] die ersten Studien (zumindest sind dem Autor dieser
Dissertation keine weiteren bekannt) des NE-Problems intermittierender Suche mit einer diffu-
siven und einer ballistischen Phase. Folglich bedurfte es zundchst eines ausfithrlichen Studiums
homogener Suchstrategien, um anschlieBend die Effizienz inhomogener Strategien vergleichen
zu kénnen. [2,3] und damit auch die in dieser Dissertation présentierten Studien untersuchen
kugelférmige Gebiete G. Die parallel zur Promotion angefertigte Bachelorarbeit [56] von Marc
Thome zeigt ergdnzend dazu das Szenario zweidimensionaler kreisformiger Gebiete G.

Der Wert der Break-Even-Diffusionskonstanten Dy, hiingt sehr stark von den gewéithlten Rand-
bedingungen ab. So zeigt sich fiir den exemplarisch untersuchten Winkel 455, = arcsin(1/7),
dass fiir die BB Randbedingung Dy ~ 0.025 und fiir die BD Randbedingung Dype ~ 0.1 gilt.
Dariiber hinaus unterscheiden sich fir D < Dy, die Szenarien beider Randbedingungen auch
beziiglich der Raten 4,pt und %pt der optimalen homogenen intermittierenden Suchstrategie.
Fiir die BB Randbedingung sind beide Raten streng monoton fallend mit D (Abbildung 8.4).
Diese Monotonie gilt im Fall der BD Randbedingung nur fiir 44, (Abbildungen 8.10(c), 8.11
und 8.12(b)), da sich in allen untersuchten Féllen (verschiedene 94, D, siche exemplarisch Ab-
bildung 8.7) %pt = 0 zeigt. Letzteres bedeutet, dass die optimale Suchstrategie die ballistische
Phase nur am Kugelrand (induziert durch BD Randbedingung) verldsst, anschlieffend eine mitt-
lere Zeit 1/4,p¢ diffusiv das lokale Umfeld durchsucht und schlieBlich ballistisch zum Kugelrand
zuriickkehrt.

Mithilfe der numerischen Daten aus Abbildung 8.10 (0.025 < ¥4ps0 < 0.75) und der fiir kleiner
werdendes 9455, immer genauer werdenden analytischen Approximation aus den Gln. (8.31) und
(8.33) ist fiir die BD Randbedingung eine vollstdndige Beschreibung der optimalen Suchstrategie
als Funktion der festen Parameter 0 < D < 0o und 0 < Ygpso < 0.75 gelungen.

Im Anschluss an die Studien einer optimalen homogenen intermittierenden Strategie sind fiir
beide Randbedingungskombinationen inhomogene Suchstrategien untersucht worden. Sowohl fiir
die WWbB p2 (BB und BD) als auch fiir die zellbiologisch motivierte WWbB p;‘ & (BD) sind
dabei inhomogene Suchstrategien gefunden worden, welche deutlich effizienter sind als die op-
timalen homogenen Suchstrategien (%pt,%pt). Fiir die BD Randbedingung ist dabei im Fall
der Raten Jopt, %pt fiir kleine D die optimale inhomogene Suchstrategie der WWbB p;‘ A fast
so effizient wie die optimale inhomogene Suchstrategie der WWbB p%, wie der Verglefch der
Minima in Abbildung 8.15(c) mit den Werten Tomin aus Tabelle 8.2 beweist.

In Kapitel 9 ist anschlieflend die intermittierende Suche eines stationidren Ziels im Kugelinneren
untersucht worden. Fiir ein Ziel, welches sich im Ursprung der Kugel befindet, ist die Approxi-
mationsgiite der in [39,44,48] vorgeschlagenen, approximativen optimalen homogenen Strategie,

gegeben durch die Raten Fopt" und 4/g0¢"°, simulativ mittels gleichzeitiger Variation der beiden

Raten 4 und 4’ studiert worden. Die approximativen Werte Jo0t , ¥ opt . weichen dabei leicht,
aber systematisch von den beiden simulativ bestimmten optimalen Raten Jopt, 7/opt ab. Dennoch
definieren die in [39,44, 48] vorgeschlagenen Raten eine Strategie, deren mSZ nur unwesentlich
grofer ist als Topt, wie die Abbildungen 9.1 und 9.2 zeigen. Urséchlich hierfiir ist die grofle Breite
des Minimumtals.

Fir den Fall einer homogenen intermittierenden Suchstrategie ist die WDichte des Zielortes
Ttar nahezu unerheblich fir die optimale Strategie (%ptf%pt) im Fall kleiner Zielgréfien d. Fiir
groBere d geht diese Unabhéngigkeit jedoch zunehmend verloren fiir %pt. Beides zeigt exempla-

risch der Vergleich von Abbildung 9.3 mit den jeweils parametergleichen Farbdiagrammen in
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den Abbildungen 9.1 und 9.2. Doch auch fiir sehr kleine d verliert obige Unabhéngigkeitsaussage
ihre Giiltigkeit, wenn das Ziel fast ausschlieBlich in unmittelbarer Randnihe ((||Fac|]) = 1 — d)
platziert wird, da es sich dann quasi um ein NE-Problem handelt, bei dem andere Strategien
optimal sind, wie Kapitel 8 gezeigt hat.

Im Vergleich zu ¥y, = 0 steigen fiir eine innerhalb der Kugel gleichverteilte Position des Ziels
sowohl die Referenzzeit Ty (Abbildung 5.8) als auch Topt (vgl. Abbildung 9.3 mit 9.1 und 9.2)
mit zunehmender ZielgroBe d relativ betrachtet an. Dariiber hinaus ist die optimale Strategie
im Fall einer innerhalb der Kugel gleichverteilten Position T, trivialerweise homogen fiir kleine
d.

Dies dndert sich jedoch, falls das Ziel bevorzugt in einer bestimmten Region platziert wird. Fiir
Zielgebiete, welche iiberwiegend in Zentrumsnéhe liegen, liefert die WWbB p;‘ A inhomogene
Suchstrategien, welche wesentlich kleinere mSZ besitzen als die mSZ der optimaien homogenen

Strategie.

Abschlieflend ist in Kapitel 10 das sogenannte Reaction-Escape-Problem studiert worden. Mit-
tels intermittierender Suche muss dabei zunéchst entweder ein rein diffusives (A) oder ein sich
ebenfalls intermittierend bewegendes (B) Ziel gefunden werden. Danach muss mit derselben
intermittierenden Strategie das NE-Problem aus Kapitel 8 gelost werden. Fiir die mSZ T des
Gesamtprozesses gilt daher T = Trenc + Tesc, wobei Treae die mSZ des ersten und Ty die mSZ
des zweiten Teilproblems darstellt. Da sich die optimalen Strategien (sowohl homogen, als auch
inhomogen) fiir beide Teilprobleme unterscheiden, handelt es sich um ein frustriertes Gesamt-
problem, dessen optimale Gesamtstrategie keines der beiden Teilprobleme optimal 16st, aber
auch in keinem der Probleme extrem schlecht ist. Exemplarisch sei diese Aussage anhand des
Parameters p der WWbB p; A fiir Szenario B verdeutlicht. Theac ist fiir p = 0 (nur radial nach

innen gerichteter Transport) sehr klein, da beide Teilchen direkt ins Zentrum transportiert wer-
den und dort schnell reagieren werden. Fiir das anschlieBende NE-Problem stellt p = 0 jedoch
ein Problem dar, da der Teilchenkomplex in der ballistischen Phase immer wieder zuriick in das
Zentrum geschoben wird und so sehr lange braucht um den Rand (bei entsprechender Wahl von
A) zu erreichen.

Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass die Studien dieser Dissertation einerseits den Forschungs-
stand beziiglich homogener intermittierender Suchstrategien deutlich erweitert haben. Dies gilt
insbesondere fir das NE-Problem intermittierender Suche, da dort neben umfangreichen nu-
merischen Resultaten auch analytische Ergebnisse vorzuweisen sind. Dariiber hinaus zeigt diese
Dissertation andererseits erstmals quantitativ den deutlichen Vorteil inhomogener Suchstrategi-
en fiir eine Vielzahl von Suchszenarien auf. Auf diesen Ergebnissen aufbauend ergeben sich als
Ausblick fiir mogliche weitere Forschungen interessante Fragestellungen.

Die Studien dieser Dissertation betrachteten ideale kugelférmige Suchgebiete ohne weitere Hin-
dernisse. Diese Vereinfachung ist in realen Suchprozessen, insbesondere im Fall innerzelluldrer
Suche, nicht immer gerechtfertigt. Urséchlich fiir diese vereinfachende Annahme innerhalb dieser
Dissertation ist das bisherige Fehlen dieser idealisierten Betrachtungen in der wissenschaftlichen
Literatur. Ohne die Kenntnis dieser elementareren Szenarien, welchen sich diese Dissertation ge-
widmet hat, ist es jedoch nicht moglich, komplexere Suchprobleme mit noch mehr Parametern
zu verstehen. Ankniipfend an die hier gezeigten Resultate wére es wiinschenswert, in weiteren
Studien die Abhéngigkeit der optimalen Strategien beziiglich einer Verdnderung der Form des
Suchgebiets zu untersuchen. Biologisch relevant wére beispielsweise das Betrachten einer Kugel-
schale anstelle eines kugelférmigen Suchgebiets, wie es exemplarisch in Video V.8 gezeigt ist. Der
im Inneren ausgeschlossene Bereich wiirde in solchen Studien den Zellkern modellieren, welcher

196



beispielsweise bei NK-Zellen einen beachtlichen Anteil des Gesamtvolumens einnimmt.

Die in dieser Dissertation behandelten inhomogenen Strategien besitzen eine ortsabhingige
WWhbB. Die Raten 4 und 4’ dagegen werden vereinfachend als ortsunabhéngig angenommen.
In weiteren Studien sollten auch inhomogene Strategien mit ortsabhéngigen Raten 4 und 7/
betrachtet werden. Aus theoretischer Sicht ist dies reizvoll, da die optimalen Strategien noch
wesentlich effizienter als die hier betrachteten Strategien sein werden. Fir das Studium realer
Suchprozesse wiederum bietet diese Erweiterung die Moglichkeit einer noch realistischeren Mo-
dellierung. Beispielsweise konnte damit im Fall innerzelluldrer Suche der Tatsache Rechnung
getragen werden, dass die Dichte des Zytoskeletts und somit auch die An- und Abkoppelraten
an selbiges ortsabhéngig sind.
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11. ZUSAMMENFASSUNG, DISKUSSION UND AUSBLICK
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Videoerlauterungen

Die nachfolgend erlduterten Videos sind auf der am Ende der Dissertation beigefiigten DVD im
Ordner ,,videos® zu finden.

V.1: First_Passage_on_the_surface_of_a_sphere.avi

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen diffusiven FP-Prozess auf der
Oberflache einer Kugel. Das Diffusionsgebiet auf der Oberfliche ist dabei gelblich eingeférbt,
der Bereich des FP-Ereignisses grau. Links und rechts im Video sind dabei jeweils dieselben
Zusténde in zwei unterschiedlichen Perspektiven zu sehen. Systemzeit und zugehoriger Zustand
(Teilchenposition) stehen in der linken unteren Ecke. Da der Verlauf des Algorithmus durch den
Zustandsraum gezeigt werden soll, &ndert sich pro Videoframe der Zustand genau einmal, d.h.
aufeinanderfolgende Bilder haben im Allgemeinen unterschiedliche Zeitabstédnde.

Als Protektionsgebiete sind ausschliefflich in blau dargestellte sphérische Kappen verwendet
worden. Die aktuelle Teilchenposition, welche als rote Kugel dargestellt ist, liegt jeweils zen-
triert in der Kappenmitte, da fiir Startpositionen jenseits der Kappenmitte kein analytischer
Ausdruck der Green-Funktion existiert. Ein FP-Ereignis zum Rand einer Protektionskappe er-
folgt symmetriebedingt mit konstanter WDichte zu jedem Randpunkt. Die zugehorige Green-
Funktion und die resultierenden WDichten sind in Abschnitt A.7 nachzulesen. Trotz der Symme-
trie ist es nicht moglich, einen effizienten Algorithmus fiir jeden beliebigen Kappen-Polarwinkel
© zu konstruieren, da die durch Gl. (A.141) bestimmten Nullstellen «,, der verallgemeinerten
Legendre-Polynome von © abhingig sind. Daher bedarf es fiir jede zu sampelnde Kappengrofie
O einer extrem langen und numerisch teils instabilen Préevaluation von geniigend Nullstellen.
Diese Praevaluationen sollten mit einem erweiterten Gleitkommatyp geschehen, um ihre nume-
rische Giite sicherzustellen. Im Rahmen dieser Dissertation ist dies fiir die Winkel © = /2
fir N € {1,2,...,9} geschehen. Daher reichen die Protektionskappen nie komplett an das graue
Gebiet heran, sondern sind die groftmogliche Wahl. Fiir © < /29 ist die sphérische Kappe
nahezu perfekt durch Kreise zu approximieren, deren Grofle dann wieder kontinuierlich wéahlbar
ist.

Basierend auf obigen in der Implementierung verankerten Préevaluationen bedarf es zum Sam-
peln eines FP-Ereignisses in einer sphérischen Kappe nicht mehr der Berechnung von Legendre-
Funktionen. Daher ist das Sampeln extrem schnell und einem klassischen Random-Walk auf der
Oberfliche an Prézision und Geschwindigkeit deutlich iiberlegen.

V.2: First_Passage_to_inside_of_hollow_cylinder.avi

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen diffusiven FP-Prozess in einem
Quader mit Hohlzylinder im Inneren. Der FP-Bereich ist dabei nur der blau eingefirbte Ring in
der Mitte des Hohlzylinders. Systemzeit, zugehoriger Zustand (Teilchenposition) sowie die Art
des aktuellen Protektionsgebiets erscheinen in jedem Frame unten. Als Protektionsgebiete sind
Quader (kod=1), Kugeln (kod=2) und Kugelsektoren (kod=3) verwendet worden. Diese sind
jeweils in transparent rot dargestellt. Die Teilchenposition ist durch eine rote Kugel im Inneren
des jeweiligen Gebiets gekennzeichnet.

Da das Sample eine gewisse Zahl an Ereignissen durchlaufen muss, um das Zylinderinnere zu
erreichen, sind die Ereignisse zwischen ¢t = 14 und ¢ = 32 entfernt. Bei ¢ = 34 &ndert sich die
Perspektive, um das Ende des Prozesses im Zylinderinneren besser verfolgen zu kénnen.
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VIDEOERLAUTERUNGEN

V.3: reac_of_red_and_green_diff_part_in_rectangle.avi

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen diffusiven Reaktionsprozess
zwischen zwei Teilchensorten (20 griine und 20 rote Teilchen) in einem Rechteck. Teilchen un-
terschiedlicher Farbe reagieren dabei zu einem blauen immobilen Teilchenpaar bei der ersten
Annéherung auf die Distanz d. Als Protektionsgebiete werden Rechtecke und Kreise verwendet.
Protektionsgebiete gleicher Farbe diirfen dabei iiberlappen, da diese Teilchen nicht miteinander
reagieren. Protektionsgebiete unterschiedlicher Farbe iiberlappen nie. Man erkennt insbesondere
gegen Ende des Videos, dass sich die Gréfle der Schrittweite pro Zustandsdnderung der lokalen
Teilchendichte anpasst und den Algorithmus damit fiir jede Teilchendichte effizient halt. Er-
eignisse, welche zeitlich ndher als 0.1 liegen, werden in einem Bild zusammengefasst, um das
Video nicht zu lange werden zu lassen. Die mitlaufende Zeit dndert sich erneut nicht linear mit
der Videolaufzeit, da die FP-Ereignisse zu den Réndern der Protektionsgebiete unregelméfig
auftreten.

V.4: reac_of_red_and_green_diff_part_in_ellipse.avi

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen diffusiven Reaktionsprozess
zwischen zwei Teilchensorten in einer Ellipse. Als Protektionsgebiete werden Kreise und Kreis-
sektoren (Approximation Ellipsenrand) verwendet. Der Rest der Beschreibung ist identisch zum
Video V.3.

V.5: reac_only_obstacles_immob_targets.avi

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen diffusiven Suchprozess in einem
quadratischen Gebiet mit diffundierenden (D = 1) Suchern (NK-Zellen, schwarze Kreisscheiben),
welche unbewegliche Ziele (Target-Zellen, griine Kreisscheiben) suchen. Erreicht ein Sucher den
Rand eines Ziels, so gilt dieses als gefunden (hellgriine Farbe) und der Sucher setzt seine Bewe-
gung fort. Die unbeweglichen Hindernisse (Obstacles, graue Kreisscheiben) reflektieren die Tra-
jektorien der Sucher. Als Protektionsgebiete sind Rechtecke, Kreise und Kreissektoren verwendet
worden, welche jeweils in rot dargestellt sind. Die Systemzeit ist unten rechts eingeblendet.

V.6: reac_bystanders_and_obstacles_immob_targets.avi

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen diffusiven Suchprozess in einem
quadratischen Gebiet mit diffundierenden (D = 1) Suchern (NK-Zellen, schwarze Kreisscheiben),
welche unbewegliche Ziele (Target-Zellen, griine Kreisscheiben) suchen. Erreicht ein Sucher den
Rand eines Ziels, so gilt dieses als gefunden (hellgriine Farbe) und der Sucher setzt seine Be-
wegung fort. Die unbeweglichen Hindernisse (Obstacles, graue Kreisscheiben) reflektieren die
Trajektorien der Sucher. Die Bystander (dunkelblaue Kreisscheiben) reflektieren die Trajekto-
rien der Sucher ebenfalls. Im dufleren Bereich (hellblau) jedoch ist die Diffusionskonstante der
Sucher dagegen auf D,.. = 4 erhoht. Als Protektionsgebiete sind Rechtecke, Kreise und Kreis-
sektoren verwendet worden, welche jeweils in rot dargestellt sind. Die Systemzeit ist unten rechts
eingeblendet.

200



V.7: reac_bystanders_and_obstacles_mobile_targets.avi

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen diffusiven Suchprozess in einem
quadratischen Gebiet mit diffundierenden (D = 1) Suchern (schwarze Kreisscheiben), welche
ebenfalls diffundierende (D = 1) Ziele (griine Kreisscheiben) suchen. Treffen Sucher und Ziel
aufeinander, so gilt das Ziel als gefunden und verschwindet, der Sucher setzt seine Bewegung fort.
Die unbeweglichen Hindernisse (graue Kreisscheiben) reflektieren die Trajektorien der Sucher
und Ziele. Die dunkelblauen Kreisscheiben reflektieren die Trajektorien der Sucher. Im &ufleren
hellblauen Bereich ist die Diffusionskonstante der Sucher und der Ziele dagegen auf D,.. = 4
erhoht. Als Protektionsgebiete sind Rechtecke, Kreise und Kreissektoren verwendet worden,
welche jeweils in rot dargestellt sind. Die Systemzeit ist unten rechts eingeblendet.

V.8: intermittent_searchers__diffusive_targets__spherical_
shell .mp4

Das Video zeigt ein Sample des FPKMC-Algorithmus fiir einen intermittierenden Suchprozess
in einer Kugelschale. Die griinen Teilchen wechseln dabei zwischen ballistischen und diffusiven
Phasen, die roten Teilchen bewegen sich rein diffusiv. Nur in der diffusiven Phase reagiert ein
griines Teilchen mit einem der roten Teilchen, sobald der Abstand einen Schwellwert unter-
schreitet. Der entstehende Teilchenkomplex wird anschliefend als blaues Teilchen dargestellt
und setzt seine intermittierende Bewegung fort, bis der heller dargestellte Bereich (oben) auf
der Kugeloberfliache erstmals erreicht wird. Dort wird der Teilchenkomplex absorbiert. Der linke
Teil des Videos zeigt dabei das Sample inklusive der gewéhlten Protektionsgebiete (Kugeln, Ku-
gelsektoren) aller diffundierenden Kugeln. Da nur rote und griine Teilchen miteinander reagieren
koénnen, diirfen nur die so gefdrbten Protektionsgebiete nicht iiberlappen. An dem Ort an dem
ein blauer Teilchenkomplex absorbiert worden ist, verbleibt das zuletzt gewéhlte Protektionsge-
biet (Kugelschale) als Markierung. Der rechte Teil des Videos zeigt zum besseren Verstandnis
noch einmal das gleiche Sample (aus der gleichen Perspektive und zu den gleichen Zeiten), nur
diesmal ohne Protektionsgebiete.
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A. Green-Funktionen elementarer (GGebiete
und die zugehorigen
Wahrscheinlichkeitsdichten p;,, pf und p,

Anhang A listet Green-Funktionen Pp (r,t|rg) des Diffusionsanfangswertproblems

8PD (I‘, t|r0)

5t = DA, Pp(r,tlrg) mit Pp(r,0]rg) = d(r —ro) (A1)

fiir verschiedene elementare Gebiete G und unterschiedliche Randbedingungen in ein, zwei und
drei Dimensionen auf. Eine ausfiihrliche Herleitung der meisten dieser Losungen ist u.a. in [77]
zu finden.

Basierend auf den Green-Funktionen Pp(r,t|rg) sind jeweils die WDichten py, (Gl. (3.7)), py
(GL. (3.9)) bzw. py und p, (Gl (3.10)) berechnet worden. Diese listet der Anhang ebenfalls
auf. Zur Verkiirzung der Notation wird dabei iiberall tg = 0 gesetzt und als Argument in allen
Funktionen weggelassen.

Fiir viele (jedoch nicht alle) dieser WDichten existieren auf der beigelegten DVD im Ordner
,prob_densities_and_rand_generators__diffusion“ C+-+-Implementierungen zu deren Be-
rechnung und zum Generieren von zugehorigen Zufallszahlen.

A.1. Intervalle

A1l R
1 (x — o)
Pp(x,tlxg) = e - A2
Pn
Trivialerweise gilt
pn(z|t,x0) = Pp(x,t|zg) , (A.3)

da keine absorbierenden Rander existieren und somit auch die WDichten p, und py nicht definiert
sind. Bei py,(x|t,z¢) handelt es sich um eine verschobene Normalverteilung, welche durch die
Routine ,rand_x__R.cpp® gesampelt wird. Dabei handelt es sich um eine Implementierung der
Polarmethode [65], welche fiir 10° Samples ca. 34 Sekunden benétigt.

Al1.2. R
A.1.2.1. Reflektierender Rand bei z = 0

OPp (z,t|z0) — | '
[ DBw : |x:0 - 0]/\6 To x

(x — )2 (z + )2
eXp<_ 4Dt0 >+6Xp<_ 4Dt0 )

1

PD($7t|‘T0) = D
T

:
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py, ps UND p,

Pn :
Auch hier gilt

pn(z|t, z0) = Pp(z, t|zo) | (A.5)

da keine absorbierenden Rander existieren und somit auch die WDichten p, und py nicht definiert
sind. Das Generieren von Zufallszahlen geméa8 p,,(z|t, z¢) mithilfe der Implementierung ,,rand_
x__refl_Rplus.cpp“ ist in Abschnitt 4.3.1.1 erldutert.

A.1.2.2. Absorbierender Rand bei z = 0

(Pote =0.tleg) = 0] T 1 g
o[ — (r —x0)? o[ (z + 20)?
P ADt P ADt
Py

Fir die FP-WDichte zum Intervallrand x = 0 gilt:

1
47 Dt

PD(xat’$0) =

:

2
Zo Zo
=20 exp| -2 ). A.
VarDP® eXp( 4Dt> (A7)

(tro) =~ [erf [ 2
xog) = —— |er

Puil|To dt 1Dt
Die Vorgehensweise der zugehorigen Implementierung ,rand_fpt__absorb_Rplus.cpp® ist be-

reits in Abschnitt 4.3.2.1 erlautert.

Pn :
Fir die NPP-WDichte p,, gilt:

(A.8)

(]t 20) 1 [e ( (xxo)2> o p( (w+xo)2>
pn(z|t, x0) = xp| ———— | —exp| ———+——
z ADt ADt
\/477Dt-erf( Jﬁ)

Die Vorgehensweise der zugehdrigen Implementierung ,,rand_x__absorb_Rplus.cpp® ist in Ab-
schnitt 4.3.2.2 erlautert.

A.1.3. [0, L]

Die analytischen Ausdriicke aller Green-Funktionen und der zugehorigen WDichten auf einem
endlichen Intervall [0, L] lassen sich nur mithilfe unendlicher Reihen darstellen. Fiir alle betrach-
teten Green-Funktionen und WDichten existieren jedoch jeweils zwei unterschiedliche Reihen-
darstellungen, welche mittels Poissonscher Summenformel (vgl. [90], S. 466 - 467) ineinander
tiberfithrt werden konnen. Eine der beiden Darstellungen konvergiert schnell (wenige Summan-
den) fiir kleine Zeiten ¢, die andere konvergiert dagegen schnell fir grofle t. Das vereinfacht die
numerische Evaluation der WDichten erheblich. Daher werden nachfolgend jeweils beide Dar-
stellungen angegeben.

Reihen, welche schnell fiir grofle ¢ konvergieren, werden dabei mit dem oberen Label ,,>“ mar-
kiert. Im umgekehrten Fall wird das obere Label ,,<“ verwendet. Steht kein Label an einer
Funktion, so handelt es sich um eine von der Reihendarstellung unabhéngige Aussage.
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A.1. INTERVALLE

A.1.3.1. Beidseitig reflektierender Rand

OPp (2.t 70) _ | } | OPp (x| 7o) —
) S S R )

Pp(z,tlxg) = Pp(x,t|zo) = PS5 (z, t|zo) (A.9)
Fiir die Langzeitdarstellung gilt nach [77] (S. 361):
P35 (x,t|xg) = 1 1+2 i ex —nQWQ Dt | cos (mx) cos (mm ) (A.10)
DA HT0) = 2P\ T L L) ‘

Fir die Kurzzeitdarstellung erhilt man unter Anwendung der Poissonschen Summenformel:

1 = (2kL + = — x0)* (2kL + = + x0)*
P5(x,t = - - : A1l
5 (@, t|z0) 2mk§m (eXp< iDi + exp D0 (A.11)

Pn

Da keine absorbierenden Rénder existieren und somit auch die WDichten p, und p; nicht defi-
niert sind, ergibt sich p,(z|t, zo) = p;, (z|t, o) = pys (z|t, 20) mit

pr(z|t,z0) = Pj(z,txo), (A.12)
pr (zlt,m0) = Pp(x,t[xo) . (A.13)

Die Vorgehensweise der zugehorigen Implementierung ,,rand_x__refl_interval_refl.cpp"
zur Generierung von Zufallszahlen geméf p,, ist in Abschnitt 4.4.2.1 erldutert.

A.1.3.2. Beidseitig absorbierender Rand

[PD(£C =0,tlxg) = O]/\O :Ico 7 /_\[PD(.Z' = L,t|lxg) = O]

Pp(x,t|zo) = Pg(z,t|xo) = PS5 (z,t|x0) (A.14)
Fiir die Langzeitdarstellung gilt nach [77] (S. 360):
P5(z,t]|zo) = Z exp( Dt) sin (Tz) sin <ngazo> . (A.15)

Fir die Kurzzeltdarstellung erhélt man unter Anwendung der Poissonschen Summenformel:

1 & (2kL +  — x0)? (2kL + x + 20)*
< _ _ _ _
PS5 (z,t|z) = 2\/ﬁk£_ (exp( Dt exp 1Dt . (A.16)

Pb :

Daraus ergeben sich fiir die FP-WDichte p; die folgenden beiden Darstellungen:

47D on + 1)%72 on+1
p7 (tlag) = T Z (2n+1) &Dt n(Grtbr (A7)
2 — L2 L
2
o exp(—r]"jt)
S(tlzg) = ———=—"2 A.18
py (tlzo) T D3 (A.18)

> (-1)F

0)2 —20)2
(kL + o) exp(—(ke&}to)) — (kL — z9) exp(—(kewto)ﬂ

2V D3
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py, ps UND p,

Die Vorgehensweise der zu p; gehorenden Implementierung ,,rand_x__absorb_interval_
absorb.cpp” ist bereits in Abschnitt 4.4.3.1 erlautert.

by :
Es gibt zwei mogliche Orte (z = 0 oder # = L) fiir das FP-Ereignis. Die FPP-Wahrscheinlichkeit

pro(t,xo) = p?o(t,zg) = p?o(t,xo), dass das Ereignis am Ort = = 0 stattfindet unter der
Bedingung, dass es zur Zeit ¢ geschieht, ist gegeben durch die beiden Darstellungen

1 sin (fa0) + S n exp(—(”Qgi)”zDQ sin (")
> — n=2
prO(t, w) = 4 )72 P ) (A.19)
sin ( ) Z (2n+1) exp(—”(”%)“pt) sin (W%)
xo+ 3 {(;UO + 2k L) exp (— ELEEER) 4 (g — 2kL) exp(_kL(%t%)ﬂ
pEO(t’xO) - ook:1 L(kL L(kL . (A.20)
) +kz_:1<—1)k|:(kL + 1’0) exp(_k(lzigfm> _ (kL o .%'0) eXP(—k(iD_fm)]
Fiir das Gegenereignis gilt:  py 1.(t,20) =1 —pso(t, zo) - (A.21)

Man beachte, dass die Briiche der FPP-Wahrscheinlichkeiten pio(t, xo) und pio(t, xo) derart er-
weitert sind, dass die Exponentialfunktion des ersten Summanden in Z&hler und Nenner jeweils
verschwindet. Neben dem Geschwindigkeitsvorteil der numerischen Berechnung durch die Er-
sparnis einer Exponentialfunktion garantiert dieser numerische Trick insbesondere im Fall sehr
grofler ¢ fiir p7 (¢, z0) hohere numerische Stabilitit.

Mittels des in Abschnitt 4.4.3.1 vorgestellten Tower-Samplings iiber die beiden FPP-Wahrschein-
lichkeiten py.o(t, zo) und py (¢, x0) generiert die Implementierung ,rand_leave_left__absorb_
interval_absorb.cpp“ zufillige FP-Orte = 0 oder x = L.

Pn :
Fiir die NPP-WDichte p,, ergeben sich die beiden Darstellungen

sin(%x) sin( CL‘o) + Z exp( (n? Uﬂ Dt) 51n(”L”x> sin(’%:pg)
o7 (zlt, o) = , (A.22)
2L sin (%xo) n E exp(— 4n(n+1) Dt) S sin ((2n—£1)7fx0)

n=1

> 2 2
Z (eXp<_ (2kL1—§t—wo) ) _ eXp(_ (2kL1—§—ti-wo) ))

k=—o0
o2v/nDt lerf( r) + k;i::l (—1)k (erf(g]i;%?) —erf (];L\/_Dif))]

Auch der Bruch fir p; (x|t,z) aus Gl. (A.22) ist derart erweitert, dass die Exponentialfunk-
tion des ersten Summanden in Zahler und Nenner verschwindet. Auch hier wird neben der
erhohten Evaluationsgeschwindigkeit auch eine hohere numerische Stabilitit fiir grofie t ge-
wonnen. Die Vorgehensweise der zugehorigen Implementierung ,rand_x__absorb_interval_
absorb. cpp® zur Generierung von Zufallszahlen gemé$ p,, ist bereits in Abschnitt 4.4.3.3 erldu-
tert.

o (wlt, zo) = (A.23)

206



A.1. INTERVALLE

A.1.3.3. Absorbierend bei x = 0 und reflektierend bei x = L

} | OPp (z,t|x
[PD(I N 07t|m0) — O]/\O + i/\[% el = O]

Pp(x,t|lzo) = Pp(z,t|zo) = P (2, t|xo) (A.24)

Fiir die Langzeitdarstellung gilt nach [77] (S. 360):

P35 (z,t]zo) = Zexp( Qn_i_Ll)Dt> <(2n2—;1)71x> Sin<(2n2—zl)wxo> . (A.25)

Fir die Kurzzeitdarstellung erhilt man unter Anwendung der Poissonschen Summenformel:

e — X 2 xr X 2
P (, t|zo) = 2\/717ﬁkz_0(0—1)’C (exp<— (2L th o) >—€Xp<—(2kL ZD: o) )) . (A.26)

Po ¢

Daraus ergeben sich fiir die FP-WDichte p; die folgenden beiden Darstellungen:

o (t|zo) = i 2n+1) exp( WDt) <(2nz—;1)wx0> , (A.27)
< 1 = (2kL + 20)?
py (tlzo) = NADE kzz;) (‘Uk {(%L + o) exp <_4Dt0> (A.28)

e e L}

Die zu pp gehorende Implementierung ,,rand_fpt__absorb_interval_refl.cpp“ greift, wie in
Abschnitt 4.4.4.1 erldutert, direkt auf den zuvor diskutierten Fall beidseitig absorbierender Rén-
der zuriick.

Pn :
Fir die NPP-WDichte p,, folgen die beiden Darstellungen

ﬂ_ SIH(QL) Sln(wxo) +Z exp< n(n—i—Ll%ﬂJDt) Sin((2n—5111)7r x) Sin((?n—‘;lgﬂ 1‘0)
pr (@t 7o) = 2L (n+1)72Dt\ .. [ (2n+1)  (A.29)
Sln(ﬂ'xg) + Z 2n+1 exp( nnLi;r) Slﬂ(%)

> o=t (eXp<—(2kLIf)t_x0)2> - eXp<—(2kLIJ§F$O)2>>

k=—o00
3 k 2(k+1)L-zo _ 2kLta '
2Vt [1_1;::0(_1) (2_erf( 2v/Dt O) erf( 2@0)”

Auch hier greift die zugehorige Implementierung ,rand_x__absorb_interval_refl.cpp“, wie
in Abschnitt 4.4.4.2 beschrieben, direkt auf den Fall eines beidseitig absorbierenden Rands zu-
riick.

pr (x]t, 20) = (A.30)
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py, ps UND p,

A.1.3.4. Reflektierend bei z = 0 und absorbierend bei x = L

I }
[BPDS?IJCO) ’z:O =0 }/\(I) JIUo L /\[PD(CL’ = L, t[zo) = 0]

Pp(z,t|lzo) = Pp(z,tlzo) = PS5 (2, t|xo) (A.31)

Fiir die Langzeitdarstellung gilt nach [77] (S. 360):

P35 (z,t]|zo) = Zexp( 2n4+L)Dt> (Wm) cos (Wx()) . (A.32)

Fiir die Kurzzeitdarstellung erhdlt man unter Anwendung der Poissonschen Summenformel:

1 X (2kL + x — x0)? (2kL + x + x0)?
P5(x,t = — —1)k — — .
5 theo) = 5 7, 22 (eXp< 4Dt e 4Dt

(A.33)
Py :
Daraus ergeben sich fiir die FP-WDichte p; die folgenden beiden Darstellungen:
(2n + 1)272 (2n+ )
o (t|zo) = L2 Z (2n +1) exp( TDt cos | —5r— %0 , (A.34)
1 - ((2k + 1)L + x9)?

(o) = ——— ~1)F S ((2k + 1)L - A.35
pi (tlzo) = g ;§)< ) {(( +1) +9€0)eXp< D (A.35)

+((2k + 1)L — o) exp (_ (@4 L - xoy) } ] |

Die zu pp gehérende Implementierung ,rand_fpt__refl_interval_absorb.cpp“ greift eben-
falls auf den Fall beidseitig absorbierender Rénder zuriick.

Pn :
Fir die NPP-WDichte p,, folgen die beiden Darstellungen

§ - cos( QL) cos(”o) +Z exp( n(n+z%ﬂ2Dt> cos<(2";£)”) cos((2”+21L)7r x0>
pr ([t o) = 2L a0 n(n+1)72Dt\ 1 (2n+1)r (4.36)
cos( ) + Z (-1)" exp(— 73 )2n+1 cos ( 5T :Eo)

>t (exp <—(2kLIf)t_m)2> + exp <—(2kLZBij)2) )

k=—o00
X k (2k+1)L+zo\ (2k+1)L—z
2vnDt ll —g::o(—l) (Q—erf (72\/5 0) erf(im/ﬁ 0))]

Auch hier greift die zugehorige Implementierung ,,rand_x__refl_interval_absorb.cpp® direkt
auf den Fall eines beidseitig absorbierenden Rands zuriick.

pn (x[t, 20) =

(A.37)
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A.1.4. Periodische Rander

[PD(I = O,t‘l’o) = PD(I = L,t|$0)]

Pp(x,t|lzo) = Pg(z,tlzo) = P (z,t|xo) (A.38)

Fiir die Langzeitdarstellung ergibt sich unter Verwendung der Methoden aus [77] (Laplacetrans-
formation, gewohnliche Differentialgleichung 16sen, inverse Laplacetransformation):

2

o0 2
L+2§:@m<_42§_DQ(DS(%?kx—x@)]. (A.39)
n=1

1
Pg(x,ﬂxo) =7

Fir die Kurzzeitdarstellung erhilt man unter Anwendung der Poissonschen Summenformel:

1 > (x — z0 + kL)?
P< , t — _ A . A.40
b (@ tlzo) = 5o k:Z eXp( ADt (A-40)

— 00

Pn :

Da keine absorbierenden Rénder existieren und somit auch die WDichten p, und p; nicht defi-
niert sind ergibt sich p,(x|t, z0) = p;, (z|t,z0) = p; (z|t, xo) mit

pr (z|t,z0) = Pj(z,txo), (A.41)
ps(altyz)) = Pg(z,tlo) . (A.42)

Die zugehorige Implementierung ,rand_x__periodic_interval.cpp“ ist in Abschnitt 4.4.1.1
beschrieben.

A.2. Kreis

A.2.1. Absorbierend bei r = R

/..

(Polr = Ropillrop) = 0)— | B L&

Innerhalb dieses Abschnitts bezeichne oy, ,, die n-te positive Nullstelle der Bessel-Funktion .J,,,.
Es gilt also Jy,(apm,n) = 0 fiir alle m € Z und n € N. Dartiber hinaus gelte die Konvention

(@) = T,
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py, ps UND p,

A211. 0<7mrp <R

Die Green-Funktion eines diffundierenden Teilchens, welches zur Zeit ty = 0 den Radius rg und
den Polarwinkel ¢q besitzt, ergibt sich durch [77] (S. 377):

Pp(r,¢,t[ro, po) = (A.43)
1 ) o Dt\ Im (am,n%) Im (O‘m»n%)
— cos (m (¢ — o)) exp <_a72n,n>
mR? m:z—:oo " nzz:l R? (‘]’:n (Oém,n )2

Dann folgt fiir die FP-WDichte

d R 2T
po(tlro) = o l/ dr deo r Pp(r, 907'5\7“0,@0)] (A.44)
0 0
des FP-Zeitpunktes:
2D & , Dt Jo (c0n%8)
pb(t"ro) = ﬁ nglexp <—Oéo7n‘R2> Oé()m/m . (A45)

Pf :
Die Position eines FP-Ereignisses auf dem Einheitskreis zum Zeitpunkt ¢ ist eindeutig durch den
Polarwinkel ¢ gegeben. Daher bietet es sich an, die FPP-WDichte py beziiglich dieses Winkels
darzustellen. Man erhélt mittels Verwendung von Jp,(z) = (=1)"J_,,(x) fir ganzzahlige m
[141]:

o

. > {cos(m (p— 900))7?; % exp (—a%%n%) Im (am,nrﬂﬁ))}
pr(glt.r0, 00) = o += Ca— : . (A.46)
W; m exp(—a(%’n%) Jo (Oéo,n%)
Pn :

Die NPP-WDichte

TPD(T7 907t‘r07@0)
fOR dr f027l' dSO TPD(Ta 2 t|7"0, 900)

Pn (Tﬂ @‘ta To, 800) = (A47)

ist zum Sampeln eines Ortes innerhalb des Einheitskreises duflerst unhandlich, da es sich um
eine zweidimensionale WDichte handelt, welche im Allgemeinen nicht faktorisierbar ist. Daher
bietet sich die in Abschnitt 2.1.5 vorgestellte Zerlegung mittels bedingter Wahrscheinlichkeiten
an. Im konkreten Fall gelte

Pn (7", 90|t7 To, QOO) = pn,rad(r‘ta 7"0) pn,ang(@“da t, 7o, 990) s (A48)

wobei

2
pn,rad(r|t> TO) = 0 dg@ pn(ra 90|t7 To, QDO) (A49)
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die WDichte des Radius r fiir einen beliebigen Winkel ¢ bezeichnet und

P (7,01t 70, ©0)
5 dcp pn(r, 0lt, 70, ©0)

pn,ang(‘ﬁ‘ra t, 7o, (PO) = (A50)

die WDichte des Polarwinkels ¢ darstellt unter der weiteren Bedingung, dass sich das Teilchen
zur Zeit t beim Radius r befindet. Man erhalt

J() (Ozo’n%) Jo (Oé(),n%)
(71 (e0n))

R2 io:lexp(—az Qgt) (m

rz exp( agnRQ)

Pn,rad(ﬂtﬂ"o) (A.51)

und

pn,ang(§0|r7tar07 900) = 77_( +

(A.52)

A.21.2. 79 =0

Fiir rg = 0 vereinfachen sich die Green-Funktion und die WDichten deutlich, da Jp(0) = 1 und
Jn(0) = 0 Vm > 1 gilt. Daher verbleibt in Gl. (A.43) nur noch der Summand m = 0 und
jegliche Winkelabhéngigkeit verschwindet. Die radialsymmetrische Green-Funktion lautet dann:

Pp(r,p,t) = ]1%2 Zexp( a%nl;2t> (Jj((ao’nf))z (A.53)
1(Q0,n

Pb *

Gl. (A.45) vereinfacht sich zu

2D i Dt a0,
t) . A.54
pb( R2 Z eXp( Qg nR2> t]l(a() n) ( )

Die Vorgehensweise der zu p, gehorenden Implementierung ,rand_fpt__absorb_circle_r0_
eq_0.cpp“ ist in Abschnitt 4.2.1 erldutert.

ps
Der Ort des FP-Ereignisses ist trivialerweise nun gleichverteilt im Polarwinkel, d.h. Gl. (A.46)
wird durch

pr(p) = L (A.55)
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py, ps UND p,

ersetzt.

Pn :

Auch hier ist Polarwinkel unabhéngig von r gleichverteilt im Intervall [0; 27[. Mithilfe von GI.
(A.51) erhalt man:

nijlex ( Oz%ngé)T‘ (J1<(Oz0nR)2
1

Qo,n J1 (aO,n)

pulrlt) = p{so) (r]t,0) = (A.56)

R2 = 2 Dt
21 exp(—ag , 57
n=

Dabei gilt es zu beachten, dass in dieser Definition von p,, der Polarwinkel somit bereits aus-
integriert ist (im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt), also die Normierung fOR dr pnp(r|t) =1
gilt.

Die Vorgehensweise der zu p, gehorenden Implementierung ,rand_r__absorb_circle_r0_eq_
0.cpp® ist in Abschnitt 4.2.3 erlautert.

A.2.2. Reflektierend bei r = R

ro = [[roll

[3PD(T7<P¢|T0,SDO)

or "r‘:R 0]/\

Innerhalb dieses Abschnitts bezeichne a,, 5 die n-te positive Nullstelle der Ableitung der Bessel-
Funktion J,,. Es gilt also J/, (mn) = d‘]m(x |z=am., = 0 fiir alle m € Z und n € N.

Da es keinen absorbierenden Rand gibt, entfallen die WDichten p, und py in diesem Abschnitt.

A221.0<rg <R

Die Green-Funktion eines diffundierenden Teilchens, welches zur Zeit {5 = 0 den Radius rg und
den Polarwinkel ¢q besitzt, ergibt sich durch [77] (S. 378):

PD(n (pvt‘r(]:@()) = (A57)

1 s s Dt J Oémnl Jm O‘m,n?;0
— 14+ Z cos(m(gp—gp@)%exp(—afn’nm) ( R) ( Rz}.

( Jm am,n

mn

m=—0Q

~—

Pn :

Aufgrund der Funktionaldeterminante in Polarkoordinaten gilt:

pn(r790’t7r07§00) =r PD(T, @7“7407@0) . (A58)

Ahnlich der Vorgehensweise im Fall des absorbierenden Rands empfiehlt sich auch hier die
Zerlegung in die beiden eindimensionalen WDichten py, yaqa (Gl. (A.49)) und py ang (Gl (A.50))
an, d.h.

pn(r, @[t 70, 00) = T Pp(r, ¢, t|r0, ©0) = Prrad (7|t 70) Pr,ang (2|7, T, 70, 0) - (A.59)
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A.3. KREISSEKTOR MIT OFFNUNGSWINKEL 0 < ¢ < ©

Man erhélt damit

Pr,rad (7|t 70) % 1+ Z exp( Qg nﬁ;) > (ao,n%) 2 (a20’n7£> (A.60)
(JO(aO,n))

und

Im (am,n%) Im (ozmm%ﬁ’)
(1= 2) (ntone))

7r(1 + § exp( a(z)n]gzt) Jo (ao’n%) o (aOerQ))

n=1 (Jo(ao,n)>2

Z cos (m (¢ — ¢0)) z:: exp( 2 ,n%)

Pn,ang(90|7"7ta7"07%00) = o0 +

(A.61)

A.2.2.2. 79 =0

Fiir rg = 0 vereinfachen sich auch hier die Green-Funktion und die WDichten deutlich. Da-
her verbleibt in Gl. (A.57) nur noch der Summand m = 0 und jegliche Winkelabhéngigkeit
verschwindet. Die radialsymmetrische Green-Funktion lautet dann:

/ nh
1+ Zexp( aonZ§> M] . (A.62)

Pp(r, ¢,
o ((0a.)

Pn

Der Polarwinkel ist unabhéngig von r gleichverteilt im Intervall [0; 27[. Fur die radiale NPP-
WnDichte erhélt man mithilfe von Gl. (A.60):

l—i-ZeXp( O‘Onl;§> W] . (A.63)

pn(r|t) = p7(’L rad ( ‘t 0

Dabei gilt es erneut zu beachten, dass in dieser Definition von p,, der Polarwinkel somit bereits
ausintegriert ist (im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt), also die Normierung fOR dr pp(r|t) =
1 gilt.

A.3. Kreissektor mit Offnungswinkel 0 < ¢ < ©

A.3.1. Radius R ; Reflektierend bei ¢ = 0 und ¢ = ©, absorbierend bei
r=R;rg=20

R
OPp (r,p,t) _
[ 0 V,:@—O]/\: . k\[PD(r:R7<p7t):0]
OPp (r,p,t) _ T
S L] N
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Fiir die radialsymmetrische Green-Funktion gilt

9 Dt\ Jo(aong
Pp(r,p,t) = oR? Z eXP( Oé(Q)nR2> (J1((ozon)))2 ) (A.64)

wobei g ,, die n-te positive Nullstelle der Bessel-Funktion Jy bezeichnet. Es gilt also Jo(am ) =
0 fiir alle n € N.
Ein Vergleich mit Abschnitt A.2.1.2 zeigt, dass sich Pp(r,t) nur um einen normierenden kon-

stanten Proportionalitdtsfaktor von der Green-Funktion Pl()A.53) (r,t) unterscheidet:

2

Pp(r1) = g 2P (1) (A.65)
Pb ¢
Daher muss die FP-WDichte p; identisch zu Gl. (A.54) sein, d.h.
Dt Qa0.n
_— . A.66
pb R2 Z eXp( g nR2> J1(0407n) ( )
ps:
Fiir py ergibt sich dementsprechend
1
b)) =5  weloel. (A67)

Pn :

Die radiale NPP-WDichte py,(r|t) wiederum ist identisch zu Gl. (A.56), d.h.
S Jo (ao n%)
2 Dt :
g::l exp( af nRz) r Ti(aon)?

1
R2 2 Dt
oz%:n exp( %0 n RQ) ao,n J1 (QO,n)

pa(rlt) = (A.68)

Der Polarwinkel ist auch hier gleichverteilt im Intervall [0, O]

A.3.2. Unendlich ausgedehnter Sektor mit 0 < ryg < oo

In diesem Abschnitt bezeichne I,, die modifizierte Bessel-Funktion der Ordnung w [141].
A.3.2.1. Reflektierend bei ¢ = 0 und ¢ = ©

9P (r,p,t|To, R
[ D(r,gw\ro %o0) oo = 0]’\ o = [|rol|

9Pp (r,¢,t|T0,%0) ‘ —
3<p <,D:0 [

Die Green-Funktion ergibt sich durch [77] (S.379):

r24r2
eXp(‘ 4Dt0> rr
0 e %o rTo
Io(2Dt>+2Zcos<n ®>cos( 5 )I <2Dt)

20Dt

PD(T) ¢7t|T07900) = (A69)
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A.3. KREISSEKTOR MIT OFFNUNGSWINKEL 0 < ¢ < ©

Da absorbierende Rénder fehlen, entfallen die WDichten p, und py.

Pn ¢
Aufgrund der Funktionaldeterminante in Polarkoordinaten gilt:
pn (1, ¢lt ro,00) =1 Pp(r, ¢, t|ro, o) -
Auch hier bietet sich die Zerlegung
pu(r, @lt,T0,90) = pnrad(r[t,70) Pn,ang ([T, T, 0, $0)
mit den beiden eindimensionalen WDichten
Prrad(r|t,T0) = /0@ de pn(r,¢lt,To,p0) und

,On(ry §0|t7 To, 300)
(C]
Iy de pu(r, elt, 0, 0)

pn,ang(90|'r’ t,ro, 900) =

an. Dann erhilt man

r2+r[2)
T exp| — 1Dt rro
“(35)

2Dt 2Dt

Pn,rad (T’t, 7'0) =

und

pn,ang((zohlv t, 7o, (100) =
ol (35)

I (%) + 2721 cos (n%) cos (n%) Iz (%) |

(A.70)

(A.71)

(A.72)

(A.73)

(A.74)

(A.75)

Die WDichte py, vad(r|t, 7o) ldsst sich dabei sehr schnell mithilfe der Transformationsregeln aus
Abschnitt 2.1.2 sampeln. Fiir normalverteilte Zufallsvariablen X (ux = 0, 0% = 2Dt) und
Y (uy = ro, 0% = 2Dt) ist die WDichte der Zufallsvariable Z = /X2 + Y2 identisch mit

Pn,rad (’l“|t, TO)-

A.3.2.2. Absorbierend bei ¢ =0 und ¢ = ©

(PD(T’99:@7t|TOa@0):OJ,\ TO:HI‘OH
(oo =0,tlro,p0) = N L2 T¥0L |

Die Green-Funktion ergibt sich durch [77] (S.379):

2_;’_7,
eXp( 4Dt0>
Pp(r, o, tro, o) = —————% Z sin ( ) sin (nm> Inx (

©

Py

Daraus berechnet sich die zugehdrige FP-WDichte:

pu(t|T0, o) =

I 2nt)

20V Dtt o o

fr() eXp( 8Dt> ) ; (2n + 1)71_%00 7"8 I
m|\ ——— g — n L
2 A

(A.76)
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Pf ¢
Fiir den Ort des FP-Ereignisses kommen in diesem Fall beide Schenkel des Sektors in Frage. Die
radiale WDichte

&8
4v/w Dt exp (— 27";;;3) > (2n+1)sin <(2n + 1)%) Teninx (%%)

n=0 ©
oo 2 2
i [ (2nt1l)meo U Ui
rro® > Sln( Ionine 4 —Tntyr 1
n=0 © nze = 2 8Dt nze +3 8Dt

unterscheidet dabei noch nicht zwischen beiden Schenkeln. Daher bedarf es fiir eine vollstdndige
Beschreibung noch der Wahrscheinlichkeiten py (7, t, 70, 90) und pre(r,t, 70, p0) fir ein FP-
Ereignis bei ¢ = 0 bzw. ¢ = © unter der zusétzlichen Bedingung des Radius r des Ereignisses.
Fiir diese Wahrscheinlichkeiten gilt

py(rlt,ro, o) = (A.78)

[o¢]
: TPo S ()
nzlnsm (n 5 )Iﬁ <2Dt)

Pro(r,t,m0,00) = = (A.79)
2n 4+ 1)sin ((2n 4+ 1) T2 ) T oni1ye (202
S @n+Dsin (204 1)78) Tene (555)
und
pf}@(T}t,T[),QOO) =1 _pf((,p = O’T,t, TO,SDO) . (ASO)
Pn ¢
Die NPP-WDichte
r PD(T, P, t"l“(), @0)
Pn(ra@ﬁﬂ"o,%po) - (A81)
fOOO dr f()® d(p r PD(T7 @, t‘T07 SOO)
soll auch hier in die beiden eindimensionalen WDichten py, yaq(7|t, 70) (Gl. (A.72)) und
Pr,ang (@[T, t, 70, p0) (Gl (A.73)) zerlegt werden. Dann gilt
2r2 472\ X . x
2r exp (— TBDZO> nz—:() 2n1+1 sin ((Qn + 1)%) IW (%)
Pn,rad(r’ta TU) - ] ((2n+1)7np_0 (A82)
o0 SIn — e 7"2 7"2
TOV“Dth::O—an [I@n;@w_; (80t> Htleninn o (851&)]
und
o0
m Y sin (n%) sin n%) Inz (%)
pn,ang(@’n t, To, 900) = n:loo (A83)

sin((2n41) T£0
20 ZO( rES )Iw (%)
n=

A.3.2.3. Reflektierend bei ¢ = 0 und absorbierend bei ¢ = ©

(PD(TaQO:@aﬂTOa(pO):O}’_\ To = ||I‘0H

APp (r,;5t|70,90) ’
O »=0

=0
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Die Green-Funktion wird unter Verwendung der in [77] vorgestellten Methodik (Laplacetrans-
formation, gewohnliche Differentialgleichung 16sen, inverse Laplacetransformation) berechnet:

r2+7’§
exp| — 0 on+1 2n+1
PD(T'} g07t‘7'07@0) = (Awt)zcos <(n)7r90> cos ((n)ﬂ-(po Iw (TT()) .

ent = 20 20 26 \ 2Dt
(A.84)
Po :
Fiir p, ergibt sich daraus:
N exp(—gj_?it) N
tiro, = .85
po(tro, o) 167D (A.85)
> 2n + 1)wpq 3 r3
- -1)" (2nt Dreo I ont1yr e N [ 2
;f ) COS( 26 Crgm -3 \ 8Dt ) ~ e +5 \ 8Di
Py

Als FP-Ort kommt in diesem Fall nur der obere Schenkel bei ¢ = © in Frage. Die FPP-WDichte
fiir den Radius r dieses Ortes ist gegeben durch:

2 2 0
2/ Dt exp (-27’8;[0> > (2n+ 1) cos (20 + 1)) Teansns (57
n=0 20

oo 2 2
2n+1 T T
rro® Y cos <( n 23#%0) |:I(2n+l)7T_1 (8[‘))t> — I(2n+1)ﬂ+l <8[0)t>]
n=0 2 2

40 40

py(rlt,ro, po) = (A.86)

Pn :

Die WDichten py, yad(7[t,70) (Gl (A.72)) und py ang(@|7, t, 70, 00) (Gl. (A.73)) sind hier gegeben
durch

(2n+1)7eo
2r 2r24r2 e cos ( 20 )
m exp <_ sD? 0 nZ::O (_1)” 2n n 1 I(Qn;él)w (%)
pn’rad(r|t7r0) - ((2n+1)7r900) (A‘87)
x cos{—se r2 r2
—1 " I n ™ yor I n s =2
und
o
T Z—:o cos (2”;1 %) cos (2”;1 %) I(zn;g)ﬁ (%)
pn,ang(@’n t7 7"0, SOO) = L oS (<2n + 1)@) . (A88)
20 3 (—1)" =L Taneoe (55)
= 2n+1 e \2Dt

A.4. Kugel

Auch fiir die Kugel ist es gelegentlich méglich, zwei verschiedene Reihendarstellungen fiir diesel-
be WDichte herzuleiten. Eine dieser Reihen wird wie gewohnt schnell fiir grofle ¢ konvergieren,
die andere dagegen konvergiert schnell fiir kleine ¢. Reihen, welche schnell fiir grofle ¢ konver-
gieren, werden dabei mit dem oberen Label ,,>“ markiert. Im umgekehrten Fall wird das obere
Label ,,<“ verwendet. Steht kein Label an einer Funktion, so handelt es sich um eine von der
Reihendarstellung unabhéngige Aussage oder es existieren keine zwei verschiedenen Reihendar-
stellungen.
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py,, py UND py,

A.4.1. Absorbierend bei R

(PD(T = R7 2 19715‘7‘078007190) =0

Innerhalb dieses Abschnitts bezeichne a,, die n-te positive Nullstelle der Bessel-Funktion

Jm+;. Es gilt also J,, 1 (amn) = 0 fiir alle m € Ng und n € N. Dariiber hinaus gelte die
2

dJm+%(x)

Konvention J/ (@) =—F

2

A411. 0<rg< R
Die Green-Funktion lautet nach [77] (S. 382) in diesem Fall

1
Pp(r, ¢, 9, t‘?‘o, (,00,190) W (A.Sg)
00 0 J 1|« ’ ro Jm 1 (a 7 s
Z 2m+1 (@719,@07190>)Zexp (_ agn’ng;> m+2( mnR) +2(2mnR) |
m=0 n=1 (Jr/n—i-% (am,n))

wobei P, das m-te Legendre-Polynom ist und u(p, 9, v, Jp) € [—1, 1] den Kosinus des Winkels
zwischen r und ry bezeichnet, d.h
r-ro

K=
[ - {rol|

= sin(¥o) cos(po) sin(F) cos(p) + sin(Yy) sin(pg) sin(?) sin(p) + cos(dy) cos(¥?) .
(A.90)

Um die Notation innerhalb dieses Abschnitts zu vereinfachen, soll nun 0.B.d.A. angenommen
werden, dass das sphérische Koordinatensystem derart orientiert ist, dass ¥g = 0 gilt. Mittels
unitdrer Drehungen kann dieses Koordinatensystem immer erreicht werden. Dann sind alle nach-
folgenden rdumlichen WDichten unabhingig von ¢ und neben dem Radius r nur abhéngig vom
Polarwinkel ¥ € [0; 7).

Py :
Fir die FP-WDichte

d R 2m T )
pltr) = [/0 ar [“do [T r2smw>PD<T,¢,ﬁ,t|r07¢o,ﬁo>] (A.91)

des FP-Zeitpunktes folgt aus Gl. (A.89):

o (tro) = —Z exp( nT sm( 7 ) . (A.92)

Aufgrund der Orthogonalitit der Legendre-Polynome enthélt p; (¢|rg) damit nur noch den Sum-
manden fiir m = 0. Die positiven Nullstellen «g, der einzig verbleibenden Bessel-Funktion

Jij2(x) = \/= sin(z) sind identisch mit den Nullstellen des Sinus, d.h. alle natiirlichzahligen
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A.4. KUGEL

Vielfachen von w. Daher ist es moglich mittels Poissonscher Summenformel ([90], Seite 466 -
467) einen Ausdruck herzuleiten, welcher schnell fiir kleine ¢ konvergiert:

1 =r 2
pb< (t’?“o) 27,0@ Z [( 72) exp ( _ (R(Qk 4;i 0) ) (A93)

2
pr:

FP-Ereignisse konnen nur auf der Kugeloberfliche stattfinden, also bei r = R. Daher verschwin-
det r in der FPP-WDichte py. Es gilt:

sin(¥)

T M8

(2n + 1) P, (cos(v?)) Z exp

( Dt) Oy 1 (Oém,n F())
Oé
m.n g2 J;H% (mn)

To
It 7o) = —V
pf( ‘ TO) 27T\/E

(A.94)

Pn :

Aufgrund der Funktionaldeterminante in Kugelkoordinaten und der Unabhéngigkeit beziiglich
des Azimutalwinkels ¢ durch obige Wahl ¢y = 0 gilt:

r?sin(9) Pp(r, ¢, 9, t|ro, 0, %0 = 0)

(1, 0|t, o) = . A.95
paltiiotol S dr [ do r2sin(9) Pp(r, ¢, 9, t|ro, g0, 9o = 0) .
Auch hier bietet sich die Zerlegung
pr(1,9t,70) = prrad(T]t,70) pnang (V|7, T, 70) (A.96)
mit den beiden eindimensionalen WDichten
Prrad(T[t,70) = / d9 pn(r,d|t,r9) und (A.97)
0
Pn(ra 19‘1:’ To, 190)
n,an 9 7t7 = 77 A.
P s g( |r 7’0) fo dﬁ pn(T,19|t,7“o) ( 98)
an. Dann erhdlt man fiir die radiale WDichte py, yaq(7|t, r0) die Reihendarstellungen
Tro _ 2Dt s [ nmrg nmr
§ o sm( T )sm( )—i— Z exp( (n? - )r Rz)sm( T )sm( 7 )
pn,rad(T’t7T0) = ﬁ ()t (A‘99)
sin (%) + Z exp( (n? —1)m2 gﬁ) sin (%) ——
und
r = 2k+r—mr, 2 2k+r-+r 2
2v/rDt k:Z—oo (eXp (( Dt = ) — eXp (( Dt ) ) )
pfl’rad(ﬂt,ro) = = . (A.100)
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py, ps UND p,

Abschlielend gilt fiir die WDichte des Polarwinkels #:
pn,ang(ﬁln t, rO) = (A.lOl)

sin () § (2m + 1) Py, (cos(9)) ijl exp <_ o2, Dt> Jm+% (amm%) Ty (amm%)

7n 2
m=0 R

A41.2. 7g=0

Fiir 79 = 0 vereinfachen sich die Green-Funktion und die WDichten deutlich. Es verbleibt nach
Berechnung des Grenzwertes 19 — 0 mittels ’Hospitalscher Regel in Gl. (A.89) nur noch der
Summand m = 0 und jegliche Winkelabhéngigkeit verschwindet. Fiir die radialsymmetrische
Green-Funktion existiert daher sowohl eine Reihe, welche schnell fiir kleine ¢ konvergiert, als
auch eine Reihe, welche schnell fiir grofle ¢ konvergiert:

1 & 5 oDt . (nmr
P5(r,p,9,t) = SR, nz::lexp (— ™n R2> nsin <R) , (A.102)

o
_r2 —(2kR+7)? _ —(2kR—71)?
€xp <4lgt> + Z <2k}§+r eXp( ( 4D:rr) ) - ZME - exp( ( 1Dt s ))

PD< </r7 (p7 197 t) = k:1 3 (A'103)
8 (wDt)2
Py :
Daraus ergeben sich die beiden Darstellungen der FP-WDichte:
27r2D Dt "
s Z exp ( 2R2> (=1)"*tn?, (A.104)

2 o 2
s (t) = 2\/7%52 ( R%’“ﬂ”)( zg,f (2k—1)) . (A.105)
Py :

Die WDichte des Ortes des FP-Ereignisses ist fiir 7o = 0 aus Symmetriegriinden konstant auf
der Oberfliche der Kugel. Zusammen mit der Funktionaldeterminanten erhélt man daher die

FPP-WDichte
sin(¥
pr(9) = 22V (A.106)

im Polarwinkel. Der Azimutalwinkel ¢ ist gleichverteilt auf dem Intervall [0; 27[

Pn :

Auch hier ist ¢ gleichverteilt und die WDichte des Polarwinkels ¥ geméafi G1. (A.106) im Intervall
[0; 7] gegeben und damit unabhéngig von r. Fir die radiale NPP-WDichte erhélt man die beiden
Darstellungen:

. sin (’%) + n§2n exp(fw (n? — 1) ) sm(%)
RS exp(—m2(n? — 1)B4) (~1)"

n=2

. (A.107)
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A.4. KUGEL

pe(r|t) = lim p(i';(?o)(ﬂt,ro) (A.108)

ro—0 "

o) o) un- (552

2D Qm 2R 2 exp(_mggﬁ))
k=1

(A.109)

Dabei gilt es zu beachten, dass in dieser Definition von p, Polar- und Azimutalwinkel bereits
ausintegriert sind, also die Normierung fOR dr pp(rlt) =1 gilt.

A.4.2. Reflektierend bei R

OPp (ryp,9,t|ro,0,90) _
or r=R

Innerhalb dieses Abschnitts bezeichne oy, , die n-te positive Losung der Gleichung

1

fir alle m € Ng, n € N. Dabei bezeichnet J,_, 41 erneut die halbzahligen Bessel-Funktionen und
2
/ .
J 11 deren Ableitung.

A421. 0<7ro <R
Die Green-Funktion ist nach [77] (S. 382) gegeben durch

3 1 >
Pp(r,¢,9,t|ro, o, J0) = + > (2m+ 1) Py (u(e, 9, 0,90)) (A.111)

o 3 2
47 R 27 R?\/rro o
2 2 Dt
i Xmon exp<_am,nﬁ) Jm.;_% (am,n%) Jm_i_% (am,n%)
’ 2
n=1 (a2, , —m?—m) (Jm+% () )

wobei P, das n-te Legendre-Polynom ist und (e, d, po, %) € [—1,1] den in Gl. (A.90) einge-
fihrten Kosinus des Winkels zwischen r und rg bezeichnet.

)

Um die Notation innerhalb dieses Abschnitts ebenfalls zu vereinfachen, soll nun o.B.d.A. an-
genommen werden, dass das sphérische Koordinatensystem derart orientiert ist, dass ¥ = 0
gilt. Mittels unitdrer Drehungen kann dieses Koordinatensystem immer erreicht werden. Dann
sind alle nachfolgenden rdumlichen WDichten unabhéngig von ¢ und neben dem Radius r nur
abhéngig vom Polarwinkel ¥ € [0; 7].

Da es keinen absorbierenden Rand gibt, entfallen die WDichten p;, und py.

Pn :

Es gilt:
pn(rv ﬂ‘ta TO) = TQ Sln(ﬁ) PD (7“, 2 197 t|7"0, ©0, Q90 = O) . (A112)
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py, ps UND p,

Ahnlich der Vorgehensweise im Fall des absorbierenden Rands empfiehlt sich auch hier die
Zerlegung in die beiden eindimensionalen WDichten p;, 1aq (Gl. (A.97)) und pp ang (Gl. (A.98)),
d.h.

Pn(T, 80|ta To, 900) = pn,rad(T|ta TO) pn,ang((;oh'v t, TO) . (All?’)
Man erhilt damit
392 9r X sin (ag n R) sin (0407”}%) , Dt
t = — — — Al114
pn,rad(r’ 7r0) R3 Rro ~ sin2 (ao,n) exp ( Qo n R2 ) ( )
und
) 3\/F70 00 )
sin(9) | =4~ + 20(2771 + 1) Py, (cos¥)) 21 Qmn(r,t,10)
m= n=
Pr,ang (D], ,70) . N . (A.115)
3\/W o § sin (aomﬁ) sin (ao,nﬁ) exp ( o2 Dt
\/7T —1 Sin2 (Oéo’n) 0.n RZ
mit
a2 exp(—a2 LYYV T i (amn) T 1 (amns
Qun(r, t,m0) = —— ( o R2> s ( - R) m+22( m,nR) (A.116)
(020 = m? = m) (T 1 () )
A4.2.2. rg=0
Der Grenzwert 79 — 0 in Gl. (A.111) liefert die radialsymmetrische Green-Funktion
3 1 & oy sin (Oé(]m%) , Dt
Pp(r,t — — . A117
(rt) = AT R3 + 2mr R? Z sin? (g ) P < on g2 > ( )

Pn :

Die WDichte des Polarwinkels ¥ ist folglich unabhéngig von r und daher durch die rechte Seite
aus Gl. (A.106) gegeben . ¢ ist gleichverteilt auf [0; 27[. Fir die radiale NPP-WDichte gilt:

32 2r & Qop sin (ao,n%) , Dt
t — - — |- A118
mlrlt) = T+ s -~ ey e (b s ) (A119

Dabei gilt es zu beachten, dass in dieser Definition von p, Polar- und Azimutalwinkel bereits
ausintegriert sind, also die Normierung fOR dr pn(r|t) =1 gilt.

A4.23. o =R

Der Fall g = R ergibt sich unmittelbar durch direktes Einsetzen in Abschnitt A.4.2.1. Dennoch
werden die daraus resultierenden Vereinfachungen hier explizit dargestellt, da das Verschwinden
des Parameters 7 ein mogliches Sampeln enorm vereinfacht. Aulerdem basieren die in Abschnitt
8.3.1.2 vorgestellten Ausdriicke fiir Dyeo und To(5, D) [3] direkt auf diesem Spezialfall.

Die Green-Funktion ist gegeben durch

3
Pp(r, ¢, 0,t/@0,90) = ;3 QWRQ@ Z (2m + 1) P (1, 9, 0, 0))

2 2 Dt
X O exp(_am,n ﬁ) Jm+% (am,n%)

(@Fn

(A.119)

n=1 —m?— m) Jm—i—% (Oém’n)
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A.5. KUGELSEK. M. POLAR-W. © UND RADIUS R; REFL. MANTEL, ABSORB. KAPPE; rg = 0

Pn :
Gl. (A.114) vereinfacht sich zu
32 2r X sin (ao,n%) , Dt
pn,rad(r|t7 TO) = ﬁ + ﬁ 2 W exp _ao,nﬁ . (A120)

Fiir die WDichte des Polarwinkels unter der zusétzlichen Bedingung des Radius vereinfacht sich
Gl. (A.115) zu

pn,ang(ﬁ“}ta TO) = (A121)
o Q2 exp(—oz2 %)J 1(amn£)
in(d) | 24 2m + 1) Py, (cos o mn i) mis A TR
)| 2+ Z o DP coo0) & ame)
RPN
VR T =1 sin () Om K2

A.5. Kugelsektor mit Polarwinkel ® und Radius R;
reflektierender Mantel, absorbierende Kappe; ro = 0

(Vo el0:2n,9 € [0:60] : Po(r=R,0.9,t)=0

R

ro=||ro|[=0

[Vre0:RlLpeoon]: Poletn| g

Fiir die radialsymmetrische Green-Funktion Pp(r, ¢, 9,t) = P5(r,¢,9,t) = P5(r,¢,9,t) gilt
= nmr
P5(r,p,9,t) = 2 (1 e nz:le ( mn? ) nsm( ) (A.122)
00 B 2 . - 2
o (1) 32 (208 s (<2572 ) - 2 (<5507
PD< (’r7 SD’ /197 t) = =1

N

4 (1 —cos(0)) (mDt)
(A.123)

Ein Vergleich mit Abschnitt A.4.1.2 zeigt, dass sich Pp(r,¢,®¥,t) nur um den normierenden
konstanten Proportionalitatsfaktor 2/(1—cos(©)) von den Green-Funktionen in den Gln. (A.102)
und (A.103) unterscheidet.

Py :
Daher muss die FP-WDichte p, im beiden Fillen identisch sein, d.h.
A.104 27r2D Dt
o7 () = 7 3 e (- mn ) (1", (A.124)
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py,, py UND py,

S(0)=py () =

o W) ( 2P | o 1) ) L (A125)

2\/ 3t Z ( 4Dt R2
ps ¢

Der Ort des FP-Ereignisses ist gleichverteilt auf der Oberfliche der sphérischen Kappe, woraus
sich die FPP-WDichte des Winkels ¢ ergibt:

sin(v)
1—cos®

() = 9 €[0;0]. (A.126)

Der Winkel ¢ des FP-Ortes ist erneut gleichverteilt im Intervall [0; 27|

Pn :

Auch hier ist die WDichte des Polarwinkels 9 geméafi Gl. (A.126) im Intervall [0; ©] gegeben und
¢ gleichverteilt auf [0; 27].
Die radiale NPP-WDichte py,(r|t) wiederum ist identisch zu Abschnitt A.4.1.2, d.h.

. sm( ) + Z n exp( 2(n? - 1) )sm(”gr)

e 1—n§2exp(—< 1B (1"

oy (rlt) = pr A1 (rft) = : (A.127)

pr (rlt) = p A1 (r|t) (A.128)
op(35) +r S (@0 4o (<85 ) - ok (24527 |

2Dt (x/th “9RY exp(—W))

k=1
(A.129)
A.6. Kugeloberfliche
big aréOS(M(SDa 9, ¢0,9))
I
0 \y
T 2
P
Die Green-Funktion ist gegeben durch
1 & D
Pp(p,9,t, ¢o,90) = pe) Z(Qn + 1) exp (— n(n + 1)R2t> P, (e, 9, 0,90)) , (A.130)
n=0
wobei P, das n-te Legendre-Polynom ist und u(p, 9, ¢o,99) € [—1, 1] den Kosinus des Winkels
zwischen r und rg bezeichnet mit ||r|| = ||ro|| = R, d.h.
p=r ]'%20 — sin(Wo) cos(o) sin(9) cos(g) + sin(do) sin(o) sin(¥) sin(p) + cos(¥o) cos(®) .

(A.131)
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A.7. SPHARISCHE KAPPE MIT ABSORBIERENDEM RAND UND ¥y =0

Da die Kugeloberfldche keine Rander besitzt, kann nicht zwischen reflektierenden und absorbie-
renden Szenarien unterschieden werden und die beiden WDichten p, und py sind nicht definiert.

Pn

Um die Notation zu vereinfachen gelte auch hier 0.B.d.A. 99 = 0. Dann ist der Winkel ¢ gleich-
verteilt in [0; 2] und die NPP-WDichte des Polarwinkels ist gegeben durch

pn(O[t) = % Z (2n + 1) exp ( n(n + 1)}?2 )Pn (cos(®)) . (A.132)

A.7. Spharische Kappe mit absorbierendem Rand und ¥y = 0

A.7.1. Halbkugeloberfliche

(Vo e [0:2n]: Pp(p,0 =

Die Green-Funktion lautet

[e.e]

Pp (.9, (— (2 + 1)(2n + 2) }? >P2n+1(c0s(19)) L (AI33)

Pb :

Daraus folgt die FP-WDichte des FP-Ereignisses, d.h. des erstmaligen Erreichens von ¢ = 7/2:

(t) = % i_oj (Pon(0) = Pons2(0)) (20 + 1)(2n + 2) exp ( —(2n+1)(2n + 2)5275) (A.134)

Explizites Berechnen der Differenz der Legendre-Polynome vereinfacht die FP-WDichte zu

ot -5 Z o (2n 4+ 2)1 (4n+3)(2n + 2)

D
92n+2 ((n + 1)!)2 b <_ (2n+1)(2n + 2)R2t) . (A.135)

Pr

Die WDichte des FP-Ortes ist durch die Wahl 99 = 0 konstant entlang des Rands der Halbkugel
(¢ =7/2). D.h. fiir die FPP-WDichte p; des Azimutalwinkels gilt:

pr(g) = —— . (A.136)

Pn :
Auch hier ist die WDichte des Azimutalwinkels zeitunabhéngig gleichverteilt im Intervall [0; 27].
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A. GREEN-F. ELEMENTARER GEBIETE UND DIE ZUGEHORIGEN WDICHTEN py,, py UND py,

Die NPP-WDichte des Polarwinkels dagegen ist zeitabhéngig und lautet
2T dp Pp(p, 9, t)R? sin 9

pn('mt) = o T 5 (A137)
o de [i* dY" Pp(e,¥, t)R?sin’
(3 cos(¥9) + ioj (4n + 3) Papt1 (cos(?9)) exp (—(4n6 + 6n)]?2t>> sin ¢
- e (A.138)
34 2 (Pn(0) = Pans2(0)) exp (—(4nb + 6n) Bt)
(3 cos() + 3 (4n + 3) Papt1 (cos(9)) exp ( (4nS + 6n) Lyt )) sin v
- 0211 (2n+2)! (4n+3) (A.139)
3 _1\n nrs): \an _ 6 D
2 nZ::l( 1 22"+2(2n+1)((n+1)!)2 eXP ( (4n® + 6n) R? t)

Dabei sind in der Darstellung die Briiche erneut so erweitert, dass der erste Summand jeweils
frei von einer Exponentialfunktion ist. Auch hier beschleunigt dies die Evaluation und gibt fiir
grofle t numerische Stabilitét.

A.7.2. Polarwinkel ©

(Ve el0:2n]: Po(p,0=6,t)=0

(2an, + 1) Py, (cos(9)) < D >
, U, 1) ex ap (o, + 1 ,
((P 27TR2 Z an + 1)Pan+1(u®) I:%PE(COS(@))} e=an b ( i )R2
(A.140)

wobei oy, € RT die n-te positive Losung der Gleichung
P,, (cos(©)) =0 (A.141)

bezeichnet und P, die Legendre-Funktion [110] der reellwertigen Ordnung e ist. Folglich stellt
%Pe die Ableitung der Legendre-Funktion nach der Ordnung dar [152,153]. Fiir © = 7/2 erhélt
man den im vorherigen Abschnitt diskutierten Spezialfall einer Halbkugel.

Py :
Fir die FP-WDichte des FP-Ereignisses, d.h. des erstmaligen Erreichens von ¢ = O gilt:

i tn (Pa 1 (c08(8)) — Pa, 1 (cos(©)))
po(t ) Py, +1 (cos(O)) [%PG(COS(G))L:%

Ps ¢
Die WDichte des FP-Ortes ist durch die Wahl ¥g = 0 konstant entlang des Rands der Halbkugel
(¢ = ©). D.h. fiir die FPP-WDichte p; des Azimutalwinkels gilt:

1

Pf(@) = o

exp( an(an + 1)}?2 ) . (A.142)

(A.143)
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A.7. SPHARISCHE KAPPE MIT ABSORBIERENDEM RAND UND ¥y =0

Pn :

Auch hier ist die WDichte des Azimutalwinkels zeitunabhéngig gleichverteilt im Intervall [0; 27].
Die NPP-WDichte des Polarwinkels dagegen ist zeitabhangig und lautet

JZ™dyp Pp(p,d,t)R?sin

pn(’lg‘t) = 27rd fOe iy’ PD(QO,I?’,t)R2 sin (A.144)
(2a, + 1) Py, (cos(19)) D
sin ¥ exp| —an(ay + 1) 57t
B nzl (an, + 1) Py, +1(cos(©)) {%Pg(cos(@))L:an p( ( )R )
T TE Pt (@0800)  Payn (cos(0)] )
exp( —an (o, + 1)t
,;(an + 1) Py, +1 (cos(©)) [%Pe(cos( ))} . p( R )
(A.145)

Die numerische Evaluation von Legendre-Funktionen und deren Ableitungen ist fiir grofie nicht
natiirlichzahlige Ordnungen duflerst schwierig. Da keine ausreichend gute Implementierung in
den C++-Bibliotheken ,Boost* [91] und ,,GSL*“ [64] vorhanden ist, ist der in [154] vorgestellte
Algorithmus fiir die numerische Berechnung implementiert worden.
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B. Stationare Differentialgleichungen fiir die

Momente einer First-Passage-
Wahrscheinlichkeitsdichte p

Betrachtet werden soll ein orts- und zeitaufgelostes Teilchen in einem Gebiet G, welches sich in
unterschiedlichen Zusténden a befinden kann. Diese Zustdnde unterscheiden sich durch die Art
der in ihnen stattfindenden konvektiven und diffusiven Bewegung.

P, (x,t|x',#,a’) bezeichne dabei die rdumliche (unnormierte) WDichte, das Teilchen im Zu-
stand o zum Zeitpunkt ¢ am Ort x zu finden unter der Bedingung, dass es zum Zeitpunkt ¢
am Ort x’ im Zustand o gestartet ist. Das Teilchen fiihrt stochastisch Zustandsinderungen
a — [ geméf ortsabhingiger Raten f,5(x) durch. Zur Wahrung der Allgemeinheit sei es wei-
terhin erlaubt, dass das Teilchen zustands- und ortsabhéngig mit einer Rate k,(x) das System
komplett verlassen darf. Dariiber hinaus besteht die Moglichkeit das System beim Erreichen
gewisser Randabschnitte G, zu verlassen.

Die allgemeine Mastergleichung fiir dieses Reaktions-Konvektions-Diffusionssystem ist dann ge-
geben durch

gPa (X,t|X,,t/, o/) = (B.1)

ot
_ Z oo, [’UM ) Py (x,t|x’,t’,o/)} + Z 8%6% [ a,ij (X) Pa (x,t\x',t’,o/)}

+ Z fBa (x) Ps (x tIx', ', a ) - (Z fap (x)) + ko(x)| Pa (x,t|x/,t/,a/) .

B#a B#a

Handelt es sich bei den Zustédnden o um ein kontinuierliches Spektrum, so sind in obiger Master-
gleichung und in allen folgenden Termen die Summen durch entsprechende Integrale zu ersetzen.
Mit der Definition L, (x) = —Y; %vaﬂ( X)+ 2 amlax D, ;; (x) folgt die verkiirzte Schreib-
weise:

gtPa (x,t!x’,t',o/) = L, (x)P, (x,t\x’,t’,o/) (B.2)

+ > foa (%) Ps (x, 1%, ¥, ) — (Z fus (x)) + ka(%)| Pa (%t #, ) .

B#a B#a
Die zugehorige Backward-Gleichung [85] hat die Gestalt

0

aPar (x’,t’]x,t, a) = (B.3)

OP, (x',t'|x,1, a)] [ O* Py (X', |x,t, a)]
=D |Vai (%) =2 |Daij (%)

ihj

(Z Jap (x [ (x t'|x,t a) — Py (xﬂﬂx,t,ﬂ)} ) + ko (x) Py (x',t/|x,t,a) )
B
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Mit L (x) = 32, Vai (X) 8%2_ + 3255 Daij (%) %;xj folgt auch hier die verkiirzte Schreibweise:

0

%Pa/ (x',t'|x,t, a) = —Lt(x)Py (X',t'|x,t,a) (B.4)

«

+( Z fap (%) {Pa/ (x',t'|x,t,a) — P, (x',t'|x,t,ﬁ)} ) + ko (x) Py (X',t’|x,t,a) .
B

Die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ noch im System zu sein, wenn bei x im Zustand « zum
Zeitpunkt ¢’ begonnen wurde, ist gegeben durch

w (X,a,t,t'> = Z/del P, (X',t|x,t’,a> ) (B.5)
B

p (t|x, a,t') sei die FP-WDichte das System zum Zeitpunkt ¢ zu verlassen, damit gilt:

oW (x,a,t,t) IP, (%', t|x,t', )
AT ) = Yy — / Y ’ sV
p (t|x, a,t ) == % /G dx 5 . (B.6)

B.1. Das erste Moment T (x,a,t’) = [Ftp (t|x,a,t’) dt

Der zeitliche Erwartungswert T (x, o, ') des Verlassens von G, falls zum Zeitpunkt ¢ am Ort x
im Zustand « gestartet wurde, ist damit gerade das erste Moment von p (t|x, a, t'), also:

T(X,a,t') = /t/oo dt t- p(t\x,a,t') (B.7)

[ee) / /
= —Z/dx’ gt ¢ O (Xt a) (B.8)
T Ja t ot
= t'+ /dx' Oodt P, (X, t|x,t, o) , B.9
5[ o0 [ n (<m ) o

wobei im letzten Schritt partiell integriert wurde. LaBt man L auf T (x, o, ') wirken, so erhlt
man unter Verwendung der Backward-Gleichung (B.4):

LT (x)T (x,a,t') = /d’ Tdt L (x) P " tx,t, B.10
LT (x,0,t) ;Gx [ I (x) ) (% tx, 1, ) (B.10)

/

o0 OP, (X', t|x,t, «
:Z/de’ /t dt [ 1 ( (%'/ ) (B.11)
v

+ ( Z fap (X) [P7 (x’,t!x,t’,a) - P, (x’,t\x,t',ﬁ)} ) + kao(x) P, (x',t\x,t’,a)
BF#a

Da alle Ubergangsraten (fas, ko) , die Geschwindigkeitskomponenten v,,; und die Diffusions-
komponenten D, ;; zeitunabhéngig sind, ist das System zeittranslationsinvariant, d.h. es gibt
eine Funktion ¢ mit P, (x/,t|x,t', o) = g(t—t',x,%x/, o, ) fiir alle ¢, ¢'. Daraus folgt insbesondere,
dass

oP, (X', tIx,t',a)  OPy (X, t|x,t, )

- - - = . (B.12)
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Dies fithrt zu

Lt x)T (x, a t’)

«

L /
ot ;_3t Z/ / di [8P x/ t|X t, ) (B13)
p # ot

+ < Z fap (x) {Pv(x’,t\x,t’, a) — Py(x, t|x, t’,ﬁ)} ) + ko (x) Py (%', t]x, 1/, 04)]

p#a

= Z/de’ {— 8(x —x")00, + {(Z Jap(x [ (X', t|x, ', o) — Py(x’,t\x,t',ﬁ)D

B#a
+ko(x) Py(x', t]x, 1/, a)}] (B.14)
= —1+<Zfa5(x) {{Z/dx'/ dt Py(x', t]x, t’,a)} — {Z/dx’/ dtPW(X',tx,t’,ﬁ)}D
BAa ’Y G t ~ G t
T (x,a,t")—t T(x,8,t')—t/
X dx’ oodt P, (X t|x,t, o . B.15
L fax [ a2 (otxte) ) (B.19
T(x,a,t")—t/

Setzt man 0.B.d.A. ' = 0 und liasst das Argument ab sofort weg, so folgt:

Lt (x =3 fag(x ) =T (x,8)] + ka(x) T (x,a) — 1 (B.16)
B

B.2. Das n-te Moment T, (X, a,t’) =/t p (t|x,a,t’) dt

Fiir das n-te Moment gilt analog zu Gleichung (B.7):

T, (x,a,t') = dt t" - t\x o t) (B.17)
/ /
- —Z/ i [ ap . O X T 0) (B.18)
& ot
= t'”—{—nZ/ dx’ dt t"'P, (x’,t|x,t’,a) : (B.19)
~ G t/

Anwenden von LY (x) auf T}, (x, a, ') liefert analog zu oben:

LY (x) Ty <x,a,t') = nZ/ dx’ dt t" LY (x) Py(X,tx, 1, @) (B.20)
G t’
OP,(x/,t|x,t', a)
= dx' [ dpt| - PO, B.21
= [ dx [ "y (B.21)

+ ( 5™ fus (0 [PuX . ) = Pt 9)] ) o) Pyt )
B#a
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8t’::—8tnz/ dx’ oodt g1 aP»y(X,,t|X,t/,CJé)
~Ja t ot

+ ( Z fap (x) {Py(x’,t\x,t’, a) — Pv(x’,tlx,t’,ﬁ)} ) + ko (x) Py (X', t|x, ¥, a)]
B#a

/

=-nT, 1(x,a, t')+n2/dx' Ofit t”_ll(Zfaﬁ(x) [P'Y(X/, tlx,t', o) — Py(x, t|x, ¥, B)D
y G t

pF#a

+ ko(x) Py (X', t]x, ¥, 04)]

= n Tk t) 4 3 fa (09 [Tl ) = T, B8] + kaGo) (Tt = 7).

BFa

Mit t' = 0 erhalt man somit fiir das n-te Moment:

LE (0 Tu(x,0) =Y Fap(x) [T (x,0) = T (%, 8) | + ka(x) Tu(x,0) = n Ty (x, @)
BFo
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