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Götz S. Uhrig

Romanus Dyczij-Edlinger

Elke Neu-Ruffing

03.08.2017

Univ.-Prof. Dr. Guido Kickelbick

Heiko Rieger

Univ.-Prof. Dr. Dr. h. c. Heiko Rieger

Univ.-Prof. Dr. Giovanna Morigi

Univ.-Prof. Dr. Götz S. Uhrig
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zung anderer als der angegebenen Hilfsmittel angefertigt habe. Die aus anderen Quellen oder indirekt
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Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation untersucht die Nichtgleichgewichtsdynamik des eindimensionalen transver-
salen XY-Modells sowie des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf dem Quadratgitter nach
Quenchs eines oder mehrerer Parameter ihrer Hamiltonoperatoren. Das eindimensionale System ist in-
tegrabel und sein Hamiltonoperator kann durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen
diagonalisiert werden. Demgegenüber ist das zweidimensionale transversale Ising-Modell nichtintegra-
bel und kann nicht analytisch gelöst werden. Für das eindimensionale transversale XY-Modell wird
die Zeitentwicklung verschiedener Observablen wie Magnetisierung, Korrelationsfunktionen und Ver-
schränkungsentropie mithilfe von Freie-Fermionen-Techniken berechnet und mit den Resultaten einer se-
miklassischen Theorie zur Beschreibung des Relaxationsprozesses verglichen. Zudem wird gezeigt, dass der
stationäre Zustand des Systems durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann. Die
Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells wird mithilfe eines Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens bestimmt und das System nach verschiedenen Quenchprotokollen auf Thermalisierung
untersucht, d. h. es wird die Frage beantwortet, ob sein stationärer Zustand durch das kanonische Gibbs-
Ensemble beschrieben werden kann. Weiterhin wird mithilfe von zeitabhängiger Mean-Field-Theorie auf
Grundlage der BBGKY-Hierarchie die Ausbreitung einer zu Beginn lokalen Störung untersucht.

Summary

The thesis at hand studies the non-equilibrium dynamics of the one-dimensional transverse-field XY mo-
del as well as of the two-dimensional transverse-field Ising model on the square lattice after quenches
of one or more parameters of their Hamiltonians. The one-dimensional system is integrable and its Ha-
miltonian can be diagonalized by a transformation to a system of free fermions. In contrast to this the
two-dimensional transverse-field Ising model is nonintegrable and cannot be solved analytically. For the
one-dimensional transverse-field XY model the time evolution of different observables like magnetization,
correlation functions and entanglement entropy is computed with free fermion techniques and compared
to the results of a semiclassical theory for the relaxation process. Moreover it is shown that the statio-
nary states of the system can be described by the generalized Gibbs ensemble. The time evolution of
the two-dimensional transverse-field Ising model is determined with a variational Monte Carlo method
and the system is tested for thermalization after different quench protocols, i.e. the question is answe-
red whether its stationary state can be described by the canonical Gibbs ensemble. Furthermore using
time-dependent mean field theory based on the BBGKY hierarchy the spreading of an initially local
perturbation is studied.
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wirkungsquenchs rt-VMC-Verfahren - numerische Integration Schrödingergleichung . . . . 133
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Nachbarn für 2D-TFIM auf 12× 12 - Gitter nach Wechselwirkungsquenchs . . . . . . . . . 157

4.35 Wahrscheinlichkeitsverteilung Magnetisierung / gleichzeitige Korrelationsfunktion nächster
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1 Einführung zur Nichtgleichgewichtsdynamik

1.1 Motivation: Der Quantencomputer

Quantenmechanische Effekte spielen bei vielen Anwendungen in der modernen Technik eine bedeutende
Rolle. Als Beispiele seien der in Festplatten genutzte Riesenmagnetowiderstand (GMR-Effekt), die Supra-
leitung, der Laser oder das Elektronenmikroskop genannt. Weiterhin haben Kenntnisse der Bandstruktur
von Festkörpern die moderne Halbleitertechnik einschließlich des Transistors sowie der Diode und da-
mit das gesamte Digitalzeitalter erst ermöglicht. Darüber hinaus beruhen bildgebende Verfahren in der
Medizin auf Basis von Röntgenstrahlung ebenso wie die Magnetresonanztomographie (nuclear magnetic
resonance, NMR) ebenso auf quantenphysikalischen Effekten wie die Strahlentherapie. Diese Aufzählung
ist weit davon entfernt, vollständig zu sein, liefert jedoch bereits ein Bild davon, wie wichtig die Quan-
tenmechanik für viele mittlerweile als alltäglich empfundene Dinge geworden ist. Dabei ist der Mehrheit
der oben genannten Anwendungen gemein, dass bei ihrer Entwicklung und technischen Umsetzung die
Konzepte und der mathematische Formalismus der Quantenmechanik, der auf die Formulierung der Ma-
trizenmechanik durch Werner Heisenberg, Max Born und Pascual Jordan [1–3] bzw. die Formulierung
der Wellenmechanik durch Erwin Schrödinger [4–7] in den Jahren 1925 und 1926 zurückgeht, nur selten
direkt zum Einsatz gekommen sind.
Eine große Ausnahme hiervon bilden Quantencomputer, die aktuell Gegenstand von Forschung und Ent-
wicklung sind. Die Idee des Quantencomputers geht zurück auf Richard Feynman, der bereits 1982 er-
kannte, dass quantenmechanische Systeme ein bedeutend größeres Potential zur Verarbeitung von Infor-
mationen besitzen als die korrespondierenden klassischen Systeme [8]. Drei Jahre später konnte David
Deutsch in der Theorie zeigen, dass die Konstruktion eines Quantencomputers möglich ist [9]. Quan-
tencomputer arbeiten auf Basis quantenmechanischer Zustände und nutzen das Superpositionsprinzip
sowie quantenmechanische Verschränkung. Die Grundlage des Quantencomputers bilden dabei sogenann-
te Qubits, die als Analogon zu einem Bit eines klassischen Computers die kleinste Speichereinheit eines
Quantencomputers darstellen und durch ein quantenmechanisches Zweizustandssystem realisiert werden
können, dessen Zustände durch eine Messung eindeutig voneinander unterscheidbar sind. Mehrere Qubits
werden wie bei einem klassischen Computer zu einem Register zusammengefasst, welches als Quanten-
register bezeichnet wird. Ein Quantencomputer führt Algorithmen aus, indem er eine programmierbare
Abfolge an Gattern auf das initialisierte Quantenregister anwendet. Dieses entwickelt sich daraufhin in
einen Endzustand, der das Ergebnis der Rechnung enthält. Die Konstruktion eines Quantencomputers
stellt eine große technische Herausforderung dar, da mehrere zum Teil in Konflikt zueinander stehende
Anforderungen gleichzeitig erfüllt werden müssen. Hierzu gehören die Präparation des Anfangszustan-
des, lange Kohärenzzeiten, möglichst universelle Gatteroperationen sowie das Auslesen des Zustandes
der Qubits. Da mit Quantencomputern jedoch die Hoffnung verbunden ist, verschiedene physikalische
und mathematische Probleme bedeutend schneller und effizienter als mit einem klassischen Computer
lösen zu können, erscheinen diese Anstrengungen als gerechtfertigt. Der erste Quantenalgorithmus, der
eine Aufgabenstellung nachweislich schneller lösen konnte als ein klassischer Algorithmus und damit die
theoretischen Möglichkeiten von Quantencomputern aufzeigte, war der Algorithmus von Deutsch [9], der
auch als das Problem von Deutsch bekannt ist und bestimmt, ob eine auf einem Bit operierende Funktion
(f : {0, 1} → {0, 1}) konstant (f(0) = f(1)) oder balanciert (f(0) 6= f(1)) ist. 1992 wurde die Idee durch
Deutsch und Jozsa auf eine beliebige Zahl an Eingabebits verallgemeinert (Deutsch-Jozsa-Algorithmus
bzw. Problem von Deutsch und Jozsa) [10]. Der von Deutsch in [9] vorgeschlagene Algorithmus war
nicht deterministisch. Seine Erfolgsquote lag bei lediglich 50%. Der Deutsch-Jozsa-Algorithmus aus [10]
hingegen war zwar deterministisch, benötigte jedoch im Gegensatz zum Algorithmus von Deutsch zwei
Funktionsauswertungen statt nur einer. 1998 wurde der Algorithmus durch Cleve et al. weiter verbessert,
sodass nur noch eine Funktionsauswertung benötigt wurde und der Algorithmus dennoch deterministisch
blieb [11]. Zwei weitere bedeutende Quantenalgorithmen sind der Shor-Algorithmus [12] sowie der Grover-
Algorithmus [13–15], die beide vom Deutsch-Jozsa-Algorithmus inspiriert wurden. Der Shor-Algorithmus
stellt ein Faktorisierungsverfahren dar und berechnet einen nichttrivialen Teiler einer zusammengeset-
zen Zahl. Eine erfolgreiche Implementierung auf einem Quantencomputer mit einer großen Anzahl an
Qubits (zur Faktorisierung einer Zahl N wird ein Quantencomputer mit ln(N) Qubits benötigt) wäre ein
bedeutender Fortschritt in der Kryptographie, da er nur eine polynomielle Laufzeit aufweist und somit
bedeutend schneller arbeitet als alle Faktorisierungsalgorithmen auf einem klassischen Computer. Der
Grover-Algorithmus ist ein Quantenalgorithmus zur Suche in einer unsortierten Datenbank. Die Anzahl
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der benötigten Schritte ist dabei für eine Datenbank mit N Einträgen von der Ordnung O(
√
N) und der

Speicherbedarf des Algorithmus ist von der Ordnung O(ln(N)). Die drei genannten Quantenalgorithmen
gehören zu den bedeutendsten Quantenalgorithmen und werden verwendet, um zu überprüfen, ob ein
Computer wirklich quantenmechanisch rechnet.
Nachdem es sich bei Quantencomputern über längere Zeit hinweg nur um ein theoretisches Konzept ge-
handelt hat, konnten 1998 die ersten Quantencomputer in Experimenten realisiert werden. Diese basier-
ten auf der Verwendung von Kernspins als Qubits. Am IBM Almaden Research Center konnten Chuang
et al. mit einem Quantencomputer den Deutsch-Algorithmus [16] sowie die einfachste Anwendung des
Grover-Algorithmus mit vier verschiedenen Zuständen [17] ausführen. Hierzu wurden Chloroformmo-
leküle (CHCl3) in einer Lösung verwendet, wobei das betrachtete Molekül durch ein in ihm vorhandenes
13C-Atom gegenüber den anderen Molekülen gekennzeichnet war. Gemessen wurden die Kernspins des
Kohlenstoff- und des Wasserstoffatoms des Chloroformmoleküls, sodass sich ein Quantencomputer mit
zwei Qubits und somit vier möglichen Zuständen ergeben hat. Im gleichen Jahr wurden durch Jones et al.
am Oxford Centre for Molecular Sciences mithilfe von Quantencomputern, die ebenfalls auf der Grundla-
ge von NMR funktionierten, der Deutsch-Algorithmus [18] und der Grover-Algorithmus [19] ausgeführt.
Im Jahre 2001 konnte wiederum am IBM Almaden Research Center und wiederum auf der Grundlage
von NMR durch Vandersypen et al. auf Basis eines Perfluorobutadienyl-Eisen-Komplexes erstmals ein
Quantencomputer realisiert werden, der 7 Qubits umfasste und den Shor-Algorithmus ausführte [20].
Eine andere mögliche Realisierung eines Quantencomputers wurde 1995 an der Universität Innsbruck
durch Cirac und Zoller vorgeschlagen [21]. Hierbei handelte es sich um einen Quantencomputer auf Basis
kalter Ionen gefangen in einer linearen Falle, die mit Laserstrahlen manipuliert werden können. Die Er-
zeugung von Quantengattern erfolgt dabei durch Kopplung der Ionen. Monroe et al. gelang im gleichen
Jahr am National Institute of Standards and Technology (NIST) die von Cirac und Zoller theoretisch
beschriebene Erzeugung eines controlled NOT-Gatters (CNOT) [22], bei dem es sich um ein universelles
logisches Quantengatter handelt. Die zu seiner Erzeugung notwendigen zwei Qubits waren dabei in inne-
ren und äußeren Freiheitsgraden eines einzelnen gefangenen Atoms gespeichert, das durch Laser gekühlt
wurde. Die Realisierung eines funktionsfähigen Quantencomputers nach der Beschreibung von Cirac und
Zoller gelang wiederum an der Universität Innsbruck am Institut für Experimentalphysik. Im Jahre 2003
konnte ein auf in Ionenfallen gespeicherten 40Ca+-Ionen basierender Quantencomputer realisiert werden,
der den Deutsch-Jozsa-Algorithmus ausführte [23]. Brickman et al. gelang 2005 an der Universität von
Michigan die Ausführung des Grover-Algorithmus auf einem Quantencomputer aus zwei in einer Falle
gefangenen 111Cd+-Ionen [24]. In weiteren Experimenten an der Universität Innsbruck gelang 2005 erst-
mals die Erzeugung eines Quantenregisters aus 8 verschränkten Qubits, welche wiederum durch gefangene
40Ca+-Ionen realisiert wurden [25]. Die Anzahl der 40Ca+-Ionen im Quantenregister konnte bis 2011 auf
14 gesteigert werden. Ebenfalls 2011 konnte durch Ospelkaus et al. am NIST gezeigt werden, dass in einer
Falle gefangene Ionen auch mittels Mikrowellen für den Einsatz in einem Quantencomputer verschränkt
werden können und somit nicht zwangsweise komplexe, raumfüllende Lasersysteme erforderlich sind, son-
dern auch miniaturisierte Mikrowellenelektronik dafür ausreichend ist [26].
Von größerer Bedeutung als die bisher genannten Konzepte eines Quantencomputers, insbesondere für
technische Anwendungen, sind jedoch Realisierungen von Quantencomputern auf einem Chip. Die Erzeu-
gung des ersten Quantenprozessors aus einem Festkörper gelang DiCarlo et al. im Jahre 2009 an der Yale
University in New Haven [27]. Der supraleitende Quantenprozessor hatte eine Größe von 7 × 2 mm und
wurde bei 13 mK betrieben. Er umfasste zwei Qubits, die jeweils aus einer Milliarde Aluminiumatomen
bestanden. Die Aluminiumatome jedes Qubits verhielten sich dabei wie ein einzelnes Atom, das zwei
Zustände annehmen kann. Im gleichen Jahr konnten Politi et al. von der Universität Bristol einen auf
optischen Schaltkreisen basierenden Quantenprozessor mit vier Qubits auf einem Silica-on-Silicon-Chip
erzeugen, der den Shor-Algorithmus ausführen konnte [28]. Im Jahre 2011 schließlich wurde von D-Wave-
Industries der erste kommerzielle Quantencomputer vorgestellt. D-Wave One umfasste 128 Qubits. Auch
wenn sich der Prozessor der Kritik ausgesetzt sah, dass er kein echter Quantenprozessor sei, konnten
in [29] zumindest einige Quanteneigenschaften nachgewiesen werden. Die Nachfolgemodelle D-Wave Two
und D-Wave 2X aus den Jahren 2013 und 2015 umfassten bereits 512 bzw. 1152 Qubits. Die Prozessoren
sind supraleitend mit Betriebstemperaturen von wenigen mK (15 mK im Falle von D-Wave 2X) und zur
Lösung komplexer Optimierungsprobleme ausgelegt. Erworben wurden sie bislang von Lockheed Martin
(D-Wave One, D-Wave Two, D-Wave 2X), einem Konsortium von Google, der NASA und der URSA
(D-Wave Two, D-Wave 2X) sowie dem Los Alamos National Laboratory (D-Wave 2X).
Trotz der sehr vielfältigen beschriebenen Konzepte zur Realisierung eines Quantencomputers sind die
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zugrundeliegenden Konzepte immer die gleichen. Um die Funktionsweise und möglichen technischen
Schwierigkeiten eines Quantencomputers zu verstehen, werde im Folgenden zunächst ein einzelnes Qubit
betrachtet. Seien |0〉 und |1〉 zwei Zustände, die eine Basis des zweidimensionalen Hilbertraumes des
Qubits bilden. Dabei sind |0〉 und |1〉 nicht notwendigerweise orthogonal zueinander und der Erwar-
tungswert der Energie in |1〉 sei höher als in |0〉. Der Zustand des Qubits kann dann allgemein in der
Form

|Ψ〉 = c0 |0〉+ c1 |1〉 mit c0, c1 ∈ C und |c0|2 + |c1|2 = 1 (1.1)

geschrieben werden. Diese Möglichkeit von Superpositionszuständen stellt den entscheidenden Unter-
schied zwischen einem Quantencomputer und einem klassischen Computer dar. Um nun aufwändigere
Algorithmen durchführen zu können, werden mehrere Qubits zu einem Quantenregister zusammenge-
fasst. Sei N die Anzahl der Qubits des Quantenregisters. Der Hilbertraum des Quantenregisters ergibt
sich dann als direktes Produkt der Hilberträume der einzelnen Qubits und ist von der Dimension 2N .
Als Basis des Hilbertraumes des Quantenregisters wird die Menge {|n1n2 . . . nN−1nN 〉} mit ni ∈ 0, 1 der
Produktzustände verwendet. Der Zustand des Quantenregisters kann dabei eine beliebige Überlagerung
aller Basiszustände des Produkthilbertraumes sein im Gegensatz zu einem Register in einem klassischen
Computer, in dem jedes Bit den definierten Wert 0 oder 1 hat. Hieraus ergibt sich die Existenz ver-
schränkter Zustände, d. h. von Zuständen, die nicht als direktes Produkt der Zustände der einzelnen
Qubits des Quantenregisters geschrieben werden können. Ein Beispiel für einen solchen verschränkten
Zustand eines Quantenregisters aus zwei Qubits ist |Ψ〉 = 1√

2
(|01〉+ |10〉).

Zur Erläuterung zweier Effekte, die die Funktionsweise eines Quantencomputers beeinträchtigen können,
werde nun wieder ein einzelnes Qubit betrachtet. Da ein Qubit niemals vollständig von seiner Umgebung
isoliert werden kann, wird sich im Laufe des Zeit Dekohärenz ergeben. Hierunter ist zu verstehen, dass
die Superposition verschwindet und das Qubit mit durch |c′0|2 bzw. |c′1|2 gegebenen Wahrscheinlichkeiten
im Zustand |0〉 bzw. |1〉 angetroffen wird. Das Qubit geht somit von dem anfänglichen reinen Zustand
|Ψ〉 mit der Dichtematrix

ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ| = |c0|2 |0〉〈0|+ |c1|2 |1〉〈1|+ c∗0c1 |0〉〈1|+ c0c
∗
1 |1〉〈0| (1.2)

in einen gemischten Zustand mit der Dichtematrix

ρ̂′ = |c′0|2 |0〉〈0|+ |c′1|2 |1〉〈1| (1.3)

über. Dabei ist |c′0|2 + |c′1|2 = 1, aber nicht notwendigerweise |c′0|2 = |c0|2 bzw. |c′1|2 = |c1|2. Das Qubit
verhält sich nach Verlust der Kohärenz wie ein klassisches Bit. Die Dekohärenzzeit, d. h. die Zeit, bis der
Zustand des Qubits seine Kohärenz verloren hat, hängt dabei entscheidend davon ab, wie gut das System
gegenüber seiner Umgebung isoliert ist. Der Verlust der Kohärenz ist ein Problem, das ausschließlich
Quantencomputer betrifft.
Neben dem Verlust der Kohärenz muss für den Zustand eines Qubits auch Relaxation berücksichtigt
werden. Hierunter ist zu verstehen, dass ein System bestrebt ist, seine Energie zu minimieren, indem
es einen energetisch möglichst niedrigen Zustand einnimmt. Dies wurde oben bereits durch c0 → c′0
und c1 → c′1 angedeutet. Sofern das Qubit nicht perfekt gegenüber seiner Umgebung isoliert ist und es
Energie an diese abgeben kann, wird die Wahrscheinlichkeit, es im energetisch höheren Zustand |1〉 vor-
zufinden, mit der Zeit abnehmen. Doch selbst bei einer perfekten Isolierung wird sich eine zeitabhängige
Wahrscheinlichkeit ergeben, das Qubit in den Zuständen |0〉 und |1〉 vorzufinden, sofern diese keine Eigen-
zustände des Hamiltonoperators darstellen. Diese Zeitentwicklung wird als Nichtgleichgewichtsdynamik
bezeichnet. Werden mehrere Qubits zu einem Quantenregister zusammengefasst, so verkompliziert sich
die Situation noch weiter, da nun im Falle von Wechselwirkung zwischen den Qubits die Zeitentwicklung
eines jeden Qubits nicht mehr individuell bestimmt werden kann, sondern immer die Zeitentwicklung des
gesamten Quantenregisters als ein quantenmechanisches Vielteilchensystem bestimmt werden muss. Das
Verständnis der Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensysteme ist somit von ent-
scheidender Bedeutung, um einen funktionsfähigen Quantencomputer realisieren und die in einem Quan-
tenregister gespeicherten Resultate der Rechnung des Quantencomputers korrekt auslesen zu können.
Der das Quantenregister beschreibende Hamiltonoperator hängt dabei von der konkreten Realisierung
des Quantencomputers ab.
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1.2 Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensysteme

Neben der im vorangegangenen Abschnitt erläuterten Bedeutung der Nichtgleichgewichtsdynamik quan-
tenmechanischer Vielteilchensysteme für Quantencomputer stellt ihre Erforschung auch abseits dieser
konkreten Anwendung einen Forschungsschwerpunkt der Quantenphysik dar, der viele neue und zum
Teil überraschende Erkenntnisse hervorgebracht und zum tiefergehenden Verständnis der Quantenme-
chanik und ihrer Beziehung zur klassischen Physik beigetragen hat. In den vergangenen Jahren wurde
die Nichtgleichgewichtsdynamik einer Vielzahl quantenmechanischer Vielteilchensysteme untersucht. Im
Fokus theoretischer Studien standen dabei vor allem Standardmodelle wie das Ising-Modell [30–62], das
XY-Modell [31, 36, 63–68], das XX-Modell [31, 69], das Heisenberg-Modell (XXZ-Modell) [70–81], das
Hubbard-Modell [82–90] sowie das Bose-Hubbard-Modell [58, 60, 91–102]. Die Untersuchungen haben
sich jedoch nicht auf diese beschränkt, sondern neben den genannten Standardmodellen wurden auch
das Luttinger-Modell [103, 104], das Sine-Gordon-Modell [105], Hard-Core-Bosonen [106–111] bzw. kor-
relierte Fermionen auf einem Gitter [112, 113], freie Bosonen [114], das Falicov-Kimball-Modell [115],
das Landau-Ginzburg-Modell [116], das Aubry-André-Modell [117], das Lieb-Liniger-Modell [77], das
q-Bosonen-Modell [118], das Bose-Gas [119] sowie verschiedene feldtheoretische Modelle [120–125] unter-
sucht. Review-Artikel zum aktuellen Stand der Forschung in Bezug auf die Nichtgleichgewichtsdynamik
quantenmechanischer Vielteilchensysteme können beispielsweise in [126–128] gefunden werden.
Dank des technischen Fortschrittes sind die Studien zur Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechani-
scher Vielteilchensysteme heutzutage nicht mehr auf theoretische Untersuchungen beschränkt, sondern
es ist mittlerweile möglich, entsprechende von ihrer Umgebung isolierte Systeme unter Laborbedingungen
zu erzeugen und gezielt zu manipulieren. Dies erlaubt einerseits, Vorhersagen der theoretischen Studi-
en zu überprüfen, hat andererseits aber auch zu neuen Erkenntnissen geführt, welche Änderungen der
theoretischen Beschreibungen und Modelle erforderlich gemacht haben. Neben den bereits besproche-
nen experimentellen Realisierungen von Quantencomputern auf Grundlage von in Ionenfallen gefangenen
40Ca+-Ionen am Institut für Experimentalphysik der Universität Innsbruck [23, 25] bzw. 111Cd+-Ionen
an der Universität von Michigan [24] wurden in [129] durch Porras und Cirac sowie in [130] durch Frie-
denauer et al. Quantenmagnete mithilfe gefangener Ionen simuliert. Kim et al. konnten 2011 mithilfe
in Ionenfallen gefangener 171Yb+-Ionen das transversale Ising-Modell simulieren [131]. Weiterhin gelang
Jurcevic et al. im Jahre 2014 in [132] die experimentelle Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik
des eindimensionalen transversalen Ising-Modells mit langreichweitiger Wechselwirkung mithilfe gefan-
gener 40Ca+-Ionen . Ein Review-Artikel über Quantensimulation auf Grundlage gefangener Ionen kann
in [133] gefunden werden.
Neben in elektromagnetischen Fallen gefangenen Ionen haben optische Fallen für die experimentelle Rea-
lisierung quantenmechanischer Vielteilchensysteme eine große Bedeutung erlangt, da Sie auch das Ein-
fangen neutraler Atome sowie eine nahezu perfekte Isolation der in ihnen gefangenen Atome von der
Umgebung erlauben. Auf diese Weise wird die wichtigste Quelle von Dekohärenz innerhalb des Systems
eliminiert und bei der Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik können lange Zeiten erreicht werden.
Das Einfangen von Atomen in optischen Fallen gelang erstmalig 1998 durch Anderson und Kasevich [134].

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung (a) eines gegenüber seiner Umgebung isolierten Systems und
(b) eines offenen Systems, das mit seiner Umgebung wechselwirkt, beispielsweise durch Austausch von
Energie und Teilchen.
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Im Folgenden wurden beispielsweise die Zeitentwicklung von Bose-Einstein-Kondensaten [135, 136], von
Fermigasen [137–140] sowie des Bose-Hubbard-Modells [141, 142] untersucht. Letzteres wurde dabei in
den genannten Referenzen jeweils durch 87Rb-Atome in einem optischem Gitter realisiert.
Die theoretischen Betrachtungen der Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensys-
teme erfolgen in der Regel am Temperaturnullpunkt und die Systeme werden als perfekt isoliert ge-
genüber ihrer Umgebung angenommen. Die Unterschiede zwischen isolierten Systemen und solchen, die
mit ihrer Umgebung in Wechselwirkung stehen, sind in Abbildung 1.1 veranschaulicht. Bedingt durch
die Isolation treten keine Dekohärenzeffekte auf und die Gesamtenergie des Systems ist zeitlich erhalten.
Experimentelle Untersuchungen haben das Ziel, diesem Ideal möglichst nahe zu kommen. Um beispiels-
weise Vielteilchensysteme aus Atomen bei tiefen Temperaturen aufzubauen, haben sich optische Fallen
in Verbindung mit einer Laserkühlung bewährt. Während die Atome wie bereits erläutert wurde durch
die optische Falle sehr gut gegenüber ihrer Umgebung isoliert sind, erlaubt die Kühlung durch Laser das
Erreichen von Temperaturen im Bereich weniger mK.
Sowohl die theoretischen Rechnungen als auch die Experimente zur Untersuchung der Nichtgleichge-
wichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensysteme haben zum Teil neue und unerwartete Effekte
offenbart. Hierzu gehören beispielsweise dynamische Phasenübergänge [50,56,84,85,87,116,143–146]. Ein
dynamischer Phasenübergang bezeichnet ein nichtanalytisches Verhalten in der Zeitentwicklung eines
Systems außerhalb des Gleichgewichts. Ein weiteres interessantes Phänomen stellt Präthermalisierung
dar [53, 82, 86, 146, 147]. Der Begriff wurde von Berges et al. in [148] geprägt und bezeichnet das Vor-
handensein eines Zeitintervalls in der Zeitentwicklung des Systems, während dessen sich das System
in einem quasistationären Zustand befindet, in dem einige, jedoch nicht alle Observablen mit thermi-
schen Erwartungswerten übereinstimmen. Zu späteren Zeiten erfolgt unter Umständen ein Übergang in
einen thermischen Zustand. Ob dieser Übergang auftritt, hängt unter anderem von den Erhaltungsgrößen
des Systems ab. Ein Review-Artikel über Präthermalisierung kann in [149] gefunden werden. Schließlich
konnte noch gezeigt werden, dass für bestimmte quantenmechanische Vielteilchensysteme der Relaxati-
onsprozess im Rahmen semiklassischer Theorien mithilfe sich ballistisch durch das System bewegender
Quasiteilchen beschrieben werden kann. Zu diesen Systemen gehören beispielsweise das eindimensionale
transversale Ising-Modell [43, 45] sowie das eindimensionale transversale XY-Modell [68]. Bei den Qua-
siteilchen der semiklassischen Theorie handelt es sich für diese beiden Modelle in der ferromagnetischen
Phase um gebrochene Kopplungen zwischen den Spins. Auf das eindimensionale transversale Ising- und
XY-Modell sowie die semiklassische Beschreibung ihrer Nichtgleichgewichtsdynamik wird im weiteren
Verlauf der vorliegenden Dissertation noch detailliert eingegangen werden. Der Relaxationsprozess des
Bose-Hubbard-Modells kann ebenfalls semiklassisch beschrieben werden. Die Ausbreitung einer Störung
in Form von Quasiteilchen konnte durch Chenau et al. in [141] an einem eindimensionalen ultrakalten
Gas bosonischer Atome in einem optischen Gitter, das in in der Mott-isolierenden Phase mit einfacher
Besetzung jedes Gitterplatzes betrachtet wurde, auch experimentell nachgewiesen werden. Bei den Quasi-
teilchen der semiklassischen Theorie für das Bose-Hubbard-Modell handelt es sich um Doublonen (doppelt
besetzte Gitterplätze) und Holonen (unbesetzte Gitterplätze). Ihre Erzeugung und Bewegung durch das
System sind in Abbildung 1.2 dargestellt.

(a) (b)

Abbildung 1.2: (a) Ein eindimensionales ultrakaltes Gas bosonischer Atome in einem optischen Gitter
mit einfacher Besetzung eines jeden Gitterplatzes, beschrieben durch den Hamiltonoperator des Bose-
Hubbard-Modells, wird zu Beginn in einem Zustand tief in der Mott-isolierenden Phase präpariert. Durch
instantane Änderung der Tiefe des Gitters (Quench) wird das System aus dem Gleichgewicht gebracht. (b)
Nach dem Quench entstehen an jedem Gitterplatz verschränkte Paare von Quasiteilchen, die jeweils aus
einem Doublon und einem Holon bestehen, die sich in entgegengesetzter Richtung ballistisch durch das
System bewegen mit der konstanten Geschwindigkeit v/2. Die Abbildungen wurden aus [141] entnommen.
Reprinted by permission from Macmillan Publishers Ltd: Nature 481, 484-487, copyright 2012.
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Neben der experimentellen Beobachtung der Ausbreitung einer Störung im Bose-Hubbard-Modell in
Form von Quasiteilchen konnte in [132] durch Jurcevic et al. Quasiteilchendynamik auch in einem Viel-
teilchensystem bestehend aus Ionen in einer Falle, dessen Hamiltonoperator dem des eindimensionalen
transversalen Ising-Modells mit langreichweitigen Wechselwirkungen entsprach, beobachtet werden.

1.2.1 Zentrale Fragestellungen der Nichtgleichgewichtsdynamik

Nach dem kurzen Überblick über den Stand der Forschung der Nichtgleichgewichtsdynamik quanten-
mechanischer Vielteilchensysteme, werde sich nun den physikalischen Grundlagen der Untersuchungen
zugewandt. Hierzu wird ein isoliertes quantenmechanisches Vielteilchensystem betrachtet, welches zum
Zeitpunkt t0 aus dem Gleichgewicht gebracht wird. Auf Möglichkeiten, das System aus dem Gleichge-
wicht zu bringen, wird später eingegangen werden. Nachdem das System aus dem Gleichgewicht gebracht
wurde, entwickelt sich sein Zustand unter der Wirkung des Hamiltonoperators Ĥ unitär in der Zeit gemäß
der Schrödinger-Gleichung

|Ψ(t)〉 = e−ıĤ(t−t0) |Ψ(t0)〉 . (1.4)

Unter der unitären Zeitentwicklung ist die Gesamtenergie des Systems erhalten und ein anfänglich rei-
ner Zustand bleibt aufgrund fehlender Dekohärenz für alle Zeiten ein reiner Zustand. Ziel sowohl der
theoretischen als auch der experimentellen Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdynamik quantenme-
chanischer Vielteilchensysteme ist die Beantwortung der folgenden zwei Fragen:

(i) Wie breitet sich ein Signal durch das System aus?

(ii) Wie sieht der stationäre Zustand des Systems aus?

Die erste Fragestellung befasst sich unter anderem damit, mit welcher Geschwindigkeit sich ein Signal
durch das System ausbreitet. Bei dem Signal kann es sich beispielsweise um eine lokale Störung des
Anfangszustandes des Systems handeln. Lieb und Robinson konnten in [150] zeigen, dass für quanten-
mechanische Vielteilchensysteme, deren Hamiltonoperator nur Terme mit Wechselwirkungen endlicher
Reichweite enthält, eine obere Schranke für die Geschwindigkeit existiert, die sogenannte Lieb-Robinson
Bound (LRB). Der Wert der LRB muss für jedes System separat bestimmt werden und wird von den Pa-
rametern seines Hamiltonoperators abhängen. Weitere Erläuterungen zur LRB finden sich beispielsweise
in [151]. Neben der Geschwindigkeit eines Signals ist in höherdimensionalen Systemen auch die Metrik von
Bedeutung, der die Signalausbreitung durch das System folgt. Während sich in kontinuierlichen Systemen
eine Störung gemäß der euklidischen Metrik ausbreitet, findet für Gittermodelle die Manhattan-Metrik
Anwendung, d. h. die Störung kann sich nur entlang Kopplungen zwischen Gitterplätzen fortpflanzen und
Abstände zwischen Positionen werden in Einheiten der Gitterkonstante gemessen. In Abbildung 1.3 ist
die Messung von Abständen gemäß der Manhattan-Metrik und der euklidischen Metrik dargestellt.

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung der
Bestimmung von Abständen (a) gemäß der
Manhattan-Metrik und (b) gemäß der euklidischen
Metrik. Hierbei bezeichnet − einen Abstand von
1 vom Mittelpunkt, − einen Abstand von 2 und
− einen Abstand von 3. Während Positionen glei-
chen Abstandes nach der Manhattan-Metrik auf ei-
nem um π/2 gegenüber den Gitterachsen gedrehten
Quadrat liegen, liegen Positionen gleichen Abstan-
des nach der euklidischen Metrik auf einem Kreis.

Die beschriebene Unterscheidung zwischen einem Kontinuum und einem Gittermodell erscheint auf den
ersten Blick offensichtlich, jedoch ist andererseits bekannt, dass sich ein Gitter auf Abständen, die bedeu-
tend größer als seine Gitterkonstante sind, zunehmend wie ein Kontinuum verhält. Die Untersuchung,
bis zu welchen Längenskalen die Manhattan-Metrik anzuwenden ist und ab wann die Beschreibung der
Ausbreitung der Störung auch auf einem Gitter mithilfe der euklidischen Metrik erfolgen kann, ist somit
von besonderem Interesse.
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Die Zielsetzung der zweiten Fragestellung besteht darin, einen Zusammenhang zwischen quantenmecha-
nischen Vielteilchensystemen außerhalb des Gleichgewichts und der statistischen Physik zu finden. Zu
diesem Zweck wird das System auf Equilibrierung untersucht und Erwartungswerte der Observablen
des Systems im stationären Zustand werden mit ihren Erwartungswerten in Ensembles der statistischen
Physik verglichen. Von besonderer Bedeutung ist hierbei die Beantwortung der Frage, ob das System
thermalisiert, d. h. ob sein stationärer Zustand durch das kanonische Gibbs-Ensemble beschrieben wer-
den kann. Die Temperatur des entsprechenden Systems im thermischen Gleichgewicht wird dabei durch
die Energie des Systems oberhalb seiner Grundzustandsenergie bestimmt.

1.2.2 Quenchprotokoll

Nach Klärung der Fragestellungen, die durch die Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdynamik quan-
tenmechanischer Vielteilchensysteme zu beantworten sind, werde nun darauf eingegangen, wie die Systeme
aus dem Gleichgewicht gebracht werden können. Eine einfache Möglichkeit hierzu stellt ein Quench dar.
Bei diesem handelt es sich um die instantane Änderung eines oder mehrerer Parameter des Hamiltonope-
rators des Systems. Im Rahmen der vorliegenden Dissertation werden Quenchprotokolle der folgenden
Form betrachtet:

• t < t0:

Vor dem Quench ist das System im Grundzustand |Ψ(0)
0 〉 des initialen Hamiltonoperators Ĥ0 mit

der Energie E
(0)
0 präpariert.

• t = t0:

Der Hamiltonoperator des Systems wird durch den Quench instantan von seinem initialen Wert Ĥ0

hin zu seinem finalen Wert Ĥ geändert.

• t > t0:

Der Grundzustand |Ψ(0)
0 〉 des initialen Hamiltonoperators Ĥ0 stellt im Allgemeinen keinen Eigenzu-

stand des finalen Hamiltonoperators Ĥ nach dem Quench dar, sodass sich der Zustand des Systems
nach dem Quench gemäß der Schrödingergleichung unitär in der Zeit entwickelt:

|Ψ(t)〉 = e−ıĤ(t−t0) |Ψ(0)
0 〉 .

In Abbildung 1.4 ist das Quenchprotokoll schematisch dargestellt.

Abbildung 1.4: Schematische Darstellung des
Quenchprotokolls. Vor dem Quench Ĥ0 → Ĥ zum
Zeitpunkt t0 befindet sich das System im Grund-

zustand |Ψ(0)
0 〉 des initialen Hamiltonoperators Ĥ0.

Nach dem Quench entwickelt sich der Zustand des
Systems gemäß der Schrödinger-Gleichung unter der
Wirkung des finalen Hamiltonoperators Ĥ.

In Bezug auf die Änderung der Parameter des Hamiltonoperators durch das Quenchprotokoll ist zwischen
globalen und lokalen Quenchs zu unterscheiden. Während durch globale Quenchs die Parameter des
Hamiltonoperators an jeder Position des Systems auf die gleiche Weise geändert werden, betreffen lokale
Quenchs nur die Parameter des Hamiltonoperators für einen Teil des Systems.

Energieänderung durch den Quench

Im Allgemeinen erhöht oder erniedrigt ein Quench die Gesamtenergie des Systems und verschiebt seine
Grundzustandsenergie. Für die Gesamtenergie E des Systems nach dem Quench gilt

E = 〈Ψ(0)
0 |Ĥ|Ψ

(0)
0 〉 =

∑
λ

|cλ,0|2 Eλ . (1.5)
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Dabei ist cλ,0 = 〈Ψλ|Ψ(0)
0 〉 und

∑
λ |cλ,0|2 = 1. Die |Ψλ〉 sind die Eigenzustände des finalen Hamilton-

operators Ĥ und Eλ die zugehörigen Eigenenergien. Die Änderung ∆E der Gesamtenergie des Systems
durch den Quench ist dann gegeben durch

∆E = E − E(0)
0 . (1.6)

Von größerer Bedeutung als die Änderung ∆E der Gesamtenergie ist die Energie im System oberhalb der
neuen Grundzustandsenergie nach dem Quench. Diese Energie wird als Exzessenergie Eexz bezeichnet
mit

Eexz = E − E0 . (1.7)

Bei ihr handelt es sich um die Energie, die den Relaxationsprozess des Systems nach dem Quench antreibt.
Wie Gleichung (1.7) entnommen werden kann, ist die Exzessenergie niemals negativ. Demgegenüber kann
die Änderung ∆E der Gesamtenergie des Systems durch den Quench sowohl positiv als auch negativ sein.

1.2.3 Zeitentwicklung in der Energieeigenbasis

Nach der Beschreibung des Verfahrens, um das System aus dem Gleichgewicht zu bringen, gilt es nun,
seine Zeitentwicklung zu bestimmen. In der Eigenbasis des die Zeitentwicklung steuernden Hamilton-
operators können die Zeitentwicklung des Zustandes des Systems sowie die Zeitentwicklung von Erwar-
tungswerten von Observablen unmittelbar angegeben werden, da in dieser Basis die Wirkung des Zeit-
entwicklungsoperators auf alle Zustände bekannt ist. Dieses Vorgehen erfordert jedoch die Kenntnis aller
Eigenzustände und der zugehörigen Eigenwerte des Hamiltonoperators, was im Allgemeinen mit der nu-
merischen Diagonalisierung des Hamiltonoperators verbunden ist, sofern die Bestimmung der Eigenwerte
und Eigenzustände des Hamiltonoperators nicht analytisch möglich ist. Da in vielen quantenmechani-
schen Vielteilchensystemen die Dimension des Hilbertraumes mit der Systemgröße schnell anwächst, ist
die numerische Diagonalisierung des Hamiltonoperators in der Regel nur für kleine Systeme möglich.
Auch wenn die folgenden Betrachtungen somit unter Umständen für ein betrachtetes System in der dar-
gestellten Form nicht durchführbar sind, so tragen sie doch entscheidend zum Verständnis des stationären
Zustandes des Systems bei.
Zur Beschreibung der Zeitentwicklung in der Eigenbasis des finalen Hamiltonoperators Ĥ nach dem
Quench wird der Anfangszustand des Systems zum Zeitpunkt t0, d. h. im Falle der beschriebenen Quench-

protokolle der Grundzustand |Ψ(0)
0 〉 des initialen Hamiltonoperators Ĥ0 vor dem Quench, in der Basis

der Eigenzustände von Ĥ entwickelt. Im Allgemeinen wird dabei ein nicht verschwindender Überlapp zu
einer großen Anzahl an Eigenzuständen des finalen Hamiltonoperators bestehen. Es ergibt sich für die
Zeitentwicklung des Zustandes des Systems

|Ψ(t)〉 =
∑
λ

cλ,0e
−ıEλ(t−t0) |Ψλ〉 . (1.8)

Für die Zeitentwicklung des Erwartunsgwertes eines Operators Ô folgt damit

〈Ô〉t := 〈Ψ(t)|Ô|Ψ(t)〉 =
∑
λ

|cλ,0|2 Oλλ +
∑
λ6=λ′

c∗λ,0cλ′,0e
ı(Eλ−Eλ′ )(t−t0) Oλλ′ , (1.9)

wobei Oλλ′ := 〈Ψλ|Ô|Ψλ′〉. Der Diagonalanteil ist zeitunabhängig, während der Nichtdiagionalanteil im
Falle nicht entarteter Energieeigenwerte aus einer Überlagerung harmonischer Schwingungen mit unter-
schiedlichen Amplituden und Frequenzen besteht. Sind hingegen Energieeigenwerte entartet, so ergeben
sich auch aus dem Nichtdiagonalanteil zeitunabhängige Beiträge. Die zeitunabhängigen Anteile bestim-
men das Verhalten des Systems im stationären Zustand. Bei Mittelung des zeitabhängigen Erwartungs-
wertes in (1.9) über das Zeitintervall [t0, t0 + ∆t] und anschließender Normierung auf die Intervalllänge
∆t verbleibt im Grenzfall unendlich langer Zeiten und Nichtentartung der Energieeigenwerte nur der
Diagonalanteil:

O := lim
∆t→∞

1

∆t

ˆ t0+∆t

t0

dt 〈Ô〉t =
∑
λ

|cλ,0|2 Oλλ . (1.10)

8
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Dies bedeutet, dass ein System mit nicht entarteten Energieeigenwerten im stationären Zustand durch
das sogenannte Diagonalensemble beschrieben werden kann. Es ist

O = lim
∆t→∞

1

∆t

ˆ t0+∆t

t0

dt 〈Ô〉t = 〈Ô〉diag = Sp
{
Ô ρ̂diag

}
(1.11)

mit dem Dichteoperator

ρ̂diag =
∑
λ

|cλ,0|2 |Ψλ〉〈Ψλ| . (1.12)

Sind hingegen Energieeigenwerte entartet, so ergeben sich aufgrund der Zeitunabhängigkeit einzelner
Summanden des Nichtdiagonalanteils zusätzliche Beiträge zum Erwartungswert einer Observablen im
stationären Zustand des Systems:

O = lim
∆t→∞

1

∆t

ˆ t0+∆t

t0

dt 〈Ô〉t =
∑
λ

|cλ,0|2 Oλλ +
∑
λ 6=λ′

Eλ=E
λ′

c∗λ,0cλ′,0 Oλλ′ = Sp
{
Ô ρ̂diag′

}
(1.13)

mit dem Dichteoperator

ρ̂diag′ =
∑
λ

|cλ,0|2 |Ψλ〉〈Ψλ|+
∑
λ 6=λ′

Eλ=E
λ′

c∗λ,0cλ′,0 |Ψλ′〉〈Ψλ| . (1.14)

In beiden Fällen ergibt sich durch die Zeitmittelung ein gemischter Zustand, wie durch Bestimmung der
Spur des Quadrates der Dichteoperatoren gezeigt werden kann. Es stellt sich nun die Frage, ob für die
betrachteten Modelle und Quenchprotokolle der stationäre Zustand des Systems mit einem bekannten
Ensemble der statistischen Physik beschrieben werden kann.

1.2.4 Stationärer Zustand

Eine fundamentale Hypothese der statistischen Physik stellt die Übereinstimmung von Zeit- und En-
semblemittel dar. Die Untersuchung dieser Hypothese erfolgt im Rahmen der Ergodentheorie, die auf die
Arbeiten von Ludwig Boltzmann zur statistischen Theorie der Wärme zurückgeht. Bei dem Ensemblemit-
tel handelt es sich um den Mittelwert einer Messgröße über alle Elemente eines Ensembles, der zu einem
festen Zeitpunkt über alle möglichen Zustände des Systems gewichtet mit der korrekten Verteilungsfunk-
tion berechnet wird. Demgegenüber steht das Zeitmittel, welches durch Aufintegrieren der betrachteten
Größe über ein Zeitintervall [t0, t0 + ∆t] und anschließende Normierung auf die Intervalllänge ∆t gebildet
wird. Zeit- und Ensemblemittel sind für ein ergodisches System im Grenzfall unendlich langer Zeiten
gleich. Hierbei ist zwischen streng ergodischen und schwach ergodischen Systemen zu unterscheiden. Ein
System heißt streng ergodisch, wenn neben dem Zeit- und Ensemblemittel auch alle höheren Momente der
Verteilung übereinstimmen. Insbesondere besteht bei streng ergodischen Systemen keine Abhängigkeit
vom Anfangszustand, d. h. das System verliert unter der Zeitentwicklung die Erinnerung an diesen. Die-
ser Verlust der Erinnerung ist verknüpft mit dem Auftreten von Chaos. Streng ergodischen Systemen
stehen schwach ergodische Systeme gegenüber, bei denen nur das Zeit- und das Ensemblemittel sowie die
Standardabweichung übereinstimmen und höhere Momente der Verteilung nicht berücksichtigt werden.
Eine Folge der Ergodizität eines Vielteilchensysteme ist, dass es thermalisiert und sein zeitlicher Mit-
telwert somit mit dem Ensemblemittel für das kanonische Gibbs-Ensemble (Canonical Gibbs Ensemble,
CGE, nach Josiah Willard Gibbs) übereinstimmt. Das kanonische Gibbs-Ensemble beschreibt ein Sys-
tem, welches sich im thermischen Gleichgewicht mit einem Bad befindet, mit dem ein Energieaustausch,
aber kein Teilchenaustauch möglich ist. Ist darüber hinaus ein Teilchenaustausch möglich, so spricht man
vom großkanonischen Ensemble. Im mikrokanonischen Ensemble hingegen sind sowohl die Energie als
auch die Teilchenzahl festgelegt. Der das System beschreibende Zustand im kanonischen Gibbs-Ensemble
maximiert die Entropie unter der Nebenbedingung eines vorgegebenen Erwartungswertes der Energie
im System. Der Lagrange-Multiplikator zur Lösung des Variationsproblems definiert die Temperatur des
Systems. Ein einfaches Beispiel für ein klasisches System, welches thermalisiert, stellen in einer Box ein-
geschlossene Teilchen dar, die vollkommen elastische Stöße untereinander und mit den Wänden der Box
ausführen. Die Bildung von Ensemble- und Zeitmittel dieses Systems ist in Abbildung 1.5 veranschaulicht.
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Abbildung 1.5: Illustration der Bildung (a) des Ensemblemittels und (b) des Zeitmittels der Impulsver-
teilung in einer Box eingeschlossener, untereinander und mit den Wänden der Box vollkommen elastisch
stoßender Teilchen. Bei der Bildung des Ensemblemittels wird für die dargestellte Konfiguration des Sys-
tems die Verteilung über die Impulse aller Teilchen des Systems gebildet. Das Zeitmittel wird über den
Impuls eines einzelnen Teilchens (rot hervorgehoben) über ein Zeitintervall gebildet. Während dieses Zei-
tintervalls ändert sch der Impuls des Teilchens durch Stöße mit anderen Teilchen sowie mit den Wänden
der Box.

Unabhängig von der Anfangskonfiguration des Systems, d. h. den Anfangskoordinaten und -impulsen der
Teilchen, wird im Laufe der Zeit durch die Stöße der Teilchen untereinander und mit den Wänden der Box
ein Energieaustausch zwischen den Teilchen stattfinden. Im Grenzfall großer Zeiten wird die Geschwin-
digkeitsverteilung der Teilchen der Maxwell-Boltzmann-Statistik gehorchen, welche äquivalent zu dem
kanonischen Gibbs-Ensemble ist. Die Temperatur des Systems wird dabei durch die in ihm vorhandene
Energie bestimmt.
Während für klassische Systeme die Bedingungen, unter denen Thermalisierung beobachtet werden kann,
bekannt sind, ist die Situation für quantenmechanische Systeme weit weniger klar und es bestehen noch
viele offene Fragen. Im Gegensatz zu einem klassischen System vergisst ein quantenmechanisches System
unter unitärer Zeitentwicklung niemals seinen Anfangszustand, da die Zeitentwicklung invariant unter
Zeitumkehr ist und somit unter Kenntnis des die Zeitentwicklung bestimmenden Hamiltonoperators aus-
gehend von seinem Zustand zu einem beliebigen Zeitpunkt sein Anfangszustand immer rekonstruiert
werden kann. So bleibt ein reiner Zustand unter unitärer Zeitentwicklung immer ein reiner Zustand, wo-
hingegen ein thermisches System durch einen gemischten Zustand beschrieben wird. Weiterhin werden
die Wahrscheinlichkeiten |cλ,0|2 im Dichteoperator des Diagonalensembles, welches, wie im vorangegan-
genen Abschnitt gezeigt wurde, ein quantenmechanisches System mit nicht entarteten Energieigenwerten
in seinem stationären Zustand beschreibt, durch den Anfangszustand des Systems bestimmt. Gleiches
gilt für die Koeffizienten im Dichteoperator im Falle der Entartung von Energieeigenwerten. Um nun zu
klären, ob ein quantenmechanisches System nach einem Quench thermalisiert, gilt es, zu überprüfen, ob
sein stationärer Zustand durch das kanonische Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann, d. h. ob die
Erwartungswerte sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Observablen im stationären Zustand des
Systems mit den entsprechenden Größen gemäß dem kanonischen Gibbs-Ensemble übereinstimmen. In
Abbildung 1.6 ist schematisch der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes einer Observable Ô nach dem
Quench sowie ihr Erwartungswert für das System im thermischen Geichgewicht gemäß dem kanonischen
Gibbs-Ensemble bei der durch die Exzessenergie des Systems nach dem Quench definierten Temperatur
dargestellt, wobei in der Abbildung Zeit- und Ensemblemittel übereinstimmen.
Ein System mit Hamiltonoperator Ĥ bei der Temperatur T wird im kanonischen Gibbs-Ensemble durch
den Dichteoperator

ρ̂CGE =
e−βĤ

ZCGE
mit ZCGE = Sp

{
e−βĤ

}
(1.15)

beschrieben. Hierbei ist β = 1/T die inverse Temperatur und ZCGE die kanonische Zustandssumme. Um
nun zu entscheiden, ob ein System nach einem Quench thermalisiert, wird sein zeitgemittelter Dichte-
operator im stationären Zustand mit dem Dichteoperator des kanonischen Gibbs-Ensembles verglichen.
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Abbildung 1.6: Schematische Darstellung des zeit-
lichen Verlaufs des Erwartungswertes einer Obser-
vable Ô nach dem Quench (−). Der Erwartungs-
wert der Observable für das System im thermi-
schen Geichgewicht gemäß dem kanonischen Gibbs-
Ensemble bei der durch die Exzessenergie des Sys-
tems nach dem Quench bestimmten Temperatur ist
als gestrichelte graue Linie eingezeichnet. In der Ab-
bildung stimmen Zeitmittelwert und thermischer Er-
wartungswert überein, d. h. es tritt Thermalisierung
auf.

Stimmen diese überein, so thermalisiert das System. Ein Vergleich des Dichteoperators im stationären
Zustand ergibt somit für ein System mit nicht entarteten Energieeigenwerten die folgende Bedingung für
Thermalisierung:

|cλ,0|2 =
e−βEλ

ZCGE
∀λ . (1.16)

Die Temperatur T ist dabei über den Erwartungswert der Energie im System bestimmt. Insbesondere
für nicht exakt lösbare Systeme sind diese Untersuchungen aufgrund der Notwendigkeit der Diagona-
lisierung des Hamiltonoperators mit enormem rechnerischen Aufwand verbunden oder überhaupt nicht
durchführbar, da sowohl die Eigenzustände als auch die Eigenenergien des Hamiltonoperators des Systems
bekannt sein müssen. Aus diesem Grund wird bei den Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisie-
rung im Rahmen der vorliegenden Dissertation zum einen in Analogie zu der Darstellung in Abbildung 1.6
der zeitliche Mittelwert der Erwartungswerte verschiedener Observablen zu den entsprechenden Erwar-
tungswerten des Systems gemäß dem kanonischen Gibbs-Ensemble verglichen. Dabei ist zu beachten, dass
sich für endliche Systemgrößen immer Schwankungen des zeitlichen Erwartungswertes der Observablen
um ihren Zeitmittelwert ergeben. Weiterhin werden auch die zeitlichen Mittelwerte der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen im System im thermischen Gleichgewicht dem
kanonischen Gibbs-Ensemble entsprechend verglichen.

Einfluss von Erhaltungsgrößen auf das Auftreten von Thermalisierung

Entscheidend dafür, ob ein quantenmechanisches Vielteilchensystem thermalisieren kann oder nicht, sind
die in ihm vorhandenen Erhaltungsgrößen. Hierbei ist zwischen integrablen und nichtintegrablen Systemen
zu unterscheiden. Während für klassische Systeme der Begriff der Integrabilität eindeutig definiert und
mit der Existenz von Konstanten der Bewegung verknüpft ist, ist die Definition von Integrabilität in Bezug
auf quantenmechanische Systeme nicht einheitlich. Eine Diskussion verschiedener gebräuchlicher Defini-
tionen kann beispielsweise in [152] gefunden werden. Im Rahmen der vorliegenden Dissertation wird ein
quantenmechanisches System als nichtintegrabel bezeichnet, wenn nur seine Gesamtenergie unter unitärer
Zeitentwicklung erhalten ist. Demgegenüber besitzt ein integrables System weitere Erhaltungsgrößen, auf-
grund derer a priori klar ist, dass es nicht thermalisieren kann, da es unter unitärer Zeitentwicklung die
Erinnerung an die Erwartungswerte aller Erhaltungsgrößen im Anfangszustand für alle Zeiten nicht ver-
liert. Dies zeigt eindrucksvoll ein Experiment von Kinoshita et al. aus dem Jahre 2006 [153]. Im Rahmen
dieses Experimentes wurde ein eindimensionales Bose-Gas aus 87Rb-Atomen untersucht. Im Versuchsauf-
bau waren jeweils 40 bis 250 der Atome in einer anharmonischen eindimensionalen Falle eingeschlossen.
Die Atome befanden sich zunächst als Bose-Einstein-Kondensat in der Mitte der Falle im Potentialmini-
mum und wurden dort festgehalten. Anschließend wurden sie in einen Überlagerungszustand mit entge-
gengesetzten Impulsen ±2k versetzt und das sie in der Mitte der Falle haltende Potential abgeschaltet,
woraufhin sich zwei Atomwolken mit entgegengesetzten Impulsen bildeten, die in der Falle eine gegenpha-
sige Schwingung mit Periodendauer τ ausführten. Dies ist in Abbildung 1.7 (a) schematisch dargestellt.
Abbildung 1.7 (b) zeigt eine Falschfarbenaufnahme der Absorptionsspektren der beiden Atomwolken für
die ersten Schwingungen ihrer Bewegung. Hierbei konnte selbst nach vielen tausend Kollisionen der bei-
den Atomwolken keine merkliche Equilibrierung beobachtet werden. Ursache hierfür sind die im System
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(a) (b)

Abbildung 1.7: (a) Schematische Darstellung der Bewegung zweier aus dem Gleichgewicht gebrachter
Atomwolken in einer eindimensionalen anharmonischen Falle. Zum Zeitpunkt t = 0 werden die Atome
in einen Überlagerungszustand mit Impulsen ±2k versetzt und führen im Anschluss daran gegenphasige
Schwingungen mit Periodendauer τ aus. Während jeder Periode kollidieren die Atome zweimal in der
Mitte der Falle zu den Zeiten t = τ/2 und t = τ . Aufgrund von Anharmonizitäten dehnen sich die beiden
Atomwolken mit der Zeit aus, bis sie schließlich vollständig dephasiert sind. (b) Falschfarbenaufnahme
der Absorptionsspektren der beiden Atomwolken in der eindimensionalen anharmonischen Falle. Das
System erreicht selbst nach mehreren tausend Stößen nicht merklich ein thermisches Gleichgewicht. Die
Abbildungen wurden aus [153] entnommen. Reprinted by permission from Macmillan Publishers Ltd:
Nature 440, 900-903, copyright 2006.

vorhandenen Erhaltungsgrößen, die verhindern, dass das System ein thermisches Gleichgewicht erreicht.
Bei dem in [153] durch Kinoshita et al. untersuchten Bose-Gas handelt es sich um ein integrables System.
Jedoch ist auch für nichtintegrable Systeme das Auftreten von Thermalisierung unter Zeitentwicklung
nicht zwingend. Hierzu existieren zahlreiche Studien, von denen einige im Folgenden erläutert werden
sollen.

Eigenstate Thermalization Hypothesis (ETH)

Ein verbreitetes Verfahren, um Aussagen darüber zu treffen, ob ein quantenmechanisches Vielteilchensy-
tem thermalisiert, ist die Eigenstate Thermalization Hypothesis (ETH). Der Begriff Eigenstate Thermali-
zation wurde erstmals 1994 von Srednicki verwendet [154]. Srednicki hat gezeigt, dass beschränkte quan-
tenmechanische Vielteilchensysteme unter unitärer Zeitentwicklung gegen ein thermisches Gleichgewicht
streben, wenn das entsprechende klassische System chaotisches Verhalten aufweist und die Energieeigen-
zustände, die in der Entwicklung des Zustandes des quantenmechanischen Systems in der Eigenbasis des
Hamiltonoperators auftreten, sich wie gaußverteilte Zufallsvariablen verhalten. Als Beispielsystem wurde
ein Gas aus harten Teilchen betrachtet. Eine ähnliche Idee wurde bereits drei Jahre zuvor im Jahre 1991
durch Deutsch formuliert [155], der jedoch noch nicht den Begriff Eigenstate Thermalization verwende-
te. Deutsch zeigte, dass die Zeitmittelwerte eines geschlossenen quantenmechanischen Systems mit einer
großen Anzahl an Freiheitsgraden nicht notwendigerweise mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung gemäß
dem mikrokanonischen Ensemble übereinstimmen müssen. Diese Abweichungen wurden dann beobach-
tet, wenn die verschiedenen Freiheitsgrade des Systems nicht miteinander gekoppelt sind, und konnten
durch Einführung einer kleinen Störung in Form einer Zufallsmatrix beseitigt werden. Zudem wurden
Erwartungswerte in den Energieeigenzuständen des gestörten Systems untersucht und gezeigt, dass Ab-
weichungen zum mikrokanonischen System mit der Anzahl an Freiheitsgraden exponentiell abfallen. Der
zentrale Aspekt dieser beiden Arbeiten [154, 155], die den Grundstein der Eigenstate Thermalization
Hypothesis gelegt haben, ist die Untersuchung von Erwartungswerten in den Energieeigenzuständen des
betrachteten Systems. Bevor Anwendungen der ETH auf verschiedene quantenmechanische Modellsyste-

12

https://doi.org/10.1038/nature04693
https://doi.org/10.1038/nature04693


TABELLENVERZEICHNIS

me beschrieben werden, sollen im Folgenden die Idee und die zentralen Aussagen der ETH kurz erläutert
werden. Diese Erläuterung orientiert sich an der durch Rigol und Srednicki in [156] gegebenen Zusam-
menfassung der ETH.
Statt wie in klassischen Systemem Ergodizität durch chaotisches Verhalten des Systems zu erklären, be-
steht die Idee der ETH darin, Matrixelemente von Observablen in Energieeigenzuständen zu untersuchen.
Seien zu diesem Zweck Ô der Operator einer lokalen Observable und Eλ die Eigenwerte des Hamiltonope-
rators Ĥ eines quantenmechanischen Vielteilchensystems der Größe N zu den Eigenzuständen |Ψλ〉. Eine
Observable wird als lokal bezeichnet, wenn der sie beschreibende Operator nur auf eine endliche Zahl
an Positionen des Systems wirkt, die auch im thermodynamischen Limes nur einen endlichen Abstand
voneinander haben. Durch die Messung lokaler Observablen können Mikrozustände nicht unterschieden
werden. Die ETH sagt voraus, dass sich der Erwartungswert einer Observable für ein System, welches in
einem beliebigen Anfangszustand präpariert wurde, unter unitärer Zeitentwicklung zu dem durch das mi-
krokanonische Ensemble vorhergesagten Wert entwickelt und nur kleine Fluktuationen um diesen herum
aufweisen wird, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfüllt sind:

(i) Die Erwartungswerte Oλλ := 〈Ψλ|Ô|Ψλ〉 von Ô ändern sich langsam als Funktion des Zustandes,
wobei die Differenz Oλ+1λ+1 −Oλλ zwischen den Erwartungswerten von Ô in energetisch benach-
barten Eigenzuständen von Ĥ mit der Systemgröße N exponentiell klein wird.

(ii) Die Nichtdiagonalelemente Oλλ′ := 〈Ψλ|Ô|Ψλ′〉 mit λ 6= λ′ sind exponentiell klein in N .

Die ETH wurde für eine Vielzahl quantenmechanischer Vielteilchensysteme, die im Hinblick auf die Pa-
rameter des Hamiltonoperators hinreichend weit von Punkten der Integrabilität entfernt sind, numerisch
bestätigt [108,109,113,157–159]. Für integrable Modelle oder Modelle nahe eines integrablen Punktes im
Parameterraum hingegen gilt die ETH nicht [97,108,109,113,157–159].
Zur Erläuterung der Bedeutung der ETH werde die Zeitentwicklung des Erwartungswertes des Opera-

tors Ô ausgehend vom Anfangszustand |Ψ(0)
0 〉 zum Zeitpunkt t0 gemäß (1.9) betrachtet. Im Falle nicht

entarteter Eigenwerte des Hamiltonoperators ist der zeitliche Mittelwert im Limes t → ∞ gemäß (1.10)
durch die Diagonalterme Oλλ gegeben. Dabei ist O(E) mit O(Eλ) := Oλλ eine glatte Funktion der Ener-
gie [160]. In einem chaotischen System ist die Annahme der Nichtentartung der Eλ gerechtfertigt. Der
Erwartungswert der Energie des Systems ist zeitunabhängig und gegeben durch

E =
∑
λ

|cλ,0|2Eλ (1.17)

mit der Standardabweichung

∆E =

√∑
λ

|cλ,0|2(Eλ − E)2 . (1.18)

Hierbei wird angenommen, dass ∆E algebraisch klein in N ist. Die Summe auf der rechten Seite von (1.10)
läuft somit effektiv über einen Energiebereich der Breite ∆E mit Mittelpunkt E. Gemäß der ETH ist
Oλλ über diesen Energiebereich in guter Näherung konstant, sodass die rechte Seite von (1.10) abgesehen
von algebraisch kleinen Korrekturen mit dem Mittelwert von Ô gemäß dem mikrokanonischen Ensemble
über das gleiche Energiefenster übereinstimmt unabhängig von den genauen Werten der Entwicklungsko-
effizienten |c0,λ|2 des Anfangszustandes in der Energieeigenbasis. Die Temperatur T ist hierbei implizit
über die Energie E bestimmt gemäß

E =
Sp
{
Ĥe−Ĥ/T

}
Sp
{
e−Ĥ/T

} . (1.19)

Abschließend sei erwähnt, dass die ETH eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung für das
Auftreten von Thermalisierung darstellt [161], d. h. sagt die ETH Thermalisierung voraus, so thermali-
siert das System, sagt die ETH hingegen keine Thermalisierung voraus, so ist dennoch Thermalisierung
möglich, muss jedoch durch andere Verfahren nachgewiesen werden. Ein Überblick über die ETH und
ihre Anwendungen kann in [162] gefunden werden.
Die ETH wurde unter anderem auf Systeme von Hard-Core-Bosonen [97,108,109,111,113,157,158,163,164]
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(a) (b) (c)

Abbildung 1.8: (a) Anfangskonfiguration des von Rigol et al. in [108] untersuchten Systems von Hard-
Core-Bosonen. Das System ist in zwei Subsysteme unterteilt, von denen eines vollständig mit Hard-
Core-Bosonen gefüllt ist und das andere keine Hard-Core-Bosonen enthält. Um das System aus dem
Gleichgewicht zu bringen, wird eine einzelne Kopplung zwischen den beiden Subsystemen eingeschal-
tet. (b) Zeitentwicklung des Anteils an Hard-Core-Bosonen mit verschwindender Impulskomponente in
x-Richtung. Der Wert von n(kx = 0) konvergiert für große Zeiten gegen den Wert gemäß dem Diagona-
lensemble, welcher wiederum mit dem Wert gemäß dem mikrokanonischen Ensemble übereinstimmt. Zu
dem Wert gemäß dem kanonischen Gibbs-Ensemble zeigen sich Abweichungen. (c) Volle Impulsverteilung
für den Anfangszustand, das relaxierte System bzw. das Diagonalensemble, das mikrokanonische sowie
das kanonische Ensemble. Die Abbildungen wurden aus [108] entnommen. Reprinted by permission from
Macmillan Publishers Ltd: Nature 452, 854-858, copyright 2008.

bzw. Fermionen [109, 113, 157, 159], das Bose-Hubbard-Modell [101, 165], das Lieb-Liniger-Modell [166],
das Heisenberg-Modell [76, 167–170] und das transversale Ising-Modell in einer [163] sowie in zwei Di-
mensionen [160,171] angewendet. Auf einige dieser Untersuchungen soll im Folgenden näher eingegangen
werden, um einen Überblick über den Stand der Forschung zum Auftreten von Thermalisierung in nichtin-
tegrablen quantenmechanischen Vielteilchensystemen und die Bedeutung der ETH in diesem Kontext zu
geben. Den Anfang bilden die Studien von Rigol et al. in [108], die sich mit Hard-Core-Bosonen auf einem
zweidimensionalen Gitter beschäftigt haben, welches zu Beginn in zwei voneinander getrennte Subsysteme
unterteilt ist. Das eine Subsystem ist vollständig mit Hard-Core-Bosonen gefüllt, d. h. auf jedem Git-
terplatz befindet sich ein Hard-Core-Boson, wohingegen das andere Subsystem keine Hard-Core-Bosonen
enthält. Die Ausgangskonfiguration ist in Abbildung 1.8 (a) dargestellt. Um das System aus dem Gleich-
gewicht zu bringen, wurde eine einzelne Kopplung zwischen den Subsystemen eingeschaltet. Im Anschluss
daran wurde als Observable die Impulsverteilung der Hard-Core-Bosonen in x-Richtung bestimmt. Hierbei
zeigte sich, dass sich das System für große Zeiten hin zu einem durch das Diagonalensemble bestimmten
Zustand entwickelt. Die Impulsverteilung in diesem stimmt mit derjenigen im mikrokanonischen Ensemble
überein und zeigt Abweichungen vom kanonischen Gibbs-Ensemble. Eine Erklärung dieser Beobachtung
wurde durch die ETH gegeben, indem gezeigt wurde, dass die Impulsverteilungen n(kx) in zwei typischen
Energieeigenzuständen, deren Energien nahe dem Wert der Energie innerhalb des Systems liegen, mit
dem Resultat im mikrokanonischen Ensemble übereinstimmt.
In [109] sowie [113] hat Rigol Hard-Core-Bosonen bzw. stark gekoppelte Fermionen auf einem eindimen-
sionalen Gitter der endlichen Länge L untersucht. Die betrachteten Systeme wurden durch die Hamil-
tonoperatoren

Ĥ =

L∑
i=1

{
− t
(
â†i â
†
i+1 + â†i+1â

†
i

)
+ V

(
n̂i − 1

2

) (
n̂i+1 − 1

2

)
− t′

(
â†i â
†
i+2 + â†i+2â

†
i

)
+ V ′

(
n̂i − 1

2

) (
n̂i+2 − 1

2

)}
(1.20)

bzw.

Ĥ =

L∑
i=1

{
− t
(
ĉ†i ĉ
†
i+1 + ĉ†i+1ĉ

†
i

)
+ V

(
n̂i − 1

2

) (
n̂i+1 − 1

2

)
− t′

(
ĉ†i ĉ
†
i+2 + ĉ†i+2ĉ

†
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)
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(
n̂i − 1

2

) (
n̂i+2 − 1

2

)}
(1.21)

beschrieben. Bei den â†i und âi bzw. den ĉ†i und ĉi handelt es sich um die Erzeuger und Vernichter der
Hard-Core-Bosonen bzw. Fermionen. Die n̂i sind die entsprechenden Teilchenzahloperatoren, gegeben
durch n̂i := â†i â

†
i bzw. n̂i := ĉ†i ĉ

†
i . t und t′ sind die Tunnelkonstanten zwischen nächstbenachbarten bzw.

übernächstbenachbarten Gitterplätzen, V und V ′ die Wechselwirkungskonstanten zwischen Teilchen auf
nächstbenachbarten bzw. übernächstbenachbarten Gitterplätzen. Das System wurde durch einen Quench
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(a) (b)

Abbildung 1.9: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Impulse und Dichte-Dichte-Strukturfaktor sowie zeit-
licher Verlauf der Abweichungen von den Werten gemäß dem Diagonalensemble für ein System aus 8 (a)
Hard-Core-Bosonen bzw. (b) Fermionen beschrieben durch die Hamiltonoperatoren (1.20) bzw. (1.21)
auf einem linearen Gitter der Länge L = 24 nach dem Quench ti = 0.5, Vi = 2.0 → tf = 1.0, Vf = 1.0
mit t′i = t′f = t′ und V ′i = V ′f = V ′. Abbildung (a) wurde aus [109] entnommen, Abbildung (b) aus [113].
(a) Reprinted with permission from Rigol, Physical Review Letters 103, 100403, 2009. Copyright 2009 by
the American Physical Society. (b) Reprinted with permission from Rigol, Physical Review A 80, 053607,
2009. Copyright 2009 by the American Physical Society.

der Werte von t und V aus dem Gleichgewicht gebracht. t′ und V ′ hingegen blieben unverändert. Als
Observablen wurden die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Impulse

n̂(k) =
1

L

∑
i,j

e−k(i−j)â†i â
†
j bzw. n̂(k) =

1

L

∑
i,j

e−k(i−j)ĉ†i ĉ
†
j (1.22)

sowie der Dichte-Dichte-Strukturfaktor

N̂(k) =
1

L

∑
i,j

e−k(i−j)n̂in̂j . (1.23)

untersucht. Durch die Betrachtung verschiedener Quenchprotokolle, die das System zu Punkten des Pa-
rameterraumes mit unterschiedlichem Abstand vom Punkt der Integrabilität (t′ = V ′ = 0) brachten,
konnte gezeigt werden, dass die Systeme weit entfernt vom integrablen Punkt thermalisieren und dass
Abweichungen von Thermalisierung auftreten, wenn der Endpunkt des Quenchs sich dem Punkt der In-
tegrabilität nähert. In Abbildung 1.9 sind die Erwartungswerte von n̂(k) und N̂(k) sowie die zeitliche
Entwicklung der Abweichungen

δnk(τ) =

∑
k |n(k, τ)− ndiag(k)|∑

k ndiag(k)
bzw. δNk(τ) =

∑
k |N(k, τ)−Ndiag(k)|∑

kNdiag(k)
(1.24)

von den Werten gemäß dem Diagonalensemble für das System aus Hard-Core-Bosonen sowie das fer-
mionische System graphisch dargestellt. Dabei weist der Dichte-Dichte-Strukturfaktor für das System
der Hard-Core-Bosonen und das fermionische System ein sehr ähnliches Verhalten auf, während sich
bei Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Impulse Unterschiede ergeben. Die zunehmen-
den Abweichungen von thermischem Verhalten bei Annäherung an den integrablen Punkt wurden durch
Rigol wiederum mithilfe der ETH erklärt.

Bose-Hubbard-Modell (BHM)

Bei dem Bose-Hubbard-Modell handelt es sich um eines der bedeutendsten quantenmechanischen Vielteil-
chensysteme. Es beschreibt Bosonen auf einem Gitter, die zwischen benachbarten Gitterplätzen tunneln
können und eine gegenseitige Abstoßung voneinander erfahren, wenn sie sich auf demselben Gitterplatz
befinden. Das Bose-Hubbard-Modell ist sowohl in einer Dimension als auch in zwei Dimensionen nichtin-
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(a) (b)

Abbildung 1.10: (a) Nichtgleichgewichtsphasendiagramm des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells.
Es existieren zwei Regionen innerhalb des Phasendiagramms. In der einen Region ist der stationäre
Zustand des Systems eindeutig nicht thermisch, während in der anderen Region das System im Rahmen
des numerischen Fehlers thermalisiert. (b) Abweichung zwischen den Korrelationsfunktionen 〈b̂†r(t)b̂

†
0(t)〉

im stationären Zustand des Systems nach dem Quench und im Grundzustand des Hamiltonoperators
nach dem Quench für r = 1 (�) und r = 2 (•) entlang der Linie Ui/J = 2. Der Übergang von einem
Abfall langsamer als im Grundzustand (δ < 0) zu einem schnelleren Abfall (δ > 0) erfolgt bei Ui/J ≈ 6.
Die Abbildungen wurden aus [91] entnommen. Reprinted with permission from Kollath et al., Physical
Review Letters 98, 180601, 2007. Copyright 2007 by the American Physical Society.

tegrabel und wird durch den Hamiltonoperator

Ĥ = −J
∑

<r,r′>

(
b̂†rb̂
†
r′ + b̂†r′ b̂

†
r

)
+
U

2

∑
r

n̂r (n̂r − 1) (1.25)

beschrieben. Dabei ist J die Tunnelkonstante für die Übergänge von Bosonen zwischen benachbarten
Gitterplätzen und U die Abstoßung zwischen Bosonen auf demselben Gitterplatz, die sogenannte On-Site
Repulsion. Die b̂†r und b̂r sind bosonische Erzeuger bzw. Vernichter, n̂r := b̂†rb̂

†
r ist der zugehörige bo-

sonische Besetzungszahloperator. Für ganzzahlige Besetzung zeigt das Bose-Hubbard-Modell einen Pha-
senübergang zwischen Suprafluid für U/J < (U/J)crit und Mott-Isolator für U/J > (U/J)crit. Bei Füllung
mit einem Teilchen pro Gitterplatz ist für das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell (U/J)crit ≈ 3.37
[172] und für das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell (U/J)crit ≈ 16.7 [173].
Die erste hier betrachtete Studie zum Auftreten von Thermalisierung im Bose-Hubbard-Modell geht
zurück auf Kollath et al. in [91] aus dem Jahre 2007. Untersucht wurden die Nichtdiagonalelemente

〈b̂†r(t)b̂
†
0(t)〉 der Korrelationen zwischen verschiedenen Positionen des Gitters nach Quenchs der On-Site

Repulsion für verschiedene Start- und Endwerte Ui bzw. Uf sowohl im ein- als auch im zweidimensionalen
Bose-Hubbard-Modell. Die Berechnung der Zeitentwicklung erfolgte für das ein- und das zweidimensio-
nale System mithilfe exakter Diagonalisierung für Systemgrößen bis hin zu 18 Gitterplätzen. Für das
Modell in einer Dimension wurde darüber hinaus mittels Anwendung einer zeitabhängigen Dichtema-
trixrenormierungsgruppe (t-DMRG) ein System mit 64 Gitterplätzen untersucht. Dabei wurde für kleine
Verhältnisse Uf/J Thermalisierung beobachtet, wohingegen sich für große Verhältnisse Uf/J zwar ei-
ne Equilibrierung einstellte, sich der stationäre Zustand der Nebendiagonalelemente der Korrelationen
jedoch als nicht thermisch erwies. Die Grenze der Verhältnisse Uf/J , oberhalb derer der stationäre Zu-
stand nicht thermisch ist, steigt mit Ui/J geringfügig an. Dies ist in Abbildung 1.10 (a) dargestellt. Für
festes Verhältnis Ui/J = 2 vor dem Quench wurde zudem für verschiedene Verhältnisse Uf/J nach dem
Quench der Abfall der Korrelationen im stationären Zustand des Systems untersucht. Dabei zeigte sich
ein Übergang von einem Abfall langsamer als im Grundzustand des Hamiltonoperators mit Uf/J in dem
Bereich, in dem Thermalisierung beobachtet wurde, zu einem schnelleren Abfall in dem Bereich, in dem
der stationäre Zustand nicht thermisch ist. Für Quenchprotokolle beginnend bei Ui/J = 2 liegt dieser
Übergang bei Uf/J ≈ 6. Eine Darstellung hiervon findet sich in Abbildung 1.10 (b). Eine mögliche Er-
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Abbildung 1.11: Vergleich der Resultate für die
Zeitentwicklung von εp(t) im eindimensionalen Bose-
Hubbard-Modell bestimmt mithilfe von rt-VMC (−)
und t-DMRG (−) nach Quenchs mit Ui/J = 2 und
Ui/J = 20 bzw. Ui/J = 40. Die rt-VMC-Resultate
wurden für die Kette mit 100 Gitterplätzen und peri-
odischen Randbedingungen bestimmt, die t-DMRG-
Resultate in der Mitte der Kette mit 64 Gitterplätzen
und freien Randbedingungen. Es zeigt sich in beiden
Fällen eine sehr gute Übereinstimmung. Die Abbil-
dung wurde aus dem Begleitmaterial von [44] ent-
nommen.

klärung für dieses Verhalten wurde mithilfe einer semiklassischen Theorie der Wechselwirkung zwischen
Quasiteilchen im System (Doublonen und Holonen) gegeben.
Um eine von den konkreten Observablen unabhängige Aussage zum Auftreten von Thermalisierung im
Bose-Hubbard-Modell treffen zu können, hat Roux 2009 in [94] mithilfe des Lanczos-Verfahrens die zeitge-
mittelte Dichtematrix des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells nach Quenchs der On-Site Repulsion
für Systeme mit bis zu 14 Gitterplätzen untersucht. Auf diese Weise konnten auch die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen |c0,λ|2 der Eigenzustände des Hamiltonoperators nach dem Quench im stationären Zustand
bestimmt und mit denjenigen im thermischen System verglichen werden. Dabei ergab sich in Analogie zu
den Resultaten von Kollath et al. eine Boltzmann-Verteilung gemäß dem kanonischen Gibbs-Ensemble
für kleine Verhältnisse Uf/J und eine Verteilung, die keinem Ensemble der statitischen Physik entspricht,
im Falle stärkerer Quenchs. Hierbei zeigte sich in der zeitgemittelten Dichtematrix auch eine Erinnerung
des Systems an seinen Anfangszustand.
Im Folgejahr haben Biroli et al. in [165] die Bedeutung von Eigenzuständen, die gemäß dem mikroka-
nonischen Ensemble nur mit geringer Wahrscheinlichkeit auftreten, für das Nichtauftreten von Therma-
lisierung untersucht. Dabei wurde auch explizit auf das Bose-Hubbard-Modell eingegangen. Ausgehend
von ihren Überlegungen haben Biroli et al. gefolgert, dass zwei Effekte zum Nichtauftreten von Ther-
malisierung im Bose-Hubbard-Modell beitragen. Der erste Effekt ist die endliche Systemgröße, die dazu
führt, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilungen |c0,λ|2 der Eigenwerte Eλ des Hamiltonoperators sehr
breit sind und dass in einem vorgegebenen Energieintervall große Unterschiede zwischen den Erwartungs-
werten Oλλ einer Observable beschrieben durch den Operator Ô bestehen können. Diese Ursache für
Nichtthermalisierung des Systems verschwindet für hinreichend große Systemgrößen. Biroli et al. haben
jedoch gezeigt, dass auch Energieeigenzustände existieren können, für die Oλλ vom mikrokanonischen
Erwartungswert abweicht. Kommt einem derartigen Zustand ein großes Gewicht |c0,λ|2 zu, so kann sein
Beitrag Abweichungen von thermischem Verhalten des Systems hervorrufen. Dieser Effekt verschwindet
nicht notwendigerweise im thermodynamischen Limes.
Die letzte Studie des Bose-Hubbard-Modells, auf die im Rahmen dieses Überblicks eingegangen werden
soll, stammt von Carleo et al. aus dem Jahre 2012 [98]. Die Untersuchungen ähneln denjenigen von
Kollath et al. in [91]. Es wurden wiederum das ein- und das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell
nach Quenchs der On-Site Repulsion betrachtet. Als Observable wurde der Erwartungswert εp(t) des
Beitrages der Abstoßung zwischen Bosonen auf demselben Gitterplatz als Funktion der Zeit bestimmt.
Durch Verwendung eines Variations-Monte-Carlo-Verfahrens in Realzeit (rt-VMC) konnten die erreichba-
ren Systemgrößen für das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell auf eine Kette mit periodischen Rand-
bedingungen und 200 Gitterplätzen und für das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell auf ein Qua-
dratgitter mit periodischen Randbedingungen und 20 × 20 Gitterplätzen erweitert werden. Als Ansatz-
funktion für das Variations-Monte-Carlo-Verfahren wurde der Jastrowansatz verwendet [174]. Für das
eindimensionale Bose-Hubbard-Modell wurden die Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens mit
t-DRMG-Resultaten von Kollath verglichen. Wie in Abbildung 1.11 dargestellt zeigte sich eine sehr gute
Übereinstimmung. In den anschließenden Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung nach den
Quenchs wurden für das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell Quenchs von Ui/J = 2 zu Uf/J = 2.5,
3, 4, 12, 20 und 40 sowie für das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell Quenchs von Ui/J = 4 zu
Uf/J = 4.5, 5, 6, 20, 30 und 40 untersucht und die Resultate mit den großkanonischen thermischen
Erwartungswerten verglichen. Wie Abbildung 1.12 entnommen werden kann, zeigte sich hierbei für die
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(a) Eindimensionales Bose-Hubbard-Modell (b) Zweidimensionales Bose-Hubbard-Modell

Abbildung 1.12: Zeitentwicklung des Erwartungswertes εp(t) des Beitrages der Abstoßung zwischen
Bosonen auf demselben Gitterplatz für (a) das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell und (b) das zweidi-
mensionale Bose-Hubbard-Modell. Das eindimensionale System wird auf der Kette mit 200 Gitterplätzen
mit periodischen Randbedingungen und den Anfangswerten Ui/J = 2 betrachtet, das zweidimensionale
System auf dem Quadratgitter der Größe 20×20 mit periodischen Randbedingungen und den Anfangswer-
ten Ui/J = 4. Erwartungswerte gemäß dem großkanonischen Ensemble sind jeweils in grau eingezeichnet.
Die oberen Graphen zeigen jeweils Quenchs für den Bereich von Uf/J , für den Thermalisierung beobach-
tet wird, die unteren Graphen Quenchs für den Bereich, in dem Abweichungen auftreten. Die Abbildungen
wurden aus [44] entnommen.

drei schwachen Quenchprotokolle sowohl für das eindimensionale (Abbildung 1.12 (a)) als auch für das
zweidimensionale System (Abbildung 1.12 (b)) eine gute Übereinstimmung, während für die stärkeren
Quenchs in beiden Fällen Abweichungen von den thermischen Erwartungswerten beobachtet wurden.
Diese Beobachtungen stehen in Übereinstimmung mit den Resultaten von Kollath et al. in [91]. Durch
das Variations-Monte-Carlo-Verfahren konnten dabei größere Systeme untersucht werden. Dass für diese
die gleichen Abweichungen von thermischem Verhalten gefunden wurden wie in [91], spricht dafür, dass
die Abweichungen nicht durch die endliche Systemgröße hervorgerufen werden, sondern sie wie in [165]
erläutert eine dem System innewohnende Ursache haben müssen.
Die beschriebenen theoretischen Vorhersagen für das Bose-Hubbard-Modell konnten 2016 durch Kauf-
man et al. in [142] experimentell im Rahmen des ihnen zugänglichen Parameterbereiches bestätigt werden.
Untersucht wurde ein Bose-Einstein-Kondensat aus 87Rb-Atomen in einem zweidimensionalen optischen
Gitter, welches durch den Bose-Hubbard-Hamiltonoperator beschrieben werden kann. Dabei konnten die
Tunnelkonstanten in x- und y-Richtung im Experiment individuell gesteuert werden, sodass der das
System beschreibende Hamiltonoperator von der Gestalt

Ĥ = −

{
Jx
∑
x,y

(
b̂†x,y b̂

†
x+1,y + b̂†x+1,y b̂

†
x,y

)
+ Jy

∑
x,y

(
b̂†x,y b̂

†
x,y+1 + b̂†x,y+1b̂

†
x,y

)}
+
U

2

∑
x,y

n̂x,y (n̂x,y − 1) (1.26)

war. Das Verhältnis U/J konnte über einen weiten Bereich von U/J � 1 bis U/J � 1 reguliert werden.
Betrachtet wurde ein aus einem größeren Mott-Isolator mit einem Teilchen pro Gitterplatz isolierter Be-
reich von 2×6 - Gitterplätzen. Auf diese Weise wurden zwei identische Kopien einer Bose-Hubbard-Kette
mit freien Randbedingungen und jeweils 6 Gitterplätzen erzeugt. Die Nichtgleichgewichtsrelaxation des
Systems wurde dadurch initiiert, dass das Tunneln in x-Richtung instantan eingeschaltet und das Tun-
neln in y-Richtung unterdrückt wurde. Ein Heraustunneln von Atomen an den Enden der beiden Ketten
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wurde durch Barrieren verhindert. Der Anfangszustand des Systems stellte somit einen hoch angeregten
Zustand des Systems nach dem Quench mit nicht verschwindendem Überlapp mit einer großen Anzahl
an Eigenzuständen des Hamiltonoperators dar. Experimentell bestimmt wurde unter anderem die zeitli-
che Entwicklung der Verschränkungsentropie zwischen einem Subsystem und dem restlichen System für
Größen des Subsystems von einem bis hin zu drei Gitterplätzen. Für die Einzelheiten des Messprozesses
sei auf [142] verwiesen. Die Werte der Verschränkungsentropie nach dem Quench haben hierbei eine gute
Übereinstimmung zu den Werten im thermischen System gezeigt. Neben der Übereinstimmung für diese
lokalen Größen wurde auch eine Übereinstimmung zwischen dem Erwartungswert des Wechselwirkungs-
anteils des Hamiltonoperators, welcher eine globale Observable darstellt, für das System nach dem Quench
und das thermische System beobachtet. Der in [142] untersuchte Parameterbereich von Uf/J umfasste
allerdings nur den Bereich, für den in den zuvor besprochenen theoretischen Studien von Kollath et al.
in [91] sowie von Carleo et al. in [98] Thermalisierung vorhergesagt wurde. Ein experimenteller Nachweis
der Abweichungen von thermischem Verhalten für größere Verhältnisse Uf/J steht somit noch aus.

Transversales Ising-Modell (TFIM)

Das transversale Ising-Modell ist neben dem Bose-Hubbard-Modell eines der bedeutendsten Standardmo-
delle für quantenmechanische Vielteilchensysteme. Es beschreibt auf einem Gitter angeordnete Spin-1/2,
die sowohl untereinander als auch mit einem externen transversalen Feld wechselwirken. Der Hamilton-
operator des transversalen Ising-Modells hat die Form

Ĥ = −J
2

∑
<R,R′>

σ̂xRσ̂
x
R′ −

h

2

∑
,R,

σ̂zR (1.27)

mit der Kopplungskonstante J zwischen nächstbenachbarten Spins und der Stärke h des externen trans-
versalen Feldes. Die Untersuchung des transversalen Ising-Modells stellt den Schwerpunkt der vorlie-
genden Dissertation dar. Es werden sowohl seine Zeitentwicklung nach verschiedenen Quenchprotokollen
als auch sein stationärer Zustand in ein sowie in zwei Dimensionen untersucht. Da das transversale
Ising-Modell in einer Dimension integrabel ist, beschränken sich Untersuchungen zum Auftreten von
Thermalisierung auf das Modell in zwei Dimensionen. Hierbei ist festzuhalten, dass, obwohl es sich bei
dem transversalen Ising-Modell um ein Standardmodell der Quantenmechanik handelt, für die Nicht-
gleichgewichtsdynamik und den stationären Zustand des zweidimensionalen Modells kaum Ergebnisse
vorliegen. Die einzigen bisher durchgeführten Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im
zweidimensionalen transversalen Ising-Modell erfolgten auf Grundlage der ETH [160, 171]. Die Diskus-
sion der genannten Resultate sei an dieser Stelle zurückgestellt. Sie erfolgt in einem späteren Kapitel
der vorliegenden Dissertation zu Beginn der Betrachtungen zum zweidimensionalen transversalen Ising-
Modell.

Thermalisierung in weiteren nichtintegrablen Systemen

Bevor sich dem transversalen Ising-Modell zugewandt wird, soll abschließend noch auf weitere Studien
zu Thermalisierung in nichtintegrablen quantenmechanischen Vielteilchensystemen eingegangen werden.
Diese gehen zurück auf Gogolin et al. [175], Larson [152] und Hamazaki et al. [164].
Gogolin et al. haben in [175] das Auftreten von Equilibrierung ohne Thermalisierung in Systemen unter-
sucht, die in Subsystem und Bad aufgeteilt sind. Hierunter ist zu verstehen, dass alle lokalen Observablen
zwar equilibrieren, jedoch für alle Zeiten die Erinnerung an ihre Anfangswerte behalten, die reduzierte
Dichtematrix des Subsystems also nicht thermisch wird für unendlich lange Zeiten. In diesem Zusam-
menhang wurde von ungefähren Erhaltungsgrößen gesprochen. Diese können auch in nichtintegrablen
Systemen existieren. Als Ursache hierfür wurde eine fehlende Verschränkung in der Energieeigenbasis
genannt und als Beispiel für ein derartiges System die Spin-1/2-XYZ-Kette mit freien Randbedingungen
und zufällig gewählten Kopplungen und Feldern betrachtet, beschrieben durch den Hamiltonoperator

Ĥ =

N−1∑
i=1

(
Jxi σ̂

x
i σ̂

x
i+1 + Jyi σ̂

y
i σ̂

y
i+1 + Jzi σ̂

z
i σ̂

z
i+1

)
+

N∑
i=1

hiσ̂
z
i . (1.28)

Die Untersuchungen von Gogolin et al. zeigen somit unter anderem, dass auch die Einführung von Un-
ordnung im System nicht zwingend zum Auftreten von Thermalisierung führt.
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(a) (b)

Abbildung 1.13: (a) Von Hamazaki et al. betrachtete Realisierungen des Systems von Hard-Core-
Bosonen auf Dreiecksgittern. System (i) weist eine extensive Anzahl lokaler Symmetrien auf (Symmetrien
in jeder Dreiecksebene), System (ii) eine globale Z2-Symmetrie und System (iii) eine endliche Zahl lokaler
Symmetrien (Symmetrien nur in endlich vielen Dreiecksebenen). (b) Zeitlicher Verlauf des Erwartungswer-
tes 〈n̂01〉 in System (i). n̂01 misst dabei die Anzahl an Hard-Core-Bosonen mit Impuls (kx = 0, ky = π).
Der stationäre Zustand des Systems kann mit hoher Genauigkeit durch das verallgemeinerte Gibbs-
Ensemble beschrieben werden, wohingegen sich starke Abweichungen zum kanonischen Gibbs-Ensemble
zeigen. Die Abbildungen wurden aus [164] entnommen. Reprinted with permission from Hamazaki et al.,
Physical Review E 93, 032116, 2016. Copyright 2016 by the American Physical Society.

Larson hat in [152] das getriebene Rabi-Modell

Ĥ = b̂†b̂+
ω

2
σ̂z + g

(
b̂† + b̂

)
σ̂x + λσ̂x (1.29)

untersucht, welches aus einem Spin-1/2 gekoppelt an einzelne bosonische Mode besteht. Hierbei ist ω die
Energielücke zwischen den beiden Zuständen des Spins, g die Kopplung zwischen dem Spin und der bo-
sonischen Mode und λ der äußere Antrieb, durch den die Z2-Spin-Umklapp-Symmetrie aufgehoben wird.
Der Quench, durch den das System aus dem Gleichgewicht gebracht wurde, betraf sowohl den Antrieb
als auch die Kopplung des Spins an die bosonische Mode. Das Resultat von Larson bestand auch hier in
der Beobachtung von Abweichungen von Thermalisierung.
Abschließend seien noch die Untersuchungen von Hamazaki et al. in [164] genannt, die sich mit dem Ein-
fluss von Symmetrien innerhalb eines nichtintegrablen Systems auf das Auftreten von Thermalisierung
befassen. Zu diesem Zweck wurde ein künstliches Modell betrachtet, welches aus Hard-Core-Bosonen auf
einem System aus verbundenen Dreiecksgittern bestand. Übergänge waren dabei zwischen den Positionen
innerhalb jedes Dreiecks und zwischen benachbarten Dreiecken möglich. Das Modell ist nichtintegrabel
und die in ihm vorhandenen Symmetrien konnten leicht durch Änderung der Kopplungen zwischen den
Positionen beeinflusst werden. Hamazaki et al. haben auf diese Weise insgesamt drei Fälle realisiert: ein
System mit einer extensiven Anzahl lokaler Symmetrien (Symmetrien in jeder Dreiecksebene), ein System
mit einer globalen Z2-Symmetrie und ein System mit einer endlichen Zahl lokaler Symmetrien (Symmetri-
en nur in endlich vielen Dreiecksebenen). Dies ist in Abbildung 1.13 (a) veranschaulicht. Wie Abbildung
1.13 (b) entnommen werden kann, konnte im Fall (i) mit einer extensiven Anzahl lokaler Symmetrien
der stationäre Zustand des Systems mit hoher Genauigkeit durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble
beschrieben werden, auf das im Folgenden bei den Betrachtungen zu integrablen Systemen noch einge-
gangen werden wird. Weiterhin konnte gezeigt werden, dass die ETH in jedem Symmetriesektor erfüllt
ist. In den anderen beiden Fällen hingegen konnte gezeigt werden, dass das kanonisches Gibbs-Ensemble
zur Beschreibung des stationären Zustandes geeignet ist. Die Studien von Hamazaki et al. zeigen somit,
dass auch die innerhalb eines quantenmechanischen Vielteilchensystems vorhandenen Symmetrien einen
wesentlichen Einfluss auf das Auftreten von Thermalisierung haben können.

Die genannten Arbeiten stellen nur einen kleinen Ausschnitt der Forschungen auf dem Gebiet des Auftre-
tens von Thermalisierung in nichtintegrablen quantenmechanischen Vielteilchensystemen dar, verdeutli-
chen jedoch bereits die Komplexität der Thematik. Als zentrale Aussage kann dabei festgehalten werden,
dass aus der Nichtintegrabilität eines quantenmechanischen Vielteilchensystems nicht unmittelbar ge-
folgert werden kann, dass es thermalisiert. Zusammenfassungen des aktuellen Standes der Forschung
zum Auftreten von Thermalisierung in quantenmechanischen Vielteilchensystemen können beispielsweise
in [176, 177] gefunden werden. Weiterhin haben die vorangegangenen Betrachtungen gezeigt, dass auf-
grund der Komplexität der Berechnungen sowie des hohen numerischen Aufwandes nur wenige Studien
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zum Auftreten von Thermalisierung in nichtintegrablen Systemen existieren, die auf der expliziten Be-
rechnung der Zeitentwicklung der Systeme beruhen und Systemgrößen jenseits des mittels numerischer
Integration der Schrödingergleichung erreichbaren Bereiches betrachten. Hierzu gehören die bereits be-
sprochenen Untersuchungen von Kollath et al. des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells mithilfe der
Anwendung einer zeitabhängigen Dichtematrixrenormierungsgruppe in [91] sowie die Untersuchungen von
Carleo et al. des ein- und des zweidimensionalen Bose-Hubbard-Modells mithilfe eines Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens in Realzeit in [98]. Neben diesen bereits genannten Studien existieren noch Studien
von Konstantinidis der antiferromagnetischen anisotropen Heisenberg-Kette mithilfe einer Chebyshev-
Polynomialentwicklung [178, 179]. In höheren Dimensionen liegen Resultate für einen d-dimensionalen
effektiven O(N)-Hamiltonoperator auf Grundlage eines Verfahrens basierend auf Renormierungsgruppen
vor [123–125], jedoch kann dieses Verfahren nur nahe dynamischer kritischer Punkte angewendet werden.

Integrable Systeme und das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble

Nach den Betrachtungen zu nichtintegrablen Systemen soll nun auf integrable Systeme eingegangen wer-
den. Ein Überblick über den aktuellen Stand der Forschung bzgl. der Nichtgleichgewichtsdynamik inte-
grabler Systeme kann beispielsweise in [128] gefunden werden. Aufgrund der neben der Gesamtenergie
vorhandenen zusätzlichen Erhaltungsgrößen ist für integrable Systeme a priori klar, dass sie nicht ther-
malisieren können. Zur Beschreibung ihres stationären Zustandes hat sich das von Rigol et al. in [106]
eingeführte verallgemeinerte Gibbs-Ensemble (Generalized Gibbs Ensemble, GGE) etabliert, welches die
zusätzlichen Erhaltungsgrößen des Systems mitberücksichtigt. Der Dichteoperator des verallgemeinerten
Gibbs-Ensembles lautet

ρ̂GGE =
1

ZGGE
e−β̃Ĥ−

∑
n λnÎn mit ZGGE = Sp

{
e−β̃Ĥ−

∑
n λnÎn

}
und

[
În, Ĥ

]
= 0 . (1.30)

ZGGE ist die Zustandssumme des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles. Die mit dem Hamiltonoperator
kommutierenden Operatoren În beschreiben die weiteren Erhaltungsgrößen des Systems neben der Ge-
samtenergie. Es ist somit

〈În〉t = 〈Ψ(t)|În|Ψ(t)〉 = 〈Ψ(t0)|eıĤ(t−t0)Îne
−ıĤ(t−t0)|Ψ(t0)〉 = 〈Ψ(t0)|În|Ψ(t0)〉 = 〈În〉t0 . (1.31)

Die Lagrange-Multiplikatoren β̃ und λn sind eindeutig durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Mit-
hilfe des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles konnten unter anderem Hard-Core-Bosonen auf Gittern
[97, 106–110], freie Bosonen ausgehend von einem thermischen Zustand [114], das eindimensionale Bose-
Gas [180], das q-Bosonen-Modell [118] sowie das eindimensionale transversale Ising- und XY-Modell
[45, 68] beschrieben werden. In sogenannten freien Theorien, d. h. Systemen mit Hamiltonoperatoren,
die durch Transformation auf das System ihrer Eigenmoden diagonalisiert werden können, wird das
verallgemeinerte Gibbs-Ensemble oftmals über die unter der unitären Zeitentwicklung erhaltenen Beset-
zungszahlen der einzelnen Moden ausgedrückt [107]. Bezeichnet n̂k den Operator, der die Besetzungszahl
der k-ten Mode misst, und µk den zugehörigen Lagrange-Multiplikator, so kann das verallgemeinerte
Gibbs-Ensemble gemäß [128] in der Form

ρ̂GGE =
1

ZGGE
e−

∑
k µkn̂k mit ZGGE = Sp

{
e−

∑
k µkn̂k

}
und

[
n̂k, Ĥ

]
= 0 (1.32)

geschrieben werden. Der Zusammenhang zwischen den extensiven Erhaltungsgrößen În und den Beset-
zungszahlen n̂k der Moden ist in [128] für ein fermionisches Tight-Binding-Modell erläutert. Wesentlich ist
hierbei eine lineare Beziehung der Erhaltungsgrößen zu den Besetzungszahlen. Es gilt jedoch zu beachten,
dass es auch Fälle gibt, in denen lokale Erhaltungsgrößen existieren, die nicht über die Besetzungszahlen
ausgedrückt werden können. Als Beispiel hierfür ist in [128] wiederum das fermionische Tight-Binding-
Modell mit einer bestimmten Wahl der Parameter angegeben. Das eindimensionale transversale Ising-
und XY-Modell können ebenfalls als freie fermionische Theorien formuliert werden. Auf die in [45, 68]
erläuterte Darstellung ihres stationären Zustandes mithilfe des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles über
die Besetzungszahlen der Moden wird im weiteren Verlauf der Dissertation an geeigneter Stelle eingegan-
gen werden. Ein Review-Artikel über das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble für integrable Systeme auf
einem Gitter kann in [181] gefunden werden.
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In seiner ursprünglichen Definition berücksichtigt das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble nur lokale Erhal-
tungsgrößen. Lokale Erhaltungsgrößen sind Erhaltungsgrößen, zu deren Beschreibung im verallgemeiner-
ten Gibbs-Ensemble lokale Operatoren verwendet werden. Neue Erkenntnisse der letzten Jahre zeigen,
dass die Beschreibung des stationären Zustandes durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble in seiner
ursprünglichen Form mit ausschließlich lokalen Erhaltungsgrößen in Abhängigkeit von dem betrachte-
ten System nicht vollständig ist und erweitert werden muss. So konnte für das anisotrope Spin-1/2-
Heisenberg-Modell (XXZ-Modell) [72, 74–77] und das Lieb-Liniger-Modell [77] gezeigt werden, dass das
verallgemeinerte Gibbs-Ensemble unter Berücksichtigung ausschließlich lokaler Erhaltungsgrößen den sta-
tionären Zustand des Systems nicht korrekt beschreibt. Als Grund für die beobachteten Abweichungen
stellte sich das Vorhandensein bis dato unbekannter quasilokaler Erhaltungsgrößen heraus, die ebenfalls
im verallgemeinerten Gibbs-Ensemble berücksichtigt werden müssen. Ihre Existenz wurde beispielsweise
für verschiedene feldtheoretische Modelle [182] sowie für das anisotrope Spin-1/2-Heisenberg-Modell [183]
nachgewiesen. Eine Zusammenfassung zu quasilokalen Erhaltungsgrößen kann in [184] gefunden werden.

Theorem von Doyon

Die zuvor genannten Resultate führten 2015 zur Formulierung einer mathematischen Theorie zum Auf-
treten verallgemeinerter Thermalisierung in quantenmechanischen Vielteilchensystemen durch Doyon
in [185]. Diese beinhaltet ein Theorem, welches im Folgenden als das Theorem von Doyon bezeichnet
werden wird und das angibt, unter welchen Voraussetzungen in quantenmechanischen Vielteilchensyste-
men im thermodynamischen Limes verallgemeinerte Thermalisierung auftritt und wie das verallgemei-
nerte Gibbs-Ensemble zur Beschreibung ihres stationären Zustandes unter Berücksichtigung quasilokaler
Erhaltungsgrößen zu konstruieren ist. Es kann sowohl auf nichtintegrable als auch auf integrable Systeme
auf hyperkubischen Gittern beliebiger Dimensionalität in translationsinvarianten Zuständen angewendet
werden, sofern ihre Hamiltonoperatoren nur Wechselwirkungsterme endlicher Reichweite enthalten. Im
Falle nichtintegrabler Systeme reduziert sich die Aussage des Theorems auf das Auftreten von Therma-
lisierung gemäß dem kanonischen Gibbs-Ensemble. Voraussetzung für die Anwendbarkeit des Theorems
von Doyon sind hinreichend starke Clustereigenschaften des Systems, d. h. Korrelationen zwischen Posi-
tionen des Gitters müssen hinreichend schnell mit der Entfernung abfallen. Unter anderem wird in [185]
gezeigt, dass diese Bedingung für einen exponentiellen Abfall der Korrelationen mit dem Abstand der
Spins erfüllt ist. Für die Details des Theorems sei auf [185] verwiesen. Seine Anwendung auf das zweidi-
mensionale transversale Ising-Modell sowie die sich aus ihm ergebenden Vorhersagen zum Auftreten von
Thermalisierung in diesem werden zu Beginn der Betrachtungen zum zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell besprochen.

Quench Action Approach

Ein weiteres Verfahren zur Untersuchung des stationären Zustandes integrabler quantenmechanischer
Vielteilchensysteme stellt der Quench Action Approach dar, der 2013 in [51] von Caux und Essler für das
eindimensionale transversale Ising-Modell entwickelt wurde. Seitdem wurde das Verfahren von Brockman
et al. in [79] sowie von Mestyán et al. [80] zur Untersuchung des stationären Zustandes des Heisenberg-
Modells genutzt. Review-Artikel zum Quench Action Approach können in [186,187] gefunden werden.

Bemerkung: Bedeutung des thermodynamischen Limes

Vor Beginn der konkreten Betrachtungen zum transversalen Ising-Modell in den folgenden Kapiteln sei
noch darauf hingewiesen, dass eine echte Equilibrierung des Systems nur im thermodynamischen Limes
auftreten kann. Für endliche Systemgrößen wird es immer periodisch mit der Zeit auftretende Rekurrenz
und Revivals geben. Dies wurde beispielsweise bereits in Abbildung 1.6 angedeutet, indem der Erwar-
tungswert der Observable um seinen zeitlichen Mittelwert oszilliert, wobei die Amplitude der Oszillationen
ebenfalls zeitabhängig ist. In der Abbildung beeinflussen die Oszillationen den zeitlichen Mittelwert zwar
nicht, sofern die Zeitmittelung über ein hinreichend langes Zeitintervall erfolgt, jedoch sind sie dafür ver-
antwortlich, dass in endlichen Systemen nur Equilibrierung im zeitlichen Mittel möglich ist. Die folgenden
Erläuterungen zur Bildung des thermodynamischen Limes und der Definition von Thermalisierung ori-
entieren sich an den Ausführungen von Sirker et al. in [161].
Zur Untersuchung des stationären Zustandes eines quantenmechanischen Vielteilchensystems wird sein
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Zustand im Limes t → ∞ betrachtet. Da zur Untersuchung des Systems zum Auftreten von Therma-
lisierung ebenfalls die Bildung des thermodynamischen Limes N → ∞ erforderlich ist, erweist sich die
Reihenfolge der Grenzwertbildung von t→∞ und N →∞ als von entscheidender Bedeutung. Der ther-
modynamische Limes muss hierbei zuerst gebildet werden und erst im Anschluss daran der Grenzwert
unendlich langer Zeiten. In Simulationen hingegen ist es leichter, zunächst für verschiedene Systemgrößen
sehr lange Zeiten zu betrachten und anschließend durch Vergleich der Resultate mittels Finite-Size-Scaling
auf das System im thermodynamischen Limes zu schließen. Um ein System numerisch auf das Auftreten
von Thermalisierung untersuchen zu können, gilt es somit, die Frage zu klären, ob

lim
t→∞

lim
N→∞

〈Ô〉t
?
= lim
N→∞

Ô , (1.33)

d. h. ob der Gleichgewichtswert erhalten werden kann, indem zuerst über die Zeit gemittelt und erst
anschließend der thermodynamische Limes gebildet wird. Diese Gleichheit ist in der Tat nicht allgemein
gegeben, sondern hängt von dem betrachteten quantenmechanischen System ab. Ein explizites Gegen-
beispiel ist, wie in [188] gezeigt wurde, das eindimensionale transversale Ising-Modell. Dies werden auch
die Resultate für das eindimensionale transversale XY-Modell im Rahmen der vorliegenden Dissertation
zeigen. Für große nichtintegrable Systeme hingegen wie beispielsweise das zweidimensionale transversale
Ising-Modell auf einem hinreichend großen Quadratgitter kann nach [189] davon ausgegangen werden,
dass 〈Ô〉t immer nahe bei O liegt, d. h. nur eine geringe Varianz des zeitlichen Mittelwertes besteht und
die Reihenfolge der Grenzwertbildung keine Rolle spielt. Dies werden auch die Resultate für die Zeitent-
wicklung verschiedener Observablen im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell zeigen. Ausgehend
von diesen Überlegungen haben Sirker et al. in [161] die folgenden Bedingungen für das Auftreten von
Thermalisierung in quantenmechanischen Vielteilchensystemen formuliert:

(i) 〈Ô〉t wird im Limes t→∞ zeitunabhängig und stimmt mit O überein.

(ii) O stimmt mit dem Erwartungswert des Systems gemäß dem kanonischen Gibbs-Ensemble (Therma-
lisierung) bzw. gemäss dem verallgemeinerten Gibbs-Ensemble (verallgemeinerte Thermalisierung)
bei der über die Exzessenergie im System bestimmten effektiven Temperatur Teff überein.

Diese müssen für alle lokalen Observablen für das System im thermodynamischen Limes erfüllt sein. Da
im Rahmen numerischer Untersuchungen nur Systeme endlicher Größe sowie endliche Zeiten betrachtet
werden können, wird somit insbesondere bei der Betrachtung des nicht analytisch lösbaren zweidimensio-
nalen transversalen Ising-Modell das Ziel darin bestehen, möglichst große Systeme über möglichst lange
Zeitintervalle zu simulieren und durch den Vergleich verschiedener Systemgrößen Rückschlüsse auf das
System im thermodynamischen Limes zu ziehen.
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2 Das transversale Ising- und XY-Modell

Das Ising-Modell geht auf Ernst Ising zurück, der es auf Anregung seines Doktorvaters Wilhelm Lenz
im Jahre 1924 erstmals untersuchte [190]. In seiner ursprünglichen Formulierung stellte das Ising-Modell
ein klassisches Modell dar, dessen Intention die Beschreibung des Ferromagnetismus in Festkörpern war.
Es umfasste klassische Spins, genannt Elementarmagnete, die in einer Dimension entlang einer linearen
Kette bzw. in höheren Dimensionen auf einem Gitter angeordnet sind. Eine Wechselwirkung wurde dabei
nur zwischen unmittelbar benachbarten Spins angenommen. Mit der Entwicklung der Quantenmecha-
nik in den folgenden Jahren entstand auch eine quantenmechanische Formulierung des Ising-Modells,
die Systeme aus Spin-1/2 beschreibt. Diese weisen im Gegensatz zu den klassischen Elementarmagneten
keine kontinuierliche Orientierung auf, sondern befinden sich in einem der zwei möglichen Zustände up
und down. Eine Wechselwirkung zwischen den Spins besteht hierbei in x-Richtung zwischen nächsten
Nachbarn. In einer Dimension ist das quantenmechanische Ising-Modell exakt lösbar. Infolgedessen ent-
wickelte es sich im Laufe der Zeit zu einem Standardmodell der theoretischen Quantenmechanik für
Vielteilchensysteme aus Spin-1/2, an dem neue Konzepte erprobt wurden. Weiterhin entstanden Verall-
gemeinerungen, die beispielsweise die Anwesenheit eines externen transversalen Feldes berücksichtigen
(transversales Ising-Modell), langreichweitige Kopplungen zwischen Spins umfassen (langreichweitiges
Ising-Modell) oder eine Wechselwirkung der Spins nicht nur in x-Richtung, sondern auch in y-Richtung
betrachten (XY-Modell). Die exakte Lösbarkeit des Systems in einer Dimension bleibt dabei sowohl für
das transversale Ising-Modell als auch für das transversale XY-Modell erhalten.
Die im einleitenden Kapitel genannten Studien der Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen Ising-
und XY-Modells sind abgesehen von den Arbeiten von Barouch und McCoy [63–66] alle jüngeren Da-
tums. Frühere Untersuchungen haben sich vor allem mit den Gleichgewichtseigenschaften der Systeme
beschäftigt. Von besonderer Bedeutung für die Untersuchung des eindimensionalen Systems ist dabei eine
Arbeit von Lieb, Schultz und Mattis aus dem Jahre 1961 [191], in der ein Verfahren entwickelt wurde, um
den Hamiltonoperator des eindimensionalen XY-Modells ohne Transversalfeld zu diagonalisieren. Dieses
Verfahren kann auf beliebige quadratische Formen von Fermioperatoren angewendet werden. Unter ande-
rem hat es Pfeuty 1970 in [192] verwendet, um das transversale Ising-Modell in einer Dimension zu studie-
ren, für das elementare Anregungen des Systems, die Grundzustandsenergie sowie Korrelationsfunktionen
betrachtet wurden. Weiterhin bildete das Verfahren die Grundlage des Vorgehens von Barouch und Mc-
Coy zur Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen XY-Modells in einer Dimension
in [63–66]. Aufgrund seiner großen Bedeutung zur analytischen Lösung des eindimensionalen transversa-
len Ising- und XY-Modells sowie zur Bestimmung der Zeitentwicklung wird auf das Verfahren von Lieb,
Schultz und Mattis im weiteren Verlauf der Dissertation noch detailliert eingegangen werden. Weitere
Studien beschäftigten sich mit dem Grundzustand des eindimensionalen transversalen Ising-Modells und
dem Verlauf seines Ordnungsparameters und der Korrelationsfunktionen in der Umgebung des kritischen
Punktes [193,194]. Weiterhin wurde der Einfluss der Temperatur auf die Korrelationen im transversalen
Ising-Modell [195] sowie im XY-Modell [196] untersucht. Ebenfalls intensiv untersucht wurden die spon-
tane Magnetisierung und Korrelationsfunktionen des zweidimensionalen Ising-Modells [197–203]. Neben
den Korrelationsfunktionen befassen sich jüngere Studien mit Verschränkung zwischen Spins. Diese wurde
beispielsweise in den Jahren 2003 und 2004 in [204,205] für das eindimensionale transversale XY-Modell
untersucht.
Neben der Beschreibung des Ferromagnetismus in Festkörpern könnte dem transversalen Ising-Modell in
Zukunft auch eine wesentliche Rolle bei der in der Einleitung beschriebenen Entwicklung von Quanten-
computern zukommen. Die Spin-1/2 können mit Qubits identifiziert werden. Dies wurde beispielsweise
in [59] durch Navez et al. gemacht, die die Zeitentwicklung der Verschränkung zweier Qubits in einem
Quantenregister mithilfe des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells unter Verwendung einer Lar-
ge Coordination Number Expansion beschrieben haben. Da jedoch noch insbesondere in Bezug auf die
Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen Ising-Modells in höheren Dimensionen nur wenige Resulta-
te vorliegen und noch viele offene Fragen bestehen, stellt die Untersuchung des transversalen Ising-Modells
auch in der heutigen Zeit ein wichtiges Forschungsgebiet dar.
Im Rahmen der vorliegenden Dissertation wird die Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen XY-
Modells in einer Dimension auf einer Kette der Länge L mit freien (lineare Kette) bzw. periodischen
Randbedingungen (geschlossene Kette) sowie die Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen Ising-
Modells in zwei Dimensionen auf einem Quadratgitter der Kantenlänge L mit periodischen Randbedin-
gungen (Torus) untersucht. Eine Wechselwirkung bestehe dabei nur zwischen nächsten Nachbarn. Der
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Hamiltonoperator des Systems kann allgemein in der Form

Ĥ = −J
2

∑
<R,R′>

{
1 + γ

2
σ̂xRσ̂

x
R′ +

1− γ
2

σ̂yRσ̂
y
R′

}
︸ ︷︷ ︸

Ĥint

−h
2

∑
,R,

σ̂zR︸ ︷︷ ︸
Ĥext

(2.1)

geschrieben werden. Dabei ist R ∈ {1, 2, . . . , L}d mit d ∈ {1, 2} der Dimensionalität des Systems. Der
erste Summand Ĥint beschreibt die Wechselwirkung der Spins untereinander mit der Kopplungskonstante
J ≥ 0. Die Summation läuft über alle Paare von nächsten Nachbarn. Die Konstante 0 ≤ γ ≤ 1 beschreibt
die Anisotropie der Wechselwirkung zwischen den Spins. Für das Ising-Modell ist γ = 1, d. h. die Wech-
selwirkung zwischen den Spins in y-Richtung verschwindet und es besteht nur eine Wechselwirkung in
x-Richtung. Vom XY-Modell spricht man für 0 < γ < 1. Es gehört der gleichen Universalitätsklasse an
wie das Ising-Modell. Verschwindet die Anisotropie, d. h. ist γ = 0, so ist die Wechselwirkung der Spins
in x-Richtung genauso stark wie in y-Richtung. In diesem Fall spricht man vom XX-Modell, welches
einer anderen Universalitätsklasse angehört als das Ising- und das XY-Modell. Der zweite Summand Ĥext

beschreibt die Wechselwirkung der Spins mit dem externen transversalen Feld, dessen Stärke durch h ≥ 0
gegeben ist. Die Operatoren σ̂xR, σ̂yR und σ̂zR sind die Pauli-Spinoperatoren [206] für die Position R, deren
Matrixdarstellungen in der Basis der Eigenzustände von σ̂zR lauten:

σ̂xR =

(
0 1
1 0

)
R

, σ̂yR =

(
0 −ı
ı 0

)
R

, σ̂zR =

(
1 0
0 −1

)
R

. (2.2)

Die Gesamtzahl der Spins im System werde mit N bezeichnet. In einer Dimension ist somit N = L
und in zwei Dimensionen N = L2. Da das System aus Spin-1/2 besteht, ist der Hilbertraum H von der
Dimension dim(H) = 2N , wächst also exponentiell mit der Systemgröße.
Als Basis zur Beschreibung des Zustandes des Systems wird die x-Basis {|x〉} verwendet. Darunter ist die
Basis des Hilbertraumes zu verstehen, die aus den Eigenzuständen des Operators Σ̂x =

∏
R σ̂

x
R besteht.

In dieser fragt der Pauli-Spinoperator σ̂xR die Orientierung des Spins an der Position R ab, wohingegen
die Pauli-Spinoperatoren σ̂yR und σ̂zR den Spin an der Position R umklappen und im Falle von σ̂yR noch
eine Phase hinzufügen:

σ̂xR |. . . ↑R . . .〉x = |. . . ↑R . . .〉x , σ̂xR |. . . ↓R . . .〉x = − |. . . ↓R . . .〉x , (2.3a)

σ̂yR |. . . ↑R . . .〉x = −ı |. . . ↓R . . .〉x , σ̂yR |. . . ↓R . . .〉x = ı |. . . ↑R . . .〉x , (2.3b)

σ̂zR |. . . ↑R . . .〉x = |. . . ↓R . . .〉x , σ̂zR |. . . ↓R . . .〉x = |. . . ↑R . . .〉x . (2.3c)

Sowohl das transversale Ising-Modell als auch das transversale XY-Modell weisen eine globale Z2-Spin-
Umklapp-Symmetrie σ̂xR → −σ̂xR, σ̂yR → −σ̂

y
R und σ̂zR → σ̂zR auf. Diese wird durch den unitären Operator

Σ̂z =
∏

R σ̂
z
R vermittelt. Wegen [Ĥ, Σ̂z] = 0 ergibt sich Σ̂zĤΣ̂z = Ĥ. Weiterhin besitzt insbesondere

das Modell in zwei Dimensionen auf dem Quadratgitter mit periodischen Randbedingungen ausgeprägte
räumliche Symmetrien. Hierzu gehören Translations-, Rotations- und Spiegelsymmetrien. Die Erzeuger
der Symmetrietransformationen können aus den unitären Transpositionsoperatoren T̂R,R′ = 1

2 (1̂ + ~̂σR ·
~̂σR′) gebildet werden, die jeweils zwei Gitterplätze vertauschen σ̂xR ↔ σ̂xR′ , σ̂

y
R ↔ σ̂yR′ und σ̂zR ↔ σ̂zR′ .

Bei der Konstruktion der Erzeuger ist darauf zu achten, dass sie ebenfalls mit dem Hamiltonoperator
kommutieren müssen.

Ferromagnetische Ordnung und Phasendiagramm

Das transversale Ising-Modell zeigt im thermodynamischen Limes einen Phasenübergang zwischen ei-
ner ferromagnetischen Phase mit langreichweitiger Ordnung und einer ungeordneten paramagnetischen
Phase. Die ferromagnetische Ordnung entsteht durch spontane Symmetriebrechung der globalen Z2-Spin-
Umklapp-Symmetrie im thermodynamischen Limes. Tritt keine spontane Symmetriebrechung auf, d. h.
werden endliche Systeme betrachtet bzw. das System im thermodynamischen Limes in der paramagneti-
schen Phase, so sind die Eigenzustände des Hamiltonoperators auch Eigenzustände von Σ̂z und bleiben
es unter unitärer Zeitentwicklung. Hierbei ist zwischen Eigenzuständen mit gerader und ungerader Sym-
metrie zu unterscheiden. Die geraden Eigenzustände von Ĥ sind Eigenzustände von Σ̂z zum Eigenwert
+1, die ungeraden Eigenzustände von Ĥ sind Eigenzustände von Σ̂z zum Eigenwert −1. Im Falle des
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eindimensionalen Modells wird sich zeigen, dass die Symmetrie eines Eigenzustandes durch die Anzahl
der angeregten Moden bestimmt ist. Im Falle einer geraden Anzahl an Anregungen ist der Zustand
gerade, im Falle einer ungeraden Anzahl ungerade. Der Grundzustand liegt somit im Unterraum der
geraden Eigenzustände. Im thermodynamischen Limes sind die Eigenzustände des Hamiltonoperators in
der ferromagnetischen Phase aufgrund der spontanen Symmetriebrechung keine Eigenzustände von Σ̂z

mehr und der Grundzustand ist energetisch zweifach entartet. Die beiden Zustände werden mit |Ψ±0 〉
bezeichnet und durch die Wirkung des Operators Σ̂z ineinander überführt: Σ̂z |Ψ±0 〉 = |Ψ∓0 〉. Das System
wird aus diesem Grund in der ferromagnetischen Phase als gapless bezeichnet. In endlichen Systemen
liegen für die Bereiche des Phasendiagramms, in denen im thermodynamischen Limes ferromagnetische
Ordnung auftritt, der Grundzustand und der erste angeregte Zustand energetisch nahe beieinander mit
einer größeren Energielücke zum nächsthöheren angeregten Zustand, wobei die Energiedifferenz zwischen
dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand mit zunehmender Systemgröße verschwindet. In
der paramagnetischen Phase ist der Grundzustand nicht entartet. Zwischen ihm und dem ersten angereg-
ten Zustand besteht unabhängig von der Systemgröße eine Energielücke. Das System wird infolgedessen
als gapped bezeichnet. Der Ordnungsparameter des Phasenüberganges zwischen der ferromagnetischen
und der paramagnetischen Phase ist der Erwartungswert des Operators der Magnetisierung pro Spin in
x-Richtung

µ̂x =
1

N

∑
R

σ̂xR , (2.4)

der im Grundzustand |Ψ±0 〉 bzw. |Ψ0〉 des Systems gebildet wird. Für periodische Randbedingungen
genügt die Betrachtung des Erwartungswertes von σ̂xR für eine einzelne Position des Systems. Der Operator

µ̂x ist ungerade in Bezug auf die Z2-Spin-Umklapp-Symmetrie, da Σ̂zµ̂xΣ̂z = −µ̂x. Sein Erwartungswert
ist somit verschieden von null in der ferromagnetischen Phase aufgrund der spontanen Symmetriebre-
chung und verschwindet in der paramagnetischen Phase.
Da in endlichen Systemen keine spontane Symmetriebrechung auftritt, verschwindet in diesen der Er-
wartungswert der Magnetisierung in Eigenzuständen des Hamiltonoperators. Aus diesem Grund wird in
endlichen Systemen der sogenannte lokale Ordnungsparameter betrachtet, der auch als lokale Magne-
tisierung bezeichnet wird. Bei ihm handelt es sich ebenfalls um den Erwartungswert von σ̂xR für eine
einzelne Position des Systems, jedoch erfolgt die Betrachtung in Gegenwart eines Longitudinalfeldes h`
im Grenzfall verschwindenden Feldes:

mx
R = lim

h`→0+
〈Ψ0|σ̂xR|Ψ0〉 . (2.5)

Durch das Longitudinalfeld ergibt sich eine Vorzugsrichtung der Spins, aufgrund derer die Symmetrie
gebrochen wird und der Erwartungswert auch für endliche Systemgröße nicht verschwindet. In [198] wurde
gezeigt, dass der lokale Ordnungsparameter an der Position R als das folgende Nebendiagonalelement
von σ̂xR geschrieben werden kann:

mx
R = 〈Ψ0|σ̂xR|Ψ1〉 . (2.6)

|Ψ1〉 ist der erste angeregte Zustand des Systems. In der ferromagnetischen Phase weisen Operatoren,
die die beiden energetisch niedrigsten, dicht beieinander liegenden Eigenzustände des Hamiltonoperators
koppeln, langreichweitige Korrelationen auf [207]. Die lokale Magnetisierung gemäß (2.6) kann daher als
Ordnungsparameter für den Phasenübergang von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase
genutzt werden. Für periodische Randbedingungen ist der lokale Ordnungsparameter unabhängig von
der konkreten Position R. Für das System mit freien Randbedingungen treten für hinreichend große
Kettenlänge nur nahe des Randes Abweichungen vom Wert in der Mitte der Systems auf.
Für h = 0 ergeben sich energetische Entartungen der Eigenzustände des Hamiltonoperators. Der Grund-
zustand ist energetisch zweifach entartet. Für das endliche System ohne Symmetriebrechung ist somit
unter Beachtung der Tatsache, dass die Zustände Eigenzustände von Σ̂z sind,

|Ψ+
0 〉 =

1√
2

(
|↑↑ . . . ↑↑〉x + |↓↓ . . . ↓↓〉x

)
, (2.7a)

|Ψ−0 〉 =
1√
2

(
|↑↑ . . . ↑↑〉x − |↓↓ . . . ↓↓〉x

)
. (2.7b)
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Abbildung 2.1: Doppeltlogarithmische Auftragung
des Wertes der unteren Schranke µxB,min des Betra-
ges der Magnetisierung gemäß (2.12) in Abhängigkeit
von der SystemgrößeN . Wie der durch die rote Gera-
de dargestellte Least-Square-Fit mit a ·N−1/2 zeigt,
ist der Wert von µxB,min umgekehrt proportional zur
Wurzel der Systemgröße.
.
.

|Ψ+
0 〉 ist Eigenzustand des Operators Σ̂z zum Eigenwert +1 und |Ψ−0 〉 Eigenzustand zum Eigenwert

−1. Bei der Berechnung der lokalen Magnetisierung wird |Ψ+
0 〉 = |Ψ0〉 und |Ψ−0 〉 = |Ψ1〉 gesetzt. Im

thermodynamischen Limes hingegen ist für h = 0

|Ψ+
0 〉 = |↑↑ . . .〉x , (2.8a)

|Ψ−0 〉 = |↓↓ . . .〉x , (2.8b)

sodass wie gefordert Σ̂z |Ψ±0 〉 = |Ψ∓0 〉 gilt.
Ist die Berechnung des Matrixelements des lokalen Ordnungsparameters nicht möglich, da der erste an-
geregte Zustand nicht bekannt ist oder Erwartungswerte für das System bei endlicher Temperatur T > 0
mithilfe des im weiteren Verlauf der vorliegenden Dissertation beschrieben Monte-Carlo-Algorithmus
bestimmt werden, so wird statt der lokalen Magnetisierung der Betrag der Magnetisierung µ̂xB als Ord-
nungsparameter verwendet. Der Operator µ̂xB ergibt sich aus µ̂x gemäß

µ̂xB =
∑
x

∣∣〈x|µ̂x|x〉∣∣ |x〉〈x| . (2.9)

Bei der Bestimmung des Betrages der Magnetisierung eines Zustands |Ψ〉 des Systems wird dieser also in
der x-Basis dargestellt und jedem Basiszustand der Betrag seiner Magnetisierung zugewiesen. Hierbei gilt
es zu beachten, dass der Erwartungswert von µ̂xB im Grundzustand in der paramagnetischen Phase nicht
verschwindet, sondern gegen eine von der Systemgröße abhängige untere Schranke µxB,min konvergiert, je
weiter sich das System von der ferromagnetischen Phase entfernt. Der Erwartungswert des Betrages der
Magnetisierung liegt also im Intervall [µxB,min, 1]. Um zu erreichen, dass das Intervall unabhängig von der
Systemgröße wird und der Erwartungswert wie für einen Ordnungsparameter gefordert im Intervall [0, 1]
liegt, sodass Systeme verschiedener Größe miteinander verglichen werden können, wird der Betrag der
Magnetisierung renormiert gemäß

µ̂xBR =
µ̂xB − µxB,min

1− µxB,min

. (2.10)

Die von der Systemgröße abhängige untere Schranke µxB,min entspricht dem Erwartungswert von µ̂xB im
vollständig paramagnetischen Zustand. Bei diesem handelt es sich um den Zustand, in dem alle Spins
in Richtung des externen transversalen Feldes ausgerichtet sind. Ausgedrückt in der x-Basis ist dieser
Zustand die symmetrische Überlagerung aller Basiszustände:

|Ψpara〉 = |↑↑ . . . ↑↑〉z =
1√
2N

∑
x

|x〉 . (2.11)

Für die untere Schranke µxB,min ergibt sich damit

µxB,min = 〈Ψpara|µ̂xB|Ψpara〉 =
1

2N

N∑
m=0

(
N
m

) ∣∣∣∣N − 2m

N

∣∣∣∣ =
1

2N−1

N/2−1∑
m=0

(
N
m

)
N − 2m

N
. (2.12)

m bezeichnet hierbei die Anzahl der Spins eines Basiszustandes der x-Basis, die sich im Zustand down
befinden. µxB,min skaliert mit der Systemgröße gemäß µxB,min ∼ 1/

√
N und ist unabhängig von der Di-

mensionalität des Systems. Dies ist in Abbildung 2.1 durch eine doppeltlogarithmische Auftragung von
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(a) Transversales Ising-Modell in 1D
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(b) Transversales Ising-Modell in 2D
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Abbildung 2.2: Phasendiagramm des (a) eindimensionalen und (b) zweidimensionalen transversalen
Ising-Modells. Der schraffierte Bereich kennzeichnet die ferromagnetische Phase, der unschraffierte Be-
reich die paramagnetische Phase. Für das eindimensionale transversale Ising-Modell kann ferromagneti-
sche Ordnung nur für T = 0 existieren, wohingegen für das zweidimensionale transversale Ising-Modell
ferromagnetische Ordnung auch für kleine Verhältnisse h/J und T/J auftritt.

µxB,min gegen die Anzahl N der Spins im System veranschaulicht.
Im thermodynamischen Limes N → ∞ geht somit der renormierte Betrag der Magnetisierung in den
Betrag der Magnetisierung über. Dieser wiederum stimmt im thermodynamischen Limes aufgrund der
spontanen Symmetriebrechung in der ferromagnetischen Phase mit dem Erwartungswert der Magnetisie-
rung überein.
Für eine lineare Kette mit freien Randbedingungen schließlich besteht bei hinreichend großer Kettenlänge
noch die Möglichkeit, die Korrelationsfunktion zwischen dem ersten und dem letzten Spin der Kette als
Ordnungsparameter für den Phasenübergang zu verwenden [191]:

Cxx1,L = 〈Ψ0|σ̂x1 σ̂xL|Ψ0〉 . (2.13)

Einflussgrößen auf das Auftreten ferromagnetischer Ordnung im System sind neben dem Verhältnis h/J
des transversalen Feldes zur Kopplungskonstante auch die Temperatur T des Systems. Der Gleichge-
wichtsphasenübergang für T = 0 tritt für das eindimensionale transversale Ising-Modell für h/J = 1
auf. In zwei Dimensionen ist der Phasenübergang nicht exakt bekannt, konnte jedoch mithilfe verschie-
dener Verfahren mit hoher Genauigkeit zu h/J ≈ 3.044 bestimmt werden (Reihenentwicklung [194],
Dichtematrixrenormierungsgruppe [208], Quanten-Monte-Carlo [209]). Für endliche Temperaturen T > 0
verschwindet im eindimensionalen transversalen Ising-Modell die ferromagnetische Ordnung, wohingegen
im zweidimensionalen Modell für kleine Verhältnisse h/J und T/J ein Bereich mit ferromagnetischer
Ordnung existiert. Der Übergang von der ferromagnetischen zur paramagnetischen Phase in Abwesen-
heit eines Transversalfeldes (h = 0) wurde durch Onsager zu (T/J)crit = 1/ ln

(
1 +
√

2
)
≈ 1.135 be-

stimmt [197]. In Abbildung 2.2 sind die Phasendiagramme für das transversale Ising-Modell in einer und
in zwei Dimensionen schematisch dargestellt. Für das transversale XY-Modell in einer Dimension ist der
Phasenübergang gegenüber dem transversalen Ising-Modell nicht verschoben.
Das Verschwinden langreichweitiger ferromagnetischer Ordnung im eindimensionalen transversalen Ising-
Modell bei endlicher Temperatur sowie die Möglichkeit der Existenz langreichweitiger ferromagnetischer
Ordnung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell auch bei endlichen Temperaturen und kleinen
Verhältnissen von h/J kann anhand einer einfachen Betrachtung der freien Energie F = E − TS nach
Gitterman [210, 211] verstanden werden. Hierbei wird der Einfachheit halber das System ohne Trans-
versalfeld betrachtet. Die Überlegungen beruhen auf einer Betrachtung des Einflusses des Umklapps von
Spins auf die freie Energie F des Systems. Der stabile Zustand des Systems entspricht dem Minimum
der freien Energie F für die gegebenen Parameter. Bei niedrigen Temperaturen ist die Energie E der
dominante Beitrag zur freien Energie F . Das Minimum von F liegt somit nahe dem Minimum von E,
welches einem geordneten Zustand entspricht. Bei hohen Temperaturen hingegen wird die freie Energie
durch die Entropie S dominiert und F erreicht sein Minimum nahe dem Maximum von S. Die Entropie
wiederum ist maximal für das ungeordnete System. Bei der kritischen Temperatur Tcrit halten sich der
die Ordnung des Systems begünstigende Einfluss von E und der die Unordnung begünstigende Einfluss
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Abbildung 2.3: (a) Konfiguration des eindimen-
sionalen Ising-Modells mit freien Randbedingungen
und einer einzelnen Domänengrenze. (b) Konfigura-
tion des zweidimensionalen Ising-Modells mit freien
Randbedingungen mit einem zusammenhängenden
Bereich an Spin down. Die Kantenlänge des Berei-
ches der Spin down betrage `. Die Abbildung wur-
de [211] nachempfunden.

von S die Waage und die kritische Temperatur kann qualitativ durch

Tcrit ≈
∆E

∆S
(2.14)

abgeschätzt werden. Es wird nun die Änderung ∆F der freien Energie dadurch betrachtet, dass der
vollständig geordnete Zustand, in dem alle Spins parallel zueinander orientiert sind, in einen der in
Abbildung 2.3 dargestellten Zustände übergeht, in denen jeweils ein zusammenhängender Bereich an Spins
umgeklappt wurde. Dabei werden freie Randbedingungen angenommen. Im Falle des eindimensionalen
Ising-Modells in Abbildung 2.3 (a) handelt es sich bei den betrachteten Zuständen um Zustände mit einer
einzelnen Domänengrenze. Die Energie des Systems ändert sich durch die Domänengrenze um ∆E = J .
Die Anzahl W der möglichen Konfigurationen mit einer einzelnen Domänengrenze ist durch die Anzahl
der Kopplungen im System gegeben, welche N − 1 beträgt. Somit ist ∆S = ln(W ) = ln(N − 1). Die
Änderung der freien Energie des eindimensionalen Ising-Modells durch den Übergang von dem vollständig
geordneten Zustand in einen Zustand mit einer einzelnen Domänengrenze ist infolgedessen gegeben durch

∆F = ∆E − T∆S = J − T ln(N − 1) . (2.15)

Dieser Wert wird negativ, wenn T/J > 1/ ln(N − 1), d. h. im thermodynamischen Limes N → ∞
strebt (T/J)crit gegen null, sodass ferromagnetische Ordnung nur für T = 0 existieren kann. Im Falle des
zweidimensionalen Ising-Modell wird in Abbildung 2.3 (b) ein Zustand mit einem zusammenhängenden
Bereich an Spin down betrachtet, dessen Kantenlänge ` betrage. Die Energie des Systems wird somit durch
den Übergang vom vollständig geordneten Zustand in den beschriebenen Zustand um ∆E = J` erhöht.
Die Anzahl W der möglichen Konfigurationen mit einem zusammenhängenden Bereich an Spin down
mit Kantenlänge ` beträgt ungefähr 3`N , denn von jedem Gitterpunkt kann die Grenze des Bereiches
der Spin down in drei Richtungen fortgesetzt werden und der Bereich der Spin down kann innerhalb
des Gesamtsystems verschoben werden, wodurch sich der Faktor N ergibt. Bei dieser Näherung werden
die Notwendigkeit einer geschlossenen Umrandung des Bereiches der Spin down sowie die Tatsache, dass
sich die Umrandung nicht selbst schneiden darf, vernachlässigt. Weiterhin ergeben sich durch die freien
Randbedingungen Einschränkungen in Bezug auf die Verschiebung des Bereiches der Spin down, sodass in
einer exakten Betrachtung der mit N angegebene Faktor ebenfalls kleiner sein muss. Für die hier gemachte
einfache Überlegung ist die Näherung jedoch ausreichend. Es ergibt sich somit durch den Übergang vom
vollständig geordneten Zustand in den Zustand mit einem zusammenhängenden Bereich an Spin down
mit Kantenlänge ` eine Änderung der Entropie um ∆S = ln(3`N) und damit eine Änderung der freien
Energie des Systems um

∆F = ∆E − T∆S = `[J − T ln(3)]− T ln(N) . (2.16)

Liegt ` in der Größenordnung von N , so kann der Summand −T ln(N) vernachlässigt werden. ∆F wird
in der gemachten Näherung somit auch im thermodynamischen Limes negativ, wenn T/J > 1/ ln(3), d.
h. der Phasenübergang von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase findet bei einer endli-
chen Temperatur statt. Der durch diese einfache Betrachtung und die gemachten Näherungen bestimm-
te kritische Wert von (T/J)crit = 1/ ln(3) stimmt bereits gut mit dem exakten Ergebnis (T/J)crit =
1/ ln

(
1 +
√

2
)
≈ 1.135 von Onsager aus [197] überein. In Anwesenheit eines externen transversalen Fel-

des sind diese einfachen Überlegungen nicht mehr möglich.
Wie bereits erläutert wurde, besteht in der paramagnetischen Phase eine Energielücke zwischen dem
Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand. Das System wird infolgedessen als gapped bezeich-
net. In der ferromagnetischen Phase hingegen sind der Grundzustand und der erste angeregte Zustand
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im thermodynamischen Limes entartet und das System wird als gapless bezeichnet. In [207, 212] wurde
gezeigt, dass Korrelationen im Grundzustand quantenmechanischer Systeme, die eine Energielücke auf-
weisen, exponentiell clustern, d. h. die Korrelationen einen exponentiellen Abfall mit dem Abstand der
betrachteten Positionen zeigen. Der Wert der Korrelationen liegt dabei bereits für kleine Abstände nahe
bei null, sodass weiter voneinander entfernte Positionen effektiv unkorreliert sind. Dies erklärt den Be-
griff des Clusterns: Innerhalb des Systems bestehen ausgehend von einer Position als Referenz Cluster mit
endlicher Ausdehnung und einer endlichen Zahl Positionen, die mit der Referenzposition korreliert sind.
Aus den Resultaten von Kliesch et al. [213] folgt, dass auch thermische Zustände in der paramagneti-
schen Phase exponentiell clustern. Innerhalb der ferromagnetischen Phasae fallen Korrelationen zwischen
den Spins zwar ebenfalls bis zu einem gewissen Abstand der betrachteten Positionen ab, erreichen dann
jedoch einen festen, von null verschiedenen Wert. Die genaue Form des Abfalls ist dabei im Gegensatz
zur paramagnetischen Phase nicht bekannt. Der Grenzwert für große Abstände ist durch das Quadrat
der Magnetisierung des Systems gegeben [66].

Erhaltungsgrößen

Einen weiteren wesentlichen Unterschied zwischen dem transversalen Ising-Modell in einer und in zwei
Dimensionen stellen die vorhandenen Erhaltungsgrößen dar. Während das zweidimensionale transversale
Ising-Modell nichtintegrabel ist, d. h. in ihm nur die Gesamtenergie unter unitärer Zeitentwicklung erhal-
ten und somit Thermalisierung möglich ist, sind das eindimensionale transversale Ising- und XY-Modell
aufgrund der Existenz weiterer Erhaltungsgrößen integrabel und können infolgedessen nicht thermali-
sieren. In [214, 215] wurde gezeigt, dass das eindimensionale transversale Ising-Modell mit periodischen
Randbedingungen im thermodynamischen Limes unendlich viele Erhaltungsgrößen hat. Diese können
nach [128] geschrieben werden in der Form

Î+
n = −J

2

∑
i

(
Ŝxxi,i+n + Ŝyyi,i+n−2

)
− h

2

∑
i

(
Ŝxxi,i+n−1 + Ŝyyi,i+n−1

)
=
∑
i

Î+
n,i (2.17a)

Î−n = −J
2

∑
i

(
Ŝxyi,i+n − Ŝ

yx
i,i+n

)
=
∑
i

Î−n,i (2.17b)

mit

Ŝαβi,i+n = σ̂αi

[ n−1∏
j=1

σ̂zi+j

]
σ̂βi+n und Ŝyyi,i = −σ̂zi . (2.18)

Die Î+
n und Î−n müssen bei der Konstruktion des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles zur Beschreibung

des stationären Zustandes des transversalen Ising-Modells in einer Dimension berücksichtigt werden. Wie
bereits erwähnt wurde, können die Erhaltungsgrößen in freien Theorien auch über die unter unitärer Zeit-
entwicklung erhaltenen Besetzungszahlen der Moden des Hamiltonoperators ausgedrückt werden. Dieses
Vorgehen wird im Rahmen der vorliegenden Dissertation bei den Betrachtungen zum eindimensionalen
transversalen XY-Modell angewendet.
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3 Nichtgleichgewichtsdynamik des
transversalen XY-Modells in einer Dimension

3.1 Diagonalisierung des Hamiltonoperators

Der Hamiltonoperator des eindimensionalen transversalen XY-Modells kann durch Transformation auf
ein System freier Fermionen diagonalisiert werden. Das hierzu verwendete Verfahren basiert auf einer
Arbeit von Lieb, Schultz und Mattis aus dem Jahre 1961 [191] und reduziert die Diagonalisierung des
Hamiltonoperators auf die Diagonalisierung zweier Matrizen, deren Zeilen- und Spaltenzahl linear mit
der Systemgröße anwächst entgegen dem exponentiellen Wachstum der Dimensionalität des Hilbertrau-
mes mit der Systemgröße. Betrachtet werden sowohl das System mit freien als auch das System mit
periodischen Randbedingungen. Das auf der Arbeit von Lieb, Schultz und Mattis aufbauende Verfahren
kann für beide Randbedingungen angewendet werden. Die folgenden Ausführungen für das transversale
XY-Modell mit freien Randbedingungen orientieren sich an denjenigen in der Diplomarbeit des Autors
der vorliegenden Dissertation [216]. Für das System mit periodischen Randbedingungen wird eine auf
Barouch und McCoy [63–66] zurückgehende Abwandlung des Verfahrens von Lieb, Schultz und Mattis
vorgestellt, durch die keine Matrixdiagonalisierung erforderlich ist. Bei der hier gezeigten Darstellung
dieses Verfahrens handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Vorgehens von Rossini et al. in [41] vom
eindimensionalen transversalen Ising-Modell auf das transversale XY-Modell. Weiterhin wird ein von Iglói
und Turban in [217] für das transversale Ising-Modell entwickeltes, ebenfalls auf dem Verfahren von Lieb,
Schultz und Mattis besierendes Verfahren erläutert, das in [216] bereits auf das transversale XY-Modell
mit freien Randbedingungen erweitert wurde. Dieses Verfahren kann sowohl auf das eindimensionale
transversale XY-Modell mit freien Randbedingungen als auch auf das eindimensionale transversale XY-
Modell mit periodischen Randbedingungen angewendet werden und involviert die Diagonalisierung nur
einer einzelnen Matrix, deren Zeilen- und Spaltenzahl durch die zweifache Systemgröße gegeben ist. Dieses
Verfahren erfordert einen höheren Rechenaufwand als das ursprüngliche Verfahren von Lieb, Schultz und
Mattis, bietet jedoch den Vorteil, dass das relative Vorzeichen der Eigenvektoren der beiden im Verfahren
von Lieb, Schultz und Mattis auftretenden Matrizen unmittelbar bekannt ist.

3.1.1 Freie Randbedingungen

Den Ausgangspunkt der Umformungen bildet der Hamiltonoperator (2.1), der für das eindimensionale
transversalen XY-Modells mit freien Randbedingungen in der Form

Ĥ = −J
2

N−1∑
i=1

{
1 + γ

2
σ̂xi σ̂

x
i+1 +

1− γ
2

σ̂yi σ̂
y
i+1

}
− h

2

N∑
i=1

σ̂zi (3.1)

geschrieben werden kann. Den ersten Schritt zu seiner Diagonalisierung stellt die Einführung von Erzeu-
gern â†i und Vernichtern â†i gemäß

â†i :=
1

2

(
σ̂xi + ıσ̂yi

)
, â†i :=

1

2

(
σ̂xi − ıσ̂

y
i

)
(3.2)

dar. Mithilfe der Erzeuger und Vernichter können die Pauli-Spinoperatoren geschrieben werden als

σ̂xi = â†i + â†i , (3.3a)

σ̂yi = −ı
(
â†i − â

†
i

)
, (3.3b)

σ̂zi = 2â†i â
†
i − 1 . (3.3c)

Hieraus ergibt sich, dass der Hamiltonoperator (3.1) ausgedrückt in Termen der â†i und âi eine quadra-
tische Form der Gestalt

Ĥ = −J
2

N−1∑
i=1

{
1 + γ

2

(
â†i + â†i

)(
â†i+1 + â†i+1

)
− 1− γ

2

(
â†i − â

†
i

)(
â†i+1 − â

†
i+1

)}
− h

N∑
i=1

â†i â
†
i +

h

2
N (3.4a)

= −J
2

N−1∑
i=1

{
â†i â
†
i+1 + â†i â

†
i+1 + γ

(
â†i â
†
i+1 + â†i â

†
i+1

)}
− h

N∑
i=1

â†i â
†
i +

h

2
N (3.4b)
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ist. Aus den bekannten Kommutator- und Antikommutatorrelationen[
σ̂αi , σ̂

β
j

]
= 2ıδij

∑
γ

εαβγ σ̂
γ
i und

{
σ̂αi , σ̂

β
j

}
= 2δijδαβ mit α, β, γ = x, y, z (3.5)

der Pauli-Spinoperatoren folgt, dass die Erzeuger und Vernichter für gleiche Positionen der Kette den
Antikommutatorrelationen {

â†i , â
†
i

}
= 1 und

(
â†i
)2

=
(
â†i
)2

= 0 (3.6)

genügen und für unterschiedliche Positionen den Kommutatorrelationen[
â†i , â

†
j

]
=
[
â†i , â

†
j

]
=
[
â†i , â

†
j

]
= 0 für i 6= j . (3.7)

Die über die Erzeuger und Vernichter definierten Teilchen verhalten sich somit für gleiche Positionen
innerhalb der Kette wie Fermionen und für unterschiedliche Positionen wie Bosonen. Auf einem Git-
terplatz kann sich somit insbesondere immer nur ein Teilchen befinden. Teilchen auf unterschiedlichen
Gitterplätzen hingegen bemerken nichts von ihren Nachbarn. Es handelt sich bei den Teilchen somit
um Hard-Core-Bosonen. Ausgedrückt über die Hard-Core-Bosonen weist der Wechselwirkungsterm des
Hamiltonoperators Hopping-Terme und Erzeugungs- bzw. Vernichtungsterme auf. Hopping-Terme ver-
mitteln das Springen eines Hard-Core-Bosons von einem Platz der Kette zu einem benachbarten Platz.
Diese Terme sind unabhängig von der Anisotropie γ. Durch die Erzeugungs- und Vernichtungsterme wer-
den Hard-Core-Bosonen auf benachbarten Gitterplätzen paarweise erzeugt bzw. vernichtet. Diese Terme
hängen linear von der Anisotropie γ ab. Insbesondere verschwinden diese Terme im XX-Modell, für das
γ = 0 ist. Im XX-Modell ist somit im Gegensatz zum Ising- und zum XY-Modell die Anzahl der Hard-
Core-Bosonen erhalten. Dies erklärt auch, weshalb das XX-Modell einer anderen Universalitätsklasse
angehört als das Ising- und das XY-Modell. Das transversale Feld liefert in der Darstellung über die
Hard-Core-Bosonen einen konstanten Energiebeitrag, der von der Anzahl der Gitterplätze abhängt und
zu dem ein von der Anzahl der Hard-Core-Bosonen abhängiger Anteil hinzukommt.
Bedingt durch die gemischten Kommutatorrelationen existiert keine kanonische, d. h. die Kommutator-
relationen erhaltende Transformation, die den Hamiltonoperator (3.4) diagonalisiert. Aus diesem Grund
werden durch die Jordan-Wigner-Transformation [218]

ĉ†i := â†i exp

−ıπ
i−1∑
j=1

â†j â
†
j

 , ĉ†i := exp

ıπ
i−1∑
j=1

â†j â
†
j

 â†i (3.8)

die Operatoren ĉ†i und ĉ†i eingeführt. Sie erfüllen die Antikommutatorrelationen{
ĉ†i , ĉ

†
j

}
= δij und

{
ĉ†i , ĉ

†
j

}
=
{
ĉ†i , ĉ

†
j

}
= 0 , (3.9)

stellen also fermionische Erzeuger und Vernichter dar. Unter Ausnutzung von

ĉ†j ĉ
†
j = â†j â

†
j (3.10)

lautet die inverse Transformation zu (3.8)

â†i = ĉ†i exp

ıπ
i−1∑
j=1

ĉ†j ĉ
†
j

 , â†i = exp

−ıπ
i−1∑
j=1

ĉ†j ĉ
†
j

 ĉ†i . (3.11)

ĉ†j ĉ
†
j hat als fermionischer Teilchenzahloperator die Eigenwerte +1 und −1. Die Jordan-Wigner-Transfor-

mation überführt somit die Hard-Core-Boseoperatoren durch Einfügen von Vorzeichen an entsprechenden
Stellen in Fermioperatoren. Diese werden im Folgenden als c-Fermioperatoren bezeichnet. Aus den Ei-
genwerten von ĉ†j ĉ

†
j folgt unmittelbar

exp

ıπ
i−1∑
j=1

ĉ†j ĉ
†
j

 = exp

−ıπ
i−1∑
j=1

ĉ†j ĉ
†
j

 . (3.12)
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Da die Teilchenzahloperatoren kommutieren, ist die folgende Faktorisierung möglich:

exp

ıπ
i−1∑
j=1

ĉ†j ĉ
†
j

 =

i−1∏
j=1

exp
{
ıπĉ†j ĉ

†
j

}
. (3.13)

exp
{
ıπĉ†j ĉ

†
j

}
wiederum kann durch Reihenentwicklung umgeschrieben werden zu

exp
{
ıπĉ†j ĉ

†
j

}
= 1− 2ĉ†j ĉ

†
j =

(
ĉ†j + ĉ†j

)(
ĉ†j − ĉ

†
j

)
= −σ̂zj . (3.14)

Die Pauli-Spinoperatoren lauten ausgedrückt über die c-Fermioperatoren

σ̂xi =

i−1∏
j=1

(
ĉ†j + ĉ†j

)(
ĉ†j − ĉ

†
j

) (ĉ†i + ĉ†i
)
, (3.15a)

σ̂yi = −ı

i−1∏
j=1

(
ĉ†j + ĉ†j

)(
ĉ†j − ĉ

†
j

) (ĉ†i − ĉ†i) , (3.15b)

σ̂zi = 2ĉ†i ĉ
†
i − 1 . (3.15c)

Die inverse Jordan-Wigner-Transformation (3.11) überführt den Hamiltonoperator des eindimensionalen
transversalen XY-Modells auf die Gestalt

Ĥ = −J
2

N−1∑
i=1

{
1 + γ

2

(
ĉ†i − ĉ

†
i

)(
ĉ†i+1 + ĉ†i+1

)
− 1− γ

2

(
ĉ†i + ĉ†i

)(
ĉ†i+1 − ĉ

†
i+1

)}
− h

N∑
i=1

ĉ†i ĉ
†
i +

h

2
N (3.16a)

= −J
2

N−1∑
i=1

{
ĉ†i ĉ
†
i+1 − ĉ

†
i ĉ
†
i+1 + γ

(
ĉ†i ĉ
†
i+1 − ĉ

†
i ĉ
†
i+1

)}
− h

N∑
i=1

ĉ†i ĉ
†
i +

h

2
N . (3.16b)

Dieser Ausdruck stellt eine quadratische Form von Fermioperatoren dar. Trotz der Nichtlokalität der
Jordan-Wigner-Transformation ist der Hamiltonoperator in Termen der c-Fermioperatoren lokal.
Das weitere Vorgehen zur Diagonalisierung des Hamiltonoperators unterscheidet sich nun in Abhängigkeit
von den Randbedingungen des Systems. Für die in diesem Abschnitt besprochene Kette mit freien Rand-
bedingungen wird ein Verfahren nach Lieb, Schultz und Mattis [191] angewendet, welches zur Diagonali-
sierung einer allgemeinen quadratischen Form von Fermioperatoren

Ĥ =
∑
i,j

[
ĉ†iAij ĉ

†
j +

1

2

(
ĉ†iBij ĉ

†
j + ĉ†iB

†
ij ĉ
†
j

)]
(3.17)

mit reellwertigen Matrizen A und B geeignet ist. Da Ĥ hermitesch ist, muss A symmetrisch sein. B
hingegen ist aufgrund der Antikommutatorrelationen zwischen den ĉ†i und ĉ†i antisymmetrisch.
Lieb, Schultz und Mattis haben gezeigt, dass die Transformation

η̂†k′ =
1

2

∑
i

{
φk′(i)

(
ĉ†i + ĉ†i

)
+ ψk′(i)

(
ĉ†i − ĉ

†
i

)}
=

1

2

∑
i

{(
φk′(i) + ψk′(i)

)
ĉ†i +

(
φk′(i)− ψk′(i)

)
ĉ†i

}
,

(3.18a)

η̂†k′ =
1

2

∑
i

{
φk′(i)

(
ĉ†i + ĉ†i

)
− ψk′†(i)

(
ĉ†i − ĉ

†
i

)}
=

1

2

∑
i

{(
φk′(i)− ψk′(i)

)
ĉ†i +

(
φk′(i) + ψk′(i)

)
ĉ†i

} (3.18b)

kanonisch ist, d. h. es sich bei den η̂†k′ und η̂†k′ um Fermioperatoren handelt, und die allgemeine quadra-
tische Form (3.17) auf die Gestalt

Ĥ =
∑
k′

Λk′ η̂
†
k′ η̂
†
k′ + const (3.19)
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bringt. k′ ist die Wellenzahl. Auf ihre erlaubten Werte wird an späterer Stelle eingegangen werden. Die
Konstante in (3.19) ist gegeben durch

const =
1

2

(∑
i

Aii −
∑
k′

Λk′

)
. (3.20)

Die φk′ und ψk′ sind die Eigenvektoren der Matrizen (A−B)(A+B) bzw. (A+B)(A−B) zum Eigenwert
Λ2
k′ :

(A−B)(A + B)φk′ = Λ2
k′φk′ , (3.21a)

(A + B)(A−B)ψk′ = Λ2
k′ψk′ . (3.21b)

Die inverse Transformation zu (3.18) lautet

ĉ†i =
1

2

∑
k′

{
φk′(i)

(
η̂†k′ + η̂k′

)
+ ψk′(i)

(
η̂†k′ − η̂

†
k′

)}
=

1

2

∑
k′

{(
φk′(i) + ψk′(i)

)
η̂†k′ +

(
φk′(i)− ψk′(i)

)
η̂†k′
}
, (3.22a)

ĉ†i =
1

2

∑
k′

{
φk′(i)

(
η̂†k′ + η̂†k′

)
− ψk′(i)

(
η̂†k′ − η̂

†
k′

)}
=

1

2

∑
k′

{(
φk′(i)− ψk′(i)

)
η̂†k′ +

(
φk′(i) + ψk′(i)

)
η̂†k′
}
. (3.22b)

Hierbei wird ausgenutzt, dass die Vektoren φk′ und ψk′ reellwertig sind.
Die Einträge der Matrizen A und B können durch Vergleich mit dem Hamiltonoperator des Systems
ausgedrückt über die c-Fermioperatoren bestimmt werden. Für das eindimensionale transversale XY-
Modell mit freien Randbedingungen ergibt sich aus (3.16)

A =



−h −J2
−J2 −h −J2

−J2 −h −J2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

−J2 −h −J2
−J2 −h −J2

−J2 −h



, B =



0 −J2 γ
J
2 γ 0 −J2 γ

J
2 γ 0 −J2 γ

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

J
2 γ 0 −J2 γ

J
2 γ 0 −J2 γ

J
2 γ 0



. (3.23)

Die Matrizen A und B sind für ein System aus N Spins von der Dimension N ×N .
Nach Bestimmung der Konstante hat der Hamiltonoperator in Diagonalgestalt die Form

Ĥ =
∑
k′

Λk′
(
η̂†k′ η̂

†
k′ −

1
2

)
=
∑
k′

Λk′
(
n̂k′ − 1

2

)
. (3.24)

Dies ist die Darstellung des Hamiltonoperators über seine Eigenmoden. n̂k′ := η̂†k′ η̂
†
k′ hat als fermionischer

Teilchenzahloperator die Eigenwerte +1 und −1. Sie entsprechen der Anregung (+1) bzw. Nichtanregung
(−1) einer Mode. Die Eigenenergien des Systems werden aus den Energien der einzelnen Moden aufge-
baut. Ist eine Mode angeregt, so liefert sie den Energiebeitrag +Λk′/2. Ist sie hingegen nicht angeregt, so
lautet ihr Beitrag −Λk′/2. Da der Hamiltonoperator in der Darstellung über die n̂k′ diagonal ist, besteht
keine Wechselwirkung zwischen den Moden. Aus diesem Grund und da die Anregungen fermionischer Na-
tur sind wird das beschriebene Verfahren zur Diagonalisierung des Hamiltonoperators als Transformation
auf ein System freier Fermionen bezeichnet. Das transversale XY-Modell kann somit in einer Dimension
als freie Theorie formuliert werden. Dies wird im Folgenden im Rahmen einer semiklassischen Theo-
rie zur Beschreibung des Relaxationsprozesses nach einem Quench auf Grundlage wechselwirkungsfreier
Quasiteilchen genutzt werden. Die Besetzungszahl der Quasiteilchen wird durch die Erwartungswerte der
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Teilchenzahloperatoren n̂k′ gegeben sein, die unter unitärer Zeitentwicklung erhalten sind, da die n̂k′ mit
dem Hamiltonoperator kommutieren. Sie können daher wie bereits in den einleitenden Kapiteln beschrie-
ben als Erhaltungsgrößen zur Formulierung des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles genutzt werden.
Da die Λk′ positiv und reellwertig sind, sind sie durch ihre Quadrate in den Eigenwertgleichungen (3.21a)
und (3.21b) eindeutig bestimmt. Die zu diagonalisierenden Matrizen (A−B)(A+B) und (A−B)(A+B)
der Dimension N ×N haben die Gestalt

(A−B)(A + B) =



h2 + J2

4 (1− γ)2 Jh J2

4 (1− γ2)

Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh J2

4 (1− γ2)
J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh J2

4 (1− γ2)
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh J2

4 (1− γ2)
J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh
J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

4 (1 + γ)2



, (3.25a)

(A + B)(A−B) =



h2 + J2

4 (1 + γ)2 Jh J2

4 (1− γ2)

Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh J2

4 (1− γ2)
J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh J2

4 (1− γ2)
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh J2

4 (1− γ2)
J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

2 (1 + γ2) Jh
J2

4 (1− γ2) Jh h2 + J2

4 (1− γ)2



. (3.25b)

und gehen durch Spiegelung an der Gegendiagonale auseinander hervor. Sie haben daher die gleichen Ei-
genwerte und die zu einem Eigenwert gehörigen Eigenvektoren gehen durch Umkehr der Reihenfolge ihrer
Komponenten auseinander hervor, wobei noch ein eventuell auftretendes globales Vorzeichen zu beachten
ist. Es genügt also, eine der beiden Matrizen zu diagonalisieren, um sowohl die Λk′ als auch die φk′ und
die ψk′ zu bestimmen. Zusammenfassend ist durch das beschriebene Verfahren somit nur eine Matrix
der Dimension N × N zu diagonalisieren statt einer Matrix der Dimension 2N × 2N wie im Falle der
exakten Diagonalisierung des Hamiltonoperators. Zur numerischen Diagonalisierung der Matrizen wird
die Routine jacobi.cpp aus den Numerical Recipes in C++ [219] verwendet.
Die erlaubten Werte der Wellenzahlen k′ werden durch die Randterme bestimmt. Sowohl für das XY-
Modell ohne Transversalfeld [191] als auch für das transversale Ising-Modell [192] wurden analytische
Ausdrücke für die Eigenvektoren φk′ und ψk′ sowie die Eigenwerte Λk′ hergeleitet. In der paramagne-
tischen Phase (h/J > 1) sind alle erlaubten Wellenzahlen reellwertig. Sie liegen für hinreichend große
Systemgrößen in guter Näherung äquidistant im Intervall [0, π]:

k′ =
πn

N
, n = 1, . . . , N . (3.26)

Abweichungen von diesen Werten sind von der Ordnung O(1/N2) [191]. In der ferromagnetischen Phase
(h/J < 1) hingegen wird einer der erlaubten Werte der Wellenzahl komplexwertig. Dieser wird mit k′0
bezeichnet und hat Realteil π. Es ist

k′0 = π + ıν . (3.27)

Der der Wellenzahl k′0 zugehörige Eigenwert Λk′0 strebt mit wachsender Kettenlänge asymptotisch gegen
null, sodass im thermodynamischen Limes der Grundzustand in der ferromagnetischen Phase mit dem
ersten angeregten Zustand entartet und das System somit gapless ist. Die N−1 reellwertigen Wellenzahlen
liegen wiederum in guter Näherung äquidistant im Intervall [0, π]

k′ =
πn

N
, n = 1, . . . , N − 1 . (3.28)

Für das XY-Modell mit Transversalfeld hingegen existieren keine analytischen Ergebnisse für die φk′

und die ψk′ sowie die erlaubten Werte der k′, jedoch zeigen numerische Ergebnisse, dass auch hier in
der ferromagnetischen Phase die Energie der niedrigsten Mode mit zunehmender Systemgröße gegen null
strebt und die Wellenzahlen der anderen Moden in guter Näherung äquidistant im Intervall [0, π] liegen
[216]. Randeffekte treten mit der Systemgröße zunehmend in den Hintergrund und die Eigenenergien Λk′

der reellwertigen Wellenzahlen k′ sind gegeben durch die Werte für die Nichtrandterme

Λk′ =
√
h2 + J2γ2 + 2Jh cos(k′) + J2(1− γ2) cos2(k′) . (3.29)
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Im Falle des XY-Modells ohne Transversalfeld sind die Λk′ symmetrisch bzgl. k′ ↔ π−k′, sodass in [191]
das erlaubte Intervall der k′-Werte von 0 bis π/2 angegeben und der Realteil von k′0 zu π/2 bestimmt
wurde.

Eine Abwandlung des Verfahrens von Lieb, Schultz und Mattis zur Diagonalisierung des Hamiltonope-
rators wurde von Iglói und Turban in [217] für das eindimensionale transversale Ising-Modell mit freien
Randbedingungen formuliert. Hier werde seine verallgemeinerte Form für das transversale XY-Modell mit
freien Randbedingungen nach [216] kurz zusammengefasst.
Zwischen den Vektoren φk′ und ψk′ besteht die Beziehung

Λk′ψk′(i) = −J
2

(1− γ)φk′(i− 1)− hφk′(i)−
J

2
(1 + γ)φk′(i+ 1) , (3.30a)

Λk′φk′(i) = −J
2

(1 + γ)ψk′(i− 1)− hψk′(i)−
J

2
(1− γ)ψk′(i+ 1) . (3.30b)

i läuft dabei von 1 bis N und es gelte φk′(0) = φk′(N + 1) = 0 sowie ψk′(0) = ψk′(N + 1) = 0. Der
2N -dimensionale Vektor Vk′ mit

Vk′(2i− 1) = −φk′(i) , (3.31a)

Vk′(2i) = ψk′(i) (3.31b)

erlaubt es nun, (3.30a) und (3.30b) als Eigenwertproblem einer Matrix T der Dimension 2N × 2N mit

T =



0 h 0 J
2 (1− γ) 0

h 0 J
2 (1 + γ) 0 0 0

0 J
2 (1 + γ) 0 h 0 J

2 (1− γ)
. . .

J
2 (1− γ) 0 h 0 J

2 (1 + γ)
. . .

. . .
. . .

0 0 0 J
2 (1 + γ)

. . .
. . .

. . . 0 0

0 J
2 (1− γ)

. . .
. . .

. . . h 0 J
2 (1− γ)

. . .
. . .

. . . h 0 J
2 (1 + γ) 0

. . . 0 0 J
2 (1 + γ) 0 h

0 J
2 (1− γ) 0 h 0



(3.32)

darzustellen gemäß

TVk′ = Λk′Vk′ . (3.33)

Durch die Diagonalisierung von T, wofür wiederum die Routine jacobi.cpp aus den Numerical Recipes
in C++ [219] verwendet wird, erhält man unmittelbar die Vektoren φk′ und ψk′ . Die Eigenwerte Λk′

erscheinen einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen. Da die Energien der Moden
nichtnegativ sein müssen, wird der negative Zweig vernachlässigt. Der Vorteil des Verfahrens von Iglói
und Turban gegenüber dem Verfahren von Lieb, Schultz und Mattis besteht darin, dass das relative
Vorzeichen der Vektoren φk′ und ψk′ direkt bekannt ist, jedoch wird dies mit dem höheren Rechenaufwand
zur Diagonalisierung einer Matrix der Dimensionalität 2N × 2N gegenüber N ×N erkauft.

3.1.2 Periodische Randbedingungen

Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit periodi-
schen Randbedingungen

Ĥ = −J
2

N∑
i=1

{
1 + γ

2
σ̂xi σ̂

x
i+1 +

1− γ
2

σ̂yi σ̂
y
i+1

}
− h

2

N∑
i=1

σ̂zi . (3.34)

mit

σ̂αN+1 = σ̂α1 mit α = x, y, z (3.35)
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verläuft bis nach der Jordan-Wigner-Transformation analog zum Modell mit freien Randbedingungen.
An dieser Stelle hat der Hamiltonoperator die Gestalt

Ĥ =− J

2

N−1∑
i=1

{
ĉ†i ĉ
†
i+1 − ĉ

†
i ĉ
†
i+1 + γ

(
ĉ†i ĉ
†
i+1 − ĉ

†
i ĉ
†
i+1

)}
− h

N∑
i=1

ĉ†i ĉ
†
i +

h

2
N

+
J

2
eıπN̂

{
ĉ†N ĉ

†
1 − ĉ

†
N ĉ
†
1 + γ

(
ĉ†N ĉ

†
1 − ĉ

†
N ĉ
†
1

)}
.

(3.36)

Unterschiede zum Modell mit freien Randbedingungen ergeben sich somit durch den Zusatzterm

J

2
eıπN̂

{
ĉ†N ĉ

†
1 − ĉ

†
N ĉ
†
1 + γ

(
ĉ†N ĉ

†
1 − ĉ

†
N ĉ
†
1

)}
. (3.37)

Der Operator

N̂ =

N∑
i=1

ĉ†i ĉ
†
i (3.38)

zählt die Gesamtzahl der fermionischen Anregungen im System, deren Anzahl das Vorzeichen des Zusatz-
terms bestimmt. Es ist für das Modell mit periodischen Randbedingungen somit zwischen dem Sektor
des Hamiltonoperators mit einer geraden Anzahl an Anregungen zu unterscheiden (gerader Sektor) und
dem Sektor mit einer ungeraden Anzahl an Anregungen (ungerader Sektor). Wegen[

Ĥ, eıπN̂
]

= 0 (3.39)

können beide Operatoren jedoch gleichzeitig diagonalisiert werden. Dies ist zum einen durch die bereits
für das Modell mit freien Randbedingungen beschriebenen Verfahren nach Lieb, Schultz und Mattis mit

A =



−h −J2 ±J2
−J2 −h −J2

−J2 −h −J2
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

−J2 −h −J2
−J2 −h −J2

±J2 −J2 −h



, B =



0 −J2 γ ∓J2
J
2 γ 0 −J2 γ

J
2 γ 0 −J2 γ

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

. . .

J
2 γ 0 −J2 γ

J
2 γ 0 −J2 γ

±J2
J
2 γ 0



(3.40)

bzw. nach Iglói und Turban mit

T =



0 h 0 J
2 (1− γ) 0 0 ∓J2 (1 + γ)

h 0 J
2 (1 + γ) 0 0 0 ∓J2 (1− γ) 0

0 J
2 (1 + γ) 0 h 0 J

2 (1− γ)
. . .

J
2 (1− γ) 0 h 0 J

2 (1 + γ)
. . .

. . .
. . .

0 0 0 J
2 (1 + γ)

. . .
. . .

. . . 0 0

0 J
2 (1− γ)

. . .
. . .

. . . h 0 J
2 (1− γ)

. . .
. . .

. . . h 0 J
2 (1 + γ) 0

0 ∓J2 (1− γ)
. . . 0 0 J

2 (1 + γ) 0 h

∓J2 (1 + γ) 0 0 J
2 (1− γ) 0 h 0



(3.41)

möglich. Die oberen Vorzeichen beziehen sich hierbei auf den geraden Sektor des Hamiltonoperators,
die unteren Vorzeichen auf den ungeraden Sektor. Diese Verfahren werden für numerische Berechnungen
verwendet. Der Hamiltonoperator des Systems mit periodischen Randbedingungen kann jedoch auch
analytisch diagonalisiert werden ohne Notwendigkeit der Diagonalisierung von Matrizen. Dieses Verfahren
wird sich im weiteren Verlauf der Arbeit bei der Beschreibung des Relaxationsprozesses des Systems nach
einem Quench im Rahmen der semiklassischen Theorie als nützlich erweisen wird und soll an dieser Stelle
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beschrieben werden. Seine Grundidee geht auf Arbeiten von Barouch und McCoy zurück [63–66]. Das
hier gezeigte Vorgehen stellt eine Verallgemeinerung des Verfahrens von Rossini et al. in [41] für das
transversale Ising-Modell auf das transversale XY-Modell dar.

Es werde zunächst der Sektor mit einer geraden Anzahl an Fermionen betrachtet. In diesem ist eıπN̂ = 1
und der Hamiltonoperator kann geschrieben werden in der Form

Ĥ+ = −J
2

N∑
i=1

{
1 + γ

2

(
ĉ†i − ĉ

†
i

)(
ĉ†i+1 + ĉ†i+1

)
− 1− γ

2

(
ĉ†i + ĉ†i

)(
ĉ†i+1 − ĉ

†
i+1

)}
− h

N∑
i=1

ĉ†i ĉ
†
i +

h

2
N (3.42)

mit antiperiodischen Randbedingungen ĉ†N+1 = −ĉ†1 für die c-Fermioperatoren. Statt der direkten Dia-
gonalisierung des Hamiltonoperators wie in den Verfahren nach Lieb, Schultz und Mattis bzw. Iglói
und Turban wird die Diagonalisierung in zwei Teilschritte unterteilt. Bei diesen handelt es sich um eine
Fourier-Transformation und eine anschließende Bogoliubov-Rotation.
Die Fourier-Transformation

ĉ†i =
1√
N

∑
k′

ĉ†k′e
−ık′i , ĉ†i =

1√
N

∑
k′

ĉ†k′e
ık′i . (3.43)

mit

k′ =
2π(n+ 1

2 )

N
, n = −N

2
, . . . ,

N

2
− 1 (3.44)

überführt den Hamiltonoperator (3.42) auf die Gestalt

Ĥ+ = −
∑
k′>0

ıJγ sin(k′)
(
ĉ†k′ ĉ

†
−k′ + ĉ†k′ ĉ

†
−k′
)
−
∑
k′>0

(
J cos(k′) + h

)(
ĉ†k′ ĉ

†
k′ + ĉ†−k′ ĉ

†
−k′
)

+
h

2
N . (3.45)

Unter Verwendung von

c†k′ =
(
ĉ†k′ ĉ†−k′

)
, H†k′ =

(
ak′ −ıbk′
ıbk′ −ak′

)
, c†k′ =

(
ĉ†k′
ĉ†−k′

)
(3.46)

mit

ak′ = −(J cos(k′) + h) , (3.47a)

bk′ = Jγ sin(k′) . (3.47b)

kann Ĥ+ geschrieben werden als

Ĥ+ =
∑
k′>0

c†k′H
†
k′c
†
k′ =

∑
k′>0

{
ak′
(
ĉ†k′ ĉ

†
k′ + ĉ†−k′ ĉ

†
−k
)
− ıbk′

(
ĉ†k′ ĉ

†
−k′ + ĉ†k′ ĉ

†
−k′
)}
−
∑
k′>0

ak′ (3.48)

Offensichtlich gilt a−k′ = ak′ und b−k′ = −bk′ .
Der Hamiltonoperator soll nun durch die Bogoliubov-Rotation

ηk′ = Rk′ck′ (3.49)

mit

η†k′ =

(
η̂†k′
η̂†−k′

)
, Rk′ =

(
u∗k′ v∗k′
−vk′ uk′

)
(3.50)

diagonalisiert werden. Ausgeschrieben lautet diese Transformation

η̂†k′ = u∗−k′ ĉ
†
k′ − v

∗
−k′ ĉ

†
−k′ , (3.51a)

η̂†k′ = u∗k′ ĉ
†
k′ + v∗k′ ĉ

†
−k′ . (3.51b)
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Rk′ ist unitär, d. h.

R−1
k′ = R†k′ =

(
u∗k′ −v∗k′
v∗k′ u∗k′

)
. (3.52)

Hieraus ergibt sich für die inverse Bogoliubov-Rotation

ĉ†k′ = u∗−k′ η̂
†
k′ + v∗−k′ η̂

†
−k′ , (3.53a)

ĉ†k′ = u∗k′ η̂
†
k′ − v

∗
k′ η̂
†
−k′ (3.53b)

und aus Rk′R
†
k′ = 1 folgt |uk′ |2 + |vk′ |2 = 1. Rk′Hk′R

†
k′ soll Diagonalgestalt haben mit den Einträgen Λk′

und −Λk′ auf der Diagonale. Hieraus ergeben sich die folgenden Bedingungen:(
|uk′ |2 − |vk′ |2

)
ak′ + (uk′v

∗
k′ − u∗k′vk′) ıbk′ = Λk′ , (3.54a)

−2uk′vk′ak′ +
(
u2
k′ + v2

k′
)
ıbk′ = 0 . (3.54b)

Diese werden erfüllt durch

uk′ =
Λk′ + ak′√

2Λk′(Λk′ + ak)
, (3.55a)

vk′ =
ıbk′√

2Λk′(Λk′ + ak′)
, (3.55b)

Λk′ =
√
a2
k′ + b2k′ . (3.55c)

Mit den Symmetrien von ak′ und bk′ folgt u−k′ = uk′ , v−k′ = −vk′ und Λ−k′ = Λk′ . Weiterhin ist
u∗k′ = u∗k′ und v∗k′ = −v∗k′ . Die diagonalisierte Form des Hamiltonoperators hat wiederum die Gestalt

Ĥ+ =
∑
k′

Λk′
(
η̂†k′ η̂

†
k′ −

1
2

)
(3.56)

mit den Energien der Eigenmoden

Λk′ =
√
h2 + J2γ2 + 2Jh cos(k′) + J2(1− γ2) cos2(k′) . (3.57)

Es unterscheiden sich somit lediglich die erlaubten Werte der Wellenzahlen von dem Modell mit freien
Randbedingungen. Die Bogoliubov-Rotation kann auch unter Verwendung des Bogoliubov-Winkels θk′

geschrieben werden. Hierzu wird

uk′ = cos
(
θk′
2

)
, (3.58a)

vk′ = ı sin
(
θk′
2

)
(3.58b)

gesetzt. Mit den Werten (3.55a) und (3.55b) für uk′ und vk′ folgt unmittelbar

tan(θk′) =
bk′

ak′
= − Jγ sin(k′)

J cos(k′) + h
. (3.59)

Ausgedrückt über den Bogoliubov-Winkel gilt somit

η̂†k′ = cos
(
θk′
2

)
ĉ†k′ + ı sin

(
θk′
2

)
ĉ†−k′ , (3.60a)

η̂†k′ = cos
(
θk′
2

)
ĉ†k′ − ı sin

(
θk′
2

)
ĉ†−k′ (3.60b)

bzw. für die inverse Transformation

ĉ†k′ = cos
(
θk′
2

)
η̂†k′ − ı sin

(
θk′
2

)
η̂†−k′ , (3.61a)

ĉ†k′ = cos
(
θk′
2

)
η̂†k′ + ı sin

(
θk′
2

)
η̂†−k′ . (3.61b)
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Analoge Überlegungen sind auch im Sektor ungerader c-Fermionenzahl möglich. Hierbei ergeben sich
periodische Randbedingungen ĉN+1 = ĉ1 für die c-Fermioperatoren. Das weitere Vorgehen verläuft analog
zum Sektor mit gerader c-Fermionenzahl und führt zu der geringfügig abweichenden Diagonalgestalt des
Hamiltonoperators

Ĥ− =
∑
k′ 6=0

Λk

(
η̂†k′ η̂

†
k′ −

1
2

)
− (J + h)

(
η̂†0η̂
†
0 − 1

2

)
(3.62)

mit den erlaubten Wellenzahlen

k′ =
2πn

N
, n = −N

2
, . . . ,

N

2
− 1 (3.63)

Für Details sei auf [47,48] verwiesen.

Bemerkungen

Im Folgenden wird die Wellenzahl k′ durch k = π− k′ für k′ > 0 bzw. k = −π− k′ für k′ < 0 ersetzt und
alle auftretenden Größen werden in Abhängigkeit von k angegeben, um den Ausdruck für die Energien
der Moden auf die in der Literatur übliche Form zu bringen. Hierdurch ergibt sich cos(k′) = − cos(k) und
sin(k′) = sin(k). Diese Ersetzung geht auf die Betrachtungen von Pfeuty für das transversale Ising-Modell
in [192] zurück und dient dem Zweck, dass die Energie der Moden mit der Wellenzahl anwächst.

3.1.3 Spektrum des Hamiltonoperators

Bevor sich der Zeitentwicklung des Systems nach dem Quench zugewandt wird, soll an dieser Stelle
noch auf das Spektrum des Hamiltonoperators eingegangen werden. Hierzu werden zunächst die zen-
tralen Resultate der Diagonalisierung des Hamiltonoperators in den vorangegangenen Abschnitten kurz
zusammengefasst und über k ausgedrückt. In diesen wurde gezeigt, dass sowohl der Hamiltonoperator
des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit freien als auch der des Modells mit periodischen
Randbedingungen durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen auf die Diagonalgestalt

Ĥ =
∑
k

Λk

(
η̂†kη̂
†
k −

1
2

)
(3.64)

gebracht werden kann mit den Energien

Λk =
√
h2 + J2γ2 − 2Jh cos(k) + J2(1− γ2) cos2(k) =

√
J2γ2 sin2(k) + (J cos(k)− h)2 (3.65)

der Moden. Für das System mit periodischen Randbedingungen ist hierbei zwischen dem Sektor des
Hamiltonoperators mit gerader und dem Sektor mit ungerader Anzahl an c-Fermionen zu unterscheiden.
Da der Grundzustand im geraden Sektor liegt, wird sich im Rahmen der vorliegenden Dissertation auf
diesen beschränkt. Die erlaubten Werte von k liegen für das Modell mit periodischen Randbedingungen
äquidistant im Interval [−π, π]:

k =
2π(n+ 1

2 )

N
, n = −N

2
, . . . ,

N

2
− 1 . (3.66)

Für das Modell mit freien Randbedingungen existieren in der paramagnetischen Phase (h/J > 1) N
reellwertige Wellenzahlen k mit

k =
πn

N
, n = 0, . . . , N − 1 (3.67)

mit Abweichungen von der Ordnung O(1/N2). In der ferromagnetischen Phase (h/J < 1) wird die Wel-
lenzahl k = 0 komplexwertig. Sie wird mit k0 = ıν bezeichnet und hat verschwindenden Realteil. Die
Energie Λk0 der zugehörigen Mode strebt mit der Systemgröße asymptotisch gegen null, sodass im thermo-
dynamischen Limes in der ferromagnetischen Phase der Grundzustand und der erste angeregte Zustand
energetisch entartet sind und das System keine Energielücke aufweist (gapless). In der paramagnetischen
Phase hingegen wächst die Energie der energetisch niedrigsten Mode wie in Abbildung 3.1 dargestellt
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Abbildung 3.1: Numerisch bestimmte Energie der
energetisch niedrigsten Mode des eindimensionalen
transversalen XY-Modells mit freien Randbedingun-
gen in Einheiten von J in Abhängigkeit von h/J und
γ. Die Resultate wurden für die Spinkette der Länge
L = 256 bestimmt. Die Energie der Mode ist im Rah-
men der numerischen Genauigkeit unabhängig von γ.
In der ferromagnetischen Phase (h/J < 1) gehört die
korrespondierende Mode zur komplexwertigen Wel-
lenzahl k0 und ihre Energie verschwindet asympto-
tisch, während sie in der paramagnetischen Phase
(h/J > 1) zu k = 0 gehört und ihre Energie linear
mit h anwächst.

γ

h/J

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

unabhängig von der Anisotropie γ linear mit dem transversalen Feld h an, wodurch eine Energielücke
zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand entsteht. Das System wird in der pa-
ramagnetischen Phase daher als gapped bezeichnet. Im Falle periodischer Randbedingungen sind in der
ferromagnetischen Phase der Grundzustand des geraden und des ungeraden Sektors der c-Fermionen im
thermodynamischen Limes energetisch entartet, sodass das Modell mit periodischen Randbedingungen
in der ferromagnetischen Phase ebenfalls keine Energielücke aufweist. Diese entsteht in der paramagne-
tischen Phase durch Aufhebung der energetischen Entartung der beiden Grundzustände.
Es werde nun der Einfluss der Parameter des Hamiltonoperators auf die Energien seiner Moden für
die reellwertigen Wellenzahlen k untersucht. Eine Betrachtung von Gleichung (3.65) zeigt, dass sich für
gegebenes k der Wert von Λk in führender Ordnung linear sowohl mit der Kopplungskonstante J , der
Anisotropie γ als auch dem transversalen Feld h ändert. Die partiellen Ableitungen von Λk nach den
Parametern des Hamiltonoperators lauten

∂Λk
∂J

=
J(γ2 − h cos(k) + (1− γ2) cos2(k))

Λk
, (3.68a)

∂Λk
∂γ

=
J2γ sin2(k)

Λk
, (3.68b)

∂Λk
∂h

=
h− 2J cos(k)

Λk
. (3.68c)

Für gegebene Parameter J , γ und h des Hamiltonoperators werde nun der Verlauf der Λk als Funktion
der Wellenzahl k untersucht. An den Rändern des Intervalls von 0 bis π gilt für Λk

Λ0 = |h− J | (3.69)

bzw.

Λπ = h+ J . (3.70)

Zur Untersuchung des Verlaufs der Λk im Innern von [0, π] wird die partielle Ableitung von Λk nach k
betrachtet:

∂Λk
∂k

=
J sin(k)(h− J(1− γ2) cos(k))

Λk
. (3.71)

Nullstellen der Ableitung liegen zum einen an den Intervallgrenzen. Im Innern von [0, π] tritt für h <
J(1− γ2) an der Stelle

kmin = arccos

(
h

J(1− γ2)

)
(3.72)

eine Nullstelle der Ableitung auf, die zu einem Minimum der Λk gehört mit dem Wert

Λkmin =

√
h2 + J2γ2 − h2

1− γ2
. (3.73)
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Abbildung 3.2: Phasendiagramm des eindimen-
sionalen transversalen XY-Modells bei T = 0 in
Abhängigkeit von h/J und γ. Für h/J < 1 befin-
det sich das System in der ferromagnetischen Pha-
se, für h > J in der paramagnetischen Phase. Die
schraffierte Fäche innerhalb der ferromagnetischen
Phase kennzeichnet den Bereich der Parameter des
Hamiltonoperators, innerhalb dessen ein Minimum
der Energien Λk im Innern des Intervalls [0, π] auf-
tritt. Dieser wird durch h/J = 1− γ2 begrenzt.

Der Bereich der Parameter des Hamiltonoperators, für den die Bestimmungsgleichung (3.72) erfüllt wer-
den kann, ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Im Falle des Auftretens des Minimums ist Λkmin

nicht nur ein
lokales Minimum der Λk für die reellwertigen k, sondern ihr globale Minimum auf dem Intervall [0, π].
Kann (3.72) aufgrund der Parameter des Hamiltonoperators nicht erfüllt werden, so wird das Minimum
der Λk zu reellwertiger Wellenzahl für k = 0 angenommen und hat den Wert |h − J |. Die Energien der
Moden sind dann streng monoton wachsend mit k. Dies ist für h/J > 1 − γ2, also insbesondere in der
paramagnetischen Phase der Fall. Dass sich das System in der ferromagnetischen Phase befindet, stellt
eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung für die Erfüllbarkeit der Bestimmungsgleichung
(3.72) dar. Für das transversale Ising-Modell (γ = 1) kann (3.72) nicht erfüllt werden, sodass für dieses
wie durch Pfeuty in [192] gezeigt die Energie der Moden linear mit der Wellenzahl k wächst. kmin liegt
im Intervall [0, π/2]. Mit kleiner werdendem Transversalfeld h verschiebt es sich immer weiter zu π/2
und nimmt für h = 0 den Wert π/2 an. Der Verlauf der Λk ist dann symmetrisch bzgl. π/2, sodass das
Intervall der erlaubten Werte der Wellenzahlen k bei verschwindendem Transversalfeld wie in [191] auf
0 bis π/2 begrenzt werden kann. Λkmin nimmt mit der Anisotropie γ ab und erreicht für das XX-Modell
(γ = 0) den Wert 0. Das Auftreten des Minimums von Λk im Innern von [0, π] führt dazu, dass die
Energien der Moden entartet sind auf dem Intervall[

0, arccos

(
2h

J(1− γ2)
− 1

)]
. (3.74)

Der Einfluss der Anisotropie γ und des transversalen Feldes h auf den Verlauf der Λk sowie die Position und
den Wert des Minimums sind in Abbildung 3.3 veranschaulicht. Aus der Abbildung wird auch ersichtlich,
wie sich die Energielücke zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand für das System
mit freien Randbedingungen am Phasenübergang h/J = 1 schließt.
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Abbildung 3.3: (a) - (f) Verlauf von Λk/J für die reellwertigen Wellenzahlen k im eindimensionalen
transversalen XY-Modell für verschiedene Werte der Anisotropie γ und verschiedene Verhältnisse von h/J .
Der Farbcode lautet − h/J = 0, − h/J = 0.25, − h/J = 0.5, − h/J = 0.75, − h/J = 1, − h/J = 1.25.
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3.2 Observablen

Wie bereits im einführenden Kapitel zum Quenchprotokoll und der Nichtgleichgewichtsdynamik beschrie-
ben, entwickelt sich der Zustand des Systems nach dem Quench unter dem finalen Hamiltonoperator Ĥ
gemäß der Schrödingergleichung

|Ψ(t)〉 = e−ıĤt |Ψ(t = 0)〉 . (3.75)

Hierbei wurde wie auch im Folgenden t0 = 0 gesetzt. Vor dem Quench sei das System im Grundzustand

|Ψ(0)
0 〉 des initialen Hamiltonoperators Ĥ0 präpariert, d. h.

|Ψ(t = 0)〉 = |Ψ(0)
0 〉 . (3.76)

Zur Charakterisierung des Relaxationsprozesses nach dem Quench werden verschiedene Observablen be-
trachtet. Bei diesen handelt es sich um die Autokorrelationsfunktion, die gleichzeitige Korrelationsfunk-
tion, die lokale Magnetisierung und die Verschränkungsentropie. Sie werden im Folgenden definiert und
ihre physikalische Bedeutung erläutert. In den anschließenden Kapiteln werden ein exaktes Verfahren
zur Berechnung ihrer Zeitentwicklung sowie eine semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses
vorgestellt.
Die allgemeine Form einer Korrelationsfunktion zwischen zwei Spins an beliebigen Positionen r1 und r2

der Kette betrachtet zu den Zeiten t1 und t2 lautet

Cxx(r1, t1; r2, t2) = 〈Ψ(0)
0 |σ̂xr1(t1)σ̂xr2(t2)|Ψ(0)

0 〉 . (3.77)

Im Rahmen der vorliegenden Dissertation werden zwei Spezialfälle dieser allgemeinen Korrelationsfunk-
tion betrachtet. Bei diesen handelt es sich zum einen um die Autokorrelationsfunktion

Cxxauto(r, t) := Cxx(r, t; r, 0) = 〈Ψ(0)
0 |σ̂xr (t)σ̂xr (0)|Ψ(0)

0 〉 = 〈Ψ(0)
0 |eıĤtσ̂xr e−ıĤtσ̂xr |Ψ

(0)
0 〉 . (3.78)

Die Autokorrelationsfunktion betrachtet eine einzelne Position der Kette und untersucht die Korrelation
des Spins zu einem Zeitpunkt t nach dem Quench mit sich selbst zum Zeitpunkt 0. Im Falle periodischer
Randbedingungen ist die Autokorrelationsfunktion von der Position des betrachteten Spins innerhalb der
Kette unabhängig, sodass auf die explizite Angabe der betrachteten Position in der Kette verzichtet wer-
den kann, jedoch ist hier zu beachten, dass der Operator σ̂xr (t)σ̂xr (0) Zustände aus dem geraden und dem
ungeraden Sektor des Hamiltonoperators koppelt. Dies zeigt sich in der Darstellung der Zeitentwicklung
der Autokorrelationsfunktion in der Eigenbasis des Hamiltonoperators nach dem Quench

Cxxauto(r, t) =
∑

λ,λ′,λ′′

c∗λ,0c
∗
λ′′,0e

ı(Eλ−Eλ′ )t 〈Ψλ|σ̂xr |Ψλ′〉 〈Ψλ′ |σ̂xr |Ψλ′′〉 (3.79)

unter Berücksichtigung der Gestalt von σ̂xr ausgedrückt über die c-Fermioperatoren gemäß (3.15a). Aus
diesem Grund wird die Autokorrelationsfunktion im Falle periodischer Randbedingungen wie in [39,41,66]
beschrieben über den Vier-Spin-Korrelator

〈Ψ(0)
0 |σ̂x1+N

2
(t)σ̂x1−r+N (t)σ̂x1 (0)σ̂x

1−r+N
2

(0)|Ψ(0)
0 〉 = 〈Ψ(0)

0 |σ̂x1−r+N (t)σ̂x1 (0)σ̂x
1+N

2
(t)σ̂x

1−r+N
2

(0)|Ψ(0)
0 〉 (3.80)

bestimmt, der im Grenzfall N →∞ dem Quadrat der Autokorrelationsfunktion entspricht.
In der ferromagnetischen Phase zeigt die Autokorrelationsfunktion einen exponentiellen Abfall mit der
Zeit [216], der durch die Relaxationszeit τ bestimmt wird

Cxxauto(r, t) ∝ e−t/τ . (3.81)

In der paramagnetischen Phase kommt ein Vorfaktor 1/
√
t hinzu [216]. Im thermodynamischen Limes

setzt sich der Abfall der Autokorrelationsfunktion bis t→∞ fort, wohingegen im Falle endlicher System-
größe nach einer von der Systemgröße und den Quenchparametern abhängigen Zeit ein quasiperiodisches
Verhalten des Systems einsetzt. Für dieses Verhalten wird im Rahmen der semiklassischen Theorie eine
anschauliche Erklärung mithilfe sich ballistisch ohne Wechselwrkung durch das System bewegender Qua-
siteilchen gegeben werden. Zudem wird ein Ausdruck für die Relaxationszeit hergeleitet werden.
Zum anderen wird die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins betrachtet, die gegeben ist durch

Cxx(r1, t; r2, t) = 〈Ψ(0)
0 |σ̂xr1(t)σ̂xr2(t)|Ψ(0)

0 〉 = 〈Ψ(0)
0 |eıĤtσ̂xr1 σ̂

x
r2e
−ıĤt|Ψ(0)

0 〉 . (3.82)
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Sie untersucht die Korrelation zweier unterschiedlicher Spins der Kette an den Positionen r1 und r2

zum selben Zeitpunkt t nach dem Quench. Im Gegensatz zur Autokorrelationsfunktion kann sie auch für
periodische Randbedingungen unmittelbar bestimmt werden, da, wie der Darstellung

Cxx(r1, t; r2, t) =
∑
λ,λ′

c∗λ,0c
∗
λ′,0e

ı(Eλ−Eλ′ )t 〈Ψλ|σ̂xr1 σ̂
x
r2 |Ψλ′〉 (3.83)

der Zeitentwicklung in der Eigenbasis des Hamiltonoperators nach dem Quench zu entnehmen ist, nur
Zustände des Hamiltonoperators aus dem gleichen Sektor gekoppelt werden. Im Falle periodischer Rand-
bedingungen hängt die gleichzeitige Korrelationsfunktion nur vom Abstand der beiden betrachteten Spins
ab, sodass die Notation vereinfacht wird zu Cxx(r, t) := Cxx(r1, t; r2, t) für r = |r1 − r2|. Betrachtet zu
einem festen Zeitpunkt als Funktion des Abstandes r der beiden Spins zeigt die gleichzeitige Korrelati-
onsfunktion für kleine Abstände einen exponentiellen Abfall, der durch die Korrelationslänge ξ bestimmt
wird:

Cxx(r1, t; r2, t) ∝ e−r/ξ . (3.84)

Im thermodynamischen Limes wächst der Bereich des exponentiellen Abfalls der geichzeitigen Korrela-
tionsfunktion stetig mit der Zeit an. In endlichen Systemen kann wie bereits für die Autokorrelations-
funktion beschrieben ein quasiperiodisches Verhalten mit der Zeit beobachtet werden. Eine anschauliche
Erklärung hierfür sowie die Herleitung eines Ausdrucks für ξ erfolgt ebenfalls im Rahmen der semiklas-
sischen Theorie.
Die lokale Magnetisierung, die auch als lokaler Ordnungsparameter bezeichnet wird, wurde bereits in dem
einleitenden Kapitel zum transversalen XY-Modell als ein möglicher Ordnungsparameter für das System
endlicher Größe eingeführt. Unter Zeitentwicklung nach dem Quench lautet sie

mx
` (t) = 〈Ψ(0)

0 |σ̂x` (t)|Ψ(0)
1 〉 = 〈Ψ(0)

0 |eıĤtσ̂x` e−ıĤt|Ψ
(0)
1 〉 . (3.85)

Für große Abstände zwischen den betrachteten Spins der Kette kann die geichzeitige Korrelationsfunktion
als Produkt der lokalen Magnetisierungen der beiden betrachteten Spins ausgedrückt werden:

Cxx(r1, t; r2, t) ≈ mx
r1(t)mx

r2(t) . (3.86)

Im Falle periodischer Randbedingungen ist die lokale Magnetisierung wie die Autokorrelationsfunktion
von der Position des betrachteten Spins innerhalb der Kette unabhängig. Es ergibt sich somit

Cxx(r, t) ≈
(
mx(t)

)2
. (3.87)

Weiterhin werden auch hier Zustände des geraden und des ungeraden Sektors des Hamiltonoperators
gekoppelt, sodass eine unmittelbare Berechnung der lokalen Magnetisierung im Falle periodischer Rand-
bedingungen nicht möglich ist. Stattdessen kann sie gemäß obiger Gleichung für große Abstände r der
betrachtetn Spins als Wurzel der gleichzeitigen Korrelationsfunktion bestimmt werden. Aus der lokalen
Magnetisierung können sowohl die Relaxationszeit als auch die Korrelationslänge des Systems bestimmt
werden. Dies wird im entsprechenden Abschnitt zur semiklassischen Beschreibung des Relaxationsprozes-
ses erläutert werden.
Die in [220] durch Bennett et al. eingeführte Verschränkungsentropie (Entanglement Entropy)

S`(t) = −Sp
{
ρ̂`(t) ln(ρ̂`(t))

}
(3.88)

zweier Subsysteme des Systems stellt ein Maß für die Verschränkung eines zusammenhängenden Ab-
schnitts von ` Spins der Kette (Subsystem A) mit den restlichen Spins des Systems (Subsystem B)
dar. ρ̂`(t) bezeichnet hierbei die reduzierte Dichtematrix des betrachteten Abschnitts der Länge ` der
Kette zum Zeitpunkt t nach dem Quench. Während die Zeitentwicklung der Autokorrelationsfunktion,
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion und der lokalen Magnetisierung durch die Zeitentwicklung der
Pauli-Spinoperatoren σ̂xi unmittelbar gegeben ist, erfordert die Berechnung der Verschränkungsentropie
ein anderes Vorgehen, welches am Ende des folgenden Abschnitts erläutert wird. Dieses kann sowohl auf
das System mit freien als auch auf das System mit periodischen Randbedingungen angewendet werden.
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3.3 Exakte Beschreibung des Relaxationsprozesses: Freie-Fermionen-Technik

Die Berechnung der Zeitentwicklung des Systems erfolgt im Heisenbergbild. Die Zustände sind somit
zeitunabhängig und die Zeitentwicklung eines Operators Ô ist gegeben durch

Ô(t) = eıĤtÔe−ıĤt . (3.89)

Bei der Bestimmung der Zeitentwicklung der Observablen sind vor allem die Pauli-Spinoperatoren σ̂xi
von Bedeutung. Den Ausgangspunkt zur Bestimmung ihrer Zeitentwicklung bildet die Zeitentwicklung
der Operatoren η̂†k und η̂†k, die sich aufgrund der Diagonalgestalt des die Relaxation des Systems nach

dem Quench bestimmenden Hamiltonoperators Ĥ in dieser Darstellung unmittelbar ergibt zu

η̂†k(t) = eıΛktη̂†k , (3.90a)

η̂†k(t) = e−ıΛktη̂†k . (3.90b)

Die Zeitentwicklung der Fermioperatoren ĉ†i und ĉi nach der Jordan-Wigner-Transformation kann ge-
schrieben werden in der Form

ĉ†i (t) =

N∑
j=1

(
f∗i,j(t)ĉ

†
j + g∗i,j(t)ĉ

†
j

)
, (3.91a)

ĉ†i (t) =

N∑
j=1

(
fi,j(t)ĉ

†
j + gi,j(t)ĉ

†
j

)
. (3.91b)

Die zeitabhängigen Entwicklungskoeffizienten fi,j(t) und gi,j(t) ergeben sich aus (3.22) mit (3.90a) und
(3.90b) zu

fi,j(t) =
1

4

∑
k

[
e−ıΛkt

(
φk(i) + ψk(i)

)(
φk(j) + ψk(j)

)
+ eıΛkt

(
φk(i)− ψk(i)

)(
φk(j)− ψk(j)

)]
,

=
1

2

∑
k

[
cos(Λkt)

(
φk(i)φk(j) + ψk(i)ψk(j)

)
− ı sin(Λkt)

(
φk(i)ψk(j) + ψk(i)φk(j)

)]
,

(3.92a)

gi,j(t) =
1

4

∑
k

[
e−ıΛkt

(
φk(i) + ψk(i)

)(
φk(j)− ψk(j)

)
+ eıΛkt

(
φk(i)− ψk(i)

)(
φk(j) + ψk(j)

)]
,

=
1

2

∑
k

[
cos(Λkt)

(
φk(i)φk(j)− ψk(i)ψk(j)

)
+ ı sin(Λkt)

(
φk(i)ψk(j)− ψk(i)φk(j)

)]
.

(3.92b)

Im Falle periodischer Randbedingungen können sie auch mithilfe des Bogoliubov-Winkels ausgedrückt
werden in der Form

fi,j(t) =
1

N

∑
k

(
cos(Λkt) + ı cos(θk) sin(Λkt)

)
eık(j−i) , (3.93a)

gi,j(t) = − 1

N

∑
k

sin(θk) sin(Λkt)e
ık(j−i) . (3.93b)

Im Rahmen der numerischen Berechnungen wird die Darstellung der fi,j(t) und gi,j(t) über die φk und ψk
verwendet. Diese werden im Falle freier Randbedingungen mithilfe des Verfahrens von Lieb, Schultz und
Mattis bestimmt und im Falle periodischer Randbedingungen mit dem Verfahren von Iglói und Turban.
Um nun die Zeitentwicklung der Pauli-Spinoperatoren σ̂xi , die in den Korrelationsfunktionen sowie der
lokalen Magnetisierung auftreten, bestimmen zu können, werden diese mithilfe von (3.3) und (3.11) über

die Fermioperatoren ĉ†i und ĉ†i ausgedrückt, deren Zeitentwicklung soeben hergeleitet wurde:

σ̂xi (t) =

i−1∏
j=1

[(
ĉ†j(t) + ĉ†j(t)

)(
ĉ†j(t)− ĉ

†
j(t)
)] (

ĉ†i (t) + ĉ†i (t)
)
. (3.94)
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Mithilfe der Majorana-Fermioperatoren

ǎ2i−1 := ĉ†i + ĉ†i =

i−1∏
j=1

(
− σ̂zj

)
σ̂xj , (3.95a)

ıǎ2i := ĉ†i − ĉ
†
i = ı

i−1∏
j=1

(
− σ̂zj

)
σ̂yj (3.95b)

mit i = 1, . . . , N kann dies geschrieben werden als

σ̂xi (t) = ıi−1
2i−1∏
j=1

ǎj(t) . (3.96)

Die Majorana-Fermioperatoren sind selbstadjungiert. Sie erfüllen die Antikommutatorrelationen{
ǎ2i−1, ǎ2j−1

}
=
{
ǎ2i, ǎ2j

}
= 2δij und

{
ǎ2i−1, ǎ2j

}
=
{
ǎ2i, ǎ2j−1

}
= 0 (3.97)

und es gilt (
ǎ2i−1

)2
=
(
ǎ2i

)2
= 1 . (3.98)

Ausgedrückt über die Fermioperatoren, in denen der Hamiltonoperator vor bzw. nach dem Quench dia-
gonal ist, lauten die Majorana-Fermioperatoren

ǎ2i−1 =
∑
k

φ
(0)
k (i)

(
η̂

(0)†
k + η̂

(0)
k

)
, (3.99a)

ıǎ2i =
∑
k

ψ
(0)
k (i)

(
η̂

(0)†
k − η̂(0)

k

)
(3.99b)

bzw.

ǎ2i−1 =
∑
k

φk(i)
(
η̂†k + η̂†k

)
, (3.100a)

ıǎ2i =
∑
k

ψk(i)
(
η̂†k − η̂

†
k

)
. (3.100b)

Die Darstellung über die η̂†k und η̂†k erlaubt die Bestimmung der Zeitentwicklung der Majorana-Fermi-
operatoren zu

ǎ2i−1(t) =

N∑
j=1

[
P2i−1,2j−1(t)ǎ2j−1 + P2i−1,2j(t)ǎ2j

]
, (3.101a)

ǎ2i(t) =

N∑
j=1

[
P2i,2j−1(t)ǎ2j−1 + P2i,2j(t)ǎ2j

]
(3.101b)

mit den zeitabhängigen Entwicklungskoeffizienten

P2i−1,2j−1(t) =
∑
k

φk(i)φk(j) cos(Λkt) , (3.102a)

P2i−1,2j(t) = −
∑
k

φk(i)ψk(j) sin(Λkt) , (3.102b)

P2i,2j−1(t) =
∑
k

ψk(i)φk(j) sin(Λkt) , (3.102c)

P2i,2j(t) =
∑
k

ψk(i)ψk(j) cos(Λkt) . (3.102d)

Die Koeffizienten Pi,j(t) der Zeitentwicklung sind dabei rein reell.
Die Relationen (3.102a) bis (3.102d) können zusammengefasst werden zu

ǎi(t) =

2N∑
j=1

Pi,j(t) ǎj , i = 1, . . . , 2N . (3.103)
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3.3.1 Korrelationsfunktionen

Mithilfe von (3.94) kann die Autokorrelationsfunktion (3.78) über die im vorangegangenen Kapitel ein-
geführten Majorana-Fermioperatoren ausgedrückt werden als

Cxx(r, t; r, 0) = (−1)r 〈Ψ(0)
0 |ǎ1(t) . . . ǎ2r−1(t)ǎ1 . . . ǎ2r−1|Ψ(0)

0 〉 . (3.104)

Das in der gleichzeitigen Korrelationsfunktion auftretende Produkt σ̂xr1(t)σ̂xr2(t) kann unter Verwendung
der Antikommutatorrelationen (3.97) der Majorana-Fermioperatoren sowie (3.98) vereinfacht werden zu

σ̂xr1(t)σ̂xr2(t) = ır2−r1
2r2−1∏
i=2r1

ǎi(t) . (3.105)

Die Anzahl der zu betrachtenden Majorana-Fermioperatoren hängt somit vom Abstand der beiden Po-
sitionen innerhalb der Kette ab und die gleichzeitige Korrelationsfunktion (3.82) kann in Termen der
Majorana-Fermioperatoren geschrieben werden als

Cxx(r1, t; r2, t) = ır2−r1 〈Ψ(0)
0 |ǎ2r1(t) . . . ǎ2r2−1(t)|Ψ(0)

0 〉 . (3.106a)

Das Wicksche Theorem [221] erlaubt nun, die auftretenden Erwartungswerte mehrerer Majorana-Fermi-
operatoren durch Summen von Produkten von Erwartungswerten jeweils zweier Majorana-Fermioperato-
ren auszudrücken. Hierzu wird die Zeitabhängigkeit der Erwartungswerte der Majorana-Fermioperatoren
zunächst über (3.103) auf die Koeffizienten Pi,j(t) ausgelagert, sodass nur noch Erwatungswerte zeitun-
abhängiger Majorana-Fermioperatoren zu bestimmen sind. Diese werden gemäß (3.99) über die Fermiope-
ratoren ausgedrückt, dargestellt über die der Hamiltonoperator Ĥ0 vor dem Quench Diagonalgestalt hat.
In dieser Darstellung kann nun das Wicksche Theorem für den Grundzustandserwartungswert angewen-
det werden, da die Anwendung eines Vernichters auf den Grundzustand null ergibt. Nur die vollständig
kontrahierten Terme1 verschwinden nicht identisch. Da der Grundzustandserwartungswert eines normal-
geordneten Produktes verschwindet, können die Kontraktionen somit als Grundzustandserwartungswerte
des zeitgeordneten Produktes der entsprechenden Operatoren geschrieben werden. Hierbei ist für Fermi-
operatoren noch ein durch die Anzahl der notwendigen Vertauschungen zur Herstellung der Zeitordnung
bestimmtes Vorzeichen zu beachten. Werden nun die Operatoren in den verbleibenden Erwartungswerten
wieder zu den Majorana-Fermioperatoren zusammengefasst sowie die Koeffizienten der Zeitentwicklung
wieder in diese hineingezogen, so zeigt sich, dass das Ergebnis dasselbe ist, als wären die Kontraktionen
direkt über die zeitabhängigen Majorana-Fermioperatoren gebildet worden. Die verbleibende Summe über
Produkte der Grundzustandserwartungswerte jeweils zweier Majorana-Fermioperatoren kann in kompak-
ter Form als Pfaffsche Determinante2 geschrieben werden. Die auftretenden Vorzeichen werden durch die
Vorschrift zur Berechnung der Determinante korrekt berücksichtigt.
Dargestellt als Pfaffsche Determinante lautet die Autokorrelationsfunktion

Cxx(r, t; r, 0) = (−1)r−1

∣∣∣∣S T
U

∣∣∣∣ (3.107)

mit

S =

2r−2︷ ︸︸ ︷
S1,2 S1,3 . . . S1,2r−1

S2,3 . . . S2,2r−1

. . .
...

S2r−2,2r−1


2r−2 , T =

2r−1︷ ︸︸ ︷
T1,1 T1,2 . . . T1,2r−1

T2,1 T2,2 . . . T2,2r−1

...
...

...

T1,2r−1 T2,2r−1 . . . T2r−1,2r−1


2r−1

1Unter der Kontraktion zweier Operatoren ist die Differenz ihres zeit- und ihres normalgeordneten Produktes zu verstehen.
2Die Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix kann als das Quadrat des Polynoms ihrer Einträge geschrieben werden.
Dieses Polynom wird als Pfaffsche Determinante der Matrix bezeichnet.
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und

U =

2r−2︷ ︸︸ ︷
U1,2 U1,3 . . . U1,2r−1

U2,3 . . . U2,2r−1

. . .
...

U2r−2,2r−1


2r−2 .

Für die gleichzeitige Korrelationsfunktion ergibt sich

Cxx(r1, t; r2, t) = ır2−r1
∣∣S∣∣ (3.108)

mit

S =

2(r2−r1)−1︷ ︸︸ ︷
S2r1,2r1+1 S2r1,2r1+2 . . . S2r1,2r2−1

S2r1+1,2r1+2 . . . S2r1+1,2r2−1

. . .
...

S2r2−2,2r2−1


2(r2−r1)−1 (3.109)

Bei den Einträgen der Pfaffschen Determinanten handelt es sich jeweils um Erwartungswerte zweier
Majorana-Fermioperatoren. Sie sind gegeben durch

Si,j = 〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 , (3.110a)

Ti,j = 〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj |Ψ

(0)
0 〉 , (3.110b)

Ui,j = 〈Ψ(0)
0 |ǎiǎj |Ψ

(0)
0 〉 . (3.110c)

Die zeitabhängigen Erwartungswerte (3.110a) und (3.110b) können mithilfe von (3.103) über zeitun-
abhängige Erwartungswerte ausgedrückt werden:

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 =

2N∑
m=1

Pi,m(t)

2N∑
n=1

Pj,n(t) 〈Ψ(0)
0 |ǎmǎn|Ψ

(0)
0 〉 , (3.111a)

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj |Ψ

(0)
0 〉 =

2N∑
m=1

Pi,m(t) 〈Ψ(0)
0 |ǎmǎj |Ψ

(0)
0 〉 . (3.111b)

Diese können mit (3.99) bestimmt werden zu

〈Ψ(0)
0 |ǎ2i−1ǎ2j−1|Ψ(0)

0 〉 = δij , (3.112a)

〈Ψ(0)
0 |ǎ2i−1ǎ2j |Ψ(0)

0 〉 = ıG
(0)
j,i , (3.112b)

〈Ψ(0)
0 |ǎ2iǎ2j−1|Ψ(0)

0 〉 = −ıG(0)
i,j , (3.112c)

〈Ψ(0)
0 |ǎ2iǎ2j |Ψ(0)

0 〉 = δij , (3.112d)

wobei

G
(0)
i,j = −

∑
k

ψ
(0)
k (i)φ

(0)
k (j) . (3.113)

Mithilfe von (3.112a) bis (3.112d) können die zeitabhängigen Erwartungswerte (3.111a) und (3.111b)
geschrieben werden als

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 = δij + ıΓi,j(t) (3.114)
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mit

Γi,j(t) =

N∑
m,n=1

[
G(0)
n,mPi,2m−1(t)Pj,2n(t)−G(0)

m,nPi,2m(t)Pj,2n−1(t)
]

(3.115)

sowie

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj |Ψ

(0)
0 〉 =


Pi,j(t) + ı

N∑
m=1

G(0)
n,mPi,2m−1(t) für j = 2n

Pi,j(t)− ı
N∑
m=1

G(0)
m,nPi,2m(t) für j = 2n− 1

. (3.116)

Die Auswertung der Pfaffschen Determinanten erfolgt durch Berechnung der Determinanten der zu-
gehörigen schiefsymmetrischen Matrizen und anschließende Bildung der Quadratwurzel. Aufgrund der
Wahlfreiheit des Vorzeichens bei der Bildung der Quadratwurzel wird im Folgenden lediglich der Betrag
betrachtet.

3.3.2 Lokale Magnetisierung

Wie die im vorherigen Abschnitt betrachteten Korrelationsfunktionen kann die lokale Magnetisierung
(2.6) mithilfe von (3.94) über die Majorana-Fermioperatoren ausgedrückt werden:

mx
` (t) = ı` 〈Ψ(0)

0 |ǎ1(t) . . . ǎ2`−1(t)|Ψ(0)
1 〉 . (3.117)

Das weitere Vorgehen verläuft analog zu den Korrelationsfunktionen. Um das Wicksche Theorem anwen-

den zu können, ist allerdings noch der erste angeregte Zustand |Ψ(0)
1 〉 des Hamiltonoperators Ĥ0 vor dem

Quench über den Grundzustand |Ψ(0)
0 〉 auszudrücken gemäß

|Ψ(0)
1 〉 = η̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 , (3.118)

sodass

mx
` (t) = ı` 〈Ψ(0)

0 |ǎ1(t) . . . ǎ2`−1(t)η̂
(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 . (3.119)

k0 bezeichne hierbei allgemein die Wellenzahl der Mode mit der geringsten Energie. Für das System mit
freien Randbedingungen in der ferromagnetischen Phase ist k0 = ıν die komplexwertige Wellenzahl. In
der paramagnetischen Phase ist k0 = 0. Auf die gleiche Weise wie für die Korrelationsfunktionen kann
wiederum gezeigt werden, dass das Wicksche Theorem angewendet werden kann. Mit seiner Hilfe kann
die lokale Magnetisierung durch die folgende Pfaffsche Determinante dargestellt werden:

mx
` (t) = ı`−1

∣∣S V
∣∣ (3.120)

mit

S =

2`−2︷ ︸︸ ︷
S1,2 S1,3 . . . S1,2`−1

S2,3 . . . S2,2`−1

. . .
...

S2`−2,2`−1


2`−2 und V =

1︷ ︸︸ ︷
V1,k0

V2,k0

...

V2`−1,k0


2`−1 .

Die Si,j sind dabei definiert gemäß (3.110a) und für die Vi,k0 gilt

Vi,k0
= 〈Ψ(0)

0 |ǎi(t)η̂
(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 . (3.121)

Zur Auswertung der Erwartungswerte werden die zeitabhängigen Majorana-Fermioperatoren mithilfe von
(3.103) umgeschrieben:

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)η̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 =

2N∑
m=1

Pi,m(t) 〈Ψ(0)
0 |ǎmη̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 . (3.122)
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Die nun zeitunabhängigen Erwartungswerte ergeben sich zu

〈Ψ(0)
0 |ǎ2iη̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 = φ
(0)
k0

(i) , (3.123a)

〈Ψ(0)
0 |ǎ2i−1η̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 = ıψ
(0)
k0

(i) , (3.123b)

sodass schließlich gilt

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)η̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 =

N∑
m=1

[
Pi,2m−1(t)φ

(0)
k0

(m) + ıPi,2m(t)ψ
(0)
k0

(m)
]
. (3.124)

3.3.3 Verschränkungsentropie

Es verbleibt noch die Bestimmung der Verschränkungsentropie nach (3.88). Das hierzu verwendete Verfah-
ren wurde in [204,205] hergeleitet und stellt das Standardverfahren zur Bestimmung der Verschränkungs-
entropie im Ising- und XY-Modell dar [33,36,40,67–69]. Es wurde gezeigt, dass die reduzierte Dichtematrix
ρ̂` aus der 2`× 2`-dimensionalen reduzierten Korrelationsmatrix

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 = δij + ı

(
ΓA`
)
i,j

(t) (3.125)

rekonstruiert werden kann, wobei die Werte von i und j über alle Positionen von Subsystem A laufen.
Die ǎm sind die Majorana-Fermioperatoren nach (3.95) und ΓA` (t) ist die schiefsymmetrische Matrix mit
den Einträgen gemäß (3.115). Im Falle periodischer Randbedingungen hängen die Matrixelemente nur
von dem Abstand der Positionen ab, auf die die Majorana-Fermioperatoren wirken. ΓA` ist dann eine
schiefsymmetrische Block-Toeplitz-Matrix.
Die Matrix ΓA` kann durch eine orthogonale Transformation, deren Matrixdarstellung mit Q bezeichnet
werde, auf Blockdiagonalgestalt gebracht werden [40,205]:

Q(t)ΓA` (t)QT (t) =



0 ν1(t) 0 0 . . .

−ν1(t) 0 0 0 . . .

0 0 0 ν2(t)

0 0 −ν2(t) 0
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .

. . . 0 ν`(t)

−ν`(t) 0


. (3.126)

Die Eigenwerte von ΓA` (t) ergeben sich aus dieser Darstellung zu ±ıνi(t) mit i = 1, . . . , `. Die reduzierte
Dichtematrix ρ̂` des Subsystem A der Länge ` kann somit als direktes Produkt

ρ̂` =
⊗̀
i=1

%̂i (3.127)

der ` Dichtematrizen %̂i mit Eigenwerten

1± νi(t)
2

, i = 1, . . . , ` (3.128)

dargestellt werden. Ihre Eigenwerte sind durch die Eigenwerte der %̂i gegeben, sodass die Verschränkungs-
entropie der beiden Subsysteme geschrieben werden kann als

S`(t) = −
∑̀
i=1

[
1 + νi(t)

2
ln

(
1 + νi(t)

2

)
+

1− νi(t)
2

ln

(
1− νi(t)

2

)]
. (3.129)

Das hier beschriebene Verfahren zur Bestimmung der Zeitentwicklung der Verschränkungsentropie kann
sowohl auf das System mit freien als auch auf das System mit periodischen Randbedingungen angewendet
werden.
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Bemerkungen

Die mithilfe der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Freie-Fermionen-Technik gewonnenen
Resultate sind exakt. Sie werden im folgenden Kapitel als Referenz für die Eregbnisse der semiklassischen
Theorie zur Beschreibung des Relaxationsprozesses des eindimensionalen transversalen XY-Modells die-
nen. Die Bezeichnung Freie-Fermionen-Technik rührt daher, dass das Verfahren auf der Diagonalisierung
des Hamiltonoperators durch die Transformation auf ein System nicht wechselwirkender (freier) Fermio-
nen beruht. Das Verfahren weist zwei entscheidende Vorteile auf. Zum einen sind für ein System aus
N Spins lediglich zwei Matrizen der Dimension N × N (Verfahren von Lieb, Schultz und Mattis) bzw.
eine Matrix der Dimension 2N × 2N (Verfahren von Iglói und Turban) zu diagonalisieren entgegen der
direkten Diagonalisierung des Hamiltonoperators, dessen Matrixdarstellung von der Dimension 2N × 2N

ist. Die Dimension der zu diagonalisierenden Matrix wächst also nicht exponentiell mit der Systemgröße,
sondern algebraisch, wodurch die Betrachtung größerer Systeme erst möglich wird. Zum anderen ist für
die Freie-Fermionen-Technik die Kenntnis der genauen Form des Grundzustandes nicht erforderlich. Zur
Berechnung der Zeitentwicklung der Observablen wird lediglich die Grundzustandseigenschaft ausgenutzt,

dass im Grundzustand keine energetische Mode angeregt ist, Anwendung eines Vernichters η̂
(0)
k auf ihn

also immer null ergibt.
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3.4 Semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses

Das im vorherigen Kapitel beschriebene Verfahren zur Diagonalisierung des Hamiltonoperators durch
Transformation auf ein System freier Fermionen erlaubt es, die Zeitentwicklung des Systems nach einem
Quench auch für große Systemgrößen exakt zu bestimmen, liefert jedoch keine anschauliche Erklärung für
die Vorgänge innerhalb des Systems während des Relaxationsprozesses. Eine derartige Beschreibung wird
im Rahmen der im Folgenden erläuterten semiklassischen Theorie möglich sein, die den Relaxationspro-
zess des Systems nach dem Quench mithilfe von durch den Quench erzeugten und sich im Anschluss daran
ballistisch ohne Wechselwirkung untereinander durch das System bewegenden Quasiteilchen beschreibt.
Die Anfänge der semiklassischen Theorie gehen zurück auf Sachdev und Young, die 1997 in [222] eine
semiklassische Erklärung für den Relaxationsprozess des eindimensionalen transversalen Ising-Modells
bei endlicher Temperatur aufgestellt haben. Die Erzeugung der Quasiteilchen erfolgte hierbei durch die
thermische Exzessenergie innerhalb des Systems bedingt durch die endliche Temperatur. Erstmalige Ver-
wendung bei der Beschreibung von Relaxationsprozessen nach einem Quench fand die semiklassische
Theorie 2009 bzw. 2010 in [39, 41] durch Rossini et al. zur Herleitung von Ausdrücken für die Relaxa-
tionszeit τ und die Korrelationslänge ξ des transversalen Ising-Modells. In der Folgezeit konnten Rieger
und Iglói im Jahre 2011 den zeitlichen Verlauf der Observablen im transversalen Ising-Modell mit durch
endlicher Systemgröße bedingten Randeffekten nach einem Quench in [43] zunächst qualitativ und in [45]
auch quantitativ beschreiben. Als entscheidende Größen im Rahmen der semiklassischen Theorie haben
sich hierbei die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench sowie ihre Geschwindigkeit erwiesen.
Es hat sich gezeigt, dass der durch Rieger und Iglói mittels störungstheoretischer Argumente bestimmte
Ausdruck für die Besetzungszahl der Quasiteilchen im transversalen Ising-Modell bei Betrachtung schwa-
cher Quenchs gute Ergebnisse liefert, sich jedoch für stärkere Quenchs und für Quenchs des transversalen
XY-Modells, welche auch die Anisotropie ändern, Abweichungen ergeben. Aus einem von Calabrese, Essler
und Fagotti in [44,47] bestimmten exakten Ausdruck für die Zeitentwicklung von Korrelationsfunktionen
im transversalen Ising-Modell konnte eine modifizierte Besetzungszahl hergeleitet werden, welche auch
die exakte Beschreibung stärkerer Quenchs des transversalen Ising-Modells mithilfe der semiklassischen
Theorie erlaubte. 2012 konnte in [68] schließlich aus einem exakten Ausdruck für die Zeitentwicklung
von Korrelationsfunktionen im transversalen XY-Modell analog zu demjenigen für das transversale Ising-
Modell von Calabrese, Essler und Fagotti aus [44, 47] eine modifizierte Besetzungszahl nach Quenchs im
transversalen XY-Modell gewonnen werden, unter deren Verwendung die Resultate der semiklassischen
Theorie auch hier eine gute Übereinstimmung zu den exakten Resultaten aufgewiesen haben.
Im Folgenden werden die Grundlagen der semiklassischen Theorie und ihre Anwendung zur Beschreibung
des Relaxationsprozesses nach einem Quench nach [43, 45] erläutert. Nach einer anschaulichen Interpre-
tation der Quasiteilchen wird ihre Erzeugung durch den Quench beschrieben und es werden Ausdrücke
für ihre Besetzungszahl und Geschwindigkeit hergeleitet. Weiterhin wird ein Bezug zwischen den Beset-
zungszahlen der Quasiteilchen und den Erhaltungsgrößen im verallgemeinerten Gibbs-Ensemble herge-
stellt. Ausgehend hiervon wird auf die Bestimmung der Observablen mithilfe der semiklassischen Theorie
eingegangen. Abschließend werden die Resultate der semiklassischen Theorie mit den exakten Resultaten
der Freie-Fermionen-Technik für die Zeitentwicklung der Verschränkungsentropie zweier Subsysteme, der
lokalen Magnetisierung ung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins im transversalen XY-
Modell nach einem Quench verglichen. Dabei werden sowohl Systeme mit freien als auch Systeme mit
periodischen Randbedingungen betrachtet.

3.4.1 Quasiteilchencharakteristik

Zu Beginn der Betrachtungen zur semiklassischen Theorie soll eine anschauliche Interpretation der Quasi-
teilchen gegeben werden. Es werde dabei zunächst die ferromagnetische Phase betrachtet. Ausgehend vom
vollständig geordneten Zustand für h = 0 haben Rieger und Iglói in [45] gezeigt, dass es sich im transver-
salen Ising-Modell mit freien Randbedingungen für kleines Transversalfeld bei den niedrigen energetisch
angeregten Zustände in erster Ordnung entarteter Störungstheorie um die Fourier-Transformierten von
Basiszuständen mit einem einzelnen Kink handelt. Unter einem Kink ist hierbei eine Domänengrenze
bzw. ein gebrochenes Bond zu verstehen, d. h. das Aufeinandertreffen eines Spin up und eines Spin down
(Abbildung 3.4 (a)). Frei propagierende Kinks stellen infolgedessen Wellenpakete energetisch niedrig lie-
gender Anregungen dar. Ihre Energie entspricht in erster Ordnung Störungstheorie den Energien der
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Abbildung 3.4: Quasiteilchen im eindimensionalen transversalen Ising-Modell mit freien Randbedingun-
gen. In der ferromagnetischen Phase (a) können die Quasiteilchen mit einem Kink identifiziert werden,
in der paramagnetischen Phase (b) mit einem einzelnen entgegengesetzt zu seinen nächsten Nachbarn
orientierten Spin. Die Quasiteilchen werden durch den Quench erzeugt und bewegen sich anschließend
mit konstanter Geschwindigkeit ohne Wechselwirkung untereinander durch das System.

Moden des Hamiltonoperators

Λk =
√
h2 + J2 − 2Jh cos(k) =

√
J2 sin2(k) + (J cos(k)− h)2 (3.130)

und ihre Geschwindigkeit ist gegeben durch die partielle Ableitung der Energie nach der Wellenzahl

vk =
∂Λk
∂k

=
Jh sin(k)

Λk
. (3.131)

Die sich ballistisch mit konstanter Geschwindigkeit vk und ohne Wechselwirkung untereinander durch die
Kette bewegenden Kinks stellen in der ferromagnetischen Phase die Quasiteilchen der semiklassischen
Theorie dar. Ausgehend von der Herleitung von Rieger und Iglói sind die Quasiteilchen zunächst nur
für kleine Felder, d. h. tief in der ferromagnetischen Phase definiert. Es konnte jedoch in [45] gezeigt
werden, dass die semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses nahezu im gesamten Phasenraum
gute Resultate liefert. In der paramagnetischen Phase sind die Quasiteilchen wie bei Sachdev und Young
in [222] im Falle endlicher Temperatur, für die das eindimensionale System immer ungeordnet ist, mit
einzelnen Spin down inmitten von Spin up bzw. einzelnen Spin up inmitten von Spin down zu identifi-
zieren (Abbildung 3.4 (b)). Dies kann ebenfalls störungstheoretisch ausgehend vom Zustand für h → ∞
gezeigt werden, in dem alle Spins parallel zum Transversalfeld orientiert sind. Die Quasiteilchen in der
paramagnetischen Phase weisen die gleiche Dispersionsrelation und Geschwindigkeit auf wie die in der
ferromagnetischen Phase. Lediglich nahe des kritischen Punktes existieren keine wohldefinierten Quasi-
teilchen, sodass die semiklassische Theorie nicht für Quenchs angewendet werden kann, die in der Nähe
des kritischen Punktes enden.
Nach der Beschreibung der Gestalt der Quasiteilchen werde nun auf ihre Erzeugung durch den Quench
eingegangen. Hierzu werde zunächst wiederum wie in [45] das transversale Ising-Modell betrachtet. Die
Erzeugung von Quasiteilchen im System erfolgt immer paarweise. Die Quasiteilchen eines Paares sind
nach [35] verschränkt und haben aufgrund der Impulserhaltung entgegengesetzte Impulse. Quasiteilchen
hingegen, die an unterschiedlichen Positionen der Spinkette erzeugt wurden, sind nicht verschränkt und
werden als inkohärent bezeichnet. Zur genaueren Untersuchungen der Erzeugung der Quasiteilchen werde
nun der Zustand des Systems für sehr kleine Zeiten nach dem Quench betrachtet. Dieser kann approxi-
miert werden in der Form

|Ψ(t)〉 = exp
[
−ıĤt

]
|Ψ(0)

0 〉

≈ exp
[
−ı
(
−J2

∑N−1
i=1 σ̂xi σ̂

x
i+1

)
t
]

exp
[
−ı
(
−h2

∑N
i=1 σ̂

z
i

)
t
]
|Ψ(0)

0 〉

=

N−1∏
i=1

exp
[
ıJ2 σ̂

x
i σ̂

x
i+1t

] N∏
j=1

exp
[
ıh2 σ̂

z
j t
]
|Ψ(0)

0 〉

=

N−1∏
i=1

[
cos
(
J
2 t
)

+ ı sin
(
J
2 t
)
σ̂xi σ̂

x
i+1

] N∏
j=1

[
cos
(
h
2 t
)

+ ı sin
(
h
2 t
)
σ̂zj
]
|Ψ(0)

0 〉 .

(3.132)
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Abbildung 3.5: Numerisch bestimmte Werte der
Maximalgeschwindigkeit der Quasiteilchen der semi-
klassischen Theorie in Einheiten der Kopplungskon-
stante J nach einem Quench im eindimensionalen
transversalen XY-Modell in Abhängigkeit von den
Parametern h/J und γ des Hamiltonoperators nach
dem Quench. Die Geschwindigkeit der Quasiteilchen
wird ausschließlich von den Parametern des Hamil-
tonoperators nach dem Quench bestimmt. J stellt
eine obere Schranke für vmax dar.

Anhand dieser Darstellung wird die Wirkung des Quenchs auf das System ersichtlich. Während die σ̂xi σ̂
x
i+1

nur die Orientierung der Spins abfragen, werden durch die σ̂zj einzelne Spins umgeklappt. Hierdurch
wird an jeder Position der Kette zu jeder Wellenzahl k ein Paar von Quasiteilchen erzeugt. Unter der
Zeitentwicklung des Systems bewirken die σ̂zj auch die Propagation der Quasiteilchen.
Für das transversale XY-Modell ergibt sich in Analogie zu (3.132) folgende Näherung des Zustandes des
Systems für kleine Zeiten

|Ψ(t)〉 =

N−1∏
i=1

[
cos
(
J(1+γ)

4 t
)

+ ı sin
(
J(1+γ)

4 t
)
σ̂xi σ̂

x
i+1

]N−1∏
j=1

[
cos
(
J(1−γ)

4 t
)

+ ı sin
(
J(1−γ)

4 t
)
σ̂yj σ̂

y
j+1

]

×
N∏
k=1

[
cos
(
h
2 t
)

+ ı sin
(
h
2 t
)
σ̂zk
]
|Ψ(0)

0 〉 . (3.133)

Quasiteilchen werden im transversalen XY-Modell somit nicht nur durch die Wirkung der σ̂zk erzeugt,
sondern auch durch die σ̂yj σ̂

y
j+1, wobei die durch σ̂yj σ̂

y
j+1 erzeugten Paare von Quasiteilchen nicht an einer

Position der Kette entstehen, sondern an zwei benachbarten Positionen. Die Propagation der Quasiteil-
chen wird ebenfalls nicht nur durch die σ̂zk, sondern auch durch die σ̂yj σ̂

y
j+1 hervorgerufen.

Die Resultate von [68] zeigen, dass trotz der beschriebenen Unterschiede zwischen dem transversalen
Ising- und dem transversalen XY-Modell die semiklassische Theorie auch zur Beschreibung des Relaxa-
tionsprozesses des transversalen XY-Modells geeignet ist. Für dieses ist die Energie der Quasiteilchen
gegeben durch

Λk =
√
h2 + J2γ2 − 2Jh cos(k) + J2(1− γ2) cos2(k) =

√
J2γ2 sin2(k) + (J cos(k)− h)2 (3.134)

und ihre Geschwindigkeit ergibt sich als die partielle Ableitung der Energie nach der Wellenzahl

vk =
∂Λk
∂k

=
J sin(k)(h− J(1− γ2) cos(k))

Λk
. (3.135)

Insbesondere hängt die Geschwindigkeit der Quasiteilchen nur von den Parametern des Hamiltonopera-
tors nach dem Quench ab. Während die Geschwindigkeit im Falle des transversalen Ising-Modells (γ = 1)
stets positiv ist, treten im Falle des transversalen XY-Modells nach (3.135) auch negative Geschwin-
digkeiten auf, wenn h/J < 1 − γ2 ist. Dies wurde im Abschnitt zum Spektrum des Hamiltonoperators
ausführlich diskutiert, als das Auftreten eines Minimums der Λk im Innern des Intervalls von 0 bis π
untersucht wurde. Für die semiklassische Theorie ist das Vorzeichen der Geschwindigkeit unerheblich, da
die Quasiteilchen immer paarweise mit Geschwindigkeiten vk und −vk erzeugt werden. Aus diesem Grund
wird im Folgenden immer der Betrag der Geschwindigkeit betrachtet und die Maximalgeschwindigkeit
vmax der Quasiteilchen über die Beträge bestimmt.
Die Maximalgeschwindigkeit vmax der Quasiteilchen bestimmt die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Störung innerhalb des Systems nach dem Quench. Für das transversale Ising-Modell (γ = 1) ist

vmax =

{
h , falls h/J < 1

J , falls h/J > 1
. (3.136)
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Abbildung 3.6: Schematische Darstellung der Be-
wegung eines an der Position x0 der Kette durch den
Quench erzeugten Paares von Quasiteilchen zu einer
Wellenzahl k für das System mit (a) freien Randbe-
dingungen bzw. (b) periodischen Randbedingungen.
Aufgrund der Impulserhaltung haben die Quasiteil-
chen des Paares einen entgegengesetzten Impuls. Im
Falle freier Randbedingungen werden die Quasiteil-
chen an den Enden der Kette reflektiert, im Falle pe-
riodischer Randbedingungen laufen sie um die Kette
herum. Dies erklärt die für freie Randbedingungen
doppelte Periodendauer im Vergleich zu periodischen
Randbedingungen. Zusätzlich ist für den Spin an der
Position r der Kette angegeben, ob er von den Quasi-
teilchen des betrachteten Paares zu einem Zeitpunkt
t mit gerader (+) oder ungerader (−) Häufigkeit pas-
siert wurde. Abbildung (a) wurde [45] nachempfun-
den.

Die Maximalgeschwindigkeit der Quasiteilchen steigt also in der ferromagnetischen Phase linear mit der
Stärke des transversalen Feldes h an und hat in der paramagnetischen Phase den konstanten Wert J .
Für das transversale XY-Modell (0 < γ < 1) besteht kein derart einfacher analytischer Zusammenhang
zwischen den Parametern des Hamiltonoperators und vmax. Abbildung 3.5 zeigt aus diesem Grund nu-
merisch bestimmte Werte für vmax. Für kleine Verhältnisse h/J steigt die Maximalgeschwindigkeit mit
abnehmender Anisotropie γ an. Wie für das transversale Ising-Modell stellt J auch für γ < 1 eine obere
Schranke von vmax dar. Die Bewegung der Quasiteilchen durch die Spinkette erfolgt mit der ihrer Wellen-
zahl k entsprechenden Geschwindigkeit vk, deren Betrag zeitlich konstant ist. In Abbildung 3.6 wird die
Bewegung eines an der Position x0 der Spinkette erzeugten Quasiteilchenpaares im Raum-Zeit-Diagramm
illustriert. Für freie Randbedingungen werden die Quasiteilchen an den Enden der Kette reflektiert (Ab-
bildung 3.6 (a)). Im Falle periodischer Randbedingungen laufen die Quasiteilchen um die Kette herum
(Abbildung 3.6 (b)). Mit der Definition der Periodendauer nach [45] als die Zeit, nach der sich die Qua-
siteilchen wieder an der Position befinden, an der sie durch den Quench erzeugt wurden, und sich in die
Richtung bewegen, in die sie nach ihrer Erzeugung gestartet sind, ergibt sich für freie Randbedingungen
die doppelte Periodendauer wie für periodische Randbedingungen. Weiterhin ist die Periodendauer auf-
grund der unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Quasiteilchen zu verschiedenen Wellenzahlen ebenfalls
von k abhängig. Mit der Zeit

Tk :=
L

|vk|
, (3.137)

die ein Quasiteilchen zur Wellenzahl k benötigt, um die Kette der Länge L einmal zu durchlaufen, folgt
für die Periodendauer im Falle freier Randbedingungen

T FRB

period,k = 2Tk (3.138)

und für die Periodendauer im Falle periodischer Randbedingungen

T PRB

period,k = Tk . (3.139)

Die Position der beiden Quasiteilchen des an der Position x0 zum Zeitpunkt t = 0 durch den Quench
erzeugten Quasiteilchenpaares zu einem beliebigen Zeitpunkt t > 0 kann folgendermaßen bestimmt wer-
den. Bezeichne hierzu xa(t) die Position des Quasiteilchens a, welches ursprünglich nach links gestartet
ist (rote Trajektorie in Abbildung 3.6), und xb(t) die Position des Quasiteilchens b, welches ursprünglich
nach rechts gestartet ist (blaue Trajektorie in Abbildung 3.6). Der Betrag der Geschwindigkeit der Qua-
siteilchen sei |vk|. Sei ta die Zeit, nach der Quasiteilchen a zum ersten Mal den linken Rand der Kette
erreicht, und tb die Zeit, nach der Quasiteilchen b zum ersten Mal den rechten Rand der Kette erreicht.
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Abbildung 3.7: Schematische Darstellung des Bei-
trages von drei an unterschiedlichen Positionen der
Kette erzeugten Paaren von Quasiteilchen zu ver-
schiedenen Wellenzahlen k zur Korrelationsfunkti-
on Cxx(r1, t1; r2, t2). σ̂xr1(t1) und σ̂xr2(t2) haben un-
terschiedliche Vorzeichen, da zwischen ihrer Verbin-
dungslinie (r1, t1; r2, t2) und den Quasiteilchentra-
jektorien eine ungerade Anzahl an Schnittpunkten
existiert. Quasiteilchenpaare, für die die Anzahl der
Schnittpunkte gerade ist (rot und grün), leisten da-
bei keine Beitrag. Die Steigung der Trajektorien der
Quasiteilchen hängt von der Wellenzahl k ab und
ist gegeben durch die inverse Geschwindigkeit |vk|−1.
Die Abbildung wurde [45] nachempfunden.

Offensichtlich gilt

ta =
x0

|vk|
, (3.140a)

tb =
L− x0

|vk|
. (3.140b)

Bei den weiteren Überlegungen ergeben sich in Abhängigkeit von den Randbedingungen Unterschiede.
Es werde zunächst der Fall freier Randbedingungen betrachtet. Für diese gilt für t < Tk

xa(t) =

{
x0 − |vk|t für 0 ≤ t < ta

|vk|t− x0 für ta ≤ t < Tk
, (3.141a)

xb(t) =

{
x0 + |vk|t für 0 ≤ t < tb

2L− x0 − |vk|t für tb ≤ t < Tk
. (3.141b)

Zum Zeitpunkt t = Tk treffen sich die beiden Quasiteilchen des betrachteten Quasiteilchenpaares an der
Position L − x0. Für Tk ≤ t < 2Tk ergeben sich entsprechende Beziehungen und für t ≥ 2Tk kann die
Periodizität der Bewegung der Quasiteilchen mit Periodendauer 2Tk ausgenutzt werden.
Für periodische Randbedingungen müssen keine Reflexionen der Quasiteilchen berücksichtigt werden. Die
Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares treffen sich bereits zum Zeitpunkt Tk/2 an der Position L − x0.
Ihre Positionen für t < Tk sind gegeben durch

xa(t) =
(
x0 − |vk|t

)
mod L , (3.142a)

xb(t) =
(
x0 + |vk|t

)
mod L . (3.142b)

3.4.2 Semiklassische Theorie

In Abbildung 3.6 wurde für das betrachtete Quasiteilchenpaar und einen beliebigen Spin an der Position
r der Kette bereits gekennzeichnet, ob die Quasiteilchen des Paares den Spin mit gerader oder ungerader
Häufigkeit passiert haben. Dies ist entscheidend für die Berechnung des Beitrages eines Quasiteilchenpaa-
res zur lokalen Magnetisierung eines Spins bzw. zur Korrelationsfunktion zwischen zwei Spins. Wie bereits
erläutert wurde, können Quasiteilchen in der ferromagnetischen Phase mit sich mit Geschwindigkeit vk
ballistisch durch die Kette bewegenden Kinks identifiziert werden. In der Kette mit freien Randbedingun-
gen sind sowohl gerade als auch ungerade Kinkzahlen möglich, wohingegen in der Kette mit periodischen
Randbedingungen die Zahl der Kinks immer gerade ist. Wenn ein Quasiteilchen einen Position der Kette
passiert, wird der dortige Spin umgeklappt. Hat das Quasiteilchen den betrachteten Spin zu einem Zeit-
punkt t mit gerader Häufigkeit passiert, leistet es somit keinen Beitrag, da sich der Spin wieder in seiner
ursprünglichen Orientierung befindet. Auf diese Weise kann unter Berücksichtigung der an jeder Position

58



TABELLENVERZEICHNIS

Abbildung 3.8: Schematische Darstellung des
Beitrages eines Quasiteilchenpaares zur Ver-
schränkungsentropie zwischen dem Subsystem A der
Länge ` (schraffierte Fläche) und dem Subsystem
B der Länge L − ` einer Kette der Länge L.
Die Quasitelchen eines Quasiteilchenpaares sind
verschränkt. Die grau hinterlegten Bereiche im
Raum-Zeit-Diagramm kennzeichnen die Zeitinter-
valle, zu denen sich ein Quasiteilchen des Paares
in Subsystem A und das andere in Subsystem
B befindet. In diesen Zeitintervallen leistet das
betrachtete Quasiteilchenpaar einen Beitrag zur
Verschänkungsentropie der beiden Subsysteme.

der Spinkette erzeugten Quasiteilchenpaare zu jeder Wellenzahl k die lokale Magnetisierung der Kette an
der betrachteten Position bestimmt werden. Hierzu ist lediglich noch die Besetzungszahl fk der Quasi-
teilchen nach dem Quench zu jeder Mode erforderlich. Vor der Herleitung von Ausdrücken für die fk soll
jedoch noch zunächst darauf eingegangen werden, wie Korrelationsfunktionen zweier Spins mithilfe der
semiklassischen Theorie bestimmt werden können. Betrachtet werde hierzu die allgemeine Korrelations-
funktion zwischen zwei Spins an den Positionen r1 und r2 der Kette zu den Zeiten t1 und t2 gemäß (3.77).
In Abbildung 3.7 ist der Beitrag dreier an verschiedenen Stellen der Kette durch den Quench erzeugter
Quasiteilchenpaare zu verschiedenen Wellenzahlen zu der betrachteten Korrelationsfunktion illustriert.
Während bei der Betrachtung der lokalen Magnetisierung lediglich zu berücksichtigen war, wie oft die
Quasiteilchen die Position r des betrachteten Spins zum einem Zeitpunkt t passiert haben, d. h. die Anzahl
der Schnittpunkte der Trajektorien mit der senkrechten Linie im Raum-Zeit-Diagramm zu bestimmen
war, muss zur Berechnung der Korrelationsfunktion die Anzahl der Schnittpunkte der Trajektorien der
Quasiteilchen mit der Verbindungsstrecke der beiden Punkte (r1, t1) und (r2, t2), die die beiden Spins
zu den betrachteten Zeitpunkten im Raum-Zeit-Diagramm beschreiben, bestimmt werden. In Abbildung
3.7 haben die Quasiteilchenpaare, deren Trajektorien im Raum-Zeit-Diagramm rot bzw. grün dargestellt
sind, die Verbindungslinie (r1, t1; r2, t2) jeweils zweimal geschnitten, führen also im Gegensatz zu dem
Quasiteilchenpaar mit den blauen Trajektorien nicht zu einer Änderung der relativen Orientierung der
beiden Spins zu den betrachteten Zeitpunkten. Somit leistet in der Abbildung nur das Quasiteilchenpaar
mit den blauen Trajektorien einen Beitrag zur Korrelationsfunktion der beiden Spins.
Es verbleibt noch die Bestimmung der Verschränkungsentropie mithilfe der semiklassischen Theorie. Wie
bereits bei der Beschreibung der Erzeugung der Quasiteilchen durch den Quench erläutert wurde, sind
die beiden Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares verschränkt. Es werde wiederum ein Subsystem A der
Länge ` betrachtet. Die restlichen Spins der Kette bilden das Subsystem B der Länge L− `. Der Beitrag
eines Quasiteilchenpaares zur Verschränkungsentropie der Subsysteme A und B zu einem Zeitpunkt t
ergibt sich aus den Positionen der Quasiteilchen des Paares innerhalb des Systems zu dem betrachteten
Zeitpunkt. Befindet sich ein Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares in Subsystem A und das andere in
Subsystem B, so tragen sie aufgrund ihrer Verschänkung zur Verschränkungsentropie der beiden Sub-
systeme bei. Befinden sich hingegen beide Quasiteilchen des Paares im selben Subsystem, so leistet das
Quasiteilchenpaar zu dem betrachteten Zeitpunkt keinen Beitrag zu Verschränkungsentropie. Dies ist in
Abbildung 3.8 für ein Quasiteilchenpaar dargestellt.

3.4.3 Finite-Size-Effekte

Iglói und Rieger haben in [43] mithilfe der semiklassischen Theorie eine anschauliche Beschreibung des
zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung im eindimensionalen Ising-Modell nach einem globalen
Quench gegeben. Diese kann aufgrund der analogen Beschreibung des Relaxationsprozesses mithilfe sich
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wechselwirkungsfrei mit konstanter Geschwindigkeit durch das System bewegender Quasiteilchen auch
unmittelbar auf das transversale XY-Modell angewendet werden. Sie soll im Folgenden kurz wiedergege-
ben werden, bevor sich der quantitativen Beschreibung des Relaxationsprozesses des Systems nach dem
Quench im Rahmen der semiklassischen Theorie zugewandt wird. Die Zeitentwicklung der gleichzeiti-
gen Korrelationsfunktion und der Verschränkungsentropie kann auf analoge Weise beschrieben werden.
Betrachtet werde ein endliches System mit freien Randbedingungen. Aufgrund der endlichen Größe des
Systems und der Reflexion der Quasiteilchen an den Kettenenden kann ein Quasiteilchen eine Position in
der Kette mehrmals passieren. Betrachtet werden zunächst nur Quasiteilchen zu einer Wellenzahl k, die
sich mit Geschwindigkeit vk durch die Kette bewegen. Die an einer Position der Kette erzeugten Qua-
siteilchen eines Quasiteilchenpaares zur Wellenzahl k sind verschränkt, wohingegen an unterschiedlichen
Positionen der Kette erzeugte Quasiteilchen inkohärent zueinander sind. Es zeigen sich drei Regime im
zeitlichen Verlauf der lokalen Magnetisierung an der Position ` der Kette. Für t < tk,` = `/|vk| passieren
nur inkohärente Quasiteilchen die Position `. Es ergibt sich ein exponentieller Abfall der lokalen Magne-
tisierung. Das Zeitintervall t < t`,k wird daher als Regime freier Relaxation bezeichnet. Sobald t > tk,`
ist, haben für die ersten Quasiteilchenpaare beide Teilchen des Paares die Position ` passiert, sodass
dieses Quasiteilchenpaar nun keinen Beitrag mehr zur lokalen Magentisierung leistet. Bei den bis zur Zeit
Tk = L/|vk| an der Position ` eintreffenden Quasiteilchen handelt es sich im gleichen Maße um Quasiteil-
chen, für die das an der gleichen Position der Kette erzeugte Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares die
Position ` bereits zu einem früheren Zeitpunkt passiert hat, und solche Quasiteilchen, die die ersten ihres
Paares sind, die die Position ` passieren. Aus diesem Grund heben sich die Beiträge der im Zeitintervall
tk,` < t < Tk − tk,` die Position ` der Spinkette erreichenden Quasiteilchen gerade gegenseitig auf, sodass
der Wert der lokalen Magnetisierung über das besagte Zeitintervall hinweg auf seinem Wert vom Zeit-
punkt tk,` verbleibt. Das Zeitintervall wird aus diesem Grund als quasistationäres Regime bezeichnet. Für
Tk − tk,` < t < Tk treffen nur noch Quasiteilchen an der Position ` der Spinkette ein, für die das andere
Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares die Position ` bereits zu einem früheren Zeitpunkt passiert hat.
Hierdurch werden die inkohärenten Spinumklapps zu früheren Zeiten rückgängig gemacht und es ergibt
sich ein exponentieller Wiederanstieg der lokalen Magnetisierung. Das Zeitintervall Tk − tk,` < t < Tk
wird daher als Wiederherstellungsregime bezeichnet. Die Dauer des quasistationären Regimes ist von der
Wahl der betrachteten Position ` innerhalb der Kette abhängig. Das quasistationäre Regime ist umso
ausgeprägter, je näher ` am Rand der Kette liegt. Für ` = L/2 verschwindet das quasistationäre Regime
vollständig und es besteht ein direkter Übergang vom exponentiellen Abfall im Regime freier Relaxation
zum exponentiellen Wiederanstieg der lokalen Magnetisierung im Wiederherstellungsregime.
In der obigen Beschreibung des zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung wurden nur Quasiteilchen
zu einer Wellenzahl k berücksichtigt. Wären die Quasiteilchen wirklich monodispers, so ergäbe sich so-
mit eine perfekte Periodizität des zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung mit Periodendauer Tk.
Wie bereits gezeigt wurde, werden durch den Quench jedoch zu jeder Wellenzahl k an jeder Position der
Kette Quasiteilchenpaare erzeugt, die sich mit Geschwindigkeit |vk| durch das System bewegen. Hier-
durch ergeben sich Abweichungen von dem oben beschriebenen Verlauf. Streng betrachtet besteht eine
Periodizität des Systems nur noch mit einer Periodendauer, die dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen
aller Zeiten Tk entspricht, die die Quasiteilchen zu allen erlaubten Wellenzahlen k benötigen, um ein-
mal durch das System zu laufen. Effektiv ergibt sich jedoch eine Quasiperiodizität des Systems, welche
durch das Maximum vmax der Geschwindigkeiten aller Quasiteilchen bestimmt wird. Die Periodendauer
der Quasiperiodizität beträgt somit Tmag

period = L/vmax. Abweichungen von einer exakten Periodizität mit
Tmag

period ergeben sich durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Quasiteilchen und bestehen zum
einen darin, dass im quasistationären Regime die lokale Magnetisierung nicht konstant bleibt, sondern
weiterhin einen Abfall zeigt. Dieser wird durch die Quasiteilchen mit |vk| < vmax hervorgerufen, für die
Tk > L/vmax ist. Der Abfall der lokalen Magnetisierung im quasistationären Regime ist jedoch bedeutend
kleiner als im Regime freier Relaxation. Weiterhin erreicht die lokale Magnetisierung nach Tmag

period nicht
wieder exakt ihren Anfangswert zum Zeitpunkt t = 0, da bedingt durch die sich schneller bewegenden
Quasiteilchen ein neuerlicher Abfall einsetzt, bevor die lokale Magnetisierung durch die sich langsamer
bewegenden Quasiteilchen vollständig wiederhergestellt wurde.
Im Falle periodischer Randbedingungen ist die lokale Magnetisierung von der betrachteten Position in-
nerhalb der Kette unabhängig. Weiterhin existiert kein quasistationäres Regime. Die Periodendauer für
die Beiträge der Quasiteilchen zur Wellenzahl k ist wie im Falle freier Randbedingungen Tk und die
Quasiperiodizität der lokalen Magnetisierung ist ebenfalls gegeben durch Tmag

period = L/vmax.
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3.4.4 Besetzungszahl der Quasiteilchen

Nachdem die Grundidee zur Bestimmung der Observablen mithilfe der semiklassischen Theorie erläutert
und eine anschauliche Beschreibung der Vorgänge im System gegeben wurde, gilt es nun, all dies in
Formeln zu fassen, die Anzahl und Bewegung aller durch den Quench erzeugten Quasiteilchenpaare
berücksichtigen und so die quantitative Beschreibung der Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung,
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion sowie der Verschränkungsentropie erlauben. Hierzu wird neben
der bereits erläuterten Bestimmung der Geschwindigkeit der Quasiteilchen und ihrer Propagation durch
das System ihre Besetzungszahl fk nach dem Quench von entscheidender Bedeutung sein. Im Gegensatz
zur Geschwindigkeit vk der Quasiteilchen, welche nur von den Parametern des Hamiltonoperators nach
dem Quench abhängt, werden die fk sowohl von dem initialen als auch von dem finalen Hamiltonoperator
abhängen. Das System mit periodischen Randbedingungen ist translationsinvariant und die Erzeugung
der Quasiteilchen durch die betrachteten globalen Quenchs erfolgt homogen entlang der Kette. Im Falle
freier Randbedingungen hingegen ergeben sich insbesondere in der Nähe der Kettenenden Abweichungen,
die jedoch bei hinreichend großer Kettenlänge vernachlässigt werden können. Da das System bei T = 0
betrachtet wird, erfolgt die Erzeugung der Quasiteilchen ausschließlich durch den Quench und die Beset-
zungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench ist durch den Erwartungswert des Teilchenzahloperators

η̂†kη̂
†
k der freien Fermionen nach dem Quench im Anfangszustand |Ψ(0)

0 〉 des Systems gegeben [41]:

fk = 〈Ψ(0)
0 |η̂

†
kη̂
†
k|Ψ

(0)
0 〉 . (3.143)

Die Besetzungszahl der Quasiteilchen ist unter der Zeitentwicklung des Systems erhalten, da der Hamil-
tonoperator mit dem Teilchenzahloperator η̂†kη̂

†
k jeder Mode kommutiert. Zur Bestimmung des Erwar-

tungswertes in (3.143) müssen die Fermioperatoren η̂†k und η̂†k in Termen der Fermioperatoren η̂
(0)†
k und

η̂
(0)
k dargestellt werden, in denen der Hamiltonoperator vor dem Quench diagonal ist und deren Wirkung

auf seinen Grundzustand |Ψ(0)
0 〉 daher bekannt ist.

Für das Modell mit freien Randbedingungen werden zu diesem Zweck die η̂†k und η̂†k zunächst gemäß

(3.18) über die ĉ†i und ĉ†i ausgedrückt und diese anschließend gemäß (3.22) über die η̂
(0)†
k und η̂

(0)
k . Es

ergibt sich

η̂†k =
1

2

[∑
i,k′

{(
φk(i)φ

(0)
k′ (i) + ψk(i)ψ

(0)
k′ (i)

)
η̂

(0)†
k′ +

(
φk(i)φ

(0)
k′ (i)− ψk(i)ψ

(0)
k′ (i)

)
η̂

(0)
k′

}]
, (3.144a)

η̂†k =
1

2

[∑
i,k′

{(
φk(i)φ

(0)
k′ (i) + ψk(i)ψ

(0)
k′ (i)

)
η̂

(0)
k′ +

(
φk(i)φ

(0)
k′ (i)− ψk(i)ψ

(0)
k′ (i)

)
η̂

(0)†
k′

}]
(3.144b)

und damit für die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench

fk =
1

2

[
1−

∑
i,j,k′

φk(i)ψk(j)φ
(0)
k′ (i)ψ

(0)
k′ (j)

]
. (3.145)

Die φk und ψk sind dabei die Eigenvektoren der Matrizen (A − B)(A + B) bzw. (A + B)(A − B) für

den Hamiltonoperator Ĥ nach dem Quench zum Eigenwert Λ2
k gemäß (3.21a) bzw. (3.21b), die φ

(0)
k und

ψ
(0)
k die entsprechenden Vektoren für den Hamiltonoperator Ĥ0 vor dem Quench. Sowohl φk und ψk als

auch φ
(0)
k und ψ

(0)
k müssen numerisch bestimmt werden.

Im Gegensatz dazu ist die Berechnung der fk für das System mit periodischen Randbedingungen analy-
tisch möglich. Die Quenchparameter gehen hierbei unmittelbar in die Ausdücke für die Besetzungszahlen

fk ein. Zunächst müssen wiederum die η̂†k und η̂k über die η̂
(0)†
k und η̂

(0)
k ausgedrückt werden. Dies er-

folgt mithilfe der inversen Bogoliubov-Rotation (3.53) von den η̂†k und η̂†k zu den ĉ†k und ĉ†k, welche im

Anschluss daran durch die Bogoliubov-Rotation (3.51) in die η̂
(0)†
k und η̂

(0)
k überführt werden. Es ergeben

sich folgende Ausdrücke für die η̂†k und η̂†k:

η̂†k = Ukη̂(0)†
k + ıVkη̂(0)

−k , (3.146a)

η̂†k = Ukη̂(0)
k − ıVkη̂

(0)†
−k (3.146b)
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mit

Uk = u†ku
(0)
k − v

†
kv

(0)
k , (3.147a)

Vk = −ıu†kv
(0)
k + ıv†ku

(0)
k . (3.147b)

Dabei ist Uk = U∗k und Vk = V∗k . Für die Besetzungszahlen fk der Quasiteilchen folgt damit

fk = V2
k =

1

2

[
1− (h− J cos(k))(h0 − J0 cos(k)) + JJ0γγ0 sin2(k)

ΛkΛ
(0)
k

]
. (3.148)

Ausgedrückt über die Bogoliubov-Winkel θk und θ
(0)
k mithilfe von (3.58) zeigt sich, dass die Uk und die

Vk durch die Differenz ∆k = θk − θ(0)
k der Bogoliubov-Winkel bestimmt sind:

Uk = cos
(

∆k

2

)
, (3.149a)

Vk = sin
(

∆k

2

)
. (3.149b)

Für die Besetzungszahlen fk ergibt sich damit

fk = sin2
(

∆k

2

)
= 1

2

[
1− cos(∆k)

]
. (3.150)

Hieraus folgt unmittelbar 0 ≤ fk ≤ 1. Weiterhin zeigt ein Vergleich von (3.150) zu (3.148)

cos(∆k) =
(h− J cos(k))(h0 − J0 cos(k)) + JJ0γγ0 sin2(k)

ΛkΛ
(0)
k

. (3.151)

Anhand obiger Formel für fk wird ersichtlich, dass die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench
im Gegensatz zu ihrer Energie Λk und ihrer Geschwindigkeit vk nicht nur vom Hamiltonoperator Ĥ
nach dem Quench abhängt, sondern eine Funktion der Parameter sowohl des Hamiltonoperators Ĥ0

vor dem Quench als auch des Hamiltonoperators Ĥ nach dem Quench darstellt, also vom gesamten
Quenchprotokoll bestimmt wird. Hierbei erweist sich die Besetzungszahl der Quasiteilchen jedoch als
invariant gegenüber einer Umkehr des Quenchprotokolls, d. h. einer Vertauschung von Ĥ0 und Ĥ.
Da sich für hinreichend große Systeme die Besetzungszahlen der Quasiteilchen zwischen Ketten mit
freien und mit periodischen Randbedingungen nahezu nicht unterscheiden, wird im weiteren Verlauf der
Dissertation obige Formel für die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach einem Quench auch für Systeme
mit freien Randbedingungen verwendet werden.

3.4.5 Berechnung der Observablen

Nachdem die Besetzungszahlen der Quasiteilchen der semiklassischen Theorie bekannt sind, können nun
Ausdrücke für die Zeitentwicklung der Observablen bestimmt werden. Die Herleitung der Formeln zur Be-
rechnung der lokalen Magnetisierung und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion erfolgt dabei gemäß [45]
ausgehend von der allgemeinen Korrelationsfunktion zweier Spins an den Positionen r1 und r2 der Kette zu
beliebigen Zeitpunkten t1 und t2 wie in Abbildung 3.7 dargestellt. In den Erläuterungen zu der Abbildung
wurde bereits erwähnt, dass der Beitrag eines Quasiteilchenpaares zu der Korrelationsfunktion der beiden
Spins bestimmt wird durch die Anzahl der Schnittpunkte ihrer Trajektorien im Raum-Zeit-Diagramm mit
der Verbindungslinie (r1, t1; r2, t2). Ein Beitrag des Quasiteilchenpaares zur Korelationsfunktion besteht
nur dann, wenn die Anzahl der Schnittpunkte ungerade ist. Bezeichne Q(r1, t1; r2, t2) die Wahrschein-
lichkeit dafür, dass die Trajektorien der Quasiteilchen, die an derselben Position der Spinkette erzeugt
wurden, insgesamt eine ungerade Anzahl an Schnittpunkten mit der Verbindungslinie (r1, t1; r2, t2) auf-
weisen. Zur Bestimmung der Korrelationsfunktion müssen die an allen Positionen der Kette erzeugten
Quasiteilchenpaare betrachtet werden. Hierbei beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass die Trajektorien der
Quasiteilchenpaare von genau n Positionen der Kette die Verbindungslinie (r1, t1; r2, t2) mit ungerader
Häufigkeit geschnitten haben, Qn(1−Q)L−n. Die Korrelationsfunktion ergibt sich dann durch Summation
über alle möglichen Werte von n:

Cxx(r1, t1; r2, t2)

Cxxeq (r1; r2)
=

L∑
n=0

(−1)nQn(1−Q)L−n
L!

n!(L− n)!
= (1− 2Q)L ≈ e−2Q(r1,t1;r2,t2)L . (3.152)
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Hierbei bezeichnet Cxxeq (r1; r2) die Gleichgewichtskorrelationsfunktion der beiden betrachteten Spins der
Kette vor dem Quench. In der Näherung im letzten Schritt wurde genutzt, dass Q(r1, t1; r2, t2) klein ist.
Bei der Bestimmung von Q ist über alle Wellenzahlen k zu mitteln. Diese liegen für das Modell mit freien
Randbedingungen im Intervall von 0 bis π. Q kann somit geschrieben werden in der Form

Q(r1, t1; r2, t2) =
1

2π

ˆ π

0

dk fkqk(r1, t1; r2, t2) . (3.153)

fk bezeichnet dabei die im vorherigen Abschnitt hergeleitete Besetzungszahl der Quasiteilchen zur Wel-
lenzahl k nach dem Quench und qk(r1, t1; r2, t2) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Trajektorien der
Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k die Verbindungslinie (r1, t1; r2, t2) insgesamt mit einer ungeraden
Häufigkeit schneiden. Sollen nur die Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k betrachtet werden, die an der
Position x0 erzeugt wurden, so wird die Bezeichnung qk(x0|r1, t1; r2, t2) verwendet. Unter der Annah-
me, dass die Quasiteilchen durch den Quench homogen entlang der Kette erzeugt werden, ergibt sich
qk(r1, t1; r2, t2) aus den qk(x0|r1, t1; r2, t2) zu

qk(r1, t1; r2, t2) =
1

L

ˆ L

0

dx0 qk(x0|r1, t1; r2, t2) . (3.154)

Das weitere Vorgehen unterscheidet sich nun in Abhängigkeit von der jeweiligen Observablen.

Lokale Magnetisierung

Für die lokale Magnetisierung ist r1 = r2 = ` sowie t1 = 0 und t2 = t. Hieraus ergibt sich für die
Zeitentwicklung von mx

` im Rahmen der semiklassischen Theorie

mx
` (t) = mx

eq,` exp
{
− 2qmag(`, t)L

}
. (3.155)

Dabei ist mx
eq,` die lokale Magnetisierung im Gleichgewicht vor dem Quench und

qmag(`, t) =
1

2π

ˆ π

0

dk fkq
mag

k (`, t) (3.156)

mit

qmag

k (`, t) =
1

L

ˆ L

0

dx0 q
mag

k (x0|`, t) . (3.157)

Für die weiteren Überlegungen sei zunächst ` ≤ L/2 und t ≤ Tk/2 = L/2|vk|. Für das betrachtete
Zeitintervall bezeichnet qmag

k (`, t) gerade den Anteil der Positionen innerhalb der Spinkette, für die an
ihnen erzeugte Quasiteilchen eines Paares zur Wellenzahl k mit Geschwindigkeit vk bzw. −vk die Position
` genau einmal passiert haben, d. h. den Spin an der Position ` genau einmal umgeklappt haben. In
Abbildung 3.9 sind die Positionen der Spinkette, für die die an ihnen erzeugten Quasiteilchenpaare zur
Wellenzahl k zum Zeitpunkt t mit 0 ≤ t ≤ Tk/2 einen Beitrag zur lokalen Magnetisierung an der Position
` leisten, graphisch dargestellt. Insgesamt ergibt sich für das Zeitintervall t ∈ [0, Tk/2]

qmag

k (`, t) =

{
2|vk|t/L für 0 ≤ t ≤ `/|vk|
2`/L für `/|vk| ≤ t ≤ Tk/2

(3.158)

Wie Abbildung 3.6 (a) entnommen werden kann, ist die Bewegung der Quasiteilchen periodisch. Im Falle
freier Randbedingungen beträgt die Periodendauer der Bewegung 2Tk. Die Positionen und Geschwindig-
keiten der Quasiteilchen zur Wellenzahl k sind jedoch bereits nach der Zeit Tk spiegelsymmetrisch bzgl.
ihrer Anfangskonfiguration. Hieraus ergibt sich eine Periodizität von qmag

k (`, t) mit Periodendauer Tk:

qmag

k (`, t+ nTk) = qmag

k (`, t) , n ∈ N . (3.159)

Da die Quasiteilchen an jeder Position der Kette zu jeder Wellenzahl k paarweise mit entgegengesetzten
Geschwindigkeiten vk und −vk erzeugt werden, ist qmag

k (`, t) weiterhin invariant unter Zeitumkehr, da
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Abbildung 3.9: Graphische Darstellung des Anteils qmag

k (`, t) der Positionen der Spinkette, für die die
an ihnen erzeugten Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zum Zeitpunkt t mit 0 ≤ t ≤ Tk/2 einen Beitrag
zur lokalen Magnetisierung an der Position ` leisten. Es wird das System mit freien Randbedingungen
betrachtet. Die Abbildung wurde [45] nachempfunden.

dies gerade der Umkehr der Geschwindigkeiten entspricht. Somit gilt qmag

k (`, Tk− t) = qmag

k (`, t). Auf dem
Zeitintervall t ∈ [0, Tk] ergibt sich dann

qmag

k (`, t) =


2|vk|t/L für 0 ≤ t ≤ `/|vk|
2`/L für `/|vk| ≤ t ≤ Tk − `/|vk|
2− 2|vk|t/L für Tk − `/|vk| ≤ t ≤ Tk

. (3.160)

Für ` ≥ L/2 kann die räumliche Symmetrie qmag

k (`, t) = qmag

k (L−`, t) genutzt werden und für Zeiten t ≥ Tk
die Periodizität von qmag

k (`, t) gemäss (3.159). Hierbei ist zu beachten, dass lediglich der zeitliche Verlauf
der qmag

k (`, t) für jede Wellenzahl k periodisch ist. qmag(`, t) hingegen ist aufgrund der unterschiedlichen
Geschwindigkeiten und der damit einhergehenden unterschiedlichen Periodendauern der Quasiteilchen zu
verschiedenen k nicht periodisch3. Es ergibt sich jedoch eine Quasiperiodizität von qmag(`, t), die durch
die Maximalgeschwindigkeit vmax der Quasiteilchen bestimmt ist mit Periodendauer Tmag,FRB

period = L/vmax.
Im thermodynamische Limes verschwindet diese Quasiperiodizität und es ergibt sich

mx
` (t) = mx

eq,` exp

{
−2t

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk θ

(
`− |vk|t

)
− 2`

ˆ π

0

dk

π
fk θ

(
|vk|t− `

)}
. (3.161)

Hieraus folgt für Relaxationszeit

τmag =

[
2

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk

]−1

(3.162)

und für die Korrelationslänge

ξmag =

[
2

ˆ π

0

dk

π
fk

]−1

. (3.163)

Eine genauere Betrachtung des Ausdrucks für die Korrelationslänge zeigt, dass sie nur durch die Be-
setzungszahl fk der Quasiteilchen nach dem Quench bestimmt ist. Quenchprotokolle, die gleiche Beset-
zungszahlen der Quasiteilchen erzeugen, führen somit zu der gleichen Korrelationslänge unabhängig von
den Parametern des Hamiltonoperators vor und des Hamiltonoperators nach dem Quench. Für die Re-
laxationszeit hingegen besteht eine Abhängigkeit von den Parametern des Hamiltonoperators nach dem
Quench durch die auftretenden Geschwindigkeiten der Quasiteilchen. Somit führen nur solche Quenchs
zur gleichen Relaxationszeit, die gleiche Besetzungszahlen der Quasiteilchen erzeugen und am selben

3Natürlich ist qmag(`, t) für ein endlich großes System periodisch. Nach einer Zeitspanne, die dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen der Tk entspricht, befindet sich das System in jedem Fall wieder in der gleichen Konfiguration wie zum Zeitpunkt
t = 0, jedoch ist diese Zeitspanne viel größer als die simulierte Zeit.

64



TABELLENVERZEICHNIS

Punkt des Phasendiagramms enden.
Für das System mit periodischen Randbedingungen sind die Ergebnisse unabhängig von der Position des
betrachteten Spins innerhalb der Kette und es ist

qmag

k (t) =

{
2|vk|t/L für 0 ≤ t ≤ Tk/2
2− 2|vk|t/L für Tk/2 ≤ t ≤ Tk

. (3.164)

qmag

k (t) weist wie im Falle freier Randbedingungen eine Periodizität mit Tk auf, die Periodendauer stimmt
also hier mit der Periodendauer der Bewegung der Quasiteilchen nach Abbildung 3.6 (b) überein. Gleiches
gilt für die Periodendauer der Quasiperiodizität, die wiederum durch Tmag,PRB

period = L/vmax gegeben ist.
Im thermodynamischen Limes ergibt sich für das System mit periodischen Randbedingungen ein rein
exponentieller Abfall der lokalen Magnetisierung, der von der Relaxationszeit τmag bestimmt wird:

mx(t) = mx
eq exp

{
−2t

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk

}
= mx

eq exp
{
− t/τmag

}
. (3.165)

Gleichzeitige Korrelationsfunktion

Zur Bestimmung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins an den Positionen r1 und r2 der
Spinkette ist in dem Ausdruck (3.152) für die allgemeine Korrelationsfunktion t1 = t2 = t zu setzen. Da
das System mit freien Randbedingungen betrachtet wird, wird bei der Bestimmung der gleichzeitigen
Korelationsfunktion zweier Spins im Abstand r zur Minimierung von Randeffekten r1 = (L − r)/2 und
r2 = (L+ r)/2 gesetzt, die betrachteten Positionen also symmetrisch zur Mitte der Kette gewählt. Diese
Korrelationsfunktion zweier Spins im Innern der Kette wird als Bulk-Korrelationsfunktion bezeichnet.
Im Folgenden wird für sie die Notation

Cxx
(
(L− r)/2, t; (L+ r)/2, t

)
:= Cxxbulk(r, t) (3.166)

verwendet. Der Ausdruck der semiklassischen Theorie für die gleichzeitige Korrelationsfunktion kann
damit geschrieben werden als

Cxxbulk(r, t) = Cxxeq,bulk(r) exp

{
−L
ˆ π

0

dk

π
fkq

bulk

k (r, t)

}
. (3.167)

Wie für die lokale Magnetisierung kann qbulk

k (r, t) mithilfe graphischer Überlegungen bestimmt werden.
Diese sind in Abbildung 3.10 dargestellt. Wie Abbildung 3.10 (a) entnommen werden kann, ist qbulk

k (r, t)
aufgrund der homogenen Erzeugung der Quasiteilchenpaare entlang der Kette und der symmetrischen
Anordnung der beiden betrachteten Spins zur Kettenmitte periodisch mit Periodendauer Tk/2, d. h.

qbulk

k (r, t+ nTk/2) = qbulk

k (r, t) , n ∈ N . (3.168)

Aus Abbildung 3.10 (b) und (c) ergibt sich dann unter Ausnutzung dieser Periodizität und der Invarianz
unter Zeitumkehr

qbulk

k (r, t) =


4vkt/L für 0 ≤ t ≤ r/2|vk|
2r/L für r/2|vk| ≤ t ≤ Tk/2− r/2|vk|
2− 4vkt/L für Tk/2− r/2|vk| ≤ t ≤ Tk/2

. (3.169)

Für r > L/2 ist in den obigen Ausdrücken r durch L−r zu ersetzen. Die gleichzeitige Korrelationsfunktion
weist wie die lokale Magnetisierung eine Quasiperiodizität auf, jedoch beträgt ihre Periodendauer T bulk

period =
L/2vmax = Tmag

period/2. Wie für die lokale Magnetisierung verschwindet im thermodynamischen Limes die
Quasiperiodizität und die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Bulk-Spins ist gegeben durch

Cxxbulk(r, t) = Cxxeq,bulk(r) exp

{
−4t

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk θ

(
r − 2|vk|t

)
− 2r

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk θ

(
2|vk|t− r

)}
. (3.170)

Hieraus ergibt sich die Relaxationszeit der gleichzeitigen Korrelationsfunktion

τcorr =

[
4

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk

]−1

(3.171)
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Abbildung 3.10: Graphische Darstellung zur Bestimmung von qbulk

k (r, t). (a) Bewegung zweier an Po-
sitionen symmetrisch zur Kettenmitte erzeugter Quasiteilchenpaare zur selben Wellenzahl k durch das
System mit freien Randbedingungen. Aufgrund der symmetrischen Lage der beiden betrachteten Spins
ergibt sich eine gegenüber der lokalen Magnetisierung halbierte Periodendauer von Tk/2 für qbulk

k (r, t). (b)
und (c) Graphische Darstellung des Anteils qbulk

k (r, t) der Positionen der Spinkette, für die die an ihnen er-
zeugten Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zu Zeiten 0 ≤ t ≤ r/2|vk| bzw. r/2|vk| ≤ t ≤ Tk/2− r/2|vk|
einen Beitrag zur Bulk-Korrelationsfunktion zweier Spins im Abstand r leisten. Die Abbildung wurde [45]
nachempfunden.

und die Korrelationslänge der gleichzeitigen Korrelationsfunktion

ξcorr =

[
2

ˆ π

0

dk

π
fk

]−1

. (3.172)

Während die Korrelationslänge für die gleichzeitige Korrelationsfunktion mit derjenigen für die lokale
Magnetisierung übereinstimmt, ist die Relaxationszeit nur halb so lang:

ξcorr = ξmag , (3.173)

τcorr = τmag/2 . (3.174)

Neben der Bulk-Korrelationsfunktion kann auch die gleichzeitige Korrelationsfunktion eines Randspins
mit einem Spin im Innern der Kette betrachtet werden. Diese wird als Surface-to-Bulk-Korrelationsfunk-
tion bezeichnet. Zu ihrer Berechnung wird r1 = 1 und r2 = r gesetzt:

Cxxsurf(r, t) := Cxx(1, t; r, t) (3.175)

Analoge Überlegungen wie oben führen zu

Cxxsurf(r, t) = Cxxeq,surf(r) exp

{
−L
ˆ π

0

dk

π
fkq

surf

k (r, t)

}
(3.176)

mit

qsurf

k (r, t) =


2|vk|t/L für 0 ≤ t ≤ r/|vk|
2r/L für r/|vk| ≤ t ≤ Tk − r/|vk|
2− 2|vk|t/L für Tk − r/|vk| ≤ t ≤ Tk

. (3.177)

Diese Ausdrücke stimmen mit denjenigen für die lokale Magnetisierung überein, nur dass die betrachtete
Position ` für die lokale Magnetisierung durch den Abstand r der beiden Spins ersetzt werden muss.
Insbesondere ist qsurf

k (r, t) periodisch mit Periodendauer 2Tk und die Surface-Bulk-Korrelationsfunktion
quasiperiodisch mit Periodendauer T surf

period = L/vmax = 2T bulk
period.

Im Falle periodischer Randbedingungen ist nicht zwischen Bulk- und Surface-to-Bulk-Korrelationsfunk-
tion zu unterscheiden und die gleichzeitige Korrelationsfunktion ist nur vom Abstand r der beiden be-
trachteten Spins der Kette abhängig. Die oben hergeleiteten Formeln für die Bulk-Korrelationsfunktion
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für das Modell mit freien Randbedingungen können aufgrund der symmetrischen Anordnung der beiden
Spins zur Kettenmitte unmittelbar auf das System mit periodischen Randbedingungen übertragen wer-
den. Lediglich der Vorfaktor, der die gleichzeitige Korrelationsfunktion im Gleichgewicht vor dem Quench
misst, ist abzuändern. Es ergibt sich somit

Cxx(r, t) = Cxxeq (r) exp

{
−L
ˆ π

0

dk

π
fkqk(r, t)

}
(3.178)

mit qk(r, t) = qbulk

k (r, t) und die Periodendauer der Quasiperiodizität ist gegeben durch L/2vmax. Für
hinreichend große Kettenlängen und im Falle freier Randbedingungen einen hinreichend großen Abstand
von den Kettenenden ist der Einfluss der Randbedingungen auf die Gleichgewichtskorrelationsfunktion
vernachlässigbar und die Vorfaktoren für die Bulk-Korrelationsfunktion und die gleichzeitige Korrelati-
onsfunktion zweier Spins der Kette mit periodischen Randbedingungen stimmen überein. Im thermody-
namischen Limes ist

Cxx(r, t) = Cxxeq (r) exp

{
−4t

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk θ

(
r − 2|vk|t

)
− 2r

ˆ π

0

dk

π
|vk| fk θ

(
2|vk|t− r

)}
. (3.179)

Verschränkungsentropie

Die Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares sind verschränkt. Befindet sich eines von ihnen in Subsystem
A und das andere in Subsystem B, so leistet das Quasiteilchenpaar einen durch die Binärentropie

sk = −(1− fk) ln(1− fk)− fk ln(fk) (3.180)

gegebenen Beitrag zur Verschränkungsentropie der beiden Subsysteme. Befinden sich beide Quasiteilchen
hingegen im selben Subsystem der Spinkette, so trägt das betrachtete Quasiteilchenpaar nicht zur Ver-
schränkungsentropie bei. Insgesamt ergibt sich in der semiklassischen Theorie folgender Ausdruck für die
Verschränkungsentropie eines Subsystems der Länge ` mit dem Rest der Kette:

S`(t) =
1

2

ˆ π

0

dk

π
skq

ent

k (`, t) . (3.181)

qent

k (`, t) bezeichnet hierbei den Anteil der Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k, die zum Zeitpunkt t einen
Beitrag zur Verschränkungsentropie leisten. Er ergibt sich durch Mittelung über die Beiträge der an jeder
Position des Systems durch den Quench erzeugten Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k gemäß:

qent

k (`, t) =
1

L

ˆ L

0

dx0 q
ent

k (x0|`, t) . (3.182)

Hierbei ist qent

k (x0|`, t) = 1, falls das an Position x0 erzeugte Quasiteilchenpaar zur Zeit t einen Beitrag
zur Verschränkungsentropie der beiden Subsysteme leistet, sich also ein Quasiteilchen des Paares in Sub-
system A und das andere in Subsystem B befindet, und qent

k (x0|`, t) = 0 andernfalls. Es gilt nun für die
Quasiteilchenpaare zu jeder Wellenzahl k, deren Quasiteilchen sich infolgedessen mit Geschwindigkeit vk
bzw. −vk durch das System bewegen, in Abhängigkeit von der Position x0 ihrer Erzeugung die Zeitinter-
valle zu bestimmen, während derer sie zur Verschränkungsentropie beitragen.
Für das Modell mit freien Randbedingungen sind in Bezug auf x0 die drei Bereiche 0 ≤ x0 ≤ `,
` ≤ x0 ≤ L− ` und L− ` ≤ x0 ≤ L der Spinkette zu unterscheiden. In Abbildung 3.11 sind für jeweils ein
x0 aus jedem der drei Bereiche für ein k die Trajektorien des zugehörigen Quasiteilchenpaares dargestellt.
Aus der Abbildung wird ersichtlich, dass der Beitrag des Quasiteilchenpaares zur Wellenzahl k periodisch
ist mit Periodendauer 2Tk und dass innerhalb einer Periode zwei Zeitintervalle existieren, während de-
rer der Beitrag besteht. Diese Zeitintervalle werden mit IFRB

k (x0) =
[
tFRB

k,1 (x0), tFRB

k,2 (x0)
]
⊆
[
0, Tk

]
und

ĨFRB

k (x0) =
[
t̃FRB

k,1 (x0), t̃FRB

k,2 (x0)
]
⊆
[
Tk, 2Tk

]
bezeichnet, sodass

qmag

k (x0|`, t) =

{
1 für t ∈ IFRB

k (x0) ∪ ĨFRB

k (x0)

0 sonst
. (3.183)

Die Zeitintervalle, während derer ein an der Position x0 erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl k zur
Verschränkungsentropie der beiden Subsysteme der Spinkette beiträgt, können Tabelle 3.1 entnommen

67



TABELLENVERZEICHNIS

Abbildung 3.11: Zeitintervalle, in denen ein an der Position x0 erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wel-
lenzahl k für das System mit freien Randbedingungen einen Beitrag zur Verschränkungsentropie der
Subsysteme A und B der Spinkette liefert. Der Beitrag besteht in den Zeitintervallen IFRB

k (x0) =[
tk,1(x0), tk,2(x0)

]
⊆
[
0, Tk

]
und ĨFRB

k (x0) =
[
t̃FRB

k,1 (x0), t̃FRB

k,2 (x0)
]
⊆
[
Tk, 2Tk

]
, während derer sich ein

Quasiteilchen des Paares in Subsystem A und das andere in Subsystem B befindet. In Bezug auf die
Erzeugung des Quasiteilchenpaares sind die Bereiche (a) 0 ≤ x0 ≤ `, (b) ` ≤ x0 ≤ L − ` und (c)
L− ` ≤ x0 ≤ L zu unterscheiden.

werden. Dabei folgt aus der Periodizität des Beitrages mit 2Tk und der Invarianz der Bewegung der
Quasiteilchen unter Zeitumkehr

t̃FRB

k,1 (x0) = 2Tk − tFRB

k,2 (x0) und t̃FRB

k,2 (x0) = 2Tk − tFRB

k,1 (x0) . (3.184)

Da sich die Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares zur Wellenzahl k nach der Zeit Tk wieder treffen, sie
sich zu diesem Zeitpunkt also auf jeden Fall im selben Subsystem befinden, und sie durch den Quench
homogen entlang der gesamten Kette erzeugt wurden, ergibt sich eine Periodizität des Beitrages aller
Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zur Verschränkungsentropie mit Periodendauer Tk. Die Perioden-
dauer der Quasiperiodizität der Verschränkungsentropie ist folglich gegeben durch T ent,FRB

period = L/vmax.

Die Überlegungen zur Periodendauer gestalten sich besonders einfach, wenn zwei gleich große Subsyste-
me betrachtet werden, d. h. sowohl A als auch B jeweils die Hälfte der Positionen der Kette umfassen.
Für das System mit periodischen Randbedingungen ergeben sich Unterschiede zu dem System mit freien
Randbedingungen in Bezug auf die Verschränkungsentropie zweier Subsysteme dadurch, dass zwischen
den Subsystemen zwei Grenzflächen bestehen, durch die Quasiteilchen vom einen in das andere Sub-
system gelangen können. Hierdurch ergibt sich eine Periodizität des Beitrages eines Quasiteilchenpaares
zur Wellenzahl k von Tk. Die Periodendauer des Beitrages aller Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zur
Verschränkungsentropie halbiert sich somit auf Tk/2 und die Periodendauer der Quasiperiodizität der
Verschränkungsentropie dementsprechend auf T ent,PRB

period = L/2vmax. Weiterhin sind nun sechs Bereiche der
Spinkette in Bezug auf die Position x0 der Erzeugung eines Quasiteilchenpaares zu unterscheiden. In Ta-
belle 3.2 sind die Zeitintervalle, während derer ein an der Position x0 erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wel-
lenzahl k für das System mit periodischen Randbedingungen einen Beitrag zur Verschränkungsentropie
der Subsysteme A und B leistet, in Abhängigkeit von der Größe ` des Subsystems A für die in Bezug auf
x0 zu unterscheidenden Bereiche der Kette zusammengefasst. Dabei ist

t̃PRB

k,1 (x0) = Tk − tPRB

k,2 (x0) und t̃PRB

k,2 (x0) = Tk − tPRB

k,1 (x0) . (3.185)

Im thermodynamischen Limes sagt die semiklassische Theorie für `� 1 für die Verschränkungsentropie
im Falle freier Randbedingungen

S`(t) =


t

ˆ π

0

dk

π
|vk|sk für t < `/vmax

`

ˆ π

0

dk

π
sk für t� `/2vmax

(3.186)
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IFRB

k (x0) ĨFRB

k (x0)

tFRB

k,1 (x0) tFRB

k,2 (x0) t̃FRB

k,1 (x0) t̃FRB

k,2 (x0)

0 ≤ x0 ≤ ` (`− x0)/|vk| (`+ x0)/|vk| (2L−`−x0)/|vk| (2L−`+x0)/|vk|

` ≤ x0 ≤ L− ` (x0 − `)/|vk| (`+ x0)/|vk| (2L−`−x0)/|vk| (2L−x0+`)/|vk|

L− ` ≤ x0 ≤ L (x0 − `)/|vk| (2L−`−x0)/|vk| (`+ x0)/|vk| (2L−x0+`)/|vk|

Tabelle 3.1: Zeitintervalle, in denen für das System mit freien Randbedingungen ein zum Zeitpunkt
t = 0 an der Position x0 der Spinkette erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl k einen Beitrag
zur Verschränkungsentropie der Subsysteme A und B leistet, d. h. sich ein Quasiteilchen des Paares in
Subsystem A und das andere in Subsystem B befindet.

IPRB

k (x0) ĨPRB

k (x0)

tPRB

k,1 (x0) tPRB

k,2 (x0) t̃PRB

k,1 (x0) t̃PRB

k,2 (x0)

0 ≤ x0 ≤ `
2 x0/|vk| (`− x0)/|vk| (L− `+x0)/|vk| (L− x0)/|vk|

`
2 ≤ x0 ≤ ` (`− x0)/|vk| x0/|vk| (L− x0)/|vk| (L− `+x0)/|vk|

` ≤ x0 ≤ L
2 (x0 − `)/|vk| x0/|vk| (L− x0)/|vk| (L−x0 + `)/|vk|

L
2 ≤ x0 ≤ L

2 + `
2 (x0 − `)/|vk| (L− x0)/|vk| x0/|vk| (L−x0 + `)/|vk|

L
2 + `

2 ≤ x0 ≤ L
2 + ` (L− x0)/|vk| (x0 − `)/|vk| (L−x0 + `)/|vk| x0/|vk|

L
2 + ` ≤ x0 ≤ L (L− x0)/|vk| (L+ `−x0)/|vk| (x0 − `)/|vk| x0/|vk|

Tabelle 3.2: Zeitintervalle, in denen für das System mit periodischen Randbedingungen ein zum Zeit-
punkt t = 0 an der Position x0 der Spinkette erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl k einen Beitrag
zur Verschränkungsentropie der Subsysteme A und B leistet, d. h. sich ein Quasiteilchen des Paares in
Subsystem A und das andere in Subsystem B befindet.

und im Falle periodischer Randbedingungen

S`(t) =


2t

ˆ π

0

dk

π
|vk|sk für t < `/2vmax

`

ˆ π

0

dk

π
sk für t� `/2vmax

(3.187)

voraus.

Bemerkungen

In den Herleitungen der semiklassischen Ausdrücke für die lokale Magnetisierung, die gleichzeitige Kor-
relationsfunktion und die Verschränkungsentropie wurden die Wellenzahlen k als kontinuierlich ange-
nommen. Für die im Rahmen von Simulationen zugänglichen endlichen Systemgrößen sind die erlaubten
Wellenzahlen diskret und ihre Anzahl entspricht der Anzahl der Spins des Systems. Die Integrale über
k sind dementsprechend durch Summen über die erlaubten Werte von k zu ersetzen. Die im Falle freier
Randbedingungen in der ferromagnetischen Phase auftretende komplexwertige Wellenzahl k0 ist dabei
für die semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses nicht von Bedeutung.
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3.4.6 Thermodynamischer Limes und modifizierte Besetzungszahl

Calabrese, Essler und Fagotti konnten in [44, 47, 48] für das eindimensionale transversale Ising-Modell
mit periodischen Randbedingungen im thermodynamischen Limes exakte Ausdrücke für die Zeitentwick-
lung des Ordnungsparameters und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion herleiten. Die Herleitungen
können in analoger Form für beliebige Freie-Fermionen-Modelle wie beispielsweise für das eindimensio-
nale transversale XY-Modell ausgeführt werden. Ein Vergleich mit den Ausdrücken (3.165) und (3.179)
der semiklassischen Theorie zeigt, dass beide Ergebnisse ineinander überführt werden können, wenn die
Besetzungszahl fk der Quasiteilchen nach dem Quench durch die effektive Besetzungszahl

f̃k = − 1
2 ln

(
| cos(∆k)|

)
(3.188)

ersetzt wird. ∆k ist die Differenz der Bogoliubov-Winkel gemäß (3.151). Aus (3.150) folgt

cos(∆k) = 1− 2fk (3.189)

und damit

f̃k = − 1
2 ln

(
|1− 2fk|

)
. (3.190)

f̃k kann somit geschrieben werden als

f̃k ≈ fk +O(f2
k ) , (3.191)

d. h. im Falle kleiner Besetzungszahlen gilt in erster Ordnung f̃k = fk. Die semiklassische Theorie
stellt somit eine Approximation der exakten Zeitentwicklung im Grenzfall kleiner Besetzungszahlen, d. h.
schwacher Quenchs, dar. Die Verwendung der f̃k als modifizierte Besetzungszahlen zur Berechnung des
Ordnungsparameters und der Korrelationsfunktionen stellt eine phänomenologische Verbesserung der
semiklassischen Theorie dar, die im Folgenden auch für Systeme endlicher Größe mit freien sowie peri-
odischen Randbedingungen verwendet werden wird. Wie auch die Besetzungszahl fk ist die modifizierte
Besetzungszahl f̃k sowohl von den Parametern des Hamiltonoperators Ĥ0 vor dem Quench als auch von
den Parametern des Hamiltonoperators Ĥ nach dem Quench abhängig und invariant gegenüber einer
Umkehr der Richtung des Quenchs, d. h. der Vertauschung von Ĥ0 und Ĥ.
Für die Verschränkungsentropie zweier Subsysteme des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit
periodischen Randbedingungen wurden im thermodynamischen Limes von Fagotti und Calabrese in [67]
exakte Ausdrücke hergeleitet. Ein Vergleich zeigt, dass diese gerade den Resultaten der semiklassischen
Theorie in (3.187) entsprechen. Im Gegensatz zum Ordnungsparameter und den Korrelationsfunktionen
ist diese Übereinstimmung unmittelbar gegeben ohne Einführung der modifizierten Besetzungszahl f̃k.
Betrachtung von Gleichung (3.188) zeigt, dass f̃k divergiert, wenn cos(∆k) = 0 bzw. fk = 1/2. Im Fol-
genden soll das Auftreten von Nullstellen von cos(∆k) in Abhängigkeit vom Quenchprotokoll diskutiert
werden. Ausgehend von cos(∆k) = 0 ergibt sich mit (3.151) die folgende Bestimmungsgleichung für
Nullstellen des Zählers von cos(∆k):

hh0 + JJ0γγ0 − (Jh0 + J0h) cos(k) + JJ0(1− γγ0) cos2(k) = 0 . (3.192)

Hierbei sei 0 < J, J0 ≤ 1, 0 ≤ γ, γ0 ≤ 1 und 0 ≤ h, h0. Ist der aus (3.192) bestimmte Wert von k zugleich

Nullstelle von Λk oder Λ
(0)
k , d. h. Nullstelle des Nenners von cos(∆k), so ist der Wert von cos(∆k) mithilfe

der Regel von de l’Hospital zu bestimmen. Bei der Auflösung der Bestimmungsgleichung (3.192) nach k
sind drei Fälle zu unterscheiden:

• γ 6= 1 ∨ γ0 6= 1
In diesem Fall verschwindet der letzte Summand von (3.192) nicht und es ergibt sich

k = arccos

(
Jh0 + J0h±

√
(Jh0 − J0h)2 + 4JJ0γγ0(hh0 − JJ0(1− γγ0))

2JJ0(1− γγ0)

)
. (3.193)

Damit Nullstellen von cos(∆k) existieren können, muss das Argument von arccos im Intervall [−1, 1]
liegen. Es können somit für γ 6= 1∨ γ0 6= 1 zwei, eine oder keine Nullstellen von cos(∆k) existieren.

70



TABELLENVERZEICHNIS

• (γ = γ0 = 1) ∧ (h 6= 0 ∨ h0 6= 0)
Der letzte Summand von (3.192) verschwindet und es ist

k = arccos

(
hh0 + JJ0

Jh0 + J0h

)
. (3.194)

Es kann somit höchstens eine Nullstelle von cos(∆k) existieren.

• (γ = γ0 = 1) ∧ (h 6= 0 = h0 = 0)
Es existiert keine Nullstelle von cos(∆k).
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3.5 Resultate

Nach der Beschreibung der Freie-Fermionen-Technik und der semiklassischen Theorie sowie ihrer An-
wendung auf das eindimensionale transversale XY-Modell sollen diese nun genutzt werden, um nach
unterschiedlichen Quenchprotokollen die Zeitentwicklung verschiedener Observablen des Systems zu be-
rechnen. Die Ergebnisse der semiklassischen Theorie werden hierbei mit den exakten Resultaten der
Freie-Fermionen-Technik verglichen, um Aussagen in Bezug auf ihre Genauigkeit und den Parameter-
bereich zu treffen, in dem sie angewendet werden kann. Untersucht werden Ketten der Länge L = 256
mit freien Randbedingungen sowie mit periodischen Randbedingungen. Die Quenchprotokolle sind in der
Tabelle in Abbildung 3.12 angegeben und in der nebenstehenden Grafik veranschaulicht.

Ĥ0 Ĥ

J0 γ0 h0 J γ h

I 1.0 1.0 0.0 1.0 0.9 0.2

II 1.0 0.9 0.2 1.0 0.3 0.8

III 1.0 0.3 0.8 1.0 0.9 0.2

IV 1.0 0.8 0.7 1.0 0.8 1.3

V 1.0 0.8 1.3 1.0 0.8 0.7

VI 1.0 0.2 0.2 1.0 0.0 0.0

Abbildung 3.12: Betrachtete Quenchprotokolle sowie Illustration derselben im Phasendiagramm.
Quench I stellt einen Quench vom Ising-Modell ohne Transversalfeld zum transversalen XY-Modell dar.
Die Quenchprotokolle II und III sowie IV und V beschreiben zueinander inverse Quenchs des transversalen
XY-Modells. Während Anfangs- und Endpunkte der Quenchs II und III in der ferromagnetischen Phase
liegen, überführen die Quenchs IV und V das System von der ferromagnetischen in die paramagnetische
Phase und umgekehrt. Quench VI stellt einen Quench vom transversalen XY-Modell zum XX-Modell
ohne Transversalfeld dar.

Es werden die sechs Quenchprotokolle aus [68] betrachtet, die mit I bis VI bezeichnet werden. Die Kopp-
lungskonstante wird durch keines der Quenchprotokolle verändert, d. h. J0 = J = 1. Quenchprotokoll I
schaltet ausgehend vom Ising-Modell (keine Kopplung der Spins in y-Richtung γ0 = 1, kein Transversalfeld
h0 = 0) eine schwache Kopplung der Spins in y-Richtung (γ = 0.9) sowie ein schwaches Transversalfeld
(h = 0.2) ein, stellt also einen Quench vom Ising-Modell ohne Transversalfeld zum transversalen XY-
Modell dar. Bei den Quenchs II und III handelt es sich um zueinander inverse Quenchs des transversalen
XY-Modells innerhalb der ferromagnetischen Phase zwischen den Punkten γ = 0.9, h = 0.2 und γ = 0.3,
h = 0.8. Durch sie werden sowohl die Anisotropie als auch das Transversalfeld verändert. Die Quenchs IV
und V stellen zueinander inverse Quenchs des transversalen XY-Modells über den kritischen Punkt von
der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase bzw. von der paramagnetischen in die ferromagne-
tische Phase zwischen den Punkten γ = 0.8, h = 0.7 und γ = 0.8, h = 1.3 dar. Sie halten die Anisotropie
konstant und ändern lediglich das Transversalfeld. Quench VI schließlich überführt das transversale XY-
Modell mit γ0 = 0.2 und h0 = 0.2 in das XX-Modell ohne Transversalfeld (γ = 0, h = 0), ändert also die
Universalitätsklasse des Systems. Nach Quench VI erfolgt die Propagation der Quasiteilchen im System
nur durch die Wirkung der σ̂yi σ̂

y
i+1-Terme.

Vor der Betrachtung der Zeitentwicklung der Verschränkungsentropie, der lokalen Magnetisierung und
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion werde die Energie der Quasiteilchen nach dem Quench, ihre Ge-
schwindigkeit sowie ihre Besetzungszahlen untersucht. Die genannten Größen sind in Abbildung 3.13
dargestellt. Abbildung 3.13 (a) zeigt die Energie Λk der Quasiteilchen nach dem Quench, Abbildung
3.13 (b) den Betrag |vk| ihrer Geschwindigkeiten. Da die Quenchs I und III am selben Punkt im Pha-
sendiagramm enden, haben die Quasiteilchen nach ihnen die gleichen Energien und folglich die gleichen
Geschwindigkeiten. Da für die Quenchs II und VI h/J < 1−γ2 ist, liegt das absolute Minimum der Λk im
Innern des Intervalls [0, π]. Im Falle von Quench VI sind wegen h = 0 die Λk symmetrisch bzgl. k = π/2
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Abbildung 3.13: (a) Spektrum des Hamiltonoperators nach den Quenchs I - VI. (b) Geschwindigkeiten
der Quasiteilchen der semiklassischen Theorie nach den Quenchs I - VI. (c) - (f) Vergleich der Besetzungs-
zahl fk und der modifizierten Besetzungszahl f̃k nach den Quenchs I - VI. Während die Energien der
Quasiteilchen und ihre Geschwindigkeiten nur von den Parametern des Hamiltonoperators nach dem
Quench abhängig sind, sind ihre Besetzungszahlen eine Funktion des Quenchprotokolls, d. h. des Hamil-
tonoperators vor und des Hamiltonoperators nach dem Quench.

und das Minimum wird für diese Wellenzahl angenommen. Für die anderen Quenchs wächst die Energie
Λk streng monoton mit k. Das Auftreten des Minimums der Λk im Innern von [0, π] im Falle der Quenchs
II und VI äußert sich auch in den Geschwindigkeiten. Für Quenchprotokoll II existieren aufgrund des
Minimums im Innern von [0, π] und der Differenzierbarkeit von Λk nach k an der entsprechenden Stelle
Quasiteilchen, deren Geschwindigkeit verschwindet. Im Falle von Quenchprotokoll VI sind die Geschwin-
digkeiten negativ für k < π/2 und positiv für k > π/2. Da Λk an der Stelle k = π/2 nicht differenzierbar
ist (die linksseitige Ableitung ist −1, die rechtsseitige Ableitung +1), ist die Geschwindigkeit der Qua-
siteilchen zur Wellenzahl k = π/2 nicht definiert. Da die Quasiteilchen jedoch paarweise erzeugt werden
und sich die Quasiteilchen eines Paares aufgrund der Impulserhaltung zum Zeitpunkt ihrer Erzeugung
mit entgegengesetzter Geschwindigkeit bewegen, ist nur der Betrag der Geschwindigkeit von Bedeutung.
Da die Beträge der links- und der rechtsseitigen Ableitung an der Stelle k = π/2 übereinstimmen, ist
somit |vπ

2
| = 1.

Bei den Betrachtungen der Zeitentwicklung der Verschränkungsentropie und der lokalen Magnetisierung
wird gemäß den Überlegungen der vorigen Abschnitte eine Quasiperiodizität erwartet, deren Perioden-
dauer von den schnellsten durch den Quench erzeugten Quasiteilchen bestimmt wird. In beiden Fällen
ist Tperiod = L/vmax. Tabelle 3.3 enthält für die betrachteten Quenchprotokolle den Wert von vmax sowie
die sich daraus ergebenden Periodendauern.

I II III IV V VI

vmax 0.248162 0.937045 0.248162 0.916614 0.663059 1

Tperiod 1031.58 273.199 1031.58 279.289 386.089 256

Tabelle 3.3: Betrag der Maximalgeschwindigkeit der Quasiteilchen nach den Quenchprotokollen
I - VI sowie sich daraus ergebende Periodendauer Tperiod = L/vmax der Quasiperiodizität der Ver-
schränkungsentropie sowie der lokalen Magnetisierung im Falle freier Randbedingungen.

In den Graphen (c) - (f) von Abbidlung 3.13 sind die Besetzungszahlen fk der Quasiteilchen nach den
Quenchprotokollen I - VI dargestellt und mit den modifizierten Besetzungszahlen f̃k verglichen. Da die
Quenchprotokolle II und III sowie IV und V zueinander inverse Quenchs beschreiben, ergeben sich für
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Abbildung 3.14: (a) - (f) Zeitentwicklung der Verschränkungsentropie S`(t) zweier Subsysteme einer
Kette der Länge L = 256 mit freien Randbedingungen nach den Quenchs I - VI für verschiedene Größen
der Subsysteme (− ` = 32, − ` = 64, − ` = 96, − ` = 128). ` bezeichnet hierbei die Größe des Subsys-
tems A, welches sich am linken Rand der Kette befindet. Subsystem B umfasst die restlichen Positio-
nen der Kette. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate der Berechnungen mittels Freier-Fermionen-
Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen Theorie mit der Besetzungszahl fk.
Bei den angegebenen Periodendauern der Quasiperiodizität handelt es sich um die Vorhersagen der se-
miklassischen Theorie.

diese die gleichen Werte der fk und der f̃k. Durch den schwachen Quench in Quenchprotokoll I wird nur
eine geringe Anzahl an Quasiteilchen erzeugt. Ihre Besetzungszahl fk ist infolgedessen gering und weist
nur sehr geringe Abweichungen von der aus den exakten Resultaten im thermodynamischen Limes extra-
hierten modifizierten Besetzungszahl f̃k auf. Die semiklassische Theorie stellt somit für diesen schwachen
Quench auch ohne Verwendung der modifizierten Besetzungszahl eine gute Approximation dar. Durch
die stärkeren Quenchs innerhalb der ferromagnetischen Phase in den Quenchprotokollen II und III wird
eine größere Anzahl Quasiteilchen im System erzeugt. Aus diesem Grund ergeben sich hier auch größere
Abweichungen zwischen den fk und den f̃k. Diese Abweichungen sind jedoch nur quantitativer Natur,
wohingegen der qualitative Verlauf von fk und f̃k für die Quenchprotokolle II und III übereinstimmt.
Im Gegensatz hierzu ergeben sich im Falle der Quenchs IV und V, die das System von der ferroma-
gnetischen in die paramagnetische Phase bzw. umgekehrt überführen, auch deutliche Unterschiede im
qualitativen Verlauf der Besetzungszahl und der modifizierten Besetzungszahl. Während fk für k = 0
seinen Maximalwert 1 erreicht und für k > 0 streng monoton auf 0 abfällt, wenn k gegen π strebt, hat
f̃k sowohl für k = 0 als auch für k = π den Wert 0 und divergiert sowohl bei linksseitiger als auch bei
rechtsseitiger Annäherung an k ≈ 0.373583. Eine Übereinstimmung zwischen fk und f̃k besteht dabei nur
für große k. Für den letzten betrachteten Quench VI hin zum XX-Modell ohne Transversalfeld zeigt sich
eine Unstetigkeit in den Besetzungszahlen fk an der Stelle k = π/2. Der linksseitige Grenzwert ist mit
einem Wert von ungefähr 0.853553 etwa sechsmal so groß wie der rechtsseitige Grenzwert mit einem Wert
von ungefähr 0.143765. Für die modifizierte Besetzungszahl f̃k hingegen hat die Wellenzahl k = π/2, in
Bezug auf die Λk und vk eine Symmetrie und fk die beschriebene Unstetigkeit aufweisen, keine besondere
Bedeutung, jedoch divergiert f̃k für k ≈ 1.36944. Die exakten Werte von k, für die f̃k divergiert, sind
durch die Nullstellen von (3.151) auf dem Intervall [0, π] gegeben.

Verschränkungsentropie

Nach den grundlegenden Überlegungen zu den durch die Quenchs erzeugten Quasiteilchen soll nun die
Zeitentwicklung der Observablen untersucht werden. Den Anfang bildet die Verschränkungsentropie zwei-
er Subsysteme A und B, welche sowohl für das System mit freien als auch für das System mit periodischen
Randbedingungen betrachtet wird. In Abbildung 3.14 ist die Zeitentwicklung der Verschränkungsentropie
der Subsysteme nach den Quenchprotokollen I - VI für das System mit freien Randbedingungen darge-
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Abbildung 3.15: (a) - (f) Zeitentwicklung der Verschränkungsentropie S`(t) zweier Subsysteme einer
Kette der Länge L = 256 mit periodischen Randbedingungen nach den Quenchs I - VI für verschiedene
Größen der Subsysteme (− ` = 32, − ` = 64, − ` = 96, − ` = 128). ` bezeichnet hierbei die Größe des
Subsystems A. Subsystem B umfasst die restlichen Positionen der Kette. Kontinuierliche Linien stellen
die Resultate der Berechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resul-
tate der semiklassischen Theorie mit der Besetzungszahl fk. Bei den angegebenen Periodendauern der
Quasiperiodizität handelt es sich um die Vorhersagen der semiklassischen Theorie.

stellt und in Abbildung 3.15 für das System mit periodischen Randbedingungen. Die Kette ist in die
Subsysteme A und B aufgeteilt. Im Falle des Systems mit freien Randbedingungen befindet sich Subsys-
tem A am linken Rand der Kette. Die Größe von Subsystem A und damit auch die Größe von Subsystem
B wird variiert. Ein Vergleich der Resultate der semiklassischen Theorie zu den exakten Resultaten der
Freie-Fermionen-Technik zeigt für alle Quenchprotokolle sowohl für das System mit freien als auch für
das System mit periodischen Randbedingungen eine hervorragende Übereinstimmung des anfänglichen
Anstiegs der Verschränkungsentropie der Subsysteme nach dem Quench. Für größere Zeiten ergeben
sich insbesondere im Falle freier Randbedingungen Abweichungen zwischen den exakten Resultaten und
den Resultaten der semiklassischen Theorie. Aufgrund ihres Auftretens vor allem für das System mit
freien Randbedingungen und ihrer Zunahme mit der Anzahl der durchlaufenen Perioden, kann davon
ausgegangen werden, dass sie zu einem großen Teil durch die vereinfachte Beschreibung der Refelexion
der Quasiteilchen an den Kettenenden hervorgerufen werden. Die Abweichungen sind aus diesem Grund
während der ersten Periode noch nicht vorhanden und summieren sich im Folgenden über die Perioden
auf. Infolgedessen nehmen die Abweichungen mit der Zeit zu. Die Periodizität der Verschränkungsentropie
hingegen wird durch die semiklassische Theorie sehr gut wiedergegeben. Die Periodendauer der Ver-
schränkungsentropie ist wie in der semiklassischen Theorie vorhergesagt im Falle freier Randbedingungen
doppelt so lang wie im Falle periodischer Randbedingungen und entspricht dem sich aus der Maximal-
geschwindigkeit der Quasiteilchen ergebenden Wert. Die Quasiperiodizität wird somit in der Tat durch
die Quasiteilchen mit der höchsten Geschwindigkeit bestimmt. In den Graphen ist deutlich zu erkennen,
dass die Verschränkungsentropie nach einer Periode ihrer Quasiperiodizität nicht wieder auf null abfällt
und für größere Zeiten auch nicht mehr der Wert zur Hälfte ihrer ersten Periode erreicht wird. Ursächlich
hierfür ist die beschriebene unterschiedliche Geschwindigkeit der Quasiteilchen zu verschiedenen Wellen-
zahlen, die dazu führt, dass die Quasiteilchen zu verschiedenen Wellenzahlen in ihrer Bewegung durch das
System relativ zu Quasiteilchen zu einer anderen Wellenzahl aus der Phase geraten. Erst nach einer Zeit,
die dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Periodendauern der Quasiteilchen zu jeder Wellenzahl k
entspricht, hat das System seine Anfangskonfiguration wieder erreicht. Die beobachtete Periodizität der
Verschränkungsentropie und anderer Observalen wird daher wie bereits erläutert als Quasiperiodizität
bezeichnet.
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Abbildung 3.16: (a) - (f) Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung mx
` (t) nach den Quenchs I - VI

für verschiedene Positionen der Kette (− ` = 32, − ` = 64, − ` = 96, − ` = 128). Betrachtet wird ei-
ne Kette der Länge L = 256 mit freien Randbedingungen. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate
der Berechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semi-
klassischen Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl f̃k. Bei den angegebenen Periodendauern der
Quasiperiodizität handelt es sich um die Vorhersagen der semiklassischen Theorie.

Lokale Magnetisierung

Nach der Verschränkungsentropie soll nun die lokale Magnetisierung untersucht werden. Diese wird für
das System mit freien Randbedingungen betrachtet. Die Resultate für die Zeitentwicklung der lokalen Ma-
gnetisierung sind für die Quenchprotokolle I - VI in Abbildung 3.16 dargestellt. Die exakten Resultate der
Freie-Fermionen-Technik werden mit den Resultaten der semiklassischen Theorie unter Verwendung der
modifizierten Besetzungszahl verglichen. Aufgrund des exponentiellen Abfalls der lokalen Magnetisierung
im Regime freier Relaxation ist die lokale Magnetisierung logarithmisch gegen die Zeit aufgetragen. Für
alle untersuchten Quenchs zeigt sich, dass der initiale Abfall der lokalen Magnetisierung, d. h. das Regime
freier Relaxation der ersten Periode der Quasiperiodizität, hervorragend reproduziert wird. Weiterhin gibt
die semiklassische Theorie die Quasiperiodizität der lokalen Magnetisierung sehr gut wieder. Wie in der
qualitativen Beschreibung des zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung erläutert, gibt es im Laufe
jeder Periode ein Regime freier Relaxation mit exponentiellem Abfall der lokalen Magnetisierung, ein qua-
sistationäres Regime, in dem die lokale Magnetisierung bedeutend langsamer abfällt bzw. konstant bleibt,
sowie ein Wiederherstellungsregime, in dem die lokale Magnetisierung wieder exponentiell anwächst. Die
Quasiperiodizität wird wiederum hervorgerufen durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Quasi-
teilchen zu verschiedenen Wellenzahlen k. Hierdurch ergibt sich im quasistationären Regime ein weiterer,
wenn auch schwächerer Abfall der lokalen Magnetisierung, und die lokale Magnetisierung erreicht im Wie-
derherstellungsregime nicht wieder ihren ursprünglichen Wert. Die Periodendauer der Quasiperiodizität
wird durch die schnellsten durch den Quench erzeugten Quasiteilchen bestimmt. Für die Quenchs I bis III,
die vollständig innerhalb der ferromagnetischen Phase verlaufen, zeigen auch die mit der semiklassischen
Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl f̃k bestimmten Werte der lokalen Magnetisierung eine gute
Übereinstimmung, die mit der Anzahl der Perioden abnimmt. Die Erklärung hierfür ist wie im Falle der
Verschränkungsentropie die vereinfachte Darstellung der Reflexion der Quasiteilchen an den Enden der
Kette. Für die Quenchs IV und V, die das System von der ferromagnetischen in die paramagnetische
Phase überführen und umgekehrt, sowie Quench VI hin zum XX-Modell ohne Transversalfeld zeigen sich
insbesondere für Positionen abseits der Mitte der Kette Abweichungen zwischen den exakten Resultaten
und den Resultaten der semiklassischen Theorie im quasistationären Regime. Für Quenchprotokoll V von
der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase zeigen sich auch Abweichungen in Bezug auf die Peri-
odendauer der Quasiperiodizität. Die Resultate der Freie-Fermionen-Technik und die der semiklassischen
Theorie stimmen zwar überein, weichen jedoch von der vorhergesagten Periodendauer ab.
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Abbildung 3.17: (a) - (f) Bulk-Korrelationsfunktion Cxxbulk(r, t) für das System mit freien Randbedin-
gungen als Funktion des Abstandes r der beiden betrachteten Positionen der Kette zu verschiedenen
Zeitpunkten (− t = 10, − t = 20, − t = 40, − t = 60, − t = 80, − t = 100) nach den Quenchs I - VI.
Betrachtet wird eine Kette der Länge L = 256. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate der Be-
rechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen
Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl f̃k.

Gleichzeitige Korrelationsfunktion

Die letzte betrachtete Observable ist die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins. Während für
das System mit periodischen Randbedingungen nur der Abstand der beiden Spins von Bedeutung ist,
spielt für das System mit freien Randbedingungen auch ihre Position relativ zu den Kettenenden eine
Rolle. Zur Minimierung von Randeffekten wird für das System mit freien Randbedingungen die Bulk-
Korrelationsfunktion betrachtet, d. h. die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins, die symmetrisch
bzgl. der Mitte der Kette angeordnet sind. Die exakten Resultate der Freie-Fermionen-Technik werden
jeweils mit den Resultaten der semiklassischen Theorie verglichen. Wie bei der Beschreibung der Bestim-
mung der Bulk-Korrelationsfunktion mithilfe der semiklassischen Theorie erläutert wurde, unterscheiden
sich die Resultate der semiklassischen Theorie für die Bulk-Korrelationsfunktion der Kette mit freien
Randbedingungen von den Resultaten der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins der Kette mit
periodischen Randbedingungen nur durch einen durch die Gleichgewichtskorrelationsfunktion gegebenen
Vorfaktor. Für hinreichend große Kettenlängen und hinreichend großen Abstand der beiden betrachte-
ten Spins von den Kettenenden verschwinden die Unterschiede. Die gleichzeitige Korrelationsfunktion
wird zu einem festen Zeitpunkt betrachtet und in Abhängigkeit vom Abstand r der beiden Positionen
aufgetragen. In Abbildung 3.17 sind die Ergebnisse der exakten Rechnung mithilfe der Freie-Fermionen-
Technik für die Bulk-Korrelationsfunktion der Kette mit freien Randbedingungen aufgetragen und den
Resultaten der semiklassischen Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl nach den Quenchs I - VI
zu verschiedenen Zeitpunkten gegenübergestellt. Die betrachteten Zeitpunkte liegen alle innerhalb der
ersten Periode der Quasiperiodizität des Systems. Im Gleichgewicht hat die Korrelationsfunktion zweier
Spins innerhalb der ferromagnetischen Phase bereits für relativ kleine Abstände einen konstanten, nicht
verschwindenden Wert. Nach dem Quench fällt die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins ex-
ponentiell ab (Regime freier Relaxation), bis sie zueinander relaxiert sind. Im Anschluss daran bleibt
sie zeitlich konstant (quasistationäres Regime), bis sie aufgrund der Quasiperiodizität wiederhergestellt
wird (Wiederherstellungsregime). Eine Erklärung für dieses Verhalten wurde im Rahmen der qualitati-
ven Beschreibung der Zeitentwicklung der Observablen mithilfe der semiklassischen Theorie gegeben. In
der Auftragung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zu einem festen Zeitpunkt in Abhängigkeit vom
Abstand der betrachteten Spins zeigen Spinpaare, die zu dem Zeitpunkt zueinander relaxiert sind, einen
exponentiellen Abfall ihrer Korrelationsfunktion mit dem Abstand. Aus diesem Abfall kann die Korrelati-
onslänge bestimmt werden. Für Spinpaare hingegen, die zu dem betrachteten Zeitpunkt nicht zueinander
relaxiert sind, ändert sich die gleichzeitige Korrelationsfunktion mit dem Abstand nicht. Während die
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Abbildung 3.18: (a) - (f) Gleichzeitige Korrelationsfunktion Cxx(r, t) für das System mit periodischen
Randbedingungen als Funktion des Abstandes r der beiden betrachteten Positionen der Kette zu verschie-
denen Zeitpunkten (− t = 10, − t = 20, − t = 40, − t = 60, − t = 80, − t = 100) nach den Quenchs
I - VI. Betrachtet wird eine Kette der Länge L = 256. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate der Be-
rechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen
Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl f̃k.

gleichzeitige Korrelationsfunktion zueinander relaxierter Spinpaare zeitlich konstant bleibt bis zur Wie-
derherstellung der Korrelation aufgrund der durch die endliche Systemgröße bedingten Quasiperiodizität,
fällt die Korrelationsfunktion noch nicht zueinander relaxierter Spins mit der Zeit weiter exponentiell ab,
bis die Spins zueinander relaxiert sind. Das beschriebene Verhalten ist in den Graphen von Abbildung
3.17 deutlich zu erkennen. Mit zunehmender Zeit erstreckt sich der exponentielle Abfall der gleichzeitigen
Korrelationsfunktion über einen immer größeren Bereich der Kette, d. h. Spinpaare mit immer größerem
Abstand sind zueinander relaxiert. Der Bereich der Kette mit nicht zueinander relaxierten Spins wird
dabei immer kleiner. Zugleich fällt der Wert der Korrelationsfunktion der nicht zueinander relaxierten
Spins mit der Zeit immer weiter ab. Für die Quenchprotokolle II und IV hat zum Zeitpunkt t = 100
die Wiederherstellung der Korrelationen bereits begonnen und für das Quenchprotokoll VI bereits bei
t = 80. Ein Vergleich zu den Resultaten der semiklassischen Theorie zeigt abgesehen von Quenchproto-
koll IV, welches das System von der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase überführt, eine gute
Übereinstimmung.
Die bisherigen Betrachtungen galten der Bulk-Korrelationsfunktion des Systems mit freien Randbedin-
gungen. Nach den Vorhersagen des semiklassischen Theorie sollte sich eine gute Übereinstimmung zur
der in Abbildung 3.18 dargestellten gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins der Kette mit peri-
odischen Randbedingungen ergeben. Ein Vergleich der Graphen zeigt, dass dies in der Tat der Fall ist.
Abgesehen von Quenchprotokoll V aus der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase stimmen die
Resultate für die Bulk-Korrelationsfunktion des Systems mit freien Randbedingungen und die gleichzei-
tige Korrelationsfunktiondes Systems mit periodischen Randbedingungen nahezu überein. Der Vergleich
der Resultate der semiklassischen Theorie zu den exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik für die
gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins des Systems mit periodischen Randbedingungen zeigt eine
noch bessere Übereinstimmung als für die Bulk-Korrelationsfunktion zweier Spins des Systems mit freien
Randbedingungen. Die beobachteten Abweichungen für die verschiedenen Quenchprotokolle sind qualita-
tiv die gleichen wie für das System mit freien Randbedingungen, jedoch quantitativ betrachtet geringer.
Ursache hierfür ist wieder die bereits bei der Betrachtung der Verschränkungsentropie zweier Subsysteme
der Kette erwähnte vereinfachte Beschreibung der Reflexion der Quasiteilchen an den Kettenenden für
das System mit freien Randbedingungen.
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3.6 Vergleich zu Systemen im thermischen Gleichgewicht
und verallgemeinertes Gibbs-Ensemble

Rossini et al. haben in [39, 41] die Zeitentwicklung verschiedener Observablen des transversalen Ising-
Modells mit periodischen Randbedingungen untersucht und mit Resultaten für das System im thermi-
schen Gleichgewicht verglichen. Ihr zentrales Ergebnis in Bezug auf Thermalisierung des Systems nach
dem Quench bestand darin, dass Observablen, deren Operatoren nichtlokal sind ausgedrückt über die
den Hamiltonoperator diagonalisierenden Fermioperatoren, thermisches Verhalten zeigen. Als Beispiele
für derartige Observablen wurden die Autokorrelationsfunktion und die gleichzeitige Korrelationsfunkti-
on untersucht. Demgegenüber wurde für Observablen, deren Operatoren lokal sind ausgedrückt über die
Fermioperatoren, in denen der Hamiltonoperator diagonal ist, Abweichungen von Thermalisierung nach-
gewiesen. Beispiele hierfür sind die gleichzeitige Korrelationsfunktion in z-Richtung und die Kinkdichte
im System. Für diese wurde gezeigt, dass sie mithilfe des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles beschrieben
werden können. Aufgrund der Integrabilität des transversalen Ising-Modells ist jedoch zu erwarten, dass
es nicht thermalisieren kann, d. h. seine Observablen nicht durch das kanonische Gibbs-Ensemble mit
einer effektiven Temperatur Teff beschrieben werden können, sondern für alle Observablen die Verwen-
dung des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles erforderlich ist. Im Folgenden soll erläutert werden, wie die
Resultate von Rossini et al. für die Autokorrelationsfunktion und die gleichzeitige Korrelationsfunktion
damit in Einklang gebracht werden können.
Rossini et al. haben in [41] die effektive Temperatur des Systems nach dem Quench dadurch bestimmt,
dass der Erwartungswert des Hamiltonoperators in einem thermischen Zustand mit seinem (zeitun-
abhängigen) Erwartungswert nach dem Quench übereinstimmen muss:

〈Ψ(0)
0 |Ĥ|Ψ

(0)
0 〉

!
= 〈Ĥ〉Teff

. (3.195)

Der Erwartungswert der Energie im System im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur Teff kann
geschrieben werden als

〈Ĥ〉Teff
=
∑
k

Λk (nk,Teff
− 1) (3.196)

mit

nk,T =
1

eΛk/T + 1
(3.197)

der Fermi-Verteilungsfunktion der Quasiteilchen bei der Temperatur T . Der Erwartungswert der Energie
im System nach dem Quench ist

〈Ψ(0)
0 |Ĥ|Ψ

(0)
0 〉 =

∑
k

Λk (fk − 1) (3.198)

mit fk der bekannten Besetzungszahl der Quasiteilchen gemäß (3.148). Aus der Bestimmungsgleichung
(3.195) für die effektive Temperatur ergibt sich somit∑

k

Λkfk =
∑
k

Λknk,Teff
. (3.199)

Diese Gleichung ist für gegebene Quenchparameter eindeutig lösbar. Offensichtlich stimmen die Beset-
zungszahlen fk der Quasiteilchen nach dem Quench gemäß (3.148) für eine betrachtete Wellenzahl k nicht
mit der Besetzung gemäß der Fermi-Verteilungsfunktion (3.197) im thermischen System überein. Obige
Gleichung fordert jedoch nur die Übereinstimmung der Energie des Systems nach dem Quench und des
Systems im thermischen Gleichgewicht, d. h. es ist über alle Wellenzahlen k zu summieren. Der effektiven
Temperatur kommt in diesem Zusammenhang somit die Rolle eines Fitparameters zu.
Die Aussagen in [41] in Bezug auf Thermalisierung beruhen auf der Untersuchung der Relaxationszeit
und der Korrelationslänge. Diese wurden aus dem zeitlichen Verlauf der Autokorrelationsfunktion gemäß

Cxxauto(t) ∝ e−t/τ (3.200)
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(a) (b)

Abbildung 3.19: Aus dem asymptotischen Verlauf
der Korrelationsfunktionen bestimmte Werte (a) der
Relaxationszeit τ und (b) der Korrelationslänge ξ des
transversalen Ising-Modells als Funktion der effekti-
ven Temperatur Teff nach Quenchs des transversalen
Felds hin zu h = 0.5. Die Symbole bezeichnen Werte
von τ und ξ nach einem Quench, wobei nicht aus-
gefüllte Symbole Quenchs mit h0 < h repräsentieren
und ausgefüllte Symbole Quenchs mit h0 > h. Die
durchgezogene rote Kurve bezeichnet die Werte für
das System im Gleichgewicht bei der entsprechen-
den Temperatur und die blaue gestrichelte Kurve die
Ergebnisse einer semiklassischen Rechnung für das
System außerhalb des Gleichgewichts. Die Abbildun-
gen wurden aus [41] entnommen. Reprinted with per-
mission from Rossini et al., Physical Review B 82,
144302, 2010. Copyright 2010 by the American Phy-
sical Society.

und dem räumlichen Verlauf der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zu einem festen Zeitpunkt gemäß

Cxx(r, t) ∝ e−r/ξ (3.201)

bestimmt und mit den Werten für das thermische System bei der ihm nach dem Quench zugeordneten
effektiven Temperatur Teff verglichen. Die Relaxationszeit und die Korrelationslänge für das thermische
System wurden mithilfe von durch Sachdev und Young in [222] hergeleiteten Ausdrücken berechnet. Bei
diesen handelt es sich um

τT =

[
2

ˆ π

0

dk

π
e−Λk/T |vk|

]−1

(3.202)

für die Relaxationszeit und um

ξT =

[
2

ˆ π

0

dk

π
e−Λk/T

]−1

(3.203)

für die Korrelationslänge. In Abbildung 3.19 sind die Resultate von Rossini et al. aus [41] für Quenchs des
transversalen Feldes hin zu h = 0.5 dargestellt. Sowohl für die Relaxationszeit als auch für die Korrelati-
onslänge wurde eine recht gute Übereinstimmung gefunden. Eine ebenfalls durchgeführte semiklassische
Analyse, bei der das Boltzmann-Gewicht e−Λk/T durch die Besetzungszahl fk der Quasiteilchen ersetzt
wurde, sodass sich die in den vorherigen Kapiteln hergeleiteten Formeln für die Relaxationszeit

τQ =

[
2

ˆ π

0

dk

π
fk|vk|

]−1

(3.204)

und die Korrelationslänge

ξQ =

[
2

ˆ π

0

dk

π
fk

]−1

(3.205)

ergeben, zeigte eine weiter verbesserte Übereinstimmung (gestrichelte blaue Kurve in Abbildung 3.19).
Dies führt zu dem Schluss, dass trotz der beobachteten guten Übereinstimmung zwischen der Relaxa-
tionszeit und der Korrelationslänge für das System nach dem Quench und das System im thermischen
Gleichgewicht in der Tat durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble und nicht durch das kanonische
Gibbs-Ensemble zu beschreiben ist. Die gute Übereinstimmung rührt daher, dass der exponentielle Ab-
fall in der Zeit sowie der exponentielle räumliche Abfall mit einem einzelnen Fitparameter, der effektiven
Temperatur, gut beschrieben werden kann. Bei der Beschreibung der Quasiperiodizität in endlichen Syste-
men hingegen werden sich Unterschiede ergeben, da für diese wie im Rahmen der semiklassischen Theorie
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beschrieben die Besetzungszahlen aller Quasiteilchen entscheidend sind, um die unterschiedlichen Regime
zu erklären und die Zeitentwicklung auch quantitativ exakt zu reproduzieren. Bei der Betrachtung der
Darstellung des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles in (1.32) zeigt sich, dass durch die Einführung einer
effektiven Temperatur alle Lagrange-Multiplikatoren µk auf denselben durch Teff bestimmten Wert ge-
setzt werden, dem System also Freiheitsgrade genommen werden. Dies hat im Falle der Relaxationszeit
und der Korrelationslänge in [41] für niedrige effektive Temperaturen, d. h. schwache Quenchs, zu guten
Ergebnissen geführt, ist aber im Allgemeinen nicht korrekt.
Im kanonischen Gibbs-Ensemble wird die Temperatur durch den einzelnen Lagrange-Multiplikator β
definiert, der für vorgegebene Gesamtenergie im System unter der Nebenbedingung der Entropiema-
ximierung des Zustandes bestimmt wird. Für das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble existieren so viele
Lagrange-Multiplikatoren wie es Erhaltungsgrößen im System gibt. In Analogie zur Definition der Tem-
peratur im kanonischen Gibbs-Ensemble kann nun jeder Erhaltungsgröße eines integrablen Systems über
ihren zugehörigen Lagrange-Multiplikator eine Temperatur zugeordnet werden. Im Falle freier Theorien
ergibt sich somit für jede Mode eine effektive Temperatur. Die Herleitung der effektiven Temperaturen
Teff,k soll im Folgenden für das transversale Ising-Modell und das transversale XY-Modell in einer Dimen-
sion ausgeführt werden. Hierzu werden die mithilfe der semiklassischen Theorie für die Relaxationszeit
und die Korrelationslänge hergeleiteten Ausdrücke mit den Ausdrücken von Sachdev und Young für das
System im thermischen Gleichgewicht verglichen. Nach [45] ergibt sich

fk = exp

(
− Λk
Teff,k

)
, (3.206)

d. h. eine Verteilung der Quasiteilchen gemäß der Boltzmann-Statistik. Für die effektive Temperatur
ergibt sich

Teff,k = − Λk
ln(fk)

. (3.207)

Ein Vergleich mit exakten Resultaten von Barouch et al. [63–65] für die Korrelationslänge des Systems
bei endlicher Temperatur von

ξT = −
ˆ π

0

dk

π
ln

(∣∣∣∣tanh

(
Λk
2T

)∣∣∣∣) (3.208)

zu den exakten Resultaten von Calabrese, Essler und Fagotti in [47,48] führt gemäß [45] zu

ln (|cos(∆k)|) = ln

(∣∣∣∣tanh

(
Λk
2T

)∣∣∣∣) . (3.209)

Mit fk = 1
2

[
1− cos(∆k)

]
folgt hieraus nach [45,68]

min(fk, 1− fk) =
1

eΛk/T̃eff,k + 1
(3.210)

und für die effektive Temperatur

T̃eff,k = − Λk

ln
(

min(fk,1−fk)
max(fk,1−fk)

) . (3.211)

Die Besetzungszahl fk der Quasiteilchen zur Wellenzahl k nach dem Quench bzw. 1− fk im Falle des zu-
gehörigen Lochs folgt somit der Fermi-Verteilungsfunktion mit der von der Wellenzahl k abhängigen effek-
tiven Temperatur T̃eff,k, stimmt also mit der Besetzungszahl im thermischen Gleichgewicht bei der Tem-

peratur T̃eff,k fermionischer Teilchen überein. Es wird erwartet, dass diese Beziehung für Freie-Fermionen-
Modelle allgemeine Gültigkeit besitzt. Dies trägt weiter zu der Annahme bei, dass der stationäre Zustand
des eindimensionalen transversalen Ising-Modells und des eindimensionalen transversalen XY-Modells
durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann.
Insgesamt zeigt sich, dass für einen fest gewählten Endpunkt der Quenchs, d. h. feste Energien Λk der
Quasiteilchen nach dem Quench, die effektive Temperatur jeder Mode mit der Quenchstärke zunehmen
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Abbildung 3.20: (a) - (f) Effektive Temperatur Teff,k bestimmt mithilfe der semiklassischen Theorie

gemäß (3.207) sowie T̃eff,k bestimmt aus exakten Rechnungen gemäß (3.211) für die Quenchprotokolle
I - VI. Während sich für den schwachen Quench in Quenchprotokoll I eine sehr gute Übereinstimmung
zeigt, weisen die Kurvenverläufe für die stärkeren Quenchs II und III innerhalb der ferromagnetischen
Phase Abweichungen auf. Für die Quenchprotokolle IV und V über den Phasenübergang von der ferro-
magnetischen in die paramagnetische Phase bzw. umgekehrt sowie den Quench VI zum XX-Modell ohne
Transversalfeld zeigen sich deutliche Abweichungen. Die gestrichelte Linie stellt die effektive Temperatur
Teff des Systems nach dem Quench gemäß Rossini et al. dar, die sich aus der Bestimmungsgleichung
(3.195) ergibt.

muss, da durch stärkere Quenchs mehr Quasiteilchen erzeugt werden und somit fk zunimmt. Dies ist
sowohl für die semiklassischen Resultate als auch für die exakten Resultate der Fall. Der Vergleich der
semiklassischen Resultate für das thermische System zu den semiklassischen Resultaten für die Zeit-
entwicklung des Systems nach einem Quench hat eine Boltzmann-Verteilung der Quasiteilchen ergeben,
während aus dem Vergleich der exakten Resultate eine Fermi-Verteilung folgt. Unterschiede zwischen den
Verteilungen zeigen sich vor allem für kleine Verhältnisse Λk/Teff,k. Ist die effektive Temperatur hinge-
gen klein gegenüber der Energie der Quasiteilchen, so gehen die Boltzmann- und die Fermi-Verteilung
ineinander über. Es werden nun wiederum Quenchs mit einem festen Endpunkt betrachtet, d. h. Λk
ändert sich für die verschiedenen Quenchs nicht. Da fk mit der Quenchstärke zunimmt, muss auch Teff,k

zunehmen. Hierdurch nimmt das Verhältnis Λk/Teff,k ab und infolgedessen die Abweichung zwischen der
Boltzmann- und der Fermi-Verteilung zu. Es zeigt sich also auch hier, dass die semiklassische Beschrei-
bung eine Näherung für den Fall kleiner Besetzungszahlen darstellt.
Abschließend soll der Verlauf der effektiven Temperatur als Funktion der Wellenzahl k für die Quenchpro-
tokolle I - VI betrachtet werden. Hierbei werden die exakten Resultate für T̃eff,k mit den semiklassischen
Vorhersagen Teff,k sowie der einzelnen effektiven Temperatur des Systems nach Rossini et al. verglichen.
Die Resultate sind in Abbildung 3.20 dargestellt. Für den schwachen Quench in Quenchprotokoll I zeigt
sich eine sehr gute Übereinstimmung zwischen Teff,k und T̃eff,k. Für die beiden stärkeren Quenchs II
und III innerhalb der ferromagnetischen Phase zeigen sich Abweichungen der Verläufe von Teff,k und

T̃eff,k. Die auftretenden Unterschiede sind jedoch hauptsächlich quantitativer Natur und treten abseits
der Intervallgrenzen k = 0 bzw. k = π auf. Der qualitative Verlauf der Kurven stimmt überein. Für die
Quenchprotokolle IV und V, die Quenchs über den Phasenübergang von der ferromagnetischen in die pa-
ramagnetische Phase bzw. umgekehrt beschreiben, zeigen sich im Bereich kleiner Wellenzahlen deutliche
Abweichungen zwischen Teff,k und T̃eff,k. Während in beiden Fällen Teff,k für k → 0 divergiert, divergiert

T̃eff,k wie f̃k für k → 0.373583 und strebt für k → 0 gegen null. Für Quenchprotokoll VI, welches das
System hin zum XX-Modell ohne Transversalfeld überführt, zeigen sich ähnliche starke Abweichungen
zwischen Teff,k und T̃eff,k. Während für k > π/2 eine sehr gute Übereinstimmung besteht, weist T̃eff,k für
k ≈ 1.36944 eine Divergenz auf, wohingegen Teff,k endlich bleibt. Für kleine Werte von k stimmen die
Kurvenverläufe wieder sehr gut überein.

82



TABELLENVERZEICHNIS

3.7 Divergenz der Relaxationszeit und der Korrelationslänge

Nach Einführung der modifizierten Besetzungszahl f̃k stimmen die mithilfe der semiklassischen Theorie
hergeleiteten Ausdrücke für die Relaxationszeit und die Korrelationslänge mit den exakten Resultaten
von Calabrese, Essler und Fagotti in [47,48] überein. Im Falle der lokalen Magnetisierung ist die Relaxa-
tionszeit gegeben durch

τ̃mag =

[
2

ˆ π

0

dk

π
|vk| f̃k

]−1

(3.212)

und die Korrelationslänge durch

ξ̃mag =

[
2

ˆ π

0

dk

π
f̃k

]−1

(3.213)

mit der modifizierte Besetzungszahl f̃k gemäß (3.188). Im Folgenden werden verschiedene Quenchs mit
einem festen Endpunkt betrachtet, d. h. für alle betrachteten Quenchprotokolle stimmt der Hamilton-
operator Ĥ nach der Quench überein. Die Parameter des Hamiltonoperators Ĥ0 vor dem Quench werden
variiert. Die Kopplungskonstante sei unter den Quenchs konstant, während die Anisotropie und die Stärke
des externen transversalen Feldes durch die Quenchs verändert werden. Für Ĥ0 → Ĥ verschwindet die
Differenz ∆k der Bogoliubov-Winkel, die Ĥ und Ĥ0 diagonalisieren. Infolgedessen ist cos(∆k) = 1 und
somit f̃k = 0, d. h. es werden keine Quasiteilchen erzeugt, wodurch sowohl die Relaxationszeit als auch
die Korrelationslänge divergieren. Der funktionale Zusammenhang dieser Divergenz zur Quenchstärke soll
nun untersucht werden. Dabei sei J0 = J , γ0 = γ + ∆γ und h0 = h + ∆h. Die Quenchstärke ist dann
definiert als ∆ =

√
(∆h)2 + (∆γ)2. Es erweist sich als vorteilhaft, Polarkoordinaten in der h-γ-Ebene zu

verwenden, in der h auf der Abszisse und γ auf der Ordinate aufgetragen ist. Der Ursprung des Koor-
dinatensystems in Polarkoordinaten wird durch die Parameter der Hamiltonoperators nach dem Quench
bestimmt. Dann ist ∆γ = ∆ sin(ϕ) und ∆h = ∆ cos(ϕ). Dies ist in Abbildung 3.21 veranschaulicht.

Abbildung 3.21: Darstellung der Quenchstärke
∆ =

√
(∆γ)2 + (∆h)2 in der h-γ-Ebene. Betrach-

tet werden Quenchprotokolle, die alle den gleichen
Endpunkt (h, γ) haben. Mithilfe der Polardarstel-
lung ∆γ = ∆ sin(ϕ) und ∆h = ∆ cos(ϕ) können alle
entsprechenden Quenchprotokolle identifiziert wer-
den: Ihre Startpunkte liegen auf dem Kreis um (h, γ)
mit Radius ∆.

Da die Geschwindigkeit der Quasiteilchen nur von den Parametern des Hamiltonoperators nach dem
Quench abhängt, also von der Quenchstärke unabhängig ist, wird die Divergenz der Relaxationszeit wie
die Divergenz der Korrelationslänge nur vom Verhalten von f̃k für ∆→ 0 bestimmt. Ausgehend von der
Gleichung für f̃k werden J0, γ0 und h0 durch J , γ und h sowie ∆γ und ∆h ausgedrückt:

f̃k = −1

2
ln

{∣∣∣∣∣ h(h+ ∆h) + J2γ(γ + ∆γ)− J(2h+ ∆h) cos(k) + J2(1− γ(γ + ∆γ)) cos2(k)

Λk
√

(h+ ∆h)2 + J2(γ + ∆γ)2 − 2J(h+ ∆h) cos(k) + J2(1− (γ + ∆γ)2) cos2(k)

∣∣∣∣∣
}

= −1

2
ln
{ ∣∣Λ2

k + (h− J cos(k))∆h+ J2γ sin2(k)∆γ
∣∣ }+

1

2
ln
{

Λk
}

+
1

4
ln
{

Λ2
k + 2(h− J cos(k))∆h+ 2J2γ sin2(k)∆γ + (∆h)2 + J2 sin2(k)(∆γ)2

} (3.214)

Bei den Umformungen wurde bei den Ausdrücken im Nenner ausgenutzt, dass die Energie der Quasi-
teilchen nicht negativ ist. Der finale Ausdruck für f̃k in Abhängigkeit von ∆h und ∆γ wird nun bis zur
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zweiten Ordnung in ∆γ und ∆h in eine Taylor-Reihe entwickelt:

f̃k ≈ f̃k
∣∣∣

∆h=0
∆γ=0

+
∂f̃k
∂(∆h)

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

∆h+
∂f̃k
∂(∆γ)

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

∆γ +
1

2

∂2f̃k
∂(∆h)2

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

(∆h)2

+
1

2

∂2f̃k
∂(∆γ)2

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

(∆γ)2 +
∂2f̃k

∂(∆h)∂(∆γ)

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

(∆h)(∆γ) .

(3.215)

Für die einzelnen Summanden in dieser Entwicklung ergibt sich:

f̃k

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

= 0 , (3.216a)

∂f̃k
∂(∆h)

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

= 0 , (3.216b)

∂f̃k
∂(∆γ)

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

= 0 , (3.216c)

∂2f̃k
∂(∆h)2

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

= − (h− J cos(k))2

2Λ4
k

+
1

2Λ2
k

, (3.216d)

∂2f̃k
∂(∆γ)2

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

= − (J2γ sin2(k))2

2Λ4
k

+
J2 sin2(k)

2Λ2
k

, (3.216e)

∂2f̃k
∂(∆h)∂(∆γ)

∣∣∣
∆h=0
∆γ=0

= −J
2γ sin2(k)(h− J cos(k))

2Λ4
k

. (3.216f)

Es verschwinden somit alle Beiträge bis zur zweiten Ordnung. Unter Ausnutzung der Polardarstellung
von ∆h und ∆γ folgt schließlich

f̃k ≈
(

Λ2
k − (h− J cos(k))2

4Λ4
k

cos2(ϕ) +
J2 sin2(k)Λ2

k − (J2γ sin2(k))2

4Λ4
k

sin2(ϕ)

− J2γ sin2(k)(h− J cos(k))

2Λ4
k

cos(ϕ) sin(ϕ)

)
∆2 .

(3.217)

Für die Divergenz der Relaxationszeit und der Korrelationslänge im Falle verschwindender Quenchstärke
ergibt sich somit

lim
∆→0

τ̃mag ∝ ∆−2 (3.218)

und

lim
∆→0

ξ̃mag ∝ ∆−2 , (3.219)

d. h. sowohl die Relaxationszeit als auch die Korrelationslänge divergieren quadratisch mit der Quench-
stärke für ∆→ 0. Für das transversale Ising-Modell mit γ = γ0 = 1 ist die Quenchstärke ∆ gerade durch
die Änderung ∆h des Transversalfeldes gegeben.
Abschließend sollen die mithilfe von (3.212) bzw. (3.213) bestimmten Werte für die Relaxationszeit und die
Korrelationslänge des Systems nach einem Quench mit den aus der mithilfe der Freie-Fermionen-Technik
exakt berechneten lokalen Magnetisierung bzw. gleichzeitigen Korrelationsfunktion gewonnenen Werten
verglichen werden. Hierzu werden wie oben beschrieben Quenchs betrachtet, die am gleichen Punkt der
h-γ-Ebene enden und deren Startpunkte auf einer Geraden in der Ebene liegen, die den Winkel ϕ mit
der h-Achse einschließt. Die Quenchstärke ∆, die den Abstand des Startpunktes vom Endpunkt entlang
der Geraden angibt, wird variiert. Für Quenchs mit einem beliebigen Endpunkt in der h-γ-Ebene, die
nur das Transversalfeld ändern und die Anisotropie konstant halten, für die also ϕ = 0 ist, wurde in [216]
bereits die Divergenz der Relaxationszeit und der Korrelationslänge mit ∆−2 gezeigt. Zum Nachweis der
oben hergeleiteten Formel für Quenchs, die sowohl das Transversalfeld als auch die Anisotropie ändern,
sei nun ϕ 6= 0. Exemplarisch werden Quenchs betrachtet, die am Punkt J = 1, γ = 0.3 und h = 0.8 enden
und deren Startpunkte auf der Geraden mit ϕ = 35◦ liegen. Für diese ist der Verlauf der Relaxationszeit
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Abbildung 3.22: (a) Relaxationszeit und (b) Korrelationslänge für Quenchs, die am Punkt J = 1,
γ = 0.3 und h = 0.8 enden und deren Startpunkte auf der Geraden mit ϕ = 35◦ liegen, als Funktion
der Quenchstärke ∆. Die Datenpunkte (×) stellen die mithilfe von Least-Square-Fits aus dem zeitlichen
Verlauf der lokalen Magnetisierung gewonnenen Werte für τ bzw. die aus dem Verlauf der gleichzeitigen
Korrelationsfunktion als Funktion des Abstandes der Spins zu einem festen Zeitpunkt gewonnenen Werte
für ξ dar, während es sich bei den kontinuierlichen Kurven um die Verläufe von τ und ξ gemäß (3.212)
bzw. (3.213) handelt. Es zeigt sich in beiden Fällen für alle Werte von ∆ eine sehr gute Übereinstimmung.

und der Korrelationslänge in Abbildung 3.22 in Abhängigkeit von der Quenchstärke ∆ dargestellt. ∆ < 0
bezeichnet hierbei Quenchs mit ∆h < 0 und ∆γ < 0. Zwischen den mithilfe von Least-Square-Fits
aus dem zeitlichen Verlauf der lokalen Magnetisierung gewonnenen Werten für τ bzw. den aus dem
Verlauf der gleichzeitigen Korrelationsfunktion als Funktion des Abstandes der Spins zu einem festen
Zeitpunkt gewonnenen Werten für ξ und den Verläufen von τ und ξ gemäß (3.212) bzw. (3.213) zeigt
sich für alle betrachteten Quenchstärken ∆ eine sehr gute Übereinstimmung der Resultate. Es verbleibt
noch die Untersuchung der Divergenz von τ und ξ für ∆ → 0. Zu diesem Zweck sind in Abbildung
3.23 die Relaxationszeit und die Korrelationslänge für die oben beschriebenen Quenchs in Abhängigkeit
vom Betrag der Quenchstärke doppeltlogarithmisch aufgetragen. Für ∆ → 0 zeigt sich sowohl für die
Relaxationszeit τ als auch für die Korrelationslänge ξ eine Divergenz gemäß ∆−2 sowohl für ∆ → 0+

als auch für ∆ → 0− in Übereinstimmung mit den Resultaten (3.218) und (3.219) der Entwicklung der
Ausdrücke (3.212) und (3.213) für τ und ξ in ∆.

(a)
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|∆|
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107

10-3 10-2 10-1

J = 1
γ = 0.3
h = 0.8
ϕ = 35◦

(b)
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|∆|
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103

104

105
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10-3 10-2 10-1

J = 1
γ = 0.3
h = 0.8
ϕ = 35◦

Abbildung 3.23: (a) Relaxationszeit und (b) Korrelationslänge für Quenchs, die am Punkt J = 1,
γ = 0.3 und h = 0.8 enden und deren Startpunkte auf der Geraden mit ϕ = 35◦ liegen, als Funktion
des Betrages der Quenchstärke ∆. Die Auftragung erfolgt doppeltlogarithmisch, um die algebraische
Divergenz von τ und ξ gemäß ∆−2 für ∆ → 0 nachzuweisen. Bei den Datenpunkten handelt es sich um
die Ergebnisse der Freie-Fermionen-Technik, wobei ausgefüllte Punkte Daten von Quenchs mit ∆ > 0
und nicht ausgefüllte Punkte Daten von Quenchs mit ∆ < 0 darstellen. Die schwarzen Kurven sind die
Ergebnisse der Ausdrücke (3.212) bzw. (3.213) für τ bzw. ξ, wobei die durchgezogenen Linien Quenchs mit
∆ > 0 und die gestrichelten Linien Quenchs mit ∆ < 0 repräsentieren. Die rote Linie stellt einen Least-
Square-Fit proportional zu ∆−2 dar. In allen Fällen zeigt sich für ∆→ 0 eine sehr gute Übereinstimmung.
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3.8 Änderung des Quenchprotokolls: Rückquench

Die bisherigen Betrachtungen haben sich mit Systemen befasst, deren Hamiltonoperator zum Zeitpunkt
t = 0 durch einen Quench einmalig instantan von einem initialen Wert Ĥ0 zu einem finalen Wert Ĥ
geändert wurde. Nach dem Quench entwickelte sich der Zustand des Systems unitär in der Zeit gemäß der
Schrödingergleichung. Die Zeitentwicklung wurde dabei bestimmt durch den Hamiltonoperator Ĥ. Hierbei
handelte es sich um die einfachste Form eines Quenchprotokolls. Das Quenchprotokoll kann beliebig
erweitert werden, indem zu späteren Zeitpunkten weitere Quenchs durchgeführt werden. Im Folgenden
soll die einfachste Erweiterung des Quenchprotokolls untersucht werden: Nachdem zum Zeitpunkt t = 0
der Hamiltonoperator des Systems von Ĥ0 zu Ĥ geändert wurde, soll dies zum Zeitpunkt t = t′ > 0
wieder rückgängig gemacht werden. Der zweite Quench zum Zeitpunkt t = t′ wird aus diesem Grund
auch als Rückquench bezeichnet. Es ergibt sich somit das folgende Quenchprotokoll:

Ĥ0
t=0−→ Ĥ

t=t′−→ Ĥ0 . (3.220)

Wie bei den bisher betrachteten Quenchs soll das System vor dem ersten Quench zum Zeitpunkt t = 0

im Grundzustand |Ψ(0)
0 〉 des initialen Hamiltonoperators Ĥ0 präpariert sein. Der Zustand des Systems zu

einem beliebigen Zeitpunkt t > 0 ist dann gegeben durch

|Ψ(t)〉 =

{
e−ıĤt |Ψ(0)

0 〉 , falls t ≤ t′

e−ıĤ0(t−t′)e−ıĤt
′ |Ψ(0)

0 〉 , falls t ≥ t′
. (3.221)

Für Zeiten t ≤ t′ unterscheidet sich die Zeitentwicklung somit nicht von der im bislang betrachteten
Quenchprotokoll. Im Folgenden werden wiederum die zuvor eingeführten Observablen betrachtet. Hierbei
wird das Hauptaugenmerk auf der lokalen Magnetisierung und der Verschränkungsentropie liegen.

3.8.1 Freie-Fermionen-Technik

Zunächst soll die Berechnung der Observablen mithilfe der Freie-Fermionen-Technik erläutert werden.
Diese wird im Heisenbergbild ausgeführt, in dem die Zeitentwicklung eines beliebigen Operators Ô nach
dem beschriebenen Quenchprotokoll lautet

Ô(t) =

{
eıĤtÔe−ıĤt , falls t ≤ t′

eıĤteıĤ0(t−t′)Ôe−ıĤ0(t−t′)e−ıĤt
′

, falls t ≥ t′
. (3.222)

Es werde zunächst die Zeitentwicklung der x-Komponente des Pauli-Spinoperators an einer Position ` der
Kette betrachtet. Diese ist zur Berechnung der Korrelationsfunktionen und der lokalen Magnetisierung
erforderlich. Hierzu wird die Darstellung von σ̂x` über die Majorana-Fermioperatoren verwendet gemäß
(3.96)

σ̂x` (t) = ı`−1
2`−1∏
i=1

ǎi(t) . (3.223)

Die Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren für t ≤ t′ und t ≥ t′ wird im Folgenden bestimmt.

• t ≤ t′

Für t ≤ t′ ergibt sich die bekannte Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren nach (3.103)

ǎi(t) =

2N∑
j=1

Pi,j(t) ǎj , i = 1, . . . , 2N (3.224)

mit den in (3.102a) bis (3.102d) angegebenen Zeitentwicklungskoeffizienten. Die Zeitentwicklung
von σ̂x` kann somit geschrieben werden in der Form

σ̂x` (t) = ı`−1
2`−1∏
i=1

2N∑
j=1

Pi,j(t) ǎj . (3.225)
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• t ≥ t′

Für t ≥ t′ ergibt sich für die Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren

ǎi(t) = eıĤt
′
eıĤ0(t−t′)ǎie

−ıĤ0(t−t′)e−ıĤt
′

= eıĤt
′

(
2N∑
k=1

P
(0)
i,k (t− t′) ǎk

)
e−ıĤt

′

=

2N∑
k=1

P
(0)
i,k (t− t′) eıĤt

′
ǎke
−ıĤt′︸ ︷︷ ︸

ǎk(t′)

=

2N∑
k=1

P
(0)
i,k (t− t′)

2N∑
j=1

Pk,j(t
′) ǎj

=

2N∑
j=1

2N∑
k=1

P
(0)
i,k (t− t′)Pk,j(t′)︸ ︷︷ ︸
P̃i,j(t, t

′)

ǎj

=

2N∑
j=1

P̃i,j(t, t
′) ǎj , i = 1, . . . , 2N .

(3.226)

Die Zeitentwicklungskoeffizienten P
(0)
i,j (t − t′) (i, j = 1, . . . , 2N) ergeben sich in Analogie zu den

Zeitentwicklungskoeffizienten Pi,j(t) in (3.102a) bis (3.102d) zu

P
(0)
2m−1,2n−1(t− t′) =

∑
k

φ
(0)
k (m)φ

(0)
k (n) cos(Λ

(0)
k (t− t′)) , (3.227a)

P
(0)
2m−1,2n(t− t′) = −

∑
k

φ
(0)
k (m)ψ

(0)
k (n) sin(Λ

(0)
k (t− t′)) , (3.227b)

P
(0)
2m,2n−1(t− t′) =

∑
k

ψ
(0)
k (m)φ

(0)
k (n) sin(Λ

(0)
k (t− t′)) , (3.227c)

P
(0)
2m,2n(t− t′) =

∑
k

ψ
(0)
k (m)ψ

(0)
k (n) cos(Λ

(0)
k (t− t′)) (3.227d)

mit m,n = 1, . . . , N . Aus der Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren folgt für σ̂x` (t)

σ̂x` (t) = ı`−1
2`−1∏
i=1

2N∑
j=1

P̃i,j(t, t
′) ǎj . (3.228)

Der Struktur der Ausdrücke für die Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren und somit auch die
der x-Komponente der Pauli-Spinoperatoren für t ≤ t′ und für t ≥ t′ stimmen überein. Für Zeiten
t ≥ t′ sind lediglich die Zeitentwicklungskoeffizienten Pi,j(t) der Majorana-Fermioperatoren durch die
Zeitentwicklungskoeffizienten

P̃i,j(t, t
′) :=

2N∑
k=1

P
(0)
i,k (t− t′)Pk,j(t′) (3.229)

zu ersetzen. Somit kann sowohl für Zeiten t ≤ t′ als auch für Zeiten t ≥ t′ das Wicksche Theorem in
der gleichen Weise angewendet werden wie für das bislang betrachtete Quenchprotokoll. Die Korrelati-
onsfunktionen und die lokale Magnetisierung können als Pfaffsche Determinanten wie in (3.107), (3.108)
sowie (3.120) geschrieben werden. Die Darstellung (3.125) der Verschränkungsentropie bleibt ebenfalls
unverändert. Bei der Bestimmung der Einträge

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 , (3.230a)
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〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj |Ψ

(0)
0 〉 , (3.230b)

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)η̂

†
k0
|Ψ(0)

0 〉 (3.230c)

der Pfaffschen Determinanten bzw. der Matrix Γ ist lediglich zwischen t ≤ t′ und t ≥ t′ zu unterscheiden.
Für t ≤ t′ können unmittelbar die bisherigen Resulate aus (3.114), (3.116) und (3.124) übernommen
werden. Für t ≥ t′ sind die Resultate zu modifizieren gemäß

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 =

2N∑
m=1

P̃i,m(t, t′)

2N∑
n=1

P̃j,n(t, t′) 〈Ψ(0)
0 |ǎmǎn|Ψ

(0)
0 〉 , (3.231a)

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj |Ψ

(0)
0 〉 =

2N∑
m=1

P̃i,m(t, t′) 〈Ψ(0)
0 |ǎmǎj |Ψ

(0)
0 〉 , (3.231b)

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)η̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 =

2N∑
m=1

P̃i,m(t, t′) 〈Ψ(0)
0 |ǎmη̂

(0)†
k0
|Ψ(0)

0 〉 . (3.231c)

In den Ausdrücken (3.114), (3.116) und (3.124) ist somit für t ≤ t′ lediglich Pi,j(t) durch P̃i,j(t, t
′) zu

ersetzen. Der Erwartungswert 〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 soll noch genauer betrachtet werden. Für das einfache

Quenchprotokoll bzw. für t ≤ t′ wird er nach (3.114) in der Form

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 = δij + ıΓi,j(t) (3.232)

geschrieben mit

Γi,j(t) =

N∑
m,n=1

[
G(0)
n,mPi,2m−1(t)Pj,2n(t)−G(0)

m,nPi,2m(t)Pj,2n−1(t)
]

(3.233)

nach (3.115). Für t ≥ t′ sei nun

〈Ψ(0)
0 |ǎi(t)ǎj(t)|Ψ

(0)
0 〉 = δij + ıΓ̃i,j(t, t

′) . (3.234)

Dabei ist

Γ̃i,j(t, t
′) =

N∑
m,n=1

[
G(0)
n,mP̃i,2m−1(t, t′)P̃j,2n(t, t′)−G(0)

m,nP̃i,2m(t, t′)P̃j,2n−1(t, t′)
]
. (3.235)

Unter Beachtung von (3.229) kann Γ̃i,j(t, t
′) auch über die Γi,j(t

′) ausgedrückt werden in der Form

Γ̃i,j(t, t
′) =

2N∑
m,n=1

P
(0)
i,m(t, t′)P

(0)
j,n (t, t′)Γm,n(t′) . (3.236)

Mithilfe der berechneten Erwartungswerte können die Korrelationsfunktionen, die lokale Magnetisierung
und die Verschränkungsentropie für das modifizierte Quenchprotokoll zu beliebigen Zeiten vor und nach
dem Rückquench bestimmt werden.

3.8.2 Semiklassische Theorie

Nach der Berechnung der Korrelationsfunktionen, der lokalen Magnetisierung sowie der Verschränkungs-
entropie nach dem Rückquench mithilfe der Freie-Fermionen-Technik soll nun die semiklassische Theorie
an das modifizierte Quenchprotokoll angepasst werden. Für Zeiten t ≤ t′ kann die bislang verwendete se-
miklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses unverändert übernommen werden. Änderungen erge-
ben sich erst für Zeiten t ≥ t′. Durch den Rückquench werden die Erhaltungsgrößen des Systems geändert.
Dies betrifft sowohl die Energie als auch die Besetzungszahl der Quasiteilchen. Nach dem Rückquench
werden die Energie und somit auch die Geschwindigkeit der Quasiteilchen durch den Hamiltonoperator
Ĥ0 bestimmt. Es ist

Λ
(0)
k =

√
h2

0 + J2
0γ

2
0 − 2J0h0 cos(k) + J2

0 (1− γ2
0) cos2(k) (3.237)
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und die Geschwindigkeit der Quasiteilchen zur Wellenzahl k beträgt

v
(0)
k =

∂Λ
(0)
k

∂k
=
J0h0

Λ
(0)
k

. (3.238)

Weiterhin wird durch den Rückquench die Besetzungszahl der Quasiteilchen geändert. Die Erwartungs-
werte von η̂†kη̂

†
k für die verschiedenen Wellenzahlen k sind nach dem Rückquench keine Erhaltungsgrößen

mehr. Gemäß der Definition der Besetzungszahl der Quasiteilchen ergibt sich nun

f
(0)
k (t′) = 〈Ψ(t′)|η̂(0)†

k η̂
(0)
k |Ψ(t′)〉 . (3.239)

Die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Rückquench ist also vom Zustand des Systems zum
Zeitpunkt t′ des Rückquenchs abhängig. Um analytische Ausdrücke in Abhängigkeit von den Quench-
parametern zu erhalten, werden die Berechnungen für das System mit periodischen Randbedingungen

ausgeführt. Zur Bestimmung von f
(0)
k (t′) werden zunächst die η̂

(0)†
k und die η̂

(0)
k gemäß

η̂
(0)†
k = Ukη̂†k − ıVkη̂

†
−k , (3.240a)

η̂
(0)
k = Ukη̂†k + ıVkη̂†−k (3.240b)

über die η̂†k und die η̂†k ausgedrückt, um die Zeitentwicklung im Heisenbergbild gemäß (3.90a) und (3.90b)

auszuführen. Anschließend werden die η̂†k und die η̂†k wieder mithilfe von (3.146a) und (3.146b) auf die

η̂
(0)†
k und die η̂

(0)
k zurücktransformiert, um die Erwartungswerte im Zustand |Ψ(0)

0 〉 bestimmen zu können.
Es ergibt sich schließlich

f
(0)
k (t′) = 4U2

kV2
k sin2(Λkt

′) =

[
1− (h− J cos(k))(h0 − J0 cos(k)) + JJ0γγ0 sin2(k)

ΛkΛ
(0)
k

]
sin2(Λkt

′) .

(3.241)

Mithilfe von

U2
k = cos2

(
∆k

2

)
= 1

2

[
1 + cos(∆k)

]
(3.242)

aus (3.149a) und

V2
k = sin2

(
∆k

2

)
= 1

2

[
1− cos(∆k)

]
. (3.243)

aus (3.149b) kann die Besetzungszahl f
(0)
k (t′) der Quasiteilchen nach dem Quench über die Differenz der

Bogoliubov-Winkel ausgedrückt werden gemäß

f
(0)
k (t′) = sin2(∆k) sin2(Λkt

′) . (3.244)

Ausgedrückt über die Besetzungszahl der Quasiteilchen vor dem Quench ist

f
(0)
k (t′) = 4fk(1− fk) sin2(Λkt

′) . (3.245)

Für ein betrachtetes k kann die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Rückquench in Abhängigkeit
vom Zeitpunkt t′ des Rückquenchs Werte zwischen 0 und sin2(∆k) annehmen. sin2(∆k) definiert somit

eine Einhüllende für den Verlauf der f
(0)
k (t′) als Funktion der Wellenzahl k. Alternativ kann die Zeit-

entwicklung des Zustandes des Systems bis zum Zeitpunkt t′ des Rückquenchs auch explizit berechnet
werden. Hierzu wird wiederum das System mit periodischen Randbedingungen betrachtet. Ausgangs-
punkt bildet die Schrödingergleichung, die für eine beliebige Zeit t ≤ t′ lautet

|Ψ(t)〉 = e−ıĤt |Ψ(0)
0 〉 . (3.246)

Im ersten Schritt der Berechnung wird der Hamiltonoperator Ĥ über die fermionischen Teilchenzahl-
operatoren n̂k = η̂†kη̂

†
k ausgedrückt. Anschließend wird die Exponentialfunktion in Reihendarstellung

entwickelt. Hierbei wird ausgenutzt, dass n̂2
k = 1 ist. Zur Bestimmung der Wirkung der Operatoren auf
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den Anfangszustand |Ψ(0)
0 〉 werden die η̂†k und die η̂†k mithilfe von (3.146a) und (3.146b) in Termen der

η̂
(0)†
k und der η̂

(0)
k geschrieben. Es ergibt sich damit schließlich

|Ψ(t)〉 =
∏
k>0

(
U2
ke
ıΛkt + V2

ke
−ıΛkt − 2UkVk sin(Λkt)η̂

(0)†
k η̂

(0)†
−k

)
|Ψ(0)

0 〉 (3.247)

bzw. ausgedrückt über die Differenz der Bogoliubov-Winkel

|Ψ(t)〉 =
∏
k>0

(
cos(Λkt) + ı cos(∆k) sin(Λkt)− sin(∆k) sin(Λkt)η̂

(0)†
k η̂

(0)†
−k

)
|Ψ(0)

0 〉 . (3.248)

Mithilfe der Darstellung von |Ψ(t′)〉 kann die Besetzungszahl f
(0)
k (t′) der Quasiteilchen nach dem Rück-

quench unmittelbar bestimmt werden. Es wurde bereits erwähnt, dass die Erwartungswerte der η̂†kη̂
†
k nach

dem Rückquench keine Erhaltungsgrößen mehr darstellen. Für Zeiten t ≥ t′ ist

fk(t) = 〈Ψ(0)
0 |eıĤt

′
eıĤ0(t−t′)η̂†kη̂

†
ke
−ıĤ0(t−t′)e−ıĤt

′
|Ψ(0)

0 〉 (3.249)

Dieser Erwartungswert kann auf die gleiche Weise berechnet werden wie zuvor beschrieben durch Transfor-

mationen zwischen den Darstellungen über die η̂†k und η̂†k und die η̂
(0)†
k und η̂

(0)
k . Es ergibt sich schließlich

fk(t) = fk(1− 2(1− fk) sin(2Λkt
′) sin(2Λ

(0)
k (t− t′))) . (3.250)

f
(0)
k (t′) gibt die Gesamtbesetzungszahl der Quasiteilchen zur Wellenzahl k nach dem Rückquench an. Ein

Vergleich mit fk zeigt, dass durch den Rückquench somit in Abhängigkeit von t′ die Besetzungszahl der

Quasiteilchen zu einer Wellenzahl k erhöht oder erniedrigt werden kann. f
(0)
k (t′) enthält keine Information

darüber, welcher Anteil der Quasiteilchen durch den ersten Quench und welcher durch den Rückquench
erzeugt wurde. Dies zeigt die Problematik der Beschreibung der Zeitentwicklung des Systems nach dem
Rückquench mithilfe der semiklassischen Theorie. Die Argumentation der semiklassischen Theorie beruht
darauf, dass Quasiteilchen zur selben Wellenzahl k, die an derselben Position erzeugt wurden, verschränkt
sind. Wie in den vorangegangenen Kapiteln erläutert wurde, trägt ein Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl
k, das an einer Position x0 der Kette erzeugt wurde, genau dann zur Korrelationsfunktion zweier Spins
an den Positionen r1 und r2 zu den Zeiten t1 und t2 bei, wenn die Anzahl der Schnittpunkte zwischen
den Trajektorien der Quasiteilchen des Paares und der Verbindungslinie zwischen den Punkten (r1, t1)
und (r2, t2) im Raum-Zeit-Diagramm ungerade ist. Ein Beitrag zur Verschränkungsentropie zu einem
betrachteten Zeitpunkt hingegen besteht genau dann, wenn sich ein Quasiteilchen des Paares in Subsys-
tem A und das andere Quasiteilchen in Subsystem B befindet. Es ist nicht bekannt, welchen Effekt der
Rückquench auf die Verschränkung bereits bestehender Quasiteilchenpaare hat. Zudem ist nicht bekannt,
wie sich die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Rückquench zusammensetzt aus Quasiteilchen,
die durch den ersten Quench erzeugt wurden, und Quasiteilchen, die durch den Rückquench erzeugt wur-
den. Aus diesem Grund kann mithilfe der semiklassischen Theorie die Verschränkungsentropie nach dem
Rückquench nicht beschrieben werden.
Bei Betrachtung von Korrelationsfunktionen und der lokalen Magnetisierung ergeben sich aus den glei-
chen Gründen Probleme bei der Beschreibung der Quasiperiodizität im Falle endlicher Systemgröße, da
für hinreichend große Zeiten ein Quasiteilchen eine Position der Kette mehrmals passiert. Wird jedoch
das System im thermodynamischen Limes untersucht, so kann im Falle periodischer Randbedingungen ein
Quasiteilchen eine Position der Kette nur ein einziges Mal passieren. Weiterhin passieren die Quasiteil-
chen eines Quasiteilchenpaares während ihrer Bewegung durch die Kette nur unterschiedliche Positionen,
sodass für periodische Randbedingungen im thermodynamischen Limes insgesamt jede Position der Kette
nur ein einziges Mal von einem Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares passiert wird. Für freie Rand-
bedingungen kann durch geeignete Wahl der Positionen der betrachteten Spins innerhalb der Kette eine
entsprechende Situation geschaffen werden. Bei Betrachtung der Autokorrelationsfunktion oder der lo-
kalen Magnetisierung ist die Position des Spins dazu in der Mitte der Kette zu wählen bzw. bei der
Untersuchung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion ist die Bulk-Korrelationsfunktion zu betrachten.
Da im Rahmen der Numerik nur endliche Systemgrößen simuliert werden können, ergibt sich eine Be-
schränkung für die Zeiten, bis zu denen die semiklassische Theorie nach dem Rückquench angewandt
werden kann. Die Zeitobergrenze ist durch die Bedingung gegeben, dass von jedem Quasiteilchenpaar
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nur ein Quasiteilchen nur einziges Mal einen Beitrag zu betrachteten Observable liefert. Für die lokale
Magnetisierung, deren Verlauf im Folgenden für das System mit freien Randbedingungen an der Position
in der Kettenmitte nach dem Rückquench betrachtet werden wird, bedeutet dies, dass für alle k

|vk|t′ + |v(0)
k |(t− t

′) ≤ L
2 (3.251)

sein muss. |vk|t′ bezeichnet dabei die Strecke, die Quasiteilchen zur Wellenzahl k bis zum Zeitpunkt t′ des

Rückquenchs zurückgelegt haben, und |v(0)
k |(t − t′) die Strecke, die nach dem Rückquench zurückgelegt

wurde. Durch die Wahl hinreichend kleiner Zeiten müssen Quasiteilchen, die die relevanten Positionen
der Kette bereits passiert haben, nicht mehr berücksichtigt werden. Der Einfluss des Rückquenchs auf
ihre Besetzungszahl und ihre Verschränkung ist somit unerheblich. Der Rückquench kann dann wie ein
isolierter Quench beschrieben werden, wobei die Besetzungszahl der Quasiteilchen gegeben ist durch

f
(0)
k (t′) und ihre Geschwindigkeit durch v

(0)
k .

3.8.3 Thermodynamischer Limes

Bevor die Zeitentwicklung des Systems nach dem Rückquench konkret berechnet wird, soll im thermo-
dynamischen Limes in Analogie zum Vorgehen von Calabrese, Essler und Fagotti in [47] ein analytischer
Ausdruck für die Korrelationsfunktion nach dem Rückquench und hieraus wie bereits für das einfache
Quenchprotokoll eine modifizierte Besetzungszahl der Quasiteilchen bestimmt werden. Die Herleitungen
in [47] wurden für die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins mit Abstand r im transversalen
Ising-Modell mit periodischen Randbedingungen durchgeführt, besitzen aber ebenso Gültigkeit für das
transversale XY-Modell, da die Diagonalgestalt der beiden Hamiltonoperatoren übereinstimmt und sich
lediglich die Eigenenergien der einzelnen Moden unterscheiden. Im Folgenden werde die Notation von
Calabrese, Essler und Fagotti verwendet. Die gleichzeitige Korrelationsfunktion kann, wie bereits gezeigt
wurde, als Pfaffsche Determinante geschrieben werden. Für das Modell mit periodischen Randbedingun-
gen ist die schiefsymmetrische Matrix von der Gestalt

Γ =


Γ0 Γ−1 . . . Γ1−r

Γ1 Γ0

...
...

. . .
...

Γr−1 . . . . . . Γ0

 mit Γn =

(
−fn gn
−g−n fn

)
. (3.252)

Auf eine explizite Angabe der Zeitabhängigkeit wird hierbei verzichtet. Die Matrix Γ ist eine Block-
Toeplitz-Matrix, da jeder der 2 × 2-Blöcke Γn nur von der Differenz der Reihen- und Spaltenindizes
abhängt. Die Einträge der Γn sind gegeben durch

fn + ıδn0 := ı 〈ǎx` ǎx`+n〉t = ı 〈ǎy`+nǎ
y
` 〉t , (3.253a)

gn := ı 〈ǎx` ǎ
y
`+n−1〉t , (3.253b)

wobei es sich bei den ǎxi und ǎyi mit

ǎxi := ĉ†i + ĉ†i , (3.254a)

ǎyi := ı
(
ĉ†i − ĉ

†
i

)
. (3.254b)

um eine alternative Darstellung der Majorana-Fermioperatoren handelt. Im Vergleich zu der Definition
der Majorana-Fermioperatoren in (3.95) ist

ǎxi = ǎ2i−1 , (3.255a)

ǎyi = −ǎ2i (3.255b)

für i = 1, . . . , N . Die Referenzposition ` bei der Berechnung der Einträge von Γn kann für das Mo-
dell mit periodischen Randbedingungen beliebig gewählt werden. Die Matrix Γ wird über ihre Fourier-
Transformierte ausgedrückt. Dazu werden die Fourier-Transformierten der einzelnen Blöcke Γn verwendet
mit

Γn =

ˆ π

−π

dk

2π
eınkΓ̂(k) mit Γ̂(k) =

(
−f(k) g(k)
−g(−k) f(k)

)
. (3.256)
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Diese Form der Fourier-Transformierten ergibt sich unmittelbar durch Auswertung der Einträge. In [47]
wurden die f(k) und die g(k) bestimmt zu

f(k) = ı sin(∆k) sin(2Λkt) , (3.257a)

g(k) = −eı(θk−k)
[

cos(∆k)− ı sin(∆k) cos(2Λkt)
]
. (3.257b)

Für das modifizierte Quenchprotokoll entspricht dies Zeiten vor dem Rückquench, d. h. t ≤ t′. Für Zeiten
t ≥ t′ ergibt eine analoge Rechnung

f(k) = ı sin(∆k) sin(2Λkt
′) cos

(
2Λ

(0)
k (t− t′)

)
− ı cos(∆k) sin(∆k)

{
1− cos(2Λkt

′)
}

sin
(
2Λ

(0)
k (t− t′)

)
,

(3.258a)

g(k) =− eı(θ
(0)
k −k)

[
cos2(∆k) + sin2(∆k) cos(2Λkt

′) + ı sin(∆k) sin(2Λkt
′) sin

(
2Λ

(0)
k (t− t′)

)
+ ı cos(∆k) sin(∆k)

{
1− cos(2Λkt

′)
}

cos
(
2Λ

(0)
k (t− t′)

)]
.

(3.258b)

Im Rahmen der Rechnungen wird wiederum die Transformationen zwischen den Darstellungen über die

η̂†k und η̂†k sowie die η̂
(0)†
k und η̂

(0)
k ausgenutzt, um Zeitentwicklungen und Grundzustandserwartungswerte

berechnen zu können. Mithilfe der Pauli-Matrizen

σx =

(
0 1
1 0

)
, σx =

(
0 −ı
ı 0

)
und σz =

(
1 0
0 −1

)
(3.259)

kann Γ̂(k) vor dem Rückquench geschrieben werden als

Γ̂(k) = ı sin(∆k)
[

cos(θk − k)σx − sin(θk − k)σy
]

cos(2Λkt)

− ı sin(∆k)σz sin(2Λkt)

− ı cos(∆k)
[

cos(θk − k)σy + sin(θk − k)σx
] (3.260)

und nach dem Rückquench als

Γ̂(k) =− ı sin(∆k)
[

cos(∆k)
{

1− cos(2Λkt
′)
}{

cos(θ
(0)
k − k)σx − sin(θ

(0)
k − k)σy

}
+ sin(2Λkt

′)σz

]
cos
(
2Λ

(0)
k (t− t′)

)
− ı sin(∆k)

[
sin(2Λkt

′)
{

cos(θ
(0)
k − k)σx − sin(θ

(0)
k − k)σy

}
− cos(∆k)

{
1− cos(2Λkt

′)
}
σz

]
sin
(
2Λ

(0)
k (t− t′)

)
− ı
{

cos2(∆k) + sin2(∆k) cos(2Λkt
′)
}{

cos(θ
(0)
k − k)σy + sin(θ

(0)
k − k)σx

}
.

(3.261)

Die Aussagen von Calabrese, Essler und Fagotti in [47] besitzen Gültigkeit für allgemeine Block-Töplitz-
Matrizen, deren Blöcke von der Dimension 2 × 2 sind und für die Γ̂(k) geschrieben werden kann in der
Form

t̂(k) = nx(k)σ(k)
x + ~n⊥(k) · ~σ(k)e2ıΛktσ

(k)
x

= nx(k)σ(k)
x +

{
ny(k)σ(k)

y + nz(k)σ(k)
z

}
cos(2Λkt) +

{
ny(k)σkz − nz(k)σ(k)

y

}
sin(2Λkt) .

(3.262)

Nach dem Rückquench ist dies abzuändern zu

t̂(k) = nx(k)σ(k)
x + ~n⊥(k) · ~σ(k)e2ıΛ

(0)
k tσ(k)

x

= nx(k)σ(k)
x +

{
ny(k)σ(k)

y + nz(k)σ(k)
z

}
cos(2Λ

(0)
k (t− t′))

+
{
ny(k)σkz − nz(k)σ(k)

y

}
sin
(
2Λ

(0)
k (t− t′)

)
.

(3.263)

Der Vektor ~n sei dabei normiert, d. h. n2
x + |n⊥|2 = 1, und es gelte n⊥ ·~ex = 0. σkα, α = x, y, z bezeichnet

eine Drehung der Pauli-Matrizen gemäß

σkα ∝ eı~ω(k)tσαe
−ı~ω(k)t . (3.264)
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Ein Vergleich der Ausdrücke (3.262) und (3.263) für t̂(k) vor bzw. nach dem Rückquench zu den entspre-
chenden Ausdrücken (3.260) und (3.261) für Γ̂(k) zeigt, dass in beiden Fällen für

~ω(k) = 1
2

(
θk − k − π

2

)
~ez (3.265)

und die Wahl der Proportionalitätskonstante in (3.264) zu −ı, d. h.

σ(k)
x = −ı

[
sin(θk − k)σx + cos(θk − k)σy

]
, (3.266a)

σ(k)
y = −ı

[
sin(θk − k)σy − cos(θk − k)σx

]
, (3.266b)

σ(k)
z = −ıσz (3.266c)

sowie

nx(k) = cos(∆k) , (3.267a)

~n⊥ = sin(∆k)~ey (3.267b)

vor dem Rückquench und

nx(k) = cos2(∆k) + sin2(∆k) cos(2Λkt
′) , (3.268a)

~n⊥ = − sin(∆k) cos(∆k)
{

1− cos(2Λkt
′)
}
~ey + sin(∆k) sin(2λkt

′)~ez (3.268b)

nach dem Rückquench eine Übereinstimmung von t̂(k) und Γ̂(k) gegeben ist. In [47] wurde gezeigt, dass
im thermodynamischen Limes für r, t → ∞ bei festem Verhältnis t/r nur ein Beitrag durch nx(k) zur
gleichzeitigen Korrelationsfunktion gegeben ist und dass diese geschrieben werden kann als

lim
r,t→∞
t/r fest

Cxx(r, t) = exp

{
2

ˆ π

0

dk

π
min

(
2|vk|t, r

)
ln
(
|nx|

)}
. (3.269)

Hieraus wurde für das einfache Quenchprotokoll die modifizierte Besetzungzahl

f̃k = − 1
2 ln

(
| cos(∆k)|

)
(3.270)

extrahiert, die auch für das modfizierte Quenchprotokoll vor dem Rückquench verwendet wird. In analoger
Weise ergibt sich nach dem Rückquench aus dem exakten Ausdruck die modifizierte Besetzungszahl

f̃
(0)
k (t′) = − 1

2 ln
(
| cos2(∆k) + sin2(∆k) cos(2Λkt

′)|
)

= − 1
2 ln

(
|1− 2 sin2(∆k) sin2(Λkt

′)|
)

(3.271)

bzw. ausgedrückt über f
(0)
k (t′)

f̃
(0)
k (t′) = − 1

2 ln
(
|1− 2f

(0)
k (t′)|

)
. (3.272)

Wie im Falle der Besetzungszahlen der Quasiteilchen nach dem Quench gilt somit

f̃
(0)
k (t′) ≈ f (0)

k (t′) +O(f
(0)
k (t′)2) , (3.273)

d. h. im Falle kleiner Besetzungen nach dem Rückquench gilt in erster Ordnung f̃
(0)
k (t′) = f

(0)
k (t′).

Eine Betrachtung der modifizierten Besetzungszahl nach dem Rückquench als Funktion des Zeitpunktes

t′ des Rückquenchs zeigt, dass f̃
(0)
k (t′) zwischen 0 (für cos(Λkt

′) = 1) und einem Maximalwert oszilliert,
wobei die Periodendauer abhängig ist von der Energie Λk der Quasiteilchen vor dem Rückquench. Die

Maximalwerte definieren wiederum wie schon sin2(∆k) im Falle der f
(0)
k (t′) eine Einhüllende für den

Verlauf der modifizierten Besetzungszahlen.

3.8.4 Resultate

Mithilfe der Freie-Fermionen-Technik können sowohl die Korrelationsfunktionen, die lokale Magnetisie-
rung als auch die Verschränkungsentropie zweier Subsysteme berechnet werden und es ergeben sich keine
Einschränkungen in Bezug auf die erreichbaren Zeiten. Für die semiklassische Theorie hingegen existieren
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Abbildung 3.24: (a) - (c) Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung für das modifizierte Quenchproto-
koll mit Rückquench für Quenchs mit den Quenchparametern aus I - III. Betrachtet wird die Position in
der Mitte einer Kette der Länge L = 256 mit freien Randbedingungen. Kontinuierliche Linien bezeichnen
die exakten Resultate der Freie-Fermionen-Technik, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen
Theorie mit modifizierter Besetzungszahl. Für die Quenchprotokolle I und III sind die Zeitpunkte t′ der
Rückquenchs gewählt zu − t′ = 100, − t′ = 200, − t′ = 300, − t′ = 400 und für das Quenchprotokoll
II zu − t′ = 25, − t′ = 50, − t′ = 75, − t′ = 100. Dargestellt sind jeweils nur Zeiten, für die für alle

Wellenzahlen k die Bedingung |vk|t′+ |v(0)
k |(t− t′) ≤

L
2 erfüllt ist, d. h. für die die betrachtete Position in

der Mitte der Kette höchstens von einem Quasiteilchen eines jeden Quasiteilchenpaares passiert wurde.

die bereits erläuterten Einschränkungen, die darin bestehen, dass das System nur für Zeiten betrachtet
werden kann, zu denen die für die jeweilige Observable relevanten Positionen höchstens von einem Qua-
siteilchen eines jeden Quasiteilchenpaares passiert wurden. Die Berechnung der Verschränkungsentropie
ist nach dem Rückquench aufgrund der Unklarheit in Bezug auf die Verschränkung der durch den ersten
Quench und den Rückquench erzeugter Quasiteilchen nicht möglich. Es werde sich im Folgenden somit
exemplarisch auf die lokale Magnetisierung und hinreichend kurze Zeiten beschränkt, um die Resulta-
te der semiklassischen Theorie mit den exakten Resulaten der Freie-Fermionen-Technik vergleichen zu
können. Betrachtet wird eine Kette mit freien Randbedingungen der Länge L = 256. Die lokale Magne-
tisierung wird für den Spin an der Position in der Mitte der Kette bestimmt, da für diesen die Zeit, bis
aufgrund der endlichen Systemgröße ein Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares die Position ein zweites
Mal passiert bzw. das andere Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares die Position ebenfalls passiert für
gegebene Kettenlänge größtmöglich ist. Untersucht werden Quenchs gemäß der Quenchprotokolle I - III,
die vollständig innerhalb der ferromagnetischen Phase verlaufen und für die sich in den bisherigen Be-
trachtungen für das einfache Quenchprotokoll eine gute Übereinstimmung der exakten Zeitentwicklung
und der semiklassischen Resultate gezeigt hat.
Nach dem Rückquench in Quenchprotokoll I wird das System durch den Hamiltonoperator des Ising-
Modells ohne Transversalfeld beschrieben. Da dieser mit σ̂x` kommutiert, wird sich die lokale Magneti-
sierung nach dem Rückquench nicht mehr ändern. In der semiklassischen Theorie folgt dies daraus, dass
die Geschwindigkeit der Quasiteilchen zu jeder Wellenzahl k nach dem Rückquench null beträgt. Die
Quenchprotokolle II und III sind entgegengesetzt zueinander. Somit stimmen Energie und Geschwindig-
keit der Quasiteilchen nach dem Rückquench in Quenchprotokoll II mit den Werten in Quenchprotokoll
III vor dem Rückquench überein und umgekehrt. Sie können somit aus den Graphen (a) und (b) von
Abbildung 3.13 entnommen werden. In Quenchprotokoll II ist die Geschwindigkeit der Quasiteilchen nach
dem Rückquench für den größten Anteil der Wellenzahlen k kleiner als davor, sodass der Abfall der lo-
kalen Magnetisierung sich verlangsamen wird. Für Quenchprotokoll III sind die Verhältnisse umgekehrt,
sodass hier die lokale Magnetisierung nach dem Rückquench schneller abfallen wird. Die Resultate für den
zeitlichen Verlauf der lokalen Magnetisierung des Spins in der Mitte der Kette nach den beschriebenen
Quenchprotokollen sind in Abbildung 3.24 für verschiedene Zeitpunkte t′ des Rückquenchs dargestellt.
Für Quenchprotokoll I zeigt sich eine hervorragende Übereinstimmung der Resultate sowohl vor als auch
nach dem Rückquench für alle betrachteten Zeitpunkte t′ des Rückquenchs. Wie vorhergesagt bleibt die
lokale Magnetisierung nach dem Rückquench konstant. Ebenfalls der Vorhersage entsprechend fällt die
lokale Magnetisierung im Falle der Quenchprotokolle II und III nach dem Rückquench langsamer bzw.
schneller ab. Der Abfall ist nach dem Rückquench noch immer exponentiell, jedoch zeigen die exakten
Resultate der Freie-Fermionen-Technik, dass er durch Oszillationen überlagert wird. Diese werden durch
die einfache semiklassische Theorie nicht reproduziert. Die sich aus der semiklassischen Rechnung und
der exakten Rechnung ergebenden Relaxationszeiten zeigen eine gute Übereinstimmung.

94



TABELLENVERZEICHNIS

4 Nichtgleichgewichtsdynamik des
transversalen Ising-Modells in zwei Dimensionen

Nach den Betrachtungen zum transversalen XY-Modell in einer Dimension widmet sich der weitere Verlauf
der vorliegenden Dissertation dem zweidimensionalen transversalen Ising-Modell, das auf einem Quadrat-
gitter mit gerader Kantenlänge L und periodischen Randbedingungen untersucht wird. Die Gesamtzahl
der Spins im System beträgt somit L2 und werde mit N bezeichnet. Der Hamiltonoperator des zweidi-
mensionalen transversalen Ising-Modells ist gegeben durch

Ĥ = −J
2

∑
<R,R′>

σ̂xRσ̂
x
R′ −

h

2

∑
R

σ̂zR . (4.1)

Eine Wechselwirkung besteht wiederum nur zwischen nächsten Nachbarn. Wie bereits in dem einleitenden
Kapitel zum transversalen Ising-Modell erläutert wurde, unterscheidet sich das Modell in zwei Dimensio-
nen in wesentlichen Punkten von dem Modell in einer Dimension. Im Gegensatz zum eindimensionalen
transversalen Ising-Modell, für das bei endlicher Temperatur die ferromagnetische Ordnung immer ver-
schwindet (Abbildung 2.2 (a)), weist das zweidimensionale Modell wie in Abbildung 2.2 (b) dargestellt
im thermodynamischen Limes auch für kleine Verhältnisse h/J und kleine Temperaturen T/J durch
spontane Symmetriebrechung langreichweitige ferromagnetische Ordnung auf. Zudem ist das transver-
sale Ising-Modell in zwei Dimensionen nichtintegrabel, d. h. in ihm stellt die Gesamtenergie die einzige
Erhaltungsgröße unter der unitären Zeitentwicklung nach dem Quench dar. Für das zweidimensionale
transversale Ising-Modell besteht somit die Möglichkeit, dass es nach einem Quench thermalisiert. Da
das transversale Ising-Modell auf dem Quadratgitter nicht analytisch lösbar ist, existieren bislang nur
wenige Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung in ihm. Bei diesen handelt es sich um die
bereits im Rahmen des Überblicks über Thermalisierung in nichtintegrablen Systemen genannten Stu-
dien von Fratus und Srednicki in [160] sowie von Mondaini et al. in [171] auf Grundlage der Eigenstate
Thermalization Hypothesis. Die Untersuchungen von Fratus und Srednicki in [160] haben sich dabei zwar
nicht direkt mit dem Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell
befasst, jedoch kommt ihnen eine große Bedeutung für die Anwendbarkeit der ETH auf das transversale
Ising-Modell im Speziellen und quantenmechanische Vielteilchensysteme mit spontaner Symmetriebre-
chung im Allgemeinen zu, da in ihnen anhand des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells der
Einfluss spontaner Symmetriebrechung auf die Anwendbarkeit der ETH untersucht wurde. Zu diesem
Zweck wurde als Observable die Gesamtmagnetisierung des Systems betrachtet, welche durch den Opera-
tor M̂x =

∑
R σ̂

x
R beschrieben wird und als Ordnungsparameter dient. Da spontane Symmetriebrechung

nur im thermodynamischen Limes auftritt, musste für die mittels exakter Diagonalisierung untersuchte
endliche Systemgröße von 4 × 5 der Hamiltonoperator um einen die Symmetrie brechenden Zusatzterm
ergänzt werden, der von der Form εM̂x mit ε = 10−3 gewählt wurde. Im Gegensatz zu einer beliebigen Ob-
servable beschrieben durch den Operator Ô, für die die ETH eine glatte Funktion O(E) vorhersagt, wurde
für Mx(E) eine Funktion erwartet, die einen Zweig für jeden erlaubten Wert des Ordnungsparameters
umfasst. Untersucht wurde der Erwartungswert der Gesamtmagnetisierung in den Eigenzuständen des
Hamiltonoperators, die zum Sektor mit verschwindendem Gesamtimpuls und gerader Parität gehören,
für die Verhältnisse h/J = 0, 0.25, 0.75, 1.5 und 3.5. Die Resultate von Fratus und Srednicki sind in
Abbildung 4.1 dargestellt. Für h/J = 0 ist die ETH nicht erfüllt. Für h/J < (h/J)crit ≈ 3.044 und
nicht verschwindendes Transversalfeld (Abbildung 4.1 (b) - (d)) wurden in der Auftragung der Erwar-
tungswerte der Gesamtmagnetisierung in den Energieeigenzuständen zwei Zweige beobachtet, einer mit
positiver und einer mit negativer Gesamtmagnetisierung. Diese wurden mit einer Mean-Field-Vorhersage
für das System im thermodynamischen Limes verglichen (grüne gestrichelte Linie in den Abbildungen).
Der Vergleich ergab eine verhältnismäßig gute Übereinstimmung, wobei die Abweichungen der endlichen
Systemgröße zugeschrieben wurden. Weiterhin zeigt sich in den Abbildungen die Abnahme von (T/J)crit

mit zunehmendem Verhältnis h/J . Hierzu ist die Energie in die entsprechende Temperatur umzurechnen.
Für h/J > (h/J)crit befindet sich das System unabhängig von der Temperatur in der paramagnetischen
Phase und der Erwartungswert der Gesamtmagnetisierung verschwindet in jedem Energieeigenzustand
(Abbildung 4.1 (e)). Aus den Resultaten wurde gefolgert, dass die ETH auch auf Systeme mit spontaner
Symmetriebrechung angewendet werden kann. Im Falle von Observablen, die als Ordnungsparameter fun-
gieren, ist dabei die von der ETH vorhergesagte glatte Funktion O(E) für beliebige Observablen durch
eine Funktion zu ersetzen, die mehrere Werte annehmen kann, sodass sich mehrere Zweige ergeben.
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(a) h/J = 0 (b) h/J = 0.25 (c) h/J = 0.75

(d) h/J = 1.5 (e) h/J = 3.5

Abbildung 4.1: (a) - (e) Erwartungswert der Gesamtmagnetisierung in Energieeigenzuständen des zwei-
dimensionalen transversalen Ising-Modells mit verschwindendem Gesamtimpuls und gerader Parität für
h/J = 0, 0.25, 0.75, 1.5 und 3.5. Die gestrichelte grüne Linie stellt eine Mean-Field-Vorhersage für das
System im thermodynamischen Limes dar. Die Abbildungen wurden aus [160] entnommen. Reprinted
with permission from Fratus and Srednicki, Physical Review E 92, 040103(R), 2015. Copyright 2015 by
the American Physical Society.

Aufbauend auf [160] wurde in [171] durch Mondaini et al. das Auftreten von Eigenstate Thermalizati-
on im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell untersucht. Hierbei wurden sowohl ferromagnetische
als auch antiferromagnetische Systeme betrachtet, wobei im antiferromagnetischen Fall ein zusätzliches
Longitudinalfeld angelegt wurde. Zum Vergleich mit den im Rahmen der vorliegenden Dissertation ge-
wonnenen Erkenntnissen sind nur die Untersuchungen von Mondaini et al. am ferromagnetischen System
von Bedeutung, welches im Gegensatz zu [160] ohne symmetriebrechenden Term im Hamiltonoperator
betrachtet wurde. Als Observablen wurde zum einen die in [158] eingeführte strukturelle Entropie (Stru-
cutral Entropy)

Sstr
λ := Sinf

λ − ln(ξλ) (4.2)

betrachtet, um das Auftreten von Quantenchaos untersuchen zu können. Hierbei bezeichnet

Sinf
λ := −

∑
ν

|cν,λ|2 ln
(
|cν,λ|2

)
(4.3)

die Shannon-Entropie (Informationsentropie) und

ξλ :=
1∑

ν |cν,λ|4
(4.4)

das Inverse Participation Ratio (IPR). Das IPR stellt nach [158] ein Maß für den Grad der Delokalisierung
der einzelnen Eigenvektoren dar. {|Φν〉} ist die Basis, in der die Berechnungen ausgeführt werden, d. h.
|Ψλ〉 =

∑
ν cν,λ |Φν〉mit cν,λ = 〈Φν |Ψλ〉. Zur Untersuchung des Auftretens von Eigenstate Thermalization

wurde weiterhin der ferromagnetische Strukturfaktor

ŜF :=
1

N

∑
R,R′

σ̂xRσ̂
x
R′ (4.5)

betrachtet, dessen Erwartungswert in allen Eigenzuständen des Hamiltonoperators des Systems berech-
net wurde. Das hierzu verwendete Verfahren bestimmt die Observablen für Cluster unterschiedlicher
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Abbildung 4.2: Obere Abbildung : Strukturelle Entropie im zweidimensionalen transversalen Ising-
Modell für verschiedene Systemgrößen und verschiedene Werte des Transversalfeldes. Werden die Inter-
valle, auf denen die möglichen Werte von Sstr

λ für einen gegebenen Wert von Eλ liegen, mit zunehmender
Systemgröße für alle Eλ kleiner, so ist dies ein Indikator für das Auftreten von Quantenchaos. Untere
Abbildung : Ferromagnetischer Strukturfaktor des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells für ver-
schiedene Systemgrößen und verschiedene Werte des Transversalfeldes. Werden die Intervalle, auf denen
die möglichen Werte von ŜF für einen gegebenen Wert von Eλ liegen, mit zunehmender Systemgröße für
alle Eλ kleiner, so zeigt dies Eigenstate Thermalization an. Die Abbildungen wurden aus [171] entnom-
men. Reprinted with permission from Mondaini et al., Physical Review E 93, 032104, 2016. Copyright
2016 by the American Physical Society.

Geometrie von N = 10, 12, 14, 16, 18 oder 20 Spins innerhalb eines größeren Gesamtsystems mithilfe
exakter Diagonalisierung als Funktion von Eλ in Einheiten von (J + h)N für h/J = 0.1, 0.5, 1.5, 2, 2.5,
3, 3.5 und 10. Für die verschiedenen Verhältnisse h/J wurden die möglichen Werte der Observablen für
einen gegebenen Wert von Eλ für die verschiedenen Größen der Cluster miteinander verglichen. Werden
die Intervalle, auf denen die möglichen Werte der Observablen für einen gegebenen Wert von Eλ liegen,
mit zunehmender Systemgröße für alle Eλ kleiner, so ist dies im Falle der strukturellen Entropie ein
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Indikator für das Auftreten von Quantenchaos. Im Falle des ferromagnetischen Strukturfaktors zeigt die
Verkleinerung der Intervalle Eigenstate Thermalization an. Mondaini et al. haben in [171] das Auftreten
von Quantenchaos und Eigenstate Thermalization im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell mit
ferromagnetischer Wechselwirkung für nicht verschwindende und nicht zu große Transversalfelder beob-
achtet. Die entsprechenden Resultate sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Hierbei ist zu beachten, dass
für h/J < (h/J)crit ≈ 3.044 niederenergetische Energieeigenzustände zur geordneten Phase mit lang-
reichweitiger ferromagnetischer Ordnung gehören. Wie die Berechnung der der kritischen Temperatur für
ein gegebenes Verhältnis von h/J zugehörigen Energie durch Mondaini et al. zeigt, gehört nur ein klei-
ner Teil der Energieeigenzustände des Systems zur ferromagnetischen Phase. Die Abnahme der Anzahl
der möglichen Werte des ferromagnetischen Strukturfaktors mit der Systemgröße wird hingegen nur im
energetischen Bereich oberhalb des Überganges von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase
beobachtet. Aus diesem Grund erlauben die Resultate von [171] keine Aussage zum Auftreten von Ther-
malisierung in der ferromagnetischen Phase.
Nach Besprechung der Resultate der ETH für das zweidimensionale transversale Ising-Modell werde nun
noch auf die Anwendung des Theorems von Doyon auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell
eingegangen. Hierzu gilt es zunächst zu überprüfen, ob die Voraussetzungen des Theorems erfüllt sind.
Wie im einführenden Kapitel zum transversalen Ising-Modell erläutert wurde, folgt aus den Resultaten
von Kliesch et al. in [213], dass thermische Zustände für hinreichend große Temperaturen exponenti-
ell clustern. Diese Temperatur ist im Falle des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells durch die
Temperatur des Phasenüberganges von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase gegeben,
welche wie in Abbildung 2.2 (b) dargestellt wiederum vom Verhältnis h/J der Parameter des Hamilton-
operators abhängt. Der Grundzustand (T = 0) des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells in der
paramagnetischen Phase ist nach Hastings [207] sowie Nachtergaele und Sims [212] ebenfalls exponentiell
clusternd, da das System für h/J > (h/J)crit keine Energielücke aufweist. Das Theorem von Doyon kann
somit auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell in der paramagnetischen Phase angewendet
werden. Aufgrund der Nichtintegrabilität des Systems auf dem Quadratgitter sagt das Theorem für das
zweidimensionale transversale Ising-Modell im thermodynamischen Limes Thermalisierung voraus. In der
ferromagnetischen Phase hingegen ist der funktionale Verlauf der Korrelationen zwischen zwei Spins in
Abhängigkeit von ihrem Abstand nicht bekannt. Bekannt ist jedoch, dass die Korrelationen zwischen weit
voneinander entfernten Spins nicht zu null hin abfallen, sondern einen durch das Quadrat des Betrages
der Magnetisierung gegeben Wert erreichen. Das Theorem von Doyon erlaubt infolgedessen keine Aussage
für das transversale Ising-Modell in der ferromagnetischen Phase.
Insgesamt kann somit festgehalten werden, dass sowohl die Eigenstate Thermalization Hypothesis als
auch das Theorem von Doyon für das zweidimensionale transversale Ising-Modell in der paramagneti-
schen Phase Thermalisierung voraussagen, jedoch keine Aussagen zum Auftreten von Thermalisierung in
der ferromagnetischen Phase liefern. Im Falle der ETH wird Thermalisierung für nicht verschwindende
und nicht zu starke Transversalfelder sowie hinreichend hohe Temperaturen vorhergesagt. Hierbei gilt es
allerdings zu beachten, dass die ETH lediglich eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung für
das Auftreten von Thermalisierung darstellt, sodass kein Widerspruch zu dem durch das Theorem von
Doyon vorhergesagten Auftreten von Thermalisierung innerhalb der gesamten paramagnetischen Phase
besteht. Ebenfalls ist festzuhalten, dass nur wenige Resultate für die Zeitentwicklung des zweidimensiona-
len transversalen Ising-Modells nach einem Quench vorliegen, sich diese jedoch nicht mit dem Auftreten
von Thermalisierung beschäftigen [42, 57, 223]. Die Bestimmung der Zeitentwicklung des Systems nach
verschiedenen Quenchprotokollen sowie die Untersuchung seines stationären Zustandes auf das Auftre-
ten von Thermalisierung wird infolgedessen das zentrale Thema des weiteren Verlaufs der vorliegenden
Dissertation darstellen. In der paramagnetischen Phase gilt es hierbei die Vorhersagen der ETH und
des Theorems von Doyon zu überprüfen, wohingegen in der ferromagnetischen Phase erste Resultate
gewonnen werden müssen. Die Untersuchungen beginnen mit einer Erläuterung der Gründe, weshalb
der Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells im Gegensatz zu demjenigen
des Modells in einer Dimension nicht durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen diago-
nalisiert werden kann. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit neuer Verfahren zur Untersuchung sowohl
thermischer Erwartungswerte als auch der Zeitentwicklung des Systems nach einem Quench. Im weite-
ren Verlauf wird zunächst das System im thermischen Gleichgewicht betrachtet und ein auf Rieger und
Kawashima in [209] zurückgehendes Verfahren auf Basis eines Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kon-
tinuierlicher Imaginärzeit zur Bestimmung der Erwartungswerte des Betrages der Magnetisierung sowie
der Korrelationsfunktionen gemäß dem kanonischen Gibbs-Ensemble für das System bei einer endlichen
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Temperatur T > 0 beschrieben. Im Anschluss daran wird die Zeitentwicklung des Systems nach einem
Quench betrachtet. Nach einem kurzen Überblick über den Stand der Forschung zur Zeitentwicklung
im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell sowie einer Erläuterung störungstheoretischer Ansätze
zur Beschreibung der unitären Zeitentwicklung wird in den folgenden Kapiteln ein auf Variations-Monte-
Carlo basierendes Verfahren in kontinuierlicher Realzeit (real-time Variational Monte Carlo, rt-VMC)
vorgestellt [98, 224], welcher es erlauben wird, die Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen
Ising-Modells für lange Zeiten mit hoher Genauigkeit zu beschreiben. Hierbei wird zwischen Wechsel-
wikungsquenchs in der paramagnetischen Phase und Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase un-
terschieden werden. Die Resultate und die Beschreibung der Verfahren zu ihrer Bestimmung wurden in
weiten Teilen bereits in [61] veröffentlicht. Zur Beantwortung der Frage, ob das zweidimensionale trans-
versale Ising-Modell thermalisiert, werden die thermischen Erwartungswerte der Observablen des Systems
im Gleichgewicht bei einer dem System nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur sowie
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren mit
den zeitlichen Mittelwerten nach den Quenchs verglichen. Falls das System thermalisiert, ist hier ei-
ne Übereinstimmung zu erwarten. Für die Erwartungswerte der Observablen ist das Zeitmittel gegeben
durch

〈Ô〉t =
1

∆t

ˆ t0+∆t

t0

dtSp
[
Ô ρ̂(t)

]
(4.6)

mit dem durch die Wellenfunktion |Ψ(t)〉 des Systems zum Zeitpunkt t bestimmten zeitabhängigen Dich-
teoperator ρ̂(t) = |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|. Für die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte von Ô ist

pt(Oj) =
1

∆t

ˆ t0+∆t

t0

dtTr
[
δ(Oj − Ô) ρ̂(t)

]
, (4.7)

wobei Oj die möglicherweise entarteten Eigenwerte von Ô bezeichnet. Die Zeitmittel werden mit Ensem-
blemittelwerten im kanonischen Gibbs-Ensembles bei der dem System nach dem Quench zugeschriebenen
effektiven Temperatur verglichen. Diese lauten

〈Ô〉
Teff

CGE =
1

ZTeff

CGE

Sp
[
Ôe−Ĥ/Teff

]
mit ZTeff

CGE =
[
e−Ĥ/Teff

]
(4.8)

für die Erwartungswerte der Observablen und

pTeff

CGE(Oj) =
1

ZCGE
Tr
[
δ(Oj − Ô)e−Ĥ/Teff

]
(4.9)

für die Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Die Berechnung der Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeits-
verteilungen wird im Folgenden beschrieben. In einer Erweiterung der Untersuchungen in [61] werden
diese auch in Subsystemen bestimmt. Den Abschluss der Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdy-
namik wird schließlich die Untersuchung der Ausbreitung einer zu Beginn lokalen Störung im System
mithilfe eines zeitabhängigen Mean-Field-Verfahrens auf Grundlage der BBGKY-Hierarchie bilden, um
sowohl die Geschwindigkeit von Information als auch die ihrer Ausbreitung zugrundeliegende Metrik zu
ermitteln. Die Untersuchungen hierzu wurden in Zusammenarbeit mit Jonas Hafner durchgeführt und
die gewonnenen Erkenntnisse im Rahmen seiner Masterarbeit [225] sowie in [62] veröffentlicht. Zunächst
werde sich jedoch der Frage nach dem Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell zugewandt.
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4.1 Observablen

Als Observablen im Rahmen der Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensio-
nalen transversalen Ising-Modell werden der renormierte Betrag der Magnetisierung µ̂xBR nach (2.10)

µ̂xBR =
µ̂xB − µxB,min

1− µxB,min

. (4.10)

betrachtet sowie die Korrelationsfunktion zweier Spins in beliebigen Abständen zueinander, die für das
zweidimensionale System gegeben ist durch

Ĉxxr =
1

Nr

∑
R

σ̂xRσ̂
x
R+r . (4.11)

Die r = (rx, ry) bezeichnen hierbei alle unabhängigen Richtungen innerhalb des Gitters. Zwei Richtungen
werden als unabhängig bezeichnet, wenn sie nicht durch Umkehr des Vorzeichens einer oder beider Kom-
ponenten der sie beschreibenden Vektoren oder Vertauschung der x- und der y-Komponente ineinander
überführt werden können. Die Definition einer abhängigen Richtung ergibt sich entsprechend. Nr bezeich-
net die Anzahl aller Spinpaare, die zur unabhängigen Richtung r gehören. Zu jedem r existieren mehrere
abhängige Richtungen. Der Abstand der Spins wird mit r bezeichnet und in der Manhattan-Metrik ge-
messen, d. h. r = |rx| + |ry|. Bei der Bestimmung der Observablen erfolgt im Falle der Magnetisierung
eine Mittelung über alle Spins des Systems bzw. im Falle der Korrelationsfunktionen zweier Spins im
Abstand r eine Mittelung über alle Spinpaare zu allen abhängigen Richtungen zu r. Die Korrelations-
funktion zwischen nächsten Nachbarn wird im Folgenden eine besondere Rolle spielen. Der zugehörige
Operator wird mit Ĉxxnn bezeichnet und ist von der Gestalt

Ĉxxnn =
1

2N

∑
<R,R′>

σ̂xRσ̂
x
R′ . (4.12)

Ĉxxnn entspricht somit dem Diagonalanteil des Hamiltonoperators pro Spin in Einheiten von −J .
Zur Untersuchung des Systems auf das Auftreten von Thermalisierung nach den Quenchs werden nicht
nur die Erwartungswerte der Observablen untersucht, sondern auch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren. Dies erfolgt wiederum in der x-Basis, da
die Operatoren in dieser diagonal sind. Im Falle des renormierten Betrages der Magnetisierung werden
die Erwartungswerte des Operators µ̂x der Magnetisierung nach (2.4) betrachtet. Sie werden mit µxm be-
zeichnet und liegen äquidistant im Intervall [−1, 1]. m gibt die Anzahl der Spin down eines Basiszustandes
der x-Basis an. Es ist somit

µxm =
N − 2m

N
mit m = 0, 1, . . . , N − 1, N . (4.13)

Die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von µ̂x beträgt N + 1 für ein System aus N Spins. Weiterhin
wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte des Operators Ĉxxnn betrachtet, der die Korrelati-
onsfunktion nächster Nachbarn misst. Seine Eigenwerte werden im Folgenden mit εxxn bezeichnet. n ist
hierbei die Anzahl der Kinks in einem Basiszustand der x-Basis. Die εxxn liegen ebenfalls im Intervall
[−1, 1]. Es ist

εxxn =
N − n
N

mit n = 0, 4, 6, . . . , 2N − 6, 2N − 4, 2N . (4.14)

Die Kinkzahlen 2 und N −2 sind im zweidimensionalen System mit periodischen Randbedingungen nicht
möglich. Die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von Ĉxxnn beträgt für ein System aus N Spins N − 1.
Sie entsprechen den Eigenwerten des Diagonalanteils des Hamiltonoperators pro Spin in Einheiten von
−J .
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4.2 Quenchprotokolle

Im Rahmen der Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell werden zwei spezielle Quenchprotokolle betrachtet werden. Bei diesen handelt es sich um
Wechselwirkungsquenchs und Feldquenchs. Vor den Quenchs wird das System im Grundzustand des
initialen Hamiltonoperators präpariert.

Wechselwirkungsquenchs

Wechselwirkungsquenchs betreffen lediglich die Kopplungskonstante J des Systems. Die im Rahmen
der Untersuchungen zum zweidimensionalen transversalen Ising-Modell betrachteten Wechselwirkungs-
quenchs werden durch das Quenchprotokoll

(0, h)→ (J, h) (4.15)

beschrieben, d. h. eine Wechselwirkung der Spins des Systems untereinander wird erst durch den Quench
eingeschaltet. Das externe transversale Feld wird durch die Wechselwirkungsquenchs nicht geändert. Es
hat einen festen Wert von h > 0. Der Ausgangspunkt der Wechselwirkungsquenchs liegt somit in der
paramagnetischen Phase. Durch die fehlende Wechselwirkung untereinander vor dem Quench und das
anliegende Transversalfeld sind im Anfangszustand alle Spins entlang des Transversalfeldes in z-Richtung
ausgerichtet:

|Ψ(t = 0)〉 = |↑↑ . . . ↑↑〉z . (4.16)

Ausgedrückt in der x-Basis entspricht dieser Zustand der normierten symmetrischen Überlagerung aller
Basiszustände:

|Ψ(t = 0)〉 =
1√
2N

∑
x

|x〉 . (4.17)

Die Energie dieses Zustandes beträgt −h/2 pro Spin. Aus der Struktur des Anfangszustandes ist unmit-
telbar ersichtlich, dass durch das beschriebene Quenchprotokoll der Wechselwirkungsquenchs die Gesam-

tenergie des Systems nicht geändert wird, d. h. E = E
(0)
0 und somit ∆E = 0 mit ∆E der Energiedifferenz

der Gesamtenergien des Systems nach und vor dem Quench gemäß (1.6). Die Exzessenergie des Systems
nach dem Quench gemäß (1.7) ergibt sich somit ausschließlich durch die Absenkung der Energie des
Grundzustandes des Systems durch den Quench:

Eexz = E
(0)
0 − E0 . (4.18)

Feldquenchs

Feldquenchs betreffen ausschließlich die Stärke des externen transversalen Feldes h. Die hier betrachteten
Feldquenchs werden durch das Quenchprotokoll

(J, 0)→ (J, h) . (4.19)

beschrieben. Durch sie wird ein externes transversales Feld h > 0 eingeschaltet. Vor dem Quench liegt
kein externes transversales Feld an. Es besteht lediglich eine nichtverschwindende Kopplung J > 0 zwi-
schen den Spins, die durch den Feldquench nicht geändert wird. Die Spins sind im Anfangszustand somit
parallel zueinander angeordnet in Bezug auf die x-Richtung. Eine Ordnungsbeziehung besteht jedoch
nur relativ zu den anderen Spins. Da in Systemen endlicher Größe keine spontane Symmetriebrechung
auftritt, existiert infolgedessen keine Vorzugsrichtung, da energetisch betrachtet keine Unterschiede zwi-
schen den beiden vollständig magnetisierten Zuständen |↑↑ . . . ↑↑〉x und |↓↓ . . . ↓↓〉x sowie allen normierten
Überlagerungen dieser Zustände bestehen. Die Energie der Zustände pro Spin beträgt −J . Aufgrund der
nicht gebrochenen Z2-Spin-Umklapp-Symmetrie wird die symmetrische Überlagerung |Ψ+

0 〉 gemäß (2.7a)
als Anfangszustand für die Feldquenchs gewählt, d. h.

|Ψ(t = 0)〉 =
1√
2

(
|↑↑ . . . ↑↑〉x + |↓↓ . . . ↓↓〉x

)
. (4.20)

101



TABELLENVERZEICHNIS

Demgegenüber würde sich im thermodynamischen Limes, der im Rahmen der Simulationen nicht zugäng-
lich ist, als Anfangszustand für die Feldquenchs |Ψ(t = 0)〉 = |↑↑ . . .〉x ergeben. Die Zeitentwicklung des

Erwartungswertes eines Operators Ô ausgehend vom Anfangszustand für Systeme endlicher Größe lautet

〈Ô〉t =
1

2

{
x〈↑↑ . . . ↑↑ |e

ıĤtÔe−ıĤt| ↑↑ . . . ↑↑〉x + x〈↓↓ . . . ↓↓ |e
ıĤtÔe−ıĤt| ↓↓ . . . ↓↓〉x

+ x〈↑↑ . . . ↑↑ |e
ıĤtÔe−ıĤt| ↓↓ . . . ↓↓〉x + x〈↓↓ . . . ↓↓ |e

ıĤtÔe−ıĤt| ↑↑ . . . ↑↑〉x
}
.

(4.21)

Es werden nun konkret der Operator µ̂xBR für den renormierten Betrag der Magnetisierung sowie die

Operatoren Ĉxxr für die Korrelationsfunktionen zweier Spins in x-Richtung untersucht. Da µ̂xBR Beträge

betrachtet und Ĉxxr relative Orientierungen von Spins, stimmen die ersten beiden Summanden von (4.21)
überein. Die Werte der beiden verbleibenden Summanden stimmen ebenfalls überein. Anhand der Rei-
henentwicklung der Zeitentwicklungsoperatoren wird ersichtlich, dass die Matrixelemente im thermody-
namischen Limes verschwinden. Dies ergibt sich daraus, dass µ̂xBR und die Ĉxxr diagonal in der x-Basis
sind und somit ausschließlich durch die Wirkung der Transversalkomponente des Hamiltonoperators Spins
umgeklappt werden. Damit der Überlapp der Zustände nicht verschwindet, müssen alle Spins des Systems
umgeklappt werden. Im thermodynamischen Limes bedeutet dies, dass in der Reihenentwicklung sich erst
in n-ter Ordnung mit n → ∞ ein Beitrag ergibt, welcher jedoch aufgrund der Vorfaktoren verschwin-
det. Somit zeigt sich, dass ausgehend von dem Anfangszustand für endliche Systemgrößen im Grenzfall
L→∞ die Resultate in diejenigen für das System im thermodynamischen Limes übergehen, sodass auch
in der ferromagnetischen Phase ein Finite-Size-Scaling möglich ist. Dies ist insbesondere für die Magneti-
sierung von Bedeutung, da auf diese Weise der renormierte Betrag der Magnetisierung bereits für endliche
Systemgrößen Rückschlüsse auf die Existenz der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase im
thermodynamischen Limes erlaubt.
Wie im Falle der Wechselwirkungsquenchs wird auch durch die Feldquenchs die Gesamtenergie des Sys-
tems nicht geändert. Die Exzessenergie ist durch die Absenkung der Grundzustandsenergie des Systems
durch den Quench bestimmt und ist gegeben durch (4.18).

Effektive Temperatur

Die effektive Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs ist dadurch
bestimmt, dass die thermische Exzessenergie und die durch den Quench induzierte Exzessenergie überein-
stimmen müssen. Die effektive Temperatur ergibt sich also aus der Bedingung

〈Ψ(0)
0 |Ĥ|Ψ

(0)
0 〉 = 〈Ĥ〉

Teff

CGE (4.22)

gemäß (3.195). Die Kenntnis des Erwartungswertes der Energie im Grundzustand des Hamiltonoperators
nach dem Quench ist nicht erforderlich, da sie beim Gleichsetzen der thermischen und der durch den
Quench induzierten Exzessenergie mit gleichem Vorzeichen auf beiden Seiten der Gleichung auftritt. Für

die betrachteten Quenchprotokolle ist 〈Ψ(0)
0 |Ĥ|Ψ

(0)
0 〉 unmittelbar bekannt. Wie bereits erläutert wurde,

stimmt der Erwartungswert der Energie nach dem Quench mit der Grundzustandsenergie vor dem Quench
überein, beträgt also für die Wechselwirkungsquenchs −h/2 pro Spin im System und für die Feldquenchs
−J pro Spin im System. Die Berechnung des thermischen Erwartungswertes hingegen gestaltet sich
schwieriger, da der Hamiltonoperator nicht durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen
diagonalisiert werden kann wie im Falle des eindimensionalen Systems. Im Folgenden wird zunächst
erläutert werden, weshalb eine solche Transformation im Falle des zweidimensionalen transversalen Ising-
Modells nicht möglich ist. Im Anschluss daran werden Verfahren sowohl zur Berechnung der thermischen
Erwartungswerte als auch der Zeitentwicklung nach dem Quench erläutert werden.
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4.3 Nichtdiagonalisierbarkeit des Hamiltonoperators

Sowohl thermische Erwartunsgwerte als auch die Zeitentwicklung der Observablen nach den Quenchs
konnten für das eindimensionale transversale Ising- und das eindimensionale transversale XY-Modell
durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen, die den Hamiltonoperator diagonalisiert, auf
einfache Weise exakt bestimmt werden auch für Systemgrößen weit jenseits des mittels exakter Diagona-
lisierung zugänglichen Bereiches. Wie im Folgenden erläutert werden wird, existiert für das zweidimen-
sionale transversale Ising-Modell keine analoge Transformation.
Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bildet der Hamiltonoperator

Ĥ = −J
2

L∑
i,j=1

σ̂xi,j

{
σ̂xi+1,j + σ̂xi,j+1

}
− h

2

L∑
i,j=1

σ̂zi,j (4.23)

mit periodischen Randbedingungen. Die Positionen innerhalb des Gitters werden hierbei nun konkret
durch ihre x- und y-Koordinate bezeichnet statt durch den Vektor R wie in (4.1). Wie im Falle des Systems
in einer Dimension besteht der erste Schritt der Transformation in der Einführung der Operatoren

â†i,j :=
1

2

(
σ̂xi,j + ıσ̂yi,j

)
, (4.24a)

â†i,j :=
1

2

(
σ̂xi,j − ıσ̂

y
i,j

)
, (4.24b)

die wiederum Hard-Core-Bosonen beschreiben und es erlauben, die Pauli-Spinoperatoren zu schreiben als

σ̂xi,j = â†i,j + â†i,j , (4.25a)

σ̂yi,j = −ı
(
â†i,j − â

†
i,j

)
, (4.25b)

σ̂zi,j = 2â†i,j â
†
i,j − 1 . (4.25c)

Ausgedrückt über die Hard-Core-Boseoperatoren lautet der Hamiltonoperator des zweidimensionalen
transversalen Ising-Modells

Ĥ =− J

2

L∑
i,j=1

(
â†i,j + â†i,j

){(
â†i+1,j + â†i+1,j

)
+
(
â†i,j+1 + â†i,j+1

)}
− h

L∑
i,j=1

â†i,j â
†
i,j +

h

2
N (4.26a)

=− J

2

L∑
i,j=1

{
â†i,j â

†
i+1,j + â†i,j â

†
i+1,j + â†i,j â

†
i+1,j + â†i,j â

†
i+1,j

+ â†i,j â
†
i,j+1 + â†i,j â

†
i,j+1 + â†i,j â

†
i,j+1 + â†i,j â

†
i,j+1

}
− h

L∑
i,j=1

â†i,j â
†
i,j +

h

2
N .

(4.26b)

Im folgenden Schritt wird der Hamiltonoperator mithilfe der Jordan-Wigner-Transfomation über die
Fermioperatoren ĉ†i,j und ĉ†i,j ausgedrückt. Wie bereits während der Betrachtungen für das eindimen-
sionale System beschrieben, werden durch die Jordan-Wigner-Transformation an entsprechenden Stel-
len die Vorzeichen der Operatoren geändert, um die Hard-Core-Boseoperatoren mit ihrem gemischten
Kommutatorverhalten in Fermioperatoren mit Antikommutatorverhalten zu überführen. Während die
Jordan-Wigner-Transformation in einer Dimension eindeutig definiert ist nach (3.8) durch das Abzählen
der Positionen der Kette bis hin zu der betrachteten Position im Argument der Exponentialfunktion,
die das geänderte Vorzeichen bestimmt, ist diese Eindeutigkeit im Falle der zweidimensionalen Jordan-
Wigner-Transformation nicht gegeben. Es existieren infolgedessen verschiedene Ansätze für die Jordan-
Wigner-Transfomation in zwei Dimensionen. Diese gehen zurück auf Fradkin [226], Wang [227–230] und
Azzouz [231–234]. Ein Überblick über die Ansätze wurde von Derzhko in [235–238] gegeben. Im Fol-
genden soll der Ansatz von Azzouz kurz wiedergegeben werden. An diesem wird auch das sich bei der
Transformation ergebende Problem erläutert werden. Für eine Beschreibung der Ansätze nach Fradkin
und Wang sei auf die entsprechende Literatur verwiesen.
Die Jordan-Wigner-Transformation in zwei Dimensionen nach Azzouz ist gegeben durch

ĉ†i,j := â†i,j exp

{
−ıπ

( i−1∑
m=1

L∑
n=1

â†m,nâ
†
m,n +

j−1∑
n=1

â†i,nâ
†
i,n

)}
, (4.27a)
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Abbildung 4.3: Bei der zweidimensionalen
Jordan-Wigner-Transformation nach Azzouz zu
berücksichtigende Positionen des Systems bei
Anwendung auf die Hard-Core-Boseoperatoren
â†i,j bzw. â†i,j . In der Summe im Argument der
Exponentialfunktion in (4.28a) bzw. (4.28b) treten
alle Positionen des Systems auf, deren x-Koordinate
kleiner ist als die x-Koordinate der betrachteten
Position, sowie alle Positionen, deren y-Koordinate
bei gleicher x-Koordinate kleiner ist. Diese sind in
der Abbildung hellgrau hinterlegt. Die Abbildung
wurde [235] nachempfunden.

ĉ†i,j := exp

{
ıπ

( i−1∑
m=1

L∑
n=1

â†m,nâ
†
m,n +

j−1∑
n=1

â†i,nâ
†
i,n

)}
âi,j . (4.27b)

Die inverse Transformation zur zweidimensionalen Jordan-Wigner-Transformation nach Azzouz lautet
dementsprechend

â†i,j = ĉ†i,j exp

{
ıπ

( i−1∑
m=1

L∑
n=1

ĉ†m,nĉ
†
m,n +

j−1∑
n=1

ĉ†i,nĉ
†
i,n

)}
, (4.28a)

â†i,j = exp

{
−ıπ

( i−1∑
m=1

L∑
n=1

ĉ†m,nĉ
†
m,n +

j−1∑
n=1

ĉ†i,nĉ
†
i,n

)}
ĉi,j . (4.28b)

In Abbildung 4.3 ist dargestellt, welche Positionen des Systems zur Transformation der Operatoren â†i,j
bzw. â†i,j berücksichtigt werden müssen. Die betreffenden Positionen sind in der Abbildung hellgrau hin-
terlegt. Die beschriebene Transformation stellt somit wie die Jordan-Wigner-Transformation in einer
Dimension eine nichtlokale Transformation dar. Da es sich bei den ĉ†m,nĉ

†
m,n um fermionische Teilchen-

zahloperatoren handelt, lauten ihre Eigenwerte +1 und −1. Im Argument der Exponentialfunktion ist
das Minuszeichen somit unerheblich. Zudem kommutiert die Exponentialfunktion mit â†i,j bzw. â†i,j . In
der Darstellung (4.26b) des Hamiltonoperators durch die Hard-Core-Boseoperatoren zeigt sich, dass je-
weils Produkte zweier Operatoren auftreten, die auf nächstbenachbarte Positionen wirken im Falle des
die Kopplung der Spins untereinander beschreibenden Anteils bzw. auf die gleiche Position im Falle des
die Wechselwirkung mit dem externen transversalen Feld beschreibenden Anteils. In Abbildung 4.4 sind
für die Summanden des Wechselwirkungsanteils die Positionen hervorgehoben, die bei der Transforma-
tion berücksichtigt werden müssen. Ein dunkelgrauer Hintergrund gibt an, dass die Positionen in den
Transformationsvorschriften beider Operatoren des Produkts auftreten und sich ihre Beiträge dadurch
gegenseitig aufheben. Hellgrau hinterlegte Positionen tauchen nur in der Transformationsvorschrift eines
der beteiligten Operatoren auf. Ihr Beitrag verschwindet infolgedessen nicht. Es ergibt sich für Positionen,
die nächste Nachbarn in x-Richtung sind (dargestellt in Abbildung 4.4 (a))

â†i,j â
†
i+1,j = ĉ†i,j ĉ

†
i+1,j exp

{
ıπĈxi,j

}
, (4.29a)

â†i,j â
†
i+1,j = ĉ†i,j ĉ

†
i+1,j exp

{
ıπĈxi,j

}
, (4.29b)

â†i,j â
†
i+1,j = −ĉ†i,j ĉ

†
i+1,j exp

{
ıπĈxi,j

}
, (4.29c)

â†i,j â
†
i+1,j = −ĉ†i,j ĉ

†
i+1,j exp

{
ıπĈxi,j

}
(4.29d)

mit

Ĉxi,j :=

L∑
n=j+1

ĉ†i,nĉ
†
i,n +

j−1∑
n=1

ĉ†i+1,nĉ
†
i+1,n . (4.30)
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Abbildung 4.4: Bei der zweidimensionalen Jordan-Wigner-Transformation nach Azzouz zu
berücksichtigende Positionen bei den auftretenden Produkten zweier Hard-Core-Boseoperatoren im An-
teil des Hamiltonoperators, der die Wechselwirkung der Spins untereinander beschreibt, (a) für nächste
Nachbarn in x-Richtung und (b) für nächste Nachbarn in y-Richtung. Dunkelgrau hinterlegte Positionen
treten bei der Transformation beider Operatoren des Produkts auf, sodass sich ihre Beiträge gegenseitig
aufheben. Hellgrau hinterlegte Positionen tauchen hingegen nur in der Transformationsvorschrift eines
der beteiligten Operatoren auf. Ihr Beitrag verschwindet infolgedessen nicht. Es zeigt sich, dass Beiträge
nächster Nachbarn in x-Richtung nichtlokal sind. Die Abbildungen wurden [235] nachempfunden.

Für Positionen, die nächste Nachbarn in y-Richtung sind (dargestellt in Abbildung 4.4 (b)), ergibt sich

â†i,j â
†
i,j+1 = ĉ†i,j ĉ

†
i,j+1 , (4.31a)

â†i,j â
†
i,j+1 = ĉ†i,j ĉ

†
i,j+1 , (4.31b)

â†i,j â
†
i,j+1 = −ĉ†i,j ĉ

†
i,j+1 , (4.31c)

â†i,j â
†
i,j+1 = −ĉ†i,j ĉ

†
i,j+1 . (4.31d)

In beiden Fällen wurde genutzt

ĉ†i,j exp
{
ıπĉ†i,j ĉ

†
i,j

}
= ĉ†i,j , (4.32a)

ĉ†i,j exp
{
ıπĉ†i,j ĉ

†
i,j

}
= −ĉ†i,j . (4.32b)

Für dieselbe Position schließlich ist

â†i,j â
†
i,j = ĉ†i,j ĉ

†
i,j . (4.33)

Ausgedrückt über die c-Fermioperatoren lautet der Hamiltonoperator somit

Ĥ =− J

2

L∑
i,j=1

{(
ĉ†i,j ĉ

†
i+1,j + ĉ†i,j ĉ

†
i+1,j − ĉ

†
i,j ĉ
†
i+1,j − ĉ

†
i,j ĉ
†
i+1,j

)
exp

{
ıπĈxi,j

}
+ ĉ†i,j ĉ

†
i,j+1 + ĉ†i,j ĉ

†
i,j+1 − ĉ

†
i,j ĉ
†
i,j+1 − ĉ

†
i,j ĉ
†
i,j+1

}
− h

L∑
i,j=1

ĉ†i,j ĉ
†
i,j +

h

2
N .

(4.34)

Der Hamiltonoperator ist im Gegensatz zum System in einer Dimension nach der Jordan-Wigner-Transfor-
mation nichtlokal aufgrund der Nichtlokalität der Operatoren Ĉxi,j . Diese umfassen im Limes L→∞ eine
unendliche Anzahl an Positionen des Systems. Nach den zweidimensionalen Jordan-Wigner-Transforma-
tionen in zwei Dimensionen nach Fradkin bzw. Wang ist der Hamiltonoperator ebenfalls nichtlokal. Diese
Nichtlokalität ist die Ursche dafür, dass keine kanonische Transformation auf ein System freier Fermionen
existiert, die den Hamiltonoperator diagonalisiert.
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4.4 System im thermischen Gleichgewicht

Da der Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nicht durch eine Transfor-
mation auf ein System freier Fermionen diagonalisiert werden kann, können thermische Erwartungswerte
nicht auf die einfache Weise wie im Falle des eindimensionalen Systems in (3.196) berechnet werden.
Stattdessen wird zu ihrer Bestimmung ein Quanten-Monte-Carlo-Algorithmus angewendet, der die quan-
tenmechanischen Erwartungswerte durch statistische Mittelwerte über verschiedene Konfigurationen des
Systems approximiert. Die Beschreibung des Verfahrens orientiert sich an der Darstellung in [239]. Zur
effizienten Erzeugung unabhängiger Konfigurationen, über die der Mittelwert gebildet wird, wird ein
Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginärzeit nach Rieger und Kawashima verwen-
det [209]. Nach seiner Beschreibung werden die Erwartungswerte des renormierten Betrages der Magne-
tisierungund der Energie pro Spin für verschiedene Systemgrößen in Abhängigkeit von h/J und T/J
berechnet. Mithilfe des Erwartungswertes der Energie wird anschließend die effektive Temperatur des
Systems nach den beschriebenen Wechselwirkungs- und Feldquenchs bestimmt.

4.4.1 Thermische Erwartungswerte

Der Erwartungswert eines allgemeinen Operators Ô lautet im kanonischen Gibbs-Ensemble bei der Tem-
peratur T für ein System, das durch den Hamiltonoperator Ĥ beschrieben wird,

〈Ô〉
T

CGE =
1

ZCGE
Sp
{
Ôe−βĤ

}
. (4.35)

β = 1/T ist die inverse Temperatur und ZCGE die kanonische Zustandssumme. Es werde ein allgemeiner
Hamiltonoperator Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 betrachtet, der aus zwei nicht miteinander kommutierenden Anteilen

besteht, d. h.
[
Ĥ1, Ĥ2

]
6= 0 und somit e−βĤ 6= e−βĤ1e−βĤ2 . Durch das im Folgenden beschriebene

Verfahren wird ein d-dimensionales quantenmechanisches System auf ein (d+1)-dimensionales klassisches
System abgebildet. Dieses Vorgehen wird als Quantum-Classical Mapping bezeichnet. Die zusätzliche
Dimension ist durch die imaginäre Zeit gegeben. Ihre Ausdehnung entspricht der inversen Temperatur β.
In dieser Darstellung werden die einzelnen Elemente des Systems durch sogenannte Weltlinien (World
Lines) beschrieben. Die imaginäre Zeitachse werde zunächst in Lτ diskrete Zeitintervalle der Länge ∆τ
eingeteilt. Hierdurch ergeben sich Zeitscheiben (Time Slices), die die Konfiguration des Systems zu dem
entsprechenden Zeitpunkt beschreiben. Ihre Anzahl Lτ hängt mit ihrer Ausdehnung ∆τ in Richtung der
Imaginärzeit gemäß Lτ = β/∆τ zusammen. Damit ergibt sich

e−βĤ =
(
e−∆τĤ

)Lτ
. (4.36)

Für kleine Zeitintervalle ∆τ kann die Suzuki-Trotter-Zerlegung

e−∆τĤ ≈ e−∆τĤ1e−∆τĤ2 . (4.37)

angewandt werden. Der Fehler der Näherung ist von der Ordnung (∆τ)3. Der Ausdruck (4.35) für den
Erwartungswert des Operators Ô im kanonischen Ensemble kann dann durch Einfügen quantenmechani-
scher Identitäten umgeschrieben werden zu

〈Ô〉
T

CGE =
1

ZCGE

∑
{ψi}

〈ψ1|Ôe−∆τĤ1 |ψ2〉 〈ψ2|e−∆τĤ2 |ψ3〉
Lτ∏
i=2

〈ψ2i−1|e−∆τĤ1 |ψ2i〉 〈ψ2i|e−∆τĤ2 |ψ2i+1〉

=
1

ZCGE

∑
{ψi}

〈ψ1|Ôe−∆τĤ1 |ψ2〉
〈ψ1|e−∆τĤ1 |ψ2〉

Lτ∏
i=1

〈ψ2i−1|e−∆τĤ1 |ψ2i〉 〈ψ2i|e−∆τĤ2 |ψ2i+1〉 (4.38)

=
∑
{ψi}

PB

[
{ψi}

] 〈ψ1|Ôe−∆τĤ1 |ψ2〉
〈ψ1|e−∆τĤ1 |ψ2〉

mit ψ2Lτ+1 = ψ1 und dem normierten Boltzmann-Gewicht

PB

[
{ψi}

]
=

1

ZCGE

Lτ∏
i=1

〈ψ2i−1|e−∆τĤ1 |ψ2i〉 〈ψ2i|e−∆τĤ2 |ψ2i+1〉 . (4.39)
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Werden die Stichproben durch einen Monte-Carlo-Algorithmus mittels Importance Sampling erzeugt, so
wird der Erwartungswert durch das arithmetische Mittel über die Stichproben (Samples) approximiert.
Dieses wird mit 〈〈 〉〉 bezeichnet. Für M Stichproben ist somit der Monte-Carlo-Mittelwert des Erwar-
tungswertes gegeben durch

〈〈Ô〉〉
T

CGE =
1

M

M∑
j=1

〈ψ(j)
1 |Ôe−∆τĤ1 |ψ(j)

2 〉
〈ψ(j)

1 |e−∆τĤ1 |ψ(j)
2 〉

. (4.40)

Durch zyklische Permutation innerhalb der Spur kann der Operator Ô vor jede der auftretenden Exponen-
tialfunktionen geschoben werden, sodass innerhalb einer jeden Stichprobe über alle 2Lτ Matrixelemente
der Weltlinie gemittelt werden kann und dadurch statistische Fluktuationen reduziert werden können. Es
ergibt sich somit

〈〈Ô〉〉
T

CGE =
1

2LτM

2∑
s=1

M∑
j=1

Lτ∑
i=1

〈ψ(j)
2i−2+s|Ôe−∆τĤs |ψ(j)

2i−1+s〉
〈ψ(j)

2i−2+s|e−∆τĤs |ψ(j)
2i−1+s〉

. (4.41)

Ist der Operator, dessen Erwartungswert bestimmt werden soll, diagonal in der gewählten Darstellung,
so vereinfacht sich obiger Ausdruck zu

〈〈Ô〉〉
T

CGE =
1

2LτM

2∑
s=1

M∑
j=1

Lτ∑
i=1

O(ψ
(j)
2i−2+s) . (4.42)

Dabei ist O(ψ
(j)
2i−2+s) = 〈ψ(j)

2i−2+s|Ôe−∆τĤs |ψ(j)
2i−2+s〉. Für ∆τ > 0 ist die imaginäre Zeitachse diskret. Die

Anzahl der Zeitscheiben ist durch β/∆τ gegeben und es wird für jede Stichprobe über die Erwartungswerte

O(ψ
(j)
2i−2+s) summiert. Wird nun der Grenzfall kontinuierlicher Imaginärzeit betrachtet, d. h. ∆τ → 0,

so wird τ eine kontinuierliche Variable mit τ ∈ [0, β]. Die Summation über die Zeitscheiben ist folglich
durch ein Integral über τ zu ersetzen und es ergibt sich für Operatoren, die in der gewählten Darstellung
diagonal sind,

lim
∆τ→0

〈〈Ô〉〉
T

CGE = lim
∆τ→0

1

2βM

2∑
s=1

M∑
j=1

Lτ∑
i=1

O(ψ
(j)
2i−2+s)∆τ =

1

βM

M∑
j=1

ˆ β

0

dτ O(ψ(j)(τ)) . (4.43)

Ist der Operator Ô hingegen nicht diagonal, so müssen vor Bildung des Grenzwertes ∆τ → 0 in (4.41)
alle auftretenden Fälle berechnet werden.

4.4.2 Anwendung auf das transversale Ising-Modell

Nach den allgemeinen Überlegungen zur Bestimmung der Erwartungswerte soll nun das transversale
Ising-Modell in zwei Dimensionen betrachtet werden. In [240] wurde durch Suzuki gezeigt, dass das
d-dimensionale quantenmechanisches Ising-Modell auf das (d + 1)-dimensionale klassische Ising-Modell
abgebildet werden kann. Für das zweidimensionale transversale Ising-Modell ist

Ĥ1 = −J
2

∑
<R,R′>

σ̂xRσ̂
x
R′ (4.44)

der Anteil des Hamiltonoperators, der die Wechselwirkung der Spins untereinander beschreibt, und

Ĥ2 = −h
2

∑
R

σ̂zR (4.45)

der Anteil, der die Wechselwirkung der Spins mit dem externen transversalen Feld beschreibt. Die
Zustände |ψj〉 werden aus den Basiszuständen der x-Basis gewählt. Die Operatoren des renormierten
Betrages der Magnetisierung sowie der Korrelationsfunktionen zweier Spins sind in dieser Basis diagonal.
Bei der Bestimmung des Erwartungswertes der Energie ist der Anteil, der sich aus der Wechselwirkung
der Spins untereinander ergibt, diagonal, der sich aus der Wechselwirkung der Spins mit dem externen
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Abbildung 4.5: Darstellung einer Weltlinienkonfi-
guration am Beispiel des eindimensionalen transver-
salen Ising-Modell mit freien Randbedingungen be-
stehend aus vier Spins. Die imaginäre Zeit ist auf
der Ordinate aufgetragen. Die Spins werden durch
klassische Ising-Spinvariable SxR(τ) = ±1 beschrie-
ben. Durchgezogene Linien bezeichnen Segmente der
Weltlinien, entlang derer die zugehörige Spinvaria-
ble den Wert +1 hat, gestrichelte Linien Segmente,
entlang derer die zugehörige Spinvariable den Wert
−1 hat. Zeitpunkte, an denen sich eine Spinvaria-
ble ändert, d. h. Segmentgrenzen der entsprechen-
den Weltlinie, sind auf der imaginären Zeitachse mar-
kiert. Sie bestimmen die Zeitintervalle, innerhalb de-
rer die Integrandenfunktion in der Darstellung der
Observablen in kontinuierlicher Imaginärzeit kon-
stant ist.

transversalen Feld ergebende Anteil hingegen nicht. Die Zeitscheiben in diskreter Imaginärzeit umfassen
alle Spins des Systems zu einem festen Zeitpunkt, sind also von der Dimension d. Die Spins werden durch
klassische Ising-Spinvariablen mit SxR(τn) = ±1 beschrieben mit τn = n · ∆τ . In kontinuierlicher Ima-
ginärzeit ergibt sich SxR(τ) = ±1 und die Weltlinien der Spins werden in Segmente unterteilt, innerhalb
derer die Spinvariable den konstanten Wert +1 oder −1 hat. Die Grenzen der Segmente, an denen die
Spinvariable entlang einer Weltlinie ihre Orientierung ändert, werden als Segmentgrenzen (Cuts) bezeich-
net. In Abbildung 4.5 ist für ein System aus vier Spins eine mögliche Weltlinienkonfiguration dargestellt.
Durchgezogene Linien entlang der Weltlinien bezeichnen Segmente, entlang derer die Spinvariable den
Wert +1 hat, gestrichelte Bereiche Segmente, entlang derer die Spinvariable den Wert −1 hat. Entlang
der imaginären Zeitachse sind alle Zeitpunkte markiert, zu denen Segmentgrenzen auftreten, d. h. sich
die Orientierung eines Spins ändert. Innerhalb dieser Zeitintervalle ist die Integrandenfunktion von (4.43)
konstant. Dies erlaubt die Auswertung des Integrals durch Aufteilen des Integrationsintervalls [0, τ ] in
Zeitintervalle, innerhalb derer die Integrandenfunktion konstant ist, und Aufsummieren der Produkte aus
der Länge der Zeitintervalle und dem Wert der Integrandenfunktion. Im Folgenden werden die konkreten
Vorschriften zur Berechnung der verschiedenen Observablen angegeben und im Anschluss daran wird ein
effizientes Verfahren zur Erzeugung der Stichproben für den Monte-Carlo-Mittelwert beschrieben.

Magnetisierung

Der Operator µ̂xBR, der den renormierten Betrag der Magnetisierung misst, ist in der x-Basis diagonal. Der
Monte-Carlo-Mittelwert seines thermischen Erwartungswertes kann somit unmittelbar in kontinuierlicher
Imaginärzeit angegeben werden. Unter Verwendung des Monte-Carlo-Mittelwertes

〈〈µ̂xB〉〉
T
CGE =

1

βMN

M∑
j=1

ˆ β

0

dτ
∣∣∣∑

R

S
x(j)
R (τ)

∣∣∣ (4.46)

für den thermischen Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung ergibt sich

〈〈µ̂xBR〉〉
T
CGE =

〈〈µ̂xB〉〉
T
CGE − µ

x
B,min

1− µxB,min

. (4.47)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators µ̂x ist gegeben durch

pTCGE(µxm) =
1

βM

M∑
j=1

ˆ β

0

dτ δ

(
1

N

∑
R

S
x(j)
R (τ)− µxm

)
. (4.48)
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Dabei bezeichnet µxm = N−m
N die Eigenwerte des Operators µ̂x der Magnetisierung in x-Richtung. m ist

die Anzahl der Spin down eines betrachteten Basiszustandes der x-Basis, d. h. m = 0, 1, . . . , N für ein
System bestehend aus N Spins. Die Anzahl der Eigenwerte beträgt somit N + 1. Sie liegen äquidistant
im Intervall [−1, 1]. Im thermodynamischen Limes werden die µxm kontinuierlich.
Im Limes T → ∞ kann der Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung unmittelbar bestimmt
werden ohne Notwendigkeit der Approximation als Monte-Carlo-Mittelwert. Es ist

lim
T→∞

e−βĤ = 1̂ (4.49)

und damit

lim
T→∞

ZCGE = 2N . (4.50)

Hieraus ergibt sich durch Bildung der Spur in der x-Basis für den Erwartungswert des Betrages der
Magnetisierung

lim
T→∞

〈µ̂xB〉
T
CGE =

1

2N

∑
x

〈x|µ̂xB|x〉 . (4.51)

Dies entspricht gerade dem Wert der unteren Schranke µxB,min des Betrages der Magnetisierung in (2.12).
Somit verschwindet der renormierte Betrag der Magnetisierung sowohl für h/J →∞ als auch für T/J →
∞.

Korrelationsfunktionen

Die Operatoren Ĉxxr der Korrelationsfunktionen zweier Spins im Abstand r sind ebenfalls diagonal in der
x-Basis. Für den Monte-Carlo-Mittelwert ergibt sich folglich in kontinuierlicher Imaginärzeit

〈〈Ĉxxr 〉〉
T

CGE =
1

βMNr

M∑
j=1

ˆ β

0

dτ
∑
R

S
x(j)
R (τ)S

x(j)
R+r(τ) . (4.52)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte von Ĉxxr lautet

pTCGE(εxxr ) =
1

βM

M∑
j=1

ˆ β

0

dτ δ

(
1

Nr

∑
R

S
x(j)
R (τ)S

x(j)
R+r(τ)− Cxxr

)
. (4.53)

Die εxxr sind die Eigenwerte von Ĉxxr . Sie liegen im Intervall [−1, 1] und sind im thermodynamischen
Limes kontinuierlich.

Energie

Bei der Bestimmung des Erwartungswertes der Energie ist zu beachten, dass nur der Anteil Ĥ1 des Ha-
miltonoperators, der den Energiebeitrag aus der Wechselwirkung der Spins untereinander beschreibt, in
der x-Basis diagonal ist. Der Anteil Ĥ2 hingegen, der die Wechselwirkung der Spins mit dem externen
transversalen Feld beschreibt, ist in der x-Basis nicht diagonal. Bei seiner Bestimmung muss somit von
(4.41) ausgegangen werden. Zunächst werde jedoch der thermische Erwartungswert von Ĥ1 in kontinu-
ierlicher Imaginärzeit angegeben. Abgesehen von dem Vorfaktor −J stimmt dieser pro Spin mit dem
Erwartungswert der Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn überein:

〈〈Ĥ1〉〉
T

CGE = − J

2βM

M∑
j=1

ˆ β

0

dτ
∑

<R,R′>

S
x(j)
R (τ)S

x(j)
R′ (τ) . (4.54)

Für den Anteil Ĥ2 der Wechselwirkung der Spins mit dem externen transversalen Feld müssen vor Bildung
des Grenzwertes ∆τ → 0 zunächst in (4.41) alle erlaubten Fälle betrachtet werden. Hierbei erweist es

sich als nützlich, die Operatoren e−∆τĤ1 und e−∆τĤ2 umzuschreiben gemäß

e−∆τĤ1 =
∏

<R,R′>

{
cosh

(
∆τ · J2

)
+ sinh

(
∆τ · J2

)
σ̂xRσ̂

x
R′

}
, (4.55a)
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e−∆τĤ2 =
∏
R

{
cosh

(
∆τ · h2

)
+ sinh

(
∆τ · h2

)
σ̂zR

}
. (4.55b)

Da Ĥ2 eine Summe von Ein-Spin-Operatoren ist und e−∆τĤ1 und e−∆τĤ2 wie oben gezeigt faktorisieren,
kann bei der Bestimmung des Erwartungswertes von Ĥ2 jede Position einzeln betrachtet und anschließend
über die Positionen summiert werden. Da Beiträge für die anderen Positionen des Systems in

−h
2

〈ψ(j)
2i−1|σ̂zRe−∆τĤ1 |ψ(j)

2i 〉
〈ψ(j)

2i−1|e−∆τĤ1 |ψ(j)
2i 〉

(4.56a)

bzw.

−h
2

〈ψ(j)
2i |σ̂zRe−∆τĤ2 |ψ(j)

2i+1〉
〈ψ(j)

2i |e−∆τĤ2 |ψ(j)
2i+1〉

(4.56b)

als Faktoren sowohl im Zähler als auch im Nenner auftauchen, können sie gekürzt werden, sofern sie nicht
unmittelbar null ergeben. Es verbleibt also

−h
2

〈ψ(j)
2i−1,R|σ̂zR

{
cosh

(
∆τ · J2

)
+ sinh

(
∆τ · J2

)
σ̂xRσ̂

x
R′

}
|ψ(j)

2i,R〉

〈ψ(j)
2i−1,R|

{
cosh

(
∆τ · J2

)
+ sinh

(
∆τ · J2

)
σ̂xRσ̂

x
R′

}
|ψ(j)

2i,R〉
(4.57a)

und

−h
2

〈ψ(j)
2i,R|σ̂zR

{
cosh

(
∆τ · h2

)
+ sinh

(
∆τ · h2

)
σ̂zR
}
|ψ(j)

2i+1,R〉

〈ψ(j)
2i,R|

{
cosh

(
∆τ · h2

)
+ sinh

(
∆τ · h2

)
σ̂zR
}
|ψ(j)

2i+1,R〉
(4.57b)

zu bestimmen. Der Index R der Zustände besagt, dass nur die Orientierung des Spins an der Position
R zu betrachten ist. Es ergeben sich hieraus vier zu untersuchende Fälle, die durch die Orientierung

des Spins an der Position R in ψ
(j)
2i−1 und ψ

(j)
2i bzw. ψ

(j)
2i und ψ

(j)
2i+1 bestimmt sind. Hat der Spin an

der Position R in ψ
(j)
2i−1 und ψ

(j)
2i−1 die gleiche Orientierung, so verschwindet (4.57a), da der Zähler null

ergibt. Ist seine Orientierung in den beiden Zuständen hingegen unterschiedlich, so liegt keine erlaubte

Konfiguration vor, da der Nenner verschwindet. Aus den Summanden mit e∆τĤ1 ergibt sich somit kein

Beitrag zu dem Monte-Carlo-Mittelwert. (4.57b) hat im Fall, dass der Spin an der Position R in ψ
(j)
2i und

ψ
(j)
2i+1 gleich orientiert ist, den Wert −h2 tanh(∆τ · h2 ) und im Fall, dass er unterschiedlich orientiert ist,

den Wert −h2 coth(∆τ · h2 ). Im Grenzfall ∆τ → 0 ergibt sich somit

lim
∆τ→0

1

β
tanh(∆τ · h2 )∆τ = 0 , (4.58a)

lim
∆τ→0

1

β
coth(∆τ · h2 )∆τ =

2

βh
, (4.58b)

d. h. es existiert nur ein Beitrag, wenn sich die Orientierung des Spins in den beiden Zuständen unterschei-
det. Der Beitrag eines Spins an der Position R zur Energie des Systems ist somit für eine Konfiguration

durch die Anzahl N
(j)
seg,R der Segmentgrenzen entlang seiner Weltlinie gegeben. Aus der Summation über

alle Spins des Systems folgt, dass der Beitrag des Nichtdiagonalanteils des Hamiltonoperators für eine ge-

gebene Weltlinienkonfiguration gerade der Gesamtzahl der Segmentgrenzen N
(j)
seg =

∑
RN

(j)
seg,R entspricht,

wobei keine explizite Abhängigkeit von h vorliegt:

〈〈Ĥ2〉〉
T

CGE = − 1

βM

M∑
j=1

N (j)
seg . (4.59)

Insgesamt ergibt sich also für den Monte-Carlo-Mittelwert der Energie des zweidimensionalen transver-
salen Ising-Modells im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T

〈〈Ĥ〉〉
T

CGE = − 1

βM

M∑
j=1

J2
ˆ β

0

dτ
∑

<R,R′>

S
x(j)
R (τ)S

x(j)
R′ (τ) +N (j)

seg

 . (4.60)
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Die Stärke des externen transversalen Feldes taucht in diesem Ausdruck nicht explizit auf. Sie erscheint
nur über die Anzahl der Segmentgrenzen, wie sich in der folgenden Beschreibung der Bestimmung der
Konfigurationen des Systems, über die der Monte-Carlo-Mittelwert gebildet wird, zeigen wird. Zuvor
werden jedoch noch die Grenzfälle T → 0 und T →∞ betrachtet. Für T → 0 stimmt der Erwartungswert
der Energie im System mit dem kleinsten Eigenwert des Hamiltonoperators überein, da sich das System
im Grundzustand befindet. Ist hingegen T →∞, so folgt mit (4.49) und (4.50) und Bildung der Spur in
der Basis {|n〉} der Eigenzustände von Ĥ

lim
T→∞

〈Ĥ〉
T

CGE =
1

2N

∑
λ

Eλ = 0 . (4.61)

Dabei ist Eλ der Eigenwert von Ĥ zum Eigenzustand |Ψλ〉. Die Summation über alle Eigenenergien des
Systems ergibt null.

4.4.3 Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginärzeit

Zur Bestimmung der Konfigurationen, über die der Monte-Carlo-Mittelwert gebildet wird, wird ein
Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginärzeit verwendet, der auf Rieger und Ka-
washima zurückgeht [209]. Im Rahmen des Quantum-Classical Mapping wird die freie Energie F des
Systems mithilfe der Suzuki-Trotter-Zerlegung geschrieben in der Form

F = − 1

β
lim

∆τ→0
ln
{

Sp
[

exp(−Sxklassisch)
]}

. (4.62)

Dabei ist für den Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nach (4.1)

Sxklassisch = −K
∑

n,<R,R′>

SxR(τn)SxR′(τn)−K ′
∑
n,R

SxR(τn)SxR(τn+1) (4.63)

mit

K = ∆τ · J2 , (4.64a)

K ′ = − 1
2 ln

{
| tanh(∆τ · h2 )|

}
. (4.64b)

Die SxR(τn) = ±1 bezeichnen den Wert der klassischen Ising-Spinvariable zum Zeitpunkt τn = n · ∆τ .
Der zusätzliche Summationsindex n, der von 1 bis Lτ läuft, bezeichnet die Lτ Zeitscheiben, in die die
imaginäre Zeitachse unterteilt ist. Die Wechselwirkung der Spins innerhalb einer Zeitscheibe wird durch
K gemäß (4.64a) beschrieben, die Wechselwirkung zwischen Spins in verschiedenen Zeitscheiben durch K ′

gemäß (4.64b). Im Grenzfall kontinuierlicher Imaginärzeit, d. h. ∆τ → 0, ergibt sich die Beschreibung der
Spins durch Weltlinien mit Segmenten, innerhalb derer die Ising-Spinvariable den konstanten Wert +1
oder −1 hat. Die Erzeugung der Stichproben, über die die Monte-Carlo-Mittelwerte zur Approximation
der gesuchten quantenmechanischen Erwartungswerte gebildet werden, erfolgt mithilfe einer Cluster-
Methode nach Swendsen und Wang [241]. Der Algorithmus ist ergodisch und erfüllt die Bedingung der
detaillierten Bilanz. Die Idee des Swendsen-Wang-Algorithmus besteht darin, bei der Aktualisierung der
Konfiguration des Systems Spins zu Clustern zusammenzufassen, die anschließend gemeinsam umgeklappt
werden. Benachbarte Spins mit gleicher Orientierung werden mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit in
das Cluster eingebunden, wohingegen Spins mit unterschiedlicher Orientierung nicht in einem Cluster
verknüpft werden. Für ∆τ > 0 beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass zwei parallele Spins SxR(τn) und
SxR′(τn), die nächste Nachbarn sind, in einem Cluster zusammengefasst werden,

p = 1− exp
{
− 2K

}
= ∆τ · J +O(∆τ2) . (4.65)

Nächste Nachbarn entlang der imaginären Zeitachse werden mit der Wahrscheinlichkeit

p′ = 1− exp
{
− 2K ′

}
= 1−∆τ · h2 +O(∆τ2) (4.66)

verknüpft. Die Wahrscheinlichkeit dafür, die Spins entlang der imaginären Zeitachse an einer bestimmten
Position R des Systems über ein endliches Zeitintervall der Länge T < β zu verknüpfen, ist gegeben
durch die Wahrscheinlichkeit dafür, T /∆τ Verknüpfungen zu erzeugen, d. h.

(p′)T /∆τ = (1−∆τ · h2 )T /∆τ . (4.67)
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Abbildung 4.6: Illustration der Erzeugung der Konfigurationen des Systems mithilfe des Swendsen-
Wang-Cluster-Algorithmus. (a) Konfiguration des Systems vor Aktualisierung der Konfiguration. Kon-
tinuierliche Linien bezeichnen Segmente der Weltlinien mit Spin up, gestrichelte Linien Segmente der
Weltlinien mit Spin down. (b) Erzeugung neuer Segmentgrenzen entlang der Weltlinien, dargestellt durch
Kreuze, mit Wahrscheinlichkeit nach (4.68). (c) Verknüpfung von Segmenten benachbarter Spins mit
gleicher Spinorientierung mit Wahrscheinlichkeit nach (4.70). (d) Erzeugung der Segmente entlang der
Weltlinien, nachdem jedem Cluster mit gleicher Wahrscheinlichkeit der Wert +1 oder −1 zugewiesen wur-
de. (e) Entfernung redundanter Segmentgrenzen innerhalb von Segmenten. Die Abbildung wurde [209]
nachempfunden.

Im Limes ∆τ → 0 wird diese Wahrscheinlichkeit zu

lim
∆τ→0

(p′)T /∆τ = exp
{
− h

2T
}
. (4.68)

Wird somit ein Weltliniensegment der Länge T betrachtet, folgt die Erzeugung neuer Segmentgren-
zen innerhalb dieses Segments einem Poisson-Prozess, der durch die Stärke des externen transversalen
Feldes bestimmt wird. Segmente entlang der Weltlinien benachbarter Spins des Systems, beispielsweise
S
x

R

{
[τpR, τ

q
R]
}

und S
x

R′
{

[τpR′ , τ
q
R′ ]
}

, können verknüpft werden, wenn die Orientierung der Spins in ihnen
übereinstimmt und die Schnittmenge ihrer Zeitintervalle [τpR, τ

q
R]∩ [τpR′ , τ

q
R′ ] nicht leer ist. Diese Schnitt-

menge wird nun als T bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, die beiden Segmente nicht zu verknüpfen,
lautet

(1− p)T /∆τ = (1−∆τ · J)T /∆τ . (4.69)

Im Limes ∆τ → 0 ergibt sich schließlich

lim
∆τ→0

(1− p)T /∆τ = exp
{
− JT

}
. (4.70)

Es werden nun die erzeugten Cluster identifiziert und ihnen mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Orien-
tierungen +1 oder −1 zugewiesen. Hieraus ergeben sich neue Segmente entlang der Weltlinien. In ihnen
vorhandene redundante Segmentgrenzen werden abschließend entfernt und die Observablen für die er-
zeugte Konfiguration bestimmt. In Abbildung 4.6 ist das Verfahren schematisch dargestellt für eine lineare
Kette aus sieben Spins mit freien Randbedingungen.

4.4.4 Resultate

Zur Überprüfung des Monte-Carlo-Algorithmus zur Bestimmung der thermischen Erwatungswerte des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells im Gleichgewicht bei endlicher Temperatur T werden sei-
ne Resultate für den renormierten Betrag der Magnetisierung sowie die Energie des Systems pro Spins mit
Resultaten aus der exakten Diagnalisierung des Hamiltonoperators verglichen. Da Quadratgitter betrach-
tet werden und im Falle der exakten Diagonalisierung die Kenntnis aller Eigenwerte und Eigenzustände
des Systems erforderlich ist, wird aufgrund des Rechenaufwandes an dieser Stelle lediglich ein System der
Größe 3× 3 betrachtet, also auf die bisherige Forderung nach gerader Kantenlänge verzichtet. In Abbil-
dung 4.7 ist der Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung als Funk-
tion von T/J für verschiedene Verhältnisse h/J für das transversale Ising-Modell auf dem 3 × 3 - Gitter
dargestellt. Abbildung 4.7 (a) zeigt die Resultate der exakten Diagonalisierung des Hamiltonoperators,
Abbildung 4.7 (b) die Resultate des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginärzeit.
Es zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung. Anhand der Abbildung wird die Wirkung der Einfluss-
größen J , h und T auf die Ordnung innerhalb des Systems ersichtlich. Sowohl die Kopplung J der Spins
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(a) Exakte Diagonalisierung
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(b) Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus
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Abbildung 4.7: Erwartungswert des renormierten Betrages der Magnetisierung in x-Richtung als Funk-
tion von T/J für verschiedene Verhältnisse h/J für ein System der Größe 3 × 3 bestimmt mithil-
fe (a) exakter Diagonalisierung und (b) des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Ima-
ginärzeit. Jeder Datenpunkt wurde aus 100000 Monte-Carlo-Samples bestimmt. Es zeigt sich eine sehr
gute Übereinstimmung der Kurvenverläufe. Eine Erklärung des Verlaufs der Kurven als Funktion von J ,
h und T kann dem Haupttext entnommen werden.
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(b) Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus

-15

-12.5

-10

-7.5

-5

-2.5

0

0 2.5 5 7.5 10 12.5 15

E
/(
N
J
)

T/J

− h/J = 1
− h/J = 2
− h/J = 3
− h/J = 4

− h/J = 5
− h/J = 10
− h/J = 15
− h/J = 20

Abbildung 4.8: Erwartungswert der Energie pro Spin als Funktion von T/J für verschiedene
Verhältnisse h/J für ein System der Größe 3 × 3 bestimmt mithilfe (a) exakter Diagonalisierung und
(b) des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginärzeit. Jeder Datenpunkt wurde aus
100000 Monte-Carlo-Samples bestimmt. Es zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung der Kurvenverläufe.

untereinander als auch das externe Transversalfeld sind bestrebt, eine Ordnung innerhalb des Systems
zu schaffen. Die Kopplung J versucht, die Spins parallel zueinander in x-Richtung auszurichten. Dabei
ist nur die relative Orientierung der Spins zueinander von Bedeutung, es exisitiert keine Bevorzugung
der positiven oder der negativen x-Richtung. Das externe transversale Feld hingegen versucht, die Spins
entlang der positiven z-Richtung auszurichten. Die Kopplung J der Spins untereinander und das exter-
ne transversale Feld h wirken somit einander entgegen. Durch Erhöhung der Temperatur hingegen wird
jegliche Ordnung innerhalb des Systems gestört. Sind die Spins bevorzugt parallel bzgl. der x-Richtung
orientiert, d. h. ist J groß im Verhältnis zu h, so wird eine Erhöhung der Temperatur den Betrag der Ma-
gnetisierung in x-Richtung verringern. Ist hingegen h groß verglichen mit J , so sind die Spins bevorzugt
in z-Richtung orientiert. Erhöhung von T stört diese Ordnung und erhöht somit für kleine T zunächst den
Betrag der Magnetisierung in x-Richtung. Erst bei höheren Temperaturen fällt der renormierte Betrag
der Magnetisierung in x-Richtung wieder ab und strebt für T →∞ wie vorhergesagt gegen null.
In Analogie zu den Betrachtungen des renormierten Betrages der Magnetisierung ist in Abbildung 4.8
der Verlauf des Erwartungswertes der Energie pro Spin in Abhängigkeit von J als Funktion von T/J für
verschiedene Verhältnisse h/J für das 3× 3 - System dargestellt. Wiederum zeigt sich eine hervorragende
Übereinstimmung der Resultate der exakten Diagonalisierung und des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus.
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(a) L = 4

0

0.5

1

1.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

T
/
J

h/J

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(b) L = 8
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(c) L = 12
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(d) L = 16
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Abbildung 4.9: Erwartungswert des renormierten Betrages der Magnetisierung für das im thermischen
Gleichgewicht befindliche zweidimensionale transversale Ising-Modell auf einem Quadratgitter der Kan-
tenlänge (a) L = 4, (b) L = 8, (c) L = 12 und (d) L = 16 in Abhängigkeit von h/J und T/J . Durch
die Wahl der Observable kann bereits für die betrachteten endlichen Systemgrößen der im thermodyna-
mischen Limes durch spontane Symmetriebrechung entstehende Bereich ferromagnetischer Ordnung im
Phasendiagramm identifiziert werden. Mit zunehmender Systemgröße nähert sich dieser den Resultaten
für das System im thermodynamischen Limes an. Für dieses ist (T/J)crit ≈ 1.135 im Falle h/J = 0 [197]
und (h/J)crit ≈ 3.044 im Falle T/J = 0 [194, 208, 209]. Die gestrichelte Linie beschreibt den Verlauf der
Grenze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase im thermodynamischen Limes.

Für T →∞ strebt der Erwartungswert der Energie wie vorhergesagt gegen null.
Nach der Überprüfung der Genauigkeit des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Ima-
ginärzeit zur Bestimmung der thermischen Erwartungswerte des zweidimensionalen transversalen Ising-
Modells im Gleichgewicht bei einer endlichen Temperatur T sollen nun die Phasendiagramme des renor-
mierten Betrages der Magnetisierung sowie der Energie pro Spin in Abhängigkeit von h/J und T/J für
verschiedene Systemgrößen untersucht werden. In Abbildung 4.9 ist der renormierte Betrag der Magneti-
sierung in Abhängigkeit von h/J und T/J für verschiedene Systemgrößen dargestellt. Durch die Betrach-
tung des renormierten Betrages der Magnetisierung zeigt sich auch für endliche Systemgrößen der Bereich
des Phasendiagramms, in dem im thermodynamischen Limes durch spontane Symmetriebrechung ferro-
magnetische Ordnung auftritt. Für verschwindendes Transversalfeldes wurde der Phasenübergang von
Onsager in [197] zu (T/J)crit = 1/ ln(1 +

√
2) ≈ 1.135 bestimmt und für verschwindende Temperatur zu

(h/J)crit ≈ 3.044 (Reihenentwicklung durch Pfeuty und Elliot in [194], Dichtematrixrenormierungsgruppe
durch du Croo de Jongh und van Leeuwn in [208], Quanten-Monte-Carlo durch Rieger und Kawashima
in [209]). Abseits dieser Spezialfälle kann der Phasenübergang zwischen der ferromagnetischen und der
paramagnetischen Phase im thermodynamische Limes als Funktion von h/J und T/J mithilfe der Binder-
Kumulante [242]

U = 1−
〈(µ̂x)4〉CGE

3 〈(µ̂x)2〉2CGE

(4.71)

und Finite-Size-Scaling bestimmt werden. Im thermodynamische Limes ist

lim
N→∞

U =

{
2
3 für (T/J) < (T/J)crit

0 für (T/J) > (T/J)crit

. (4.72)

Die gestrichelte Linie in den Phasendiagrammen in Abbildung 4.9 beschreibt den Verlauf der Gren-
ze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase im thermodynamischen Limes. Ein
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Abbildung 4.10: Erwartungswert der Energie pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante J für
das im thermischen Gleichgewicht befindliche zweidimensionale transversale Ising-Modell auf einem Qua-
dratgitter der Kantenlänge (a) L = 4, (b) L = 8, (c) L = 12 und (d) L = 16 in Abhängigkeit von h/J
und T/J . Aus den Phasendiagrammen kann die effektive Temperatur des Systems nach den Quench-
protokollen bestimmt werden. Es zeigt sich nur eine geringe Abhängigkeit der Energie pro Spin von der
Systemgröße im Gegensatz zum renormierten Betrag der Magnetisierung in Abbildung 4.9.

Vergleich der Resultate des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus für verschiedenen Systemgrößen zeigt, dass
sie sich bereits für L = 16 nahe an den Resultaten für das System im thermodynamischen Limes befin-
den. Bei noch größeren Systemen ergeben sich nur noch geringfügige Verbesserungen. Für die kleineren
Systemgrößen hingegen zeigen sich deutliche Abweichungen. Nach den Betrachtungen zur Magnetisie-
rung des System im Gleichgewicht bei endlicher Temperatur soll nun der Erwartungswert der Energie
untersucht werden. In Abbildung 4.10 ist dieser in Einheiten der Kopplungskonstante J für verschiedene
Systemgrößen pro Spin in Abhängigkeit von h/J und T/J dargestellt. Im Gegensatz zum renormierten
Betrag der Magnetisierung weist der Erwartungswert der Energie nur eine geringe Abhängigkeit von der
Systemgröße auf. Es zeigt sich, dass die Energieisolinien im Phasendiagramm einen Wendepunkt aufwei-
sen, der auf der Grenze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase liegt. Für das
16× 16 - System ist in Abbildung 4.11 (a) der Verlauf mehrerer Energieisolinien dargestellt. In Abbildung
4.11 (b) sind die Energieisolinien im Phasendiagramm des renormierten Betrages der Magnetisierung
eingezeichnet, um das Auftreten der Wendepunkte am Phasenübergang zu veranschaulichen.
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Abbildung 4.11: Phasendiagramme (a) des Erwartungswertes der Energie pro Spin in Einheiten von
J sowie (b) des renormierten Betrages der Magnetisierung für das transversale Ising-Modell auf dem
16 × 16 - Gitter. Die in den Graphen eingezeichneten Energieisolinien weisen jeweils einen Wendepunkt
auf, der auf der Grenze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase liegt.
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4.5 Effektive Temperatur

Mithilfe der thermischen Erwartungswerte der Energie des Systems kann nun im Folgenden die effektive
Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und Feldquenchs bestimmt. Für die Wechselwir-
kungsquenchs wurde gezeigt, dass der Erwartungswert der Energie pro Spin nach dem Quench −h/2
beträgt. Die effektive Temperatur des Systems ist also dadurch bestimmt, dass für sie der thermische
Erwartungswert des Hamiltonoperators nach dem Quench mit den Parametern J und h gerade −h/2 ist.
Für die Feldquenchs hingegen ist der Erwartungswert der Energie pro Spin nach dem Quench durch −J
gegeben. Die Bestimmung der effektiven Temperatur aus dem Verlauf der Energie pro Spin ist in Abbil-
dung 4.12 veranschaulicht. Zu diesem Zweck ist die Energie pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante
J für verschiedene Verhältnisse h/J als Funktion von T/J aufgetragen.
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Abbildung 4.12: Bestimmung der effektiven Temperatur des Systems nach (a) den Wechselwirkungs-
quenchs und (b) den Feldquenchs für verschiedenen Verhältnisse h/J . Im Falle der Wechselwirkungs-
quenchs muss der Erwartungswert der Energie pro Spin bei der effektiven Temperatur den Wert −h/2
haben, im Falle der Felquenchs den Wert−J . Der Farbcode lautet− h/J = 0.5,− h/J = 1,− h/J = 1.5,
− h/J = 2.0, − h/J = 2.5 im Falle der durchgezogenen Linien und − h/J = 3.0, − h/J = 3.5,
− h/J = 4.0, − h/J = 4.5, − h/J = 5.0 im Falle der gestrichelten Linien.

In Abbildung 4.13 sind die sich aus der Bedingung der Übereinstimmung der Energien ergebenden ef-
fektiven Temperaturen des Systems nach den Wechselwirkungsquenchs gemäß (4.15) sowie nach den
Feldquenchs gemäß (4.19) als Funktion von h/J für verschiedene Systemgrößen aufgetragen. Der Ver-
lauf der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungsquenchs in Abbildung 4.13 (a) zeigt, dass das
System durch das Einschalten einer Kopplung zwischen den Spins nicht in die ferromagnetischen Phase
überführt werden kann, d. h. aus dem vollständig ungeordneten Zustand in Bezug auf die x-Richtung keine
langreichweitige ferromagnetische Ordnung in x-Richtung entstehen kann. Der Einfluss der Systemgröße
auf den Verlauf der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungsquenchs ist nur gering. Lediglich
in der Nähe des Phasenüberganges zeigen das 4× 4 - System und in geringerem Maße das 8× 8 - System
Abweichungen von den Resultaten für die beiden größeren Systemgrößen. Die Resultate für das 12× 12 -
System und das 16×16 - System stimmen nahezu überein. Ursache für die für die kleineren Systemgrößen
beobachteten Abweichungen insbesondere in der Nähe des Phasenüberganges ist die dort divergierende
Korrelationslänge. Unter der Korrelationslänge ist in diesem Zusammenhang der typische Durchmesser
von Spinclustern innerhalb des Systems zu verstehen. Die Korrelationslänge übersteigt in der Nähe des
Phasenüberganges die Systemgröße und verursacht dadurch die Abweichungen. Ist die Korrelationslänge
hingegen kleiner als die Systemgröße, so ergeben sich keine Änderungen mehr mit weiter ansteigender
Systemgröße. In der paramagnetischen Phase verschwindet die Korrelationslänge mit zunehmendem Ab-
stand vom Phasenübergang. Weiterhin weist der Verlauf der effektiven Temperatur ein Minimum auf. Der
Wert von h/J , für den dieses Minimum auftritt, nähert sich mit wachsender Systemgröße dem kritischen
Verhältnis (h/J)crit ≈ 3.044, für den das System im Gleichgewicht bei T = 0 von der ferromagnetischen
in die paramagnetische Phase übergeht.
Für die Feldquenchs kann Abbildung 4.13 (b) entnommen werden, dass das System für Quenchs hin zu
h/J & (h/J)crit/2 die ferromagnetischen Phase verlässt. Ein Vergleich des Verlaufs der effektiven Tempe-
ratur in Abhängigkeit von h/J für verschiedene Systemgrößen zeigt, dass innerhalb der ferromagnetischen
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Abbildung 4.13: Effektive Temperatur des Systems (a) nach den Wechselwirkungsquenchs und (b) nach
den Feldquenchs bestimmt gemäß (4.22) für verschiedene Systemgrößen. Für die Wechselwirkungsquenchs
muss der thermische Erwartungswert der Energie pro Spin bei der effektiven Temperatur des Systems
−h/2 betragen, für die Feldquenchs −J . Abbildung (a) zeigt, dass das System durch die Wechselwirkungs-
quenchs nicht in die ferromagnetische Phase gelangen kann. Abbildung (b) kann entnommen werden, dass
für Feldquenchs zu Werten h/J ≈ (h/J)crit/2 das System die ferromagnetische Phase verlässt.

Phase die Systemgröße nahezu keinen Einfluss auf die effektive Temperatur hat. Wird das System durch
den Quench näher an den Phasenübergang gebracht, so nehmen die Abweichungen zwischen den ver-
schiedenen Systemgrößen zu. Ursache hierfür ist wiederum die divergierende Korrelationslänge. In der
paramagnetischen Phase nähern sich die effektiven Temperaturen für die verschiedenen Werte von L nach
den Feldquenchs wieder an.
Der qualitative Verlauf der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs kann
unter Berücksichtigung des Verlauf der Energie des Systems in Abhängigkeit von der Temperatur für
ein vorgegebenes Verhältnis h/J verstanden werden. Hierzu wird wiederum Abbildung 4.12 betrachtet.
Die Grundzustandsenergie des Systems bei T = 0 fällt monoton mit steigendem Verhältnis h/J ab. Für
h/J = 0 beträgt die Energie pro Spin −J . Die Kopplung zwischen den Spins bleibt für kleine Verhältnisse
von h/J in der ferromagnetischen Phase der dominierende Beitrag zur Gesamtenergie. Mit weiter zuneh-
mendem Verhältnis h/J entfernt sich die Grundzustandsenergie des Systems pro Spin immer weiter von
−J und strebt im Limes eines unendlich starken Transversalfeldes von unten gegen −h/2. Eine Betrach-
tung des Verlaufs des Erwartungswertes der Energie pro Spin als Funktion der Temperatur für festes
Verhältnis h/J zeigt, dass die Energie monoton mit der Temperatur ansteigt. Im Grenzfall T/J → ∞
strebt der Erwartungswert der Energie wie in (4.61) gezeigt wurde von unten gegen 0 unabhängig vom
Verhältnis h/J . Für kleine Temperaturen hingegen existiert ein Temperaturbereich, in dem die Tem-
peratur nahezu keinen Einfluss auf den Erwartungswert der Energie des Systems hat. Wie Abbildung
4.12 entnommen werden kann, ist dieser Temperaturbereich umso ausgeprägter, je weiter das Verhältnis
h/J vom kritischen Punkt (h/J)crit entfernt ist. Dies kann wiederum durch die Ordnung im System und
die Beeinflussung dieser durch die Temperatur erklärt werden. Für kleine Verhältnisse h/J werden die
Spins durch die Kopplung untereinander bevorzugt parallel zueinander in x-Richtung ausgerichtet. Für
große Verhältnisse h/J hingegen ist eine Orientierung in Richtung des externen transversalen Feldes in
z-Richtung energetisch günstiger. Die Temperatur stört die Ordnung der Spins, indem sie Fluktuationen
der Orientierung der Spins hervorruft. Je stärker die Ordnung in x- bzw. z-Richtung innerhalb des Sys-
tems ausgepägt ist, d. h. je weiter h/J vom kritischen Punkt entfernt ist, desto schwieriger ist es für die
Temperatur, die Ordnung zu stören. Aus diesem Grund ist der Temperaturbereich für kleine Temperatu-
ren, in dem der Erwartungswert der Energie durch Erhöhung der Temperatur des Systems kaum geändert
wird, umso ausgeprägter, je weiter das System vom kritischen Punkt entfernt ist. Dieses Verhalten hat
Einfluss auf die effektive Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs.
Für die Wechselwirkungsquenchs ist die effektive Temperatur des Systems nach dem Quench dadurch
bestimmt, dass der Erwartungswert der Energie pro Spin −h/2 betragen muss. Für kleine Verhältnisse
h/J strebt der Erwartungswert der Energie pro Spin bei T = 0 gegen −J , liegt also deutlich unterhalb
von −h/2. Zudem sind aufgrund der stärker ausgeprägten Ordnung der Spins in x-Richtung höhere Tem-
peraturen erforderlich, bevor die Energie ansteigt. Aus diesen Gründen nimmt die effektive Temperatur
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des System nach Wechselwirkungsquenchs mit kleinem Verhältnis h/J zu und divergiert für h/J → 0,
da der Energieerwartungswert null nur für T → ∞ erreicht wird. Werden nun Wechselwirkungsquenchs
mit großem Verhältnis h/J betrachtet, so liegt der Erwartungswert der Energie pro Spin bei T = 0
nur geringfügig unterhalb dem in der Bestimmungsgleichung der effektiven Temperatur geforderten Wert
von −h/2. In diesem Fall ist jedoch die Ordnung der Spins in z-Richtung entlang des Transversalfel-
des stark ausgeprägt und es sind dementsprechend wiederum hohe Temperaturen erforderlich, bevor der
Erwartungswert der Energie des Systems ansteigt. Somit steigt die effektive Temperatur des Systems
nach Wechselwirkungsquenchs auch für große Verhältnisse h/J an. Das Minimum der effektiven Tempe-
ratur nach den Wechselwirkungsquenchs liegt nahe dem kritischen Punkt (h/J)crit ≈ 3.044, da für dieses
Verhältnis von h/J aufgrund der nur schwach ausgeprägten Ordnung der Spins innerhalb des Systems
im Vergleich zu größeren und kleineren Verhältnissen die geringste Temperatur erforderlich ist, bevor der
Erwartungswert der Energie von seinem Wert für T = 0 ansteigt. Dieser Effekt dominiert gegenüber der
Tatsache, dass für größere Verhältnisse h/J der Erwartungswert der Energie pro Spin bereits näher an
−h/2 liegt, sodass sich das Minimum der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungsquenchs in
Abbildung 4.13 (a) nahe am kritischen Punkt befindet.
Im Falle der Feldquenchs ist die effektive Temperatur des Systems nach dem Quench dadurch bestimmt,
dass der Erwartungswert der Energie pro Spin −J betragen muss. Hieraus ergibt sich unter Beachtung
der Absenkung der Grundzustandsenergie bei T = 0 mit zunehmendem Verhältnis h/J ein monotoner
Anstieg der effektiven Temperatur des Systems nach den Feldquenchs in Abhängigkeit von h/J . Für
h/J → ∞ divergiert die effektive Temperatur. Im Falle h/J → 0 wird die effektive Temperatur durch
zwei Effekte beeinflusst. Einerseits nähert sich der Erwartunsgwert der Energie des Systems pro Spin für
kleine Temperaturen immer weiter dem Wert −J von unten an. Andererseits sind für immer kleinere
Verhältnisse von h/J immer größere Temperaturen erforderlich, um die Ordnung der Spins in x-Richtung
zu stören und zu einem Anstieg des Erwartungswertes der Energie des Systems zu führen. Der Verlauf
der effektiven Temperatur in Abbildung 4.13 (b) zeigt, dass der erste Effekt dominiert. Die effektive Tem-
peratur des Systems nach den Feldquenchs strebt somit für h/J → 0 gegen null, wobei der Wert der
effektiven Temperatur von null für h/J = 0 exakt bekannt ist. Anschaulich kann dieses Verhalten derart
verstanden werden, dass kleinere Verhältnisse h/J zu schwächeren Feldquenchs gehören und somit eine
geringere effektive Temperatur des Systems nach dem Quench bewirken.
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4.6 Zeitentwicklung - Überblick

Nach den Betrachtungen zum zweidimensionalen transversalen Ising-Modell im thermischen Gleichge-
wicht und der Bestimmung der effektiven Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und den
Feldquenchs soll sich nun der Untersuchung seiner Zeitentwicklung zugewandt werden. Wie bereits gezeigt
wurde, kann der Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nicht durch eine
Transformation auf ein System freier Fermionen diagonalisiert werden. Aus diesem Grund kann die für
das eindimensionale transversale Ising- und XY-Modell beschriebene Freie-Fermionen-Technik nicht an-
gewendet werden und es ist somit nicht möglich, die Zeitentwicklung des Systems für Systemgrößen exakt
zu beschreiben, die über diejenigen hinausgehen, die mittels numerischer Diagonalisierung des Hamilton-
operators oder numerischer Integration der Schrödingergleichung behandelt werden können. Aufgrund
des exponentiellen Wachstums der Dimension des Hilbertraumes mit der Anzahl der Spins des Systems
gemäß dim(H) = 2N erreichen diese Verfahren bereits für relativ kleine Systemgrößen ihre Grenzen. Für
die im Rahmen der Dissertation verwendeten, aus den Numerical Recipes in C++ [219] entnommenen
Algorithmen liegen diese Grenzen für die betrachteten Quadratgitter bei 3× 3 im Falle der exakten Dia-
gonalisierung des Hamiltonoperators zur Bestimmung aller Eigenwerte und Eigenzustände bzw. 5 × 5
bei der numerischen Integration der Schrödingergleichung. Eine weitere Konsequenz der Nichtdiagonali-
sierbarkeit des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells durch eine Transformation auf ein System
freier Fermionen besteht darin, dass die für das Modell in einer Dimension hergeleitete semiklassische Be-
schreibung des Relaxationsprozesses nach dem Quench ebenfalls nicht angewendet werden kann, da keine
wohldefinierten nicht wechselwirkenden Quasiteilchen existieren. Die Teilchenzahl der Quasiteilchen wäre
somit keine Erhaltungsgröße unter der unitären Zeitentwicklung. Dies ist auch zu erwarten, da für das
transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen aufgrund seiner Nichtintegrabilität die Gesamtenergie die
einzige Erhaltungsgröße darstellt. Eine semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses müsste also
eine Wechselwirkung der Quasiteilchen untereinander berücksichtigen sowie ihre nicht erhaltene Beset-
zungszahl. Weiterhin wäre die Bewegungsrichtung der Quasiteilchen in zwei Dimensionen im Gegensatz
zum eindimensionalen Modell nicht a priori ersichtlich.
Aus den oben genannten Gründen ergibt sich somit für das zweidimensionale transversale Ising-Modell
die Notwendigkeit neuer, approximativer Verfahren zur Beschreibung seiner Nichtgleichgewichtsdyna-
mik. Obwohl die numerische Diagonalisierung des Hamiltonoperators und die numerische Integration der
Schrödingergleichung auf kleine Systeme beschränkt sind, werden sie bei der Überprüfung der Genau-
igkeit dieser Näherungsverfahren eine wichtige Rolle spielen. Eines der Standardverfahren zur Beschrei-
bung nicht exakt lösbarer Systeme stellt Störungsrechnung dar. Mit ihrer Hilfe kann für kleine Zeiten
und im Falle, dass einer der Parameter des Hamiltonoperators klein ist gegenüber den anderen Para-
metern und er somit als Störung betrachtet werden kann, die Zeitentwicklung des Systems bestimmt
werden. Im folgenden Kapitel wird die Anwendung zeitabhängiger Störungsrechnung auf das System
nach den Feldquenchs beschrieben werden. Diese Ergebnisse wurden in Zusammenarbeit mit Jonas Haf-
ner erzeugt und in Teilen bereits im Rahmen seiner Masterarbeit [225] veröffentlicht. Eine Alternative
zur zeitabhängigen Störungstheorie stellt eine Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators dar. Die-
se wurde beispielsweise von Hamerla und Uhrig in [88–90] auf das Hubbard-Modell angewendet, liefert
jedoch, wie durch Jonas Hafner in [225] gezeigt wurde, im Falle des transversalen Ising-Modells in ei-
ner und in zwei Dimensionen für die erreichbaren Ordnungen der Entwicklung schlechtere Ergebnisse
als die zeitabhängige Störungstheorie. Weiterhin wurde von Jonas Hafner in [225] ein Verfahren entwi-
ckelt, welches basierend auf zeitabhängiger Mean-Field-Theorie auf Grundlage der BBGKY-Hierarchie
(Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon-Hierarchie) eine Näherung für die Zeitentwicklung des Systems
nach den Feldquenchs beschreibt. Dieses Verfahren erlaubt die Betrachtung großer Systeme sowie die Un-
tersuchung lokaler Quenchs, d. h. Quenchs, die die Parameter des Hamiltonoperators positionsabhängig
ändern, kann jedoch nicht die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen be-
schreibenden Operatoren bestimmen. Es wird im Folgenden daher nur zur Untersuchung der Ausbreitung
einer lokalen Störung genutzt werden. Ein ähnliches Verfahren wurde auch von Pucci et al. in [223] auf
das zweidimensionale transversale Ising-Modell angewendet. Ein weiteres Verfahren zur Untersuchung der
Nichtgleichgewichtsdynamik des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells stellt die Erweiterung der
ursprünglich für eindimensionale Systeme entwickelten zeitabhängigen Dichtematrixrenormierungsgrup-
pe (t-DMRG) auf zwei Dimensionen dar. Dies kann z. B. durch die Verwendung von Matrixprodukt-
zuständen (Matrix Product States, MPS) erreicht werden [57]. Ein in [42, 52] beschriebenes Vorgehen
schließlich bildet die Dynamik quantenmechanischer Spinsysteme auf ein System stochastischer Differen-
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tialgleichungen ab, deren Anzahl linear mit der Anzahl der Spins im System anwächst. Das Verfahren
erlaubt die Betrachtung großer Systeme beliebiger Dimensionalität sowie eine Abschätzung des Fehlers
der Resultate, jedoch nimmt dieser bereits für Zeiten, die zu kurz sind, um Mittelwerte über sie zu
bestimmen, so stark zu, dass ein Vergleich von Zeitmittel und Ensemblemittel nicht möglich ist. Im
Folgenden wird daher zur Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik des zweidimensionalen trans-
versalen Ising-Modells und seines stationären Zustandes auf das Auftreten von Thermalisierung neben
der zeitabhängigen Störungsrechnung ein Verfahren verwendet, welches auf Variations-Monte-Carlo in
Realzeit (Real-Time Variational Monte Carlo, rt-VMC) basiert. Das Verfahren geht zurück auf Carleo
et al. [98, 99, 224]. Im weiteren Verlauf der Dissertation wird seine Anwendung auf das zweidimensiona-
le transversale Ising-Modell beschrieben und mit seiner Hilfe die Zeitentwicklung verschiedener Obser-
vablen nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs bestimmt. Es wird sich zeigen, dass mithilfe
geeignet gewählter Variationszustände die Zeitentwicklung des Systems nach den Quenchs mit hoher
Genauigkeit beschrieben werden kann. Die Kombination von erreichbarer Systemgröße, Genauigkeit der
Beschreibung der Zeitentwicklung und Länge der Zeitintervalle in Verbindung mit der Anwendbarkeit
auf höherdimensionale Systeme wird von keinem der zuvor genannten Verfahren erreicht. Zudem sind die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren unmit-
telbar zugänglich, sodass bei der Untersuchung des Auftretens von Thermalisierung auch die zeitlichen
Mittelwerte der Wahrscheinlichkeitsverteilungen für das System nach Quenchs mit denjenigen für das
Systems im thermischen Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Tem-
peratur verglichen werden können. Bevor das Variations-Monte-Carlo-Verfahren zur Beschreibung der
Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells angewendet wird, werde im folgenden
Kapitel jedoch zunächst auf die störungstheoretische Beschreibung des Relaxationsprozesses eingegangen.
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4.7 Zeitabhängige Störungstheorie

In diesem Kapitel soll für das zweidimensionale transversale Ising-Modell im thermodynamischen Limes
die Zeitentwicklung der Magnetisierung

µx(t) = 〈µ̂x〉t = 〈Ψ(t)|µ̂x|Ψ(t)〉 (4.73)

nach den Feldquenchs mithilfe zeitabhängiger Störungsrechnung untersucht werden. Der Anfangszustand
des Systems ist somit durch

|Ψ(t = 0)〉 = |↑↑ . . .〉x (4.74)

gegeben. Die Betrachtungen erfolgen im Wechselwirkungsbild, welches auch als Diracbild bezeichnet wird.
In diesem wird der Hamiltonoperator in einen ungestörten Anteil und einen zeitabhängigen Störterm
aufgespalten. Für die Feldquenchs stellt der Anteil des Hamiltonoperators, der die Wechselwirkung der
Spins untereinander beschreibt, den ungestörten Anteil dar. Bei dem zum Zeitpunkt t = 0 eingeschalteten
externen transversalen Feld handelt es sich um die zeitabhängige Störung. Der Hamiltonoperator kann
somit geschrieben werden in der Form

Ĥ(t) = Ĥ0 + V̂ (t) . (4.75)

Dabei ist Ĥ0 = Ĥint und V̂ (t) = Ĥext ·Θ(t) mit

Ĥint = −J
2

∑
i,j

σ̂xi,j

{
σ̂xi+1,j + σ̂xi,j+1

}
, (4.76a)

Ĥext = −h
2

∑
i,j

σ̂zi,j . (4.76b)

Die Integralgleichung des Zeitentwicklungsoperators lautet im Wechselwirkungsbild

Û(t, 0) = 1̂− ı
tˆ

0

dt′ V̂ (t′)Û(t′, 0) . (4.77)

Durch iteratives Einsetzen des Zeitentwicklungsoperators ergibt sich die sogenannte Dyson-Reihe

Û(t, 0) = 1̂+

∞∑
n=1

(−ı)n
tˆ

0

dt′1

t1ˆ

0

dt′2 . . .

tn−1ˆ

0

dt′n V̂ (t′1)V̂ (t′2) . . . V̂ (t′n) . (4.78)

Mit ihr folgt für die Zeitentwicklung des Zustandes des Systems im Wechselwirkungsbild

|Ψ(t)〉 = Û(t, 0) |Ψ(0)〉 =

1̂+

∞∑
n=1

(−ı)n
tˆ

0

dt′1

t1ˆ

0

dt′2 . . .

tn−1ˆ

0

dt′n V̂ (t′1)V̂ (t′2) . . . V̂ (t′n)

 |Ψ(0)〉 . (4.79)

Zur Bestimmung des Zustandes des Systems zum Zeitpunkt t im Rahmen der zeitabhängigen Störungs-
rechnung ist somit die Zeitentwicklung des Störterms V̂ (t) erforderlich. Diese wird im Wechselwirkungs-
bild durch Ĥ0 bestimmt. Für t > 0 ist

V̂ (t) = eıĤinttĤexte
−ıĤintt . (4.80)

Da die einzelnen Summanden von Ĥint kommutieren, faktorisiert eıĤintt. Alle Faktoren, die nicht σ̂xi,j
enthalten, können an σ̂zi,j vorbeigezogen werden. Es verbleibt somit

V̂ (t) = −h
2

∑
i,j

e−ı
J
2 σ̂

x
i,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]tσ̂zi,je

ı J2 σ̂
x
i,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]t . (4.81)
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Aus σ̂xi,j σ̂
z
i,j = −σ̂zi,j σ̂xi,j ergibt sich

e−ı
J
2 σ̂

x
i,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]tσ̂zi,j = σ̂zi,je

ı J2 σ̂
x
i,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]t (4.82)

und somit schließlich

V̂ (t) = −h
2

∑
i,j

σ̂zi,je
ıJσ̂xi,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]t . (4.83)

Durch die periodischen Randbedingungen stimmt die Magnetisierung an jeder Position des Systems
überein und aufgrund des verwendeten Verfahrens ist keine Mittelung über die Positionen des Systems
erforderlich. Es genügt somit die Betrachtung einer einzelnen Position, die mit (m,n) bezeichnet werde.
Dann ist

µx(t) = 〈Ψ(0)|σ̂xm,n|Ψ(0)〉
}
O(h0)

−
ˆ t

0

dt′2

ˆ t′2

0

dt′1 〈Ψ(0)|σ̂xm,nV̂ (t′2)V̂ (t′1)|Ψ(0)〉

+

ˆ t

0

dt1

ˆ t

0

dt′1 〈Ψ(0)|V̂ (t1)σ̂xm,nV̂ (t′1)|Ψ(0)〉

−
ˆ t

0

dt2

ˆ t2

0

dt1 〈Ψ(0)|V̂ (t1)V̂ (t2)σ̂xm,n|Ψ(0)〉


O(h2)

+

ˆ t

0

dt′4

ˆ t′4

0

dt′3

ˆ t′3

0

dt′2

ˆ t′2

0

dt′1 〈Ψ(0)|σ̂xm,nV̂ (t′4)V̂ (t′3)V̂ (t′2)V̂ (t′1)|Ψ(0)〉

−
ˆ t

0

dt1

ˆ t

0

dt′3

ˆ t′3

0

dt′2

ˆ t′2

0

dt′1 〈Ψ(0)|V̂ (t1)σ̂xm,nV̂ (t′3)V̂ (t′2)V̂ (t′1)|Ψ(0)〉

+

ˆ t

0

dt2

ˆ t2

0

dt1

ˆ t

0

dt′2

ˆ t′2

0

dt′1 〈Ψ(0)|V̂ (t1)V̂ (t2)σ̂xm,nV̂ (t′2)V̂ (t′1)|Ψ(0)〉

−
ˆ t

0

dt3

ˆ t3

0

dt2

ˆ t2

0

dt1

ˆ t

0

dt′1 〈Ψ(0)|V̂ (t1)V̂ (t2)V̂ (t3)σ̂xm,nV̂ (t′1)|Ψ(0)〉

+

ˆ t

0

dt4

ˆ t4

0

dt3

ˆ t3

0

dt2

ˆ t2

0

dt1 〈Ψ(0)|V̂ (t1)V̂ (t2)V̂ (t3)V̂ (t4)σ̂xm,n|Ψ(0)〉



O(h4)

+O(h6) .

(4.84)

In dieser Entwicklung verschwinden alle ungeraden Ordnungen, da ein Spin nur durch die Wirkung
von Ĥext umgeklappt werden kann. Damit die Erwartungswerte in den Integranden nicht verschwinden,
muss jeder Spinumklapp wieder rückgängig gemacht werden. Dies ist nur für gerade Ordnungen möglich.
Die Auswertung der Integrale erfolgt durch Einsetzen von (4.83) und anschließendes Vertauschen der
Reihenfolge der Operatoren in den Erwartungswerten. Ziel ist es, zunächst alle Operatoren, für die |Ψ(0)〉
ein Eigenzustand ist, nach rechts zu bringen, um sie auf den Zustand anwenden zu können. Im ersten
Schritt werden alle eıJσ̂

x
i,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]t nach rechts gezogen. Dabei ist zu beachten, dass sich

das Vorzeichen von σ̂xi,j im Argument der Exponentialfunktion ändert beim Vertauschen mit σ̂zi,j :

eıJσ̂
x
i,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]tσ̂zi,j = σ̂zi,je

−ıJσ̂xi,j [σ̂
x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]t , (4.85a)

eıJσ̂
x
i,j [σ̂

x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]tσ̂zi+1,j = σ̂zi+1,je

ıJσ̂xi,j [−σ̂
x
i+1,j+σ̂

x
i−1,j+σ̂

x
i,j+1+σ̂xi,j−1]t , (4.85b)

...

|Ψ(0)〉 ist Eigenzustand der Operatoren e±ıJσ̂
x
i,j [±σ̂

x
i+1,j±σ̂

x
i−1,j±σ̂

x
i,j+1±σ̂

x
i,j−1]t. Die Eigenwerte werden vor

den Erwartungswert gezogen. Sie stellen im Folgenden die eigentlichen Integranden dar, da nur sie ei-
ne Zeitabhängigkeit aufweisen. Zur weiteren Auswertung der Erwartungswerte in den Integranden wird
der Operator σ̂xm,n nach rechts gezogen. Hierbei ist wiederum σ̂xm,nσ̂

z
m,n = −σ̂zm,nσ̂xm,n zu beachten.

|Ψ(0)〉 ist Eigenzustand von σ̂xm,n zum Eigenwert 1. Im Erwartungswert verbleiben somit nur noch Ope-
ratoren σ̂zi,j . Die möglichen Werte des verbleibenden Erwartungswertes sind somit 0 und 1. Der Wert
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1 wird angenommen, wenn die Anzahl der auf Position (i, j) des Systems wirkenden Operatoren ge-
rade ist. Anschaulich betrachtet bedeutet dies, dass jeder Spin, der umgeklappt wird, auch wieder in
seine ursprüngliche Orientierung gebracht werden muss, damit der Erwartungswert nicht verschwindet.
Aus diesem Grund verschwinden auch die ungeraden Ordnungen in der Entwicklung. Es verbleibt somit
noch die Bestimmung der Integrale. Dies kann mithilfe eines Computeralgebraprogrammes erfolgen, das
symbolische Integration beherrscht, beispielsweise mithilfe von Maple. Unter Beachtung aller möglichen
Konfigurationen ergibt sich schließlich bei Entwicklung bis zur 8. Ordnung für die Zeitentwicklung der
Magnetisierung im Rahmen der zeitabhängigen Störungsrechnung

µx(t) = 1

−
(
h
4J

)2 · [1− cos(4Jt)
]

+
(
h
4J

)4 · [ 16
9 cos(6Jt)− 7

3 cos(4Jt) + 16
3 cos(2Jt) + 6Jt sin(4Jt)− 43

9

]
−
(
h
4J

)6 · [ 13
32 cos(8Jt) + 34

3 cos(6Jt) + 137
18 cos(4Jt) + 26

9 cos(2Jt) + 5
4Jt sin(8Jt) + 113

3 Jt sin(4Jt) + 48Jt sin(2Jt)

+24J2t2 cos(4Jt) + 3J2t2 − 2135
96

]
+
(
h
4J

)8 · [ 13
960 cos(12Jt)− 12287

8100 cos(10Jt) + 481817
19200 cos(8Jt) + 401333

5400 cos(6Jt)− 7469867
129600 cos(4Jt) + 6062303

16200 cos(2Jt)

− 196
135Jt sin(10Jt) + 6817

480 Jt sin(8Jt) + 4936
45 Jt sin(6Jt) + 269717

4320 Jt sin(4Jt) + 30251
45 Jt sin(2Jt)

+ 281
48 J

2t2 cos(8Jt)− 224
9 J2t2 cos(6Jt) + 13213

72 J2t2 cos(4Jt)− 388
3 J2t2 cos(2Jt)− 4801

144 J
2t2

+ 65
18J

3t3 sin(8Jt)− 3J3t3 sin(4Jt) + 1993
432 J

3t3 sin(2Jt) + 36
3 J

4t4 cos(4Jt) + 4
3J

4t4 − 71623969
172800

]
+O(h10)

(4.86)

Die zeitabhängige Störungsrechnung stellt somit für das zweidimensionale transversale Ising-Modell eine
Entwicklung in Ordnungen von h

4J dar. Der Faktor 4 rührt von der Anzahl der nächsten Nachbarn eines
Spins her. Für ein System allgemeiner Dimensionalität d erfolgt die Entwicklung somit in Ordnungen von
h

2dJ . Demgegenüber stellt die Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators e−ıĤt, wie in [225] gezeigt
wurde, eine Entwicklung in Ordnungen der Zeit t dar. Um einen Vergleich zum transversalen Ising-Modell
in einer Dimension zu ermöglichen, ist nachfolgend auch für dieses die Entwicklung der Magnetisierung
mithilfe zeitabhängiger Störungsrechnung dargestellt. Aufgrund des geringeren Rechenaufwandes bedingt
dadurch, dass jeder Spin nur zwei nächste Nachbarn hat, kann für das Modell in einer Dimension die
Entwicklung bis zur 10. Ordnung ausgeführt werden. Es ergibt sich

µx(t) = 1

−
(
h
2J

)2 · [1− cos(2Jt)
]

+
(
h
2J

)4 · [ cos(2Jt) + 3Jt sin(2Jt)− 2J2t2 cos(2Jt)− 2J2t2 − 1
]

−
(
h
2J

)6 · [− 2 cos(2Jt)− 11
2 Jt sin(2Jt) + 5J2t2 cos(2Jt) + J2t2 + 4J3t3 sin(2Jt)− 4

3J
4t4 cos(2Jt)− 4

3J
4t4 + 17

8

]
+
(
h
2J

)8 · [ 9
16 cos(4Jt) + 5 cos(2Jt) + 5

8Jt sin(4Jt) + 111
8 Jt sin(2Jt)− 1

4J
2t2 cos(4Jt)− 55

4 J
2t2 cos(2Jt)− 7

4J
2t2

− 31
3 J

3t3 sin(2Jt) + 5J4t4 cos(2Jt) + 2J4t4 + 2J5t5 sin(2Jt)− 4
9J

6t6 cos(2Jt)− 8
9J

6t6 − 89
16

]
+
(
h
2J

)10 ·
[

279
128 cos(4Jt) + 14 cos(2Jt) + 113

32 Jt sin(4Jt) + 1263
32 Jt sin(2Jt)− 45

16J
2t2 cos(4Jt)− 655

16 J
2t2 cos(2Jt)− 31

8 J
2t2

− 5
4J

3t3 sin(4Jt)− 379
12 J

3t3 sin(2Jt) + 1
4J

4t4 cos(4Jt) + 69
4 J

4t4 cos(2Jt) + 4J4t4 + 23
3 J

5t5 sin(2Jt)

− 22
9 J

6t6 cos(2Jt)− 14
9 J

6t6 − 8
15J

7t7 sin(2Jt) + 4
45J

8t8 cos(2Jt) + 4
9J

8t8 − 2071
128

]
+O(h12)

(4.87)

Ein Vergleich der Entwicklungen für das ein- und das zweidimensionale transversale Ising-Modell zeigt,
dass bei der Betrachtung des Modells in einer Dimension eine stärkere Zeitabhängigkeit der Beiträge zu
einer gegebenen Ordnung besteht. Für das zweidimensionale Modell wachsen die führenden Terme mit
zeitabhängiger Amplitude zur Ordnung n mit tn−4 an. Eine Ausnahme stellt die 4. Ordnung dar, für die
eine Abhängigkeit mit t besteht. Demgegenüber wachsen für das eindimensionale Modell die Amplituden
in führender Ordnung mit tn−2 an.
Eine Betrachtung obiger Ausdrücke für die zeitabhängige Störungsrechnung zeigt, dass in der Entwick-
lung sowohl zeitunabhängige Terme, algebraisch mit der Zeit anwachsende Terme als auch Sinus- und
Cosinus-Schwingungen mit konstanter bzw. algebraisch mit der Zeit anwachsender Amplitude auftre-
ten. Die Kreisfrequenzen der Schwingungen sind durch geradzahlige Vielfache der Kopplungskonstante
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Abbildung 4.14: (a) - (f) Zeitentwicklung der Magnetisierung µx(t) = 〈µ̂x〉t nach verschiedenen Feld-
quenchs in − 2., − 4., − 6. und − 8. Ordnung zeitabhängiger Störungsrechnung für das System im
thermodynamischen Limes. Die gestrichelte Linie stellt die mithilfe numerischer Integration für ein
4× 4 - System exakt bestimmte Zeitentwicklung der Magnetisierung ausgehend vom Zustand (4.74) dar.
Durch Bestimmung des Zeitpunktes, an dem der Kurvenverlauf der Störungsrechnung in n-ter Ordnung
von demjenigen in (n − 2)-ter Ordnung abweicht, kann das Zeitintervall ermittelt werden, in dem die
Störungsrechnung die Zeitentwicklung des Systems korrekt beschreibt.

J gegeben. Die zeitabhängige Störungsrechnung weist somit den Vorteil auf, dass sie schon unmittelbar
Schwingterme miteinschließt im Gegensatz zu der Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators.
In Abbildung 4.14 ist die Zeitentwicklung der Magnetisierung nach verschiedenen Feldquenchs ausgehend
von h0 = 0 bis zur 8. Ordnung zeitabhängiger Störungsrechnung für das zweidimensionale transversale
Ising-Modell dargestellt. Durch Vergleich des Verlaufs der Kurven für verschiedene Ordnungen kann das
Zeitintervall bestimmt werden, in dem die Störungsrechnung die Zeitentwicklung korrekt beschreibt. Die
Resultate der n-ten Ordnung sind bis zu dem Zeitpunkt verlässlich, zu dem sich Abweichungen von der
Zeitentwicklung in (n − 2)-ter Ordnung ergeben. Zusätzlich ist für das 4 × 4 - System die durch numeri-
sche Integration der Schrödingergleichung mithilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung bestimmte
Zeitentwicklung der Magnetisierung ausgehend von dem Zustand in (4.74) dargestellt. Ein Vergleich
der verschiedenen Ordnungen der Störungsrechnung für die betrachteten Quenchprotokolle zeigt, dass
mit zunehmender Quenchstärke für eine gegebene Ordnung der Störungsrechnung die Länge des Zeit-
intervalls abnimmt, in dem die Zeitentwicklung des Systems gut approximiert wird. Mit zunehmender
Quenchstärke müssen immer höhere Ordnungen berücksichtigt werden, um für ein vorgegebenes Zeitinter-
vall die Zeitentwicklung des Systems korrekt zu beschreiben. Für den schwächsten betrachteten Quench
(1, 0)→ (1, 0.25) zeigt sich, dass die Zeitentwicklung der Magnetisierung bereits durch die zweite Ordnung
der Störungsrechnung, die einer harmonischen Schwingung mit Kreisfrequenz 4J und konstanter Ampli-
tude [h/(4J)]2 entspricht, für das dargestellte Zeitintervall gut beschrieben wird. Der zeitliche Verlauf der
Magnetisierung wird somit in guter Näherung durch eine harmonische Schwingung approximiert. Dies
steht im Gegensatz zum transversalen Ising-Modell in einer Dimension, für das sich nach anfänglichen,
schnell abklingenden Oszillationen auch für schwache Quenchs ein exponentieller Abfall der Magnetisie-
rung ergibt. Für stärkere Feldquenchs zeigen sich zunehmende Abweichungen von einer harmonischen
Schwingung, da für diese bereits für kürzere Zeiten die höheren Ordnungen der Entwicklung von zuneh-
mender Bedeutung sind. Ein Vergleich mit den exakten Resultaten zeigt, dass sich für die Zeitintervalle,
in denen die 6. und 8. Ordnung der zeitabhängigen Störungsrechnung übereinstimmen, sich auch keine
Abweichungen von den exakten Resultaten für das kleine System ergeben. Für diese Quenchprotokolle
und Zeitintervalle verhält sich das 4 × 4 - System somit schon wie das System im thermodynamischen
Limes.
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Die bisherigen Betrachtungen zur Störungstheorie haben sich mit der Magnetisierung des Systems nach
den Feldquenchs befasst. Die Anwendung des Verfahrens zur Berechnung der gleichzeitige Korrelations-
funktion 〈Ĉxxr 〉t zweier Spins ergibt sich unmittelbar. Statt einer Position des Systems sind in diesem
Fall zwei Positionen zu betrachten, deren Abstand gerade r beträgt. Für die Wechselwirkungsquenchs ist
eine störungstheoretische Beschreibung ebenfalls möglich. In dieser würde der Wechselwirkungsterm des
Hamiltonoperators die Störung darstellen. Die Rechnungen würden in der z-Basis ausgeführt, in der die
x-Komponente eines Pauli-Spinoperators einen Spin umklappt. Da der Störterm nun Produkte zweier
Operatoren umfasst, würden sich die Rechnungen aufwändiger gestalten als die hier beschriebenen nach
den Feldquenchs. Sowohl die Betrachtungen zur gleichzeitigen Korrelationsfunktion als auch die Betrach-
tungen zu den Wechselwirkunsgquenchs sollen an dieser Stelle jedoch nicht genauer ausgeführt werden.
Stattdessen wird sich der weitere Verlauf der Dissertation der Beschreibung der Zeitentwicklung des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den Quenchs mithilfe von Variations-Monte-Carlo in
Realzeit widmen.
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4.8 Variations-Monte-Carlo in Realzeit

Nach der Anwendung zeitabhängiger Störungsrechnung auf das zweidimensionale transversale Ising-
Modell im vorangegangenen Abschnitt befassen sich die folgenden Seiten mit der Beschreibung der Zeit-
entwicklung des Systems nach einem Quench mithilfe von Variations-Monte-Carlo in Realzeit (Real-Time
Variational Monte Carlo, rt-VMC) befassen. Das Verfahren, welches den Zustand des Systems unter der
unitären Zeitentwicklung nach einem Quench im Schrödingerbild durch einen Variationszustand appro-
ximiert, geht auf Giuseppe Carleo zurück, der es im Rahmen seiner Dissertation entwickelt hat [224].
Die Zeitabhängigkeit des Variationszustandes steckt ausschließlich in den Variationsparametern. Diese
müssen die für die Zeitentwicklung des Systems wichtigen Anregungen oberhalb des Grundzustandes
erfassen. Ihre Bewegungsgleichungen werden aus der Bedingung zur Minimierung des euklidischen Ab-
stand zwischen der durch die Schrödingergleichung durch Anwendung des Hamiltonoperators auf den
Variationszustand gegebenen exakten Zeitentwicklung und der durch Bildung der zeitlichen Ableitung
des Variationszustandes bestimmten Variationszeitentwicklung bestimmt. Nach Lösen der Bewegungs-
gleichungen der Variationsparameter kann der Variationszustand durch numerische Integration um einen
Zeitschritt propagiert werden und das Verfahren wird wiederholt. Durch eine geeignete Wahl des Variati-
onszustandes kann die Zeitentwicklung des Systems und seiner Observablen bereits mit einer Anzahl an
Variationsparametern, die bedeutend kleiner als die Dimensionalität des Hilbertraumes des Systems ist,
mit hoher Genauigkeit beschrieben werden.
Ursprünglich wurde Variations-Monte-Carlo in Realzeit von Carleo für das Bose-Hubbard-Modell entwi-
ckelt [224]. Für dieses wurden in ein und in zwei Dimensionen durch Carleo et al. in [98] die Zeitentwick-
lung und das Auftreten von Thermalisierung untersucht sowie in [99] die Ausbreitung der Störung nach
einem Quench. In der Folgezeit fand das Verfahren weitere Anwendung durch Cevolani et al. zur Be-
schreibung des Relaxationsprozesses des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells mit langreichweitiger
Wechselwirkung sowie des eindimensionalen transversalen Ising-Modells mit langreichweitiger Wechsel-
wirkung in [58, 60] sowie durch Ido et al. zur Beschreibung stark wechselwirkender elektronischer Syste-
me in [243]. Die im Folgenden beschriebene Anwendung des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens auf das
zweidimensionale transversale Ising-Modell wurde durch den Autor der vorliegenden Dissertation bereits
in [61] veröffentlicht. Nach einer allgemeinen Erläuterung der Grundlagen von Variations-Monte-Carlo in
Realzeit wird die konkrete Anwendung des Verfahrens auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell
nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs beschrieben. Hierbei wird sowohl auf die Ansatzfunk-
tionen als auch auf die Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter eingegangen und
die Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen beschrieben. Die Untersuchung der Zeit-
entwicklung des Systems nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs erfolgt für die Systemgrößen
4× 4, 8× 8, 12× 12 sowie 16× 16. Die betrachteten Quenchprotokolle für die Wechselwirkungsquenchs
(0, h)→ (J, h) und Feldquenchs (J, 0)→ (J, h) lauten

Wechselwirkungsquenchs

(0, 10)→ (1, 10)

(0, 7.5)→ (1, 7.5)

(0, 5)→ (1, 5)

(0, 4)→ (1, 4)

(0, 3.5)→ (1, 3.5)

Feldquenchs

(1, 0)→



(1, 0.25)

(1, 0.5)

(1, 0.75)

(1, 1)

(1, 1.25)

Als Observablen werden der renormierte Betrag der Magnetisierung sowie die gleichzeitige Korrelati-
onsfunktionen jeweils zweier Spins betrachtet. Im Anschluss an die Beschreibung der Anwendung des
Algorithmus auf das System nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs werden die mithilfe des
Variations-Monte-Carlo-Algorithmus gewonnenen Resultate diskutiert und das System nach den Quenchs
auf das Auftreten von Thermalisierung untersucht. Zu diesem Zweck werden die zeitgemittelten Er-
wartungswerte sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit denjenigen des Systems im
Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur verglichen. Ein
anschließendes Finite-Size-Scaling gestattet Rückschlüsse auf das Verhalten des Systems im thermody-
namischen Limes und erlaubt so einen Vergleich zu den Vorhersagen des Theorems von Doyon aus [185]
zum Auftreten verallgemeinerter Thermalisierung in quantenmechanische Systemen. Abschließend wird
nach den Feldquenchs noch das Auftreten von Thermalisierung in Subsystemen untersucht.
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4.8.1 Wechselwirkungsquenchs

Für die Wechselwirkungsquenchs wurde ausgehend von den energetischen Betrachtungen zur Bestimmung
der effektiven Temperatur nach dem Quench gezeigt, dass das System durch das beschriebene Quench-
protokoll nicht von der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase überführt werden kann, sondern
innerhalb der paramagnetischen Phase verbleibt. Es wird sich aus diesem Grund durch den Quench kei-
ne langreichweitige Ordnung der Spins einstellen. Die Korrelationen zwischen den Spins zeigen in der
paramagnetischen Phase einen schnellen exponentiellen Abfall hin zu null, sodass die Spins bereits für
kurze Distanzen nicht mehr korreliert sind. Um eine möglichst exakte Beschreibung der Zeitentwicklung
des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu ermöglichen, müssen somit die Korre-
lationsfunktionen zwischen allen Spins des Systems konkret berücksichtigt werden. Dies erfolgt durch
Verwendung des Jastrowansatzes [174] für die Variationswellenfunktion, der in seiner allgemeinen Form

|Ψ(t)〉 ≡ |Ψ(α(t))〉 = eφ(t) exp
{∑

k

αk(t)Ôk
}
|Φ〉 (4.88)

lautet. Hierbei ist φ(t) eine Phase, die αk(t) sind die zeitabhängigen Variationsparameter, Ôk sind An-
regungsoperatoren, die die für die Zeitentwicklung relevanten Anregungen des Systems oberhalb seines
Grundzustandes beschreiben, und |Φ〉 ist der zeitunabhängige Zustand, der Lösung des Problems ohne
Wechselwirkung ist. Der Jastrowansatz konstruiert somit die Wellenfunktion des Systems ausgehend von
einem unkorrelierten Zustand und berücksichtigt die Korrelationen durch den Jastrowfaktor.

Allgemeine Betrachtungen

Bevor die konkrete Anwendung des Jastrowansatzes auf das transversale Ising-Modell in zwei Dimen-
sionen beschrieben wird, soll nun auf die Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter
eingegangen werden. Diese basiert wiederum auf Referenz [224]. Dabei ist zu beachten, dass die Varia-
tionsparameter unter der Zeitentwicklung im Allgemeinen komplexwertig sein werden. Wie Gleichung
(4.88) zu entnehmen ist, wird in dem angewendeten Verfahren zur Beschreibung der Nichtgleichgewichts-
dynamik des Systems die Zeitabhängigkeit ausschließlich den Variationsparametern zugeschrieben. Zur
Herleitung ihrer Bewegungsgleichungen sowie der der Phase wird zum einen die exakt in der Zeit propa-
gierte Wellenfunktion und zum anderen die sich aus dem Variationsprinzip ergebenden Zeitentwicklung
der Wellenfunktion betrachtet. Die Überlegungen erfolgen in einer Basis

{
|ξ〉}, in der die Operatoren Ôk

diagonal sind. Dann ergibt sich für die Entwicklungskoeffizienten von |Ψ(t)〉 aus (4.88)

Ψ(ξ, t) := 〈ξ|Ψ(t)〉 = eφ(t) exp
{∑

k

αk(t)Ok(ξ)
}
〈ξ|Φ〉 (4.89)

mit

Ok(ξ) := 〈ξ|Ôk|ξ〉 . (4.90)

Unter exakter Zeitentwicklung ist die Zeitentwicklung des Systems gemäß der Schrödingergleichung zu
verstehen, die sich durch Anwendung des Hamiltonoperators auf den Variationszustand zu einem gege-
benen Zeitpunkt ergibt. Es ist

|Ψ̇exakt(t)〉 = −ıĤ |Ψ(t)〉 . (4.91)

Mit der lokalen Energie von |ξ〉 zum Zeitpunkt t

Elokal(ξ, t) :=
〈ξ|Ĥ|Ψ(t)〉
〈ξ|Ψ(t)〉

=
∑
ξ1

〈ξ1|Ψ(t)〉
〈ξ|Ψ(t)〉

〈ξ|Ĥ|ξ1〉 (4.92)

ergibt sich dann für die Projektion der exakten Zeitentwicklung auf den Basiszustand |ξ〉

Ψ̇exakt(ξ, t) = −ıElokal(ξ, t)Ψ(ξ, t) . (4.93)

Somit ist unter exakter Zeitentwicklung der Zustand zum Zeitpunkt t′ = t+ ε in erster Ordnung gegeben
durch

Ψexakt(ξ, t+ ε) =
[
1− ıεElokal(ξ, t)

]
Ψ(ξ, t) . (4.94)
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Die Variationszeitentwicklung des Zustandes des Systems zu einem Zeitpunkt t wird durch Bildung der
Ableitung des Variationszustandes nach der Zeit bestimmt. Es ergibt sich

|Ψ̇var(t)〉 =
∂

∂t
|Ψ(t)〉 =

[
φ̇ (t) +

∑
k

α̇k(t)Ôk
]
|Ψ(t)〉 . (4.95)

Da die Operatoren Ôk diagonal in der Basis
{
|ξ〉
}

sind, folgt für die Projektion auf den Basiszustand |ξ〉

Ψ̇var(ξ, t) =
[
φ̇ (t) +

∑
k

α̇k(t)Ok(ξ)
]
Ψ(ξ, t) . (4.96)

Unter Variationszeitentwicklung folgt somit für den Zustand des Systems zum Zeitpunkt t′ = t + ε in
erster Ordnung

Ψvar(ξ, t+ ε) =
[
1 + ε

(
φ̇ (t) +

∑
k

α̇k(t)Ok(ξ)
)]

Ψ(ξ, t) . (4.97)

Die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter sind durch die Bedingung bestimmt, dass der eukli-
dische Abstand

D(t) =

√∑
ξ

∣∣Ψexakt(ξ, t+ ε)−Ψvar(ξ, t+ ε)
∣∣2 (4.98)

zwischen der exakt sowie der gemäß dem Variationsprinzip in der Zeit propagierten Wellenfunktion mi-
nimal wird. Einsetzen von (4.94) und (4.97) in diesen Ausdruck für D(t) führt zu

D(t) =

√∑
ξ

∣∣Ψ̇exakt(ξ, t)− Ψ̇var(ξ, t)
∣∣2

=

√∑
ξ

(∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · ∣∣φ̇(t) +

∑
k

α̇k(t)Ok(ξ) + ıElokal(ξ, t)
∣∣2) . (4.99)

Die in Anhang A beschriebene Minimierung dieses Ausdrucks führt zu den Bewegungsgleichungen der
Variationsparameter und der Phase gemäß [98]∑

k′

〈δÔkδÔk′〉 α̇k′(t) = −ı 〈Elokal(t)δÔk〉 , (4.100a)

φ̇(t) = −ı 〈Elokal(t)〉 −
∑
k

〈Ôk〉 α̇k(t) . (4.100b)

Die auftretenden Erwartungswerte für einen beliebigen Operator Ô sind definiert gemäß

〈Ô〉 =

∑
ξ |Ψ(ξ, t)|2O(ξ)∑
ξ |Ψ(ξ, t)|2

(4.101)

und es ist

δÔ := Ô − 〈Ô〉 . (4.102)

Die Koeffizienten der Bewegungsgleichung sind zeitabhängige Erwartungswerte von Operatoren und
können im Allgemeinen nicht analytisch bestimmt werden. Zu ihrer Bestimmung werden beispielsweise
Quanten-Monte-Carlo-Verfahren verwendet. Ein konkretes Vorgehen wird im Folgenden für das trans-
versale Ising-Modell beschrieben werden. Die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ba-
siszustände |ξ〉 zum Zeitpunkt t wird durch die Variationsparameter αk(t) bestimmt. Die Phase φ(t)
beeinflusst die Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht. Weiterhin zeigt sich, dass die Zeitentwicklung der Va-
riationsparameter unabhängig von der Phase ist. Da die Phase für die Berechnung von Erwartungswer-
ten unerheblich ist, wird sie bei den konkreten Betrachtungen zur Zeitentwicklung des zweidimensionalen
transversalen Ising-Modells nach den Wechselwirkungsquenchs infolgedessen vernachlässigt werden. Nach
Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen werden diese numerisch aufintegriert und das
System dadurch um einen Zeitschritt propagiert. Durch die Bewegungsgleichungen (4.100a) und (4.100b)
ist die Dynamik des Systems vollständig bestimmt. Wie in [224] gezeigt wurde, sind sowohl die Norm des
Variationszustandes als auch die Energie des Systems unter der Zeitentwicklung erhalten.
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Anwendung auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell

Nach den allgemeinen Betrachtungen zur Zeitentwicklung der Variationsparameter bei Verwendung des
Jastrowansatzes für die Variationswellenfunktion soll nun auf die konkrete Anwendung des Ansatzes auf
das transversale Ising-Modell eingegangen werden. Im Begleitmaterial von [58] wurde der Jastrowansatz
für das transversale Ising-Modell in einer Dimension beschrieben. Das Vorgehen kann unmittelbar auf das
Modell in zwei Dimensionen übertragen werden. Es wird die Jastrow-Feenberg-Korrelationsentwicklung
verwendet. In dieser erfolgt die Entwicklung in Termen der lokalen Spinoperatoren in x-Richtung. Auf-
grund der Homogenität und Tranlationsinvarianz des Systems verschwinden hierbei Terme, die nur eine
Position des Gitters betreffen. Unter Beschränkung auf die Betrachtung der Korrelationen jeweils zweier
Spins ergibt sich somit folgende Ansatzfunktion für das zweidimensionale transversale Ising-Modell nach
den Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase

|Ψ(t)〉 = exp
{∑

r

αr(t)Ĉ
xx
r

}
|↑↑ . . . ↑↑〉z . (4.103)

Eine möglich Phase wird hierbei vernachlässigt, da sie, wie bereits während der allgemeinen Betrachtun-
gen erläutert wurde, nicht in den Bewegungsgleichungen der Variationsparameter auftritt und auch bei
der Berechnung von Erwartungswerten nicht berücksichtigt werden muss. Die Operatoren Ĉxxr sind die
Korrelationsfunktionen zweier Spins im Abstand r gemäß (4.11)

Ĉxxr =
1

Nr

∑
R

σ̂xRσ̂
x
R+r . (4.104)

Die Summation über r läuft über alle unabhängigen Richtungen auf dem Gitter. Für jede unabhängige
Richtung r erfolgt eine Mittelung über alle zugehörigen Spinpaare. Diese Mittelung schließt auch alle
Spinpaare zu allen abhängigen Richtungen zu r mit ein. Die Anzahl der unabhängigen Richtungen r auf
einem Quadratgitter der Kantenlänge L mit N = L2 Positionen ist gegeben durch N

8 + 3L
4 . Sie entspricht

gerade der Anzahl der Variationsparameter, die somit in führender Ordnung linear mit der Systemgröße
wächst im Gegensatz zur Dimensionalität des Hilbertraumes, die exponentiell mit der Systemgröße zu-
nimmt. |↑↑ . . . ↑↑〉z ist der vollkommen unkorrelierte Zustand des Systems in Bezug auf Messung der
Korrelationen in x-Richtung. Dies zeigt sich anhand seiner Darstellung in der x-Basis, bei der es sich um
die symmetrische Überlagerung aller Basiszustände handelt

|↑↑ . . . ↑↑〉z =
1√
2N

∑
x

|x〉 . (4.105)

Die Korrelationen zwischen den Spins werden durch den Jastrowfaktor

exp
{∑

r

αr(t)Ĉ
xx
r

}
(4.106)

berücksichtigt. Die weiteren Betrachtungen erfolgen in der x-Basis. In dieser sind die die Korrelationen der
Spins innerhalb des Systems beschreibenden Operatoren Ĉxxr diagonal und das Skalarprodukt eines jeden
Basiszustandes mit dem unkorrelierten Zustand ist nach (4.105) unmittelbar bekannt mit dem Wert

1/
√

2N . Die Entwicklungskoeffizienten der Ansatzfunktion (4.103) für die Wellenfunktion des Systems
nach den Wechselwirkungsquenchs in der x-Basis lauten somit

Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉 =
1√
2N

exp
{∑

r

αr(t)C
xx
r (x)

}
(4.107)

mit

Cxxr (x) := 〈x|Ĉxxr |x〉 . (4.108)

Die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter ergeben sich unmittelbar aus (4.100a) zu∑
r′

〈δĈxxr δĈxxr′ 〉 α̇r′(t) = −ı 〈Elokal(t)δĈ
xx
r 〉 . (4.109)
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Die auftretenden Erwartungswerte werden mithilfe eines Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus be-
stimmt [244]. Dieser ermittelt die Korrelationen zwischen allen Spinpaaren des Systems. Die Erzeugung
der Konfigurationen, die die Stichproben für den Monte-Carlo-Mittelwert darstellen, erfolgt dadurch,
dass ausgehend von der aktuellen Konfiguration der Umklapp eines einzelnen Spins vorgeschlagen und
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit akzeptiert wird. Auf den Algorithmus wird in Anhang B detailliert
eingegangen. Die Beschreibung umfasst unter anderem die Herleitung der Akzeptanzwahrscheinlichkeiten
sowie eine Überprüfung der Konvergenz des Algorithmus.
Nach Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen wird das Gleichungssystem nach den
α̇r′(t) aufgelöst und durch numerische Integration mit einem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung gelöst.
Hierzu wird die Routine rk4.cpp aus den Numerical Recipes in C++ [219] verwendet. Das System wird
auf diese Weise ausgehend von seinem Zustand zu einem gegebenen Zeitpunkt um einen kleinen Zeit-
schritt in der Zeit propagiert. Im Rahmen der Diskussion des Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus
in Anhang B wird ebenfalls auf die Größe der Zeitschritte eingegangen.
Zur Bestimmung der Zeitentwicklung des Systems nach den Wechselwirkungsquenchs verbleibt somit
noch die Bestimmung der Anfangswerte der Variationsparameter. Für die betrachteten Wechselwirkungs-
quenchs mit J0 = 0 können diese direkt angegeben werden, da der Anfangszustand gerade dem vollständig
unkorrelierten Zustand entspricht. Der Jastrowfaktor muss somit den Wert 1 annehmen. Dies ist der Fall
für

αr(0) = 0 ∀r . (4.110)

Auch wenn bei der Betrachtung der Wechselwirkungsquenchs im zweidimensionalen transversalen Ising-
Modells immer vom vollständig unkorrelierten Zustand (4.105) ausgegangen wird, soll in Anhang C
dennoch erläutert werden, wie die Anfangswerte der Variationsparameter für J0 6= 0 effizient bestimmt
werden können. Das hierzu verwendete Verfahren basiert auf einem Algorithmus von Sorella aus [245],
mit dessen Hilfe auch die Grundzustandsenergie und -magnetisierung des zweidimensionalen transversalen
Ising-Modells für einen weiten Parameterbereich von h/J bestimmt werden können.

Bestimmung der Observablen

Die Bestimmung der Korrelationsfunktionen erfolgt für alle unabhängigen Richtungen auf dem Gitter
während der Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter αr(t) als
ein Monte-Carlo-Mittelwert. Der Betrag der Magnetisierung wird als Monte-Carlo-Mittelwert über die
gleichen Konfigurationen bestimmt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von εxxn und µxm ergeben sich
ebenfalls unmittelbar aus dem Single-Splin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus.

Überprüfung des Algorithmus

In dem beschriebenen Algorithmus zur Bestimmung der Zeitentwicklung des zweidimensionalen trans-
versalen Ising-Modells nach den Wechselwirkungsquenchs gibt es drei Parameter, die seine Effizienz
und Konvergenz beeinflussen. Bei diesen handelt es sich um die Anzahl M der Stichproben, über die
die Monte-Carlo-Mittelwerte für die Observablen und die Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der
Variationsparameter gebildet werden, die Anzahl mS der Monte-Carlo-Schritte zwischen zwei Messun-
gen bei der Bildung der Monte-Carlo-Mittelwerte sowie die Schrittweite δt der numerischen Integration
der Bewegungsgleichungen mithilfe des Runge-Kutta-Verfahrens. Unter einer Messung ist hierbei die
Berücksichtigung der Konfiguration bei der Bestimmung des Monte-Carlo-Mittelwertes zu verstehen. Die
beiden erstgenannten Parameter gehören zu dem in Anhang B beschriebenen Single-Spin-Flip-Monte-
Carlo-Algorithmus. Der Fehler der Monte-Carlo-Mittelwerte ist umgekehrt proportional zu der Wurzel
der Stichproben, über die die Mittelung erfolgt. Hierfür ist von Bedeutung, dass die erzeugten Stich-
proben unabhängig voneinander sind. Um dies zu gewährleisten, darf bei dem Single-Spin-Flip-Monte-
Carlo-Algorithmus nicht jede erzeugte Konfiguration bei der Bestimmung des Monte-Carlo-Mittelwertes
verwendet werden, sondern zwei Messungen müssen durch eine gewisse Anzahl an Monte-Carlo-Schritten
getrennt sein. Die Schrittweite δt schließlich beeinflusst die Konvergenz des Runge-Kutta-Verfahren. Die
Effizienz des Algorithmus ist umso höher, je kleiner M und ms und je größer δt ist. Werden M und ms

jedoch zu klein bzw. δt zu groß gewählt, so verschlechtert sich die Konvergenz des Algorithmus. Hier-
bei ist zwischen der Konvergenz des Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus und der Konvergenz des
Runge-Kutta-Verfahrens zu unterscheiden.
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(a) Renormierter Betrag der Magnetisierung
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Abbildung 4.15: Zeitentwicklung (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der
Korrelationsfunktionen mit r = (1, 0), r = (1, 1) und r = (2, 0) bestimmt mithilfe des Variations-
Monte-Carlo-Algorithmus mit der Ansatzfunktion (4.103) für das System der Größe 16 × 16 nach
dem Wechselwirkungsquench (0, 3.5) → (1, 3.5). Für die Parameter M , mS und δt wurden dabei
folgende Werte gewählt: − (M = 20000, mS = 2N , δt = 0.01), − (M = 40000, mS = 2N , δt = 0.01),
− (M = 20000, mS = 4N , δt = 0.01), − (M = 20000, mS = 2N , δt = 0.001). Die Kurven für die ver-
schiedenen Parametersätze fallen überein, d. h. das Verfahren konvergiert bereits für (M = 20000,
mS = 2N , δt = 0.01).

Um geeignete Werte für die Parameter M , mS und δt zu finden, werden ausgehend von einem Satz Pa-
rameter M und mS vergrößert und δt verkleinert, bis sich die erzeugten Resultate nicht mehr ändern
und der Algorithmus somit konvergiert ist. Hierzu wird das Quenchprotokoll betrachtet, welches die
höchsten Anspüche an die Numerik stellt. Bei diesem handelt es sich um den Wechselwirkungsquench
(0, 3.5) → (1, 3.5) im 16 × 16 - System, welcher den stärksten betrachteten Wechselwirkungsquenchs im
größten betrachteten System darstellt. Konvergiert der Algorithmus für diesen Quench, so ist die Kon-
verenz auch für die anderen Quenchs gegeben. Als geeigneter Satz der Parameter M , mS und δt hat
sich M = 20000, mS = 2N und δt = 0.01 erwiesen. Zum Nachweis der Konvergenz des Algorithmus für
diese Parameter wurden M bzw. mS verdoppelt bzw. δt = 0.01 auf ein Zehntel reduziert. Wie der Dar-
stellung des zeitlichen Verlaufs des Betrages der Magnetisierung sowie der Korrelationsfunktion zwischen
Spins in verschiedenen Abständen zueinander in Abbildung 4.15 entnommen werden kann, beeinflus-
sen die beschriebenen Änderungen der Parameter die Resultate für die Zeitentwicklung der Observablen
nicht. Die Laufzeit des Verfahrens, um das 16 × 16 - System bei den gewählten Parametern M = 20000,
mS = 2N und δt = 0.01 um einen Zeitschritt zu propagieren, beträgt auf einem Kern eines Intel Xeon
E5-2680 v2, der auf 2, 8 GHz taktet, ungefähr 400 s. Es gilt zu beachten, dass obige Überlegungen le-
diglich zeigen, dass der Algorithmus für die gewählten Parameter konvergiert, d. h. unter Verwendung
der beschriebenen Ansatzfunktion und der sich daraus ergebenden Einschränkungen in Bezug auf die
Gestalt der Wellenfunktion die Zeitentwicklung korrekt beschreibt. Sie zeigen hingegen nicht, dass die
Ergebnisse des Variations-Monte-Carlo-Algorithmus mit der exakten Zeitentwicklung des Systems nach
den Wechselwirkungsquenchs übereinstimmen. Die Güte der Beschreibung der Zeitentwicklung hängt im
Falle der Konvergenz des Algorithmus somit nicht von dem Algorithmus selbst ab, sondern davon, wie
gut die Variationswellenfunktion die Wellenfunktion des Systems nach den Wechselwirkungsquenchs ap-
proximiert. Zur Abschätzung der Güte der Beschreibung der Zeitentwicklung in Abhängigkeit von dem
betrachteten Quenchprotokoll werden in den Abbildungen 4.16 und 4.17 die Ergebnisse des Variations-
Monte-Carlo-Algorithmus für das 4 × 4 - System mit exakten Resultaten verglichen, die durch nume-
rische Integration der Schrödingergleichung bestimmt wurden. Verglichen werden der zeitliche Verlauf
des renormierten Betrages der Magnetisierung in Abbildung 4.16 sowie der zeitliche Verlauf der Kor-
relationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn in Abbildung 4.17. Der Zeitmittelwert der Observablen
ist in den Graphen eingezeichnet. Weiterhin werden die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Observablen für das mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Algorithmus sowie das mithilfe numerischer
Integration der Schrödingergleichung in der Zeit propagierte Systems verglichen. Zur Abschätzung der
Verhältnisse h/J , für die das Variations-Monte-Carlo-Verfahren unter Verwendung des Jastrowansatzes
zur Beschreibung des Relaxationsprozesses des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den
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(d) (0, 4)→ (1, 4)
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(e) (0, 3.5)→ (1, 3.5)
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Abbildung 4.16: (a) - (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung
bestimmten Resultaten (−) für die Magnetisierung des Systems und Resultaten des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes (−) nach Wechselwirkungsquenchs. Die Gra-
phen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf des renormierten Betrages der Magnetisierung
dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die Graphen der rechten
Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der möglichen Werte von µxm. Die Zeitmit-
tel wurden jeweils über das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Bei Betrachtung der Zeitentwicklung zeigen
sich Abweichungen in Bezug auf die Amplitude und Frequenz der auftretenden Oszillationen. Diese Ab-
weichungen treten zu umso früheren Zeiten auf, je stärker der Quench ist, d. h. je kleiner h/J nach dem
Quench und je näher das System somit dem Phasenübergang ist. Die zeitlichen Mittelwerte des Betrages
der Magnetisierung sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der µxm hingegen zeigen abgesehen von dem
Quench (0, 3.5)→ (1, 3.5) eine gute Übereinstimmung.
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(c) (0, 5)→ (1, 5)
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(d) (0, 4)→ (1, 4)

C
x
x

n
n
(t
)

t

0
0.05
0.1

0.15
0.2

0.25
0.3

0.35

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p
t
(ε

x
x

n
)

εxxn

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

(e) (0, 3.5)→ (1, 3.5)
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Abbildung 4.17: (a) - (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung
bestimmten Resultaten (−) für die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn und
Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes (−) nach
Wechselwirkungsquenchs. Die Graphen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf der Korrelati-
onsfunktion dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die Graphen
der rechten Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der möglichen Werte von εxxn .
Die Zeitmittel wurden jeweils über das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Bei Betrachtung der Zeitentwicklung
zeigen sich Abweichungen in Bezug auf die Amplitude und Frequenz der auftretenden Oszillationen. Diese
Abweichungen treten zu umso früheren Zeiten auf, je stärker der Quench ist, d. h. je kleiner h/J nach dem
Quench und je näher das System somit dem Phasenübergang ist. Die zeitlichen Mittelwerte der gleich-
zeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
εxxn hingegen zeigen abgesehen von dem Quench (0, 3.5)→ (1, 3.5) eine gute Übereinstimmung.
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(a) Renormierter Betrag der Magnetisierung
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(b) Gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn
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Abbildung 4.18: Vergleich der Zeitmittelwerte (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und
(b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn für das 4× 4 - System nach den
Wechselwirkungsquenchs bestimmt mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung (−) und
mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes (×). Zusätzlich
ist der relative Fehler der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens aufgetragen. Es zeigt sich,
dass der relative Fehler für h/J ≥ 4.5 in guter Näherung konstant ist und weniger als 1 % beträgt. Für
kleinere Verhältnisse h/J wächst der Fehler schnell an.

Wechselwirkungsquenchs geeignet ist, werden die Quenchprotokolle (0, 10) → (1, 10), (0, 7.5) → (1, 7.5),
(0, 5)→ (1, 5), (0, 4)→ (1, 4) und (0, 3.5)→ (1, 3.5) betrachtet. Die Zeitentwicklung des Systems erfolgt
für beide Observablen sowohl mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens als auch mithilfe numeri-
scher Integration der Schrödingergleichung für Zeiten bis hin zu t = 100. Das Zeitmittel wird über das
Zeitintervall [0, 100] gebildet. In den Graphen ist zwecks besserer Ablesbarkeit lediglich das Zeitintervall
[0, 10] dargestellt. Ein Vergleich des Verlaufs der Kurven zeigt, dass das Variations-Monte-Carlo-Verfahren
unter Verwendung des Jastrowansatzes (4.103) umso besser zur Beschreibung der Zeitentwicklung des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells geeignet ist, je größer das Verhältnis h/J ist. Nähert sich
das System dem Phasenübergang, d. h. nähert sich das Verhältnis h/J nach dem Quench dem Wert
(h/J)crit ≈ 3.044, so zeigen sich Abweichungen zwischen der Zeitentwicklung mithilfe des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens und der exakten Zeitentwicklung. Diese Abweichungen betreffen sowohl die Am-
plitude als auch die Frequenz der auftretenden Oszillationen in der Zeitentwicklung der Observablen. Je
kleiner das Verhältnis h/J ist, zu umso früheren Zeiten treten diese Abweichungen in Erscheinung. Die
zeitlichen Mittelwerte sowohl der Observablen als auch der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigen-
werte der die Observablen beschreibenden Operatoren hingegen werden gut reproduziert. Für diese sind
ab h/J = 4 Abweichungen zu beobachten, die mit kleiner werdendem Verhältnis h/J zunehmen. Zur
Quantifizierung der Abweichungen ist in Abbildung 4.18 der Verlauf der Zeitmittelwerte für das mithilfe
des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zeitentwickelte System sowie das mithilfe numerischer Integration
der Schrödingergleichung exakt in der Zeit propagierte System in Abhängigkeit von h/J sowie der rela-
tive Fehler der Ergebnisse des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens dargestellt. Aus der Abbildung kann
entnommen werden, dass der relative Fehler der Zeitmittelwerte des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens
bis h/J ≥ 4.5 stabil bleibt und bei weniger als 1 % liegt. Für kleinere Verhältnisse h/J hingegen wächst
der Fehler stark an. Bei den in der Abbildung dargestellten Werten handelt es sich um Zeitmittel über
das Zeitintervall [0, 100]. Die Bildung des Zeitmittels erweist sich hierbei als stabil gegenüber Änderung
des Zeitintervalls, über das die Mittelung erfolgt, und es zeigt sich, dass sich bereits bei Mittelung über
erheblich kürzere Zeitintervalle in guter Näherung die gleichen Zeitmittelwerte ergeben. Dies ist in Abbil-
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Abbildung 4.19: Einfluss der Länge des Zeitintervalls, über das das Zeitmittel gebildet wird, auf den
Zeitmittelwert (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelations-
funktion zwischen nächsten Nachbarn für das 4×4 - System nach den Wechselwirkungsquenchs. Betrachtet
werden die Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes. Es
zeigt sich, dass die Zeitmittelwerte bereits für das kurze Zeitintervall [0, 10] einen Wert erreicht haben,
der stabil gegenüber einer weiteren Verlängerung des Zeitintervalls ist.

dung 4.19 veranschaulicht. Die Mittelung erfolgt über die Zeitintervalle [0, 10], [0, 25], [0, 50] und [0, 100].
Betrachtet werden dabei die Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens. Ein Vergleich der Resul-
tate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu exakten Resultaten ist nur für das 4× 4 - System möglich.
Da jedoch die Korrelationen zwischen Spins zu allen unabhängigen Richtungen auf dem Gitter durch den
Jastrowansatz explizit berücksichtigt werden, ist zu erwarten, dass der für das 4× 4 - System beobachte-
te Grad der Übereinstimmung zwischen den Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens und der
exakten Resultate auch für größere Systemgrößen erhalten bleibt. Da zur Beantwortung der Frage, ob
das transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen nach Quenchs thermalisiert, Zeitmittel der Observa-
blen mit den thermischen Erwartungswerten verglichen werden, ist das Variations-Monte-Carlo-Verfahren
unter Verwendung des Jastrowansatzes aufgrund der guten Übereinstimmung der Zeitmittel zu den Zeit-
mitteln der exakten Zeitentwicklung für die Untersuchung zum Auftreten von Thermalisierung geeignet.
Die Diskussion der Resultate für alle mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens betrachteten Sys-
temgrößen sowie ein Vergleich zum System im thermischen Gleichgewicht erfolgt gemeinsam mit den
Resultaten für die Feldquenchs in einem späteren Kapitel. Zunächst werde sich jedoch den Feldquenchs
zugewandt.

4.8.2 Feldquenchs

Die Betrachtungen zu den Wechselwirkungsquenchs haben gezeigt, dass die Beschreibung der Zeitentwick-
lung des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes
umso exakter ist, je größer das Verhältnis h/J nach dem Quench ist. Für die Feldquenchs, die bei h0/J = 0
starten, wird h/J nach dem Quench derart gewählt, dass (h/J, Teff/J) mit der dem System nach dem
Quench aus den energetischen Betrachtungen zugeordneten effektiven Temperatur Teff noch innerhalb der
ferromagnetischen Phase liegt. In dem Kapitel zur Bestimmung der effektiven Temperatur wurde gezeigt,
dass dies für h/J ≈ 1

2 (h/J)crit der Fall ist. Die betrachteten Verhältnisse von h/J nach den Feldquenchs
sind somit bedeutend kleiner als die Verhältnisse von h/J , für die die Beschreibung der Zeitentwicklung
des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes eine
gute Übereinstimmung zu der exakten Zeitentwicklung aufweist. Zudem ergibt sich das Problem, dass
der Anfangszustand

|Ψ(t = 0)〉 =
1√
2

(
|↑↑ . . . ↑↑〉x + |↓↓ . . . ↓↓〉x

)
(4.111)

nicht mithilfe des Jastrowansatzes dargestellt werden kann. Aus diesen Gründen ist zur Beschreibung der
Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den Feldquenchs mithilfe des
Variations-Monte-Carlo-Verfahrens eine neue Ansatzfunktion erforderlich.
Den Ausgangspunkt der Konstruktion der zeitabhängigen Variationswellenfunktion zur Beschreibung des

135



TABELLENVERZEICHNIS

Systems nach den Feldquenchs bildet die Zeitentwicklung in der Basis der Eigenzustände des Hamilton-
operators nach dem Quench. Bezeichnet Eλ die Energieeigenwerte des Systems nach dem Quench und
|Ψλ〉 die zugehörigen Eigenzustände des Hamiltonoperators Ĥ, so kann der Zustand des Systems zum
Zeitpunkt t > 0 ausgehend von der Schrödingergleichung geschrieben werden als

|Ψ(t)〉 = e−ıĤt |Ψ(t = 0)〉 =
∑
λ

e−ıEλt 〈Ψλ|Ψ(t = 0)〉 |Ψλ〉 . (4.112)

Die Eλ und |Ψλ〉 sind dabei unbekannt, jedoch können aufgrund der Struktur von |Ψ(t = 0)〉 nach
(4.111) einige Aussagen getroffen werden. |Ψ(t = 0)〉 ist symmetrisch, d. h. invariant unter einem globalen
Spin-Umklapp. Infolgedessen verschwindet das Skalarprodukt 〈Ψλ|Ψ(t = 0)〉 für alle antisymmetrischen
Zustände |Ψλ〉. Die Hälfte der Eigenzustände von Ĥ sind somit für die Zeitentwicklung des Zustandes
des Systems unerheblich. Für die symmetrischen Eigenzustände von Ĥ hingegen ist der Beitrag zur Zeit-
entwicklung des Systems umso größer, je größer die Entwicklungskoeffizienten der beiden vollständig in
x-Richtung magnetisierten Basiszustände in ihrer Darstellung in der x-Basis sind. Dies ist in Abbildung
4.20 für das 3× 3 - System für verschiedene Verhältnisse h/J dargestellt.
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Abbildung 4.20: Überlapp 〈Ψλ|Ψ(t = 0)〉 zwi-
schen den Eigenzuständen des Hamiltonoperators
nach den Feldquenchs und dem Anfangszustand
des Systems für verschiedene Verhältnisse h/J . Die
Zustände |Ψλ〉 sind nach steigender Energie geord-
net. Der Überlapp verschwindet für die antisymme-
trischen Eigenzustände von Ĥ und auch für einen
großen Anteil der symmetrischen Eigenzustände
und fällt mit zunehmender Energie ab.

Wie der Abbildung entnommen werden kann, ist für das 3 × 3 - System bei kleinen Verhältnissen h/J
auch von den symmetrischen Energieeigenzuständen nur ein kleiner Anteil für die Zeitentwicklung des
Systems nach einem Feldquench von Bedeutung.
Ausgehend von der Darstellung der Zeitentwicklung des Zustandes in der Energieeigenbasis des Systems
nach dem Quench in (4.112) soll nun ein Variationsansatz für die zeitabhängige Wellenfunktion des Sys-
tems für das Variations-Monte-Carlo-Verfahren nach den Feldquenchs hergeleitet werden. Für h/J = 0
sind die Basiszustände der x-Basis Eigenzustände des Hamiltonoperators. Die Energie eines Basiszustan-
des wird ausschließlich durch die Anzahl n der Kinks in ihm bestimmt. Hieraus ergeben sich diskrete
Energieniveaus des Systems und die Eigenzustände seines Hamiltonoperators zu einer gegebenen Energie
beinhalten nur Basiszustände mit der gleichen Kinkzahl. Durch Einschalten des Transversalfeldes ist der
Hamiltonoperator nicht mehr diagonal in der x-Basis. Seine Energiebänder werden wie in Abbildung
4.21 für das 3 × 3 - System gezeigt aufgebogen und in der Darstellung in der x-Basis enthält jeder der
Energieeigenzustände nicht mehr nur Basiszustände mit der gleichen Anzahl an Kinks.
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Abbildung 4.21: Verlauf der Eigenwerte Eλ des
Hamiltonoperators Ĥ für das 3×3 - System. Die Eλ
sind nach steigender Energie geordnet. Für h/J = 0
ergeben sich einzelne Energiebänder, innerhalb de-
rer jeder Eigenzustand von Ĥ nur Basiszustände der
x-Basis mit der gleichen Kinkzahl N enthält. Mit
zunehmendem Transversalfeld h/J wird die ener-
getische Entartung aufgehoben und es erfolgt eine
Aufbiegung der Energiebänder.

Hierbei sei darauf hingewiesen, dass für Systeme mit ungerader Kantenlänge die Energieeigenwerte im
Gegensatz zu Systemen mit gerader Kantenlänge nicht symmetrisch zu null liegen. Dies folgt daraus,
dass bei ungerader Kantenlänge einige der in (4.14) angegebenen großen Kinkzahlen nicht angenommen
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Abbildung 4.22: Betrag der Entwicklungskoeffizienten der drei Eigenzustände von Ĥ mit dem größten
Überlapp mit dem Anfangszustand des Systems für das 3 × 3 - System (siehe Abbildung 4.20) und ver-
schiedene Verhältnisse h/J in der x-Basis. Der Farbcode ist • h/J = 0.25, • h/J = 0.5, • h/J = 0.75,
• h/J = 1.0, • h/J = 1.25. Die Basiszustände der x-Basis sind nach steigendem m (Anzahl Spin down)
und n (Anzahl Kinks) angeordnet. Die Entwicklungskoeffizienten für verschiedene (m,n) sind dabei durch
gestrichelte Linien voneinander abgegrenzt. Für ein gegebenes (m,n) stimmen die Entwicklungskoeffizien-
ten in guter Näherung überein. Die möglichen Werte von (m,n) können Tabelle 4.1 entnommen werden.

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n 0 4 6 , 8 6 , 8 , 10 , 12 8 , 10 , 12 8 , 10 , 12 6 , 8 , 10 , 12 6 , 8 4 0

Tabelle 4.1: Mögliche Werte von (m,n) für das 3× 3 - System.

werden können. Im Falle des 3× 3 - Systems sind beispielsweise nur die Kinkzahlen n = 0, 4, 6, 8, 10 und
12 möglich. Es existiert somit eine größere Anzahl an negativen als an positiven Energieeigenwerten. Eine
genauere Betrachtung der Energieeigenzustände zeigt, dass für kleine Verhältnisse h/J in der Darstellung
in der x-Basis Basiszustände mit der gleichen Anzahl m an Spin down, d. h. der gleichen Magnetisierung,
und der gleichen Anzahl n an Kinks, d. h. dem gleichen Energiebeitrag aus dem Diagonalanteil des
Hamiltonoperators, in guter Näherung die gleichen Entwicklungskoeffizienten haben. Dies ist in Abbildung
4.22 für das 3 × 3 - System für die drei Eigenzustände des Hamiltonoperators nach dem Feldquench mit
dem größten Überlapp mit dem Anfangszustand für verschiedene Verhältnisse von h/J dargestellt. Diese
Beobachtung erlaubt folgende Näherung für die Energieeigenzustände |Ψλ〉 nach dem Quench:

|Ψλ〉 ≈
∑
m,n

cλm,n |Ψm,n〉 . (4.113)

Bei den cλm,n handelt es sich um Entwicklungskoeffizienten und die Zustände |Ψm,n〉 sind die normierten

symmetrischen Überlagerungen aller Basiszustände der x-Basis mit m Spin down und n Kinks:

|Ψm,n〉 =
1√
Nm,n

Nm,n∑
k=1

|Ψk
m,n〉 . (4.114)

Die Summation über k läuft über alle Basiszustände der x-Basis mit m Spin down und n Kinks, deren
Anzahl mit Nm,n bezeichnet werde. Die Güte der gemachten Näherung hängt vom Verhältnis h/J ab.
Während sie für h/J = 0 exakt ist, verschlechtert sich die Approximation mit zunehmendem h/J . Aus
diesem Grund wird sie im Folgenden nur auf Feldquenchs angewendet, die im vollständig magnetisierten
Zustand starten und die ferromagnetische Phase nicht verlassen. Weiterhin sind die im System vorhan-
denen Symmetrien für die Güte der Näherung von Bedeutung. Eng verknüpft hiermit ist die räumliche
Dimensionalität d des Systems. Die Zuordnung desselben zeitabhängigen Variationsparameters zu zwei
Basiszuständen ist genau dann exakt, wenn sie durch Symmetrietransformationen ineinander überführt
werden können. Hierzu gehören Translationen, Rotationen sowie Spiegelungen. Je höher die Dimensiona-
lität des Systems ist, desto größer ist die Anzahl an Symmetrien. Es werde beispielsweise ein Zustand mit
zwei Spin down in einem System aus N Spins betrachtet, die übernächste Nachbarn zueinander sind. Im
eindimensionalen System mit periodischen Randbedingungen besteht lediglich eine Translationsymmetrie.
Hieraus ergeben sich N äquivalente Basiszustände. Wird hingegen das System in zwei Dimensionen be-
trachtet, so können die beiden Spin down entweder übernächste Nachbarn in x-Richtung oder übernächste
Nachbarn in y-Richtung sein. Es existieren somit 2N äquivalente Basiszustände. Dies setzt sich in noch
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höheren Dimensionen entsprechend fort und zeigt sich in ähnlicher Weise für Konfigurationen mit mehr
Spin down und größeren Kinkzahlen.
Mithilfe der Näherung in (4.113) ergibt sich für die Zeitentwicklung in der Eigenbasis des Hamiltonope-
rators nach dem Quench in (4.112)

|Ψ(t)〉 ≈
∑
m,n

∑
λ

eıEλt 〈Ψλ|Ψ(t = 0)〉 cλm,n︸ ︷︷ ︸
αm,n(t)

|Ψm,n〉 . (4.115)

Die Ansatzfunktion für das Variations-Monte-Carlo-Verfahren zur Beschreibung der Zeitentwicklung des
Systems nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase ausgehend von dem vollständig magneti-
sierten Zustand ist somit gegeben durch

|Ψ(t)〉 =
∑
m,n

αm,n(t) |Ψm,n〉 . (4.116)

Die αm,n(t) sind die zeitabhängigen Variationsparameter. Ihre Anfangswerte sind reellwertig. Sie lauten

αm,n(t = 0) =

{
1√
2

für (m,n) = (0, 0) bzw. (N, 0)

0 sonst
. (4.117)

Unter der unitären Zeitentwicklung sind die αm,n(t) im Allgemeinen komplexwertig.
Der Ansatz unterteilt den Hilbertraum in Unterräume aus Zuständen mit der gleichen Magnetisierung
µxm = N−2m

N und dem gleichen Energiebeitrag des Diagonalanteils des Hamiltonoperators zur Gesamtener-

gie des Systems εxxn = N−n
N . Die Unterräume werden mit Hm,n bezeichnet und es ist dim(Hm,n) = Nm,n,

wobei
∑
nNm,n =

(
N
m

)
. Übergänge zwischen den Unterräumen werden durch Spinflips vermittelt. In der

x-Basis werden Spinflips durch die Wirkung der Operatoren σ̂yR sowie σ̂zR hervorgerufen. Im Hamilton-
operator des transversalen Ising-Modells tauchen nur die Operatoren σ̂zR auf. Sie sind an das externe
transversale Feld gekoppelt. Übergänge zwischen den Unterräumen werden somit durch die Wirkung des
externen transversalen Feldes hervorgerufen. Durch den Umklapp eines Spins wird die Anzahl m der Spin
down des Systems um 1 erhöht oder erniedrigt und die Anzahl der Kinks ändert sich um ±4, ±2 oder
0. Somit ist jeder Unterraum des Systems mit bis zu 10 anderen Unterräumen verbunden. Es werden
nun zwei Unterräume (m,n) und (m′, n′) betrachtet. Die Anzahl der Übergänge zwischen (m,n) und
(m′, n′) werde mit Tm,n;m′,n′ bezeichnet. Tm,n;m′,n′ ist symmetrisch bzgl. der Vertauschung von (m,n)
und (m′, n′). Weiterhin gilt

∑
m′,n′ Tm,n;m′,n′ = N ·Nm,n.

Die Anzahl der Unterräume (m,n) und somit der Variationsparameter wächst in führender Ordnung
quadratisch mit der Anzahl N der Spins des Systems. Dies ergibt sich daraus, dass die möglichen Werte
der Anzahl m der Spin down durch N+1 gegeben ist. Die möglichen Werte der Kinkzahl n sind wiederum
abhängig von m. Im Falle des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells betrifft diese Abhängigkeit
sowohl die minimale Anzahl an Kinks für ein gegebenes m als auch ihre maximale Anzahl. Demgegenüber
beträgt die minimale Anzahl an Kinks für das eindimensionale transversale Ising-Modell mit periodischen
Randbedingungen für 0 < m < N immer 2. Auf die genauen möglichen Werte von n in Abhängigkeit von
m wird im weiteren Verlauf der Dissertation noch genauer eingegangen werden. Ihre Anzahl wächst aber
ebenfalls in führender Ordnung linear mit N , sodass sich die quadratische Abhängigkeit der Anzahl der
Variationsparameter mit der Anzahl der Spins des Systems ergibt. Somit wird durch die Variationswel-
lenfunktion (4.116) zur Beschreibung des Systems nach den Feldquenchs wie im Falle des Jastrowansatzes
für die Wechselwirkungsquenchs die Anzahl der zu berücksichtigenden Parameter für die Zeitentwicklung
des Systems von einem Wert, der exponentiell mit der Systemgröße gemäß 2N anwächst, reduziert zu
einem Wert, der algebraisch mit N anwächst. Im Falle der Feldquenchs ist die führende Ordnung quadra-
tisch in N , wohingegen für die Wechselwirkungsquenchs die führende Ordnung linear in N ist. Weiterhin
bleibt die Symmetrie des Anfangszustandes für endliche Systemgrößen unter der unitären Zeitentwicklung
erhalten. Aus diesem Grund genügt die explizite Betrachtung der Variationsparameter mit 0 ≤ m ≤ N

2 .

Die Variationsparameter mit m > N
2 ergeben sich dann gemäß αm,n(t) = αN−m,n(t). Die genaue An-

zahl der Variationsparameter für die im Folgenden betrachteten sowie einige weitere Systemgrößen sei an
dieser Stelle bereits vorweggenommen. Die Werte können Tabelle 4.2 entnommen werden. In Abbildung
4.23 ist der in führender Ordnung quadratische Verlauf ihrer Anzahl mit der Systemgröße dargestellt.
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L 2 4 6 8 10 12 14 16

N 4 16 36 64 100 144 196 256

Anzahl der
Variationsparameter

4 45 255 848 2144 4551 8489 14834

Tabelle 4.2: Anzahl der unterschiedlichen Variationsparameter αm,n(t) in der Ansatzfunktion (4.116) zur
Beschreibung der Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf dem Quadrat-
gitter mit Kantenlänge L nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase. In führender Ordnung
wächst die Anzahl der Variationsparameter mit N2 = L4.

Abbildung 4.23: Anzahl der unterschiedlichen Va-
riationsparameter αm,n(t) in der Ansatzfunktion
(4.116) zur Beschreibung der Zeitentwicklung des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf
dem Quadratgitter mit Kantenlänge L nach den
Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase. Die Da-
tenpunkte geben die Werte der Anzahl der Variati-
onsparameter in Abhängigkeit von der Systemgröße
N an. Bei der gestrichelten Linie handelt es sich
um einen Least-Square-Fit mit a · N2. In der ein-
gebetteten Grafik erfolgt die Auftragung doppeltlo-
garithmisch zur Veranschaulichung des Wachstums
mit N2.
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Die Bestimmung der Nm,n und der Tm,n;m′,n′ ist ein rein kombinatorisches Problem. Die Dimensionen
der Unterräume sowie die Anzahl der Übergänge zwischen ihnen hängen ausschließlich von der System-
größe ab. Insbesondere sind sie unabhängig von den Parametern des Hamiltonoperators und somit auch
von dem betrachteten Quenchprotokoll, müssen also für eine gegebene Systemgröße lediglich ein einzi-
ges Mal bestimmt werden. Auf ihre Bestimmung wird im weiteren Verlauf der Dissertation eingegangen
werden. Zunächst werden jedoch die sich aus dem Ansatz (4.116) ergebenden Bewegungsgleichungen der
Variationsparameter αm,n(t) nach den Feldquenchs bestimmt.

Bewegungsgleichungen

Den Ausgangspunkt zur Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter bildet wiederum
die Minimierung des euklidischen Abstandes zwischen der exakten Zeitentwicklung der Variationswellen-
funktion des Systems zu einem gegebenen Zeitpunkt t und ihrer Variationszeitentwicklung. Die exakte
Zeitentwicklung des Variationszustandes ist durch die Schrödingergleichung bestimmt gemäß

|Ψ̇exakt(t)〉 = −ıĤ |Ψ(t)〉 (4.118)

und die Variationszeitentwicklung ist durch die partielle Ableitung der Variationswellenfunktion nach der
Zeit gegeben

|Ψ̇var(t)〉 =
∂

∂t
|Ψ(t)〉 . (4.119)

Der euklidische Abstand wird in der x-Basis bestimmt. Die Summation über alle Basiszustände wird
aufgespalten in Summationen über die einzelnen Unterräume (m,n). Somit ergibt sich für den euklidischen
Abstand der exakten und der Variationszeitentwicklung

D(t) =

√ ∑
m′,n′,k′

∣∣∣〈Ψk′
m′,n′ |Ψ̇exakt(t)〉 − 〈Ψk′

m′,n′ |Ψ̇var(t)〉
∣∣∣2 . (4.120)

Die Summation über m′ läuft über alle möglichen Anzahlen an Spin down im System, d. h. von 0 bis
N , die Summation über n′ über alle erlaubten Kinkzahlen für ein gegebenes m und die Summation über
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k′ über alle Basiszustände, die zum Unterraum (m′, n′) gehören. Einsetzen der Variationswellenfunktion
(4.116) ergibt

D(t) =

√√√√ ∑
m′,n′,k′

∣∣∣∣∣−ı∑
m,n

αm,n(t)√
Nm,n

∑
k

〈Ψk′
m′,n′ |Ĥ|Ψk

m,n〉 −
α̇m′,n′(t)√
Nm′,n′

∣∣∣∣∣
2

. (4.121)

Offensichtlich ist der euklidische Abstand der exakten und der Variationszeitentwicklung minimal, wenn
jeder einzelne Summand verschwindet. Hieraus ergibt sich die Bedingung

ıα̇m′,n′(t)√
Nm′,n′

=
∑
m,n

αm,n(t)√
Nm,n

∑
k

〈Ψk′

m′,n′ |Ĥ|Ψk
m,n〉 . (4.122)

Es wird nun über alle Zustände des Unterraumes (m′, n′) summiert. Der Summationsindex dieser Sum-
mation werde mit k′ bezeichnet. Die Terme der linken Seite der Gleichung haben für jeden Basiszustand
der x-Basis aus dem Unterraum (m′, n′) den gleichen Wert. Die Summation entspricht somit einer Mul-
tiplikation mit der Dimensionalität Nm′,n′ des Unterraumes (m′, n′). Auf der rechten Seite besteht eine
Abhängigkeit der Summanden von k′, sodass hier die Summation explizit ausgeführt werden muss. Es
ergibt sich somit

ı
√
Nm′,n′ α̇m′,n′(t) =

∑
m,n

αm,n(t)√
Nm,n

∑
k,k′

〈Ψk′

m′,n′ |Ĥ|Ψk
m,n〉 . (4.123)

Bei der Auswertung der Matrixelemente auf der rechten Seite der Gleichung ist zwischen der Wirkung
des Diagonalanteils und des Nichtdiagonalanteils des Hamiltonoperators zu unterscheiden. Aus dem Dia-
gonalanteil ergeben sich Nm′,n′ Beiträge, die jeweils den Wert −J(N−n′) haben. Der Nichtdiagonalanteil
ist durch die Anzahl der Übergänge zwischen den Unterräumen (m,n) und (m′, n′) multipliziert mit −h/2
gegeben. Somit folgt

ı
√
Nm′,n′ α̇m′,n′(t) = −J αm

′,n′(t)√
Nm′,n′

(N − n′)Nm′,n′ −
h

2

∑
m,n

αm,n(t)√
Nm,n

Tm′,n′;m,n . (4.124)

Division durch
√
Nm′,n′ ergibt schließlich

ıα̇m′,n′(t) = −J(N − n′)αm′,n′(t)−
h

2

∑
m,n

Tm′,n′;m,n√
Nm′,n′

√
Nm,n︸ ︷︷ ︸

tm′,n′;m,n

αm,n(t) . (4.125)

Dies sind die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Feldquenchs ausgehend von der
Ansatzfunktion (4.116). Bei ihnen handelt es sich um ein System gekoppelter linearer Differentialglei-
chungen mit konstanten (zeitunabhängigen) Koeffizienten. Die Zeitunabängigkeit der Koeffizienten stellt
einen entscheidenden Unterschied zu den Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Wech-
selwirkungsquenchs in (4.109) dar, die sich aus dem Jastrowansatz (4.103) ergeben. Die Koeffizienten der
Differentialgleichungen müssen somit nur ein einziges Mal bestimmt werden, wobei die Koeffizienten der
Beiträge, die sich aus dem Diagonalanteil des Hamiltonoperators ergeben, bereits bekannt sind. Es ver-
bleibt somit lediglich die Bestimmung der tm′,n′;m,n. Diese sind wie die Tm′,n′;m,n symmetrisch bzgl.
der Vertauschung von (m,n) und (m′, n′). Für die Anzahl der Übergänge Tm′,n′;m,n zwischen den Un-
terräumen (m′, n′) und (m,n) sowie die Dimensionalität Nm,n bzw. Nm′,n′ der Unterräume (m,n) bzw.
(m′, n′) wurde bereits erläutert, dass sie lediglich von der Systemgröße N abhängig sind und nicht von
den Parametern des Hamiltonoperators und somit auch nicht von dem betrachteten Quenchprotokoll.
Diese Unabhängigkeit von dem Quenchprotokoll besteht somit auch für die tm′,n′;m,n. Auf die Bestim-
mung der tm′,n′;m,n wird im folgenden Abschnitt eingegangen werden. Die Summation über m und n läuft
über alle Unterräume, die ausgehend von (m′, n′) durch Umklapp eines einzelnen Spins erreicht werden
können. Da jeder Unterraum durch den Umklapp eines einzelnen Spins mit lediglich bis zu 10 anderen
Unterräumen verknüpft ist, kann das Gleichungssystem durch eine dünn besetzte Matrix (Sparse Matrix)
dargestellt werden. Die numerische Integration der Bewegungsgleichungen erfolgt wiederum mit der aus
den Numerical Recipes in C++ [219] entnommenen Routine rk4.cpp für ein Runge-Kutta-Verfahren 4.
Ordnung. Die Anfangswerte der Variationsparameter wurden bereits in (4.117) angegeben.
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Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter

Um die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Feldquenchs lösen zu können, müssen
noch die Koeffizienten

tm,n;m′,n′ :=
Tm,n;m′,n′√
Nm,n

√
Nm′,n′

(4.126)

bestimmt werden. Hierzu sind sowohl die Dimensionalität aller Unterräume des Hilbertraumes des Sys-
tems als auch alle Übergänge zwischen ihnen erforderlich. Für das eindimensionale transversale Ising-
Modell auf der linearen Kette mit periodischen Randbedingungen existieren analytischen Ausdrücke
für die gesuchten Größen. Auf diese wird in Anhang D eingegangen und die Resultate des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens werden mit den exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik verglichen. Für
das zweidimensionale transversale Ising-Modell hingegen, dem das eigentliche Interesse der Betrachtun-
gen gilt, sind keine analytischen Ausdrücke für die t(m,n;m′, n′) bekannt. Aufgrund des exponentiellen
Wachstums der Dimensionalität des Hilbertraumes mit der Systemgröße können die Nm,n sowie die
Tm,n;m′,n′ lediglich für kleine Systemgrößen bis hin zu 6×6 durch Abzählen bestimmt werden. Zu diesem
Zweck werden alle möglichen Konfigurationen des Systems durchlaufen und für jede Konfiguration die
Anzahl m der Spin down sowie die Anzahl n der Kinks bestimmt. Zur Bestimmung der Übergänge muss
neben der Orientierung eines Spins auch die Orientierung seiner nächsten Nachbarn betrachtet werden.
Hierbei ergeben sich 10 mögliche Konfigurationen aus der Orientierung des betrachteten Spins sowie der
Anzahl unmittelbar benachbarter Spin down bzw. Spin up entsprechend den bis zu 10 Unterräumen,
mit denen jeder Unterraum des Hilbertraumes durch Umklappen eines einzelnen Spins verknüpft ist. In
Tabelle 4.3 sind diese Konfigurationen sowie die zugehörigen Übergänge zusammengefasst. Für größere
Systeme können die Nm,n sowie die Tm,n;m′,n′ mithilfe von Monte-Carlo-Verfahren bestimmt werden. Da-
bei ist jedoch zu beachten, dass es mit Standard-Monte-Carlo-Verfahren aufgrund von Unterschieden der
Dimensionalität der einzelnen Unterräume des Hilbertraumes von zum Teil vielen Größenordnungen nicht
möglich ist, innerhalb einer endlichen Laufzeit eine zuverlässige Schätzung der Dimensionalität der klei-
nen Unterräume sowie der Übergänge aus ihnen heraus bzw. in sie hinein zu erhalten. Aus diesem Grund
wird im Folgenden Rare Event Sampling (RES) verwendet. Rare Event Sampling stellt einen Oberbegriff
für verschiedene Monte-Carlo-Verfahren dar, die selektiv Stichproben für bestimmte Regionen des Konfi-
gurationsraumes ereugen, die durch Brute-Force-Methoden nur mit geringer Wahrscheinlichkeit erreicht
werden und infolgedessen eine große Anzahl erzeugter Stichproben und somit lange Laufzeiten bedingen
würden. Das im Rahmen der vorliegenden Dissertation angewendete Verfahren zur Bestimmung der Nm,n
sowie der Tm,n;m′,n′ geht zurück auf Alexander Hartmann [246]. Das Verfahren sowie seine Anwendung
auf das vorliegende Problem werden in Anhang E detailliert beschrieben.

Orientierung
des Spins

Anzahl Spin down
nächste Nachbarn

Anzahl Spin up
nächste Nachbarn

Übergang

0 down 4 0 (m,n)→ (m− 1, n+ 4)

1 down 3 1 (m,n)→ (m− 1, n+ 2)

2 down 2 2 (m,n)→ (m− 1, n)

3 down 1 3 (m,n)→ (m− 1, n− 2)

4 down 0 4 (m,n)→ (m− 1, n− 4)

5 up 4 0 (m,n)→ (m+ 1, n− 4)

6 up 3 1 (m,n)→ (m+ 1, n− 2)

7 up 2 2 (m,n)→ (m+ 1, n)

8 up 1 3 (m,n)→ (m+ 1, n+ 2)

9 up 0 4 (m,n)→ (m+ 1, n+ 4)

Tabelle 4.3: Mit dem Umklapp eines Spins verknüpfte Übergänge zwischen den Unterräumen. Die
ursprüngliche Konfiguration des Systems gehöre zu dem Unterraum (m,n).
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Bestimmung der Observablen

Während die zeitabhängigen Erwartungswerte der Korrelationsfunktionen und des Betrages der Magne-
tisierung sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden
Operatoren im Rahmen des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens nach den Wechselwirkungsquenchs unter
Verwendung des Jastrowansatzes durch den Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus bestimmt werden,
existieren nach den Feldquenchs direkte funktionale Zusammenhänge zwischen der Korrelationsfunkti-
on nächster Nachbarn sowie dem Betrag der Magnetisierung zu den Variationsparametern αm,n(t) der
Ansatzfunktion (4.116). Für den Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung des Systems zum
Zeitpunkt t lautet dieser Zusammenhang

µxB(t) = 〈µ̂xB〉t =
∑
m,n

|αm,n(t)|2 · |µxm| . (4.127)

Dabei sind die µxm die Eigenwerte von µ̂x gemäss (4.13) und die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
der Magnetisierung des Systems zum Zeitpunkt t den Wert µxm zu erhalten, ist gegeben durch

pt(µ
x
m) =

∑
n

|αm,n(t)|2 . (4.128)

Der Erwartungswert der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn ergibt sich zu

Cxxnn (t) = 〈Ĉxxnn 〉t =
∑
m,n

|αm,n(t)|2 · εxxn (4.129)

mit den εxxn gemäß (4.14). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der εxxn ist dabei

pt(ε
xx
n ) =

∑
m

|αm,n(t)|2 . (4.130)

Zur Bestimmung des Erwartungswertes der Korrelationsfunktion zwischen weiter voneinander entfernten
Positionen des Systems sind zusätzlich die Werte

Cr(m,n) :=
1

Nr

∑
R

∑
k

〈Ψk
m,n|σ̂xRσ̂xR+r|Ψk

m,n〉 (4.131)

erforderlich. Ihre Bestimmung erfolgt im Rahmen des in Anhang E beschriebenen Monte-Carlo-Verfahrens
für die Nm,n und Tm,n;m′,n′ . Mithilfe der Cr(m,n) kann der Erwartungswert der Korrelationsfunktion
zweier Spins im Abstand r zum Zeitpunkt t geschrieben werden als

Cxxr (t) = 〈Ĉxxr 〉t =
∑
m,n

|αm,n(t)|2 · Cr(m,n) . (4.132)

Überprüfung des Algorithmus

Nach der Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Feldquenchs sowie der
Beschreibung der Bestimmung der Observablen wird der Algorithmus im Folgenden überprüft. Hierzu
wird wie im Falle der Wechselwirkungsquenchs das System der Größe 4×4 betrachtet, dessen Zeitentwick-
lung noch mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung bestimmt werden kann. In Abbildung
4.24 werden der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung
sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsopera-
tors µ̂x bestimmt mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens mit den exakten Ergebnissen vergli-
chen. Die Zeitmittel wurden dabei über das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Abbildung 4.25 zeigt einen
entsprechenden Vergleich für die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn sowie
die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte εxxn von Ĉxxnn . Betrachtet werden die
zu Beginn des Kapitels angegebenen Quenchprotokolle und es werden die durch Abzählen bestimmten
Werte der tm,n;m′,n′ für das Variations-Monte-Carlo-Verfahren verwendet. Für die betrachteten Quench-
protokolle zeigt sich für das 4 × 4 - System eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den Resultaten
der numerischen Zeitentwicklung der Schrödingergleichung sowie des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens.
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(e) (1, 0)→ (1, 1.25)
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Abbildung 4.24: (a) - (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung
bestimmten Resultaten (−) für die Magnetisierung des Systems und Resultaten des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Variationswellenfunktion (4.116) (−) nach Feldquenchs. Die
Graphen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf des renormierten Betrages der Magnetisierung
dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die Graphen der rechten
Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der möglichen Werte der Magnetisierung
des Systems. Die Zeitmittel wurden jeweils über das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Bei Betrachtung der
Zeitentwicklung zeigen sich für die stärksten Quenchs leichte Abweichungen in Bezug auf die Amplitude
der auftretenden Oszillationen. Die Frequenz der Oszillationen und die zeitlichen Mittelwerte sowohl der
Observablen µxBR als auch der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der µxm werden sehr gut reproduziert mit
sehr kleinen Abweichungen lediglich für den stärksten betrachteten Feldquench (1, 0)→ (1, 1.25).
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(e) (1, 0)→ (1, 1.25)
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Abbildung 4.25: (a) - (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung
bestimmten Resultaten (−) für die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn
und Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Variationswellenfunkti-
on (4.116) (−) nach Feldquenchs. Die Graphen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf der
Korrelationsfunktion dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die
Graphen der rechten Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der möglichen Wer-
te von εxxn . Die Zeitmittel wurden jeweils über das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Bei Betrachtung der
Zeitentwicklung zeigen sich für die stärksten Quenchs leichte Abweichungen in Bezug auf die Amplitude
der auftretenden Oszillationen. Die Frequenz der Oszillationen und die zeitlichen Mittelwerte sowohl der
Observablen Cxxnn als auch der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der εxxn werden sehr gut reproduziert mit
sehr kleinen Abweichungen lediglich für den stärksten betrachteten Feldquench (1, 0)→ (1, 1.25).
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(a) Renormierter Betrag der Magnetisierung
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(b) Gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn
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Abbildung 4.26: Vergleich der Zeitmittelwerte (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und
(b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn für das 4× 4 - System nach den
Feldquenchs bestimmt mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung (−) und mithilfe des
Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Ansatzfunktion in (4.116) (×). Zusätzlich ist
der relative Fehler der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens aufgetragen. Es zeigt sich, dass
der relative Fehler für h/J ≤ 1 in guter Näherung konstant ist und weniger als 1 Promille beträgt. Für
größere Verhältnisse h/J wächst der Fehler schnell an und überschreitet bei h/J ≈ 1.5 den Wert von 1%.

Diese Übereinstimmung bleibt auch für größere Zeiten als das Zeitintervall [0, 10] erhalten, auf das sich
aus Darstellungsgründen in den Abbildungen beschränkt wurde. Die Frequenz der auftretenden Oszilla-
tionen im zeitlichen Verlauf sowohl des renormierten Betrages der Magnetisierung als auch der gleichzeiti-
gen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn wird durch das Variations-Monte-Carlo-Verfahren
hervorragend wiedergegeben. Bei Betrachtung der Amplituden zeigen sich für die stärkeren Quenchs
geringfügige Abweichungen zwischen den exakten Resultaten und den Resultaten des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens, die jedoch nur einen unwesentlichen Einfluss auf den zeitlichen Mittelwert haben, der
ebenfalls eine sehr gute Übereinstimmung aufweist. Die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
sowohl der µxm als auch der εxxn stimmen für alle betrachteten Quenchprotokolle ebenfalls überein. Ins-
gesamt zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den exakten Resultaten und den Resulta-
ten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens, wobei die Übereinstimmung umso besser ist, je kleiner das
Verhältnis h/J ist. Dies wurde bereits bei der Herleitung der Ansatzfunktion angemerkt und bildet einen
Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs, nach denen aufgrund des verwendeten Jastrowansatzes die
Beschreibung der Zeitentwicklung des Systems umso exakter ist, je größer das Verhältnis h/J ist. Zur
Quantifizierung der Abweichungen zwischen der exakten Zeitentwicklung sowie der Zeitentwicklung der
Observablen mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens nach den Feldquenchs im 4× 4 - System ist
in Abbildung 4.26 der Verlauf der Zeitmittelwerte für das mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens
zeitentwickelte System sowie das mithilfe numerischer Integration der Schrödingergleichung exakt in der
Zeit propagierte System in Abhängigkeit von h/J sowie der relative Fehler der Ergebnisse des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens dargestellt. Wie Abbildung 4.26 entnommen werden kann, bleibt der relative
Fehler der Zeitmittelwerte des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens bis hin zu h/J = 1 unter 1 Promille.
Für größere Verhältnisse h/J wächst der Fehler an und erreicht bei etwa h/J = 1.5 einen Wert von 1 %.
Die in der Abbildung dargestellten Zeitmittel wurden über das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Abbildung
4.27, in der die zeitgemittelten Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens für die Zeitintervalle
[0, 10], [0, 25], [0, 50] und [0, 100] dargestellt sind, zeigt, dass die Bildung des Zeitmittels dabei wie be-
reits für die Wechselwirkungsquenchs stabil gegenüber Änderung des Zeitintervalls ist. Ein Vergleich der
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Abbildung 4.27: Einfluss der Länge des Zeitintervalls, über das das Zeitmittel gebildet wird, auf den
Zeitmittelwert (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelations-
funktion zwischen nächsten Nachbarn für das 4×4 - System nach den Feldquenchs. Betrachtet werden die
Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Ansatzfunktion (4.116). Bereits
das Zeitmittel über das kurze Zeitintervall [0, 10] ist stabil gegenüber einer Verlängerung des Zeitintervalls.

Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu exakten Resultaten ist wiederum nur für das 4× 4 -
System möglich. Da durch die Ansatzfunktion (4.116) nur Korrelationen zwischen nächsten Nachbarn
unmittelbar erfasst werden, ist eine Abnahme der Genauigkeit der Approximation der exakten Zeitent-
wicklung mit zunehmender Größe des Systems zu erwarten. Aufgrund der hohen Anzahl an Symmetrien
innerhalb des zweidimensionalen Quadratgitters und der Bedeutung insbesondere kurzreichweitiger Kor-
relationen innerhalb der ferromagnetischen Phase wird diese Abnahme der Genauigkeit bei Beschränkung
der Betrachtungen auf Quenchprotokolle, für die das System die ferromagnetische Phase nicht verlässt,
nur geringfügig sein und sich hauptsächlich auf den genauen zeitlichen Verlauf der Erwartungswerte der
Observablen und weniger auf ihre zeitlichen Mittelwerte auswirken.

4.8.3 Resultate

Im Anschluss an die Beschreibung der Anwendung des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens auf das zwei-
dimensionale transversale Ising-Modell nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs widmet sich
das folgende Kapitel der Diskussion der gewonnenen Resultate für die beiden Quenchprotokolle. Für die
Systemgrößen 4 × 4, 8 × 8, 12 × 12 und 16 × 16 werden die Zeitentwicklung des Erwartungswertes des
renormierten Betrages der Magnetisierung sowie der Korrelationsfunktionen zwischen nächsten Nachbarn
bestimmt und ihre Zeitmittel sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte
der die Observablen beschreibenden Operatoren mit denjenigen des Systems im thermischen Gleichge-
wicht bei der dem System nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff verglichen. Die
Ergebnisse für die unterschiedlichen Systemgrößen werden anschließend genutzt, um mithilfe von Finite-
Size-Scaling Rückschlüsse auf das System im thermodynamischen Limes zu ziehen. Weiterhin werden
für große Systemgrößen die zeitlichen Mittelwerte weiter voneinander entfernter Spins des Systems den
thermischen Erwartungswerten gegenübergestellt.

Zeitentwicklung der Erwartungswerte der Observablen

Den Anfang der Betrachtungen bildet die Zeitentwicklung der Erwartungswerte des renormierten Betra-
ges der Magnetisierung sowie der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn. Diese
ist in den Abbildungen 4.28 und 4.29 für die unterschiedlichen Systemgrößen nach den verschiedenen
betrachteten Quenchprotokollen für die Wechselwirkungs- und die Feldquenchs dargestellt. Im Falle der
Wechselwirkungsquenchs wird die Zeitentwicklung auf dem Intervall [0, 100] bestimmt, wobei sich die
Graphen in Abbildung 4.28 aus Gründen der Ablesbarkeit auf das Zeitintervall [0, 10] beschränken. Für
die Feldquenchs in Abbildung 4.29 erfolgen die Betrachtungen auf dem Zeitintervall [0, 25], da für größere
Zeiten im Falle stärkerer Quenchs die Genauigkeit der Approximation für größere Systemgrößen abnimmt.
Ursächlich hierfür ist die Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationspara-
meter durch das in Anhang E beschriebene Monte-Carlo-Verfahren. Dieses bestimmt die Koeffizienten
zwar mit hoher Genauigkeit, jedoch akkumulieren sich die geringfügigen Abweichungen von den exakten
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Werten im Laufe der Zeit. Aufgrund der größeren Anzahl an Variationsparametern für die größeren Sys-
temgrößen sind diese stärker von diesem Effekt betroffen, sodass für sie die erreichbaren Zeiten geringer
sind. Wie jedoch der Vergleich der Zeitmittelwerte in den Abbildungen 4.19 und 4.27 für das 4 × 4 -
System gezeigt hat, ergibt bereits die Mittelung über diese Intervalllänge ein gegenüber Vergrößerung des
Zeitintervalles stabiles Ergebnis für den zeitlichen Mittelwert.
Zunächst werde der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung
nach den Wechselwirkungsquenchs betrachtet, der in den Graphen in Spalte (a) von Abbildung 4.28 dar-
gestellt ist. Dieser weist starke Ähnlichkeiten zu einer harmonischen Schwingung auf. Amplitude sowie
Frequenz der Schwingung werden durch das Verhältnis von h/J nach dem Quench bestimmt. Zudem
besteht ein Einfluss der Systemgröße. Die Frequenz der Schwingungen ist für ein gegebenes Verhältnis
von h/J in guter Näherung zeitlich konstant und wird nur geringfügig durch die Systemgröße beeinflusst.
Lediglich für das 4 × 4 - System zeigen sich Abweichungen. Anschaulich kann dieses Verhalten dadurch
erklärt werden, dass durch das transversale Feld Spins umgeklappt werden. Die Umklapprate ist umso
höher, je größer das Verhältnis h/J ist. Da sich die Magnetisierung unmittelbar aus der Orientierung aller
Spins des Systems ergibt, äußert sich eine höhere Umklapprate in einer höheren Frequenz der Oszillatio-
nen des zeitlichen Verlaufs des Erwartungswertes des Betrages der Magnetisierung. Dies ist insbesondere
in der paramagnetischen Phase der Fall, in der das Transversalfeld gegenüber der Kopplung der Spins
untereinander dominiert und der energetische Beitrag der relativen Orientierung benachbarter Spins zur
Gesamtenergie gering ist im Vergleich zu dem Beitrag, der sich aus dem externen Transversalfeld er-
gibt. Die Betrachtung der Amplitude der Oszillationen des zeitlichen Verlaufs des Erwartungswertes des
Betrages der Magnetisierung zeigt, dass mit kleiner werdendem Verhältnis h/J die Amplitude der Os-
zillationen zunimmt. Dies kann dadurch erklärt werden, dass sich das System nach dem Quench näher
am kritischen Punkt und somit auch näher an der ferromagnetischen Phase befindet. Aufgrund der Nähe
zum kritischen Punkt können die Spins leichter ausgelenkt werden, sodass die Amplitude der Oszilla-
tionen zunimmt. Zugleich nimmt aufgrund der größeren Nähe zur ferromagnetischen Phase der zeitliche
Mittelwert zu. Bei dieser Zunahme handelt es sich um einen Finite-Size-Effekt. Die Magnetisierung stellt
den Ordnungsparameter des Phasenüberganges des transversalen Ising-Modells im thermodynamischen
Limes dar. Für endliche Systemgröße verschwindet ihr Betrag nicht in der paramagnetischen Phase und
zeigt die beschriebene Zunahme der Amplitude der Oszillationen sowie des zeitlichen Mittelwertes mit
kleiner werdendem Verhältnis h/J . Die Amplitude der Oszillationen für eine feste Systemgröße und ein
festes Verhältnis h/J weist eine geringfügige Zeitabhängigkeit auf. Diese Änderungen der Amplitude mit
der Zeit sind umso ausgeprägter, je kleiner das Verhältnis h/J ist. Dies erklärt sich wiederum durch die
zunehmende Bedeutung der Kopplung der Spins untereinander für kleinere Werte des Transversalfeldes,
die zu einer stärkeren Abweichung von einer harmonischen Schwingung führen.
Die Graphen in Spalte (b) von Abbildung 4.28 zeigen den zeitlichen Verlauf des Erwartungswertes der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn nach den Wechselwirkungsquenchs. Die-
ser weist unmittelbar nach dem Quench einen schnellen Anstieg auf und fällt anschließend auf seinen
stationären Wert ab, um den er im weiteren Zeitverlauf oszilliert. Die Amplitude der Oszillationen ist
zeitlich moduliert. Die Periodizität der Amplitudenmodulation wächst mit der Systemgröße an, wohin-
gegen die maximale Amplitude der Oszillationen sowohl mit abnehmender Systemgröße als auch mit
abnehmendem Verhältnis h/J zunimmt. Die Zunahme der Amplitude für kleine Werte von h/J erklärt
sich dadurch, dass näher am kritischen Punkt die Spins leichter ausgelenkt werden können, und die
Zunahme des zeitlichen Mittelwertes des Erwartungswertes der Korrelationsfunktion dadurch, dass für
kleineres Verhältnis h/J die Kopplung der Spins untereinander an Bedeutung gewinnt und infolgedessen
die Korrelationsfunktion zunimmt. Die Abnahme der Amplitude der Oszillationen mit der Systemgröße
folgt aus der Abnahme der Bedeutung von Fluktuationen innerhalb des Systems mit der Systemgröße.
Nach Diskussion des zeitlichen Verlaufs der Observablen sowie der Einflussgrößen auf sie werden nun ihre
zur Beantwortung der Frage des Auftretens von Thermalisierung erforderlichen Zeitmittelwerte betrach-
tet. Diese wurden über das Zeitintervall [0, 100] berechnet und sind in Abbildung 4.28 als gestrichelte
Linien eingezeichnet. Die gepunkteten Linien hingegen stellen die entsprechenden Erwartungswerte gemäß
dem kanonischen Gibbs Ensemble für das System im thermischen Gleichgewicht bei der dem System nach
dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff dar. Ein Vergleich der Zeit- und Ensemblemittel
zeigt sowohl für den renormierten Betrag der Magnetisierung als auch für die gleichzeitige Korrelations-
funktion zwischen nächsten Nachbarn, dass die zeitlichen Mittelwerte unterhalb der Ensemblemittelwerte
liegen. Die Abweichung ist hierbei umso größer, je kleiner das Verhältnis h/J ist, d. h. je stärker der be-
trachtete Wechselwirkungsquench ist und je näher er am Phasenübergang endet. Bezüglich der Nähe der
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Abbildung 4.28: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes (a) des renormierten Betrages der Magneti-
sierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn nach den Wechsel-
wirkungsquenchs für die Systemgrößen (i) 4 × 4, (ii) 8 × 8, (iii) 12 × 12 und (iv) 16× 16. Der Farbcode
lautet− (0, 10)→ (1, 10),− (0, 7.5)→ (1, 7.5),− (0, 5)→ (1, 5),− (0, 4)→ (1, 4),− (0, 3.5)→ (1, 3.5).
Gestrichelte Linien geben die zeitlichen Mitelwerte über das Zeitintervall [0, 100] an und gepunktete Li-
nien die thermischen Erwartungswerte der Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach
dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff.
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Endpunkte der Wechselwirkungsquenchs zum Phasenübergang sei auf Abbildung 4.13 (a) verwiesen, die
die Endpunkte der Wechselwirkungsquenchs im h/J -T/J - Diagramm zeigt.
Vor dem genaueren Vergleich der Zeit- und Ensemblemittelwerte als Funktion von h/J soll zunächst der
zeitliche Verlauf der Erwartungswerte der Observablen nach den Feldquenchs betrachtet werden. Dieser
ist in Spalte (a) von Abbildung 4.29 für den renormierten Betrag der Magnetisierung und in Spalte (b) für
die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn dargestellt. Für schwache Quenchs,
die im Falle der Wechselwirkungsquenchs einem kleinen Verhältnis h/J entsprechen, kann der zeitliche
Verlauf des Erwartungswertes beider Observablen in guter Näherung durch eine harmonische Schwin-
gung beschrieben werden. Es zeigen sich lediglich kleine Abweichungen der Amplitude der Oszillationen.
Die Erklärung für diesen Verlauf wurde für die Magnetisierung im Rahmen der störungstheoretischen
Betrachtung der Feldquenchs gegeben. Für kleine Feldquenchs bis hin zu etwa h/J = 0.5 erlaubt bereits
die erste nicht verschwindende nicht konstante Ordnung eine genaue Beschreibung der Zeitentwicklung
des Erwartungswertes des Betrages der Magnetisierung. Diese ist von der Systemgröße unabhängig. Zur
Beschreibung stärkerer Quenchs sind höhere Ordnungen der Entwicklung erforderlich. Bei diesen können
sich im Vergleich zu den mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens betrachteten endlichen System-
größen Abweichungen ergeben. Dies kann anhand der anschaulichen Erklärung verstanden werden, die bei
den Betrachtungen mithilfe der zeitabhängigen Störungstheorie dafür gegeben wurde, wann einer der sich
in der Entwicklung (4.84) ergebenden Beiträge nicht verschwindet. Dies ist gerade dann der Fall, wenn die
Anzahl der Umklapps eines jeden Spins gerade ist, d. h. jeder Spin, der umgeklappt wurde, auch wieder in
seine ursprüngliche Orientierung zurückgebracht wird. Die Ordnung der Entwicklung bestimmt die Anzahl
an Spinumklapps. Ist die Ordnung der Entwicklung, d. h. die Anzahl der Spinumklapps, hoch im Ver-
gleich zur Systemgröße, so können die Positionen der umgeklappten Spins nicht frei voneinander gewählt
werden, d. h. ein Spin muss mehrmals umgeklappt werden oder die umgeklappten Spins müssen nächste
Nachbarn sein usw.. Hierdurch ergeben sich Abweichungen der störungstheoretischen Betrachtung endli-
cher Systeme im Vergleich zum System im thermodynamischen Limes. Die Amplitude der Oszillationen
des zeitlichen Verlaufs des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung skaliert nach
kleinen Quenches somit in führender Ordnung mit (h/J)2, wohingegen die Kreisfrequenz der Schwingun-
gen durch 4J gegeben ist. Für stärkere Quenchs hat das Kapitel zur störungstheoretischen Beschreibung
des Relaxationsprozesses im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell gezeigt, dass die erreichbaren
Ordnungen der Entwicklung nur für kleine Zeiten bis etwa 1.5 zur Beschreibung der Zeitentwicklung
ausreichend sind. Aus diesem Grund existieren für diese Quenchs lediglich die Resultate des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens. Sie zeigen eine weitere Abnahme des zeitlichen Mittelwertes bei gleichzeitiger
Zunahme der Amplitude der Oszillationen um diesen. Die Amplitude weist dabei insbesondere bei den
Feldquenchs hin zu h/J = 1 sowie h/J = 1.25 eine starke Zeitabhängigkeit auf. Die Periodendauer der
Oszillationen erweist sich für gegebenes Verhältnis h/J nach dem Quench als von der Systemgröße un-
abhängig. Weiterhin hat auch das Verhältnis von h/J im Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs nur
einen geringen Einfluss auf die Periodendauer. Diese nimmt mit steigendem h/J geringfügig zu. Die Am-
plitude der Oszillationen um den durch gestrichelte Linien dargestellten zeitlichen Mittelwert hingegen
verringert sich mit der Systemgröße. Ursächlich hierfür ist die abnehmende Bedeutung von Fluktuatio-
nen mit der Systemgröße. Ein Vergleich der zeitlichen Mittelwerte zu den Erwartungswerten für das
System im thermischen Gleichgewicht bei Teff (gepunktete Linien) zeigt, dass die zeitlichen Mittelwerte
des renormierten Betrages der Magnetisierung unterhalb der thermischen Erwartungswerte liegen. Die
Abweichung verschwindet für schwache Feldquenchs nahezu und nimmt mit der Stärke der Feldquenchs
bzw. der Nähe des Endpunktes des Quenchs zum Phasenübergang im h/J -T/J - Diagramm zu.
Die Graphen in Spalte (b) von Abbildung 4.29 zeigen den zeitlichen Verlauf des Erwartungswertes der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn nach den Feldquenchs für die verschiede-
nen Systemgrößen. Im Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs weist dieser einen sehr ähnlichen Ver-
lauf zum renormierten Betrag der Magnetisierung auf. Für kleine Feldquenchs folgt die Zeitentwicklung
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn einer harmonischen Schwingung. Die
Frequenz der Oszillationen stimmt dabei mit derjenigen des renormierten Betrages der Magnetisierung
überein, wohingegen ihre Amplitude größer ist. Für die stärkeren Feldquenchs zeigt sich wiederum eine
Zeitabhängigkeit der Amplitude. Ein Vergleich der zeitlichen Mittelwerte des Erwartungswertes der Kor-
relationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn zum thermischen Erwartungswert zeigt in Abhängigkeit
von der Systemgröße ein unterschiedliches Verhalten. Für schwache Feldquenchs besteht für alle betrach-
teten Systemgrößen eine gute Übereinstimmung der zeitlichen Mittelwerte und der thermischen Erwar-
tungswerte. Eine Abhängigkeit von der Systemgröße zeigt sich für stärkere Feldquenchs. Während für
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

(a) Renormierter Betrag
(a) der Magnetisierung
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(iv) L = 16
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Abbildung 4.29: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes (a) des renormierten Betrages der Magne-
tisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn nach den Feld-
quenchs für die Systemgrößen (i) 4 × 4, (ii) 8 × 8, (iii) 12 × 12 und (iv) 16 × 16. Der Farbcode lautet
− (1, 0)→ (1, 0.25), − (1, 0)→ (1, 0.5), − (1, 0)→ (1, 0.75), − (1, 0)→ (1, 1), − (1, 0)→ (1, 1.25). Ge-
strichelte Linien geben die zeitlichen Mitelwerte über das Zeitintervall [0, 25] an und gepunktete Linien
die thermischen Erwartungswerte der Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach dem
Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff.
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das 4 × 4 - System die zeitlichen Mittelwerte nach den stärkeren Feldquenchs unterhalb der thermischen
Erwartungswerte liegen, liegen sie für das 12 × 12- sowie das 16 × 16 - System oberhalb von diesen. Die
Abweichungen wachsen mit der Systemgröße für ein gegebenes Quenchprotokoll, d. h. der zeitliche Mittel-
wert nimmt für die betrachteten Systemgrößen im Verhältnis zum thermischen Erwartungswert mit der
Systemgröße zu. Für das 8×8 - System fallen der thermische Erwartungswert und der zeitliche Mittelwert
nahezu übereinander. Die thermischen Erwartungswerte sind stabil gegenüber Änderung der Systemgröße,
sodass die relative Verschiebung der zeitlichen Mittelwerte und der thermischen Erwartungswerte allein
auf der Änderung der zeitlichen Mittelwerte mit der Systemgröße beruht.

Zeitmittelwerte und thermische Erwartungswerte der Observablen

Nachdem im Rahmen der Betrachtungen der Zeitentwicklung des Erwartungswertes des renormierten
Betrages der Magnetisierung und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn
nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs bereits kurz auf die Zeitmittelwerte und thermischen
Erwartungswerte der Observablen eingegangen wurde, sollen diese im Folgenden genauer untersucht wer-
den. Zu diesem Zweck sind in den Abbildungen 4.30 und 4.31 die Erwartungswerte der Observablen für
das System bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur sowie die zeitlichen
Mittelwerte der Observablen nach dem Quench als Funktion des Verhältnisses h/J nach dem Quench
aufgetragen. Im Falle der Wechselwirkungsquenchs werden nur Quenchs mit h/J > (h/J)crit betrachtet,
da der Vergleich zu den exakten Resultaten aus der numerischen Integration der Schrödingergleichung für
das 4×4 - System gezeigt hat, dass die Genauigkeit der Approximation durch das Variations-Monte-Carlo-
Verfahren unter Verwendung des Jastrowansatzes stark abnimmt, wenn sich h/J dem kritischen Punkt
nähert. Für das System nach Feldquenchs hingegen wurde gezeigt, dass für Werte von h/J < 1

2 (h/J)crit

das System die ferromagnetische Phase nicht verlässt und weiterhin eine gute Übereinstimmung der ex-
akten Resultate und der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens besteht.
Es werden wiederum zunächst die Wechselwirkungsquenchs betrachtet. Für diese zeigt der Verlauf der
thermischen Erwartungswerte in Spalte (a) von Abbildung 4.30 ein Maximum für h/J ≈ 2. Wie Ab-
bildung 4.13 (a) entnommen werden kann, weist der Endpunkt dieses Wechselwirkungsquenchs im h/J -
T/J - Diagramm den geringsten Abstand zum Phasenübergang in die ferromagnetische Phase auf. Mit
steigendem Abstand vom Phasenübergang sowohl für kleinere als auch für größere Werte von h/J fal-
len sowohl die thermischen Erwartungswerte des renormierten Betrages der Magnetisierung als auch der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn ab. Während sich im Verlauf der thermi-
schen Erwartungswerte der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn nur für das
4×4 - System Abweichungen gegenüber den größeren Systemen zeigen, ist für den renormierten Betrag der
Magnetisierung der bereits bei Betrachtung der Zeitentwicklung des Erwartungswertes beschriebene Ein-
fluss der Systemgröße erkennbar. Ein Vergleich der zeitgemittelten Erwartungswerte der Observablen zu
ihren thermischen Erwartungswerten zeigt für alle betrachteten Systemgrößen eine gute Übereinstimmung
für große Verhältnisse h/J . Nähert sich h/J dem kritischen Punkt (h/J)crit an, so ergeben sich Abwei-
chungen. Hierbei ist zu beachten, dass in diesem Bereich von h/J die Genauigkeit der Beschreibung
der Zeitentwicklung des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des
Jastrowansatzes abnimmt. Wie im Folgenden mithilfe von Betrachtungen der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren und eines Finite-Size-Scalings der
Differenz der thermischen und der zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen gezeigt werden wird,
ist zu erwarten, dass diese Abweichungen im thermodynamischen Limes verschwinden.
Bei der Betrachtung der thermischen sowie der zeitgemittelten Erwartungswerte der Observablen nach
den Feldquenchs in Abbildung 4.31 zeigt sich für den renormierten Betrag der Magnetisierung sowohl
für das Systems im thermischen Gleichgewicht als auch für den zeitlichen Mittelwert nach den Quenchs
eine Abhängigkeit von der Systemgröße. Für die Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn ist
eine solche Abhängigkeit für h/J < (h/J)crit nur für die Zeitmittelwerte nach den Quenchs gegeben. Die
thermischen Erwartungswerte der gleichzeitigen Korrelationsfunktion hingegen sind für die Verhältnisse
von h/J , für die der Vergleich zu dem System nach den Feldquenchs durchgeführt wird, von der System-
größe unabhängig. Ein Vergleich der Abstände zwischen den zeitlichen Mittelwerten der gleichzeitigen
Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn für unterschiedliche Systemgrößen für ein gegebenes
Verhältnis h/J zeigt, dass die Abstände zwischen den Werten für zwei aufeinanderfolgende Systemgrößen
umso kleiner sind, je größer die Systemgröße ist. Es besteht somit Grund zu der Annahme, dass für noch
größere Systeme der zeitliche Mittelwert des Erwartungswertes der gleichzeitigen Korrelationsfunktion
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Wechselwirkungsquenchs (0, h)→ (J,h)
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Abbildung 4.30: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (•) und des zeitlichen Mittelwertes (•) (a)
des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn nach den Wechselwirkungsquenchs (J, 0)→ (J, h) für die Systemgrößen (i) 4× 4, (ii)
8× 8, (iii) 12× 12 und (iv) 16× 16.
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)
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Abbildung 4.31: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (•) und des zeitlichen Mittelwertes (•) (a)
des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn nach den Feldquenchs (J, 0) → (J, h) für die Systemgrößen (i) 4 × 4, (ii) 8 × 8, (iii)
12× 12 und (iv) 16× 16.
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zwischen nächsten Nachbarn für jedes Verhältnis h/J gegen einen festen Wert konvergiert. Eine mögliche
Erklärung dafür, dass dieser Effekt die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn
nach den Feldquenchs bestrifft, besteht darin, dass ihre Summanden Zwei-Spin-Operatoren darstellen
und sie dadurch stärker von Finite-Size-Effekten betroffen ist als der Betrag der Magnetisierung. Diese
Finite-Size-Effekte betreffen vor allem das System außerhalb des Gleichgewichts.

Zeitgemittelte und thermische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Der Vergleich der Erwartungswerte der Observablen für das System im thermischen Gleichgewicht bei
der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur zu den zeitgemittelten Erwartungswer-
ten nach den Quenchs hat für beide betrachteten Quenchprotokolle eine gute Übereinstimmung im Falle
schwacher Quenchs sowie zunehmende Abweichungen bei Erhöhung der Quenchstärke bzw. Annäherung
an den Phasenübergang ergeben. Für die Bereiche von h/J , in denen die Abweichungen bestehen, therma-
lisiert das System für die betrachteten Systemgrößen nicht. Für die Bereiche mit guter Übereinstimmung
von Zeit- und Ensemblemittel hingegen sind noch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte
der die Observablen beschreibenden Operatoren für das System im thermischen Gleichgewicht mit ih-
ren zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Quenchs zu vergleichen, um die Frage nach
dem Auftreten von Thermalisierung beantworten zu können. Weiterhin gilt es zu überprüfen, ob die
beobachteten Abweichungen durch Finite-Size-Effekte hervorgerufen sind und im thermodynamischen
Limes verschwinden. Begonnen werde mit dem Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Die Ab-
bildungen 4.32 bis 4.35 zeigen die thermischen sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
nach den Wechselwirkungsquenchs für die Systemgrößen 4× 4 bis 16× 16. Die Verläufe der Häufigkeiten
sowohl der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators µ̂x als auch der Eigenwerte εxxn des Operators
Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion nächster Nachbarn misst, folgen dabei dem Verlauf einer
Gaußglocke. Während sich für das 4 × 4 - System insbesondere in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der p(εxxn ) noch Abweichungen von einem gaußförmigen Kurvenverlauf zeigen, ist der Verlauf ab der
Systemgröße 8 × 8 klar erkennbar. Dieser Kurvenverlauf ist in der paramagnetischen Phase aufgrund
der dort in x-Richtung nicht vorhandenen Fernordnung zu erwarten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
p(µxm) sind symmetrisch bzgl. null. Dies folgt aus der in der paramagnetischen Phase ungebrochenen
globalen Z2-Spin-Umklapp-Symmetrie. Die endliche Breite der Gaußkurven ist eine Folge der endlichen
Systemgrößen. Mit zunehmender Systemgröße nimmt die Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung immer
weiter ab, sodass der Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung immer kleiner wird und schließ-
lich im thermodynamischen Limes in der paramagnetischen Phase verschwindet. Dies folgt daraus, dass
Fluktuationen mit der Systemgröße immer unbedeutender werden. Ein ähnliches Bild zeigt sich für die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der εxxn . Sie werden ebenfalls mit zunehmender Systemgröße schmaler.
Da der Erwartungswert der gleichzeitigen Korrelationsfunktion nächster Nachbarn innerhalb der para-
magnetischen Phase nur im Grenzfall h/J → ∞ bzw. T/J → ∞ verschwindet, sind die Gaußkurven
gegenüber null verschoben. Nach dieser allgemeinen Diskussion des Verlaufs der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren werde sich nun dem Vergleich
der Wahrscheinlichkeitsverteilungen pTeff

CGE(µxm) und pTeff

CGE(εxxn ) im thermischen System bei der Tempera-

tur Teff zu den entsprechenden zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen pt(µxm) und pt(εxxn ) des
Systems nach den Wechselwirkungsquenchs zugewandt. Für schwache Wechselwirkunsquenchs, d. h. große
Verhältnisse h/J nach dem Quench, zeigt sich eine sehr gute Übereinstimmung der thermischen und der
zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowohl von µxm als auch von εxxn . Für stärkere Wechsel-
wirkungsquench, d. h. kleinere Verhältnisse von h/J nach dem Quench und damit eine größere Nähe zum
Phasenübergang, ergeben sich Abweichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Im Falle der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der µxm ist pTeff

CGE(µxm) breiter als pt(µxm), d. h. im thermischen System
gibt es stärkere Fluktuationen als im System nach dem Quench. Die Abweichungen nehmen mit kleiner
werdendem h/J zu. Ein Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen für ein betrachtetes Quenchpro-
tokoll zeigt eine Verringerung der Abweichungen mit zunehmender Systemgröße. Diese Abweichungen
werden im Folgenden noch in Abhängigkeit von der Systemgröße quantifiziert werden. Zunächst werden
jedoch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der εxxn untersucht. Für diese zeigen sich mit zunehmender
Quenchstärke ebenfalls zunehmende Abweichungen zwischen pTeff

CGE(εxxn ) und pt(εxxn ). Die Abweichungen
beschränken sich hierbei nicht nur auf eine unterschiedliche Breite der Gaußkurven, sondern umfassen
auch eine Verschiebung ihrer Maxima. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung pt(εxxn ) ist breiter als die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung pTeff

CGE(εxxn ) und ihr Maximum liegt bei kleineren Werten von εxxn . Wie bei den
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Abbildung 4.32: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 4×4 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen für
das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0, 10) → (1, 10), (ii) (0, 7.5) → (1, 7.5), (iii) (0, 5) → (1, 5), (iv) (0, 4) →
(1, 4) und (v) (0, 3.5)→ (1, 3.5).
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Wechselwirkungsquenchs (0, h)→ (J,h)

L = 8
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Abbildung 4.33: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 8×8 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen für
das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0, 10) → (1, 10), (ii) (0, 7.5) → (1, 7.5), (iii) (0, 5) → (1, 5), (iv) (0, 4) →
(1, 4) und (v) (0, 3.5)→ (1, 3.5).
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Wechselwirkungsquenchs (0, h)→ (J,h)

L = 12
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Abbildung 4.34: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 12×12 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
für das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0, 10) → (1, 10), (ii) (0, 7.5) → (1, 7.5), (iii) (0, 5) → (1, 5), (iv) (0, 4) →
(1, 4) und (v) (0, 3.5)→ (1, 3.5).
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Wechselwirkungsquenchs (0, h)→ (J,h)

L = 16
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Abbildung 4.35: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 16×16 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
für das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0, 10) → (1, 10), (ii) (0, 7.5) → (1, 7.5), (iii) (0, 5) → (1, 5), (iv) (0, 4) →
(1, 4) und (v) (0, 3.5)→ (1, 3.5).
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen der µxm zeigt sich aber auch hier eine Verringerung der Abweichungen
mit zunehmender Systemgröße.
Nach den Betrachtungen sowohl der Wahrscheinlichkeitsverteilungen pTeff

CGE(µxm) und pt(µxm) als auch

pTeff

CGE(εxxn ) und pt(εxxn ) nach den Wechselwirkungsquenchs werde sich nun den entsprechenden Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen nach den Feldquenchs zugewandt. Diese sind für die Systemgrößen 4 × 4 bis
16 × 16 in den Abbildungen 4.36 bis 4.39 dargestellt. Aufgrund der endlichen Systemgrößen tritt auch
in der ferromagnetischen Phase keine spontane Symmetriebrechung auf. Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen der µxm sind aus diesem Grund wie nach den Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen
Phase symmetrisch bzgl. null. Die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilungen folgt dabei nicht der einer
Gaußkurve, sondern weist zwei getrennte Maxima auf, die symmetrisch zu null liegen. Dies ist eine Kon-
sequenz der innerhalb der ferromagnetischen Phase vorhandenen langreichweitigen Ordnung innerhalb
des Systems. Je schwächer der Quench ist, desto näher rücken die Maxima zu µxm = +1 bzw. µxm = −1.
Da Werte von µxm nahe null nur mit geringer Wahrscheinlichkeit angenommen werden, ist in den Abbil-
dungen für die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der µxm der Bereich von −0.5 bis 0.5 herausgeschnitten.
Der Verlauf der p(εxxn ) weist ein einzelnes Maximum auf, welches umso näher bei +1 liegt, je schwächer
der betrachtete Feldquench ist. Bei den Wahrscheinlichkeiten der εxxn nahe bei +1 zeigen sich dabei star-
ke Unterschiede der Wahrscheinlichkeiten nahe beieinander liegender Werte von εxxn . Ursächlich hierfür
ist, dass, wie bereits bei der Bestimmung der Anzahl der Variationsparameter in der Ansatzfunktion für
das Variations-Monte-Carlo-Verfahren zur Beschreibung der Zeitentwicklung des Systems nach den Feld-
quenchs erläutert wurde, die minimale Kinkzahl im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell eine
Funktion der Anzahl an Spin down darstellt. Werte von εxxn nahe +1 entsprechen nach (4.14) einer kleinen
Anzahl an Kinks. Eine kleine Anzahl an Kinks kann nur für eine kleine bzw. eine große Anzahl an Spin
down erreicht werden. Als Beispiel werden Konfigurationen mit einer kleinen Anzahl m an Spin down
und der Kinkzahl n = 6 oder n = 8 betrachtet. n = 6 kann nur durch Konfigurationen mit m = 2 Spin
down realisiert werden. Diese müssen dafür nächste Nachbarn sein. Diese Konfiguration ist bedeutend
unwahrscheinlicher als eine Anordnung der beiden Spin down, in der sie keine nächsten Nachbarn sind.
Diese Konfigurationen entsprechen einer Kinkzahl von n = 8. Weitere Beiträge zur Kinkzahl n = 8 erge-
ben sich durch Konfigurationen mit m = 3 Spin down, die nächste Nachbarn sind, sowie Konfigurationen
mit m = 4 in einem Quadrat angeordneten Spin down. Hieraus ergibt sich die höhere Wahrscheinlichkeit
von εxx8 im Vergleich zu εxx6 . Auf die gleiche Weise können auch die anderen Unterschiede der Wahr-
scheinlichkeiten benachbarter Kinkzahlen erklärt werden. Dabei zeigt sich, dass die Wahrscheinlichkeiten
bestimmter Kinkzahlen im thermodynamischen Limes gegen null streben, beispielsweise diejenige von
n = 6. Je kleiner εxxn bzw. je größer n wird, durch desto mehr unterschiedliche Gesamtzahlen m an Spin
down kann sie realisiert werden. Aus diesem Grund nehmen die Schwankungen der Wahrscheinlichkeiten
p(εxxn ) für kleinere Werte von εxxn ab.
Nach Diskussion des allgemeinen Verlaufs der Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(µxm) und p(εxxn ) werden
im Folgenden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden
Operatoren für das System im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur Teff mit den zeitgemit-
telten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Feldquenchs verglichen. Wie im Falle der Wechselwir-
kungsquenchs zeigen sich mit der Quenchstärke und der Nähe zum Phasenübergang zunehmende Ab-
weichungen zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowohl
für die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der µxm als auch für die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der εxxn .
Im Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs handelt es sich bei diesen Abweichungen nicht nur um
eine Änderung der Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzw. eine Verschiebung des Maximums,
sondern auch der qualitative Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilungen zeigt insbesondere bei der Be-
trachtung stärkerer Feldquenchs signifikante Unterschiede zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen für das
System im thermischen Gleichgewicht. Hierbei kommt der Systemgröße eine entscheidende Rolle zu. Für
schwache Feldquenchs liegt der Erwartungswert des renormierten Betrages der Magnetisierung bzw. der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn nahe bei +1. Dementsprechend weisen
die µxm mit Werten nahe +1 bzw. −1 sowie die εxxn mit Werten nahe +1 die größten Wahrscheinlichkeiten
auf. Da die Schrittweite von einem Eigenwert zum nächsten umgekehrt proportional zur Systemgröße ist,
ergibt sich hieraus ein Einfluss auf den Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte. Dies
zeigt sich beispielsweise bei Betrachtung des Verlaufs von p(µxm) nach dem Feldquench (1, 0)→ (1, 1.25).
Während für das 4 × 4 - System die Wahrscheinlichkeit der positiven Eigenwerte von µ̂x monoton fällt
mit kleiner werdendem µxm, so ergibt sich bei Vergrößerung der Systemgröße inbesondere im Falle des
Systems im thermischen Gleichgewicht deutlich ein Maximum der Wahrscheinlichkeitsverteilung für einen
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

L = 4
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Abbildung 4.36: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 4×4 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen für
das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Feldquenchs (i) (1, 0)→ (1, 0.25), (ii) (1, 0)→ (1, 0.5), (iii) (1, 0)→ (1, 0.75), (iv) (1, 0)→ (1, 1) und (v)
(1, 0→ (1, 1.25).
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)
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Abbildung 4.37: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 8×8 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen für
das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Feldquenchs (i) (1, 0)→ (1, 0.25), (ii) (1, 0)→ (1, 0.5), (iii) (1, 0)→ (1, 0.75), (iv) (1, 0)→ (1, 1) und (v)
(1, 0→ (1, 1.25).
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)
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Abbildung 4.38: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 12×12 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
für das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Feldquenchs (i) (1, 0)→ (1, 0.25), (ii) (1, 0)→ (1, 0.5), (iii) (1, 0)→ (1, 0.75), (iv) (1, 0)→ (1, 1) und (v)
(1, 0→ (1, 1.25).
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)
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Abbildung 4.39: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators
µ̂x und (b) der Eigenwerte εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nächsten Nachbarn misst, für das 16×16 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
für das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•) für das System nach den
Feldquenchs (i) (1, 0)→ (1, 0.25), (ii) (1, 0)→ (1, 0.5), (iii) (1, 0)→ (1, 0.75), (iv) (1, 0)→ (1, 1) und (v)
(1, 0→ (1, 1.25).
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Wert von µxm kleiner als 1. Mit zunehmender Systemgröße zeichnet sich der Verlauf der Wahrscheinlich-
keitsverteilung aufgrund der höheren Auflösung entlang der x-Achse bedingt durch die größere Anzahl
an unterschiedlichen Eigenwerten immer feiner ab, sodass ein genauerer Vergleich der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen für das thermische System und das System nach den Quenchs möglich ist. Im Falle der
Wechselwirkungsquenchs trat dieser Effekt in deutlich geringerem Ausmaß hervor, da aufgrund der in der
paramagnetischen Phase nicht vorhandenen Fernordnung und der geringer ausgepägten Nahordnung die
Verläufe der Wahrscheinlichkeitsverteilungen durch Gaußkurven gegeben waren und ihre Maxima bei oder
nahe bei null gelegen haben. Aus diesem Grund war auch der Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion nächster Nachbarn glatt. Ein Vergleich der Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren zeigt nun, dass die zeitgemit-
telten Wahrscheinlichkeitsverteilungen breiter sind als die thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Dieser Beobachtung verstärkt sich mit der Quenchstärke und wird im Falle der Feldquenchs (1, 0)→ (1, 1)
sowie (1, 0) → (1, 1.25) besonders deutlich. Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen den thermi-
schen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Feldquenchs besteht darin, dass
die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen eine erhöhte Wahrscheinlichkeit aufweisen, das Sys-
tem in einem vollständig geordneten Zustand anzutreffen, d. h. µxm = ±1 bzw. εxxn = +1. Hierbei handelt
es sich gerade um die Anfangskonfiguration des Systems vor dem Quench. Das System weist im zeitlichen
Mittel somit eine erhöhte Wahrscheinlichkeit auf, in seiner Anfangskonfiguration angetroffen zu werden.
Dies bedeutet, dass eine Erinnerung des Systems an seinen Zustand vor dem Quench besteht. Hierbei
handelt es sich um einen Widerspruch zum Auftreten von Thermalisierung nach den Feldquenchs. Ein
Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen für verschiedene Systemgrößen zeigt keine Verminderung
dieses Effektes mit der Systemgröße. Zudem bestehen bereits für relative schwache Quenchprotokolle, für
die der thermische Erwartungswert und der zeitgemittelte Erwartungswert des renormierten Betrages der
Magnetisierung sowie der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn in Abbildung
4.31 noch eine gute Übereinstimmung aufweisen, Abweichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen. Als Beispiele hierfür können die Quenchprotokolle (1, 0) → (1, 0.5) sowie (1, 0) → (1, 0.75)
herangezogen werden. Für eine detaillierte Betrachtung des Einflusses der Systemgröße auf die Abwei-
chung zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sei auf das im
Folgenden durchgeführte Finite-Size-Scaling verwiesen.

Finite-Size-Scaling

Die bisherigen Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens haben sowohl für die Wechselwirkungs-
als auch für die Feldquenchs gezeigt, dass sich sowohl zwischen den zeitlichen Mittelwerten und den ther-
mischen Erwartungswerten der Observablen als auch zwischen den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen und den thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen be-
schreibenden Operatoren Abweichungen ergeben, die umso größer sind, je stärker der betrachtete Quench
ist bzw. je näher sich das System nach dem Quench am Phasenübergang befindet. Diese Abweichungen
haben sich insbesondere bei den Feldquenchs in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen gezeigt. Um einen
eventuellen Einfluss der endlichen Systemgröße auf die Resultate auszuschließen, sollen nun ausgehend
von den Ergebnissen für die betrachteten Systemgrößen mithilfe von Finite-Size-Scaling Rückschlüsse auf
das System im thermodynamischen Limes gezogen werden. Hierzu werden die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der µxm und εxxn betrachtet. Zur Beschreibung der Abweichung zwischen den zeitgemittelten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und den thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen wird die Größe

∆(Ô) =
1

N(Oj)
∑
j

|pt(Oj)− pTeff

CGE(Oj)|
pTeff

CGE,max

(4.133)

für einen Operator Ô definiert. N(Oj) bezeichnet dabei die Anzahl der unterschiedlichen Eigenwerte von

Ô. Diese ist für µ̂x gemäß (4.13) durch N + 1 und für Ĉxxnn gemäß (4.14) durch N − 1 gegeben. Die
Normierung erfolgt in Bezug auf das Maximum pTeff

CGE,max der thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilung
für das betrachtete Quenchprotokoll und die betrachtete Systemgröße. In den Abbildungen 4.40 und 4.41
sind ∆(µ̂x) und ∆(Ĉxxnn ) für die Wechselwirkungs- und die Feldquenchs dargestellt. Die Auftragung er-
folgt dabei als Funktion der inversen Systemgröße. Der Verlauf von ∆(µ̂x) und ∆(Ĉxxnn ) zeigt im Falle
der Wechselwirkungsquenchs in Abbildung 4.40 eine Abnahme der Abweichungen zwischen den Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen mit zunehmender Systemgröße. Es ist somit anzunehmen, dass die für die
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Abbildung 4.40: Abweichung zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von (a) den Eigenwerten µxm des Magnetisierungsoperators µ̂x und (b) den Eigenwerten εxxn
des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn misst, nach den
Wechselwirkungsquenchs. Der Farbcode lautet • (0, 10)→ (1, 10), • (0, 7.5)→ (1, 7.5), • (0, 5)→ (1, 5),
• (0, 4)→ (1, 4), • (0, 3.5)→ (1, 3.5).

Feldquenchs (J,0)→ (J,h)
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Abbildung 4.41: Abweichung zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von (a) den Eigenwerten µxm des Magnetisierungsoperators µ̂x und (b) den Eigenwerten
εxxn des Operators Ĉxxnn , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn misst,
nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet • (1, 0)→ (1, 0.25), • (1, 0)→ (1, 0.5), • (1, 0)→ (1, 0.75),
• (1, 0)→ (1, 1), • (1, 0)→ (1, 1.25).

endlichen Systemgrößen beobachteten Abweichungen im thermodynamischen Limes verschwinden und
das System nach den Wechselwirkungsquenchs thermalisiert. Im Gegensatz hierzu zeigt der Verlauf von
∆(µ̂x) und ∆(Ĉxxnn ) nach den Feldquenchs in Abbildung 4.41 einen Anstieg der Abweichungen mit der
Systemgröße bzw. zumindest keine klare Verringerung. Es ist aus diesem Grund anzunehmen, dass das
zweidimensionale transversale Ising-Modell nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase auch
im thermodynamischen Limes nicht thermalisiert. Eine Diskussion dieser Resultate wird im Folgenden
gegeben.

Langreichweitige Korrelationen

Vor der Diskussion der Resultate werde abschließend noch die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
weiter voneinander entfernten Spins des Systems untersucht. Wie im einleitenden Kapitel zum transver-
salen Ising- und XY-Modell erläutert wurde, ist in der paramagnetischen Phase ein exponentieller Abfall
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der Korrelationen mit dem Abstand der Spins zu erwarten. Die Korrelationen weit voneinander ent-
fernter Spins verschwinden somit effektiv. Aufgrund des exponentiellen Abfalls der Korrelationen wird
das System als exponentiell clusternd bezeichnet. In der ferromagnetischen Phase fallen die Korrela-
tionen zwischen den Spins ebenfalls mit steigendem Abstand ab, streben jedoch für große Abstände
gegen einen konstanten, nicht verschwindenden Wert, der durch das Quadrat des Betrages der Magne-
tisierung gegeben ist. Der funktionale Verlauf des Abfalls für kleine Abstände ist dabei innerhalb der
ferromagnetischen Phase nicht bekannt. Die Abstände der Spins werden in der Manhattan-Metrik ge-
messen (r = |rx| + |ry|). Zu einem betrachteten Abstand r können somit mehrere Abstandsvektoren
r = (rx, ry) gehören. Insbesondere für kleinere Abstände sind zwischen diesen auch Abweichungen des
Wertes der Korrelationsfunktion zu erwarten, da für diese die Gitterstruktur von größerer Bedeutung ist.
Die bislang getroffenen Aussagen gelten für das System im thermischen Gleichgewicht. Es gilt nun im Fol-
genden zu klären, ob die zeitlichen Mittelwerte der Korrelationen des Systems nach den Wechselwirkungs-
und den Feldquenchs das gleiche Verhalten aufweisen. Zu diesem Zweck ist die Betrachtung möglichst
großer Systeme erforderlich. Gleichzeitig ist damit jedoch insbesondere bei den Feldquenchs ein enormer
rechnerischer Aufwand zur Bestimmung der Koeffizienten Cr(m,n) gemäß (4.131) verbunden, die zur Be-
stimmung der Zeitentwicklung des Erwartungswertes der Korrelationsfunktion zweier Spins im Abstand
r nach (4.132) benötigt werden. Aus diesem Grund beschränken sich die folgenden Betrachtungen auf das
System der Kantenlänge L = 12. Für dieses sind in Abbildung 4.42 die Erwartungswerte der Korrelati-
onsfunktion für das System im thermischen Gleichgewicht bei der effektiven Temperatur Teff nach dem
Quench den zeitlichen Mittelwerten der Erwartungswerte der Observablen im System nach dem Quench
gegenübergestellt. Die Graphen in Spalte (a) zeigen die Resultate nach den Wechselwirkungsquenchs,
die Graphen in Spalte (b) die Resultate nach den Feldquenchs. Im Falle der Wechselwirkungsquenchs
weisen sowohl die thermischen Erwartungswerte als auch die zeitlichen Mittelwerte nach den Quenchs
einen exponentiellen Abfall mit dem Abstand r auf, der durch Least-Square-Fits veranschaulicht wird.
Für große Abstände r fallen die thermischen Erwartungswerte und die zeitlichen Mittelwerte auf null hin
ab. Für kleine Abstände hingegen zeigen sich für kleine Verhältnisse h/J , die stärkeren Wechselwirkungs-
quenchs entsprechen, geringfügige Abweichungen zwischen den thermischen Erwartungswerten und den
zeitlichen Mittelwerten. Insgesamt liegen die zeitlichen Mittelwerte für das System nach den Wechselwir-
kungsquenchs unterhalb der thermischen Erwartungswerte, die Korrelationen nach den Quenchs sind also
schwächer ausgeprägt als im System im thermischen Gleichgewicht. Für die Feldquenchs in Spalte (b)
von Abbildung 4.42 zeigen sich deutlichere Abweichungen. Die zeitlichen Mittelwerte der Korrelationen
liegen wiederum unterhalb der Erwartungswerte für das System im thermischen Gleichgewicht bei der
ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur. Während die Abweichungen zwischen den
thermischen Erwartungswerten und den zeitlichen Mittelwerten für das Quenchprotokoll (1, 0)→ (1, 0.25)
noch im Rahmen des numerischen Fehlers liegen, sind die Abweichungen für die stärkeren Feldquenchs
signifikant. Für große Abstände r konvergieren sowohl die thermischen Erwartungswerte als auch die
zeitlichen Mittelwerte der Korrelationen gegen das Quadrat des Betrages der Magnetisierung. Hieraus
ergeben sich unmittelbar die Abweichungen zwischen den Korrelationen im Grenzfall großer r, da sich
bereits zwischen den thermischen Erwartungswerten und den Zeitmittelwerten des renormierten Betrages
der Magnetisierung in Abbildung 4.31 (a) Abweichungen gezeigt haben, die umso größer sind, je stärker
der Feldquench ist bzw. je näher er das System an seinen Phasenübergang bringt. Der zeitliche Mit-
telwert der Korrelation zwischen nächsten Nachbarn (r = 1) hingegen weicht im Falle der schwachen
Feldquenchs nur geringfügig vom thermischen Erwartungswert ab und liegt für die stärkeren Feldquenchs
über dem thermischen Erwartungswert. Hierzu kann auch Abbildung 4.31 (b) herangezogen werden. Nach
den Feldquenchs sind kurzreichweitige Korrelationen somit stärker ausgeprägt als im thermischen Sys-
tem, langreichweitige Korrelationen hingegen schwächer. Der Abfall der Korrelationen mit zunehmendem
Abstand der betrachteten Spins unterscheidet sich infolgedessen ebenfalls. Der Abfall der zeitgemittelten
Korrelationen im System nach den Feldquenchs erstreckt sich über einen weiteren Bereich als im thermi-
schen System. Dies zeigt sich besonders deutlich bei Betrachtung der stärkeren Quenchs. Die thermischen
Erwartungswerte der Korrelationen erreichen für diese bereits für einen kleineren Abstand r der beiden
betrachteten Spins ihren durch das Quadrat des Betrages der Magnetisierung gegbenen Grenzwert. Ins-
gesamt ergeben sich nach den Feldquench somit wesentliche Abweichungen im Verlauf der Korrelationen
der Spins als Funktion des Abstandes r zwischen dem System im thermischen Gleichgewicht und dem
System nach den Feldquenchs.
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Korrelationsfunktion zwischen weiter voneinander entfernter Spins des Systems

L = 12

(a) Wechselwirkungsquenchs (0, h)→ (J,h) (b) Feldquenchs (J,0)→ (J,h)
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• 〈Ĉxx
r 〉

Teff

CGE

• 〈Ĉxx
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• 〈Ĉxx
r 〉t

(iv) (0, 4)→ (1, 4)

r

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

• 〈Ĉxx
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Abbildung 4.42: Vergleich des thermischen Erwartungswertes bei Teff (•) und des zeitlichen Mittel-
wertes (•) der Korrelationsfunktion zwischen Spins im Abstand r = |rx|+ |ry| nach (a) den Wechselwir-
kungsquenchs und (b) den Feldquenchs für das 12 × 12 - System. In der paramagnetischen Phase zeigen
die Korrelationen einen exponentiellen Abfall mit dem Abstand der Spins. Dies ist nach den Wech-
selwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase durch Least-Square-Fits mit a · ebr veranschaulicht
(gestrichelte Kurven). In der ferromagnetischen Phase fallen die Korrelationen für große Abstände hin
zu einem endlichen Wert ab, der durch das Quadrat des Betrages der Magnetisierung gegeben ist. Dieser
ist in den Graphen durch die gestrichelte Linien veranschaulicht.
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Diskussion

Die Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Mo-
dell auf Grundlage der Bestimmung der Zeitentwicklung des Erwartungswertes verschiedener Observablen
des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens haben für die betrachteten endlichen Sys-
temgrößen sowohl nach den Wechselwirkungs- als auch nach den Feldquenchs Abweichungen zwischen den
Erwartungswerten der Observablen für das System im thermischen Gleichgewicht bei der ihm nach dem
Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur und den zeitgemittelten Erwartungswerten der unitären
Zeitentwicklung nach dem Quench ergeben. Während sich für schwache Wechselwirkungsquenchs (h/J
groß) und schwache Feldquenchs (h/J klein) eine gute Übereinstimmung der Zeitmittelwerte und der
Ensemblemittelwerte gezeigt hat, haben die Abweichungen mit der Stärke des Quenchs bzw. der Nähe
des Endpunktes des Quenchs zum Phasenübergang zugenommen und sich insbesondere bei den Feld-
quenchs deutlich in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschrei-
benden Operatoren gezeigt. Für diese konnten signifikante Abweichungen bereits für Quenchstärken fest-
gestellt werden, für die die thermischen Erwartungswerte und die zeitlichen Mittelwerte der Observablen
noch eine gute Übereinstimmung aufgewiesen haben. Mithilfe von Finite-Size-Scaling wurde gezeigt, dass
die Abweichungen zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen im
Falle der Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase mit der Systemgröße abnehmen und
infolgedessen anzunehmen ist, dass sie im thermodynamischen Limes verschwinden und die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren für das System im
thermischen Gleichgewicht bei der ihm nach dem Wechselwirkungsquench zugeschriebenen effektiven
Temperatur mit den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Wechselwirkungsquenchs
zusammenfallen. Für die Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase hingegen wurde eine Zunahme
bzw. zumindest keine Abnahme der Abweichungen mit der Systemgröße beobachtet, sodass davon aus-
zugehen ist, dass das System in der ferromagnetischen Phase auch im thermodynamische Limes nicht
thermalisieren wird. Es gilt nun, diese Erkenntnisse im Kontext der bisherigen Resultate zum Auftreten
von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell zu betrachten. Die Studien von
Mondaini et al. in [171] auf Grundlage der ETH haben ergeben, dass für nicht verschwindende und nicht
zu starke Transversalfelder im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell Thermalisierung zu erwar-
ten ist. Dabei wurden Indikatoren für das Auftreten von Quantenchaos und Eigenstate Thermalization
jedoch auch für h/J < (h/J)crit nur in dem Teil des Spektrums des Hamiltonoperators beobachtet, der
zur paramagnetischen Phase gehört. Infolgedessen kann aus der ETH eine Aussage zum Auftreten von
Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nur in der paramagnetischen gewon-
nen werden und auch hier nur für bestimmte Stärken des Transversalfeldes. Für das Theorem von Doyon
aus [185] konnte gezeigt werden, dass seine Voraussetzungen in der paramagnetischen Phase erfüllt sind.
Aufgrund der Nichtintegrabilität des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells sagt es in dieser im
thermodynamischen Limes somit Thermalisierung voraus. In der ferromagnetischen Phase hingegen er-
laubt auch das Theorem von Doyon keine Aussage. Da die ETH lediglich eine hinreichende aber keine
notwendige Bedingung für das Auftreten von Thermalisierung ist, stehen ihre Vorhersagen und die des
Theorems von Doyon somit im Einklang mit den Ergebnissen des Finite-Size-Scalings der Resultate der
Zeitentwicklung des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens. Die Resultate für das Sys-
tem in der ferromagnetischen Phase nach den Feldquenchs hingegen stellen neue Erkenntnisse dar, da die
Aussagen der ETH sich auf die paramagnetische Phase beschränken und das Theorem von Doyon in der
ferromagnetischen Phase nicht angewendet werden kann. Eine genaue Erklärung für das unterschiedliche
Verhalten des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den Wechselwirkungsquenchs in der
paramagnetischen und nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase steht zwar noch aus, es ist
jedoch zu vermuten, dass die in der ferromagnetischen Phase vorhandene langreichweitige Ordnung für
das Ausbleiben von Thermalisierung verantwortlich ist.
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4.9 Relaxationsprozess in Subsystemen

Die bisherigen Betrachtungen haben sich mit Observablen auf dem Gesamtsystems beschäftigt, bei de-
ren Operatoren es sich um Summen lokaler Operatoren gehandelt hat. Wie in dem einleitenden Kapitel
zur Nichtgleichgewichtsdynamik erläutert wurde, bleibt der reine Zustand, in dem das System vor dem
Quench präpariert wurde, unter der unitären Zeitentwicklung nach dem Quench für alle Zeiten ein reiner
Zustand. Die Dichtematrix des Systems zu einem beliebigen Zustand kann also nie mit der Dichtema-
trix eines thermischen Zustandes übereinstimmen, da es sich bei diesem um einen gemischten Zustand
handelt. Aus diesem Grund wurden Zeitmittel nach dem Quench mit den thermischen Erwartungswerten
verglichen. Werden hingegen Subsysteme betrachtet, so wirkt das restliche System wie ein Bad und der
Zustand des Subsystems kann im Limes t→∞ ein gemischter Zustand und die reduzierte Dichtematrix
des Subsystems thermisch werden [161]. Damit einher geht das Verschwinden von Fluktuationen von Ob-
servablen auf dem Subsystem um ihren Zeitmittelwert. Voraussetzung hierfür ist wiederum die Bildung
des thermodynamischen Limes. In diesem gilt für die Größe N des Gesamtsystems N →∞, während die
Größe NSub des Subsystems konstant bleibt. Fagotti und Essler konnten in [247] auf diese Weise für das
eindimensionale transversale Ising-Modell mit periodischen Randbedingungen zeigen, dass die reduzierte
Dichtematrix eines Subsystems der Länge ` der Kette im Limes t→∞ gegen die reduzierte Dichtematrix
des Subsystems gemäß dem verallgemeinerten Gibbs-Ensemle strebt:

lim
t→∞

ρ̂`(t) = ρ̂GGE,` . (4.134)

Für das zweidimensionale transversale Ising-Modell sind analoge Überlegungen zu denjenigen von Fagotti
und Essler in [247] aufgrund der Nichtintegrabilität des Systems nicht möglich, sodass wie für das Ge-
samtsystem numerische Berechnungen erforderlich sind, die wiederum auf dem beschriebenen Variations-
Monte-Carlo-Verfahren beruhen. Die Bestimmung von Observablen im Subsystem wird im Folgenden
sowohl für das System nach den Wechselwirkungs- als auch nach den Feldquenchs erläutert. Das Sub-
system wird dabei wie das Gesamtsystem quadratisch gewählt mit Kantenlänge LSub und umfasst somit
NSub = L2

Sub Spins. Formal wird das System in das Subsystem, das Bad und einen Wechselwirkungsanteil
zwischen dem Subsystem und dem Bad unterteilt:

Ĥ = ĤSub + ĤBad + ĤWW-Sub-Bad . (4.135)

ĤSub ist der Hamiltonoperator des Subsystems. Er entspricht dem Hamiltonoperator eines freien Systems
der entsprechende Größe mit freien Randbedingungen. Die Position des Subsystems innerhalb des Ge-
samtsystems kann aufgrund der Homogenität des Systems, der periodischen Randbedingungen und der
globalen Quenchs frei gewählt werden. Die beschriebene Unterteilung des Systems ist in Abbildung 4.43
veranschaulicht.

Abbildung 4.43: Unterteilung des Gesamtsystems
in das Subsystem (weiß hinterlegt), das Bad (schraf-
fierte Fläche) und die Wechselwirkung zwischen
Subsystem und Bad (rote Kopplungen). Exempla-
risch ist ein 4 × 4-Subsystem des 16 × 16 - Systems
dargestellt. Während das Subsystem und das Bad
sowohl Spins als auch Kopplungen umfassen, be-
steht der Wechselwirkungsterm zwischen dem Sub-
system und dem Bad ausschließlich aus Kopplun-
gen.
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Bei der Betrachtung von Subsystemen ist dann eine Änderung der Zeitmittelwerte der Observablen ge-
genüber einem isolierten System der gleichen Größe zu erwarten, wenn sich das System nach dem Quench
nahe am Phasenübergang befindet und die Korrelationslänge in der Größenordnung des Subsystems liegt.
Zudem ist mit einer Reduzierung der Fluktuationen um den Mittelwert zu rechnen, wenn das das Bad
bildende restliche System vergrößert wird.

Wechselwirkungsquenchs

Zunächst werden Wechselwirkungsquenchs betrachtet. Das Verfahren zur Beschreibung des Relaxations-
prozesses von Observablen in Subsystemen des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den
Wechselwirkungsquenchs mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrow-
ansatzes erschließt sich unmittelbar. Während des Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus zur Bestim-
mung der zeitabhängigen Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter werden die
Messungen für die zu bestimmenden Observablen einfach für das betrachtete Subsystem ausgeführt. Die
Genauigkeit der Resultate kann dabei durch Mittelung über unterschiedliche Subsysteme verbessert wer-
den. Da nach den Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase bereits für das Gesamtsystem
Thermalisierung beobachtet wurde, soll hierauf im Folgenden nicht näher eingegangen werden.

Feldquenchs

Die Bestimmung der Zeitentwicklung von Observablen in Subsystemen nach den Feldquenchs in der ferro-
magnetischen Phase mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens gestaltet sich aufgrund der für diese
gewählten Variationswellenfunktion schwieriger im Vergleich zu den Wechselwirkungsquenchs. Als Obser-
vable wird hierbei zum einen wie bereits für ein isoliertes System der renormierte Betrag der Magnetisie-
rung betrachtet. Zum anderen wird dargelegt, wie der Erwartungswert der Energie in einem Subsystem
bestimmt werden kann. Dieser ist im Gegensatz zur Gesamtenergie innerhalb des Systems nicht erhalten.
Zur Bestimmung der erstgenannten Observable wird im Subsystem die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit
einer gegebenen Anzahl an Spin down innerhalb des Subsystems in Abhängigkeit von der Gesamtzahl
an Spin down sowie der Gesamtzahl an Kinks innerhalb des Systems erforderlich sein. Für den Erwar-
tungswert der Energie innerhalb des Subsystems wird gezeigt werden, dass er durch die Anzahl an Kinks
entlang des Randes des Subsystems bestimmt ist. Die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen möglichen
Kinkzahlen ist wiederum in Abhängigkeit von der Gesamtzahl an Spin down sowie der Gesamtzahl an
Kinks innerhalb des Systems mithilfe des in Anhang E beschriebenen Monte-Carlo-Verfahrens unter Ver-
wendung von Rare Event Sampling zu bestimmen.

Renormierter Betrag der Magnetisierung

Es werde zunächst der renormierte Betrag der Magnetisierung innerhalb eines Subsystems betrachtet.
Bezeichne mSub die Anzahl an Spin down im Subsystem und NmSub|m,n die Anzahl an Konfigurationen
mit mSub Spin down im Subsystem, wenn das Gesamtsystem m Spin down und n Kinks enthält. Für
mSub gilt

min
{

0,m− (N −NSub)
}
≤ mSub ≤ min

{
NSub,m

}
(4.136)

und es ist

NSub∑
mSub=0

NmSub|m,n = Nm,n . (4.137)

Die Werte der NmSub|m,n werden mithilfe des Monte-Carlo-Verfahrens ermittelt, welches auch für die
Nm,n und der Tm,n;m′,n′ verwendet wird.
Zur Bestimmung der Zeitentwicklung der Erwartungswerte der Observablen im Subsystem ist die Zeitent-
wicklung des Gesamtsystems erforderlich, es sind also nach den Feldquenchs die Bewegungsgleichungen
(4.125) zu lösen. Aus den zeitabhängigen Variationsparametern αm,n(t) ergibt sich die Zeitentwicklung
des Erwartungswertes des Betrages der Magnetisierung des Subsystems gemäß

µxB,Sub(t) = 〈µ̂xB,Sub〉t =
∑
m,n

|αm,n(t)|2
∑
mSub

NmSub|m,n

Nm,n
|µxSub,mSub

| . (4.138)
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

Renormierter Betrag der Magnetisierung

(a) 4× 4 - System isoliert
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(c) 4× 4 - Subsystem des 12× 12 - Systems
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(d) 4× 4 - Subsystem des 16× 16 - Systems
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Abbildung 4.44: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisie-
rung (a) im isolierten 4 × 4 - System sowie in einem 4 × 4 - Subsystem des (b) 8 × 8 - , (c) 12 × 12 - und
(d) 16×16 - Systems nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet − (1, 0)→ (1, 0.25), − (1, 0)→ (1, 0.5),
− (1, 0)→ (1, 0.75), − (1, 0)→ (1, 1), − (1, 0)→ (1, 1.25). Gestrichelte Linien geben die zeitlichen Mit-
elwerte über das Zeitintervall [0, 25] an und gepunktete Linien die thermischen Erwartungswerte der
Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Tem-
peratur Teff.

Dabei sind die µxSub,mSub
die Eigenwerte des Magnetisierungsoperators µ̂xSub des Subsystems mit

µxSub,mSub
=
NSub − 2mSub

NSub
. (4.139)

Die Renormierung des Betrages der Magnetisierung erfolgt in Bezug auf das Subsystems, d. h. es ist

µ̂xBR,Sub =
µ̂xB,Sub − µxB,sub,min

1− µxB,Sub,min

. (4.140)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der µxSub,mSub
zum Zeitpunkt t ist gegeben durch

pt(µ
x
Sub,mSub

) =
∑
m,n

NmSub|m,n

Nm,n
|αm,n(t)|2 . (4.141)

Die Bestimmung der Erwartungswerte der Observablen sowie der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ei-
genwerte der Operatoren für ein Subsystem des Systems im thermischen Gleichgewicht bei einer endlichen
Temperatur erfolgt ebenfalls in weiten Teilen analog zu den Betrachtungen für den Erwartungswert der
Observablen im Gesamtsystem. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Messungen der Observa-
blen lediglich für das zu betrachtende Subsystem durchzuführen sind.
Im Folgenden wird der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisie-
rung in einem 4× 4 - System nach den Feldquenchs (1, 0)→ (1, 0.25), (1, 0)→ (1, 0.5), (1, 0)→ (1, 0.75),
(1, 0) → (1, 1) und (1, 0) → (1, 1.25) untersucht und mit den thermischen Erwartungswerten für das

171



TABELLENVERZEICHNIS

Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

Renormierter Betrag der Magnetisierung

(a) 4× 4 - System isoliert
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(b) 4× 4 - Subsystem des 8× 8 - Systems
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(c) 4× 4 - Subsystem des 12× 12 - Systems
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(d) 4× 4 - Subsystem des 16× 16 - Systems
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Abbildung 4.45: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (•) und des zeitlichen Mittelwertes (•)
des renormierten Betrages der Magnetisierung (a) im isolierten 4 × 4 - System sowie in einem 4 × 4 -
Subsystem des (b) 8×8 - , (c) 12×12 - und (d) 16×16 - Systems nach den Feldquenchs. Im Vergleich zum
isolierten 4×4 - System zeigt sich für die Subsysteme eine deutlich verbesserte Übereinstimmung zwischen
den thermischen und den zeitgemittelten Erwartungswerten, die mit der Größe des Bades zunimmt.

System im Gleichgewicht bei der effektiven Temperatur des Systems nach dem Quench verglichen. Das
4 × 4 - System wird einerseits isoliert sowie andererseits als Subsystem eines 8 × 8 - , 12 × 12 - sowie
16× 16 - Systems betrachtet. Die Resultate für den zeitlichen Verlauf des renormierten Betrages der Ma-
gnetisierung nach den betrachteten Feldquenchs sind in Abbildung 4.44 dargestellt. Wie den Graphen
entnommen werden kann, nehmen die zeitlichen Fluktuationen des Erwartungswertes um seinen zeitli-
chen Mittelwert mit der Größe des Bades wie vorhergesagt ab. Der Vergleich der zeitlichen Mittelwerte
des renormierten Betrages der Magnetisierung zu den Erwartungswerten für das System im thermischen
Gleichgewicht in Abbildung 4.45 zeigt, dass sich durch die Einbettung des 4× 4 - Systems in ein Bad eine
bedeutend bessere Übereinstimmung von Zeit- und Ensemblemittel ergibt. Die Übereinstimmung wird
dabei umso besser, je größer das Bad ist. Für das 16 × 16 - System bestehen nur noch geringe Abwei-
chungen. Aus diesem Grunde gilt es nun, noch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte des
Magnetisierungsoperators zu überprüfen. Diese sind in den Abbildungen 4.46 und 4.47 für die betrach-
teten Feldquenchs und die betrachteten Badgrößen dargestellt. Es zeigt sich, dass entgegen der guten
Übereinstimmung der Zeit- und Ensemblemittel in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen weiterhin Abwei-
chungen bestehen, die mit der Größe des Bades nicht abnehmen.
Um einen eventuellen Einfluss der kleinen Größe von 4×4 des Subsystems auf die Resultate abschätzen zu
können, wird im Folgenden noch der renormierte Betrag der Magnetisierung für ein isoliertes 8×8 - System
sowie ein 8× 8 - Subsystem des 16× 16 - Systems untersucht. In Abbildung 4.48 ist seine Zeitentwicklung
nach den betrachteten Quenchprotokollen aufgetragen. Wie in den entsprechenden Graphen für das 4×4 -
System in Abbildung 4.44 nimmt auch hier die Amplitude der Oszillationen um den zeitlichen Mittelwert
für das Subsystem ab. In Abbildung 4.49 werden die Zeitmittelwerte des renormierten Betrages der Ma-
gnetisierung nach den Feldquenchs mit den thermischen Erwartungswerten für das System im Gleichge-
wicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur verglichen. Hierbei ist anders
als für das 4×4 - System keine Verbesserung der Übereinstimmung durch die Einbettung des System in das
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

Magnetisierung

(a) 4× 4 - System isoliert (b) 4× 4 - Subsystem des 8× 8 - Systems
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Abbildung 4.46: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der möglichen Werte der Magnetisierung für (a) das
isolierte 4 × 4 - System und (b) ein 4 × 4 - Subsystem des 8 × 8 - Systems. Verglichen werden die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen für das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench
zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•)
für das System nach den Feldquenchs (i) (1, 0) → (1, 0.25), (ii) (1, 0) → (1, 0.5), (iii) (1, 0) → (1, 0.75),
(iv) (1, 0)→ (1, 1) und (v) (1, 0→ (1, 1.25).
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Abbildung 4.47: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der möglichen Werte der Magnetisierung für (a) ein
4 × 4 - Subsystem des 12 × 12 - Systems und (b) ein 4 × 4 - Subsystem des 16 × 16 - Systems. Verglichen
werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen für das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm
nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlich-
keitsverteilungen (•) für das System nach den Feldquenchs (i) (1, 0)→ (1, 0.25), (ii) (1, 0)→ (1, 0.5), (iii)
(1, 0)→ (1, 0.75), (iv) (1, 0)→ (1, 1) und (v) (1, 0→ (1, 1.25).
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

Renormierter Betrag der Magnetisierung

(a) 8× 8 - System isoliert
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(b) 8× 8 - Subsystem des 16× 16 - Systems
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Abbildung 4.48: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magneti-
sierung (a) im isolierten 8 × 8 - System sowie (b) in einem 8 × 8 - Subsystem des 16 × 16 - Systems
nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet − (1, 0)→ (1, 0.25), − (1, 0)→ (1, 0.5), − (1, 0)→ (1, 0.75),
− (1, 0)→ (1, 1), − (1, 0)→ (1, 1.25). Gestrichelte Linien geben die zeitlichen Mitelwerte über das Zeit-
intervall [0, 25] an und gepunktete Linien die thermischen Erwartungswerte der Observablen im System
im Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff.

Bad zu beobachten, sondern tendenziell verschlechtert sich die Übereinstimmung sogar. Zur genaueren
Untersuchung dieser Beobachtung werden wiederum die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Eigenwerte µxm des Magnetisierungsoperators den thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen ge-
genübergestellt. Die Auftragung erfolgt in Abbildung 4.50. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, zeigen
sich abgesehen vom schwächsten Quenchprotokoll (1, 0)→ (1, 0.25) Unterschiede in den Wahrscheinlich-
keitsverteilungen, die mit der Quenchstärke zunehmen. Es besteht nach den Feldquenchs auch für das
Subsystem eine gegenüber dem System im thermischen Gleichgewicht erhöhte Wahrscheinlichkeit, das
System im vollständig geordneten Zustand vorzufinden, d. h. auch hier weist das System eine Erinnerung
an seinen Anfangszustand auf. Insgesamt kann somit auch bei der Betrachtung von Subsystemenen des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells festgehalten werden, dass das System nach Feldquenchs
in der ferromagnetischen Phase nicht thermalisiert.
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(b) 8× 8 - Subsystem des 16× 16 - Systems
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Abbildung 4.49: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (•) und des zeitlichen Mittelwertes (•)
des renormierten Betrages der Magnetisierung (a) im isolierten 4 × 4 - System sowie in einem 4 × 4 -
Subsystem des (b) 8×8 - , (c) 12×12 - und (d) 16×16 - Systems nach den Feldquenchs. Im Vergleich zum
isolierten 4×4 - System zeigt sich für die Subsysteme eine deutlich verbesserte Übereinstimmung zwischen
den thermischen und den zeitgemittelten Erwartungswerten, die mit der Größe des Bades zunimmt.
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Abbildung 4.50: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der möglichen Werte der Magnetisierung für (a) das
isolierte 8× 8 - System und (b) ein 8× 8 - Subsystem des 16× 16 - Systems. Verglichen werden die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen für das System im thermischen Gleichgewicht (•) bei der ihm nach dem Quench
zugeschriebenen effektiven Temperatur Teff und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (•)
für das System nach den Feldquenchs (i) (1, 0) → (1, 0.25), (ii) (1, 0) → (1, 0.5), (iii) (1, 0) → (1, 0.75),
(iv) (1, 0)→ (1, 1) und (v) (1, 0→ (1, 1.25).
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Energie

Nach den Betrachtungen zum renormierten Betrag der Magnetisierung eines Subsystems werde sich nun
dem Erwartungswert der Energie innerhalb des Subsystems zugewandt. Zu diesem Zweck wird das System
wie in Abbildung 4.51 veranschaulicht in identische Subsysteme aufgeteilt.

Abbildung 4.51: Unterteilung des Gesamtsystems
in Subsysteme. Exemplarisch wird das 16 × 16 -
Systems in Subsysteme der Größe 4 × 4 unterteilt.
Die Position des Subsystems, für das die Observa-
blen bestimmt werden (weiß hinterlegt), kann inner-
halb des Gesamtsystems aufgrund der Homogenität
des Systems, der periodischen Randbedingungen so-
wie der globalen Quenchs frei gewählt werden. Die
weiteren Subsysteme bilden das Bad (schraffierte
Fläche). In rot sind die Wechselwirkungen zwischen
den einzelnen Subsystemen dargestellt. Jeder Wech-
selwirkungsterm umfasst die Kopplung einer An-
zahl an Spinpaaren, die durch die Kantenlänge LSub

der Subsysteme gegeben ist. Die Anzahl der Wech-
selwirkungsterme entspricht der doppelten Anzahl
der Subsysteme. Das betrachtete Subsystem wech-
selwirkt über die Kopplungen entlang seiner Ränder
mit dem Bad. Die Kopplungsterme, die das betrach-
tete Subsystem nicht betreffen, können in den Ha-
miltonoperator des Bades integriert werden.

Hieraus ergibt sich gegenüber den Betrachtungen zum renormierten Betrag der Magnetisierung eine Ein-
schränkung der Kantenlängen des Subsystems auf Werte, für die die Kantenlänge des Gesamtsystems
ein ganzzahliges Vielfaches ist. Betrachtet wird ein einzelnes dieser Subsysteme (weiß hinterlegt in Ab-
bildung 4.51). Die restlichen Subsysteme bilden das Bad (schraffierter Bereich in Abbildung 4.51). Der
Hamiltonoperator des Systems wird entsprechend aufgeteilt in Summanden, die die einzelnen Subsyste-
me beschreiben (schwarz dargestellt in Abbildung 4.51), sowie Summanden, die die Wechselwirkung der
Subsysteme untereinander beschreiben (rote Kopplungen in Abbildung 4.51):

Ĥ =
∑
i

ĤSub,i +
∑
<i,j>

ĤWW,i,j . (4.142)

Hierbei bezeichnet ĤSub,i den Hamiltonoperator des i-ten Subsystems und ĤWW,i,j den Hamiltonoperator
der Wechselwirkung zwischen Subsystem i und Subsystem j. Da aufgrund der Homogenität des Systems,
der periodischen Randbedingungen sowie der betrachteten globalen Quenchs alle Subsysteme des Systems
und somit auch die Kopplungen zwischen ihnen äquivalent sind, stimmen die Erwartungswerte sowohl der
Energie in den Subsystemen als auch der Energie der Wechselwirkungen zwischen ihnen überein, sodass
der zeitlich konstante Erwartungswert der Gesamtenergie des Systems geschrieben werden kann in der
Form

1

N
〈Ĥ〉t︸ ︷︷ ︸
E

=
1

NSub
〈ĤSub〉t︸ ︷︷ ︸

ESub(t)

+2
1

NSub
〈ĤWW〉t︸ ︷︷ ︸

EWW(t)

. (4.143)

ĤSub ist der Hamiltonoperator eines Subsystems, ĤWW der Hamiltonoperator der Wechselwirkung zwei-
er benachbarter Subsysteme. ĤWW umfasst lediglich die Korrelationsfunktionen zwischen den nächsten
Nachbarn entlang der Ränder der beiden Subsysteme, von denen die eine Position in dem einen und die
andere Position in dem anderen Subsystem liegt. Die Anzahl der Summanden in ĤWW ist somit durch
die Kantenlänge des Subsystems gegeben. Der Erwartungswert der Wechselwirkungsenergie zwischen be-
nachbarten Subsystemen kann auf einfache Weise bestimmt werden. Hierzu ist die Kenntnis der Anzahl
der Kinks entlang des Randes des Subsystems in Abhängigkeit von der Anzahl m an Spin down sowie der
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

Erwartungswert der Energie in einem 4× 4 - Subsystem des
(a) 8× 8 - Systems
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(b) 12× 12 - Systems
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(c) 16× 16 - Systems
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Abbildung 4.52: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes der Energie in einem 4×4-Subsystem des (a)
8×8-, (b) 12×12- und (c) 16×16 - Systems nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet− (1, 0)→ (1, 0.25),
− (1, 0)→ (1, 0.5), − (1, 0)→ (1, 0.75), − (1, 0)→ (1, 1), − (1, 0)→ (1, 1.25). Gestrichelte Linien geben
die zeitlichen Mitelwerte über das Zeitintervall [0, 25] an und gepunktete Linien die thermischen Erwar-
tungswerte der Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen
effektiven Temperatur Teff.

Gesamtzahl n an Kinks im Gesamtsystem erforderlich. Diese wird mit NnSub,rand|m,n bezeichnet und wie
NmSub|m,n ebenfalls im Rahmen des Monte-Carlo-Verfahrens zur Bestimmung der Nm,n und Tm,n;m′,n′

ermittelt. Die Wahl der Lage des Subsystems innerhalb des Gesamtsystems ist dabei wiederum unerheb-
lich. Mithilfe von NnSub,rand|m,n kann der Erwartungswert der Energie des Wechselwirkungsterms zwischen
zwei Subsystemen geschrieben werden als

〈ĤWW〉t =
1

4

−J2 ∑
m,n

|αm,n(t)|2
∑

nSub,Rand

NnSub,rand|m,n

Nm,n

(
4LSub − 2nSub,Rand

) . (4.144)

Der Vorfaktor 1/4 rührt daher, dass die Anzahl der Kinks entlang des Randes des Subsystems für den
gesamten Rand bestimmt wurde, der Wechselwirkungsterm jedoch nur eine Seite umfasst. Da der Erwar-
tungswert der Energie des Gesamtsystems zeitlich konstant ist und für das betrachtete Quenchprotokoll
den Wert −J hat, kann der Erwartungswert der Energie des Subsystems unmittelbar angegeben werden.
Er beträgt pro Spin des Subsystems

ESub(t) = −J +
J

2

∑
m,n

|αm,n(t)|2
∑

nSub,Rand

NnSub,Rand|m,n

Nm,n
· 2LSub − nSub,Rand

NSub
. (4.145)

Da im Anfangszustand des Systems keine Kinks vorhanden sind, ergibt sich der Wert von ESub(t = 0)
unmittelbar zu

ESub(t = 0) = −J · LSub − 1

LSub
. (4.146)

Dieser Wert stellt auch eine obere Schranke der Energie inerhalb des Subsystems pro Spin dar. In Abbil-
dung 4.52 ist der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes der Energie in einem Subsystem der Größe 4×4
in einem Gesamtsystem der Größe (a) 8×8, (b) 12×12 und (c) 16×16 für die verschiedenen Quenchpro-
tokolle aufgetragen. Die gestrichelten Linien geben den zeitlichen Mittelwert des Erwartungswertes der
Energie im Subsystem an, der über das Zeitintervall [0, 25] gebildet wurde. Bei den gepunkteten Linien
handelt es sich um den Erwartungswert der Energie im Subsystem, welches in ein System im thermischen
Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur eingebettet ist. Wie
bereits für den renormierten Betrag der Magnetisierung zeigt sich auch für die Energie innerhalb eines
Subsystems eine Abnahme der Amplitude der Oszillationen um den zeitlichen Mittelwert mit zunehmen-
der Badgröße. Zum Vergleich der Zeitmittel und der Ensemblemittel sind in Abbildung 4.53 die zeitlichen
Mittelwerte der Energie und die thermischen Erwartungswerte für das System im Gleichgewicht bei der
effektiven Temperatur nach dem Feldquench dargestellt. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, nimmt der
zeitliche Mittelwert der Energie des Subsystems mit zunehmender Quenchstärke ab. Dies kann dadurch
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Feldquenchs (J,0)→ (J,h)

Erwartungswert der Energie in einem 4× 4 - Subsystem des
(a) 8× 8 - Systems
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(b) 12× 12 - Systems
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(c) 16× 16 - Systems
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Abbildung 4.53: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (•) und des zeitlichen Mittelwertes (•)
der Energie in einem 4 × 4 - Subsystem des (a) 8 × 8 - , (b) 12 × 12 - und (c) 16 × 16 - Systems nach den
Feldquenchs.

erklärt werden, dass durch stärkere Quenchs mehr Kinks im System erzeugt werden. Im Vergleich zu
den Erwartungswerten der Energie eines Subsystems des sich im thermischen Gleichgewicht befindlichen
Systems zeigen sich wiederum Abweichungen. Diese Abweichungen sind für eine gegebene Systemgröße
umso ausgeprägter, je stärker der betrachtete Feldquench ist. Da der Erwartungswert der Energie im Sub-
system durch die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen den nächsten Nachbarn entlang der Ränder
des Subsystems und des Bades bestimmt ist, ergibt sich zusätzlich durch die in Abbildung 4.31 (b) für
die betrachteten Systemgrößen beobachtete Zunahme des zeitlichen Mittelwertes des Erwartungswertes
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nächsten Nachbarn nach den stärkeren Feldquenchs eine
Zunahme der Energie innerhalb des Subsystems mit Zunahme des Größe des Gesamtsystems. Mögliche
Ursachen hierfür wurden bereits in der Diskussion zu Abbildung 4.31 erläutert. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen der Eigenwerte des Hamiltonoperators des Subsystems können nicht bestimmt werden, da
die Betrachtungen in der x-Basis erfolgen, in der der Hamiltonoperator nicht diagonal ist.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass sich durch die Betrachtung von Subsystemen keine
grundlegenden Änderungen an den getroffenen Aussagen in Bezug auf das Auftreten bzw. Nichtauftreten
von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nach den Feldquenchs ergeben.
Wie erwartet nehmen in den Subsystemen die Fluktuationen der Observablen um ihren zeitlichen Mit-
telwert mit zunehmender Größe des Bades ab. Während für das 4 × 4 - System eine Verbesserung der
Übereinstimmung des zeitlichen Mittelwertes und des thermischen Erwartungswertes des Betrages der
Magnetisierung beobachtet wurde, war dies für das 8× 8 - System nicht der Fall. Die Verbesserungen für
das 4×4 - System haben sich vor allem für starke Quenchs nahe zum Phasenübergang gezeigt. Als Ursache
hierfür kann die kleine Größe des 4× 4 - Systems angesehen werden, aufgrund derer das isolierte System
insbesondere in der Nähe des Phasenüberganges bedingt durch die dort divergierende Korrelationslänge
Abweichungen zu einem in ein Bad eingebettetes 4×4 - System zeigt. Für das 8×8 - System ist dieser Ef-
fekt schwächer ausgeprägt, sodass sich hier keine Verbesserung ergeben hat. Für beide Systemgrößen gilt
es zu beachten, dass sich in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte des Magnetisierungsope-
rators weiterhin Unterschiede zeigen. Auch bestehen Unterschiede zwischen dem zeitlichen Mittelwert und
dem thermischen Erwartungswert der Energie eines Subsystems. Infolgedessen kann auch bei Betrach-
tung von Subsystemen im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nach den Feldquenchs nicht von
Thermalisierung gesprochen werden.
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4.10 Ausbreitung einer lokalen Störung

Nach den Untersuchungen des stationären Zustandes des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells
auf das Auftreten von Thermalisierung nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs soll abschlie-
ßend noch die Ausbreitung einer zu Beginn lokalen Störung im System betrachtet werden. Die Unter-
suchungen erfolgen in der ferromagnetischen Phase und erfordern ein Verfahren, das in der Lage ist,
die Zeitentwicklung des Systems ausgehend von einem Anfangszustand mit einer lokalen Störung, d.
h. ausgehend von einem inhomogenen Anfangszustand, zu beschreiben. Zudem muss das Verfahren für
hinreichend große Systeme geeignet sein, um den erwarteten Übergang der Ausbreitung der anfänglich
lokalen Störung gemäß der Manhattan-Metrik auf kurzen Abständen hin zur euklidischen Metrik für
größere Abstände beobachten zu können. Das in den vorangegangenen Kapiteln beschriebene Variations-
Monte-Carlo-Verfahren kann mit der Ansatzfunktion für die ferromagnetische Phase die Zeitentwicklung
des Systems nach den Feldquenchs zwar mit hoher Genauigkeit beschreiben, ist jedoch auf einen homo-
genen Anfangszustand angewiesen. Zudem sind die erreichbaren Systemgrößen nicht ausreichend. Aus
diesem Grund wurde von Jonas Hafner im Rahmen seiner Masterarbeit [225] ein zeitabhängiges Mean-
Field-Verfahren auf Grundlage der BBGKY-Hierarchie (Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) in An-
lehnung an [248] an das transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen angepasst. Die Ergebnisse der
Untersuchungen wurden zusammen mit dem Autor der vorliegenden Dissertation in [62] veröffentlicht.
Das Verfahren sowie die gewonnenen Resultate für das zweidimensionale transversale Ising-Modell sollen
an dieser Stelle kurz zusammengefasst werden. Für die Details sei auf [225] verwiesen.
Das verwendete Verfahren bestimmt die Zeitentwicklung des Bloch-Vektors

SR(t) = 〈σ̂R〉t (4.147)

jedes Spins des Systems mithilfe von zeitabhängiger Mean-Field-Theorie unter Verwendung der BBGKY-
Hierarchie. Die BBGKY-Hierarchie bezeichnet ein System von Differentialgleichungen, die die Dynamik
eines Vielteilchensystems wechselwirkender Teilchen beschreiben. Das Verfahren weist eine hohe Flexi-
bilität im Hinblick auf den verwendeten Anfangszustand auf und erlaubt die Betrachtung sehr großer
Systemgrößen (im vorliegenden Fall ein Quadratgitter der Größe 101 × 101, also ein System mit über
104 Spins). Die Genauigkeit des Verfahrens kann durch die Ordnung der BBGKY-Hierarchie gesteuert
werden. Wird ein globaler Quench in Verbindung mit einem homogenen Anfangszustand betrachtet, so
stimmen die Bloch-Vektoren aller Spins des Systems zu allen Zeiten überein und ihre Komponenten ent-
sprechen der Magnetisierung des Systems in die entsprechende Raumrichtung.
Die Bewegungsgleichungen des Bloch-Vektors des Spins an der Position R des Gitters werden aus dem
Ehrenfest-Theorem

d

dt
〈Ô〉t = ı 〈[Ĥ, Ô]〉t +

〈
∂Ô
∂t

〉
t

(4.148)

hergeleitet. Für sie ergibt sich

ṠxR = hSyR , (4.149a)

ṠyR = J

2∑
k=1

[
Cz xR,R+ek

+ Cz xR,R−ek
]
− hSxR , (4.149b)

ṠzR = −J
2∑
k=1

[
Cy xR,R+ek

+ Cy xR,R−ek

]
. (4.149c)

Dabei ist e1 = (1, 0) und e2 = (0, 1) sowie CαβR,R′ := 〈σ̂αRσ̂
β
R′〉t. Dieses Differentialgleichungssystem ist

nicht geschlossen, da die Zwei-Spin-Korrelationsfunktionen nicht bekannt sind und nicht auf einfache
Weise bestimmt werden können. Um ein geschlossenes Differentialgleichungssystem zu erhalten, wird in
erster Ordnung der BBGKY-Hierarchie die Mean-Field-Näherung

C
y/z x
R,R±ek = 〈σ̂y/zR σ̂xR±ek〉t ≈ 〈σ̂

y/z
R 〉t 〈σ̂

x
R±ek〉t = S

y/z
R SxR±ek (4.150)

verwendet, die zu den Bewegungsgleichungen des Bloch-Vektors in erster Ordnung BBGKY-Hierarchie
führt:

ṠxR = hSyR , (4.151a)
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ṠyR = J

2∑
k=1

[
SzR S

x
R+ek

+ SzR S
x
R−ek

]
− hSxR , (4.151b)

ṠzR = −J
2∑
k=1

[
SyR S

x
R+ek

+ SyR S
x
R−ek

]
. (4.151c)

Die Bewegungsgleichungen in zweiter Ordnung BBGKY-Hierachie können hergeleitet werden, indem die
Zwei-Spin-Korrelationsfunktionen in (4.149b) und (4.149c) wieder in das Ehrenfest-Theorem eingesetzt
und die Erwartungswerte dreier Pauli-Spinoperatoren in den sich ergebenden neun Differentialgleichungen
nacheinander aufgebrochen werden gemäß

〈ÂB̂Ĉ〉t ≈ 〈ÂB̂〉t 〈Ĉ〉t + 〈ÂĈ〉t 〈B̂〉t + 〈B̂Ĉ〉t 〈Â〉t − 2 〈Â〉t 〈B̂〉t 〈Ĉ〉t . (4.152)

Auf diese Weise ergeben sich die Bewegungsgleichungen in zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie:

ṠxR =hSyR , (4.153a)

ṠyR =J

2∑
k=1

[
Cx zR+ek,R

+ Cx zR−ek,R

]
− hSxR , (4.153b)

ṠzR =− J
2∑
k=1

[
Cx yR+ek,R

+ Cx yR−ek,R

]
, (4.153c)

Ċx xR,R′ =h
[
Cx yR,R′ + Cx yR′,R

]
, (4.153d)

Ċx yR,R′ =J

2∑
k=1

[(
Cx zR,R′ − 2SxRS

z
R′
)(
SxR′+ek

+ SxR′−ek
)

+ SxR
(
Cx zR′+ek,R′

+ Cx zR′−ek,R′
)

+ SzR
(
Cx xR,R′+ek

+ Cx xR,R′−ek
)]
− h
[
Cx xR,R′ + Cy yR,R′

]
,

(4.153e)

Ċx zR,R′ =− J
2∑
k=1

[(
Cx yR,R′ − 2SxRS

y
R′

)(
SxR′+ek

+ SxR′−ek
)

+ SxR
(
Cx yR′+ek,R′

+ Cx yR′−ek,R′
)

+ SyR
(
Cx xR,R′+ek

+ Cx xR,R′−ek
)]

+ hCy zR,R′ ,

(4.153f)

Ċy yR,R′ =J

2∑
k=1

[(
Cy zR′,R − 2SyR′S

z
R

)(
SxR+ek

+ SxR−ek
)

+ SyR′
(
Cx zR+ek,R

+ Cx zR−ek,R
)

+ SzR
(
Cx yR+ek,R′

+ Cx yR−ek,R′
)

+
(
Cy zR,R′ − 2SyRS

z
R′
)(
SxR′+ek

+ SxR′−ek
)

(4.153g)

+ SyR
(
Cx zR′+ek,R′

+ Cx zR′−ek,R′
)

+ SzR′
(
Cx zR′+ek,R

+ Cx zR′−ek,R
)]
− h
[
Cx yR,R′ + Cx yR′,R

]
,

Ċy zR,R′ =J

2∑
k=1

[(
Cz zR′,R − 2SzR′S

z
R

)(
SxR+ek

+ SxR−ek
)

+ SzR
(
Cx zR+ek,R′

+ Cx zR−ek,R′
)

+ SzR′
(
Cx zR+ek,R

+ Cx zR−ek,R
)
−
(
Cy yR,R′ − 2SyRS

y
R′

)(
SxR′+ek

+ SxR′−ek
)

(4.153h)

− SyR
(
Cx yR′+ek,R′

+ Cx yR′−ek,R′
)
− SzR′

(
Cx yR′+ek,R

+ Cx yR′−ek,R
)]
− hCx zR,R′ ,

Ċz zR,R′ =− J
2∑
k=1

[(
Cy zR,R′ − 2SyRS

z
R′
)(
SxR+ek

+ SxR−ek
)

+ SyR
(
Cx zR+ek,R′

+ Cx zR−ek,R′
)

+ SzR′
(
Cx zR+ek,R

+ Cx zR−ek,R
)

+
(
Cy zR′,R − 2SyR′S

z
R

)(
SxR′+ek

+ SxR′−ek
)

(4.153i)

+ SzR
(
Cx yR′+ek,R′

+ Cx yR′−ek,R′
)

+ SyR′
(
Cx zR′+ek,R

+ Cx zR′−ek,R
)]
.

Die Erweiterung auf höhere Ordnungen folgt unmittelbar. Diese sind erforderlich, um den stationären
Zustand des Systems und das Auftreten von Thermalisierung im System untersuchen zu können. Dagegen
kann, wie sich im Folgenden zeigen wird, die Ausbreitung einer lokalen Störung bereits in erster Ordnung
BBGKY-Hierarchie mit hoher Genauigkeit beschrieben werden.
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Abbildung 4.54: Vergleich der Resultate der zeitabhängigen Mean-Field-Theory in (a) erster und (b)
zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie für die x-Komponente des Bloch-Vektors SxR(t) eines einzelnen Spins
(durchgezogene Linie) nach Feldquenchs ausgehend vom vollständig geordneten Zustand zu den Resul-
taten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens (+) und der zeitabhängigen Störungsrechnung 8. Ordnung
(×). Der Farbcode lautet − h/J = 0.1, − h/J = 0.2, − h/J = 0.3, − h/J = 0.4, − h/J = 0.5,
− h/J = 0.6. Bereits in erster Ordnung BBGKY-Hierarchie zeigt sich für die betrachteten Quenchpro-
tokolle und Zeitintervalle eine gute Übereinstimmung, die sich in zweiter Ordnung weiter verbessert.

Zur Bestimmung des Parameterbereiches, für den die zeitabhängige Mean-Field-Theorie in erster und
zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie die Zeitentwicklung des Systems in der ferromagnetischen Phase gut
approximiert, werden in Abbildung 4.54 ihre Resultate für die Magnetisierung des Systems in x-Richtung,
d. h. die x-Komponente des Bloch-Vektors, nach Feldquenchs ausgehend vom vollständig geordneten
Anfangszustand

|ψor〉 = |↑↑↑ . . . ↑↑〉x (4.154)

mit denjenigen der zeitabhängigen Störungstheorie 8. Ordnung sowie des Variations-Monte-Carlo-Verfah-
rens verglichen, wobei im Falle des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens der renormierte Betrag der Ma-
gnetisierung für das 16× 16 - System ausgehend vom Anfangszustand (4.111) betrachtet wird. Für Werte
des Transversalfeldes bis hin zu h/J = 0.6, für die das System wie Abbildung 4.13 (b) zu entnehmen ist
die ferromagnetische Phase nicht verlässt, zeigt sich eine gute Übereinstimmung zwischen den Resulta-
ten der drei unterschiedlichen Methoden. Diese Übereinstimmung besteht bereits in erster Ordnung der
BBGKY-Hierarchie und wird in zweiter Ordnung noch besser. Weiterhin besteht sie auch für Zeiten größer
als das in Abbildung 4.54 aus Gründen der Übersichtlichkeit dargestellte Zeitintervall von [0, 5]. Werden
hingegen größere Feldstärken betrachtet, so nimmt die Genauigkeit der Resultate der zeitabhängigen
Mean-Field-Theorie ab, sodass sich im Folgenden auf Verhältnisse h/J ≤ 0.6 beschränkt werden wird.
Nach der Bestimmung des Bereiches von h/J , für den die zeitabhängige Mean-Field-Theorie die Zeitent-
wicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells gut approximiert, werde nun die Ausbreitung
einer anfänglich lokalen Störung durch das System untersucht. Die zeitabhängige Mean-Field-Theorie ist
aufgrund ihrer Flexibilität im Hinblick auf den Anfangszustand des Systems sowie die großen erreich-
baren Systemgrößen hierzu besonders geeignet. Die lokale Störung des Anfangszustandes wird dadurch
realisiert, dass gegenüber dem geordneten Zustand in (4.154) ein einzelner Spin die Orientierung down
hat:

|ψlp〉 = |↓↑↑ . . . ↑↑〉x . (4.155)

Aufgrund der periodischen Randbedingungen kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit (0, 0) als Posi-
tion des Spin down im Anfangszustand gewählt werden. Um zu entscheiden, wann die Störung die Strecke
r = (rx, ry) zurückgelegt hat, wird die Differenz

∆r(t) = 〈ψlp|σ̂r(t)|ψlp〉 − 〈ψor|σ̂r(t)|ψor〉 (4.156)

zwischen der Zeitentwicklung ausgehend von dem Zustand (4.155) mit der lokalen Störung und der
Zeitentwicklung ausgehend vom vollständig geordneten Zustand (4.154) betrachtet. Da die Störung mit
endlicher Geschwindigkeit durch das System propagiert, verschwindet ∆r(t) für Zeiten, zu denen die
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Abbildung 4.55: ∆x
r (t) zu verschiedenen Zeitpunkten t für das 101 × 101 - System mit J = 1 und

h = 0.6. Im Anfangszustand zum Zeitpunkt t = 0 hat der Spin an der Position (0, 0) die Orientierung
down, die Spins an allen anderen Positionen des Systems die Orientierung up. Für größere Zeiten pro-
pagiert die Störung mit einer endlichen Geschwindigkeit durch das System. Für große Abstände tritt die
Gitterstruktur in den Hintergrund und die Ausbreitung erfolgt gemäß der euklidischen Metrik, sodass
sich ein kreisförmiger Light Cone ergibt.

Störung die Strecke r noch nicht zurückgelegt hat.
Die Zeit tarrival(r), zu der die Störung die Strecke r zurückgelegt hat, sei definiert als der Zeitpunkt, zu
dem ∆r(t) erstmals ungleich null ist. Abbildung 4.55 zeigt Momentaufnahmen der x-Komponente ∆x

r (t)
zu verschiedenen Zeitpunkten t für das 101 × 101 - System mit h/J = 0.6. Wie dem Vergleich der Mo-
mentaufnahmen für verschiedene Werte von t entnommen werden kann, propagiert die anfängliche lokale
Störung mit einer endlichen Geschwindigkeit durch das System und führt dadurch zur Entstehung eines
Light Cones. Der Bereich des Systems, der bereits von der Ausbreitungsfront passiert wurde, weist kom-
plizierte Amplitudenmuster auf hervorgerufen durch Interferenzeffekte. Zur Untersuchung der Geometrie
des Light Cones und damit der Bestimmung der Metrik, der die Ausbreitung der Störung durch das Sys-
tem folgt, ist in Abbildung 4.56 die Ankunftszeit tarrival(r) der Störung für die verschiedenen Positionen
des Systems als Konturdiagramm aufgetragen. Während für kleine Abstände eine um π/4 gegenüber den
Gitterachsen gedrehte quadratische Form der Front anzeigt, dass die Ausbreitung der Störung gemäß
der Manhattan-Metrik erfolgt, wie beispielsweise von Carleo et al. auch für das zweidimensionale Bose-
Hubbard-Modell in [99] gezeigt wurde, so nähert sich die Form der Wellenfront für größere Abstände der
Kreisform an wie im Falle der Gültigkeit der euklidischen Metrik. Dies zeigt, dass für große Abstände die
Gitterstruktur zunehmend in den Hintergrund tritt und sich das System wie ein Kontinuum verhält.
Mithilfe der Resultate für tarrival kann die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Störung über

v(h) =
d(r)

tarrival(h, r)
(4.157)

bestimmt werden. Indem die Ausbreitung entlang der Achse betrachtete wird, kann die Frage umgangen
werden, ob der Abstand d(r) zweier Positionen auf dem Gitter in der Manhattan-Metrik oder der eukli-
dischen Metrik gemessen werden muss, denn für r = (r, 0) ist dEukl(r) = dManh(r) = r. Mithilfe der ent-
sprechenden Ergebnisse für tarrival wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit v der Störung als Funktion von
h/J bestimmt. Abbildung 4.57 (a) zeigt die Ergebnisse für tarrival entlang der Achse als Funktion des Ab-
standes r für J = 1 und Werte des Transversalfeldes bis hin zu h = 0.6 bestimmt mithilfe zeitabhängiger

183



TABELLENVERZEICHNIS

-35

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

35

-35 -30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35

r y

rx

0

100

200

300

400

500

600

700

Abbildung 4.56: Aus den Resultaten der
zeitabhängigen Mean-Field-Theorie erster Ord-
nung für J = 1 und h = 0.6 bestimmte Ankunftszeit
der an der Position (0, 0) zum Zeitpunkt t = 0
gestarteten Störung im 101 × 101 - System. Auf
kurzen Abständen folgt die Ausbreitung der Störung
der Manhattan-Metrik, wohingegen für größere
Abstände die Gitterstruktur in den Hintergrund
tritt und die Ausbreitung der Störung nahezu der
euklidischen Metrik wie in einem Kontinuummodell
entspricht mit einer kreisförmigen Ausbreitungs-
front.
.

Mean-Field-Theorie in erster Ordnung BBGKY-Hierarchie. Sobald ein von h/J abhängiger Mindestab-
stand überwunden wurde, zeigt sich ein lineares Wachstum von tarrival mit r, d. h. die Störung breitet
sich für hinreichend große Abstände mit konstanter Geschwindigkeit entlang der Achse aus. Die Aus-
breitungsgeschwindigkeit ist durch die inverse Steigung der Fitgeraden gegeben. In Abbildung 4.57 (b)
ist v als Funktion von h bestimmt mithilfe der zeitabhängigen Mean-Field-Theorie in erster und zweiter
Ordnung BBGKY-Hierarchie dargestellt. Für die betrachteten Werte h des Transversalfeldes zeigt sich
ein quadratischer Anstieg von v mit h

v ∝ h2 (4.158)

mit nur geringen Abweichungen zwischen den Vorhersagen der unterschiedlichen Ordnungen. Dies steht in
klarem Gegensatz zu Resultaten für das eindimensionale transversale Ising-Modell, für das in der ferroma-
gnetischen Phase ein linearer Anstieg der Geschwindigkeit mit h besteht und die Geschwindigkeit in der
paramagnetischen Phase den konstanten Wert J hat. Eine Erklärung für den Verlauf der Geschwindigkeit
mit h wurde für das eindimensionale transversale Ising-Modell im Rahmen der semiklassischen Theorie
gegeben. Laut dieser ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Störung durch die Maximalgeschwindigkeit
der Quasiteilchen bestimmt, die in (3.136) angegeben ist. Eine Herleitung des linearen Anstiegs der Ge-
schwindigkeit mit h im eindimensionalen transversalen Ising-Modell in der ferromagnetischen Phase sowie
des quadratischen Anstiegs der Geschwindigkeit mit h im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell
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Abbildung 4.57: (a) Ankunftszeit der Störung entlang der Achse für J = 1 und verschiedene Werte
h des Transversalfeldes bestimmt mithilfe von zeitabhängiger Mean-Field-Theorie in erster Ordnung
BBGKY-Hierarchie. (b) Ausbreitungsgeschwindigkeit der Störung entlang der Achse in erster und zweiter
Ordnung BBGKY-Hierarchie. Für den betrachteten Bereich der Werte des Transversalfeldes wächst die
Geschwindigkeit quadratisch mit h. Dies ist durch die Least-Square-Fits der Datenpunkte proportional
zu h2 angedeutet.
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in der ferromagnetischen Phase kann mithilfe der Spinwellentheorie erfolgen. Filatova und Tsukernik ha-
ben 1975 in [249] gezeigt, dass die Spinwellenenergie des eindimensionalen transversalen Ising-Modells
für kleine Transversalfelder linear mit h skaliert, während in höheren Dimensionen ein quadratischer Zu-
sammenhang besteht. Da die Geschwindigkeit der Störung durch den Gradienten der Spinwellenenergie
in Bezug auf die Wellenzahl gegeben ist, bleibt diese Beziehung auch für die Geschwindigkeit der Störung
erhalten. Insbesondere folgt aus der Spinwellentheorie, dass der für das zweidimensionale transversale
Ising-Modell gefundene quadratische Anstieg der Geschwindigkeit mit dem Transversalfeld für alle Di-
mensionen d > 1 zu erwarten ist. Eine Erklärung für die Unterschiede zwischen dem eindimensionalen
transversalen Ising-Modell und dem transversalen Ising-Modell in höheren Dimensionen im Rahmen der
Störungstheorie wurde ebenfalls in [249] gegeben. Abgesehen von dem unterschiedlichen Verlauf mit h ist
die Geschwindigkeit der Ausbreitung der Störung für die betrachteten Werte von h im zweidimensionalen
transversalen Ising-Modell bedeutend niedriger als im Modell in einer Dimension. Diese Beobachtung
kann folgendermaßen erklärt werden. Für die betrachteten Verhältnisse von Transversalfeld h zu Kopp-
lungskonstante J befindet sich das System tief in der ferromagnetischen Phase, d. h. der energetische
Beitrag, der sich aus den Kopplungen zwischen den Spins ergibt, ist dominant gegenüber dem Beitrag
aus der Wechselwirkung mit dem externen transversalen Feld. Die Ausbreitung der Störung ist mit dem
Umklapp von Spins verbunden. Werden in einer Dimension sukzessive Spins umgeklappt, so bleibt die
Anzahl an Kinks im System konstant. Im zweidimensionalen System hingegen bewirkt die Ausbreitung
der Störung immer die Erzeugung neuer Kinks, da die Grenzfläche der Ausbreitungsfront der Störung
während ihrer Ausbreitung immer weiter zunimmt. Aus diesem Grund ist die Ausbreitung der Störung im
zweidimensionalen transversalen Ising-Modell tief in der ferromagnetischen Phase energetisch ungünstiger
als im eindimensionalen Modell. Für größere Verhältnisse h/J , für die der energetische Beitrag bedingt
durch Kinks an Bedeutung verliert gegenüber dem Beitrag aus der Wechselwirkung mit dem Transver-
salfeld, ist daher anzunehmen, dass sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Störung im ein- und im
zweidimensionalen transversalen Ising-Modell annähert.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ising-Modell, das ursprünglich im Jahre 1925 von Ernst Ising als Modell klassischer Spins mit kon-
tinuierlicher Orientierung zur Beschreibung des Magnetismus in Festkörpern formuliert wurde, hat in
der theoretischen Physik eine große Bedeutung erlangt. Seine quantenmechanische Formulierung, die auf
einem Gitter angeordnete Spin-1/2 beschreibt, stellt heute eines der Standardmodelle der Quantenme-
chanik zur Beschreibung von gitterbasierten Spinsystemen dar und es existieren zahlreiche Erweiterungen
und Verallgemeinerung beispielsweise in Form des XY-Modells oder durch Hinzunahme von Longitudinal-
bzw. Transversalfeldern oder langreichweitiger Wechselwirkungen. Da das Ising-Modell und viele der von
ihm abgeleiteten Modelle in einer Dimension aufgrund der Diagonalisierbarkeit des Hamiltonoperators
durch Transformation auf ein System freier Fermionen exakt lösbar sind, kommt ihnen eine große Bedeu-
tung bei der Erprobung neuer Konzepte und Techniken zu. Abseits theoretischer Überlegungen zeichnet
sich auch eine Bedeutung des Ising-Modells für die in der Einleitung der Dissertation beschriebenen
Quantencomputer ab. Wegen ihrer zwei möglichen Zustände können die einzelnen Spin-1/2 mit Qubits
identifiziert werden, sodass das Ising-Modell zur Beschreibung von Quantenregistern verwendet werden
kann. Hierbei ist insbesondere die Nichtgleichgewichtsdynamik des Systems von Bedeutung, die auch bei
einem perfekt gegenüber seiner Umgebung isolierten System auftritt, wenn sein Anfangszustand kein
Eigenzustand des die Zeitentwicklung bestimmenden Hamiltonoperators ist. Für Quantencomputer sind
dabei vor allem die Zeitskala der Relaxation und der stationäre Zustand des Systems relevant sowie die
Änderung der Verschränkung der Qubits unter der Zeitentwicklung. Mit eben diesem Thema der Nicht-
gleichgewichtsdynamik im transversalen Ising-Modell hat sich auch die vorliegende Dissertation auf den
vorangegangenen Seiten beschäftigt. Konkret wurde für das transversale XY-Modell in einer Dimension
sowie für das transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen die Zeitentwicklung unterschiedlicher Ob-
servablen nach verschiedenen Quenchprotokollen untersucht. Das Augenmerk der Untersuchungen lag
dabei zum einen darauf, mit welcher Geschwindigkeit und gemäß welcher Metrik sich eine Störung durch
das System ausbreitet. Zum anderen wurde untersucht, ob das System nach den Quenchs equilibriert
und wie sein stationärer Zustand aussieht. Ziel der Untersuchungen des stationären Zustandes war da-
bei die Herstellung eines Zusammenhanges zwischen der Nichtgleichgewichtsdynamik des Systems und
der statistischen Physik. Zu diesem Zweck wurde die Frage beantwortet, ob das System in seinem sta-
tionären Zustand nach den Quenchs durch ein bekanntes Ensemble der statistischen Physik beschrieben
werden kann. Besonderes Interesse galt hierbei der Klärung der Frage, ob das System thermalisiert, d. h.
ob sein stationärer Zustand durch das kanonische Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann und somit
die aus der klassichen Physik bekannte Ergodenhypothese auch für das quantenmechanische transversa-
le Ising-Modell gilt. Die Untersuchungen des eindimensionalen transversalen XY-Modells auf der einen
Seite und des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf der anderen Seite erfolgten aufgrund
der Unterschiede zwischen den Modellen bedingt durch ihre Dimensionalität, die in ihnen vorhandenen
Erhaltungsgrößen sowie die unterschiedlichen erforderlichen Methoden zu ihrer Beschreibung getrennt
voneinander.

Eindimensionales transversales XY-Modell

Das Ziel der Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdynamik im eindimensionalen Fall bestand darin,
die von Rieger und Iglói für das eindimensionale transversale Ising-Modell in [43, 45] entwickelte se-
miklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses auf das transversale XY-Modell zu erweitern. Das
Vorgehen basierte darauf, dass der Hamiltonoperator des eindimensionalen transversalen XY-Modells
wie der Hamiltonoperator des eindimensionalen transversalen Ising-Modells durch eine Transformation
auf ein System freier Fermionen diagonalisiert werden kann und beide Hamiltonoperatoren in Diago-
nalgestalt die gleiche Struktur aufweisen. Sowohl das eindimensionale transversale Ising-Modell als auch
das eindimensionale transversale XY-Modell können somit in Form einer freien Theorie formuliert wer-
den. Dies ist von entscheidender Bedeutung, da anzunehmen ist, dass die semiklassischen Beschreibung
auf alle freien Theorien angewendet werden kann. Bei den Quasiteilchen der semiklassischen Theorie
handelt es sich im Falle des transversalen Ising- und XY-Modells in der ferromagnetischen Phase um
gebrochene Kopplungen zwischen benachbarten Spins, sogenannte Kinks. Für die betrachteten globalen
Quenchs werden die Quasiteilchen an jeder Position der Kette zu jeder Wellenzahl paarweise erzeugt,
wobei die Quasiteilchen eines Paares verschränkt sind und aufgrund der Impulserhaltung zum Zeitpunkt
ihrer Erzeugung entgegengesetzte Geschwindigkeiten haben. Im transversalen Ising-Modell erfolgt die
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Propagation der Quasiteilchen durch Wirkung des Transversalfeldes, welches einzelne Spins des Systems
umklappt. Für die im XY-Modell gegenüber dem Ising-Modell hinzugekommene Kopplung der Spins in
y-Richtung wurde gezeigt, dass sie einen vergleichbaren Effekt aufweist wie das Transversalfeld, durch
sie jedoch immer zwei benachbarte Spins umgeklappt werden. Die durch die Wirkung der genannten
Anteile des Hamiltonoperators auf den Zustand des Systems propagierten Quasiteilchen bewegen sich
ballistisch mit konstanter Geschwindigkeit und ohne Wechselwirkung untereinander durch das System.
Die Bestimmung ihrer Geschwindigkeit erfolgt dabei im transversalen XY-Modell wie im transversalen
Ising-Modell über die partielle Ableitung der Energien der Moden des Hamiltonoperators nach der Wel-
lenzahl. Aufgrund der oben beschriebenen Wirkung der Kopplung der Spins in y-Richtung ergibt sich
hierbei eine Abhängigkeit der Geschwindigkeit von der Anisotropie. Die Besetzungszahl der Quasiteilchen
wird ebenfalls von der Anisotropie beeinflusst. Mithilfe der semiklassischen Theorie wurden die lokale Ma-
gnetisierung, die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen zwei Spins sowie die Verschränkungsentropie
zwischen zwei Subsystemen des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit freien und mit periodi-
schen Randbedingungen bestimmt und mit exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik nach ver-
schiedenen Quenchprotokollen verglichen, durch die die Stärke des Transversalfeldes, die Anisotropie oder
beide Parameter des Hamiltonoperators geändert wurden. Hierbei zeigte sich eine gute Übereinstimmung
der Resultate der semiklassischen Rechnung zu den exakten Resultaten, die sich im Falle der lokalen
Magnetisierung und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion jedoch mit zunehmender Quenchstärke und
kleiner werdender Anisotropie verschlechterte. Die Resultate der semiklassischen Theorie konnten da-
durch verbessert werden, dass aus einer Verallgemeinerung der exakten Resultate von Calabrese, Essler
und Fagotti aus [44, 47] für das transversale Ising-Modell im thermodynamischen Limes auf das trans-
versale XY-Modell phänomenologisch eine modifizierte Besetzungszahl gewonnen wurde. Auf diese Weise
konnten auch sich aus der endlichen Systemgröße ergebende Finite-Size-Effekte in der Zeitentwicklung
der Observablen mit hoher Genauigkeit reproduziert werden. Im Hinblick auf die Untersuchungen des
stationären Zustandes des transversalen Ising- und XY-Modells in einer Dimension war aufgrund der In-
tegrabilität beider Modelle a priori klar, dass sie nicht thermalisieren können. Die Untersuchungen mithilfe
der semiklassischen Theorie haben jedoch gezeigt, dass ihr stationärer Zustand durch das verallgemeinerte
Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann, welches neben der Gesamtenergie auch die zusätzlichen Erhal-
tungsgrößen des Systems berücksichtigt. Diese können dabei über die unter der unitären Zeitentwicklung
erhaltenen Besetzungszahlen der Quasiteilchen ausgedrückt werden, wobei nach dem Quench jeder Mode
eine eigene effektive Temperatur zugewiesen wird entgegen der einzelnen effektiven Temperatur im Falle
von Thermalisierung und der Anwendbarkeit des kanonischen Gibbs-Ensembles. Die genannten Resulta-
te wurden für das System mit freien Randbedingungen in [68] veröffentlicht. Darüber hinaus erfolgte im
Rahmen der Dissertation eine Diskussion des Modells auch mit periodischen Randbedingungen. Weiter-
hin wurde ebenfalls im Rahmen der Dissertation eine Erweiterung der semiklassischen Beschreibung des
Relaxationsprozesses auf kompliziertere Quenchprotokolle beschrieben. Konkret wurde dabei die Umkeh-
rung des Quenchs zu einem späteren Zeitpunkt betrachtet, ein sogenannter Rückquench. Durch diesen
werden die Parameter des Hamiltonoperators wieder auf ihre Anfangswerte zurückgesetzt. Es konnten
sowohl Ausdrücke für die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Rückquench hergeleitet werden als
auch exakte Ausdrücke für die Zeitentwicklung der Magnetisierung und der Korrelationsfunktionen im
thermodynamischen Limes, aus denen wiederum eine modifizierte Besetzungszahl der Quasiteilchen ex-
trahiert werden konnte. Mithilfe dieser modifizierten Besetzungszahl war im Rahmen der semiklassischen
Theorie eine gute Beschreibung der Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung des Systems auch nach
dem Rückquench möglich, wobei jedoch für endliche Systeme aufgrund des unbekannten Einflusses des
Rückquenchs auf die durch den ersten Quench erzeugten Quasiteilchen und die Verschränkung zwischen
ihnen Finite-Size-Effekte nicht korrekt beschrieben werden konnten. Aus dem gleichen Grund konnte nach
dem Rückquench auch die Verschränkungsentropie zwischen Subsystemen nicht bestimmt werden. Das
Ziel zukünftiger Untersuchungen am transversalen Ising- und XY-Modell unter Verwendung der semiklas-
sischen Theorie sollte daher darin bestehen, den Einfluss eines zweiten Quenchs auf die Verschränkung
und Besetzungszahl der beim ersten Quench erzeugten Quasiteilchen zu bestimmen. Nach den bisherigen
Überlegungen ist nur die Gesamtbesetzungszahl der Quasiteilchen nach dem zweiten Quench bekannt.
Die Lösung dieser Fragestellung würde das Verständnis von Verschränkung in quantenmechanischen Sys-
temen entscheidend voranbringen und es erlauben, auch bei beliebig komplizierten Quenchprotokollen
die in endlichen Systemen durch die Wiederkehr von Quasiteilchen für hinreichend große Zeiten hervor-
gerufenen Finite-Size-Effekte zu beschreiben und die Zeitentwicklung aller Observablen einschließlich der
Verschränkungsentropie von Subsystemen korrekt zu bestimmen.
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Zweidimensionales transversales Ising-Modell

Im Gegensatz zum eindimensionalen transversalen Ising- und XY-Modell ist das zweidimensionale trans-
versale Ising-Modell nichtintegrabel und kann nicht analytisch gelöst werden durch Transformation auf
ein System freier Fermionen. Aufgrund der Nichtintegrabilität des Systems ist lediglich seine Gesamt-
energie unter unitärer Zeitentwicklung erhalten, sodass die Möglichkeit besteht, dass das System nach
einem Quench thermalisiert. Da jedoch aus der Nichtintegrabilität eines Systems nicht zwangsweise das
Auftreten von Thermalisierung folgt, handelte es sich bei der Untersuchung, ob Thermalisierung im zwei-
dimensionalen transversalen Ising-Modell tatsächlich beobachtet werden kann, um eines der zentralen
Elemente der vorliegenden Dissertation. Die Grundlage der Untersuchungen bildete ein auf Variations-
Monte-Carlo in Realzeit basierendes Verfahren, das mit geeignet gewählten Ansatzfunktionen eine Be-
schreibung der Zeitentwicklung des Zustandes des Systems mit hoher Genauigkeit über lange Zeitinter-
valle hinweg für mithilfe exakter Diagonalisierung nicht erreichbare Systemgrößen erlaubte. Betrachtet
wurden verschiedene Observablen wie Magnetisierung und Korrelationsfunktionen nach Wechselwirkungs-
quenchs in der paramagnetischen Phase und nach Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase. Durch
das Variations-Monte-Carlo-Verfahren reduzierte sich die Anzahl der für die Zeitentwicklung des Sys-
tems zu berücksichtigenden Parameter auf eine Anzahl, die algebraisch mit der Systemgröße anwächst
entgegen dem exponentiellen Wachstum der Dimension des Hilbertraumes mit der Systemgröße. Zu-
dem erlaubte das Verfahren die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die
Observablen beschreibenden Operatoren. Um die Frage nach dem Auftreten von Thermalisierung zu
beantworten, wurden die Zeitmittelwerte der Observablen nach den Quenchs sowie die zeitgemittelten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit denjenigen eines System im thermischen Gleichgewicht gemäß dem
kanonischen Gibbs-Ensemble bei der über die Exzessenergie im System nach dem Quench bestimmten
Temperatur verglichen. Die Erwartungswerte der Observablen für das thermische System wurden mithil-
fe eines Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginärzeit bestimmt. Durch Betrachtung
verschiedener Systemgrößen wurden die Resultate mithilfe von Finite-Size-Scaling auf das System im ther-
modynamischen Limes extrapoliert. Das zentrale Ergebnis der Untersuchungen zum Auftreten von Ther-
malisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell bestand darin, dass das System nach den
Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase thermalisiert, während nach den Feldquenchs
in der ferromagnetischen Phase Abweichungen auftreten, die auch im thermodynamischen Limes nicht
verschwinden. Diese Abweichungen nehmen mit der Quenchstärke zu und zeigen sich besonders deutlich
in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren.
Die Thermalisierung des Systems in der paramagnetischen Phase steht dabei in Übereinstimmung mit
dem exakten Theorem von Doyon zum Auftreten verallgemeinerter Thermalisierung in quantenmechani-
schen Vielteilchensystem [185] sowie den Ergebnissen von Mondaini et al. auf Grundlage der ETH [171].
In der ferromagnetischen Phase hingegen kann das Theorem von Doyon nicht angewendet werden und
auch die ETH trifft hier keine Aussagen. Die beschriebenen Untersuchungen zum Auftreten von Ther-
malisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell wurde in [61] veröffentlicht. Im Rahmen
der vorliegenden Dissertation wurde darüber hinaus noch untersucht, welchen Einfluss die Beschränkung
der Betrachtungen auf ein Subsystem nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase hat. Hier-
bei konnte zwar eine Verbesserung der Übereinstimmung der Zeitmittelwerte für das System nach den
Feldquenchs und der Erwartungswerte der Observablen für das System im thermischen Gleichgewicht
festgestellt werden, jedoch bestanden weiterhin Abweichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen, sodass auch bei Beschränkung auf Subsysteme nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen
Phase keine vollständige Thermalisierung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells beobachtet
wird. Zukünftige Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversa-
len Ising-Modell sollten darauf abzielen, die Abweichungen zwischen den zeitlichen Mittelwerten und den
thermischen Erwartungswerten für das System nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase zu
erklären. Es ist jedoch davon auszugehen, dass sich die langreichweitige ferromagnetische Ordnung des
Systems als für die Abweichungen von thermischem Verhalten relevant erweisen wird.
Neben der Untersuchung zum Auftreten von Thermalisierung wurde im zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell in Zusammenarbeit mit Jonas Hafner auch die Ausbreitung einer lokalen Störung unter-
sucht. Um größere Systeme sowie einen inhomogenen Anfagszustand betrachten zu können, wurde hierzu
ein Verfahren auf Grundlage zeitabhängiger Mean-Field-Theorie in erster und zweiter Ordnung BBGKY-
Hierarchie verwendet. Mithilfe dieses Verfahrens konnte die Ausbreitung einer anfänglich lokalen Störung
tief in der ferromagnetischen Phase für h/J ≤ 0.6 beschrieben werden. Dabei haben sich zwei wesentliche
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Erkenntnisse ergeben: Während die Gitterstruktur für kleine Abstände einen starken Einfluss auf die Aus-
breitung der Störung hat, der sich in einer Ausbreitung gemäß der Manhattan-Metrik äußert, nähert sich
die Form der Wellenfront für große Abstände immer mehr einem Kreis an, d. h. für große Abstände tritt
die Gitterstruktur zunehmend in den Hintergrund und die Ausbreitung der Störung erfolgt wie in einem
Kontinuum der euklidischen Metrik entsprechend. Das zweite zentrale Ergebnis der Untersuchungen zur
Ausbreitung der Störung durch das System betrifft ihre Geschwindigkeit. Während im eindimensionalen
System in der ferromagnetischen Phase die Ausbreitungsgeschwindigkeit linear mit der Stärke des Trans-
versalfeldes anwächst, hat sich für die betrachteten Werte von h und J in der ferromagnetischen Phase
für das zweidimensionale transversale Ising-Modell eine quadratische Abhängigkeit der Geschwindigkeit
vom Transversalfeld ergeben. Diese Beobachtung konnte mithilfe von Ergebnissen der Spinwellentheorie
erklärt werden. Zudem konnte ausgehend von der Spinwellentheorie ebenfalls gefolgert werden, dass die
quadratische Abhängigkeit der Geschwindigkeit von der Feldstärke für kleine Verhältnisse h/J tief in
der ferromagnetischen Phase für alle Dimensionen d > 1 Bestand haben sollte. Anschaulich konnte die
bedeutend geringere Geschwindigkeit der Störung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell im
Vergleich zum eindimensionalen System dadurch erklärt werden, dass mit der Ausbreitung der Störung im
zweidimensionalen System immer die Erzeugung von Kinks verbunden ist, da die Grenzfläche der Störung
bei ihrer Ausbreitung wächst. Eine größere Anzahl an Kinks ist in der ferromagnetischen Phase jedoch
energetisch ungünstig. Die genannten Resultate für die Ausbreitung einer lokalen Störung im transver-
salen Ising-Modell in zwei Dimensionen wurden in [62] veröffentlicht. Zukünftige Studien stehen vor der
Aufgabe, den Parameterbereich, in dem die Ausbreitung der lokalen Störung beschrieben werden kann,
zu größeren Transversalfeldern h zu erweitern. Hierbei ist zu klären, ob die quadratische Abhängigkeit
der Geschwindigkeit vom Transversalfeld auch für größere Werte von h in der ferromagnetischen Phase
erhalten bleibt und ob die Geschwindigkeit wie im Falle des eindimensionalen transversalen Ising- und
XY-Modells in der paramagnetischen Phase einen konstanten Wert erreicht. Erste Ergebnisse hierzu liegen
bereits vor, jedoch wurden diese wie die in der vorliegenden Dissertation präsentierten Resultate eben-
falls mithilfe von zeitabhängiger Mean-Field-Theorie in erster bzw. zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie
bestimmt, sodass nicht klar ist, inwieweit sie die Zeitentwicklung des Systems korrekt beschreiben.
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möchte ich ihnen noch einmal meinen herzlichsten Dank aussprechen.

191



DANKSAGUNG

.

192



LITERATUR

Literatur

[1] W. Heisenberg
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ANHANG

Anhang

A Bewegungsgleichungen der Variationsparameter
nach den Wechselwirkungsquenchs

Den Ausgangspunkt der Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter und der Phase
bildet der euklidische Abstand der exakten Zeitentwicklung der Wellenfunktion gemäß der Schrödinger-
gleichung und der Variationszeitentwicklung aus (4.99)

D(t) =

√∑
ξ

(∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · ∣∣φ̇(t) +

∑
k

α̇k(t)Ok(ξ) + ıElokal(ξ, t)
∣∣2) . (A.1)

Zur Vereinfachung der Notation wird die komplexwertige Größe

Z(ξ, t) := φ̇(t) +
∑
k

α̇k(t)Ok(ξ) + ıElokal(ξ, t) (A.2)

eingeführt. Diese erlaubt es, D(t) umzuschreiben zu

D(t) =

√∑
ξ

(∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · ∣∣Z(ξ, t)

∣∣2) =

√∑
ξ

(∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · (Z2

R(ξ, t) + Z2
I (ξ, t)

))
. (A.3)

ZR(ξ, t) und ZI(ξ, t) sind der Real- bzw. Imaginärteil von Z(ξ, t) mit

ZR(ξ, t) = φ̇R(t) +
∑
k

α̇Rk (t)Ok(ξ)− EIlokal(ξ, t) , (A.4a)

ZI(ξ, t) = φ̇I(t) +
∑
k

α̇Ik(t)Ok(ξ) + ERlokal(ξ, t) . (A.4b)

Zur Bestimmung des Minimums von D(t) wird der Gradient gebildet und seine Komponenten gleich null
gesetzt. Es ist

∂D(t)

∂α̇Rk′(t)
=

1

D(t)

∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · ZR(ξ, t) · Ok′(ξ)

!
= 0 , (A.5a)

∂D(t)

∂α̇Ik′(t)
=

1

D(t)

∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · ZI(ξ, t) · Ok′(ξ) !

= 0 , (A.5b)

∂D(t)

∂φ̇R(t)
=

1

D(t)

∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · ZR(ξ, t)

!
= 0 , (A.5c)

∂D(t)

∂φ̇I(t)
=

1

D(t)

∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · ZI(ξ, t) !

= 0 . (A.5d)

Einsetzen der Ausdrücke (A.4a) und (A.4b) für ZR(ξ, t) bzw. ZI(ξ, t) liefert∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · (φ̇R(t)Ok′(ξ) +

∑
k

α̇Rk (t)Ok(ξ)Ok′(ξ)− EIlokal(ξ, t)Ok′(ξ)
)

= 0 , (A.6a)

∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · (φ̇I(t)Ok′(ξ) +

∑
k

α̇Ik(t)Ok(ξ)Ok′(ξ) + ERlokal(ξ, t)Ok′(ξ)
)

= 0 , (A.6b)

∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · (φ̇R(t) +

∑
k

α̇Rk (t)Ok(ξ)− EIlokal(ξ, t)
)

= 0 , (A.6c)

∑
ξ

∣∣Ψ(ξ, t)
∣∣2 · (φ̇I(t) +

∑
k

α̇Ik(t)Ok(ξ) + ERlokal(ξ, t)
)

= 0 . (A.6d)
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Durch Zusammenfassen von (A.6a) und (A.6b) sowie von (A.6c) und (A.6d) ergibt sich

φ̇(t) 〈Ôk′〉+
∑
k

α̇k(t) 〈ÔkÔk′〉+ ı 〈Elokal(t)Ôk′〉 = 0 , (A.7a)

φ̇(t) +
∑
k

α̇k(t) 〈Ôk〉+ ı 〈Elokal(t)〉 = 0 . (A.7b)

Dabei ist der Erwartungswert 〈Ô〉 für einen allgemeinen Operator Ô gegeben durch

〈Ô〉 :=

∑
ξ |Ψ(ξ, t)|2O(ξ)∑
ξ |Ψ(ξ, t)|2

. (A.8)

Auflösen von (A.7b) nach φ̇(t) und Einsetzen in (A.7a) ergibt schließlich die im Begleitmaterial von [98]
angegebenen Bewegungsgleichungen der Variationsparameter und der Phase∑

k

α̇k(t) 〈δÔkδÔk′〉 = −ı 〈Elokal(t)δÔk′〉 , (A.9a)

φ̇(t) = −ı 〈Elokal(t)〉 −
∑
k

α̇k(t) 〈Ôk〉 . (A.9b)

Dabei ist δÔ für einen allgemeinen Operator Ô definiert als

δÔ := Ô − 〈Ô〉 . (A.10)
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B Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen
der Variationsparameter nach den Wechselwirkungsquenchs

Die Bewegungsgleichungen der Varationsparameter nach den Wechselwirkungsquenchs lauten unter Ver-
wendung des Jastrowansatzes (4.103)∑

r′

〈δĈxxr δĈxxr′ 〉 α̇r′(t) = −ı 〈Elokal(t)δĈ
xx
r 〉 . (B.1)

Bei den Koeffizienten der Bewegungsgleichungen handelt es sich um zeitabhängige Erwartungswerte der
Gestalt

〈Ô〉 =

∑
x |Ψ(x, t)|2O(x)∑

x |Ψ(x, t)|2
. (B.2)

Ihre Bestimmung erfolgt in der x-Basis mithilfe eines Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus [244].
Der Algorithmus approximiert die quantenmechanischen Erwartungswerte durch Mittelwerte über Kon-
figurationen des Systems, die gemäß der durch den Zustand des Systems zum Zeitpunkt t bestimmten
Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugt werden. Der Fehler ist umgekehrt proportional zur Wurzel der An-
zahl der Stichproben, über die der Mittelwert gebildet wird.
Die Erzeugung der Stichproben durch den Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus erfolgt als Markow-
Kette. Den Ausgangspunkt bildet ein zufällig gewählter Basiszustand. Die Konfiguration wird mit x0

bezeichnet und dadurch bestimmt, dass jedem Spin des Systems mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Ori-
entierung up oder down zugeordnet wird. In jedem Schritt des Algorithmus wird der Umklapp eines
zufällig gewählten Spins des Systems vorgeschlagen. Der Algorithmus wird aus diesem Grund als Single-
Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus bezeichnet. Sei x die aktuelle Konfiguration des Systems und x′ die
vorgeschlagene Konfiguration. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit für den Monte-Carlo-Schritt x → x′ ist
dann gegeben durch

A(x→ x′, t) = min
[
1, Q(x→ x′, t)

]
. (B.3)

Dabei ist

Q(x→ x′, t) =
P (x′, t)T (x′ → x)

P (x, t)T (x→ x′)
. (B.4)

P (x, t) bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Basiszustände der x-Basis zum Zeitpunkt t. Sie
wird durch den Zustand |Ψ(t)〉 des Systems zum Zeitpunkt t bestimmt gemäß

P (x, t) =
|〈x|Ψ(t)〉|2∑
x′ |〈x′|Ψ(t)〉|2

=
|Ψ(x, t)|2∑
x′ |Ψ(x′, t)|2

. (B.5)

Da die Operatoren Ĉxxr diagonal in der x-Basis sind, kann das Skalarprodukt Ψ(x, t) einfach berechnet
werden. Es ist

Ψ(x, t) =
1√
2N

exp
(∑

r

αr(t)C
xx
r (x)

)
(B.6)

mit

Cxxr (x) = 〈x|Ĉxxr |x〉 . (B.7)

T (x→ x′) ist die Verteilungsfunktion. Im Falle des transversalen Ising-Modells ist sie zeitunabhängig und
umgekehrt proportional zu der Anzahl K(x) an Basiszuständen, die ausgehend von der gegenwärtigen
Konfiguration x durch Wirkung des Nichtdiagonalanteils des Hamiltonoperators erreicht werden können.
K(x) entspricht somit für jede Konfiguration x gerade der Anzahl der Spins des Systems, sodass

T (x→ x′) =
1

N
. (B.8)
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Einsetzen der Ausdrücke für P (x, t) und T (x→ x′) in (B.4) ergibt

Q(x→ x′, t) = exp
{

2
∑
r

αRr (t)
(
Cxxr (x′)− Cxxr (x)

)}
. (B.9)

αRr (t) bezeichnet hierbei den Realteil von αr(t). Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit für den vorgeschlagenen
Monte-Carlo-Schritt von der Konfiguration x zur Konfiguration x′ lautet somit

A(x→ x′, t) = min

[
1, exp

{
2
∑
r

αRr (t)
(
Cxxr (x′)− Cxxr (x)

)}]
. (B.10)

A(x→ x′) hängt nicht explizit vom Hamiltonoperator des Systems ab, sondern die Parameter des Hamil-
tonoperators finden dadurch Einzug, dass sie die Zeitentwicklung der Variationsparameter bestimmen,
welche wiederum die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Basiszustände der x-Basis im Zustand des Sys-
tems zum Zeitpunkt t angeben.
Bei der Approximation der Erwartungswerte durch Monte-Carlo-Mittelwerte ist es wichtig, dass die Kon-
figurationen des Systems, über die der Mittelwert gebildet wird, unabhängig voneinander sind. Dies ist
für den beschriebenen Single-Spin-Monte-Carlo-Algorithmus für aufeinanderfolgende Konfigurationen of-
fensichtlich nicht der Fall. Bei der Bildung des Mittelwertes muss somit zwischen zwei Konfigurationen,
für die eine Messung durchgeführt wird, d. h. die zur Bildung des Mittelwertes verwendet werden, eine
gewisse Anzahl an Konfigurationen verworfen werden. Weiterhin ist zu beachten, dass es sich bei der
Anfangskonfiguration x0 aufgrund ihrer zufälligen Erzeugung um eine sehr unwahrscheinliche Konfigu-
ration des Systems handeln kann. Aus diesem Grund werden die zu Beginn des Monte-Carlo-Verfahrens
erzeugten Konfigurationen ebenfalls nicht bei der Bestimmung der Mittelwerte berücksichtigt. Dem Sys-
tem wird somit Zeit zum Equilibrieren gegeben. Auf die genaue Anzahl der zu Beginn und zwischen
zwei Messungen verworfenen Konfigurationen wird im Haupttext eingegangen. Im Folgenden wird die ef-
fiziente Implementierung des Algorithmus erläutert. Die Anfangskonfiguration des Systems wird zufällig
erzeugt, indem für jede der N Positionen des Systems eine Zufallszahl erzeugt und jedem Spin auf dieser
Grundlage die Orientierung up oder down zugewiesen wird. Zur Erzeugung der Zufallszahlen wird der von
Saito und Matsumoto entwickelte SIMD-orientierte Fast Mersenne-Twister (SFMT) verwendet [250]. Die
erzeugten Zufallszahlen liegen gleichverteilt auf dem Intervall (0, 1). Ist die erzeugte Zufallszahl kleiner
als 0.5, so wird dem Spin die Orientierung down zugewiesen, andernfalls die Orientierung up. Die Konfi-
guration des Systems wird in Form eines Arrays aus Bool-Variablen gespeichert (up=true, down=false).
Für die Anfangskonfiguration muss für alle möglichen Spinpaare des Systems die relative Orientierung
bestimmt werden. Jedes Spinpaar wird der zugehörigen unabhängigen Richtung r auf dem Gitter zuge-
ordnet, sodass alle Korrelationsfunktionen Cxxr (x0) bestimmt werden. Sie werden in einer Liste abgelegt.
In jedem Monte-Carlo-Schritt wird nun der Umklapp der Orientierung eines zufällig gewählten Spins des
Systems vorgeschlagen. Zur Bestimmung des Position wird eine Zufallszahl erzeugt und mit der System-
größe N multipliziert. Umwandlung der sich ergebenden Gleitkommazahl in die nächstkleinere natürliche
Zahl ergibt die Position des Spins, dessen Umklapp vorgeschlagen wird. Hierbei ist zu beachten, dass
die Positionen des Gitters mit 0 bis N − 1 durchnummeriert sind. Die Korrelationen Cxxr (x) sowie die
aktuelle Konfiguration x des Systems sind gespeichert. Der Spinumklapp entspricht einem Übergang von
der Konfiguration x zur Konfiguration x′, die sich von x nur durch die Orientierung eines einzelnen Spins
unterscheidet. Wie (B.10) zu entnehmen ist, ist zur Bestimmung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit des
Überganges die Differenz der Korrelationen zwischen der vorgeschlagenen und der aktuellen Konfigurati-
on für alle r erforderlich. Diese Differenz kann effizient bestimmt werden, indem die relative Orientierung
aller Spinpaare bestimmt wird, die den Spin enthalten, dessen Umklapp durch den Monte-Carlo-Schritt
vorgeschlagen wurde. Alle anderen Spinpaare, die diese Position nicht enthalten, sind für die Differenz
der Korrelationen unerheblich. Es werde etwa der Umklapp des Spins an der Position R vorgeschlagen.
Cxxr (x,R) bezeichne den Beitrag der Spinpaare, die den Spin an der Position R enthalten, zur Korrela-
tionsfunktion Cxxr (x) zweier Spins im Abstand r in der aktuellen Konfiguration x des Systems. Dann ist
Cxxr (x′,R) = −Cxxr (x,R), sodass die Differenz Cxxr (x′)−Cxxr (x) im Argument der Exponentialfunktion
in Q(x→ x′, t) den Wert −2Cxxr (x,R) annimmt und die Akzeptanzwahrscheinlichkeit für den Umklapp
des Spins an der Position R somit geschrieben werden kann als

A(x→ x′, t) = min

[
1, exp

{
− 4

∑
r

αRr (t)Cxxr (x,R)
}]

. (B.11)
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Nachdem die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des vorgeschlagenen Monte-Carlo-Schritts bekannt ist, wird
wiederum durch Erzeugung einer Zufallszahl bestimmt, ob der Spinumklapp akzeptiert wird. Dies ist der
Fall, wenn die erzeugte Zufallszahl kleiner als A(x → x′, t) ist. Die gespeicherte Konfiguration x wird
dann durch die neue Konfiguration x′ ersetzt sowie die Korrelationen Cxxr (x) durch Cxxr (x′). Andernfalls
verbleibt das System in der Konfiguration x und die gespeicherte Konfiguration sowie die Korrelationen
müssen nicht aktualisiert werden.
Durch das beschriebene Verfahren sind die Korrelationen Cxxr (x) nach jedem Monte-Carlo-Schritt be-
kannt. Sie können unmittelbar zur Bestimmung der Monte-Carlo-Mittelwerte für die Observablen ver-
wendet werden. Da der Betrag der Magnetisierung nicht in der Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Single-
Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus auftritt, wird er nur nach den Monte-Carlo-Schritten bestimmt, für
die eine Messung ausgeführt wird. Das gleiche gilt für die Erwartungswerte, die die Koeffizienten der
Bewegungsgleichungen der Variationsparameter darstellen.
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C Anfangswerte der Variationsparameter im Jastrowansatz
für J0 6= 0

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie die Anfangswerte αr(t = 0) der Variationsparameter des Jastrow-
ansatzes für das zweidimensionale transversale Ising-Modell nach den Wechselwirkungsquenchs bestimmt
werden können, wenn J0 6= 0 ist. Zudem erlaubt dieses Verfahren die Bestimmung der Grundzustands-
energie und -magnetisierung des Systems für einen weiten Parameterbereich h/J . Hierzu wird ein von So-
rella [245] entwickelter Algorithmus verwendet, der als Stochastische Rekonfigurationstechnik mit Hesse-
scher Beschleunigung (Stochastic Reconfiguration Technique with Hessian Acceleration, SRH) bezeichnet
wird und eine ähnliche Strategie wie die bekannte Newton-Methode (NM) verfolgt, jedoch für Variations-
Monte-Carlo-Verfahren bedeutend effizienter ist. Die Betrachtungen erfolgen zunächst wieder allgemein
für Variationsparameter αk und Operatoren Ôk, die in der Basis

{
|ξ〉
}

diagonal sind. Das SRH-Verfahren
basiert auf der Minimierung des Erwartungswertes der Energie

Eα =
〈Ψα|Ĥ|Ψα〉
〈Ψα|Ψα〉

≡ 〈Ĥ〉 (C.1)

des Variationszustandes

|Ψα〉 = exp
{∑

k

αkδÔk
}
|Φ〉 (C.2)

in Bezug auf den Hamiltonoperator Ĥ und erlaubt die effiziente Optimierung des Variationszustandes
auch für eine große Anzahl an Variationsparametern. Der Variationszustand |Ψα〉 ist hierbei zeitun-
abhängig. Im Argument der Exponentialfunktion wurde Ôk durch δÔk = Ôk − 〈Ôk〉 ersetzt. Hierdurch
ergibt sich lediglich eine irrelevante multiplikative Konstante. In der Notation wird die Abhängigkeit
der Variationswellenfunktion von den Variationsparametern im Gegensatz zu den Betrachtungen an den
anderen Stellen der vorliegenden Dissertation explizit angegeben, da die Variationsparameter durch den
Algorithmus optimiert werden.
Zur Minimierung der Energie wird der Einfluss einer kleinen Änderung der Variationsparameter von α zu
α+ γ betrachtet. In der Newton-Methode wird der Erwartungswert Eα+γ in quadratischer Ordnung in
γ entwickelt und minimiert. Anschließend werden die Variationsparameter entsprechend abgeändert und
der Vorgang wird iterativ wiederholt, bis ein Energieminimum gefunden wurde. Im Gegensatz hierzu ver-
wendet das Verfahren von Sorella eine allgemeinere Form der Entwicklung von |Ψα+γ〉 durch Einführung
eines weiteren Parameters β:

|Ψα+γ〉 '
[
1 +

∑
k

γkδÔk +
β

2

∑
k,k′

γkγk′δÔkδÔk′
]
|Ψα〉 . (C.3)

Durch geschickte Wahl des Parameters β kann die Effizienz der Minimierungsroutine des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens gesteigert werden. Dabei wird wohlgemerkt der Wert des Energieminimums nicht
verändert, da bei Annäherung an dieses die nichtlinearen Beiträge proportional zu β sowie Beiträge
höherer Ordnung gegenüber den linearen Beiträgen zunehmend an Bedeutung verlieren. Für β = 1 geht
das Verfahren in die Newton-Methode über.
Wie in [245] gezeigt wurde, ergibt sich durch Einsetzen der Entwicklung (C.3) in den Ausdruck (C.1) für
den Erwartungswert der Energie des Variationszustandes folgende Änderung der Energie

∆E := Eα+γ − Eα = −
∑
k

γkfk +
1

2

∑
k,k′

γkγk′
[
Sh + (1 + β)G

]k,k′
(C.4)

mit

fk := −∂αkEα = −2 〈
(
Ĥ − Eα

)
Ôk〉 , (C.5a)

Sk,k
′

h := 〈
[
Ôk
[
Ĥ, Ôk′

]]
〉 , (C.5b)

Gk,k
′

:= 2 〈
(
Ĥ − Eα

)
δÔkδÔk′〉 . (C.5c)
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Nach [245] können die fk als Kräfte interpretiert werden, die auf die Variationsparameter wirken. Sie
verschwinden, wenn das Energieminimum erreicht ist. Bei der Matrix Sh handelt es sich um die Anre-
gungsmatrix in Bezug auf die Operatoren Ôk. Die Matrix G schließlich berücksichtigt die verbleibenden
Beiträge, wenn die Wellenfunktion nicht exakt ist, d. h. wenn Eα nicht mit 〈Ĥ〉 übereinstimmt. G sollte
aus diesem Grund für eine gute Variationswellenfunktion klein im Vergleich zu Sh sein. Eine genaue
Betrachtung von (C.4) zeigt, dass sich für den Fall, dass

B := Sh + (1 + β)G (C.6)

positiv definit ist, aus der Minimierung von ∆E eine Vorschrift für die Änderung der Variationsparameter
αk → αk + γk in Richtung des Zustandes minimaler Energie herleiten lässt. Die zugehörigen Werte der
γk ergeben sich gemäß [245] als Lösung der Gleichung

Bγ = f . (C.7)

Ist die Matrix B hingegen nicht positiv definit, so ist Gleichung (C.4) nicht von unten beschränkt. Infol-
gedessen sind in der Entwicklung auch Terme höherer Ordnung zu berücksichtigen. Andernfalls besteht
die Möglichkeit, dass die Änderung der Variationsparameter um γ gemäß der Lösung von Gleichung (C.7)
zu einem Zustand höherer Energie führt. Um ein wohldefiniertes Minimum der Energiedifferenz ∆E zu
erreichen, wird in dem Verfahren nach Sorella in diesem Fall statt der Matrix B die Matrix B + µS
betrachtet. Hierbei ist

Sk,k
′

:= 〈δÔkδÔk′〉 = 〈ÔkÔk′〉 − 〈Ôk〉 〈Ôk′〉 (C.8)

die positiv definite Korrelationsmatrix und µ eine noch zu bestimmende Konstante. Die Existenz des
wohldefinierten Minimums von ∆E wird erreicht durch die Forderung, dass die lineare Änderung der
Variationswellenfunktion in γ

∆WF =
|Ψα+γ〉 − |Ψα〉

|Ψα|
(C.9)

nach oben beschränkt ist. Der zugehörige Kontrollparameter r ist durch die Ungleichung

|∆WF |2 =
∑
k,k′

γkγk′S
k,k′ ≤ r2 (C.10)

bestimmt. Die Verwendung von B + µS ermöglicht es nun einerseits, immer mit einer positiv definiten
Matrix zu arbeiten. Andererseits ist für hinreichend kleine r sichergestellt, dass die Energie durch eine
Änderung der Variationsparameter gemäß Gleichung (C.7) abnimmt. Es verbleibt die Bestimmung der
Konstante µ ≥ 0. µ ist immer dann ungleich 0, wenn B nicht positiv definit oder |∆WF | > r ist. In diesen
Fällen ist µ als Lagrangemultiplikator durch Minimierung von ∆E+µ|∆WF |2 unter der Nebenbedingung
|∆WF | = r zu bestimmen. Dies kann mit bekannten Minimierungsroutinen erfolgen.
Die Erwartungswerte in den Ausdrücken für die Kräfte fk (C.5a), die Anregungsmatrix Sh (C.5b), die
Matrix G (C.5c) und die Korrelationsmatrix S (C.8) werden als statistische Mittelwerte bestimmt. In [245]
wurde gezeigt, dass sie dann geschrieben werden können in der Form

fk = −2 〈〈δElokal,α(ξ)δOk(ξ)〉〉 , (C.11a)

Sk,k
′

h = 〈〈δ∂αkElokal,α(ξ)δOk′(ξ)〉〉+ 〈〈δ∂αk′Elokal,α(ξ)δOk(ξ)〉〉 , (C.11b)

Gk,k
′

= 2 〈〈δElokal,α(ξ)δOk(ξ)δOk′(ξ)〉〉 , (C.11c)

Sk,k
′

= 〈〈δOk(ξ)δOk′(ξ)〉〉 , (C.11d)

wobei 〈〈 〉〉 die statistischen Mittelwerte bezeichnet. Elokal,α ist die lokalen Energie gemäß (4.92). Für das
transversale Ising-Modell werden die statistischen Mittelwerte mithilfe des in Anhang B beschriebenen
Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus bestimmt. Die Variationswellenfunktion lautet hierbei

|Ψα〉 = exp
{∑

r

αrδĈ
xx
r

}
|↑↑ . . . ↑↑〉z . (C.12)
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(i) h/J = 4.5
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Abbildung C.1: (a) - (i) Konvergenz der Variationsparameter αr, die zu Korrelationen gehören, bei
denen der Abstand der beiden Spins in Manhattan-Metrik ≤ 4 ist, für verschiedene Verhältnisse h/J .
Der Farbcode ist • r = (1, 0), • r = (2, 0), • r = (1, 1), • r = (3, 0), • r = (2, 1), • r = (4, 0), • r = (3, 1),
• r = (2, 2). Die Variationsparameter zeigen eine schnelle Konvergenz unter dem verwendeten Verfahren.
Für kleine Verhältnisse h/J sind die zu Korrelationen zwischen Spins in größerem Abstand zueinander
gehörigen Variationsparameter von geringerer Bedeutung.

Weiterhin wird der zusätzliche Parameter β in der Entwicklung (C.3) von |Ψα+γ〉 auf −1 gesetzt. Auf
diese Weise wird erreicht, dass die Matrix B unabhängig von G und somit nicht vom starken Rauschen
in G betroffen ist [245]. Das Ziel des Verfahrens ist die Minimierung des Erwartungswertes der Energie
des Variationszustandes in (C.1). Ausgedrückt in der x-Basis ergibt sich für diesen

Eα =

∑
x1,x2

Ψ∗α(x1)Ψα(x2) 〈x1|Ĥ|x2〉∑
x′ |Ψα(x′)|2

. (C.13)

Dieser Ausdruck kann mithilfe der lokalen Energie umgeschrieben werden zu

Eα =
∑
x

Pα(x)Elokal,α(x) . (C.14)

Wie im Folgenden gezeigt wird, können mithilfe obiger Variationswellenfunktion die Grundzustandsener-
gie sowie die Korrelationen im Grundzustand des zweidimensionalen tranversalen Ising-Modells sehr gut
beschrieben werden. In der ferromagnetischen Phase ergeben sich jedoch Abweichungen bei der Betrach-
tung des Betrages der Magnetisierung. Um auch dessen Wert in der ferromagnetischen Phase im Grund-
zustand des Systems beschreiben zu können, wird die Variationswellenfunktion um einen zusätzlichen
Variationsparameter αµB erweitert, der an den Operator des Betrages der Magnetisierung koppelt. Die
Variationswellenfunktion lautet somit

|Ψα〉 = exp
{
αµB

µ̂B +
∑
r

αrδĈ
xx
r

}
|↑↑ . . . ↑↑〉z . (C.15)
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In Abbildung C.1 ist für ein 16 × 16 - System für verschiedene Verhältnisse h/J die Konvergenz der Va-
riationsparameter dargestellt, die zu Korrelationen gehören, bei denen der Abstand der beiden Spins in
Manhattan-Metrik ≤ 4 ist. Die Konvergenz wird über 20 Iterationsschritte betrachtet. In jeder Iteration
wird der Monte-Carlo-Mittelwert über 100000 Stichproben gebildet. Die Anzahl der Monte-Carlo-Schritte
zwischen zwei Messungen beträgt 2N . Zwischen zwei Messungen wird somit im Mittel zweimal der Um-
klapp eines jeden Spins des Systems vorgeschlagen. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, konvergiert
das Verfahren sehr schnell. Nach spätestens 10 Iterationen im Falle von h/J = 3 haben die Variations-
parameter einen konstanten Wert erreicht. Dabei zeigt sich, dass in der ferromagnetischen Phase mit
kleiner werdendem Verhältnis h/J Variationsparameter, die zu größeren Abständen der Spins gehören,
zunehmend kleiner werden, ihr Beitrag zum Jastrowfaktor sich somit zunehmend dem Faktor 1 nähert.
Für h/J = 0.5 liegen beispielsweise bereits zwei Größenordnungen zwischen dem Variationsparameter für
die Korrelationen zwischen nächsten Nachbarn und den Korrelationen zwischen Spins, die übernächste
Nachbarn darstellen. In der paramagnetischen Phase hingegen ändern sich im untersuchten Parameter-
bereich von h/J die Werte der Variationsparameter nur geringfügig. Für Verhältnisse h/J < 0.4 wird der
Algorithmus instabil. Um den Parameterbereich, in dem der Algorithmus angewendet werden kann, auf
kleinere Verhältnisse h/J zu erweitern, d. h. weiter in die ferromagnetische Phase zu verschieben, wird die
Anzahl der Variationsparameter reduziert. Hierbei wird ausgenutzt, dass für kleine Verhältnisse h/J wie
in Abbildung C.1 gezeigt die Korrelationen zwischen weiter voneinander entferneten Spins zunehmend
unbedeutender werden gegenüber den Korrelationen zwischen näher benachbarten Spins. In einer groben
Vereinfachung werden aus diesem Grund neben dem Betrag der Magnetisierung nur die Korrelationen
zwischen nächsten Nachbarn im Variationszustand berücksichtigt. Die Variationsparameter aller anderen
Korrelationen werden auf 0 gesetzt. Der Verlust an Genauigkeit kann dadurch abgeschätzt werden, dass
für Verhältnisse von h/J , für die der Algorithmus auch mit dem vollen Satz Variationsparameter stabil
läuft, die Ergebnisse verglichen werden. In Abbildung C.2 sind der Verlauf der Grundzustandsenergie
pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante J sowie der Verlauf des renormierten Betrages der Ma-
gnetisierung in Abhängigkeit von h/J dargestellt. Die Berechnung mithilfe des Verfahrens nach Sorella
erfolgt zum einen mit dem vollen Satz Variationsparameter und zum anderen nur unter Berücksichtigung
der Korrelation zwischen nächsten Nachbarn sowie des Betrages der Magnetisierung. Darüber hinaus

(a) Energie pro Spin
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Abbildung C.2: Vergleich des Verlaufs (a) der Energie pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante
J (b) des renormierten Betrages der Magnetisierung für das zweidimensionale transversale Ising-Modell
auf einem Gitter der Größe 16 × 16 in Abhängigkeit von h/J bestimmt mithilfe des Algorithmus von
Sorella und der Variationswellenfunktion (C.15) unter Berücksichtigung des vollen Satzes an Variati-
onsparametern sowie unter Berücksichtigung nur der Korrelation zwischen nächsten Nachbarn und des
Betrages der Magnetisierung. Zusätzlich sind die mithilfe des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus nach
Rieger und Kawashima bestimmten Werte der Observablen für das System im thermischen Gleichge-
wicht bei der Temperatur T = 0.01 eingezeichnet. Bei Betrachtung der Energie zeigt sich eine sehr gute
Übereinstimmung aller Kurven. Im Falle des renormierten Betrages der Magnetisierung stimmen die Re-
sultate für das thermische System und die Grundzustandserwartungswerte unter Berücksichtigung des
vollen Satzes an Variationsparametern ebenfalls sehr gut überien. Werden neben dem Betrag der Ma-
gnetisierung hingegen nur die Korrelationen zwischen nächsten Nachbarn berücksichtigt, so zeigen sich
Abweichungen in der Nähe des Phasenüberganges bei (h/J)crit ≈ 3.044.
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Abbildung C.3: Konvergenz des Variationspara-
meters αµB

für verschiedene Verhältnisse h/J in
der Nähe des Phasenüberganges bei (h/J)crit ≈
3.044. Der Farbcode ist • h/J = 2.8, • h/J = 2.9,
• h/J = 3.0, • h/J = 3.1, • h/J = 3.2, • h/J = 3.3,
• h/J = 3.4, • h/J = 3.5. αµB fällt mit zunehmen-
dem Verhältnis h/J ab. Dabei zeigt sich ein größerer
Sprung zwischen h/J = 3 (größter betrachteter Wert
in der ferromagnetischen Phase) und h/J = 3.1
(kleinster betrachteter Wert in der paramagnetischen
Phase).

sind mithilfe des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus nach Rieger und Kawashima [209] erzeugte Resul-
tate für das System im thermischen Gleichgewicht für sehr kleine Temperatur (T = 0.01) dargestellt.
Für dieses wird erwartet, dass sich die Erwartungswerte nur geringfügig von denjenigen des Systems im
Grundzustand bei T = 0 unterscheiden. Unter Verwendung des vollen Satzes der Variationsparameter ist
der Algorithmus für Verhältnisse h/J ≥ 0.4 stabil. Werden nur Korrelationen zwischen nächsten Nach-
barn und der Betrag der Magnetisierung berücksichtigt, so kann der erreichbare Parameterbereich auf
h/J ≥ 0.2 erweitert werden. Wie ein Vergleich der Kurven zeigt, ergibt sich bei Verwendung des vollen
Satzes der Variationsparameter eine sehr gute Übereinstimmung zwischen den Resultaten des Cluster-
Monte-Carlo-Algorithmus für das thermische System bei der Temperatur T = 0.01 und den Resultaten
für den Grundzustand bestimmt mithilfe des Verfahrens nach Sorella. Diese Übereinstimmung betrifft
sowohl die Energie als auch den renormierten Betrag der Magnetisierung. Wird der reduzierte Satz Va-
riationsparameter bestehend aus den Korrelationen zwischen nächsten Nachbarn und dem Betrag der
Magnetisierung verwendet, so stimmen die Resultate für die Energie noch immer gut überein. Für den
renormierten Betrag der Magnetisierung hingegen zeigen sich in der Nähe des Phasenüberganges bei
(h/J)crit ≈ 3.044 hingegen Abweichungen. Dies kann wiederum durch die am Phasenübergang divergie-
rende Korrelationslänge erklärt werden.
Abschließend soll noch die Konvergenz des zur Berücksichtigung der Betrages der Magnetisierung hin-
zugefügten Variationsparameters αµB

untersucht werden. Dieser ist in der ferromagnetischen Phase er-
forderlich, um den Betrag der Magnetisierung des Systems mithilfe des Variationsverfahrens korrekt zu
bestimmen. In der paramagnetischen Phase hingegen ist er nicht erforderlich. Aus diesem Grund gilt es,
seinen Einfluss auf das System in der paramagnetischen Phase zu betrachten. Zu diesem Zweck ist in
Abbildung C.3 die Konvergenz von αµB für verschiedene Verhältnisse h/J sowohl in der ferromagneti-
schen als auch in der paramagnetischen Phase dargestellt. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, nimmt
αµB

mit zunehmendem Verhältnis h/J ab. Hierbei zeigt sich ein größerer Sprung zwischen dem Wert
von αµB

für h/J = 3, dem größten betrachteten Verhältnis h/J , für das sich das System noch in der
ferromagnetischen Phase befindet, und h/J = 3.1, dem kleinsten betrachteten Verhältnis h/J in der pa-
ramagnetischen Phase. Durch den Optimierungsprozess nimmt αµB

in der paramagnetischen Phase einen
sehr kleinen Wert an. Die Variationswellenfunktion (C.15) nähert sich infolgedessen der Ansatzfunktion
(C.12) für die paramagnetische Phase an. Somit kann die Variationswellenfunktion (C.15) auch in der
paramagnetischen Phase verwendet werden und der Optimierungsprozess bestimmt den zusätzlichen Va-
riationsparameter αµB

entsprechend.
Mithilfe des Algorithmus von Sorella aus [245] und der Ansatzfunktion (C.15) können somit für einen
weiten Bereich von h/J die Korrelationen zwischen Spins sowie der Betrag der Magnetisierung im Grund-
zustand des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells mit hoher Genauigkeit bestimmt werden. Die
sich durch die Optimierung ergebenden Werte der Variationsparameter können als Startwerte der Variati-
onsparameter für den Variations-Monte-Carlo-Algorithmus in Realzeit zur Bestimmung der Zeitentwick-
lung des Systems verwendet werden, wenn der Variationszustand von der Gestalt des Jastrowansatzes
gewählt wird. Befindet sich das System vor dem Quench außerhalb der ferromagnetischen Phase und wird
durch den Vergleich der Energien vorhergesagt, dass es durch den Quench nicht in die ferromagnetische
Phase gelangen wird, so kann der Jastrowansatz ohne Berücksichtigung des Betrages der Magnetisierung
verwendet werden.
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D Anwendung von Variations-Monte-Carlo in Realzeit auf das
eindimensionale transversale Ising-Modell nach Feldquenchs

Die Anwendung des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens auf das eindimensionale transversale Ising-Modell
erlaubt einen Vergleich der Resultate des Verfahrens zu exakten Ergebnissen der Freie-Fermionen-Technik.
Dieser Vergleich erfolgt im Folgenden für das System nach den Feldquenchs. Für die hierfür erforderlichen
Dimensionen Nm,n der Unterräume sowie die Anzahl Tm,n;m′,n′ der Übergänge zwischen ihnen existieren
im Falle des Systems mit periodischen Randbedingungen analytische Ausdrücke. Die möglichen Kinkzah-
len sind ebenfalls bekannt. Für ein System mit N Spins ist

n =


0 m = 0

2, 4, . . . , 2m 0 < m ≤ N
2

2, 4, . . . , 2(N −m) N
2 < m < N

0 m = N

. (D.1)

Die Bestimmung der Werte der Nm,n kann dadurch erfolgen, dass man sich das System in Bereiche
zusammenhängender Spin up bzw. Spin down unterteilt vorstellt, denen die Spin up und down des
Systems zugeordnet werden. Jeder Bereich muss mindestens einen Spin umfassen. Die Anzahl der Bereiche
ist dabei durch die Kinkzahl n bestimmt. Hierbei müssen ebenfalls die periodischen Randbedingungen
beachtet werden, durch die sich ein zusammenhängender Bereich an Spin up bzw. Spin down auch über
N → 1 erstrecken kann. In einer Kette mit n Kinks existieren n

2 Bereiche mit Spin up sowie n
2 Bereiche

mit Spin down. Beim Abzählen der möglichen Verteilungen der Spin up und down auf die Bereiche gilt es
noch zu berücksichtigen, ob sich ein Bereich über N → 1 erstreckt. Seine beiden Teilbereiche am linken
bzw. rechten Rand der Kette werden bei der kombinatorischen Verteilung der Spin up bzw. Spin down
als getrennte Bereiche behandet, die jeweils mindestens einen Spin umfassen müssen. Es ergeben sich die
vier in Tabelle D.1 angegebenen Möglichkeiten der Einteilung der Kette in Bereiche mit Spin up und
Spin down.

Position 1 Position N
Anzahl

Bereiche
Spin up

Anzahl
Bereiche

Spin down

up up n
2 + 1 n

2

down down n
2

n
2 + 1

up down n
2

n
2

down up n
2

n
2

Tabelle D.1: Anzahl der Bereiche mit Spin up und Spin down in der eindimensionalen Kette mit
periodischen Randbedingungen in Abhängigkeit von der Kinkzahl n.

Die Verteilung der Spin up und Spin down in die Bereiche ergibt schließlich

Nm,n =

(
m− 1
n
2 − 1

)
·
[(
N −m− 1

n
2

)
+ 2

(
N −m− 1

n
2 − 1

)]
+

(
m− 1
n
2

)
·
(
N −m− 1

n
2 − 1

)
. (D.2)

Aufgrund der Symmetrie zwischen m und N − m durch Umklapp aller Spins des Systems genügt die

Betrachtung von 0 ≤ m ≤ N
2 . Hieraus ergibt sich die Anzahl N2

8 + N
4 + 1 an Variationsparametern

im Ansatz für die Variationswellenfunktion. Jeder Unterraum (m,n) ist im Falle des eindimensionalen
transversalen Ising-Modells mit bis zu 6 anderen Unterräumen durch Umklapp eines einzelnen Spins
verbunden. Hierbei ist ∆m = ±1 und ∆n = 0,±1,±2. Die Anzahl Tm,n;m′,n′ der Übergänge kann ebenfalls
analytisch hergeleitet werden. Den Ausgangspunkt hierzu bildet die Bestimmung der Anzahl isolierter
Spin down, d. h. Spin down mit zwei benachbarten Spin up, innerhalb der Zustände des Unterraumes
(m,n). Ihre Anzahl entspricht Tm,n;m−1,n−2. Dabei ist für m = 1, n = 2

T1,2;0,0 = N , (D.3)
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(b) (1, 0)→ (1, 0.5)
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Abbildung D.1: Vergleich zwischen den exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik und den Re-
sultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens für den zeitlichen Verlauf der gleichzeitigen Korrelati-
onsfunktion zweier Spins in unterschiedlichen Abständen zueinander innerhalb der Kette der Länge
L = 32 mit periodischen Randbedingungen nach den Quenchprotokollen (a) (1, 0) → (1, 0.2) und (b)
(1, 0)→ (1, 0.5). In den Graphen der linken Spalte werden in der Ansatzfunktion des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens nur die Korrelationen zwischen nächsten Nachbarn berücksichtigt, in den Graphen
der rechten Spalte zusätzlich die Korrelationen zwischen übernächsten Nachbarn. Für den schwachen
Quench zeigt sich eine gute Übereinstimmung der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu
den exakten Resultaten, wohingegen sich für den stärkeren Quench größere Abweichungen ergeben. Die
Berücksichtigung übernächster Nachbarn verbessert die Übereinstimmung bedeutend, führt jedoch nicht
zum vollständigen Verschwinden der Abweichungen nach dem Quenchprotokoll in (b).

für m > 1 und n = 2m ist

Tm,2m;m−1,2m−2 = m ·
[(
N −m− 1

n
2

)
+ 2

(
N −m− 1

n
2 − 1

)]
(D.4)

sowie für n < 2m

Tm,n;m−1,n−2 =

 n
2−1∑

j=max(0,n−m)

j

(
n
2
j

)
·
(
m− n

2 − 1
n
2 − 1− j

) · [(N −m− 1
n
2

)
+ 2

(
N −m− 1

n
2 − 1

)]

+

 n
2−1∑

j=max(0,n−m)

j

(
n
2 − 1
j

)
·
(
m− n

2
n
2 − j

) · (N −m− 1
n
2 − 1

)
.

(D.5)

Die Anzahl der Spin down mit genau einem benachbarten Spin up ergibt sich zu

Tm,n;m−1,n = n ·Nm,n − 2Tm,n;m−1,n−2 (D.6)

und die Anzahl der Spin down ohne benachbarte Spin up lautet schließlich

Tm,n;m−1,n+2 = m ·Nm,n − 2Tm,n;m−1,n−2 − [n ·Nm,n − 2Tm,n;m−1,n−2]

= (m− n) ·Nm,n + Tm,n;m−1,n−2 .
(D.7)
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Die Anzahl der Übergänge m→ m+1 ergibt sich aus obigen Ergebnissen durch die Ersetzung m→ N−m.
Mithilfe der Werte von Nm,n und Tm,n;m′,n′ können die Koeffizienten tm,n;m′,n′ in den Bewegungsglei-
chungen der Variationsparameter bestimmt und die Bewegungsgleichungen durch numerische Integra-
tion gelöst werden. In Abbildung D.1 (a) ist der Vergleich der Resultate für die Zeitentwicklung der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion für unterschiediche Abstände der beiden betrachteten Spins im Sys-
tem der Länge L = 32 mit periodischen Randbedingungen nach den Quenchs (1, 0) → (1, 0.2) sowie
(1, 0)→ (1, 0.5) dargestellt. In diesem System entspricht der maximale Abstand zweier Spins gerade dem
maximalen Abstand zweier Spins im 16 × 16 - System, dem größten in zwei Dimensionen betrachteten
System. Ein Vergleich der exakten Resultate zu den Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens
offenbart insbesondere für den stärkeren der beiden betrachteten Quenchs deutliche Abweichungen. Die-
se Abweichungen waren für das eindimensionale transversale Ising-Modell zu erwarten, da einerseits die
Anzahl der Symmetrien innerhalb des Systems geringer ist und andererseits der Ansatz zur Beschrei-
bung der Feldquenchs vom Vorhandensein ferromagnetischer Ordnung ausgeht. Diese wird jedoch im
eindimensionalen transversalen Ising-Modell im Gegensatz zum zweidimensionalen transversalen Ising-
Modell durch jeden Quench zerstört. Im System im thermodynamischen Limes ergibt sich infolgedessen
ein exponentieller Abfall der Korrelationen. Im transversalen Ising-Modell in zwei Dimensionen hingegen
wurde durch energetische Betrachtung gezeigt, dass das System bis zu einer gewissen Stärke der Feld-
quenchs die ferromagnetische Phase nicht verlässt. Unter Berücksichtigung nicht nur der Orientierung der
nächsten Nachbarn, sondern auch der übernächsten Nachbarn, können die Ergebnisse für das eindimen-
sionale transversale Ising-Modell verbessert werden. Durch diesen Ansatz erfolgt eine feinere Einteilung
des Hilbertraumes in Unterräume. Als zusätzliche Parameter kommen neben der Anzahl m an Spin down
und der Anzahl n an Kinks die Anzahl d isolierter Spin down sowie die Anzahl u isolierter Spin up hinzu.
Die Dimensionen der Unterräume sowie die Übergänge zwischen ihnen können für diese Unterteilung
des Hilbertraumes jedoch auch für das eindimensionale System nicht mehr analytisch angegeben wer-
den, sondern müssen durch Untersuchung jeder möglichen Konfiguration des Systems bestimmt werden.
Hierdurch wird die maximal mögliche Systemgröße beschränkt. Zudem steigt der Rechenaufwand zur
numerischen Integration der Bewegungsgleichungen stark an. In zwei Dimensionen ist diese Erweiterung
nicht möglich, da zu viele unterschiedliche Unterräume betrachtet werden müssten. Für das eindimen-
sionale transversale Ising-Modell ergibt sich jedoch für die erreichbaren Systemgrößen eine signifikante
Verbesserung der Resultate, wie Abbildung D.1 (b) entnommen werden kann.
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E Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen
der Variationsparameter nach den Feldquenchs

Zur Bestimmung der Koeffizienten tm,n;m′,n′ in den Bewegungsgleichungen (4.125) der Variationsparame-
ter nach den Feldquenchs ist die Kenntnis der Dimensionalität Nm,n der Unterräume des Hilbertraumes
sowie der Anzahl der Übergänge Tm,n;m′,n′ zwischen ihnen erforderlich. Hierzu wird ein Rare Event
Sampling-Verfahren nach Alexander Hartmann verwendet [246]. Dieses wird im Folgenden zunächst all-
gemein erläutert, bevor anschließend auf seine Anwendung auf das vorliegende Problem eingegangen
wird.

Grundlagen des Rare Event Samplings

Die Konfigurationen des allgemeinen betrachteten Systems werden mit c bezeichnet. Jeder Konfiguration
c wird ein Wert S(c) zugeordnet, der eindeutig durch die Konfiguration bestimmt ist. Durch das Rare
Event Sampling-Verfahren nach Hartmann werden die Häufigkeiten p(S) der verschiedenen auftretenden
Werte von S bestimmt. Die Erzeugung der Konfigurationen erfolgt als Markow-Kette c1 → c2 → . . .→ cn.
Gegenüber einem einfachen Monte-Carlo-Verfahren wird die Effizienz des Algorithmus dadurch gestei-
gert, dass die Schätzfunktion derart verändert wird, dass die Verteilung der Konfigurationen in jeder
beliebigen Region des Konfigurationsraumes konzentriert werden kann. Ein vorgeschlagener Übergang
in eine neue Konfiguration entlang der Markow-Kette wird somit mit größerer Wahrscheinlichkeit ak-
zeptiert, wenn die vorgeschlagene Konfiguration zu dem Teil des Konfigurationsraumes gehört, in den
die Erzeugung der Stichproben durch Änderung der Schätzfunktion verschoben werden soll. Die Ak-
zeptanzwahrscheinlichkeit eines Überganges c → c′ ist dabei durch die Metropolis-Wahrscheinlichkeit
pakz(c → c′) = min{1, exp(β∆S)} mit ∆S = S(c′) − S(c) gegeben [251]. Dies entspricht der Bestim-
mung von Erwartungswerten gemäß dem kanonischen Gibbs Ensemble für ein Systems, das sich bei der
Temperatur T = 1/β und der Energie E = −S im Gleichgewicht befindet, wobei die Verteilung mit den
Wahrscheinlichkeiten P (c) der Konfigurationen gewichtet ist. Die aus der statistischen Physik bekannte
Gleichgewichtsverteilung Q(c) ist dann gegeben durch

Q(c) = P (c)
exp

{
βS(c)

}
Z

(E.1)

mit der Zustandssumme

Z =
∑
c

P (c) exp
{
βS(c)

}
. (E.2)

Auf diese Weise folgt für den Schätzer für die Wahrscheinlichkeit von S im gewichteten Ensemble

p∗(S) =
1

Z

∑
c

′ exp
{
βS(c)

}
P (c) =

exp
{
βS
}

Z

∑
c

′P (c) . (E.3)

Hierbei bezeichnet
∑ ′ die Summation über alle Konfigurationen, die den Wert S ergeben. Somit kann

ausgehend von den numerisch bestimmten Häufigkeiten p∗(S) der Schätzer für die ungewichtete Verteilung
gemäß

p(S) =
∑
c

′P (c) = p∗(S)Z exp
{
− βS

}
(E.4)

bestimmt werden. Die Zustandssumme Z ist hierbei a priori unbekannt, kann jedoch dadurch bestimmt
werden, dass zunächst Stichproben mithilfe eines Monte-Carlo-Verfahrens mit der ungewichteten Schätz-
funktion (Simple Sampling) erzeugt werden. Anschließend werden Stichproben mithilfe des Monte-Carlo-
Verfahrens mit der gewichteten Schätzfunktion (Biased Sampling) erzeugt. Bei geeigneter Wahl der ge-
wichteten Schätzfunktion ergibt sich ein Intervall [S1, S2], auf dem sowohl das Monte-Carlo-Verfahren
mit der ungewichteten Schätzfunktion als auch das Monte-Carlo-Verfahren mit der gewichteten Schätz-
funktion vertauenswürdige Ergebnisse liefern. Die durch Simple Sampling bestimmten Werte von p(S)
sowie die gemäß (E.4) aus den Resultaten des Biased Samplings bestimmten Werte von p(S) müssen auf
diesem Intervall übereinstimmen. Z wird infolgedessen derart gewählt, dass die Abweichungen zwischen
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Abbildung E.1: (a) Erzeugung von Stichproben gemäß der ungewichteten Schätzfunktion (Simple Samp-
ling). Der schraffierte Bereich gibt die Werte von S an, für die die Resultate als vertrauenswürdig an-
gesehen werden können. (b) Erzeugung von Stichproben gemäß der gewichteten Schätzfunktion (Rare
Event Sampling). Die Verschiebung erfolgt im betrachteten Beispiel hin zu kleineren Werten von S. Der
schraffierte Bereich gibt wiederum die Werte von S an, für die die Resultate als vertrauenswürdig angese-
hen werden können. (c) Der Bereich [S1, S2] an Werten, für die sowohl die Resultate der Erzeugung von
Stichproben gemäß der ungewichteten als auch der gewichteten Schätzfunktion vertrauenswürdig sind,
kann zur Bestimmung der Zustandssumme Z verwendet werden, indem Z derart gewählt wird, dass die
Abweichung der Resultate für p(S) auf [S1, S2] minimal wird.

dem Werten von p(S) für S ∈ [S1, S2] minimal werden. Das Verfahren ist in Abbildung E.1 veran-
schaulicht. Zunächst werden in (a) Stichproben gemäß der ursprünglichen Schätzfunktion erzeugt. Der
schraffierte Bereich bezeichnet die Werte von S, für die hinreichend viele Stichproben erzeugt wurden
und die Ergebnisse als vertrauenswürdig angesehen werden können. In der Abbildung existiert sowohl
für große als auch für kleine Werte von S ein Bereich, in dem die Resultate des Simple Samplings nicht
vertrauenswürdig sind. In dem Beispiel soll nun der Bereich kleiner Werte von S genauer untersucht
werden. Durch geeignete Änderung der Schätzfunktion werden in (b) bevorzugt Stichproben für kleine
Werte von S erzeugt. Der Bereich der Werte von S, in dem die Resultate vertrauenswürdig sind, ist
wiederum durch die schraffierte Fläche hervorgehoben. Um nun die Wahrscheinlichkeiten p(S) gemäß der
ursprünglichen Schätzfunktion für kleine S zu erhalten, wird in (c) das Intervall [S1, S2] bestimmt, in
dem die Resultate sowohl des Simple Samplings als auch des Biased Samplings vertrauenswürdig sind.
Dieses Intervall wird genutzt, um nach (E.4) die Zustandssumme zu bestimmen, mit der anschließend
aus den durch das Biased Sampling bestimmten Wahrscheinlichkeiten p∗(S) für kleine Werte von S die
Wahrscheinlichkeiten p(S) gemäß der ungewichteten Schätzfunktion gewonnen werden können. In dem in
Abbildung E.1 veranschaulichten Beispiel wurden bereits durch einmalige Anwendung von Biased Samp-
ling für alle kleinen Werte von S vertrauenswürdige Ergebnisse erzeugt. Im Allgemeinen werden mehrere
Durchläufe Biased Sampling mit jeweils weiter angepasster Schätzfunktion erforderlich sein, um alle Wer-
te von S abzudecken. Zur Bestimmung der Zustandssumme werden jeweils die im vorherigen Durchlauf
mithilfe des Biased Samplings bestimmten Werte von p(S) verwendet.

Anwendung des Rare Event Sampling auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell

Nach der Beschreibung der Idee sowie der Grundlagen des Rare Event Sampling-Verfahrens nach Hart-
mann soll nun auf seine konkrete Anwendung zur Bestimmung der tm,n;m′,n′ eingegangen werden. Die
Anwendung des Monte-Carlo-Verfahrens erfolgt jeweils für Unterräume mit einer festen Anzahl m an
Spin down. Für das gegebene m werden die Dimensionalität Nm,n der Unterräume des Hilbertraumes so-
wie die Anzahl der Übergänge Tm,n;m′,n′ zwischen benachbarten Unterräumen für alle möglichen Werte
n der Kinkzahl bestimmt und hieraus nach (4.126) die Koeffizienten tm,n;m′,n′ in den Bewegungsglei-
chungen der Variationsparameter. Die Betrachtungen erfolgen in der x-Basis. Die Konfigurationen des
Systems werden aus diesem Grund mit x bezeichnet. Da es sich bei der Bestimmung der Nm,n und der
Tm,n;m′,n′ um ein rein kombinatorisches Problem handelt, hat in der ungewichteten Schätzfunktion jede
Konfiguration des Systems die gleiche Wahrscheinlichkeit. Bei Betrachtung aller Zustände des Hilbertrau-
mes ist diese Wahrscheinlichkeit für das System mit N Spins durch P (x) = 1/2N gegeben. Ist hingegen
die Anzahl m der Spin down festgelegt wie bei dem im Folgenden beschriebenen Verfahren, wird also
die Vereinigung aller Unterräume (m,n) des Hilbertraumes mit einem festen Wert von m betrachtet, so
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beträgt die Wahrscheinlichkeit eines jeden Zustandes in diesem Unterraum Pm(x) =
(
N
m

)−1
. Für das Sim-

ple Sampling hat somit jede Konfiguration des Systems die gleiche Wahrscheinlichkeit und infolgedessen
wird jeder vorgeschlagene Monte-Carlo-Schritt akzeptiert. Es wird hierbei nicht p(S) bestimmt wie in
der allgemeinen Formulierung des Verfahrens nach Hartmann in [246], sondern pm(n). Dabei ist pm(n)
die Wahrscheinlichkeit einer beliebigen Konfiguration mit n Kinks im Unterraum der Konfigurationen
mit m Spin down. S hängt für das Biased Sampling nur über die Kinkzahl n von der Konfiguration x
des Systems ab und es ist möglich, dass unterschiedliche Werte von n den gleichen Wert von S ergeben.
Während in [246] lediglich durch Änderung der inversen Temperatur β = 1/T auf die Verteilung der
erzeugten Stichproben Einfluss genommen wurde, wird im vorliegenden Fall auch S selbst verändert, um
die Erzeugung der Stichproben in den gewünschten Bereich des Konfigurationsraumes zu verschieben.
Die genaue Form von S als Funktion der Kinkzahl kann dabei frei gewählt werden, da die Resultate
gemäß (E.4) auf die ursprüngliche, ungewichtete Schätzfunktion umgerechnet werden. Bei der Wahl von
S liegt der Fokus aus diesem Grund allein auf einer möglichst hohen Effizienz des Verfahrens, d. h. der
Erzeugung von Stichproben in dem Bereich der gesuchten Kinkzahlen. Die Wahl der genauen Form von
S beruht auf Erfahrungswerten und Versuchen mit verschiedenen Ansätzen. Zu diesem Zweck wird das
6 × 6 - System betrachtet. Bei diesem handelt es sich um das größte System, für das noch alle Konfi-
gurationen des Hilbertraumes explizit erzeugt und hieraus die exakten Werte von Nm,n und Tm,n;m′,n′

bestimmt werden können. Ein Vergleich der Laufzeiten mit unterschiedlich gewählten Ansätzen für S
im Rahmen des Rare Event Samplings hat ergeben, dass für Kinkzahlen kleiner als die am häufigsten
auftretende Kinkzahl für gegebenes m

S(n, n0) =

{
0 falls n ≤ n0

−(n− n0)2 sonst
(E.5)

eine gute Wahl von S darstellt, während für Kinkzahlen größer als die am häufigsten auftretende Kinkzahl
für gegebenes m

S(n, n0) = −(n− n0)2 (E.6)

zur Bestimmung der Nm,n und Tm,n;m′,n′ gewählt wird. Durch n0 wird hierbei das Maximum der durch
das Biased Sampling erzeugten Verteilung verschoben, während Erhöhung der inversen Temperatur β
die Verteilung schmaler macht, sodass die Kinkzahlen der erzeugten Stichproben näher bei n0 liegen. n0

wird dabei derart gewählt, dass es der nächstkleinere bzw. der nächstgrößere mögliche Wert von n zum
kleinsten bzw. größten Wert von n ist, für den die Ergebnisse bereits akzeptiert worden sind. Der Schätzer
für die Wahrscheinlichkeit der Kinkzahl n bei vorgegebenem Wert von m im gewichteten Ensemble ist
durch

p∗m(n) =
1

Zm

∑(m,n)
x Pm(x) exp

{
βS(n(x), n0)

}
=

exp
{
βS(n, n0)

}
Zm

(
N
m

)−1

Nm,n . (E.7)

gegeben mit
∑(m,n)

x der Summation über alle Konfigurationen des Systems mit m Spin down sowie n
Kinks und der Zustandssumme

Zm =
∑(m)

x Pm(x) exp
{
βS(n(x), n0)

}
=

(
N
m

)−1∑(m)
x exp

{
βS(n(x), n0)

}
(E.8)

mit
∑(m)

x der Summation über alle Konfigurationen des Systems mit m Spin down. Ausgehend von den
numerisch bestimmten Häufigkeiten p∗m(n) kann der Schätzer für die ungewichtete Verteilung über

pm(n) =
∑(m,n)

x Pm(x) =

(
N
m

)−1

Nm,n = p∗m(n)Zm exp
{
− βS(n, n0)

}
(E.9)

bestimmt werden. Die gesuchten Werte der Nm,n ergeben sich also aus

Nm,n =

(
N
m

)
p∗m(n)Zm exp

{
− βS(n, n0)

}
. (E.10)

Der gleiche Umrechungsfaktor wird auch zur Bestimmung der Werte der Tm,n;m′,n′ aus den Resultaten
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Abbildung E.2: Beispiel für eine Konfiguration des
8 × 8 - Systems. Schwarze Kreise symbolisieren Spin
down, weiße Kreise Spin up. Die dargestellte Konfi-
guration hat m = 28 Spin down und n = 68 Kinks.
Im Rahmen des Algorithmus zum Rare Event Samp-
ling wird die aktuelle Konfiguration des Systems in
Form von Bool-Variablen in einem Array gespeichert
(Spin down=false, Spin up=true) und ihre Positio-
nen innerhalb des Gitters zusätzlich in zwei Listen
abgelegt. Die ganzzahligen Werte auf jeder Position
geben die Orientierung des betrachteten Spins so-
wie seiner vier nächsten Nachbarn an, die separat in
einem Integer-Array gespeichert werden. Startwert
bei der Bestimmung der Zahlen ist 0 für einen Spin
down. Ist der betrachtete Spin up, so ergibt sich +5.
Jeder benachbarte Spin up ergibt weiterhin +1. Die
möglichen Werte laufen somit von 0 bis 9. Ihre jewei-
lige Anzahl wird ebenfalls in einer Liste gespeichert
und ist von Bedeutung für die Bestimmung der Bei-
träge der Konfiguration zu den Tm,n;m′,n′ .
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des Rare Event Samplings verwendet. Über die Vertrauenswürdigkeit der aus den erzeugten Stichproben
bestimmten Resultate für Nm,n und Tm,n;m′,n′ wird dabei entschieden, indem ausgehend von unterschied-
lichen Seeds des Mersenne-Twisters [250] verschiedene Markow-Ketten mit Konfigurationen erzeugt wer-
den und die Werte von Nm,n und Tm,n;m′,n′ als Mittelwerte über die unterschiedlichen Markow-Ketten
bestimmt werden. Ist dabei das Verhältnis von Standardabweichung zu Mittewert von Nm,n kleiner als
ein vorgegebener Grenzwert und wurde weiterhin eine vorgegebene Mindestanzahl an Stichproben für
den betrachteten Wert von n erzeugt, so werden die Resultate für den Wert von n als vertrauenswürdig
betrachtet und akzeptiert. Die Mindestanzahl an Stichproben zu einem Wert von n sowie der Grenzwert
für das Verhältnis von Standardabweichung zu Mittelwert beruht dabei wieder auf Erfahrungswerten und
dem Vergleich zu den exakten Werten von Nm,n und Tm,n;m′,n′ für das 6×6 - System. Im Rahmen des im
Folgenden beschriebenen Algorithmus werden für jeden Durchlauf des Simple Samplings bzw. des Biased
Samplings Stichproben mit 20 verschiedenen Seeds erzeugt. Die Anzahl der erzeugten Stichproben zu
jedem Seed beträgt 2 · 108. Die Werte für Nm,n und Tm,n;m′,n′ werden als vertrauenswürdig betrachtet,
wenn das Verhältnis von Standardabweichung zu Mittelwert von Nm,n für den betrachteten Wert von n
kleiner als 10−3 ist. Dabei müssen nur m ≤ N

2 betrachtet werden. Die Werte für m > N
2 ergeben sich

durch Vertauschung der Orientierung up und down aller Spins des Systems gemäß Nm,n = NN−m,n sowie
Tm,n;m′,n′ = TN−m,n;N−m′,n′

Wie bereits zu Beginn der Beschreibung des Algorithmus erwähnt wurde, erfolgt die Erzeugung der
Stichproben immer im Unterraum der Zustände mit einer festen Anzahl m an Spin down. Eine effiziente
Möglichkeit dafür, entlang der Markow-Kette nur Stichproben mit dem gleichen Wert von m zu erzeugen,
besteht darin, ausgehend von einer zufällig gewählten Anfansgkonfiguration mit m Spin down in jedem
Monte-Carlo-Schritt die Vertauschung eines Spin up und eines Spin down des System vorzuschlagen. Auf
diese Weise bleibt m konstant und es kann nur die Kinkzahl n durch die Vertauschung verändert werden.
Die Implementierung dieses Verfahrens wird im Folgenden beschrieben. Zur Erzeugung der Anfangskon-
figuration des Systems wird mithilfe des Mersenne-Twisters [250] eine Anzahl an Zufallszahlen erzeugt,
die der Anzahl m an Spin down entspricht. Die Zufallszahlen liegen gleichverteilt im Intervall (0, 1).
Durch Multiplikation mit der Systemgröße N und Abrunden auf die nächstkleinere natürliche Zahl wer-
den die Positionen der Spin down innerhalb des Systems bestimmt. Die Konfiguration des Systems wird
in Form eines Bool-Arrays gespeichert. Hierbei bezeichnet true einen Spin up und false einen Spin down.
Zusätzlich werden die Positionen der Spin up und Spin down in zwei aufsteigend geordneten Listen ge-
speichert und es wird ein zweites Array mit Integer-Variablen angelegt, dessen Einträge die Orientierung
des Spins an einer gegebenen Position sowie die seiner vier nächsten Nachbarn nach folgendem Schema
klassifizieren: Ein Spin down erhält den Wert 0, ein Spin up den Wert 5. Für jeden nächsten Nachbarn in
der Orientierung up wird 1 zu dem Eintrag des Arrays hinzuaddiert. Es ergeben sich somit die möglichen
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Abbildung E.3: Schematische Darstellung des Ablaufs des Algorithmus zur Bestimmung der Werte aller
Nm,n und Tm,n;m′,n′ für einen gegebenen Wert von m.

Einträge 0 (Spin down mit vier benachbarten Spin down) bis 9 (Spin up mit vier benachbarten Spin up)
des Arrays. Ein Besipiel für die beiden Arrays ist in Abbildung E.2 gegeben. Die Anzahl der Werte 0 bis 9
wird ebenfalls in einer Liste gespeichert. Aus ihnen kann gemäß Tabelle 4.3 der Beitrag der Konfiguration
zu den Übergängen Tm,n;m′,n′ zwischen den Unterräumen bestimmt werden. Zuletzt wird die Kinkzahl n
der Konfiguration bestimmt und ebenfalls abgespeichert.
In jedem Monte-Carlo-Schritt werden zwei Zufallszahlen erzeugt, die die Positionen des Spin up und des
Spin down im System bestimmen, deren Vertauschung vorgeschlagen wird. Zu diesem Zweck wird die
eine der beiden Zufallszahlen mit m multipliziert und auf die nächstkleinere natürliche Zahl abgerundet,
um aus der Liste der Positionen der Spin down innerhalb des Systems die Position des Spin down zu
bestimmen, der vertauscht werden soll. Auf die gleiche Weise wird mit der zweiten Zufallszahl und der
Liste der Spin up verfahren, wobei hier die Multiplikation mit N −m zu erfolgen hat. Im Falle des Simple
Samplings wird jede vorgeschlagene Vertauschung des Spin up und des Spin down akzeptiert, da jede
Konfiguration des Systems die gleiche Wahrscheinlichkeit hat. Im Falle des Biased Samplings hingegen
muss die Änderung der Kinkzahl des Systems durch den Monte-Carlo-Schritt bestimmt werden, da diese
über S Einfluss auf die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Schrittes hat. Hierzu müssen nur die beiden
Spins, deren Vertauschung vorgeschlagen wurde, sowie ihre nächsten Nachbarn betrachtet werden, um
ausgehend von der bekannten Kinkzahl der aktuellen Konfiguartion die Kinkzahl der vorgeschlagenen
Konfiguration zu berechnen. Bezeichnet nd den Beitrag des Spin down, dessen Vertauschung vorgeschla-
gen wurde, sowie seiner vier nächsten Nachbarn zur Gesamtzahl n der Kinks des Systems und nu den
entsprechenden Beitrag für den Spin up, so ist die Änderung ∆n der Gesamtzahl der Kinks des Systems
durch die durch den Monte-Carlo-Schritt vorgeschlagene Vertauschung der Position des Spin up und des
Spin down gegeben durch

∆n = 10− 2 · (nd + nu) (E.11)

falls der Spin down und der Spin up keine nächste Nachbarn sind und durch

∆n = 8− 2 · (nd + nu) (E.12)

andernfalls. Die Kinkzahl der vorgeschlagenen Konfiguration ergibt sich dann aus der Kinkzahl der ak-
tuellen Konfiguration durch Addition von ∆n. Mit dieser kann der Wert von S der neuen Konfiguration
gemäß (E.5) bzw. (E.6) und damit über ∆S die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Monte-Carlo-Schrittes
bestimmt werden. Um zu entscheiden, ob der Schritt akzeptiert wird, wird wiederum eine Zufallszahl
erzeugt.
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Abbildung E.4: Relativer Fehler der durch das
beschriebene Monte-Carlo-Verfahren unter verwen-
dung von Rare Event Sampling bestimmten Wer-
te von Nm,n für das 6 × 6 - System. Die relative
Abweichung zu den exakten Resultaten beträgt für
die betrachtete Systemgröße für alle möglichen Wer-
te (m,n) weniger als 0.2 %. Für das Monte-Carlo-
Verfahren wurden die im Text angegebenen Para-
meter verwendet. Die grau hinterlegten Datenpunk-
te bezeichnen die Werte von Nm,n, für die bereits
durch das Simple Sampling vertrauenswürdige Re-
sultate erzeugt wurden.
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Der schematische Ablauf des Algorithmus zur Bestimmung aller Nm,n und Tm,n;m′,n′ für einen gegebenen
Wert von m ist in Abbildung E.3 schematisch dargestellt und kann wie folgt zusammengefasst werden.
Nach Festlegung des Wertes von m wird ein Durchlauf Simple Sampling ausgeführt und alle Werte von n
bestimmt, für die die Resultate für Nm,n und Tm,n;m′,n′ vertrauenswürdig sind. Bezeichne dabei nakz,min

den kleinsten Wert von n, für den dies der Fall ist, und nakz,max den größten. Es werden nun zunächst
mithilfe von Rare Event Sampling Nm,n und Tm,n;m′,n′ für n < nakz,min bestimmt. Zu diesem Zweck wird
n0 auf die nächstkleinere mögliche Kinkzahl gegenüber nakz,min und β auf den Wert 0.1 für den ersten
Durchlauf des Biased Samplings gesetzt. Im Folgenden ergeben sich nach der Bestimmung der Werte von
n, für die nach dem Biased Sampling vertrauenswürdige Werte für Nm,n und Tm,n;m′,n′ hinzugekommen
sind, zwei Möglichkeiten. Wurden nach dem Durchlauf des Biased Samplings für keine neuen Werte von n
die Resultate für Nm,n und Tm,n;m′,n′ akzeptiert, so wird die inverse Temperatur β um 0.1 erhöht, um die
erzeugte Verteilung schmaler zu machen. Andernfalls wird der neue Wert von nakz,min bestimmt und n0

für den nächsten Durchlauf Biased Sampling wieder auf die nächstkleinere mögliche Kinkzahl gegenüber
nakz,min gesetzt. Dieses Verfahren wird wiederholt, bis für alle Kinkzahlen, die kleiner als diejenigen sind,
für die mithilfe des Simple Samplings vertrauenswürdige Werte von Nm,n und Tm,n;m′,n′ bestimmt wer-
den konnten, Resultate akzeptiert wurden. Im Anschluss daran wird β wieder auf 0.1 gesetzt und analog
für große Kinkzahlen verfahren.
In Abbildung E.4 ist der relative Fehler der Resultate des Monte-Carlo-Verfahrens für die Nm,n für
das 6 × 6 - System dargestellt. Wie der Abbildung entnommen werden kann, besteht eine sehr gute
Übereinstimmung zwischen den exakten Resultaten und den mithilfe des beschriebenen Monte-Carlo-
Verfahrens unter Verwendung von Rare Event Sampling bestimmten Werten.
Die Abbildungen E.5 bis E.8 zeigen die Werte der tm,n;m′,n′ für die betrachteten Systemgrößen 4 × 4,
8 × 8, 12 × 12 sowie 16 × 16. Während die Resultate für das 4 × 4 - System noch durch Abzählen be-
stimmt werden konnten, wurde für die größeren Systeme das beschreibene Monte-Carlo-Verfahren an-
gewendet. Ein Vergleich der Werte der tm,n;m′,n′ für verschiedene Systemgrößen zeigt bei Betrachtung
von m und n in Einheiten von N eine Übereinstimmung der Struktur der Koeffizienten. Weiterhin ist
tm,n;m′,n′ = tN−m,n;N−m′,n′ . Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus hängt entscheidend von dem betrach-
teten Wert von m ab, da für ein gewähltes m die Werte von Nm,n und Tm,n;m′,n′ für alle zugehörigen n
bestimmt werden. Zudem ist a priori die notwendige Anzahl an Durchläufen des Biased Samplings, um
für alle Werte von n vertauenswürdige Ergebnisse zu erzeugen, nicht bekannt. Die Laufzeit für einen ein-
zelnen Durchlauf des Biased Samplings kann hingegen angegeben werden. Für die zur Erzeugung der in
den Abbildungen gezeigten Werten von tm,n;m′,n′ verwendete Anzahl von 2 ·108 Stichproben je Durchlauf
des Biased Samplings ist auf einem einzelnen Kern eines Intel Xeon E5-2680 v2, der mit 2, 8 GHz taktet,
eine Laufzeit von etwa 90 s erforderlich. Für den Wert von m mit der längsten Laufzeit zur Bestimmung
aller zugeörigen tm,n;m′,n′ hat sich im Falle des 16× 16 - Systems bei Verwendung eines einzelnen Kernes
eine Laufzeit von etwa drei Wochen ergeben.
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Abbildung E.5: Durch Abzählen bestimmte Werte der tm,n;m′,n′ für das 4× 4 - System.
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Abbildung E.6: Durch Rare Event Sampling bestimmte Werte von tm,n;m′,n′ für das 8× 8 - System.
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Abbildung E.7: Durch Rare Event Sampling bestimmte Werte von tm,n;m′,n′ für das 12× 12 - System.
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Abbildung E.8: Durch Rare Event Sampling bestimmte Werte von tm,n;m′,n′ für das 16× 16 - System.
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Bestimmung der minimalen Kinkzahl

Abschließend sollen noch analytische Ausdrücke für die minimale Kinkzahl nmin(m) zu einer gegebenen
Anzahl m an Spin down hergeleitet werden. Im Gegensatz zum Modell in einer Dimension auf der Kette
mit periodischen Randbedingungen, für das die minimale Kinkzahl für 0 < m < N immer durch 2 gegeben
ist, ist die minimale Kinkzahl auf dem zweidimensionalen Quadratgitter mit periodischen Randbedingun-
gen eine Funktion von m. Dabei gilt es zu beachten, dass für kleine Werte von m eine zusammenhängende,
möglichst kompakte Anordnug der Spin down die Kinkzahl minimiert, wohingegen für größere Werte von
m die periodischen Randbedingungen berücksichtigt werden müssen, da in diesem Fall durch sukzessives
Auffüllen ganzer Reihen die minimale Kinkzahl erreicht wird. Zudem existiert ein Bereich mit Werten
von m, für den beide der beschriebenen Anordnungen der Spin down zur minimalen Kinkzahl führen.
Werden die Spin down möglichst kompakt angeordnet, so ergeben sich die in der Tabelle in Abbildung
E.9 angegebenen Kinkzahlen in Abhängigkeit von m. Bei der möglichst kompakten Anordnung handelt
es sich um eine möglichst quadratische Anordnung der Spin down als ein zusammenhängendes Cluster.
Dies ist in der Grafik in Abbildung E.9 für verschiedene Werte von m veranschaulicht. Dabei ist jeweils
eine mögliche Konfiguration des Clusters dargestellt. Um ausgehend von einem Cluster für ein gegebenes
m das Cluster für m + 1 zu erhalten, wird entlang der langen Kante des Clusters ein zusätzlicher Spin
down angefügt.

m nmin(m) Anzahl

0 0 1

1 4 1

2 6 1

3 , 4 8 2

5 , 6 10 2

7 , 8 , 9 12 3

10 , 11 , 12 14 3

13 , 14 , 15 , 16 16 4

17 , 18 , 19 , 20 18 4

21 , 22 , 23 , 24 , 25 20 5

26 , 27 , 28 , 29 , 30 22 5
...

...
...

Abbildung E.9: Minimale Kinkzahl zu vorgegebener Anzahl m an Spin down bei Anordnung der Spin
down in Form eines möglichst kompakten Clusters. In der Abbildung ist für verschiedene Werte von m
beispielhaft eine Konfiguration der Spin down zu der angegebenen Kinkzahl dargestellt. Zudem erklärt die
Abbildung das Zustandekommen den gleichen Kinkzahl zu verschiedenen Werten von m. Um ausgehend
von einem Cluster für ein gegebenes m das Cluster für m+ 1 zu erhalten, wird entlang der langen Kante
des Clusters ein zusätzlicher Spin down angefügt. Hierdurch ergibt sich eine durch die Länge der längeren
Kante bestimmte Anzahl an Werten von m mit gleicher Minimalanzahl an Kinks.

Werden die Reihen des Quadratgitters der Kantenlänge L hingegen sukzessive mit den Spin down auf-
gefüllt, so ergibt sich für m ≥ L eine Kinkzahl von

n =

{
2L falls mmodL = 0

2L+ 2 sonst
. (E.13)

Durch einen Vergleich mit der sich bei möglichst kompakter Anordnung der m Spin down ergebenden mi-
nimalen Kinkzahl kann entschieden werden, durch welche Anordnung die Kinkzahl innerhalb des Systems
minimiert wird. Ist die minimale Kinkzahl für große Werte von m durch Auffüllen der Reihen innerhalb
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des Systems gegeben, so kann der Wert von Nm,n einfach angegeben werden. Es ist

Nm,n =

{
2L falls mmodL = 0

4N sonst
. (E.14)

Diese Werte ergeben sich durch alle möglichen Anordnungen des Blocks der Spin down innerhalb des
Systems. Wird hingegen nmin(m) durch Anordnung der Spin down in Form eines möglichst kompakten
Clusters erreicht, so ergibt sich durch Translationen des Clusters für Nm,n ein Wert, der ein Vielfaches
der Positionen N des Systems darstellt. Der Vorfaktor ist durch Anzahl der verschiedenen Anordnungen
der Spins innerhalb des Clusters bestimmt. Im Falle einer quadratischen Form des Clusters beträgt er
1. Für Werte von m, für die die minimale Kinkzahl durch beide Formen der Anordnung der Spin down
erreicht werden kann, ergibt sich Nm,n als Summe über die Beiträge. In Tabelle E.1 sind die Beiträge zu
den Nm,n angegeben, die sich aus den in der Tabelle in Abbildung E.9 Werten von m und n ergeben.

m n Nm,n

0 0 1

1 4 N

2 6 2N

3 8 6N

4 8 N

5 10 8N

6 10 2N

7 12 22N

m n Nm,n

8 12 6N

9 12 N

10 14 30N

11 14 8N

12 14 2N

13 16 68N

14 16 22N

15 16 6N

m n Nm,n

16 16 N

17 18 88N

18 18 30N

19 18 8N

20 18 2N

21 20 187N

22 20 68N

23 20 22N

m n Nm,n

24 20 6N

25 20 N

26 22 238N

27 22 88N

28 22 30N

29 22 8N

30 22 2N
...

...
...

Tabelle E.1: Sich aus der Anordnung der Spin down zu einem möglichst kompakten Cluster ergebende
Beiträge zu Nm,n für die in der Tabelle in Abbildung E.9 angegebene Anzahl m an Spin down sowie
Kinkzahl n.

Kann die minimale Kinkzahl sowohl durch sukzessives Auffüllen der Reihen des Systems mit den Spin
down als auch durch Anordnung der Spin down als möglichst kompaktes Cluster erreicht werden, so
sind die Werte für Nm,n gemäß Gleichung (E.14) und die aus Tabelle E.1 zu entnehmenden Werte zu
addieren. Kenntnis von Nm,n für die minimale Kinkzahl zu gegbenem m erlaubt eine weitere Überprüfung
der Resultate des Monte-Carlo-Verfahrens zur Bestimmung der Nm,n und der Tm,n;m′,n′ , da diese Werte
für das Verfahren am schwierigsten zu bestimmen sind. Eine gute Übereinstimmung hier ist ein starkes
Indiz für eine gute Übereinstimmung auch der anderen Werte.
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