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Zusammenfassung

Die vorliegende Dissertation untersucht die Nichtgleichgewichtsdynamik des eindimensionalen transver-
salen XY-Modells sowie des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf dem Quadratgitter nach
Quenchs eines oder mehrerer Parameter ihrer Hamiltonoperatoren. Das eindimensionale System ist in-
tegrabel und sein Hamiltonoperator kann durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen
diagonalisiert werden. Demgegeniiber ist das zweidimensionale transversale Ising-Modell nichtintegra-
bel und kann nicht analytisch gelost werden. Fiir das eindimensionale transversale XY-Modell wird
die Zeitentwicklung verschiedener Observablen wie Magnetisierung, Korrelationsfunktionen und Ver-
schrankungsentropie mithilfe von Freie-Fermionen-Techniken berechnet und mit den Resultaten einer se-
miklassischen Theorie zur Beschreibung des Relaxationsprozesses verglichen. Zudem wird gezeigt, dass der
stationdre Zustand des Systems durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann. Die
Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells wird mithilfe eines Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens bestimmt und das System nach verschiedenen Quenchprotokollen auf Thermalisierung
untersucht, d. h. es wird die Frage beantwortet, ob sein stationérer Zustand durch das kanonische Gibbs-
Ensemble beschrieben werden kann. Weiterhin wird mithilfe von zeitabhéingiger Mean-Field-Theorie auf
Grundlage der BBGKY-Hierarchie die Ausbreitung einer zu Beginn lokalen Stérung untersucht.

Summary

The thesis at hand studies the non-equilibrium dynamics of the one-dimensional transverse-field XY mo-
del as well as of the two-dimensional transverse-field Ising model on the square lattice after quenches
of one or more parameters of their Hamiltonians. The one-dimensional system is integrable and its Ha-
miltonian can be diagonalized by a transformation to a system of free fermions. In contrast to this the
two-dimensional transverse-field Ising model is nonintegrable and cannot be solved analytically. For the
one-dimensional transverse-field XY model the time evolution of different observables like magnetization,
correlation functions and entanglement entropy is computed with free fermion techniques and compared
to the results of a semiclassical theory for the relaxation process. Moreover it is shown that the statio-
nary states of the system can be described by the generalized Gibbs ensemble. The time evolution of
the two-dimensional transverse-field Ising model is determined with a variational Monte Carlo method
and the system is tested for thermalization after different quench protocols, i.e. the question is answe-
red whether its stationary state can be described by the canonical Gibbs ensemble. Furthermore using
time-dependent mean field theory based on the BBGKY hierarchy the spreading of an initially local
perturbation is studied.
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1 Einfiihrung zur Nichtgleichgewichtsdynamik

1.1 Motivation: Der Quantencomputer

Quantenmechanische Effekte spielen bei vielen Anwendungen in der modernen Technik eine bedeutende
Rolle. Als Beispiele seien der in Festplatten genutzte Riesenmagnetowiderstand (GMR-Effekt), die Supra-
leitung, der Laser oder das Elektronenmikroskop genannt. Weiterhin haben Kenntnisse der Bandstruktur
von Festkorpern die moderne Halbleitertechnik einschliefflich des Transistors sowie der Diode und da-
mit das gesamte Digitalzeitalter erst ermoglicht. Dariiber hinaus beruhen bildgebende Verfahren in der
Medizin auf Basis von Réntgenstrahlung ebenso wie die Magnetresonanztomographie (nuclear magnetic
resonance, NMR) ebenso auf quantenphysikalischen Effekten wie die Strahlentherapie. Diese Aufzihlung
ist weit davon entfernt, vollstdndig zu sein, liefert jedoch bereits ein Bild davon, wie wichtig die Quan-
tenmechanik fiir viele mittlerweile als alltiglich empfundene Dinge geworden ist. Dabei ist der Mehrheit
der oben genannten Anwendungen gemein, dass bei ihrer Entwicklung und technischen Umsetzung die
Konzepte und der mathematische Formalismus der Quantenmechanik, der auf die Formulierung der Ma-
trizenmechanik durch Werner Heisenberg, Max Born und Pascual Jordan [1-3] bzw. die Formulierung
der Wellenmechanik durch Erwin Schrédinger [4-7] in den Jahren 1925 und 1926 zuriickgeht, nur selten
direkt zum Einsatz gekommen sind.

Eine grofie Ausnahme hiervon bilden Quantencomputer, die aktuell Gegenstand von Forschung und Ent-
wicklung sind. Die Idee des Quantencomputers geht zuriick auf Richard Feynman, der bereits 1982 er-
kannte, dass quantenmechanische Systeme ein bedeutend gréfleres Potential zur Verarbeitung von Infor-
mationen besitzen als die korrespondierenden klassischen Systeme [8]. Drei Jahre spéter konnte David
Deutsch in der Theorie zeigen, dass die Konstruktion eines Quantencomputers méglich ist [9]. Quan-
tencomputer arbeiten auf Basis quantenmechanischer Zustdnde und nutzen das Superpositionsprinzip
sowie quantenmechanische Verschrinkung. Die Grundlage des Quantencomputers bilden dabei sogenann-
te Qubits, die als Analogon zu einem Bit eines klassischen Computers die kleinste Speichereinheit eines
Quantencomputers darstellen und durch ein quantenmechanisches Zweizustandssystem realisiert werden
konnen, dessen Zusténde durch eine Messung eindeutig voneinander unterscheidbar sind. Mehrere Qubits
werden wie bei einem klassischen Computer zu einem Register zusammengefasst, welches als Quanten-
register bezeichnet wird. Ein Quantencomputer fiihrt Algorithmen aus, indem er eine programmierbare
Abfolge an Gattern auf das initialisierte Quantenregister anwendet. Dieses entwickelt sich daraufhin in
einen Endzustand, der das Ergebnis der Rechnung enthilt. Die Konstruktion eines Quantencomputers
stellt eine grofle technische Herausforderung dar, da mehrere zum Teil in Konflikt zueinander stehende
Anforderungen gleichzeitig erfiillt werden miissen. Hierzu gehoren die Préaparation des Anfangszustan-
des, lange Kohérenzzeiten, moglichst universelle Gatteroperationen sowie das Auslesen des Zustandes
der Qubits. Da mit Quantencomputern jedoch die Hoffnung verbunden ist, verschiedene physikalische
und mathematische Probleme bedeutend schneller und effizienter als mit einem klassischen Computer
l6sen zu konnen, erscheinen diese Anstrengungen als gerechtfertigt. Der erste Quantenalgorithmus, der
eine Aufgabenstellung nachweislich schneller 16sen konnte als ein klassischer Algorithmus und damit die
theoretischen Moglichkeiten von Quantencomputern aufzeigte, war der Algorithmus von Deutsch [9], der
auch als das Problem von Deutsch bekannt ist und bestimmt, ob eine auf einem Bit operierende Funktion
(f:{0,1} — {0,1}) konstant (f(0) = f(1)) oder balanciert (f(0) # f(1)) ist. 1992 wurde die Idee durch
Deutsch und Jozsa auf eine beliebige Zahl an Eingabebits verallgemeinert (Deutsch-Jozsa-Algorithmus
bzw. Problem von Deutsch und Jozsa) [10]. Der von Deutsch in [9] vorgeschlagene Algorithmus war
nicht deterministisch. Seine Erfolgsquote lag bei lediglich 50%. Der Deutsch-Jozsa-Algorithmus aus [10]
hingegen war zwar deterministisch, benétigte jedoch im Gegensatz zum Algorithmus von Deutsch zwei
Funktionsauswertungen statt nur einer. 1998 wurde der Algorithmus durch Cleve et al. weiter verbessert,
sodass nur noch eine Funktionsauswertung benotigt wurde und der Algorithmus dennoch deterministisch
blieb [11]. Zwei weitere bedeutende Quantenalgorithmen sind der Shor-Algorithmus [12] sowie der Grover-
Algorithmus [13-15], die beide vom Deutsch-Jozsa-Algorithmus inspiriert wurden. Der Shor-Algorithmus
stellt ein Faktorisierungsverfahren dar und berechnet einen nichttrivialen Teiler einer zusammengeset-
zen Zahl. Eine erfolgreiche Implementierung auf einem Quantencomputer mit einer grofien Anzahl an
Qubits (zur Faktorisierung einer Zahl N wird ein Quantencomputer mit In(N') Qubits bendtigt) wére ein
bedeutender Fortschritt in der Kryptographie, da er nur eine polynomielle Laufzeit aufweist und somit
bedeutend schneller arbeitet als alle Faktorisierungsalgorithmen auf einem klassischen Computer. Der
Grover-Algorithmus ist ein Quantenalgorithmus zur Suche in einer unsortierten Datenbank. Die Anzahl
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der benétigten Schritte ist dabei fiir eine Datenbank mit N Eintriigen von der Ordnung O(v/N) und der
Speicherbedarf des Algorithmus ist von der Ordnung O(In(NV)). Die drei genannten Quantenalgorithmen
gehoren zu den bedeutendsten Quantenalgorithmen und werden verwendet, um zu iiberpriifen, ob ein
Computer wirklich quantenmechanisch rechnet.

Nachdem es sich bei Quantencomputern iiber ldngere Zeit hinweg nur um ein theoretisches Konzept ge-
handelt hat, konnten 1998 die ersten Quantencomputer in Experimenten realisiert werden. Diese basier-
ten auf der Verwendung von Kernspins als Qubits. Am IBM Almaden Research Center konnten Chuang
et al. mit einem Quantencomputer den Deutsch-Algorithmus [16] sowie die einfachste Anwendung des
Grover-Algorithmus mit vier verschiedenen Zustdnden [17] ausfiihren. Hierzu wurden Chloroformmo-
lekiile (CHCl3) in einer Losung verwendet, wobei das betrachtete Molekiil durch ein in ihm vorhandenes
13C-Atom gegeniiber den anderen Molekiilen gekennzeichnet war. Gemessen wurden die Kernspins des
Kohlenstoff- und des Wasserstoffatoms des Chloroformmolekiils, sodass sich ein Quantencomputer mit
zwei Qubits und somit vier moglichen Zustéinden ergeben hat. Im gleichen Jahr wurden durch Jones et al.
am Oxford Centre for Molecular Sciences mithilfe von Quantencomputern, die ebenfalls auf der Grundla-
ge von NMR funktionierten, der Deutsch-Algorithmus [18] und der Grover-Algorithmus [19] ausgefiihrt.
Im Jahre 2001 konnte wiederum am IBM Almaden Research Center und wiederum auf der Grundlage
von NMR durch Vandersypen et al. auf Basis eines Perfluorobutadienyl-Eisen-Komplexes erstmals ein
Quantencomputer realisiert werden, der 7 Qubits umfasste und den Shor-Algorithmus ausfiihrte [20].
Eine andere mogliche Realisierung eines Quantencomputers wurde 1995 an der Universitdt Innsbruck
durch Cirac und Zoller vorgeschlagen [21]. Hierbei handelte es sich um einen Quantencomputer auf Basis
kalter Ionen gefangen in einer linearen Falle, die mit Laserstrahlen manipuliert werden kénnen. Die Er-
zeugung von Quantengattern erfolgt dabei durch Kopplung der Ionen. Monroe et al. gelang im gleichen
Jahr am National Institute of Standards and Technology (NIST) die von Cirac und Zoller theoretisch
beschriebene Erzeugung eines controlled NOT-Gatters (CNOT) [22], bei dem es sich um ein universelles
logisches Quantengatter handelt. Die zu seiner Erzeugung notwendigen zwei Qubits waren dabei in inne-
ren und dufleren Freiheitsgraden eines einzelnen gefangenen Atoms gespeichert, das durch Laser gekiihlt
wurde. Die Realisierung eines funktionsfahigen Quantencomputers nach der Beschreibung von Cirac und
Zoller gelang wiederum an der Universitat Innsbruck am Institut fiir Experimentalphysik. Im Jahre 2003
konnte ein auf in Ionenfallen gespeicherten “°Ca*-Ionen basierender Quantencomputer realisiert werden,
der den Deutsch-Jozsa-Algorithmus ausfiithrte [23]. Brickman et al. gelang 2005 an der Universitéit von
Michigan die Ausfithrung des Grover-Algorithmus auf einem Quantencomputer aus zwei in einer Falle
gefangenen ''Cd*-Tonen [24]. In weiteren Experimenten an der Universitit Innsbruck gelang 2005 erst-
mals die Erzeugung eines Quantenregisters aus 8 verschriankten Qubits, welche wiederum durch gefangene
40Cat-Tonen realisiert wurden [25]. Die Anzahl der °Ca*-Tonen im Quantenregister konnte bis 2011 auf
14 gesteigert werden. Ebenfalls 2011 konnte durch Ospelkaus et al. am NIST gezeigt werden, dass in einer
Falle gefangene Tonen auch mittels Mikrowellen fiir den Einsatz in einem Quantencomputer verschriankt
werden kénnen und somit nicht zwangsweise komplexe, raumfiillende Lasersysteme erforderlich sind, son-
dern auch miniaturisierte Mikrowellenelektronik dafiir ausreichend ist [26].

Von groferer Bedeutung als die bisher genannten Konzepte eines Quantencomputers, insbesondere fiir
technische Anwendungen, sind jedoch Realisierungen von Quantencomputern auf einem Chip. Die Erzeu-
gung des ersten Quantenprozessors aus einem Festkorper gelang DiCarlo et al. im Jahre 2009 an der Yale
University in New Haven [27]. Der supraleitende Quantenprozessor hatte eine Grée von 7 x 2mm und
wurde bei 13 mK betrieben. Er umfasste zwei Qubits, die jeweils aus einer Milliarde Aluminiumatomen
bestanden. Die Aluminiumatome jedes Qubits verhielten sich dabei wie ein einzelnes Atom, das zwei
Zustdnde annehmen kann. Im gleichen Jahr konnten Politi et al. von der Universitiat Bristol einen auf
optischen Schaltkreisen basierenden Quantenprozessor mit vier Qubits auf einem Silica-on-Silicon-Chip
erzeugen, der den Shor-Algorithmus ausfiihren konnte [28]. Im Jahre 2011 schliefflich wurde von D-Wave-
Industries der erste kommerzielle Quantencomputer vorgestellt. D-Wave One umfasste 128 Qubits. Auch
wenn sich der Prozessor der Kritik ausgesetzt sah, dass er kein echter Quantenprozessor sei, konnten
in [29] zumindest einige Quanteneigenschaften nachgewiesen werden. Die Nachfolgemodelle D-Wave Two
und D-Wave 2X aus den Jahren 2013 und 2015 umfassten bereits 512 bzw. 1152 Qubits. Die Prozessoren
sind supraleitend mit Betriebstemperaturen von wenigen mK (15 mK im Falle von D-Wave 2X) und zur
Losung komplexer Optimierungsprobleme ausgelegt. Erworben wurden sie bislang von Lockheed Martin
(D-Wave One, D-Wave Two, D-Wave 2X), einem Konsortium von Google, der NASA und der URSA
(D-Wave Two, D-Wave 2X) sowie dem Los Alamos National Laboratory (D-Wave 2X).

Trotz der sehr vielfiiltigen beschriebenen Konzepte zur Realisierung eines Quantencomputers sind die
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zugrundeliegenden Konzepte immer die gleichen. Um die Funktionsweise und moglichen technischen
Schwierigkeiten eines Quantencomputers zu verstehen, werde im Folgenden zuniichst ein einzelnes Qubit
betrachtet. Seien |0) und |1) zwei Zustinde, die eine Basis des zweidimensionalen Hilbertraumes des
Qubits bilden. Dabei sind |0) und |1) nicht notwendigerweise orthogonal zueinander und der Erwar-
tungswert der Energie in |1) sei hoher als in |0). Der Zustand des Qubits kann dann allgemein in der
Form

|T) =co|0) + ¢ 1) mit coe; €C und  |eo® + e =1 (1.1)

geschrieben werden. Diese Moglichkeit von Superpositionszustéinden stellt den entscheidenden Unter-
schied zwischen einem Quantencomputer und einem klassischen Computer dar. Um nun aufwéndigere
Algorithmen durchfithren zu koénnen, werden mehrere Qubits zu einem Quantenregister zusammenge-
fasst. Sei N die Anzahl der Qubits des Quantenregisters. Der Hilbertraum des Quantenregisters ergibt
sich dann als direktes Produkt der Hilbertriume der einzelnen Qubits und ist von der Dimension 2.
Als Basis des Hilbertraumes des Quantenregisters wird die Menge {|nins ... ny_1ny)} mit n; € 0,1 der
Produktzustinde verwendet. Der Zustand des Quantenregisters kann dabei eine beliebige Uberlagerung
aller Basiszustdnde des Produkthilbertraumes sein im Gegensatz zu einem Register in einem klassischen
Computer, in dem jedes Bit den definierten Wert 0 oder 1 hat. Hieraus ergibt sich die Existenz ver-
schrinkter Zusténde, d. h. von Zusténden, die nicht als direktes Produkt der Zustinde der einzelnen
Qubits des Quantenregisters geschrieben werden konnen. Ein Beispiel fiir einen solchen verschrankten
Zustand eines Quantenregisters aus zwei Qubits ist |¥) = % (|01) + |10)).

Zur Erlauterung zweier Effekte, die die Funktionsweise eines Quantencomputers beeintrichtigen kénnen,
werde nun wieder ein einzelnes Qubit betrachtet. Da ein Qubit niemals vollstéindig von seiner Umgebung
isoliert werden kann, wird sich im Laufe des Zeit Dekohérenz ergeben. Hierunter ist zu verstehen, dass
die Superposition verschwindet und das Qubit mit durch |c)|? bzw. |c}|? gegebenen Wahrscheinlichkeiten
im Zustand |0) bzw. |1) angetroffen wird. Das Qubit geht somit von dem anfinglichen reinen Zustand
|¥) mit der Dichtematrix

p = W)NP| = |eo|* [0)O] + Jex]* [1)(1] + cger [0)(1] + eoct [1)(0] (1.2)
in einen gemischten Zustand mit der Dichtematrix
P’ = leol? 10)0] + |y [* [1)(1] (1.3)

iiber. Dabei ist |cj|? + |c}|? = 1, aber nicht notwendigerweise |cj|? = |cg|? bzw. |c}|? = |e1|?. Das Qubit
verhéalt sich nach Verlust der Kohérenz wie ein klassisches Bit. Die Dekohérenzzeit, d. h. die Zeit, bis der
Zustand des Qubits seine Kohérenz verloren hat, hangt dabei entscheidend davon ab, wie gut das System
gegeniiber seiner Umgebung isoliert ist. Der Verlust der Kohérenz ist ein Problem, das ausschliellich
Quantencomputer betrifft.

Neben dem Verlust der Kohérenz muss fiir den Zustand eines Qubits auch Relaxation beriicksichtigt
werden. Hierunter ist zu verstehen, dass ein System bestrebt ist, seine Energie zu minimieren, indem
es einen energetisch moglichst niedrigen Zustand einnimmt. Dies wurde oben bereits durch ¢y — ¢
und ¢; — ¢} angedeutet. Sofern das Qubit nicht perfekt gegeniiber seiner Umgebung isoliert ist und es
Energie an diese abgeben kann, wird die Wahrscheinlichkeit, es im energetisch héheren Zustand |1) vor-
zufinden, mit der Zeit abnehmen. Doch selbst bei einer perfekten Isolierung wird sich eine zeitabhéingige
Wahrscheinlichkeit ergeben, das Qubit in den Zustédnden |0) und |1) vorzufinden, sofern diese keine Eigen-
zustdnde des Hamiltonoperators darstellen. Diese Zeitentwicklung wird als Nichtgleichgewichtsdynamik
bezeichnet. Werden mehrere Qubits zu einem Quantenregister zusammengefasst, so verkompliziert sich
die Situation noch weiter, da nun im Falle von Wechselwirkung zwischen den Qubits die Zeitentwicklung
eines jeden Qubits nicht mehr individuell bestimmt werden kann, sondern immer die Zeitentwicklung des
gesamten Quantenregisters als ein quantenmechanisches Vielteilchensystem bestimmt werden muss. Das
Versténdnis der Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensysteme ist somit von ent-
scheidender Bedeutung, um einen funktionsfdhigen Quantencomputer realisieren und die in einem Quan-
tenregister gespeicherten Resultate der Rechnung des Quantencomputers korrekt auslesen zu kénnen.
Der das Quantenregister beschreibende Hamiltonoperator hangt dabei von der konkreten Realisierung
des Quantencomputers ab.
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1.2 Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensysteme

Neben der im vorangegangenen Abschnitt erlduterten Bedeutung der Nichtgleichgewichtsdynamik quan-
tenmechanischer Vielteilchensysteme fiir Quantencomputer stellt ihre Erforschung auch abseits dieser
konkreten Anwendung einen Forschungsschwerpunkt der Quantenphysik dar, der viele neue und zum
Teil iiberraschende Erkenntnisse hervorgebracht und zum tiefergehenden Verstindnis der Quantenme-
chanik und ihrer Beziehung zur klassischen Physik beigetragen hat. In den vergangenen Jahren wurde
die Nichtgleichgewichtsdynamik einer Vielzahl quantenmechanischer Vielteilchensysteme untersucht. Im
Fokus theoretischer Studien standen dabei vor allem Standardmodelle wie das Ising-Modell [30-62], das
XY-Modell [31,36,63-68], das XX-Modell [31, 69], das Heisenberg-Modell (XXZ-Modell) [70-81], das
Hubbard-Modell [82-90] sowie das Bose-Hubbard-Modell [58, 60, 91-102]. Die Untersuchungen haben
sich jedoch nicht auf diese beschrénkt, sondern neben den genannten Standardmodellen wurden auch
das Luttinger-Modell [103,104], das Sine-Gordon-Modell [105], Hard-Core-Bosonen [106-111] bzw. kor-
relierte Fermionen auf einem Gitter [112,113], freie Bosonen [114], das Falicov-Kimball-Modell [115],
das Landau-Ginzburg-Modell [116], das Aubry-André-Modell [117], das Lieb-Liniger-Modell [77], das
g-Bosonen-Modell [118], das Bose-Gas [119] sowie verschiedene feldtheoretische Modelle [120-125] unter-
sucht. Review-Artikel zum aktuellen Stand der Forschung in Bezug auf die Nichtgleichgewichtsdynamik
quantenmechanischer Vielteilchensysteme koénnen beispielsweise in [126-128] gefunden werden.

Dank des technischen Fortschrittes sind die Studien zur Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechani-
scher Vielteilchensysteme heutzutage nicht mehr auf theoretische Untersuchungen beschrankt, sondern
es ist mittlerweile moglich, entsprechende von ihrer Umgebung isolierte Systeme unter Laborbedingungen
zu erzeugen und gezielt zu manipulieren. Dies erlaubt einerseits, Vorhersagen der theoretischen Studi-
en zu iiberpriifen, hat andererseits aber auch zu neuen Erkenntnissen gefithrt, welche Anderungen der
theoretischen Beschreibungen und Modelle erforderlich gemacht haben. Neben den bereits besproche-
nen experimentellen Realisierungen von Quantencomputern auf Grundlage von in Ionenfallen gefangenen
40Ca™-Tonen am Institut fiir Experimentalphysik der Universitdt Innsbruck [23,25] bzw. 1''Cd™-Tonen
an der Universitét von Michigan [24] wurden in [129] durch Porras und Cirac sowie in [130] durch Frie-
denauer et al. Quantenmagnete mithilfe gefangener Ionen simuliert. Kim et al. konnten 2011 mithilfe
in Tonenfallen gefangener "' Yb™-Tonen das transversale Ising-Modell simulieren [131]. Weiterhin gelang
Jurcevic et al. im Jahre 2014 in [132] die experimentelle Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik
des eindimensionalen transversalen Ising-Modells mit langreichweitiger Wechselwirkung mithilfe gefan-
gener *°Ca™-Tonen . Ein Review-Artikel iiber Quantensimulation auf Grundlage gefangener Ionen kann
in [133] gefunden werden.

Neben in elektromagnetischen Fallen gefangenen Ionen haben optische Fallen fiir die experimentelle Rea-
lisierung quantenmechanischer Vielteilchensysteme eine groie Bedeutung erlangt, da Sie auch das Ein-
fangen neutraler Atome sowie eine nahezu perfekte Isolation der in ihnen gefangenen Atome von der
Umgebung erlauben. Auf diese Weise wird die wichtigste Quelle von Dekohérenz innerhalb des Systems
eliminiert und bei der Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik kénnen lange Zeiten erreicht werden.
Das Einfangen von Atomen in optischen Fallen gelang erstmalig 1998 durch Anderson und Kasevich [134].

(a) Isoliertes System (b) Offenes System
Umgebung Umgebung
Wechselwirkung;:
keine | e @ Austausch von z. B.
Wechselwirkung Energie, Teilchen
System %

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung (a) eines gegeniiber seiner Umgebung isolierten Systems und
(b) eines offenen Systems, das mit seiner Umgebung wechselwirkt, beispielsweise durch Austausch von
Energie und Teilchen.
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Im Folgenden wurden beispielsweise die Zeitentwicklung von Bose-Einstein-Kondensaten [135,136], von
Fermigasen [137-140] sowie des Bose-Hubbard-Modells [141, 142] untersucht. Letzteres wurde dabei in
den genannten Referenzen jeweils durch 8”"Rb-Atome in einem optischem Gitter realisiert.

Die theoretischen Betrachtungen der Nichtgleichgewichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensys-
teme erfolgen in der Regel am Temperaturnullpunkt und die Systeme werden als perfekt isoliert ge-
geniiber ihrer Umgebung angenommen. Die Unterschiede zwischen isolierten Systemen und solchen, die
mit ihrer Umgebung in Wechselwirkung stehen, sind in Abbildung 1.1 veranschaulicht. Bedingt durch
die Isolation treten keine Dekohérenzeffekte auf und die Gesamtenergie des Systems ist zeitlich erhalten.
Experimentelle Untersuchungen haben das Ziel, diesem Ideal mdglichst nahe zu kommen. Um beispiels-
weise Vielteilchensysteme aus Atomen bei tiefen Temperaturen aufzubauen, haben sich optische Fallen
in Verbindung mit einer Laserkiihlung bewahrt. Wéhrend die Atome wie bereits erldutert wurde durch
die optische Falle sehr gut gegeniiber ihrer Umgebung isoliert sind, erlaubt die Kiihlung durch Laser das
Erreichen von Temperaturen im Bereich weniger mK.

Sowohl die theoretischen Rechnungen als auch die Experimente zur Untersuchung der Nichtgleichge-
wichtsdynamik quantenmechanischer Vielteilchensysteme haben zum Teil neue und unerwartete Effekte
offenbart. Hierzu gehoren beispielsweise dynamische Phaseniiberginge [50,56,84,85,87,116,143-146]. Ein
dynamischer Phaseniibergang bezeichnet ein nichtanalytisches Verhalten in der Zeitentwicklung eines
Systems auflerhalb des Gleichgewichts. Ein weiteres interessantes Phinomen stellt Prdthermalisierung
dar [53,82,86,146,147]. Der Begriff wurde von Berges et al. in [148] gepriigt und bezeichnet das Vor-
handensein eines Zeitintervalls in der Zeitentwicklung des Systems, wihrend dessen sich das System
in einem quasistationiren Zustand befindet, in dem einige, jedoch nicht alle Observablen mit thermi-
schen Erwartungswerten iibereinstimmen. Zu spiteren Zeiten erfolgt unter Umstinden ein Ubergang in
einen thermischen Zustand. Ob dieser Ubergang auftritt, hingt unter anderem von den Erhaltungsgrofien
des Systems ab. Ein Review-Artikel iiber Prithermalisierung kann in [149] gefunden werden. Schlieflich
konnte noch gezeigt werden, dass fiir bestimmte quantenmechanische Vielteilchensysteme der Relaxati-
onsprozess im Rahmen semiklassischer Theorien mithilfe sich ballistisch durch das System bewegender
Quasiteilchen beschrieben werden kann. Zu diesen Systemen gehoren beispielsweise das eindimensionale
transversale Ising-Modell [43,45] sowie das eindimensionale transversale XY-Modell [68]. Bei den Qua-
siteilchen der semiklassischen Theorie handelt es sich fiir diese beiden Modelle in der ferromagnetischen
Phase um gebrochene Kopplungen zwischen den Spins. Auf das eindimensionale transversale Ising- und
XY-Modell sowie die semiklassische Beschreibung ihrer Nichtgleichgewichtsdynamik wird im weiteren
Verlauf der vorliegenden Dissertation noch detailliert eingegangen werden. Der Relaxationsprozess des
Bose-Hubbard-Modells kann ebenfalls semiklassisch beschrieben werden. Die Ausbreitung einer Stérung
in Form von Quasiteilchen konnte durch Chenau et al. in [141] an einem eindimensionalen ultrakalten
Gas bosonischer Atome in einem optischen Gitter, das in in der Mott-isolierenden Phase mit einfacher
Besetzung jedes Gitterplatzes betrachtet wurde, auch experimentell nachgewiesen werden. Bei den Quasi-
teilchen der semiklassischen Theorie fiir das Bose-Hubbard-Modell handelt es sich um Doublonen (doppelt
besetzte Gitterplitze) und Holonen (unbesetzte Gitterpliitze). Thre Erzeugung und Bewegung durch das
System sind in Abbildung 1.2 dargestellt.
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Abbildung 1.2: (a) Ein eindimensionales ultrakaltes Gas bosonischer Atome in einem optischen Gitter
mit einfacher Besetzung eines jeden Gitterplatzes, beschrieben durch den Hamiltonoperator des Bose-
Hubbard-Modells, wird zu Beginn in einem Zustand tief in der Mott-isolierenden Phase priapariert. Durch
instantane Anderung der Tiefe des Gitters (Quench) wird das System aus dem Gleichgewicht gebracht. (b)
Nach dem Quench entstehen an jedem Gitterplatz verschrinkte Paare von Quasiteilchen, die jeweils aus
einem Doublon und einem Holon bestehen, die sich in entgegengesetzter Richtung ballistisch durch das
System bewegen mit der konstanten Geschwindigkeit v/2. Die Abbildungen wurden aus [141] entnommen.
Reprinted by permission from Macmillan Publishers Ltd: Nature 481, 484-487, copyright 2012.
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Neben der experimentellen Beobachtung der Ausbreitung einer Stérung im Bose-Hubbard-Modell in
Form von Quasiteilchen konnte in [132] durch Jurcevic et al. Quasiteilchendynamik auch in einem Viel-
teilchensystem bestehend aus Ionen in einer Falle, dessen Hamiltonoperator dem des eindimensionalen
transversalen Ising-Modells mit langreichweitigen Wechselwirkungen entsprach, beobachtet werden.

1.2.1 Zentrale Fragestellungen der Nichtgleichgewichtsdynamik

Nach dem kurzen Uberblick iiber den Stand der Forschung der Nichtgleichgewichtsdynamik quanten-
mechanischer Vielteilchensysteme, werde sich nun den physikalischen Grundlagen der Untersuchungen
zugewandt. Hierzu wird ein isoliertes quantenmechanisches Vielteilchensystem betrachtet, welches zum
Zeitpunkt ¢y aus dem Gleichgewicht gebracht wird. Auf Moglichkeiten, das System aus dem Gleichge-
wicht zu bringen, wird spéter eingegangen werden. Nachdem das System aus dem Gleichgewicht gebracht
wurde, entwickelt sich sein Zustand unter der Wirkung des Hamiltonoperators H unitér in der Zeit geméf
der Schrodinger-Gleichung

(1)) = e =10 [P (1)) (1.4)

Unter der unitéren Zeitentwicklung ist die Gesamtenergie des Systems erhalten und ein anfinglich rei-
ner Zustand bleibt aufgrund fehlender Dekohérenz fiir alle Zeiten ein reiner Zustand. Ziel sowohl der
theoretischen als auch der experimentellen Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdynamik quantenme-
chanischer Vielteilchensysteme ist die Beantwortung der folgenden zwei Fragen:

(i) Wie breitet sich ein Signal durch das System aus?
(ii) Wie sieht der stationéire Zustand des Systems aus?

Die erste Fragestellung befasst sich unter anderem damit, mit welcher Geschwindigkeit sich ein Signal
durch das System ausbreitet. Bei dem Signal kann es sich beispielsweise um eine lokale Stérung des
Anfangszustandes des Systems handeln. Lieb und Robinson konnten in [150] zeigen, dass fiir quanten-
mechanische Vielteilchensysteme, deren Hamiltonoperator nur Terme mit Wechselwirkungen endlicher
Reichweite enthélt, eine obere Schranke fiir die Geschwindigkeit existiert, die sogenannte Lieb-Robinson
Bound (LRB). Der Wert der LRB muss fiir jedes System separat bestimmt werden und wird von den Pa-
rametern seines Hamiltonoperators abhéngen. Weitere Erlduterungen zur LRB finden sich beispielsweise
in [151]. Neben der Geschwindigkeit eines Signals ist in hherdimensionalen Systemen auch die Metrik von
Bedeutung, der die Signalausbreitung durch das System folgt. Wéahrend sich in kontinuierlichen Systemen
eine Storung geméf der euklidischen Metrik ausbreitet, findet fiir Gittermodelle die Manhattan-Metrik
Anwendung, d. h. die Stérung kann sich nur entlang Kopplungen zwischen Gitterplitzen fortpflanzen und
Absténde zwischen Positionen werden in Einheiten der Gitterkonstante gemessen. In Abbildung 1.3 ist
die Messung von Absténden gemifl der Manhattan-Metrik und der euklidischen Metrik dargestellt.

(a) Manhattan-Metrik ~ (b) Euklidische Metrik ~ Abbildung 1.3: Schematische Darstellung der
Bestimmung von Abstinden (a) gem#f der

..aa.. Manhattan-Metrik und (b) gemif der euklidischen
a' ““. Metrik. Hierbei bezeichnet — einen Abstand von
aa 1 vom Mittelpunkt, einen Abstand von 2 und
' — einen Abstand von 3. Wéhrend Positionen glei-
a ‘ chen Abstandes nach der Manhattan-Metrik auf ei-
/14
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nem um 7/2 gegeniiber den Gitterachsen gedrehten
Quadrat liegen, liegen Positionen gleichen Abstan-
des nach der euklidischen Metrik auf einem Kreis.

Die beschriebene Unterscheidung zwischen einem Kontinuum und einem Gittermodell erscheint auf den
ersten Blick offensichtlich, jedoch ist andererseits bekannt, dass sich ein Gitter auf Abstdnden, die bedeu-
tend grofler als seine Gitterkonstante sind, zunehmend wie ein Kontinuum verhélt. Die Untersuchung,
bis zu welchen Léngenskalen die Manhattan-Metrik anzuwenden ist und ab wann die Beschreibung der
Ausbreitung der Stérung auch auf einem Gitter mithilfe der euklidischen Metrik erfolgen kann, ist somit
von besonderem Interesse.
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Die Zielsetzung der zweiten Fragestellung besteht darin, einen Zusammenhang zwischen quantenmecha-
nischen Vielteilchensystemen auflerhalb des Gleichgewichts und der statistischen Physik zu finden. Zu
diesem Zweck wird das System auf Equilibrierung untersucht und Erwartungswerte der Observablen
des Systems im stationdren Zustand werden mit ihren Erwartungswerten in Ensembles der statistischen
Physik verglichen. Von besonderer Bedeutung ist hierbei die Beantwortung der Frage, ob das System
thermalisiert, d. h. ob sein stationdrer Zustand durch das kanonische Gibbs-Ensemble beschrieben wer-
den kann. Die Temperatur des entsprechenden Systems im thermischen Gleichgewicht wird dabei durch
die Energie des Systems oberhalb seiner Grundzustandsenergie bestimmt.

1.2.2 Quenchprotokoll

Nach Kldarung der Fragestellungen, die durch die Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdynamik quan-
tenmechanischer Vielteilchensysteme zu beantworten sind, werde nun darauf eingegangen, wie die Systeme
aus dem Gleichgewicht gebracht werden konnen. Eine einfache Moglichkeit hierzu stellt ein Quench dar.
Bei diesem handelt es sich um die instantane Anderung eines oder mehrerer Parameter des Hamiltonope-
rators des Systems. Im Rahmen der vorliegenden Dissertation werden Quenchprotokolle der folgenden
Form betrachtet:

o t < lp:

Vor dem Quench ist das System im Grundzustand |‘If(()O)> des initialen Hamiltonoperators Hy mit

(0)

der Energie EOO prapariert.

° t:tol

Der Hamiltonoperator des Systems wird durch den Quench instantan von seinem initialen Wert Hy
hin zu seinem finalen Wert H geéndert.

o {>1p:

Der Grundzustand |\I!(()O)> des initialen Hamiltonoperators Hy stellt im Allgemeinen keinen Eigenzu-
stand des finalen Hamiltonoperators H nach dem Quench dar, sodass sich der Zustand des Systems
nach dem Quench gemif der Schrodingergleichung unitér in der Zeit entwickelt:

W (t)) = e H0=t0) gy

In Abbildung 1.4 ist das Quenchprotokoll schematisch dargestellt.

Abbildung 1.4: Schematische Darstellung des - -
Quenchprotokolls. Vor dem Quench Hy — H zum Ho Quelnch H

Zeitpunkt to befindet sich das System im Grund- tl R >t
zustand |\I/go)) des initialen Hamiltonoperators Hy.  |¥(t)) = |‘I’(()O)> 0 | (t)) = e~ (t=to) |‘I’(()O)>
Nach dem Quench entwickelt sich der Zustand des

Systems gemé&f der Schrodinger-Gleichung unter der

Wirkung des finalen Hamiltonoperators H.

In Bezug auf die Anderung der Parameter des Hamiltonoperators durch das Quenchprotokoll ist zwischen
globalen und lokalen Quenchs zu unterscheiden. Wéhrend durch globale Quenchs die Parameter des
Hamiltonoperators an jeder Position des Systems auf die gleiche Weise geéndert werden, betreffen lokale
Quenchs nur die Parameter des Hamiltonoperators fiir einen Teil des Systems.

Energieinderung durch den Quench

Im Allgemeinen erhoht oder erniedrigt ein Quench die Gesamtenergie des Systems und verschiebt seine
Grundzustandsenergie. Fiir die Gesamtenergie E des Systems nach dem Quench gilt

E = (W |H[9) =" |exol* Ex - (L5)
A
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Dabei ist ¢y = <\I/>\|\Iléo)> und >°, |eaol? = 1. Die |¥,) sind die Eigenzustéinde des finalen Hamilton-
operators H und E, die zugehorigen Eigenenergien. Die Anderung AE der Gesamtenergie des Systems
durch den Quench ist dann gegeben durch

AE=E—E" . (1.6)

Von groBerer Bedeutung als die Anderung AE der Gesamtenergie ist die Energie im System oberhalb der
neuen Grundzustandsenergie nach dem Quench. Diese Energie wird als Ezzessenergie Feoy, bezeichnet
mit

Eeow=FE—FEy. (1.7)

Bei ihr handelt es sich um die Energie, die den Relaxationsprozess des Systems nach dem Quench antreibt.
Wie Gleichung (1.7) entnommen werden kann, ist die Exzessenergie niemals negativ. Demgegeniiber kann
die Anderung AFE der Gesamtenergie des Systems durch den Quench sowohl positiv als auch negativ sein.

1.2.3 Zeitentwicklung in der Energieeigenbasis

Nach der Beschreibung des Verfahrens, um das System aus dem Gleichgewicht zu bringen, gilt es nun,
seine Zeitentwicklung zu bestimmen. In der Eigenbasis des die Zeitentwicklung steuernden Hamilton-
operators konnen die Zeitentwicklung des Zustandes des Systems sowie die Zeitentwicklung von Erwar-
tungswerten von Observablen unmittelbar angegeben werden, da in dieser Basis die Wirkung des Zeit-
entwicklungsoperators auf alle Zustdnde bekannt ist. Dieses Vorgehen erfordert jedoch die Kenntnis aller
Eigenzustéinde und der zugehorigen Eigenwerte des Hamiltonoperators, was im Allgemeinen mit der nu-
merischen Diagonalisierung des Hamiltonoperators verbunden ist, sofern die Bestimmung der Eigenwerte
und Eigenzustéinde des Hamiltonoperators nicht analytisch moglich ist. Da in vielen quantenmechani-
schen Vielteilchensystemen die Dimension des Hilbertraumes mit der Systemgrofle schnell anwéchst, ist
die numerische Diagonalisierung des Hamiltonoperators in der Regel nur fiir kleine Systeme moglich.
Auch wenn die folgenden Betrachtungen somit unter Umsténden fiir ein betrachtetes System in der dar-
gestellten Form nicht durchfiithrbar sind, so tragen sie doch entscheidend zum Versténdnis des stationdren
Zustandes des Systems bei.

Zur Beschreibung der Zeitentwicklung in der Eigenbasis des finalen Hamiltonoperators H nach dem
Quench wird der Anfangszustand des Systems zum Zeitpunkt g, d. h. im Falle der beschriebenen Quench-
protokolle der Grundzustand |\IJ(()O)> des initialen Hamiltonoperators Hy vor dem Quench, in der Basis
der Eigenzustéinde von H entwickelt. Im Allgemeinen wird dabei ein nicht verschwindender Uberlapp zu
einer groflen Anzahl an Eigenzustéinden des finalen Hamiltonoperators bestehen. Es ergibt sich fiir die
Zeitentwicklung des Zustandes des Systems

[W(t) =D enoe AT W) (1.8)
X

Fiir die Zeitentwicklung des Erwartunsgwertes eines Operators o folgt damit

(O}, = (WOION(D) = 3 lenol? Oan + 3 6§ g0x o PA=E010) 0, (19)
A AEN

wobei Oxn = (¥,|O|Uy ). Der Diagonalanteil ist zeitunabhingig, wihrend der Nichtdiagionalanteil im
Falle nicht entarteter Energieeigenwerte aus einer Uberlagerung harmonischer Schwingungen mit unter-
schiedlichen Amplituden und Frequenzen besteht. Sind hingegen Energieeigenwerte entartet, so ergeben
sich auch aus dem Nichtdiagonalanteil zeitunabhéingige Beitréige. Die zeitunabhéingigen Anteile bestim-
men das Verhalten des Systems im stationdren Zustand. Bei Mittelung des zeitabhédngigen Erwartungs-
wertes in (1.9) iiber das Zeitintervall [to,to + At] und anschlieBender Normierung auf die Intervalllinge
At verbleibt im Grenzfall unendlich langer Zeiten und Nichtentartung der Energiecigenwerte nur der
Diagonalanteil:

- 1 to+At .
O := lim Kt/ dt (0), =Y lexol* Ona - (1.10)
A

At—o00 to
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Dies bedeutet, dass ein System mit nicht entarteten Energieeigenwerten im stationéren Zustand durch
das sogenannte Diagonalensemble beschrieben werden kann. Es ist

o 1 to+AtL . A .
0= lim - /t0 dt (), = (O) g = SP {o pdiag} (1.11)

mit dem Dichteoperator
Pdiag = Z [exol? [ @) WAl - (1.12)
A

Sind hingegen Energieeigenwerte entartet, so ergeben sich aufgrund der Zeitunabhéngigkeit einzelner
Summanden des Nichtdiagonalanteils zusétzliche Beitrige zum Erwartungswert einer Observablen im
stationdren Zustand des Systems:

_ ) 1 to+At . .
O = lim 7/ dt <O>t = Z |C)\,0|2 Oxx + Z C;,OCN,O Oxn = Sp {O pdiag'} (1.13)
A

At—oo At to =
mit dem Dichteoperator
paiag’ = D lex ol WANTAl+ D Roeno|Ta)Ta] - (1.14)
A A#£N
Ex=Ey/

In beiden Féllen ergibt sich durch die Zeitmittelung ein gemischter Zustand, wie durch Bestimmung der
Spur des Quadrates der Dichteoperatoren gezeigt werden kann. Es stellt sich nun die Frage, ob fiir die
betrachteten Modelle und Quenchprotokolle der stationdre Zustand des Systems mit einem bekannten
Ensemble der statistischen Physik beschrieben werden kann.

1.2.4 Stationirer Zustand

Eine fundamentale Hypothese der statistischen Physik stellt die Ubereinstimmung von Zeit- und En-
semblemittel dar. Die Untersuchung dieser Hypothese erfolgt im Rahmen der Ergodentheorie, die auf die
Arbeiten von Ludwig Boltzmann zur statistischen Theorie der Wirme zuriickgeht. Bei dem Ensemblemit-
tel handelt es sich um den Mittelwert einer Messgrofle iiber alle Elemente eines Ensembles, der zu einem
festen Zeitpunkt iiber alle méglichen Zusténde des Systems gewichtet mit der korrekten Verteilungsfunk-
tion berechnet wird. Demgegeniiber steht das Zeitmittel, welches durch Aufintegrieren der betrachteten
GroBe iiber ein Zeitintervall [tg, to + At] und anschliefende Normierung auf die Intervalllinge At gebildet
wird. Zeit- und Ensemblemittel sind fiir ein ergodisches System im Grenzfall unendlich langer Zeiten
gleich. Hierbei ist zwischen streng ergodischen und schwach ergodischen Systemen zu unterscheiden. Ein
System heiflt streng ergodisch, wenn neben dem Zeit- und Ensemblemittel auch alle hoheren Momente der
Verteilung iibereinstimmen. Insbesondere besteht bei streng ergodischen Systemen keine Abhéngigkeit
vom Anfangszustand, d. h. das System verliert unter der Zeitentwicklung die Erinnerung an diesen. Die-
ser Verlust der Erinnerung ist verkniipft mit dem Auftreten von Chaos. Streng ergodischen Systemen
stehen schwach ergodische Systeme gegeniiber, bei denen nur das Zeit- und das Ensemblemittel sowie die
Standardabweichung iibereinstimmen und hohere Momente der Verteilung nicht beriicksichtigt werden.

Eine Folge der Ergodizitit eines Vielteilchensysteme ist, dass es thermalisiert und sein zeitlicher Mit-
telwert somit mit dem Ensemblemittel fiir das kanonische Gibbs-Ensemble (Canonical Gibbs Ensemble,
CGE, nach Josiah Willard Gibbs) iibereinstimmt. Das kanonische Gibbs-Ensemble beschreibt ein Sys-
tem, welches sich im thermischen Gleichgewicht mit einem Bad befindet, mit dem ein Energieaustausch,
aber kein Teilchenaustauch moglich ist. Ist dariiber hinaus ein Teilchenaustausch moglich, so spricht man
vom grof$kanonischen Ensemble. Im mikrokanonischen Ensemble hingegen sind sowohl die Energie als
auch die Teilchenzahl festgelegt. Der das System beschreibende Zustand im kanonischen Gibbs-Ensemble
maximiert die Entropie unter der Nebenbedingung eines vorgegebenen Erwartungswertes der Energie
im System. Der Lagrange-Multiplikator zur Losung des Variationsproblems definiert die Temperatur des
Systems. Ein einfaches Beispiel fiir ein klasisches System, welches thermalisiert, stellen in einer Box ein-
geschlossene Teilchen dar, die vollkommen elastische Stofle untereinander und mit den Wénden der Box
ausfithren. Die Bildung von Ensemble- und Zeitmittel dieses Systems ist in Abbildung 1.5 veranschaulicht.
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(a) Ensemblemittel (b) Zeitmittel

[
O o

Abbildung 1.5: Ilustration der Bildung (a) des Ensemblemittels und (b) des Zeitmittels der Impulsver-
teilung in einer Box eingeschlossener, untereinander und mit den Wénden der Box vollkommen elastisch
stoflender Teilchen. Bei der Bildung des Ensemblemittels wird fiir die dargestellte Konfiguration des Sys-
tems die Verteilung iiber die Impulse aller Teilchen des Systems gebildet. Das Zeitmittel wird tiber den
Impuls eines einzelnen Teilchens (rot hervorgehoben) iiber ein Zeitintervall gebildet. Wihrend dieses Zei-
tintervalls dndert sch der Impuls des Teilchens durch Stéfle mit anderen Teilchen sowie mit den Winden
der Box.

Unabhéngig von der Anfangskonfiguration des Systems, d. h. den Anfangskoordinaten und -impulsen der
Teilchen, wird im Laufe der Zeit durch die Stéf8e der Teilchen untereinander und mit den Wianden der Box
ein Energieaustausch zwischen den Teilchen stattfinden. Im Grenzfall grofier Zeiten wird die Geschwin-
digkeitsverteilung der Teilchen der Maxwell-Boltzmann-Statistik gehorchen, welche dquivalent zu dem
kanonischen Gibbs-Ensemble ist. Die Temperatur des Systems wird dabei durch die in ihm vorhandene
Energie bestimmt.

Waéhrend fiir klassische Systeme die Bedingungen, unter denen Thermalisierung beobachtet werden kann,
bekannt sind, ist die Situation fiir quantenmechanische Systeme weit weniger klar und es bestehen noch
viele offene Fragen. Im Gegensatz zu einem klassischen System vergisst ein quantenmechanisches System
unter unitérer Zeitentwicklung niemals seinen Anfangszustand, da die Zeitentwicklung invariant unter
Zeitumkehr ist und somit unter Kenntnis des die Zeitentwicklung bestimmenden Hamiltonoperators aus-
gehend von seinem Zustand zu einem beliebigen Zeitpunkt sein Anfangszustand immer rekonstruiert
werden kann. So bleibt ein reiner Zustand unter unitérer Zeitentwicklung immer ein reiner Zustand, wo-
hingegen ein thermisches System durch einen gemischten Zustand beschrieben wird. Weiterhin werden
die Wahrscheinlichkeiten |cy |? im Dichteoperator des Diagonalensembles, welches, wie im vorangegan-
genen Abschnitt gezeigt wurde, ein quantenmechanisches System mit nicht entarteten Energieigenwerten
in seinem stationéiren Zustand beschreibt, durch den Anfangszustand des Systems bestimmt. Gleiches
gilt fiir die Koeffizienten im Dichteoperator im Falle der Entartung von Energieeigenwerten. Um nun zu
klaren, ob ein quantenmechanisches System nach einem Quench thermalisiert, gilt es, zu iiberpriifen, ob
sein stationédrer Zustand durch das kanonische Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann, d. h. ob die
Erwartungswerte sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Observablen im stationédren Zustand des
Systems mit den entsprechenden Groéflen gem#fl dem kanonischen Gibbs-Ensemble iibereinstimmen. In
Abbildung 1.6 ist schematisch der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes einer Observable O nach dem
Quench sowie ihr Erwartungswert fiir das System im thermischen Geichgewicht gemifi dem kanonischen
Gibbs-Ensemble bei der durch die Exzessenergie des Systems nach dem Quench definierten Temperatur
dargestellt, wobei in der Abbildung Zeit- und Ensemblemittel {ibereinstimmen.

Ein System mit Hamiltonoperator H bei der Temperatur T’ wird im kanonischen Gibbs-Ensemble durch
den Dichteoperator

e_ﬁH

PCGE = mit ZCGE::Sp{e_ﬁH} (1.15)

Zcar
beschrieben. Hierbei ist 8 = 1/T die inverse Temperatur und Zcgg die kanonische Zustandssumme. Um
nun zu entscheiden, ob ein System nach einem Quench thermalisiert, wird sein zeitgemittelter Dichte-
operator im stationédren Zustand mit dem Dichteoperator des kanonischen Gibbs-Ensembles verglichen.
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Abbildung 1.6: Schematische Darstellung des zeit- <@>‘A
lichen Verlaufs des Erwartungswertes einer Obser-
vable ©® nach dem Quench (—). Der Erwartungs-
wert der Observable fiir das System im thermi-
schen Geichgewicht gemédfi dem kanonischen Gibbs-
Ensemble bei der durch die Exzessenergie des Sys-
tems nach dem Quench bestimmten Temperatur ist
als gestrichelte graue Linie eingezeichnet. In der Ab-
bildung stimmen Zeitmittelwert und thermischer Er-
wartungswert iiberein, d. h. es tritt Thermalisierung

auf. o >t

Stimmen diese iiberein, so thermalisiert das System. Ein Vergleich des Dichteoperators im stationédren
Zustand ergibt somit fiir ein System mit nicht entarteten Energieeigenwerten die folgende Bedingung fiir
Thermalisierung:

e~ PBEx

lexol? = VAL (1.16)

Zcar
Die Temperatur T ist dabei iiber den Erwartungswert der Energie im System bestimmt. Insbesondere
fiir nicht exakt 16sbare Systeme sind diese Untersuchungen aufgrund der Notwendigkeit der Diagona-
lisierung des Hamiltonoperators mit enormem rechnerischen Aufwand verbunden oder iiberhaupt nicht
durchfiihrbar, da sowohl die Eigenzusténde als auch die Eigenenergien des Hamiltonoperators des Systems
bekannt sein miissen. Aus diesem Grund wird bei den Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisie-
rung im Rahmen der vorliegenden Dissertation zum einen in Analogie zu der Darstellung in Abbildung 1.6
der zeitliche Mittelwert der Erwartungswerte verschiedener Observablen zu den entsprechenden Erwar-
tungswerten des Systems geméfl dem kanonischen Gibbs-Ensemble verglichen. Dabei ist zu beachten, dass
sich fiir endliche Systemgroflen immer Schwankungen des zeitlichen Erwartungswertes der Observablen
um ihren Zeitmittelwert ergeben. Weiterhin werden auch die zeitlichen Mittelwerte der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen im System im thermischen Gleichgewicht dem
kanonischen Gibbs-Ensemble entsprechend verglichen.

Einfluss von Erhaltungsgréfien auf das Auftreten von Thermalisierung

Entscheidend dafiir, ob ein quantenmechanisches Vielteilchensystem thermalisieren kann oder nicht, sind
die in ihm vorhandenen Erhaltungsgrofien. Hierbei ist zwischen integrablen und nichtintegrablen Systemen
zu unterscheiden. Wahrend fiir klassische Systeme der Begriff der Integrabilitit eindeutig definiert und
mit der Existenz von Konstanten der Bewegung verkniipft ist, ist die Definition von Integrabilitit in Bezug
auf quantenmechanische Systeme nicht einheitlich. Eine Diskussion verschiedener gebréuchlicher Defini-
tionen kann beispielsweise in [152] gefunden werden. Im Rahmen der vorliegenden Dissertation wird ein
quantenmechanisches System als nichtintegrabel bezeichnet, wenn nur seine Gesamtenergie unter unitérer
Zeitentwicklung erhalten ist. Demgegeniiber besitzt ein integrables System weitere Erhaltungsgrofien, auf-
grund derer a priori klar ist, dass es nicht thermalisieren kann, da es unter unitérer Zeitentwicklung die
Erinnerung an die Erwartungswerte aller Erhaltungsgréfien im Anfangszustand fiir alle Zeiten nicht ver-
liert. Dies zeigt eindrucksvoll ein Experiment von Kinoshita et al. aus dem Jahre 2006 [153]. Im Rahmen
dieses Experimentes wurde ein eindimensionales Bose-Gas aus 8”Rb-Atomen untersucht. Im Versuchsauf-
bau waren jeweils 40 bis 250 der Atome in einer anharmonischen eindimensionalen Falle eingeschlossen.
Die Atome befanden sich zunichst als Bose-Einstein-Kondensat in der Mitte der Falle im Potentialmini-
mum und wurden dort festgehalten. AnschlieBend wurden sie in einen Uberlagerungszustand mit entge-
gengesetzten Impulsen +2k versetzt und das sie in der Mitte der Falle haltende Potential abgeschaltet,
woraufhin sich zwei Atomwolken mit entgegengesetzten Impulsen bildeten, die in der Falle eine gegenpha-
sige Schwingung mit Periodendauer 7 ausfiihrten. Dies ist in Abbildung 1.7 (a) schematisch dargestellt.
Abbildung 1.7 (b) zeigt eine Falschfarbenaufnahme der Absorptionsspektren der beiden Atomwolken fiir
die ersten Schwingungen ihrer Bewegung. Hierbei konnte selbst nach vielen tausend Kollisionen der bei-
den Atomwolken keine merkliche Equilibrierung beobachtet werden. Ursache hierfiir sind die im System
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Abbildung 1.7: (a) Schematische Darstellung der Bewegung zweier aus dem Gleichgewicht gebrachter
Atomwolken in einer eindimensionalen anharmonischen Falle. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 werden die Atome
in einen Uberlagerungszustand mit Impulsen 42k versetzt und fithren im Anschluss daran gegenphasige
Schwingungen mit Periodendauer 7 aus. Wéhrend jeder Periode kollidieren die Atome zweimal in der
Mitte der Falle zu den Zeiten ¢t = 7/2 und t = 7. Aufgrund von Anharmonizitéten dehnen sich die beiden
Atomwolken mit der Zeit aus, bis sie schliefllich vollstindig dephasiert sind. (b) Falschfarbenaufnahme
der Absorptionsspektren der beiden Atomwolken in der eindimensionalen anharmonischen Falle. Das
System erreicht selbst nach mehreren tausend Stéflen nicht merklich ein thermisches Gleichgewicht. Die
Abbildungen wurden aus [153] entnommen. Reprinted by permission from Macmillan Publishers Ltd:
Nature 440, 900-903, copyright 2006.

vorhandenen Erhaltungsgréfien, die verhindern, dass das System ein thermisches Gleichgewicht erreicht.
Bei dem in [153] durch Kinoshita et al. untersuchten Bose-Gas handelt es sich um ein integrables System.
Jedoch ist auch fiir nichtintegrable Systeme das Auftreten von Thermalisierung unter Zeitentwicklung
nicht zwingend. Hierzu existieren zahlreiche Studien, von denen einige im Folgenden erldutert werden
sollen.

Eigenstate Thermalization Hypothesis (ETH)

FEin verbreitetes Verfahren, um Aussagen dariiber zu treffen, ob ein quantenmechanisches Vielteilchensy-
tem thermalisiert, ist die Eigenstate Thermalization Hypothesis (ETH). Der Begriff Eigenstate Thermali-
zation wurde erstmals 1994 von Srednicki verwendet [154]. Srednicki hat gezeigt, dass beschrinkte quan-
tenmechanische Vielteilchensysteme unter unitirer Zeitentwicklung gegen ein thermisches Gleichgewicht
streben, wenn das entsprechende klassische System chaotisches Verhalten aufweist und die Energieeigen-
zusténde, die in der Entwicklung des Zustandes des quantenmechanischen Systems in der Eigenbasis des
Hamiltonoperators auftreten, sich wie gauiverteilte Zufallsvariablen verhalten. Als Beispielsystem wurde
ein Gas aus harten Teilchen betrachtet. Eine dhnliche Idee wurde bereits drei Jahre zuvor im Jahre 1991
durch Deutsch formuliert [155], der jedoch noch nicht den Begriff Eigenstate Thermalization verwende-
te. Deutsch zeigte, dass die Zeitmittelwerte eines geschlossenen quantenmechanischen Systems mit einer
groflen Anzahl an Freiheitsgraden nicht notwendigerweise mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung geméf
dem mikrokanonischen Ensemble iibereinstimmen miissen. Diese Abweichungen wurden dann beobach-
tet, wenn die verschiedenen Freiheitsgrade des Systems nicht miteinander gekoppelt sind, und konnten
durch Einfithrung einer kleinen Stérung in Form einer Zufallsmatrix beseitigt werden. Zudem wurden
Erwartungswerte in den Energieeigenzustdnden des gestorten Systems untersucht und gezeigt, dass Ab-
weichungen zum mikrokanonischen System mit der Anzahl an Freiheitsgraden exponentiell abfallen. Der
zentrale Aspekt dieser beiden Arbeiten [154,155], die den Grundstein der Eigenstate Thermalization
Hypothesis gelegt haben, ist die Untersuchung von Erwartungswerten in den Energieeigenzustéinden des
betrachteten Systems. Bevor Anwendungen der ETH auf verschiedene quantenmechanische Modellsyste-
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me beschrieben werden, sollen im Folgenden die Idee und die zentralen Aussagen der ETH kurz erldutert
werden. Diese Erlduterung orientiert sich an der durch Rigol und Srednicki in [156] gegebenen Zusam-
menfassung der ETH.

Statt wie in klassischen Systemem Ergodizitdt durch chaotisches Verhalten des Systems zu erkléren, be-
steht die Idee der ETH darin, Matrixelemente von Observablen in Energieeigenzustéinden zu untersuchen.
Seien zu diesem Zweck O der Operator einer lokalen Observable und Ey die Eigenwerte des Hamiltonope-
rators H eines quantenmechanischen Vielteilchensystems der Grofle N zu den Eigenzustéinden | ). Eine
Observable wird als lokal bezeichnet, wenn der sie beschreibende Operator nur auf eine endliche Zahl
an Positionen des Systems wirkt, die auch im thermodynamischen Limes nur einen endlichen Abstand
voneinander haben. Durch die Messung lokaler Observablen kénnen Mikrozustéinde nicht unterschieden
werden. Die ETH sagt voraus, dass sich der Erwartungswert einer Observable fiir ein System, welches in
einem beliebigen Anfangszustand préipariert wurde, unter unitirer Zeitentwicklung zu dem durch das mi-
krokanonische Ensemble vorhergesagten Wert entwickelt und nur kleine Fluktuationen um diesen herum
aufweisen wird, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Erwartungswerte Oxy == (U5|O|¥,) von O iindern sich langsam als Funktion des Zustandes,
wobei die Differenz Oy 41 A1 — O zwischen den Erwartungswerten von O in energetisch benach-

barten Eigenzustdnden von H mit der Systemgréfle N exponentiell klein wird.
(ii) Die Nichtdiagonalelemente Oy = <\IIA\(5|\I/)\I> mit A # ) sind exponentiell klein in N.

Die ETH wurde fiir eine Vielzahl quantenmechanischer Vielteilchensysteme, die im Hinblick auf die Pa-
rameter des Hamiltonoperators hinreichend weit von Punkten der Integrabilitiat entfernt sind, numerisch
bestétigt [108,109,113,157-159]. Fiir integrable Modelle oder Modelle nahe eines integrablen Punktes im
Parameterraum hingegen gilt die ETH nicht [97,108,109,113,157-159].

Zur Erlauterung der Bedeutung der ETH werde die Zeitentwicklung des Erwartungswertes des Opera-
tors O ausgehend vom Anfangszustand \\IIE)O)) zum Zeitpunkt ¢o geméf (1.9) betrachtet. Im Falle nicht
entarteter Eigenwerte des Hamiltonoperators ist der zeitliche Mittelwert im Limes ¢ — oo gemé8 (1.10)
durch die Diagonalterme Oy gegeben. Dabei ist O(E) mit O(E)) := O, eine glatte Funktion der Ener-
gie [160]. In einem chaotischen System ist die Annahme der Nichtentartung der F) gerechtfertigt. Der
Erwartungswert der Energie des Systems ist zeitunabhéngig und gegeben durch

E=Y lexol*Ex (1.17)
A

mit der Standardabweichung

AE = \/Z lexol?(Ex — E)?. (1.18)
A

Hierbei wird angenommen, dass AE algebraisch klein in /V ist. Die Summe auf der rechten Seite von (1.10)
lduft somit effektiv {iber einen Energiebereich der Breite AE mit Mittelpunkt E. Geméfl der ETH ist
Oy iiber diesen Energiebereich in guter Niherung konstant, sodass die rechte Seite von (1.10) abgesehen
von algebraisch kleinen Korrekturen mit dem Mittelwert von o gem#f dem mikrokanonischen Ensemble
iiber das gleiche Energiefenster iibereinstimmt unabhéngig von den genauen Werten der Entwicklungsko-
effizienten |co »|?> des Anfangszustandes in der Energieeigenbasis. Die Temperatur T ist hierbei implizit
iiber die Energie E bestimmt geméf

b Sp {I:Ie_ﬁ/T}
Sp {e*ﬁ/T}

Abschlieflend sei erwidhnt, dass die ETH eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung fiir das
Auftreten von Thermalisierung darstellt [161], d. h. sagt die ETH Thermalisierung voraus, so thermali-
siert das System, sagt die ETH hingegen keine Thermalisierung voraus, so ist dennoch Thermalisierung
moglich, muss jedoch durch andere Verfahren nachgewiesen werden. Ein Uberblick iiber die ETH und
ihre Anwendungen kann in [162] gefunden werden.

Die ETH wurde unter anderem auf Systeme von Hard-Core-Bosonen [97,108,109,111,113,157,158,163,164]

(1.19)
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Abbildung 1.8: (a) Anfangskonfiguration des von Rigol et al. in [108] untersuchten Systems von Hard-
Core-Bosonen. Das System ist in zwei Subsysteme unterteilt, von denen eines vollstdndig mit Hard-
Core-Bosonen gefiillt ist und das andere keine Hard-Core-Bosonen enthélt. Um das System aus dem
Gleichgewicht zu bringen, wird eine einzelne Kopplung zwischen den beiden Subsystemen eingeschal-
tet. (b) Zeitentwicklung des Anteils an Hard-Core-Bosonen mit verschwindender Impulskomponente in
z-Richtung. Der Wert von n(k, = 0) konvergiert fiir grofle Zeiten gegen den Wert gemifi dem Diagona-
lensemble, welcher wiederum mit dem Wert geméfl dem mikrokanonischen Ensemble iibereinstimmt. Zu
dem Wert geméfl dem kanonischen Gibbs-Ensemble zeigen sich Abweichungen. (c¢) Volle Impulsverteilung
fiir den Anfangszustand, das relaxierte System bzw. das Diagonalensemble, das mikrokanonische sowie
das kanonische Ensemble. Die Abbildungen wurden aus [108] entnommen. Reprinted by permission from
Macmillan Publishers Ltd: Nature 452, 854-858, copyright 2008.

bzw. Fermionen [109,113,157,159], das Bose-Hubbard-Modell [101,165], das Lieb-Liniger-Modell [166],
das Heisenberg-Modell [76,167-170] und das transversale Ising-Modell in einer [163] sowie in zwei Di-
mensionen [160,171] angewendet. Auf einige dieser Untersuchungen soll im Folgenden niher eingegangen
werden, um einen Uberblick iiber den Stand der Forschung zum Auftreten von Thermalisierung in nichtin-
tegrablen quantenmechanischen Vielteilchensystemen und die Bedeutung der ETH in diesem Kontext zu
geben. Den Anfang bilden die Studien von Rigol et al. in [108], die sich mit Hard-Core-Bosonen auf einem
zweidimensionalen Gitter beschiiftigt haben, welches zu Beginn in zwei voneinander getrennte Subsysteme
unterteilt ist. Das eine Subsystem ist vollstdndig mit Hard-Core-Bosonen gefiillt, d. h. auf jedem Git-
terplatz befindet sich ein Hard-Core-Boson, wohingegen das andere Subsystem keine Hard-Core-Bosonen
enthilt. Die Ausgangskonfiguration ist in Abbildung 1.8 (a) dargestellt. Um das System aus dem Gleich-
gewicht zu bringen, wurde eine einzelne Kopplung zwischen den Subsystemen eingeschaltet. Im Anschluss
daran wurde als Observable die Impulsverteilung der Hard-Core-Bosonen in z-Richtung bestimmt. Hierbei
zeigte sich, dass sich das System fiir grofle Zeiten hin zu einem durch das Diagonalensemble bestimmten
Zustand entwickelt. Die Impulsverteilung in diesem stimmt mit derjenigen im mikrokanonischen Ensemble
iiberein und zeigt Abweichungen vom kanonischen Gibbs-Ensemble. Eine Erkldrung dieser Beobachtung
wurde durch die ETH gegeben, indem gezeigt wurde, dass die Impulsverteilungen n(k,) in zwei typischen
Energieeigenzustidnden, deren Energien nahe dem Wert der Energie innerhalb des Systems liegen, mit
dem Resultat im mikrokanonischen Ensemble iibereinstimmt.

In [109] sowie [113] hat Rigol Hard-Core-Bosonen bzw. stark gekoppelte Fermionen auf einem eindimen-
sionalen Gitter der endlichen Lénge L untersucht. Die betrachteten Systeme wurden durch die Hamil-
tonoperatoren

"=

-

{ =t (@ +alna, ) +V (= 3) (e = ) = ¢ (6o +alioa,) + V(= 3) (2= 3) } - (1.20)

i=1

bzw.

R L
H = Z { -1 (‘A:‘Azﬂ + éLrléi) +V ('fli - %) ("AL’L'H - %) —t <5j€z+2 + [j+2€1) +V (ﬁi - %) (’;Li+2 - %) } (121)
1=1

beschrieben. Bei den d;’ und a; bzw. den é:r und ¢; handelt es sich um die Erzeuger und Vernichter der
Hard-Core-Bosonen bzw. Fermionen. Die 7; sind die entsprechenden Teilchenzahloperatoren, gegeben
durch 7; == aj&i bzw. n; = é;réz t und ¢’ sind die Tunnelkonstanten zwischen néchstbenachbarten bzw.
iiberndchstbenachbarten Gitterpliatzen, V und V' die Wechselwirkungskonstanten zwischen Teilchen auf
néchstbenachbarten bzw. iibernéchstbenachbarten Gitterpliatzen. Das System wurde durch einen Quench
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Abbildung 1.9: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Impulse und Dichte-Dichte-Strukturfaktor sowie zeit-
licher Verlauf der Abweichungen von den Werten geméf dem Diagonalensemble fiir ein System aus 8 (a)
Hard-Core-Bosonen bzw. (b) Fermionen beschrieben durch die Hamiltonoperatoren (1.20) bzw. (1.21)
auf einem linearen Gitter der Lénge L = 24 nach dem Quench ¢; = 0.5,V; = 2.0 =ty = 1.0,Vy = 1.0
mit ¢; =t} =t und V; = V; = V'. Abbildung (a) wurde aus [109] entnommen, Abbildung (b) aus [113].
(a) Reprinted with permission from Rigol, Physical Review Letters 103, 100403, 2009. Copyright 2009 by
the American Physical Society. (b) Reprinted with permission from Rigol, Physical Review A 80, 053607,
2009. Copyright 2009 by the American Physical Society.

der Werte von ¢t und V aus dem Gleichgewicht gebracht. ¢ und V' hingegen blieben unveréindert. Als
Observablen wurden die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Impulse

A~ 1 7k(i7 ')ATA A 1 ,k(i, ) AT A
n(k) = I ;j e Yaja; bzw. (k) = I ;j e e, (1.22)
sowie der Dichte-Dichte-Strukturfaktor

N 1 .
N(k) =+ > e i Dihn; (1.23)
L5

untersucht. Durch die Betrachtung verschiedener Quenchprotokolle, die das System zu Punkten des Pa-
rameterraumes mit unterschiedlichem Abstand vom Punkt der Integrabilitit (¢ = V/ = 0) brachten,
konnte gezeigt werden, dass die Systeme weit entfernt vom integrablen Punkt thermalisieren und dass
Abweichungen von Thermalisierung auftreten, wenn der Endpunkt des Quenchs sich dem Punkt der In-
tegrabilitit nihert. In Abbildung 1.9 sind die Erwartungswerte von n(k) und N (k) sowie die zeitliche
Entwicklung der Abweichungen

| Sahnln) —mas®] e SN N
Ek ndiag(k) Zk Ndiag(k)

von den Werten gemifi dem Diagonalensemble fiir das System aus Hard-Core-Bosonen sowie das fer-
mionische System graphisch dargestellt. Dabei weist der Dichte-Dichte-Strukturfaktor fiir das System
der Hard-Core-Bosonen und das fermionische System ein sehr #hnliches Verhalten auf, wiahrend sich
bei Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Impulse Unterschiede ergeben. Die zunehmen-
den Abweichungen von thermischem Verhalten bei Anndherung an den integrablen Punkt wurden durch
Rigol wiederum mithilfe der ETH erklart.

§nk (T)

Bose-Hubbard-Modell (BHM)

Bei dem Bose-Hubbard-Modell handelt es sich um eines der bedeutendsten quantenmechanischen Vielteil-
chensysteme. Es beschreibt Bosonen auf einem Gitter, die zwischen benachbarten Gitterpléitzen tunneln
konnen und eine gegenseitige Abstoflung voneinander erfahren, wenn sie sich auf demselben Gitterplatz
befinden. Das Bose-Hubbard-Modell ist sowohl in einer Dimension als auch in zwei Dimensionen nichtin-
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Abbildung 1.10: (a) Nichtgleichgewichtsphasendiagramm des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells.
Es existieren zwei Regionen innerhalb des Phasendiagramms. In der einen Region ist der stationire
Zustand des Systems eindeutig nicht thermisch, wihrend in der anderen Region das System im Rahmen
des numerischen Fehlers thermalisiert. (b) Abweichung zwischen den Korrelationsfunktionen (bf ()b, (t))
im stationdren Zustand des Systems nach dem Quench und im Grundzustand des Hamiltonoperators
nach dem Quench fiir » = 1 (m) und r» = 2 (e) entlang der Linie U;/J = 2. Der Ubergang von einem
Abfall langsamer als im Grundzustand (§ < 0) zu einem schnelleren Abfall (§ > 0) erfolgt bei U;/J = 6.
Die Abbildungen wurden aus [91] entnommen. Reprinted with permission from Kollath et al., Physical
Review Letters 98, 180601, 2007. Copyright 2007 by the American Physical Society.

tegrabel und wird durch den Hamiltonoperator

H=-7% (Biiar, + BI,BF) + U (e — 1) (1.25)

beschrieben. Dabei ist J die Tunnelkonstante fiir die Ubergéinge von Bosonen zwischen benachbarten
Gitterplidtzen und U die Abstoflung zwischen Bosonen auf demselben Gltterplatz die sogenannte On-Site
Repulsion. Die bJr und b, sind bosonische Erzeuger bzw. Vernichter, n, = b b ist der zugehorige bo-
sonische Besetzungszahloperator. Fiir ganzzahlige Besetzung zeigt das Bose- Hubbard—Modell einen Pha-
seniibergang zwischen Suprafluid fiir U/J < (U/J)crit, und Mott-Isolator fiir U/J > (U/J)cit- Bei Fiillung
mit einem Teilchen pro Gitterplatz ist fiir das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell (U/J )¢t =~ 3.37
[172] und fiir das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell (U/J)eit ~ 16.7 [173].

Die erste hier betrachtete Studie zum Auftreten von Thermalisierung im Bose-Hubbard-Modell geht
zuriick auf Kollath et al. in [91] aus dem Jahre 2007. Untersucht wurden die Nichtdiagonalelemente
(bt )I;O( t)) der Korrelationen zwischen verschiedenen Positionen des Gitters nach Quenchs der On-Site
Repulsion fiir verschiedene Start- und Endwerte U; bzw. Uy sowohl im ein- als auch im zweidimensionalen
Bose-Hubbard-Modell. Die Berechnung der Zeitentwicklung erfolgte fiir das ein- und das zweidimensio-
nale System mithilfe exakter Diagonalisierung fiir Systemgroflen bis hin zu 18 Gitterplatzen. Fiir das
Modell in einer Dimension wurde dariiber hinaus mittels Anwendung einer zeitabhingigen Dichtema-
trixrenormierungsgruppe (t-DMRG) ein System mit 64 Gitterplidtzen untersucht. Dabei wurde fiir kleine
Verhiltnisse Uy/J Thermalisierung beobachtet, wohingegen sich fiir grofie Verhéltnisse Uy/J zwar ei-
ne Equilibrierung einstellte, sich der stationére Zustand der Nebendiagonalelemente der Korrelationen
jedoch als nicht thermisch erwies. Die Grenze der Verhéltnisse U;/J, oberhalb derer der stationére Zu-
stand nicht thermisch ist, steigt mit U;/J geringfiigig an. Dies ist in Abbildung 1.10 (a) dargestellt. Fiir
festes Verhéltnis U;/J = 2 vor dem Quench wurde zudem fiir verschiedene Verhéltnisse Uy/J nach dem
Quench der Abfall der Korrelationen im stationdren Zustand des Systems untersucht. Dabei zeigte sich
ein Ubergang von einem Abfall langsamer als im Grundzustand des Hamiltonoperators mit U r/J in dem
Bereich, in dem Thermalisierung beobachtet wurde, zu einem schnelleren Abfall in dem Bereich, in dem
der stationiire Zustand nicht thermisch ist. Fiir Quenchprotokolle beginnend bei U;/J = 2 liegt dieser
Ubergang bei U +/J =~ 6. Eine Darstellung hiervon findet sich in Abbildung 1.10 (b). Eine mdégliche Er-
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Abbildung 1.11: Vergleich der Resultate fiir die
Zeitentwicklung von ¢, (¢) im eindimensionalen Bose-
Hubbard-Modell bestimmt mithilfe von rt-VMC (=) g}

und t-DMRG (—) nach Quenchs mit U;/J = 2 und \j\/\/\v‘v\w’\w
U;/J = 20 bzw. U;/J = 40. Die rt-VMC-Resultate _ 8} Up=40
wurden fiir die Kette mit 100 Gitterpléitzen und peri-
odischen Randbedingungen bestimmt, die t-DMRG- oF
Resultate in der Mitte der Kette mit 64 Gitterplatzen A \/W“
und freien Randbedingungen. Es zeigt sich in beiden

Fillen eine sehr gute Ubereinstimmung. Die Abbil- 2

dung wurde aus dem Begleitmaterial von [44] ent- 0 0.5 1 L5 2
nommen.

12

Rt-VMC
t-DMRG ——

&(t)

klarung fiir dieses Verhalten wurde mithilfe einer semiklassischen Theorie der Wechselwirkung zwischen
Quasiteilchen im System (Doublonen und Holonen) gegeben.

Um eine von den konkreten Observablen unabhéngige Aussage zum Auftreten von Thermalisierung im
Bose-Hubbard-Modell treffen zu kénnen, hat Roux 2009 in [94] mithilfe des Lanczos-Verfahrens die zeitge-
mittelte Dichtematrix des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells nach Quenchs der On-Site Repulsion
fiir Systeme mit bis zu 14 Gitterplatzen untersucht. Auf diese Weise konnten auch die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen |co »|? der Eigenzustéinde des Hamiltonoperators nach dem Quench im stationéren Zustand
bestimmt und mit denjenigen im thermischen System verglichen werden. Dabei ergab sich in Analogie zu
den Resultaten von Kollath et al. eine Boltzmann-Verteilung geméfi dem kanonischen Gibbs-Ensemble
fiir kleine Verhéltnisse Uy /J und eine Verteilung, die keinem Ensemble der statitischen Physik entspricht,
im Falle stiarkerer Quenchs. Hierbei zeigte sich in der zeitgemittelten Dichtematrix auch eine Erinnerung
des Systems an seinen Anfangszustand.

Im Folgejahr haben Biroli et al. in [165] die Bedeutung von Eigenzustidnden, die gem#f dem mikroka-
nonischen Ensemble nur mit geringer Wahrscheinlichkeit auftreten, fiir das Nichtauftreten von Therma-
lisierung untersucht. Dabei wurde auch explizit auf das Bose-Hubbard-Modell eingegangen. Ausgehend
von ihren Uberlegungen haben Biroli et al. gefolgert, dass zwei Effekte zum Nichtauftreten von Ther-
malisierung im Bose-Hubbard-Modell beitragen. Der erste Effekt ist die endliche Systemgrofle, die dazu
fithrt, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilungen |co x|*> der Eigenwerte E, des Hamiltonoperators sehr
breit sind und dass in einem vorgegebenen Energieintervall grole Unterschiede zwischen den Erwartungs-
werten Oy, einer Observable beschrieben durch den Operator O bestehen kénnen. Diese Ursache fiir
Nichtthermalisierung des Systems verschwindet fiir hinreichend grofie Systemgrofien. Biroli et al. haben
jedoch gezeigt, dass auch Energieeigenzustéinde existieren koénnen, fiir die Oy vom mikrokanonischen
Erwartungswert abweicht. Kommt einem derartigen Zustand ein groBes Gewicht |co x| zu, so kann sein
Beitrag Abweichungen von thermischem Verhalten des Systems hervorrufen. Dieser Effekt verschwindet
nicht notwendigerweise im thermodynamischen Limes.

Die letzte Studie des Bose-Hubbard-Modells, auf die im Rahmen dieses Uberblicks eingegangen werden
soll, stammt von Carleo et al. aus dem Jahre 2012 [98]. Die Untersuchungen &hneln denjenigen von
Kollath et al. in [91]. Es wurden wiederum das ein- und das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell
nach Quenchs der On-Site Repulsion betrachtet. Als Observable wurde der Erwartungswert e,(t) des
Beitrages der Abstoung zwischen Bosonen auf demselben Gitterplatz als Funktion der Zeit bestimmt.
Durch Verwendung eines Variations-Monte-Carlo-Verfahrens in Realzeit (rt-VMC) konnten die erreichba-
ren Systemgroflen fiir das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell auf eine Kette mit periodischen Rand-
bedingungen und 200 Gitterpldtzen und fiir das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell auf ein Qua-
dratgitter mit periodischen Randbedingungen und 20 x 20 Gitterplitzen erweitert werden. Als Ansatz-
funktion fiir das Variations-Monte-Carlo-Verfahren wurde der Jastrowansatz verwendet [174]. Fiir das
eindimensionale Bose-Hubbard-Modell wurden die Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens mit
t-DRMG-Resultaten von Kollath verglichen. Wie in Abbildung 1.11 dargestellt zeigte sich eine sehr gute
Ubereinstimmung. In den anschlieBenden Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung nach den
Quenchs wurden fiir das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell Quenchs von U;/J = 2 zu Uy /J = 2.5,
3, 4, 12, 20 und 40 sowie fiir das zweidimensionale Bose-Hubbard-Modell Quenchs von U;/J = 4 zu
Us/J = 4.5, 5, 6, 20, 30 und 40 untersucht und die Resultate mit den groBkanonischen thermischen
Erwartungswerten verglichen. Wie Abbildung 1.12 entnommen werden kann, zeigte sich hierbei fiir die
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Abbildung 1.12: Zeitentwicklung des Erwartungswertes €,(¢) des Beitrages der Abstoung zwischen
Bosonen auf demselben Gitterplatz fiir (a) das eindimensionale Bose-Hubbard-Modell und (b) das zweidi-
mensionale Bose-Hubbard-Modell. Das eindimensionale System wird auf der Kette mit 200 Gitterpléitzen
mit periodischen Randbedingungen und den Anfangswerten U;/J = 2 betrachtet, das zweidimensionale
System auf dem Quadratgitter der Grofie 20 x 20 mit periodischen Randbedingungen und den Anfangswer-
ten U;/J = 4. Erwartungswerte geméf dem groflkanonischen Ensemble sind jeweils in grau eingezeichnet.
Die oberen Graphen zeigen jeweils Quenchs fiir den Bereich von Uy/J, fiir den Thermalisierung beobach-
tet wird, die unteren Graphen Quenchs fiir den Bereich, in dem Abweichungen auftreten. Die Abbildungen
wurden aus [44] entnommen.

drei schwachen Quenchprotokolle sowohl fiir das eindimensionale (Abbildung 1.12 (a)) als auch fiir das
zweidimensionale System (Abbildung 1.12 (b)) eine gute Ubereinstimmung, wihrend fiir die stirkeren
Quenchs in beiden Féllen Abweichungen von den thermischen Erwartungswerten beobachtet wurden.
Diese Beobachtungen stehen in Ubereinstimmung mit den Resultaten von Kollath et al. in [91]. Durch
das Variations-Monte-Carlo-Verfahren konnten dabei groflere Systeme untersucht werden. Dass fiir diese
die gleichen Abweichungen von thermischem Verhalten gefunden wurden wie in [91], spricht dafiir, dass
die Abweichungen nicht durch die endliche Systemgréfie hervorgerufen werden, sondern sie wie in [165]
erlautert eine dem System innewohnende Ursache haben miissen.

Die beschriebenen theoretischen Vorhersagen fiir das Bose-Hubbard-Modell konnten 2016 durch Kauf-
man et al. in [142] experimentell im Rahmen des ihnen zugénglichen Parameterbereiches bestétigt werden.
Untersucht wurde ein Bose-Einstein-Kondensat aus 8"Rb-Atomen in einem zweidimensionalen optischen
Gitter, welches durch den Bose-Hubbard-Hamiltonoperator beschrieben werden kann. Dabei konnten die
Tunnelkonstanten in z- und y-Richtung im Experiment individuell gesteuert werden, sodass der das
System beschreibende Hamiltonoperator von der Gestalt

ﬁ_{JZ( yz+1y+bz+1ubry)+‘]yz< yzy+1+bzy+1 )} Zn“/ gy = 1) (1'26)

war. Das Verhiltnis U/J konnte iiber einen weiten Bereich von U/J < 1 bis U/J > 1 reguliert werden.
Betrachtet wurde ein aus einem gréfieren Mott-Isolator mit einem Teilchen pro Gitterplatz isolierter Be-
reich von 2 x 6 - Gitterplatzen. Auf diese Weise wurden zwei identische Kopien einer Bose-Hubbard-Kette
mit freien Randbedingungen und jeweils 6 Gitterplédtzen erzeugt. Die Nichtgleichgewichtsrelaxation des
Systems wurde dadurch initiiert, dass das Tunneln in z-Richtung instantan eingeschaltet und das Tun-
neln in y-Richtung unterdriickt wurde. Ein Heraustunneln von Atomen an den Enden der beiden Ketten
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wurde durch Barrieren verhindert. Der Anfangszustand des Systems stellte somit einen hoch angeregten
Zustand des Systems nach dem Quench mit nicht verschwindendem Uberlapp mit einer grofien Anzahl
an Eigenzustdnden des Hamiltonoperators dar. Experimentell bestimmt wurde unter anderem die zeitli-
che Entwicklung der Verschriankungsentropie zwischen einem Subsystem und dem restlichen System fiir
Groflen des Subsystems von einem bis hin zu drei Gitterplitzen. Fiir die Einzelheiten des Messprozesses
sei auf [142] verwiesen. Die Werte der Verschrankungsentropie nach dem Quench haben hierbei eine gute
Ubereinstimmung zu den Werten im thermischen System gezeigt. Neben der Ubereinstimmung fiir diese
lokalen GroBen wurde auch eine Ubereinstimmung zwischen dem Erwartungswert des Wechselwirkungs-
anteils des Hamiltonoperators, welcher eine globale Observable darstellt, fiir das System nach dem Quench
und das thermische System beobachtet. Der in [142] untersuchte Parameterbereich von Uy/J umfasste
allerdings nur den Bereich, fiir den in den zuvor besprochenen theoretischen Studien von Kollath et al.
in [91] sowie von Carleo et al. in [98] Thermalisierung vorhergesagt wurde. Ein experimenteller Nachweis
der Abweichungen von thermischem Verhalten fiir groere Verhéltnisse Uy/J steht somit noch aus.

Transversales Ising-Modell (TFIM)

Das transversale Ising-Modell ist neben dem Bose-Hubbard-Modell eines der bedeutendsten Standardmo-
delle fiir quantenmechanische Vielteilchensysteme. Es beschreibt auf einem Gitter angeordnete Spin-1/2,
die sowohl untereinander als auch mit einem externen transversalen Feld wechselwirken. Der Hamilton-
operator des transversalen Ising-Modells hat die Form

] AT AT h ~z
<R,R’'> R

mit der Kopplungskonstante J zwischen nichstbenachbarten Spins und der Stérke h des externen trans-
versalen Feldes. Die Untersuchung des transversalen Ising-Modells stellt den Schwerpunkt der vorlie-
genden Dissertation dar. Es werden sowohl seine Zeitentwicklung nach verschiedenen Quenchprotokollen
als auch sein stationirer Zustand in ein sowie in zwei Dimensionen untersucht. Da das transversale
Ising-Modell in einer Dimension integrabel ist, beschrinken sich Untersuchungen zum Auftreten von
Thermalisierung auf das Modell in zwei Dimensionen. Hierbei ist festzuhalten, dass, obwohl es sich bei
dem transversalen Ising-Modell um ein Standardmodell der Quantenmechanik handelt, fiir die Nicht-
gleichgewichtsdynamik und den stationdren Zustand des zweidimensionalen Modells kaum FErgebnisse
vorliegen. Die einzigen bisher durchgefiihrten Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im
zweidimensionalen transversalen Ising-Modell erfolgten auf Grundlage der ETH [160, 171]. Die Diskus-
sion der genannten Resultate sei an dieser Stelle zuriickgestellt. Sie erfolgt in einem spéteren Kapitel
der vorliegenden Dissertation zu Beginn der Betrachtungen zum zweidimensionalen transversalen Ising-

Modell.

Thermalisierung in weiteren nichtintegrablen Systemen

Bevor sich dem transversalen Ising-Modell zugewandt wird, soll abschlieend noch auf weitere Studien
zu Thermalisierung in nichtintegrablen quantenmechanischen Vielteilchensystemen eingegangen werden.
Diese gehen zuriick auf Gogolin et al. [175], Larson [152] und Hamazaki et al. [164].

Gogolin et al. haben in [175] das Auftreten von Equilibrierung ohne Thermalisierung in Systemen unter-
sucht, die in Subsystem und Bad aufgeteilt sind. Hierunter ist zu verstehen, dass alle lokalen Observablen
zwar equilibrieren, jedoch fiir alle Zeiten die Erinnerung an ihre Anfangswerte behalten, die reduzierte
Dichtematrix des Subsystems also nicht thermisch wird fiir unendlich lange Zeiten. In diesem Zusam-
menhang wurde von ungefdhren Erhaltungsgréfien gesprochen. Diese kénnen auch in nichtintegrablen
Systemen existieren. Als Ursache hierfiir wurde eine fehlende Verschrinkung in der Energieeigenbasis
genannt und als Beispiel fiir ein derartiges System die Spin-1/2-XYZ-Kette mit freien Randbedingungen
und zufiillig gewihlten Kopplungen und Feldern betrachtet, beschrieben durch den Hamiltonoperator

—1 N
a= (JFo767 0 + T 616t + J76i6740) +Zhi6i2 : (1.28)
i=1 1=1

Die Untersuchungen von Gogolin et al. zeigen somit unter anderem, dass auch die Einfithrung von Un-
ordnung im System nicht zwingend zum Auftreten von Thermalisierung fiihrt.
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Abbildung 1.13: (a) Von Hamazaki et al. betrachtete Realisierungen des Systems von Hard-Core-
Bosonen auf Dreiecksgittern. System (i) weist eine extensive Anzahl lokaler Symmetrien auf (Symmetrien
in jeder Dreiecksebene), System (ii) eine globale Za-Symmetrie und System (iii) eine endliche Zahl lokaler
Symmetrien (Symmetrien nur in endlich vielen Dreiecksebenen). (b) Zeitlicher Verlauf des Erwartungswer-
tes (fp1) in System (i). 7p1 misst dabei die Anzahl an Hard-Core-Bosonen mit Impuls (k, = 0,k, = 7).
Der stationiire Zustand des Systems kann mit hoher Genauigkeit durch das verallgemeinerte Gibbs-
Ensemble beschrieben werden, wohingegen sich starke Abweichungen zum kanonischen Gibbs-Ensemble

zeigen. Die Abbildungen wurden aus [164] entnommen. Reprinted with permission from Hamazaki et al.,
Physical Review E 93, 032116, 2016. Copyright 2016 by the American Physical Society.

Larson hat in [152] das getriebene Rabi-Modell
H=0h+ %&z +g (ET + 8) Ga + A6, (1.29)

untersucht, welches aus einem Spin-1/2 gekoppelt an einzelne bosonische Mode besteht. Hierbei ist w die
Energieliicke zwischen den beiden Zustidnden des Spins, g die Kopplung zwischen dem Spin und der bo-
sonischen Mode und A der duflere Antrieb, durch den die Zsy-Spin-Umklapp-Symmetrie aufgehoben wird.
Der Quench, durch den das System aus dem Gleichgewicht gebracht wurde, betraf sowohl den Antrieb
als auch die Kopplung des Spins an die bosonische Mode. Das Resultat von Larson bestand auch hier in
der Beobachtung von Abweichungen von Thermalisierung.

AbschlieBend seien noch die Untersuchungen von Hamazaki et al. in [164] genannt, die sich mit dem Ein-
fluss von Symmetrien innerhalb eines nichtintegrablen Systems auf das Auftreten von Thermalisierung
befassen. Zu diesem Zweck wurde ein kiinstliches Modell betrachtet, welches aus Hard-Core-Bosonen auf
einem System aus verbundenen Dreiecksgittern bestand. Uberginge waren dabei zwischen den Positionen
innerhalb jedes Dreiecks und zwischen benachbarten Dreiecken mdoglich. Das Modell ist nichtintegrabel
und die in ihm vorhandenen Symmetrien konnten leicht durch Anderung der Kopplungen zwischen den
Positionen beeinflusst werden. Hamazaki et al. haben auf diese Weise insgesamt drei Fille realisiert: ein
System mit einer extensiven Anzahl lokaler Symmetrien (Symmetrien in jeder Dreiecksebene), ein System
mit einer globalen Zo-Symmetrie und ein System mit einer endlichen Zahl lokaler Symmetrien (Symmetri-
en nur in endlich vielen Dreiecksebenen). Dies ist in Abbildung 1.13 (a) veranschaulicht. Wie Abbildung
1.13 (b) entnommen werden kann, konnte im Fall (i) mit einer extensiven Anzahl lokaler Symmetrien
der stationdre Zustand des Systems mit hoher Genauigkeit durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble
beschrieben werden, auf das im Folgenden bei den Betrachtungen zu integrablen Systemen noch einge-
gangen werden wird. Weiterhin konnte gezeigt werden, dass die ETH in jedem Symmetriesektor erfiillt
ist. In den anderen beiden Fillen hingegen konnte gezeigt werden, dass das kanonisches Gibbs-Ensemble
zur Beschreibung des stationéiren Zustandes geeignet ist. Die Studien von Hamazaki et al. zeigen somit,
dass auch die innerhalb eines quantenmechanischen Vielteilchensystems vorhandenen Symmetrien einen
wesentlichen Einfluss auf das Auftreten von Thermalisierung haben kénnen.

Die genannten Arbeiten stellen nur einen kleinen Ausschnitt der Forschungen auf dem Gebiet des Auftre-
tens von Thermalisierung in nichtintegrablen quantenmechanischen Vielteilchensystemen dar, verdeutli-
chen jedoch bereits die Komplexitidt der Thematik. Als zentrale Aussage kann dabei festgehalten werden,
dass aus der Nichtintegrabilitdt eines quantenmechanischen Vielteilchensystems nicht unmittelbar ge-
folgert werden kann, dass es thermalisiert. Zusammenfassungen des aktuellen Standes der Forschung
zum Auftreten von Thermalisierung in quantenmechanischen Vielteilchensystemen kénnen beispielsweise
in [176,177] gefunden werden. Weiterhin haben die vorangegangenen Betrachtungen gezeigt, dass auf-
grund der Komplexitdt der Berechnungen sowie des hohen numerischen Aufwandes nur wenige Studien
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zum Auftreten von Thermalisierung in nichtintegrablen Systemen existieren, die auf der expliziten Be-
rechnung der Zeitentwicklung der Systeme beruhen und Systemgrofien jenseits des mittels numerischer
Integration der Schrodingergleichung erreichbaren Bereiches betrachten. Hierzu gehoren die bereits be-
sprochenen Untersuchungen von Kollath et al. des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells mithilfe der
Anwendung einer zeitabhiingigen Dichtematrixrenormierungsgruppe in [91] sowie die Untersuchungen von
Carleo et al. des ein- und des zweidimensionalen Bose-Hubbard-Modells mithilfe eines Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens in Realzeit in [98]. Neben diesen bereits genannten Studien existieren noch Studien
von Konstantinidis der antiferromagnetischen anisotropen Heisenberg-Kette mithilfe einer Chebyshev-
Polynomialentwicklung [178,179]. In hoheren Dimensionen liegen Resultate fiir einen d-dimensionalen
effektiven O(N)-Hamiltonoperator auf Grundlage eines Verfahrens basierend auf Renormierungsgruppen
vor [123-125], jedoch kann dieses Verfahren nur nahe dynamischer kritischer Punkte angewendet werden.

Integrable Systeme und das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble

Nach den Betrachtungen zu nichtintegrablen Systemen soll nun auf integrable Systeme eingegangen wer-
den. Ein Uberblick iiber den aktuellen Stand der Forschung bzgl. der Nichtgleichgewichtsdynamik inte-
grabler Systeme kann beispielsweise in [128] gefunden werden. Aufgrund der neben der Gesamtenergie
vorhandenen zusétzlichen Erhaltungsgrofien ist fiir integrable Systeme a priori klar, dass sie nicht ther-
malisieren konnen. Zur Beschreibung ihres stationéiren Zustandes hat sich das von Rigol et al. in [106]
eingefiihrte verallgemeinerte Gibbs-Ensemble (Generalized Gibbs Ensemble, GGE) etabliert, welches die
zusitzlichen Erhaltungsgrofien des Systems mitberiicksichtigt. Der Dichteoperator des verallgemeinerten
Gibbs-Ensembles lautet

1
ZGGE

pace = e Pt it Zaap =Sp{e 20 und (L, B =0, (130)
Zggg ist die Zustandssumme des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles. Die mit dem Hamiltonoperator

kommutierenden Operatoren I,, beschreiben die weiteren Erhaltungsgrofien des Systems neben der Ge-
samtenergie. Es ist somit

(L), = (W10 (1)) = (V(to)] e =10 [ e =1 W (t0)) = (W(to) L] W (ko)) = (Ln),, - (1.31)

Die Lagrange-Multiplikatoren 3 und M, sind eindeutig durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Mit-
hilfe des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles konnten unter anderem Hard-Core-Bosonen auf Gittern
[97,106-110], freie Bosonen ausgehend von einem thermischen Zustand [114], das eindimensionale Bose-
Gas [180], das g-Bosonen-Modell [118] sowie das eindimensionale transversale Ising- und XY-Modell
[45, 68] beschrieben werden. In sogenannten freien Theorien, d. h. Systemen mit Hamiltonoperatoren,
die durch Transformation auf das System ihrer Eigenmoden diagonalisiert werden kénnen, wird das
verallgemeinerte Gibbs-Ensemble oftmals iiber die unter der unitédren Zeitentwicklung erhaltenen Beset-
zungszahlen der einzelnen Moden ausgedriickt [107]. Bezeichnet 7, den Operator, der die Besetzungszahl
der k-ten Mode misst, und pg den zugehorigen Lagrange-Multiplikator, so kann das verallgemeinerte
Gibbs-Ensemble geméf [128] in der Form

1
ZGGE

PCGE = e~ Lk MR it Zagp = Sp {e_ 2k “"ﬁ’“} und [ka, .F:T] =0 (1.32)

geschrieben werden. Der Zusammenhang zwischen den extensiven Erhaltungsgrofien I, und den Beset-
zungszahlen 7y der Moden ist in [128] fiir ein fermionisches Tight-Binding-Modell erldutert. Wesentlich ist
hierbei eine lineare Beziehung der Erhaltungsgréfien zu den Besetzungszahlen. Es gilt jedoch zu beachten,
dass es auch Félle gibt, in denen lokale Erhaltungsgrofien existieren, die nicht iiber die Besetzungszahlen
ausgedriickt werden kénnen. Als Beispiel hierfiir ist in [128] wiederum das fermionische Tight-Binding-
Modell mit einer bestimmten Wahl der Parameter angegeben. Das eindimensionale transversale Ising-
und XY-Modell kénnen ebenfalls als freie fermionische Theorien formuliert werden. Auf die in [45, 68]
erlduterte Darstellung ihres stationéren Zustandes mithilfe des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles iiber
die Besetzungszahlen der Moden wird im weiteren Verlauf der Dissertation an geeigneter Stelle eingegan-
gen werden. Ein Review-Artikel iiber das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble fiir integrable Systeme auf
einem Gitter kann in [181] gefunden werden.
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In seiner urspriinglichen Definition beriicksichtigt das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble nur lokale Erhal-
tungsgrofen. Lokale Erhaltungsgrofien sind Erhaltungsgrofien, zu deren Beschreibung im verallgemeiner-
ten Gibbs-Ensemble lokale Operatoren verwendet werden. Neue Erkenntnisse der letzten Jahre zeigen,
dass die Beschreibung des stationéren Zustandes durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble in seiner
urspriinglichen Form mit ausschliefllich lokalen Erhaltungsgréfien in Abhéngigkeit von dem betrachte-
ten System nicht vollstindig ist und erweitert werden muss. So konnte fiir das anisotrope Spin-1/2-
Heisenberg-Modell (XXZ-Modell) [72,74-77] und das Lieb-Liniger-Modell [77] gezeigt werden, dass das
verallgemeinerte Gibbs-Ensemble unter Beriicksichtigung ausschliefflich lokaler Erhaltungsgréfien den sta-
tionédren Zustand des Systems nicht korrekt beschreibt. Als Grund fiir die beobachteten Abweichungen
stellte sich das Vorhandensein bis dato unbekannter quasilokaler Erhaltungsgrofien heraus, die ebenfalls
im verallgemeinerten Gibbs-Ensemble beriicksichtigt werden miissen. Ihre Existenz wurde beispielsweise
fiir verschiedene feldtheoretische Modelle [182] sowie fiir das anisotrope Spin-1/2-Heisenberg-Modell [183]
nachgewiesen. Eine Zusammenfassung zu quasilokalen Erhaltungsgrofen kann in [184] gefunden werden.

Theorem von Doyon

Die zuvor genannten Resultate fiihrten 2015 zur Formulierung einer mathematischen Theorie zum Auf-
treten verallgemeinerter Thermalisierung in quantenmechanischen Vielteilchensystemen durch Doyon
in [185]. Diese beinhaltet ein Theorem, welches im Folgenden als das Theorem wvon Doyon bezeichnet
werden wird und das angibt, unter welchen Voraussetzungen in quantenmechanischen Vielteilchensyste-
men im thermodynamischen Limes verallgemeinerte Thermalisierung auftritt und wie das verallgemei-
nerte Gibbs-Ensemble zur Beschreibung ihres stationdren Zustandes unter Beriicksichtigung quasilokaler
Erhaltungsgréflen zu konstruieren ist. Es kann sowohl auf nichtintegrable als auch auf integrable Systeme
auf hyperkubischen Gittern beliebiger Dimensionalitét in translationsinvarianten Zustdnden angewendet
werden, sofern ihre Hamiltonoperatoren nur Wechselwirkungsterme endlicher Reichweite enthalten. Im
Falle nichtintegrabler Systeme reduziert sich die Aussage des Theorems auf das Auftreten von Therma-
lisierung gem#f dem kanonischen Gibbs-Ensemble. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit des Theorems
von Doyon sind hinreichend starke Clustereigenschaften des Systems, d. h. Korrelationen zwischen Posi-
tionen des Gitters miissen hinreichend schnell mit der Entfernung abfallen. Unter anderem wird in [185]
gezeigt, dass diese Bedingung fiir einen exponentiellen Abfall der Korrelationen mit dem Abstand der
Spins erfiillt ist. Fiir die Details des Theorems sei auf [185] verwiesen. Seine Anwendung auf das zweidi-
mensionale transversale Ising-Modell sowie die sich aus ihm ergebenden Vorhersagen zum Auftreten von
Thermalisierung in diesem werden zu Beginn der Betrachtungen zum zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell besprochen.

Quench Action Approach

Ein weiteres Verfahren zur Untersuchung des stationéren Zustandes integrabler quantenmechanischer
Vielteilchensysteme stellt der Quench Action Approach dar, der 2013 in [51] von Caux und Essler fiir das
eindimensionale transversale Ising-Modell entwickelt wurde. Seitdem wurde das Verfahren von Brockman
et al. in [79] sowie von Mestyan et al. [80] zur Untersuchung des stationéiren Zustandes des Heisenberg-
Modells genutzt. Review-Artikel zum Quench Action Approach kénnen in [186,187] gefunden werden.

Bemerkung: Bedeutung des thermodynamischen Limes

Vor Beginn der konkreten Betrachtungen zum transversalen Ising-Modell in den folgenden Kapiteln sei
noch darauf hingewiesen, dass eine echte Equilibrierung des Systems nur im thermodynamischen Limes
auftreten kann. Fiir endliche Systemgrofien wird es immer periodisch mit der Zeit auftretende Rekurrenz
und Revivals geben. Dies wurde beispielsweise bereits in Abbildung 1.6 angedeutet, indem der Erwar-
tungswert der Observable um seinen zeitlichen Mittelwert oszilliert, wobei die Amplitude der Oszillationen
ebenfalls zeitabhéingig ist. In der Abbildung beeinflussen die Oszillationen den zeitlichen Mittelwert zwar
nicht, sofern die Zeitmittelung iiber ein hinreichend langes Zeitintervall erfolgt, jedoch sind sie dafiir ver-
antwortlich, dass in endlichen Systemen nur Equilibrierung im zeitlichen Mittel moglich ist. Die folgenden
Erlduterungen zur Bildung des thermodynamischen Limes und der Definition von Thermalisierung ori-
entieren sich an den Ausfithrungen von Sirker et al. in [161].

Zur Untersuchung des stationdren Zustandes eines quantenmechanischen Vielteilchensystems wird sein
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Zustand im Limes ¢t — oo betrachtet. Da zur Untersuchung des Systems zum Auftreten von Therma-
lisierung ebenfalls die Bildung des thermodynamischen Limes N — oo erforderlich ist, erweist sich die
Reihenfolge der Grenzwertbildung von ¢ — co und N — oo als von entscheidender Bedeutung. Der ther-
modynamische Limes muss hierbei zuerst gebildet werden und erst im Anschluss daran der Grenzwert
unendlich langer Zeiten. In Simulationen hingegen ist es leichter, zunéchst fiir verschiedene Systemgrofien
sehr lange Zeiten zu betrachten und anschlieend durch Vergleich der Resultate mittels Finite-Size-Scaling
auf das System im thermodynamischen Limes zu schlieflen. Um ein System numerisch auf das Auftreten
von Thermalisierung untersuchen zu kénnen, gilt es somit, die Frage zu kldaren, ob

lim lim (0), = lim O, (1.33)

t—oo N—oo N— 00
d. h. ob der Gleichgewichtswert erhalten werden kann, indem zuerst iiber die Zeit gemittelt und erst
anschliefend der thermodynamische Limes gebildet wird. Diese Gleichheit ist in der Tat nicht allgemein
gegeben, sondern hidngt von dem betrachteten quantenmechanischen System ab. Ein explizites Gegen-
beispiel ist, wie in [188] gezeigt wurde, das eindimensionale transversale Ising-Modell. Dies werden auch
die Resultate fiir das eindimensionale transversale XY-Modell im Rahmen der vorliegenden Dissertation
zeigen. Fiir grofle nichtintegrable Systeme hingegen wie beispielsweise das zweidimensionale transversale
Ising-Modell auf einem hinreichend grofien Quadratgitter kann nach [189] davon ausgegangen werden,
dass <(§>t immer nahe bei O liegt, d. h. nur eine geringe Varianz des zeitlichen Mittelwertes besteht und
die Reihenfolge der Grenzwertbildung keine Rolle spielt. Dies werden auch die Resultate fiir die Zeitent-
wicklung verschiedener Observablen im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell zeigen. Ausgehend
von diesen Uberlegungen haben Sirker et al. in [161] die folgenden Bedingungen fiir das Auftreten von
Thermalisierung in quantenmechanischen Vielteilchensystemen formuliert:

(i) (O), wird im Limes t — 0o zeitunabhiingig und stimmt mit O {iberein.

(ii) O stimmt mit dem Erwartungswert des Systems gem#f dem kanonischen Gibbs-Ensemble (Therma-
lisierung) bzw. gemiss dem verallgemeinerten Gibbs-Ensemble (verallgemeinerte Thermalisierung)
bei der iiber die Exzessenergie im System bestimmten effektiven Temperatur T.g tiberein.

Diese miissen fiir alle lokalen Observablen fiir das System im thermodynamischen Limes erfiillt sein. Da
im Rahmen numerischer Untersuchungen nur Systeme endlicher Grofle sowie endliche Zeiten betrachtet
werden kénnen, wird somit insbesondere bei der Betrachtung des nicht analytisch 16sbaren zweidimensio-
nalen transversalen Ising-Modell das Ziel darin bestehen, moglichst grofie Systeme iiber moglichst lange
Zeitintervalle zu simulieren und durch den Vergleich verschiedener Systemgrofien Riickschliisse auf das
System im thermodynamischen Limes zu ziehen.
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2 Das transversale Ising- und XY-Modell

Das Ising-Modell geht auf Ernst Ising zuriick, der es auf Anregung seines Doktorvaters Wilhelm Lenz
im Jahre 1924 erstmals untersuchte [190]. In seiner urspriinglichen Formulierung stellte das Ising-Modell
ein klassisches Modell dar, dessen Intention die Beschreibung des Ferromagnetismus in Festkérpern war.
Es umfasste klassische Spins, genannt Elementarmagnete, die in einer Dimension entlang einer linearen
Kette bzw. in hcheren Dimensionen auf einem Gitter angeordnet sind. Eine Wechselwirkung wurde dabei
nur zwischen unmittelbar benachbarten Spins angenommen. Mit der Entwicklung der Quantenmecha-
nik in den folgenden Jahren entstand auch eine quantenmechanische Formulierung des Ising-Modells,
die Systeme aus Spin-1/2 beschreibt. Diese weisen im Gegensatz zu den klassischen Elementarmagneten
keine kontinuierliche Orientierung auf, sondern befinden sich in einem der zwei méglichen Zusténde up
und down. Eine Wechselwirkung zwischen den Spins besteht hierbei in z-Richtung zwischen néchsten
Nachbarn. In einer Dimension ist das quantenmechanische Ising-Modell exakt 16sbar. Infolgedessen ent-
wickelte es sich im Laufe der Zeit zu einem Standardmodell der theoretischen Quantenmechanik fiir
Vielteilchensysteme aus Spin-1/2, an dem neue Konzepte erprobt wurden. Weiterhin entstanden Verall-
gemeinerungen, die beispielsweise die Anwesenheit eines externen transversalen Feldes beriicksichtigen
(transversales Ising-Modell), langreichweitige Kopplungen zwischen Spins umfassen (langreichweitiges
Ising-Modell) oder eine Wechselwirkung der Spins nicht nur in z-Richtung, sondern auch in y-Richtung
betrachten (XY-Modell). Die exakte Losbarkeit des Systems in einer Dimension bleibt dabei sowohl fiir
das transversale Ising-Modell als auch fiir das transversale XY-Modell erhalten.

Die im einleitenden Kapitel genannten Studien der Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen Ising-
und XY-Modells sind abgesehen von den Arbeiten von Barouch und McCoy [63-66] alle jiingeren Da-
tums. Frithere Untersuchungen haben sich vor allem mit den Gleichgewichtseigenschaften der Systeme
beschéftigt. Von besonderer Bedeutung fiir die Untersuchung des eindimensionalen Systems ist dabei eine
Arbeit von Lieb, Schultz und Mattis aus dem Jahre 1961 [191], in der ein Verfahren entwickelt wurde, um
den Hamiltonoperator des eindimensionalen XY-Modells ohne Transversalfeld zu diagonalisieren. Dieses
Verfahren kann auf beliebige quadratische Formen von Fermioperatoren angewendet werden. Unter ande-
rem hat es Pfeuty 1970 in [192] verwendet, um das transversale Ising-Modell in einer Dimension zu studie-
ren, fiir das elementare Anregungen des Systems, die Grundzustandsenergie sowie Korrelationsfunktionen
betrachtet wurden. Weiterhin bildete das Verfahren die Grundlage des Vorgehens von Barouch und Mc-
Coy zur Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen XY-Modells in einer Dimension
in [63-66]. Aufgrund seiner grofien Bedeutung zur analytischen Losung des eindimensionalen transversa-
len Ising- und XY-Modells sowie zur Bestimmung der Zeitentwicklung wird auf das Verfahren von Lieb,
Schultz und Mattis im weiteren Verlauf der Dissertation noch detailliert eingegangen werden. Weitere
Studien beschiftigten sich mit dem Grundzustand des eindimensionalen transversalen Ising-Modells und
dem Verlauf seines Ordnungsparameters und der Korrelationsfunktionen in der Umgebung des kritischen
Punktes [193,194]. Weiterhin wurde der Einfluss der Temperatur auf die Korrelationen im transversalen
Ising-Modell [195] sowie im XY-Modell [196] untersucht. Ebenfalls intensiv untersucht wurden die spon-
tane Magnetisierung und Korrelationsfunktionen des zweidimensionalen Ising-Modells [197-203]. Neben
den Korrelationsfunktionen befassen sich jiingere Studien mit Verschrinkung zwischen Spins. Diese wurde
beispielsweise in den Jahren 2003 und 2004 in [204,205] fiir das eindimensionale transversale X'Y-Modell
untersucht.

Neben der Beschreibung des Ferromagnetismus in Festkorpern kénnte dem transversalen Ising-Modell in
Zukunft auch eine wesentliche Rolle bei der in der Einleitung beschriebenen Entwicklung von Quanten-
computern zukommen. Die Spin-1/2 kénnen mit Qubits identifiziert werden. Dies wurde beispielsweise
in [59] durch Navez et al. gemacht, die die Zeitentwicklung der Verschrinkung zweier Qubits in einem
Quantenregister mithilfe des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells unter Verwendung einer Lar-
ge Coordination Number Expansion beschrieben haben. Da jedoch noch insbesondere in Bezug auf die
Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen Ising-Modells in hoheren Dimensionen nur wenige Resulta-
te vorliegen und noch viele offene Fragen bestehen, stellt die Untersuchung des transversalen Ising-Modells
auch in der heutigen Zeit ein wichtiges Forschungsgebiet dar.

Im Rahmen der vorliegenden Dissertation wird die Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen XY-
Modells in einer Dimension auf einer Kette der Linge L mit freien (lineare Kette) bzw. periodischen
Randbedingungen (geschlossene Kette) sowie die Nichtgleichgewichtsdynamik des transversalen Ising-
Modells in zwei Dimensionen auf einem Quadratgitter der Kantenlénge L mit periodischen Randbedin-
gungen (Torus) untersucht. Eine Wechselwirkung bestehe dabei nur zwischen néchsten Nachbarn. Der

25



TABELLENVERZEICHNIS

Hamiltonoperator des Systems kann allgemein in der Form

R J 149 e 1=7 .44 h
H= -3 Z { 5 TROR + — TRORs —3 ZUR (2.1)
<R,R'> R

Hint Hext

geschrieben werden. Dabei ist R € {1,2,...,L}? mit d € {1,2} der Dimensionalitit des Systems. Der
erste Summand Hiy, beschreibt die Wechselwirkung der Spins untereinander mit der Kopplungskonstante
J > 0. Die Summation l&uft tiber alle Paare von néchsten Nachbarn. Die Konstante 0 < v < 1 beschreibt
die Anisotropie der Wechselwirkung zwischen den Spins. Fiir das Ising-Modell ist v = 1, d. h. die Wech-
selwirkung zwischen den Spins in y-Richtung verschwindet und es besteht nur eine Wechselwirkung in
z-Richtung. Vom XY-Modell spricht man fiir 0 < v < 1. Es gehort der gleichen Universalitéitsklasse an
wie das Ising-Modell. Verschwindet die Anisotropie, d. h. ist v = 0, so ist die Wechselwirkung der Spins
in z-Richtung genauso stark wie in y-Richtung. In diesem Fall spricht man vom XX-Modell, welches
einer anderen Universalititsklasse angehort als das Ising- und das XY-Modell. Der zweite Summand H ext
beschreibt die Wechselwirkung der Spins mit dem externen transversalen Feld, dessen Stéarke durch A > 0
gegeben ist. Die Operatoren 6%, 65 und 6§ sind die Pauli-Spinoperatoren [206] fiir die Position R, deren
Matrixdarstellungen in der Basis der Eigenzusténde von 6§ lauten:

e (0 1 v (0 = . (1 0
TR S N ) IR

Die Gesamtzahl der Spins im System werde mit N bezeichnet. In einer Dimension ist somit N = L
und in zwei Dimensionen N = L2. Da das System aus Spin-1/2 besteht, ist der Hilbertraum # von der
Dimension dim(#H) = 2V, wiichst also exponentiell mit der Systemgréfie.

Als Basis zur Beschreibung des Zustandes des Systems wird die x-Basis {|x)} verwendet. Darunter ist die
Basis des Hilbertraumes zu verstehen, die aus den Eigenzustinden des Operators DT = [Ig 6& besteht.
In dieser fragt der Pauli-Spinoperator 6§ die Orientierung des Spins an der Position R ab, wohingegen
die Pauli-Spinoperatoren 65 und 6% den Spin an der Position R umklappen und im Falle von 63 noch
eine Phase hinzufiigen:

Sowohl das transversale Ising-Modell als auch das transversale XY-Modell weisen eine globale Zs-Spin-
Umklapp-Symmetrie 6% — —6%, 6p — —0g und 6 — 6§ auf. Diese wird durch den unitiren Operator
27 = [Ig 6& vermittelt. Wegen [H,%%] = 0 ergibt sich $*H%* = H. Weiterhin besitzt insbesondere
das Modell in zwei Dimensionen auf dem Quadratgitter mit periodischen Randbedingungen ausgeprigte
rdumliche Symmetrien. Hierzu gehéren Translations-, Rotations- und Spiegelsymmetrien. Die Erzeuger
der Symmetrietransformationen kénnen aus den unitdren Transpositionsoperatoren TR,R’ = %(]Al + OR -
31{/) gebildet werden, die jeweils zwei Gitterplitze vertauschen 6% <> 0%/, O > O und g <> 0g -
Bei der Konstruktion der Erzeuger ist darauf zu achten, dass sie ebenfalls mit dem Hamiltonoperator
kommutieren miissen.

Ferromagnetische Ordnung und Phasendiagramm

Das transversale Ising-Modell zeigt im thermodynamischen Limes einen Phaseniibergang zwischen ei-
ner ferromagnetischen Phase mit langreichweitiger Ordnung und einer ungeordneten paramagnetischen
Phase. Die ferromagnetische Ordnung entsteht durch spontane Symmetriebrechung der globalen Z,-Spin-
Umklapp-Symmetrie im thermodynamischen Limes. Tritt keine spontane Symmetriebrechung auf, d. h.
werden endliche Systeme betrachtet bzw. das System im thermodynamischen Limes in der paramagneti-
schen Phase, so sind die Eigenzustdnde des Hamiltonoperators auch Eigenzusténde von 3% und bleiben
es unter unitédrer Zeitentwicklung. Hierbei ist zwischen Eigenzustdnden mit gerader und ungerader Sym-
metrie zu unterscheiden. Die geraden Eigenzustinde von H sind Eigenzustéinde von 37 zum Eigenwert
+1, die ungeraden Eigenzustdnde von H sind Eigenzustéinde von 3% zum Eigenwert —1. Im Falle des
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eindimensionalen Modells wird sich zeigen, dass die Symmetrie eines Eigenzustandes durch die Anzahl
der angeregten Moden bestimmt ist. Im Falle einer geraden Anzahl an Anregungen ist der Zustand
gerade, im Falle einer ungeraden Anzahl ungerade. Der Grundzustand liegt somit im Unterraum der
geraden Eigenzustdnde. Im thermodynamischen Limes sind die Eigenzustidnde des Hamiltonoperators in
der ferromagnetischen Phase aufgrund der spontanen Symmetriebrechung keine Eigenzustdnde von 32
mehr und der Grundzustand ist energetisch zweifach entartet. Die beiden Zustinde werden mit [W7)
bezeichnet und durch die Wirkung des Operators * ineinander iiberfiihrt: 3% |\IJ§> = |¥). Das System
wird aus diesem Grund in der ferromagnetischen Phase als gapless bezeichnet. In endlichen Systemen
liegen fiir die Bereiche des Phasendiagramms, in denen im thermodynamischen Limes ferromagnetische
Ordnung auftritt, der Grundzustand und der erste angeregte Zustand energetisch nahe beieinander mit
einer grofleren Energieliicke zum néchsthoheren angeregten Zustand, wobei die Energiedifferenz zwischen
dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand mit zunehmender Systemgrofie verschwindet. In
der paramagnetischen Phase ist der Grundzustand nicht entartet. Zwischen ihm und dem ersten angereg-
ten Zustand besteht unabhéngig von der Systemgrofle eine Energieliicke. Das System wird infolgedessen
als gapped bezeichnet. Der Ordnungsparameter des Phaseniiberganges zwischen der ferromagnetischen
und der paramagnetischen Phase ist der Erwartungswert des Operators der Magnetisierung pro Spin in
z-Richtung

~T 1 AT
K :NER:UR’ (2.4)

der im Grundzustand |[¥ZF) bzw. |WUo) des Systems gebildet wird. Fiir periodische Randbedingungen
geniigt die Betrachtung des Erwartungswertes von o fiir eine einzelne Position des Systems. Der Operator
" ist ungerade in Bezug auf die Zs-Spin-Umklapp-Symmetrie, da 3= [ﬂf]z = —[". Sein Erwartungswert
ist somit verschieden von null in der ferromagnetischen Phase aufgrund der spontanen Symmetriebre-
chung und verschwindet in der paramagnetischen Phase.

Da in endlichen Systemen keine spontane Symmetriebrechung auftritt, verschwindet in diesen der Er-
wartungswert der Magnetisierung in Eigenzustdnden des Hamiltonoperators. Aus diesem Grund wird in
endlichen Systemen der sogenannte lokale Ordnungsparameter betrachtet, der auch als lokale Magne-
tisierung bezeichnet wird. Bei ihm handelt es sich ebenfalls um den Erwartungswert von og fiir eine
einzelne Position des Systems, jedoch erfolgt die Betrachtung in Gegenwart eines Longitudinalfeldes hy
im Grenzfall verschwindenden Feldes:

mg = lim (Vgolog|Po) . 2.5
r = lim (Volog|Vo) (2.5)
Durch das Longitudinalfeld ergibt sich eine Vorzugsrichtung der Spins, aufgrund derer die Symmetrie
gebrochen wird und der Erwartungswert auch fiir endliche Systemgrsfie nicht verschwindet. In [198] wurde
gezeigt, dass der lokale Ordnungsparameter an der Position R als das folgende Nebendiagonalelement
von 0 geschrieben werden kann:

mg = (Yolog|¥1) . (2.6)

|¥,) ist der erste angeregte Zustand des Systems. In der ferromagnetischen Phase weisen Operatoren,
die die beiden energetisch niedrigsten, dicht beieinander liegenden Eigenzustdnde des Hamiltonoperators
koppeln, langreichweitige Korrelationen auf [207]. Die lokale Magnetisierung geméf (2.6) kann daher als
Ordnungsparameter fiir den Phaseniibergang von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase
genutzt werden. Fiir periodische Randbedingungen ist der lokale Ordnungsparameter unabhéingig von
der konkreten Position R. Fiir das System mit freien Randbedingungen treten fiir hinreichend grofle
Kettenldnge nur nahe des Randes Abweichungen vom Wert in der Mitte der Systems auf.

Fiir h = 0 ergeben sich energetische Entartungen der Eigenzusténde des Hamiltonoperators. Der Grund-
zustand ist energetisch zweifach entartet. Fiir das endliche System ohne Symmetriebrechung ist somit
unter Beachtung der Tatsache, dass die Zustdnde Eigenzustinde von 32 sind,

1
o) = ﬁ(m...mﬁlu...wx) , (2.7a)
_ 1
05 = ﬁ(m...mflu...wx) . (2.7b)

27



TABELLENVERZEICHNIS

Abbildung 2.1: Doppeltlogarithmische Auftragung
. des Wertes der unteren Schranke g ., des Betra-
e ges der Magnetisierung gemif (2.12) in Abhingigkeit
~ von der Systemgrofle N. Wie der durch die rote Gera-
- de dargestellte Least-Square-Fit mit a - N~1/2 zeigt,
~ ist der Wert von pf ., umgekehrt proportional zur
e Wurzel der Systemgrofle.
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|Wi) ist Eigenzustand des Operators 3% zum Eigenwert +1 und |¥,) Eigenzustand zum Eigenwert
—1. Bei der Berechnung der lokalen Magnetisierung wird |Ug) = |¥o) und |¥;) = |¥;) gesetzt. Im
thermodynamischen Limes hingegen ist fiir h = 0

W) = 111, (2.82)
W) = o, (2.8b)

sodass wie gefordert 7 |UF) = |UF) gilt.

Ist die Berechnung des Matrixelements des lokalen Ordnungsparameters nicht moglich, da der erste an-
geregte Zustand nicht bekannt ist oder Erwartungswerte fiir das System bei endlicher Temperatur 7" > 0
mithilfe des im weiteren Verlauf der vorliegenden Dissertation beschrieben Monte-Carlo-Algorithmus
bestimmt werden, so wird statt der lokalen Magnetisierung der Betrag der Magnetisierung 4% als Ord-
nungsparameter verwendet. Der Operator jif; ergibt sich aus i gemé&f3

At =[xl x| )] - (2.9)

X

Bei der Bestimmung des Betrages der Magnetisierung eines Zustands |¥) des Systems wird dieser also in
der x-Basis dargestellt und jedem Basiszustand der Betrag seiner Magnetisierung zugewiesen. Hierbei gilt
es zu beachten, dass der Erwartungswert von jiff im Grundzustand in der paramagnetischen Phase nicht
verschwindet, sondern gegen eine von der Systemgrofie abhéingige untere Schranke pp ., konvergiert, je
weiter sich das System von der ferromagnetischen Phase entfernt. Der Erwartungswert des Betrages der
Magnetisierung liegt also im Intervall [;ﬂé’min, 1]. Um zu erreichen, dass das Intervall unabhéingig von der
Systemgrofe wird und der Erwartungswert wie fiir einen Ordnungsparameter gefordert im Intervall [0, 1]
liegt, sodass Systeme verschiedener Grofle miteinander verglichen werden koénnen, wird der Betrag der
Magnetisierung renormiert gemaf

N xT
o HB — UB,min

= 2.10
HBR 1- N’:]g,min ( )

Die von der Systemgréfie abhéngige untere Schranke uf ,;, entspricht dem Erwartungswert von fif im
vollstdndig paramagnetischen Zustand. Bei diesem handelt es sich um den Zustand, in dem alle Spins
in Richtung des externen transversalen Feldes ausgerichtet sind. Ausgedriickt in der x-Basis ist dieser
Zustand die symmetrische Uberlagerung aller Basiszustéinde:

1
[Wpara) = [T 1), = =< Z x) . (2.11)

Fiir die untere Schranke g ,;, ergibt sich damit

N N/2-1
, o 1 N\ |N —2m 1 N\ N —2m
Mg,min = <\I/para|/1%|\11para> = N mzzo (m> ‘ N ‘ = oN—1 mZ:O (m) N (2.12)

m bezeichnet hierbei die Anzahl der Spins eines Basiszustandes der x-Basis, die sich im Zustand down
befinden. uf ;, skaliert mit der Systemgrofie gemdf pg ,;, ~ 1/V/N und ist unabhéngig von der Di-
mensionalitidt des Systems. Dies ist in Abbildung 2.1 durch eine doppeltlogarithmische Auftragung von
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(a) Transversales Ising-Modell in 1D (b) Transversales Ising-Modell in 2D
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Abbildung 2.2: Phasendiagramm des (a) eindimensionalen und (b) zweidimensionalen transversalen
Ising-Modells. Der schraffierte Bereich kennzeichnet die ferromagnetische Phase, der unschraffierte Be-
reich die paramagnetische Phase. Fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell kann ferromagneti-
sche Ordnung nur fiir 7' = 0 existieren, wohingegen fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell
ferromagnetische Ordnung auch fiir kleine Verhiltnisse h/J und T'/.J auftritt.

KB min g€gen die Anzahl N der Spins im System veranschaulicht.

Im thermodynamischen Limes N — oo geht somit der renormierte Betrag der Magnetisierung in den
Betrag der Magnetisierung iiber. Dieser wiederum stimmt im thermodynamischen Limes aufgrund der
spontanen Symmetriebrechung in der ferromagnetischen Phase mit dem Erwartungswert der Magnetisie-
rung iiberein.

Fiir eine lineare Kette mit freien Randbedingungen schliefflich besteht bei hinreichend grofler Kettenldnge
noch die Moglichkeit, die Korrelationsfunktion zwischen dem ersten und dem letzten Spin der Kette als
Ordnungsparameter fiir den Phaseniibergang zu verwenden [191]:

O = (Wol6167 | Wo) - (2.13)

Einflussgréfien auf das Auftreten ferromagnetischer Ordnung im System sind neben dem Verhiltnis h/.J
des transversalen Feldes zur Kopplungskonstante auch die Temperatur T des Systems. Der Gleichge-
wichtsphaseniibergang fiir T = 0 tritt fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell fiir h/J = 1
auf. In zwei Dimensionen ist der Phaseniibergang nicht exakt bekannt, konnte jedoch mithilfe verschie-
dener Verfahren mit hoher Genauigkeit zu h/J =~ 3.044 bestimmt werden (Reihenentwicklung [194],
Dichtematrixrenormierungsgruppe [208], Quanten-Monte-Carlo [209]). Fiir endliche Temperaturen 7' > 0
verschwindet im eindimensionalen transversalen Ising-Modell die ferromagnetische Ordnung, wohingegen
im zweidimensionalen Modell fiir kleine Verhéltnisse h/J und T/J ein Bereich mit ferromagnetischer
Ordnung existiert. Der Ubergang von der ferromagnetischen zur paramagnetischen Phase in Abwesen-
heit eines Transversalfeldes (h = 0) wurde durch Onsager zu (T'/J)eic = 1/In(1+v2) ~ 1.135 be-
stimmt [197]. In Abbildung 2.2 sind die Phasendiagramme fiir das transversale Ising-Modell in einer und
in zwei Dimensionen schematisch dargestellt. Fiir das transversale XY-Modell in einer Dimension ist der
Phaseniibergang gegeniiber dem transversalen Ising-Modell nicht verschoben.

Das Verschwinden langreichweitiger ferromagnetischer Ordnung im eindimensionalen transversalen Ising-
Modell bei endlicher Temperatur sowie die Moglichkeit der Existenz langreichweitiger ferromagnetischer
Ordnung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell auch bei endlichen Temperaturen und kleinen
Verhiltnissen von h/J kann anhand einer einfachen Betrachtung der freien Energie FF = E — T'S nach
Gitterman [210, 211] verstanden werden. Hierbei wird der Einfachheit halber das System ohne Trans-
versalfeld betrachtet. Die Uberlegungen beruhen auf einer Betrachtung des Einflusses des Umklapps von
Spins auf die freie Energie F' des Systems. Der stabile Zustand des Systems entspricht dem Minimum
der freien Energie F' fiir die gegebenen Parameter. Bei niedrigen Temperaturen ist die Energie E der
dominante Beitrag zur freien Energie F'. Das Minimum von F' liegt somit nahe dem Minimum von F,
welches einem geordneten Zustand entspricht. Bei hohen Temperaturen hingegen wird die freie Energie
durch die Entropie S dominiert und F erreicht sein Minimum nahe dem Maximum von S. Die Entropie
wiederum ist maximal fiir das ungeordnete System. Bei der kritischen Temperatur T, halten sich der
die Ordnung des Systems begiinstigende Einfluss von E und der die Unordnung begiinstigende Einfluss
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Abbildung 2.3: (a) Konfiguration des eindimen-
sionalen Ising-Modells mit freien Randbedingungen
und einer einzelnen Doménengrenze. (b) Konfigura-
tion des zweidimensionalen Ising-Modells mit freien
Randbedingungen mit einem zusammenhéngenden
Bereich an Spin down. Die Kantenldnge des Berei-
ches der Spin down betrage ¢. Die Abbildung wur-
de [211] nachempfunden.

(a) (b)

von S die Waage und die kritische Temperatur kann qualitativ durch

NG
AS

Tcrit ~ (214)
abgeschitzt werden. Es wird nun die Anderung AF der freien Energie dadurch betrachtet, dass der
vollstdndig geordnete Zustand, in dem alle Spins parallel zueinander orientiert sind, in einen der in
Abbildung 2.3 dargestellten Zustédnde tibergeht, in denen jeweils ein zusammenhéngender Bereich an Spins
umgeklappt wurde. Dabei werden freie Randbedingungen angenommen. Im Falle des eindimensionalen
Ising-Modells in Abbildung 2.3 (a) handelt es sich bei den betrachteten Zustdnden um Zustédnde mit einer
einzelnen Doménengrenze. Die Energie des Systems &dndert sich durch die Doménengrenze um AE = J.
Die Anzahl W der moglichen Konfigurationen mit einer einzelnen Doménengrenze ist durch die Anzahl
der Kopplungen im System gegeben, welche N — 1 betréigt. Somit ist AS = In(W) = In(N — 1). Die
Anderung der freien Energie des eindimensionalen Ising-Modells durch den Ubergang von dem vollstéindig
geordneten Zustand in einen Zustand mit einer einzelnen Domé&nengrenze ist infolgedessen gegeben durch

AF =AE-TAS=J—Thn(N —1). (2.15)

Dieser Wert wird negativ, wenn 7/J > 1/In(N — 1), d. h. im thermodynamischen Limes N — oo
strebt (T'/J) it gegen null, sodass ferromagnetische Ordnung nur fiir T = 0 existieren kann. Im Falle des
zweidimensionalen Ising-Modell wird in Abbildung 2.3 (b) ein Zustand mit einem zusammenhéngenden
Bereich an Spin down betrachtet, dessen Kantenlénge ¢ betrage. Die Energie des Systems wird somit durch
den Ubergang vom vollstéindig geordneten Zustand in den beschriebenen Zustand um AFE = J¢ erhoht.
Die Anzahl W der moglichen Konfigurationen mit einem zusammenhéngenden Bereich an Spin down
mit Kantenlinge ¢ betrigt ungefihr 3N, denn von jedem Gitterpunkt kann die Grenze des Bereiches
der Spin down in drei Richtungen fortgesetzt werden und der Bereich der Spin down kann innerhalb
des Gesamtsystems verschoben werden, wodurch sich der Faktor N ergibt. Bei dieser Niherung werden
die Notwendigkeit einer geschlossenen Umrandung des Bereiches der Spin down sowie die Tatsache, dass
sich die Umrandung nicht selbst schneiden darf, vernachléssigt. Weiterhin ergeben sich durch die freien
Randbedingungen Einschrankungen in Bezug auf die Verschiebung des Bereiches der Spin down, sodass in
einer exakten Betrachtung der mit N angegebene Faktor ebenfalls kleiner sein muss. Fiir die hier gemachte
einfache Uberlegung ist die Néherung jedoch ausreichend. Es ergibt sich somit durch den Ubergang vom
vollstdndig geordneten Zustand in den Zustand mit einem zusammenhéngenden Bereich an Spin down
mit Kantenlinge ¢ eine Anderung der Entropie um AS = In(3°N) und damit eine Anderung der freien
Energie des Systems um

AF = AE — TAS = ([J — TIn(3)] = TIn(N) . (2.16)

Liegt £ in der GréBenordnung von N, so kann der Summand —7 In(N) vernachlissigt werden. AF wird
in der gemachten Niherung somit auch im thermodynamischen Limes negativ, wenn T'/J > 1/1In(3), d.
h. der Phaseniibergang von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase findet bei einer endli-
chen Temperatur statt. Der durch diese einfache Betrachtung und die gemachten Niherungen bestimm-
te kritische Wert von (T/J)ait = 1/1n(3) stimmt bereits gut mit dem exakten Ergebnis (T/J)cit =
1/In (14 v/2) ~ 1.135 von Onsager aus [197] iiberein. In Anwesenheit eines externen transversalen Fel-
des sind diese einfachen Uberlegungen nicht mehr méoglich.

Wie bereits erldutert wurde, besteht in der paramagnetischen Phase eine Energieliicke zwischen dem
Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand. Das System wird infolgedessen als gapped bezeich-
net. In der ferromagnetischen Phase hingegen sind der Grundzustand und der erste angeregte Zustand
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im thermodynamischen Limes entartet und das System wird als gapless bezeichnet. In [207,212] wurde
gezeigt, dass Korrelationen im Grundzustand quantenmechanischer Systeme, die eine Energieliicke auf-
weisen, exponentiell clustern, d. h. die Korrelationen einen exponentiellen Abfall mit dem Abstand der
betrachteten Positionen zeigen. Der Wert der Korrelationen liegt dabei bereits fiir kleine Abstéinde nahe
bei null, sodass weiter voneinander entfernte Positionen effektiv unkorreliert sind. Dies erkléirt den Be-
griff des Clusterns: Innerhalb des Systems bestehen ausgehend von einer Position als Referenz Cluster mit
endlicher Ausdehnung und einer endlichen Zahl Positionen, die mit der Referenzposition korreliert sind.
Aus den Resultaten von Kliesch et al. [213] folgt, dass auch thermische Zusténde in der paramagneti-
schen Phase exponentiell clustern. Innerhalb der ferromagnetischen Phasae fallen Korrelationen zwischen
den Spins zwar ebenfalls bis zu einem gewissen Abstand der betrachteten Positionen ab, erreichen dann
jedoch einen festen, von null verschiedenen Wert. Die genaue Form des Abfalls ist dabei im Gegensatz
zur paramagnetischen Phase nicht bekannt. Der Grenzwert fiir grofie Abstédnde ist durch das Quadrat
der Magnetisierung des Systems gegeben [66].

Erhaltungsgréfien

Einen weiteren wesentlichen Unterschied zwischen dem transversalen Ising-Modell in einer und in zwei
Dimensionen stellen die vorhandenen Erhaltungsgréfien dar. Wéahrend das zweidimensionale transversale
Ising-Modell nichtintegrabel ist, d. h. in ihm nur die Gesamtenergie unter unitérer Zeitentwicklung erhal-
ten und somit Thermalisierung moglich ist, sind das eindimensionale transversale Ising- und XY-Modell
aufgrund der Existenz weiterer Erhaltungsgrofien integrabel und kénnen infolgedessen nicht thermali-
sieren. In [214,215] wurde gezeigt, dass das eindimensionale transversale Ising-Modell mit periodischen
Randbedingungen im thermodynamischen Limes unendlich viele Erhaltungsgréfien hat. Diese kdnnen
nach [128] geschrieben werden in der Form

=2y (Sm $lliica) <3 2 (S +Sn) =SB 1T
__J Z ( Y - S?ﬁn) =2 T (2.17b)

mit
S8 = &f[Ham} ,ound S = 57 (2.18)

Die f;r und f; miissen bei der Konstruktion des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles zur Beschreibung
des stationéren Zustandes des transversalen Ising-Modells in einer Dimension beriicksichtigt werden. Wie
bereits erwidhnt wurde, konnen die Erhaltungsgrofen in freien Theorien auch {iber die unter unitérer Zeit-
entwicklung erhaltenen Besetzungszahlen der Moden des Hamiltonoperators ausgedriickt werden. Dieses
Vorgehen wird im Rahmen der vorliegenden Dissertation bei den Betrachtungen zum eindimensionalen
transversalen XY-Modell angewendet.
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3 Nichtgleichgewichtsdynamik des
transversalen XY-Modells in einer Dimension

3.1 Diagonalisierung des Hamiltonoperators

Der Hamiltonoperator des eindimensionalen transversalen XY-Modells kann durch Transformation auf
ein System freier Fermionen diagonalisiert werden. Das hierzu verwendete Verfahren basiert auf einer
Arbeit von Lieb, Schultz und Mattis aus dem Jahre 1961 [191] und reduziert die Diagonalisierung des
Hamiltonoperators auf die Diagonalisierung zweier Matrizen, deren Zeilen- und Spaltenzahl linear mit
der Systemgrofle anwiichst entgegen dem exponentiellen Wachstum der Dimensionalitéit des Hilbertrau-
mes mit der Systemgrofle. Betrachtet werden sowohl das System mit freien als auch das System mit
periodischen Randbedingungen. Das auf der Arbeit von Lieb, Schultz und Mattis aufbauende Verfahren
kann fiir beide Randbedingungen angewendet werden. Die folgenden Ausfithrungen fiir das transversale
XY-Modell mit freien Randbedingungen orientieren sich an denjenigen in der Diplomarbeit des Autors
der vorliegenden Dissertation [216]. Fiir das System mit periodischen Randbedingungen wird eine auf
Barouch und McCoy [63-66] zuriickgehende Abwandlung des Verfahrens von Lieb, Schultz und Mattis
vorgestellt, durch die keine Matrixdiagonalisierung erforderlich ist. Bei der hier gezeigten Darstellung
dieses Verfahrens handelt es sich um eine Verallgemeinerung des Vorgehens von Rossini et al. in [41] vom
eindimensionalen transversalen Ising-Modell auf das transversale XY-Modell. Weiterhin wird ein von Igléi
und Turban in [217] fiir das transversale Ising-Modell entwickeltes, ebenfalls auf dem Verfahren von Lieb,
Schultz und Mattis besierendes Verfahren erldutert, das in [216] bereits auf das transversale XY-Modell
mit freien Randbedingungen erweitert wurde. Dieses Verfahren kann sowohl auf das eindimensionale
transversale XY-Modell mit freien Randbedingungen als auch auf das eindimensionale transversale XY-
Modell mit periodischen Randbedingungen angewendet werden und involviert die Diagonalisierung nur
einer einzelnen Matrix, deren Zeilen- und Spaltenzahl durch die zweifache Systemgrofie gegeben ist. Dieses
Verfahren erfordert einen hoheren Rechenaufwand als das urspriingliche Verfahren von Lieb, Schultz und
Mattis, bietet jedoch den Vorteil, dass das relative Vorzeichen der Eigenvektoren der beiden im Verfahren
von Lieb, Schultz und Mattis auftretenden Matrizen unmittelbar bekannt ist.

3.1.1 Freie Randbedingungen

Den Ausgangspunkt der Umformungen bildet der Hamiltonoperator (2.1), der fiir das eindimensionale
transversalen XY-Modells mit freien Randbedingungen in der Form

N-1 N
N J L+ nin 1—9 4. h e

H=-3 E {20i Oig1 T T”?”iyﬂ - §§ :Uz‘ (3.1)
i=1 j

geschrieben werden kann. Den ersten Schritt zu seiner Diagonalisierung stellt die Einfithrung von Erzeu-
gern &ZT und Vernichtern a, geméf

al = %(&f +16¢) , a; = =(67 —6Y) (3.2)

dar. Mithilfe der Erzeuger und Vernichter kénnen die Pauli-Spinoperatoren geschrieben werden als

67 =al +a, (3.3a)
&¢ = —(al —a,) (3.3b)
52 = 2ala, — 1 (3.3¢)

+

Hieraus ergibt sich, dass der Hamiltonoperator (3.1) ausgedriickt in Termen der a; und &; eine quadra-

tische Form der Gestalt

. TR (1447 1—+ ol h
H:_QZ{ 5 (&I—k&i)(&zﬂ—k&i“)—2(&j—&i)(dhl—diﬂ)}—hZ&Idi+2N (3.4a)
i=1 i

-1

il

N
J it . St . +. h
-3 {a;raiﬂ + aia;rﬂ + ’y(ajalr1 + aiaiﬂ)} — hZaIai + §N (3.4b)

i=1 i=1
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ist. Aus den bekannten Kommutator- und Antikommutatorrelationen

[6?, &f] = 20,5 ZEQB’Y&? und {6?, &f} =20;j0a mit «o,f,7y=2z,y,%2 (3.5)
v

der Pauli-Spinoperatoren folgt, dass die Erzeuger und Vernichter fiir gleiche Positionen der Kette den
Antikommutatorrelationen

{a;,a} =1 wnd (&])* = (a,)* =0 (3.6)
geniigen und fiir unterschiedliche Positionen den Kommutatorrelationen

[a;.a1] = [a].al] = [a;.a;,] =0 fir i#j. (3.7)
Die iiber die Erzeuger und Vernichter definierten Teilchen verhalten sich somit fiir gleiche Positionen
innerhalb der Kette wie Fermionen und fiir unterschiedliche Positionen wie Bosonen. Auf einem Git-
terplatz kann sich somit insbesondere immer nur ein Teilchen befinden. Teilchen auf unterschiedlichen
Gitterplédtzen hingegen bemerken nichts von ihren Nachbarn. Es handelt sich bei den Teilchen somit
um Hard-Core-Bosonen. Ausgedriickt iiber die Hard-Core-Bosonen weist der Wechselwirkungsterm des
Hamiltonoperators Hopping-Terme und Erzeugungs- bzw. Vernichtungsterme auf. Hopping-Terme ver-
mitteln das Springen eines Hard-Core-Bosons von einem Platz der Kette zu einem benachbarten Platz.
Diese Terme sind unabhiingig von der Anisotropie . Durch die Erzeugungs- und Vernichtungsterme wer-
den Hard-Core-Bosonen auf benachbarten Gitterplidtzen paarweise erzeugt bzw. vernichtet. Diese Terme
hingen linear von der Anisotropie v ab. Insbesondere verschwinden diese Terme im XX-Modell, fiir das
v = 0 ist. Im XX-Modell ist somit im Gegensatz zum Ising- und zum XY-Modell die Anzahl der Hard-
Core-Bosonen erhalten. Dies erkldrt auch, weshalb das XX-Modell einer anderen Universalitétsklasse
angehort als das Ising- und das XY-Modell. Das transversale Feld liefert in der Darstellung iiber die
Hard-Core-Bosonen einen konstanten Energiebeitrag, der von der Anzahl der Gitterplidtze abhingt und
zu dem ein von der Anzahl der Hard-Core-Bosonen abhéingiger Anteil hinzukommt.

Bedingt durch die gemischten Kommutatorrelationen existiert keine kanonische, d. h. die Kommutator-
relationen erhaltende Transformation, die den Hamiltonoperator (3.4) diagonalisiert. Aus diesem Grund
werden durch die Jordan- Wigner- Transformation [218]

i—1 i—1
el = alexp —mZd}dj , & =exp mZd}&j a; (3.8)
j=1

J=1

die Operatoren éi und ¢, eingefiihrt. Sie erfiillen die Antikommutatorrelationen

{&éfy =05 wd {&.e} ={¢.¢} =0, (3.9)
stellen also fermionische Erzeuger und Vernichter dar. Unter Ausnutzung von
ey = aja, (3.10)
lautet die inverse Transformation zu (3.8)
i—1 i—1
afl =clexpQamd cle, b, =exp{ - el e (3.11)
j=1 j=1

éjé ; hat als fermionischer Teilchenzahloperator die Eigenwerte +1 und —1. Die Jordan-Wigner-Transfor-
mation iiberfiihrt somit die Hard-Core-Boseoperatoren durch Einfiigen von Vorzeichen an entsprechenden
Stellen in Fermioperatoren. Diese werden im Folgenden als c-Fermioperatoren bezeichnet. Aus den Ei-

genwerten von é;éj folgt unmittelbar

i—1 i—1
exp ZTFZé}éj = exp —27726}6]- . (3.12)
j=1 j=1
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Da die Teilchenzahloperatoren kommutieren, ist die folgende Faktorisierung méoglich:
i—1 i—1
exp { T Z é;f-éj = H exp {mé}éj} . (3.13)
j=1 j=1

exp {mc ¢ } wiederum kann durch Reihenentwicklung umgeschrieben werden zu

exp{mr j}—1—2ATA :(c +c)(c —c]): 6 (3.14)

Die Pauli-Spinoperatoren lauten ausgedriickt iiber die c-Fermioperatoren

i—1

7= |TLE+e)(E -2 | (@ +e). (3150)
Jj=1
i—1

o= [TLE e )| (@ -2). 3.150)
Jj=1

67 =2¢ele, —1. (3.15¢)

Die inverse Jordan-Wigner-Transformation (3.11) iiberfithrt den Hamiltonoperator des eindimensionalen
transversalen XY-Modells auf die Gestalt

i TS L7 b o R L=yt o yat 5 h
Y Z {Q(Ci = &) (G +ép) - T(Ci +¢;) (Clh1 — G } hZ § (3.16a)
i=1
I\ [t o o of At = Ly
=-3 {cici_i_1 fcici+1+’y(cici+1 ¢;Ciyq } hz 5 (3.16b)
=1

Dieser Ausdruck stellt eine quadratische Form von Fermioperatoren dar. Trotz der Nichtlokalitit der
Jordan-Wigner-Transformation ist der Hamiltonoperator in Termen der c-Fermioperatoren lokal.

Das weitere Vorgehen zur Diagonalisierung des Hamiltonoperators unterscheidet sich nun in Abhéngigkeit
von den Randbedingungen des Systems. Fiir die in diesem Abschnitt besprochene Kette mit freien Rand-
bedingungen wird ein Verfahren nach Lieb, Schultz und Mattis [191] angewendet, welches zur Diagonali-
sierung einer allgemeinen quadratischen Form von Fermioperatoren

H=> [é}Aijej ( o1 Bijel + ¢, ch])} (3.17)
i3

mit reellwertigen Matrizen A und B geeignet ist. Da 7 hermitesch ist, muss A symmetrisch sein. B
hingegen ist aufgrund der Antikommutatorrelationen zwischen den éj und ¢; antisymmetrisch.
Lieb, Schultz und Mattis haben gezeigt, dass die Transformation

il = 12 {ow)(E + ) + v - &)}

(3.18a)
=3 2 {0e +ve)el + (o) v @)e}
=13 { (el +e) — b () )}
(3.18b)
- {ask/ — ()2} + (ow (i) + v ()2, }

kanonisch ist, d. h. es sich bei den 77};, und 7),, um Fermioperatoren handelt, und die allgemeine quadra-
tische Form (3.17) auf die Gestalt

= Z Akfﬁ,t,ﬁk, + const (3.19)
k:/
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bringt. &’ ist die Wellenzahl. Auf ihre erlaubten Werte wird an spéiterer Stelle eingegangen werden. Die
Konstante in (3.19) ist gegeben durch

const = % (; A — ; Ak/> . (3.20)

Die ¢y und v sind die Eigenvektoren der Matrizen (A—B)(A+B) bzw. (A+B)(A —B) zum Eigenwert
A2

(A —B)(A +B)pp = Ao (3.21a)
(A+B)(A—B)y = ALt . (3.21b)

Die inverse Transformation zu (3.18) lautet

&l = % > {qbkz(i) (i, + ) + i (0) (7 — ﬁk/)}
"

3 S {@u ) + v )il + (B00) — v @)} (3:222)
-

o
|

{0 @ L + ) = v () — ) }
)

1

3
k/

1 ) AN . AN A

5 D { (0w 0) = )il + (600 (0) + 000 () | - (3.22b)
k/

Hierbei wird ausgenutzt, dass die Vektoren ¢y, und 1y, reellwertig sind.

Die Eintrége der Matrizen A und B kénnen durch Vergleich mit dem Hamiltonoperator des Systems

ausgedriickt iiber die c-Fermioperatoren bestimmt werden. Fiir das eindimensionale transversale XY-

Modell mit freien Randbedingungen ergibt sich aus (3.16)

0 -3

Iy

S il
|

S g
2

|
PN

|

[NE.

(N

2
|

|

2

A R - o 32

[NE.
| .
- .

_J
2

NJO

J J
g —h 77

Die Matrizen A und B sind fiir ein System aus N Spins von der Dimension N x N.
Nach Bestimmung der Konstante hat der Hamiltonoperator in Diagonalgestalt die Form

A=Y A (ﬁ;,ﬁk, _ %) =3 A (e — 1) (3.24)
k’ k’

Dies ist die Darstellung des Hamiltonoperators iiber seine Eigenmoden. N = 7711/771« hat als fermionischer
Teilchenzahloperator die Eigenwerte +1 und —1. Sie entsprechen der Anregung (+1) bzw. Nichtanregung
(—1) einer Mode. Die Eigenenergien des Systems werden aus den Energien der einzelnen Moden aufge-
baut. Ist eine Mode angeregt, so liefert sie den Energiebeitrag +Ay /2. Ist sie hingegen nicht angeregt, so
lautet ihr Beitrag — A/ /2. Da der Hamiltonoperator in der Darstellung iiber die 75/ diagonal ist, besteht
keine Wechselwirkung zwischen den Moden. Aus diesem Grund und da die Anregungen fermionischer Na-
tur sind wird das beschriebene Verfahren zur Diagonalisierung des Hamiltonoperators als Transformation
auf ein System freier Fermionen bezeichnet. Das transversale XY-Modell kann somit in einer Dimension
als freie Theorie formuliert werden. Dies wird im Folgenden im Rahmen einer semiklassischen Theo-
rie zur Beschreibung des Relaxationsprozesses nach einem Quench auf Grundlage wechselwirkungsfreier
Quasiteilchen genutzt werden. Die Besetzungszahl der Quasiteilchen wird durch die Erwartungswerte der
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Teilchenzahloperatoren ng gegeben sein, die unter unitéirer Zeitentwicklung erhalten sind, da die nys mit
dem Hamiltonoperator kommutieren. Sie kénnen daher wie bereits in den einleitenden Kapiteln beschrie-
ben als Erhaltungsgréfien zur Formulierung des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles genutzt werden.

Da die A/ positiv und reellwertig sind, sind sie durch ihre Quadrate in den Eigenwertgleichungen (3.21a)
und (3.21b) eindeutig bestimmt. Die zu diagonalisierenden Matrizen (A —B)(A +B) und (A—B)(A+B)
der Dimension N x N haben die Gestalt

W2+ L (1= )2 Jh Z(1 -2
“ W+ 1) Th L1-9)
- Ih Bafes)  Jh £
(A-B)A+B) = , (3.25a)
J2 2 5 2 5 s )
T Jh W+ 5 (1+9%) Jh L(1-92)
=) Ih 24 £ (1+77) Jh
L= Jh W2+ L1+ )2
W24 L (14 9)? Jh 2(1-12)
Ik h? 4 £ (1+197) Jh Z(1-4?)
- Th RHEey) Tk =97
(A+B)(A-B)= . . (3.25]3)
=7 Jh R EA?) Th L(1-4?)
Z(1-9?) Jh W2+ L(1+42) Th

L(1-42) Jh W24 L1 5)2

und gehen durch Spiegelung an der Gegendiagonale auseinander hervor. Sie haben daher die gleichen Ei-
genwerte und die zu einem Eigenwert gehorigen Eigenvektoren gehen durch Umkehr der Reihenfolge ihrer
Komponenten auseinander hervor, wobei noch ein eventuell auftretendes globales Vorzeichen zu beachten
ist. Es geniigt also, eine der beiden Matrizen zu diagonalisieren, um sowohl die Ay als auch die ¢y, und
die 1y zu bestimmen. Zusammenfassend ist durch das beschriebene Verfahren somit nur eine Matrix
der Dimension N x N zu diagonalisieren statt einer Matrix der Dimension 2V x 2V wie im Falle der
exakten Diagonalisierung des Hamiltonoperators. Zur numerischen Diagonalisierung der Matrizen wird
die Routine jacobi.cpp aus den Numerical Recipes in C++ [219] verwendet.

Die erlaubten Werte der Wellenzahlen &’ werden durch die Randterme bestimmt. Sowohl fiir das XY-
Modell ohne Transversalfeld [191] als auch fiir das transversale Ising-Modell [192] wurden analytische
Ausdriicke fiir die Eigenvektoren ¢, und v, sowie die Eigenwerte Ay hergeleitet. In der paramagne-
tischen Phase (h/J > 1) sind alle erlaubten Wellenzahlen reellwertig. Sie liegen fiir hinreichend grofie
Systemgrofien in guter Ndherung dquidistant im Intervall [0, 7]:

k’:%, n=1,...,N. (3.26)
Abweichungen von diesen Werten sind von der Ordnung O(1/N?) [191]. In der ferromagnetischen Phase
(h/J < 1) hingegen wird einer der erlaubten Werte der Wellenzahl komplexwertig. Dieser wird mit k{

bezeichnet und hat Realteil 7. Es ist
ki =m+w. (3.27)

Der der Wellenzahl &, zugehorige Eigenwert Ay strebt mit wachsender Kettenléinge asymptotisch gegen
null, sodass im thermodynamischen Limes der Grundzustand in der ferromagnetischen Phase mit dem
ersten angeregten Zustand entartet und das System somit gapless ist. Die N —1 reellwertigen Wellenzahlen
liegen wiederum in guter Niherung dquidistant im Intervall [0, 7]

, T
k:—N, n=1...,N—1. (3.28)
Fiir das XY-Modell mit Transversalfeld hingegen existieren keine analytischen Ergebnisse fiir die ¢y
und die v sowie die erlaubten Werte der k’, jedoch zeigen numerische Ergebnisse, dass auch hier in
der ferromagnetischen Phase die Energie der niedrigsten Mode mit zunehmender Systemgrofie gegen null
strebt und die Wellenzahlen der anderen Moden in guter Niherung dquidistant im Intervall [0, 7] liegen
[216]. Randeffekte treten mit der Systemgrofie zunehmend in den Hintergrund und die Eigenenergien Ay

der reellwertigen Wellenzahlen k' sind gegeben durch die Werte fiir die Nichtrandterme

A = /h2 4 J242 + 2Jhcos(k') + J2(1 — 42) cos2 (k') . (3.29)
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Im Falle des XY-Modells ohne Transversalfeld sind die Ay symmetrisch bzgl. ¥’ <+ m — k', sodass in [191]
das erlaubte Intervall der k’-Werte von 0 bis 7/2 angegeben und der Realteil von k{ zu 7/2 bestimmt
wurde.

Eine Abwandlung des Verfahrens von Lieb, Schultz und Mattis zur Diagonalisierung des Hamiltonope-
rators wurde von Igléi und Turban in [217] fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell mit freien
Randbedingungen formuliert. Hier werde seine verallgemeinerte Form fiir das transversale XY-Modell mit
freien Randbedingungen nach [216] kurz zusammengefasst.
Zwischen den Vektoren ¢y und v besteht die Beziehung

Nt (i) = =3 (1= )uo(i = 1) — howo (i) — 3 (1 + )i +1) (3.30a)
My (8) = 3 (14 Ao (0 = 1) = Wb (1) — 51— A+ 1) (3:30D)

i 1duft dabei von 1 bis N und es gelte ¢/ (0) = ¢p (N + 1) = 0 sowie 95 (0) = ¢ (N + 1) = 0. Der
2N-dimensionale Vektor Vi, mit

Vir (20 — 1) = =g (i) (3.31a)
Vi (20) = by (4) (3.31b)

erlaubt es nun, (3.30a) und (3.30b) als Eigenwertproblem einer Matrix T der Dimension 2N x 2N mit

0 h 0 L(1-+9) 0
h L(1+7) 0 0 0
0 L(1+7) 0 h 0 2(1-+9)
2(1-7) 0 h 0 L(1+7)
T= 0 0 0 T+ 0 0 (3.32)
) ' h 0 307
h 0 2(149)
0 2(1+7) 0
F(1-7) 0 h
darzustellen geméf
TV = A,V . (3.33)

Durch die Diagonalisierung von T, wofiir wiederum die Routine jacobi.cpp aus den Numerical Recipes
in C+4 [219] verwendet wird, erhélt man unmittelbar die Vektoren ¢y und /. Die Eigenwerte Ay
erscheinen einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen. Da die Energien der Moden
nichtnegativ sein miissen, wird der negative Zweig vernachlissigt. Der Vorteil des Verfahrens von Igléi
und Turban gegeniiber dem Verfahren von Lieb, Schultz und Mattis besteht darin, dass das relative
Vorzeichen der Vektoren ¢y und s direkt bekannt ist, jedoch wird dies mit dem héheren Rechenaufwand
zur Diagonalisierung einer Matrix der Dimensionalitdt 2N x 2N gegeniiber N x N erkauft.

3.1.2 Periodische Randbedingungen

Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit periodi-
schen Randbedingungen

H=—

ISR

N N

14+, .. 1—v 4. h -
g { 5 0705+ 3 O’Z?/(T?_i_l}QE o7 . (3.34)
mit

mit a=ux,y,z (3.35)
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verlauft bis nach der Jordan-Wigner-Transformation analog zum Modell mit freien Randbedingungen.
An dieser Stelle hat der Hamiltonoperator die Gestalt

2

L C; C ¢, ¢ ele e 4. R
H=- {Czci-s-l—cicjﬂ +7(CICI+1_C¢CZ'+1)}—h§ CICi+§N
- =1 (3.36)

J
2
Jomk [t o A o bt s s

+ 56 {chl —CNC —1—7(ch1 — chl)} .

Unterschiede zum Modell mit freien Randbedingungen ergeben sich somit durch den Zusatzterm

J 1. V oy ~ A A ~ A ~ A
7€ N {c}f\,cl — eyl + ’y(cj\,ci — chl)} . (3.37)
Der Operator
N
N =Y "de (3.38)
i=1

zahlt die Gesamtzahl der fermionischen Anregungen im System, deren Anzahl das Vorzeichen des Zusatz-
terms bestimmt. Es ist fiir das Modell mit periodischen Randbedingungen somit zwischen dem Sektor
des Hamiltonoperators mit einer geraden Anzahl an Anregungen zu unterscheiden (gerader Sektor) und
dem Sektor mit einer ungeraden Anzahl an Anregungen (ungerader Sektor). Wegen

[Hye”ﬁf } =0 (3.39)

konnen beide Operatoren jedoch gleichzeitig diagonalisiert werden. Dies ist zum einen durch die bereits
fiir das Modell mit freien Randbedingungen beschriebenen Verfahren nach Lieb, Schultz und Mattis mit

~h -3 +5 0 -3y ¥4
-5 —h -3 77 0 -3y
5 h -3 7 0 -
A= , B= (3.40)
5 h o3 27 0 -3
-4 - 4 70 h
+4 4 +4 2
bzw. nach Igléi und Turban mit
h 0 5(1-7) 0 0 FL(1+7)
h L(1+7) 0 0 0 F2(1-7) 0
0 L(1+7) 0 h 0 2(1-+9)
2(1-+9) 0 h 0 2(1+7) ’
T = 0 0 0 I(14+7) 0 0 (3.41)
0 (1= h 0 7(1—=7)
’ ’ h 0 L(1+7) 0
0 FL(1—7) 0 0 2(1+7) 0 h
FZ(1+7) 0 0 2(1-9) 0 h 0

moglich. Die oberen Vorzeichen beziehen sich hierbei auf den geraden Sektor des Hamiltonoperators,
die unteren Vorzeichen auf den ungeraden Sektor. Diese Verfahren werden fiir numerische Berechnungen
verwendet. Der Hamiltonoperator des Systems mit periodischen Randbedingungen kann jedoch auch
analytisch diagonalisiert werden ohne Notwendigkeit der Diagonalisierung von Matrizen. Dieses Verfahren
wird sich im weiteren Verlauf der Arbeit bei der Beschreibung des Relaxationsprozesses des Systems nach
einem Quench im Rahmen der semiklassischen Theorie als niitzlich erweisen wird und soll an dieser Stelle
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beschrieben werden. Seine Grundidee geht auf Arbeiten von Barouch und McCoy zuriick [63-66]. Das
hier gezeigte Vorgehen stellt eine Verallgemeinerung des Verfahrens von Rossini et al. in [41] fiir das
transversale Ising-Modell auf das transversale XY-Modell dar.

Es werde zunéchst der Sektor mit einer geraden Anzahl an Fermionen betrachtet. In diesem ist e
und der Hamiltonoperator kann geschrieben werden in der Form

ZﬂNzl

N
- J T+ 4 oy /a R I N . i
H+:—§ E :{ 27(63—61»)(6%#%1)— 27(03+Ci)(cj+l_ci+l } hE ele, + N (3.42)

=1

mit antiperiodischen Randbedingungen ¢y, = —¢; fiir die c-Fermioperatoren. Statt der direkten Dia~
gonalisierung des Hamiltonoperators wie in den Verfahren nach Lieb, Schultz und Mattis bzw. Igléi
und Turban wird die Diagonalisierung in zwei Teilschritte unterteilt. Bei diesen handelt es sich um eine
Fourier-Transformation und eine anschliefende Bogoliubov-Rotation.

Die Fourier-Transformation

1 ’ 1 ,s
N AT —ki P ~ ki
¢ = —= g éle , G =— E ¢.e . (3.43)
k' * K’ *

o 2r(nt3) n:_g

N
N 2

—1 (3.44)

geeey

tiberfithrt den Hamiltonoperator (3.42) auf die Gestalt

Ht = — Z wJysin(k) (e el +épe ) — Z (J cos(k') + R) (e},é,, +é e )+ gN . (3.45)
k>0 k>0

Unter Verwendung von

-t [ N t (07 —’Lbk/ - é ’
Cpr = (cz, c_k,) . Hj, = (zbkf _ak,> y G = (éTk ) (3.46)

k/
mit
apr = —(Jcos(k') + h) , (3.47a)
by = Jysin(k') . (3.47b)
kann H™ geschriecben werden als
it =Y e, = Y {aw(deo + e — e, vepe ) f - S aw (348)
k>0 k’>0 k>0

Offensichtlich gilt a_j = apr und b_p = —bys.
Der Hamiltonoperator soll nun durch die Bogoliubov-Rotation

My = Ry T (3.49)

— | Y A Y
My = (ﬁTk/> , R = (_vk/ uk/) (3.50)

diagonalisiert werden. Ausgeschrieben lautet diese Transformation

mit

ﬁ]t/ = U_k/éz:/ - v—k/é—k:’ 5 (351&)

ﬁk/ - UZ’ék/ + Uz/éf_k/ . (351b)
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Ry ist unitér, d. h.

1 _pt _ (e Vg
R,' =Rl = (ka a ) . (3.52)
Hieraus ergibt sich fiir die inverse Bogoliubov-Rotation
& =t il i (3.53a)
= Ui Tl — Vi (3.53b)

und aus Rk/R};, =1 folgt |up|? + Jvp|? = 1. kaHk/R};, soll Diagonalgestalt haben mit den Eintridgen Ay
und —Ays auf der Diagonale. Hieraus ergeben sich die folgenden Bedingungen:

(|uk/|2 — ‘Uk./|2) ag + (Uk-/’UZ/ — UZ/’Uk/) b = Agr (3.548,)

— U Vi Al + (ui, + vi,) b =0 . (3.54b)

Diese werden erfiillt durch

A ’ ’
up = po (3.55a)
\/2Ak/ (Ak’ + ak)
by
o = Dk (3.55b)

v/ 2N (Ak' + ak’) ’
A =Jai, + b3, . (3.55¢)

Mit den Symmetrien von aj und by folgt u_p = up, v_pr = —vp und A_p = Ag. Weiterhin ist
uy, = uy, und vi, = —v,,. Die diagonalisierte Form des Hamiltonoperators hat wiederum die Gestalt
=3 A (i - 3) (3.56)
k/

mit den Energien der Eigenmoden

A = /h2 + J242 + 2Jhcos(k') + J2(1 — 42) cos2 (k') . (3.57)

Es unterscheiden sich somit lediglich die erlaubten Werte der Wellenzahlen von dem Modell mit freien
Randbedingungen. Die Bogoliubov-Rotation kann auch unter Verwendung des Bogoliubov-Winkels 6y
geschrieben werden. Hierzu wird

Upr = COS (0’2“') , (3.58a)
Vg = 18in (%) (3.58b)
gesetzt. Mit den Werten (3.55a) und (3.55b) fiir uys und vy folgt unmittelbar

b Jysin(k)
tan(fy ) = o~ Toos() 1 (3.59)

Ausgedriickt iiber den Bogoliubov-Winkel gilt somit

el

77,1, = cos (9—’2“') éL, +2sin ( ’5') C_pr s (3.60a)

7, = COS (9—’2") ¢, —1sin (%) éik/ (3.60b)
bzw. fiir die inverse Transformation

&, = cos (95) il — 1sin (95) 0 (3.61a)

), = cos (%) )y, + 28in (6—’2") ﬁik, . (3.61b)
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Analoge Uberlegungen sind auch im Sektor ungerader c-Fermionenzahl méglich. Hierbei ergeben sich
periodische Randbedingungen ¢yy1 = ¢; fiir die c-Fermioperatoren. Das weitere Vorgehen verlduft analog
zum Sektor mit gerader c-Fermionenzahl und fithrt zu der geringfiigig abweichenden Diagonalgestalt des
Hamiltonoperators

A7 =3 A (i — 3) = +h) (i — 3) (3.62)
k' #0

mit den erlaubten Wellenzahlen
1 (3.63)
Fiir Details sei auf [47,48] verwiesen.

Bemerkungen

Im Folgenden wird die Wellenzahl k' durch k = = — k' fiir &’ > 0 bzw. k = —7 — &k’ fiir &’ < 0 ersetzt und
alle auftretenden Groflen werden in Abhéngigkeit von k angegeben, um den Ausdruck fiir die Energien
der Moden auf die in der Literatur iibliche Form zu bringen. Hierdurch ergibt sich cos(k’) = — cos(k) und
sin(k’) = sin(k). Diese Ersetzung geht auf die Betrachtungen von Pfeuty fiir das transversale Ising-Modell
in [192] zuriick und dient dem Zweck, dass die Energie der Moden mit der Wellenzahl anwéchst.

3.1.3 Spektrum des Hamiltonoperators

Bevor sich der Zeitentwicklung des Systems nach dem Quench zugewandt wird, soll an dieser Stelle
noch auf das Spektrum des Hamiltonoperators eingegangen werden. Hierzu werden zunichst die zen-
tralen Resultate der Diagonalisierung des Hamiltonoperators in den vorangegangenen Abschnitten kurz
zusammengefasst und iiber k ausgedriickt. In diesen wurde gezeigt, dass sowohl der Hamiltonoperator
des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit freien als auch der des Modells mit periodischen
Randbedingungen durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen auf die Diagonalgestalt

=3 (il - 3) (3.64)
k

gebracht werden kann mit den Energien

Ap = /B2 + J242 — 2Jhcos(k) + J2(1 — 42) cos2 (k) = \/J272 sin?(k) + (J cos(k) — h)2 (3.65)

der Moden. Fiir das System mit periodischen Randbedingungen ist hierbei zwischen dem Sektor des
Hamiltonoperators mit gerader und dem Sektor mit ungerader Anzahl an c-Fermionen zu unterscheiden.
Da der Grundzustand im geraden Sektor liegt, wird sich im Rahmen der vorliegenden Dissertation auf
diesen beschrinkt. Die erlaubten Werte von k liegen fiir das Modell mit periodischen Randbedingungen
dquidistant im Interval [—m, 7]

k= ~1. (3.66)

ey

mnty) NN

N 2 2
Fiir das Modell mit freien Randbedingungen existieren in der paramagnetischen Phase (h/J > 1) N
reellwertige Wellenzahlen k£ mit

k=-", n=0,...,N—1 (3.67)

mit Abweichungen von der Ordnung O(1/N?). In der ferromagnetischen Phase (h/J < 1) wird die Wel-
lenzahl k = 0 komplexwertig. Sie wird mit ky = 2 bezeichnet und hat verschwindenden Realteil. Die
Energie Ay, der zugehorigen Mode strebt mit der Systemgréfie asymptotisch gegen null, sodass im thermo-
dynamischen Limes in der ferromagnetischen Phase der Grundzustand und der erste angeregte Zustand
energetisch entartet sind und das System keine Energieliicke aufweist (gapless). In der paramagnetischen
Phase hingegen wéchst die Energie der energetisch niedrigsten Mode wie in Abbildung 3.1 dargestellt
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Abbildung 3.1: Numerisch bestimmte Energie der

energetisch niedrigsten Mode des eindimensionalen 1 1.0
transversalen XY-Modells mit freien Randbedingun- %9 0.9
gen in Einheiten von J in Abhéngigkeit von h/J und 8§ g'i
7. Die Resultate wurden fiir die Spinkette der Linge 4 0.6
L = 256 bestimmt. Die Energie der Mode ist im Rah- o5 0.5
men der numerischen Genauigkeit unabhéngig von~y. 04 0.4
In der ferromagnetischen Phase (h/J < 1) gehort die 03 0.3
korrespondierende Mode zur komplexwertigen Wel- 0.2 0.2

. . . 0.1 0.1
lenzahl ky und ihre Energie verschwindet asympto- 0 0.0
tisch, wihrend sie in der paramagnetischen Phase 0 025 05 075 1 125 15 175 2
(h/J > 1) zu k = 0 gehort und ihre Energie linear h/J

mit A anwéichst.

unabhéingig von der Anisotropie v linear mit dem transversalen Feld h an, wodurch eine Energieliicke
zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand entsteht. Das System wird in der pa-
ramagnetischen Phase daher als gapped bezeichnet. Im Falle periodischer Randbedingungen sind in der
ferromagnetischen Phase der Grundzustand des geraden und des ungeraden Sektors der c-Fermionen im
thermodynamischen Limes energetisch entartet, sodass das Modell mit periodischen Randbedingungen
in der ferromagnetischen Phase ebenfalls keine Energieliicke aufweist. Diese entsteht in der paramagne-
tischen Phase durch Aufhebung der energetischen Entartung der beiden Grundzustéinde.

Es werde nun der Einfluss der Parameter des Hamiltonoperators auf die Energien seiner Moden fiir
die reellwertigen Wellenzahlen k untersucht. Eine Betrachtung von Gleichung (3.65) zeigt, dass sich fiir
gegebenes k der Wert von Ay in fithrender Ordnung linear sowohl mit der Kopplungskonstante .J, der
Anisotropie « als auch dem transversalen Feld h &ndert. Die partiellen Ableitungen von Ay nach den
Parametern des Hamiltonoperators lauten

0Ny J(7* — hcos(k) + (1 —~?) cos?(k))

= " 7 (3.68)
oAy, J?ysin®(k)

oy AL , (3.68b)
0N h—2Jcos(k)

Fiir gegebene Parameter J, v und h des Hamiltonoperators werde nun der Verlauf der Ay als Funktion
der Wellenzahl k£ untersucht. An den Randern des Intervalls von 0 bis 7 gilt fiir Ay

Ao =1|h = J| (3.69)
bzw.
Ar=h+J. (3.70)

Zur Untersuchung des Verlaufs der Ay im Innern von [0, 7] wird die partielle Ableitung von Ay nach k
betrachtet:
oA Jsin(k)(h — J(1 —~?)cos(k))

Nullstellen der Ableitung liegen zum einen an den Intervallgrenzen. Im Innern von [0, ] tritt fiir h <
J(1 —~?) an der Stelle

Kpin = arccos (M) (3.72)

eine Nullstelle der Ableitung auf, die zu einem Minimum der Ay gehort mit dem Wert

h
Mg = \/h2 TP (3.73)
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1 P T T T T T T

Abbildung 3.2: Phasendiagramm des eindimen-

0.9¢ ferromagnetische paramagnetische : ; K
0.8F Phase Phase E sionalen transversalen XY-Modells bei T" = 0 in
0.7p BT =1 1 Abhiéngigkeit von h/J und 7. Fir A/J < 1 befin-
: VI =1-v E . . .
0.6¢ 3 det sich das System in der ferromagnetischen Pha-
< 05F —Parameterbereich 3 ge fiir b > J in der paramagnetischen Phase. Die
0.4F mit Minimum der Ay

schraffierte Féche innerhalb der ferromagnetischen

0.3k im Innern von [0,7] 3 ) .

0.2k 1 Phase kennzeichnet den Bereich der Parameter des

01f 1  Hamiltonoperators, innerhalb dessen ein Minimum
ot f L L L. der Energien Ay im Innern des Intervalls [0, 7] auf-
0 025 05 075 1 125 15 175 2

h)J tritt. Dieser wird durch h/J = 1 — 42 begrenzt.

Der Bereich der Parameter des Hamiltonoperators, fiir den die Bestimmungsgleichung (3.72) erfiillt wer-
den kann, ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Im Falle des Auftretens des Minimums ist Ay, nicht nur ein
lokales Minimum der Ay fiir die reellwertigen k, sondern ihr globale Minimum auf dem Intervall [0, 7].
Kann (3.72) aufgrund der Parameter des Hamiltonoperators nicht erfiillt werden, so wird das Minimum
der Ay zu reellwertiger Wellenzahl fiir £ = 0 angenommen und hat den Wert |h — J|. Die Energien der
Moden sind dann streng monoton wachsend mit k. Dies ist fiir h/J > 1 — ~?2, also insbesondere in der
paramagnetischen Phase der Fall. Dass sich das System in der ferromagnetischen Phase befindet, stellt
eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung fiir die Erfiillbarkeit der Bestimmungsgleichung
(3.72) dar. Fiir das transversale Ising-Modell (y = 1) kann (3.72) nicht erfiillt werden, sodass fiir dieses
wie durch Pfeuty in [192] gezeigt die Energie der Moden linear mit der Wellenzahl k wéchst. kpyi, liegt
im Intervall [0,7/2]. Mit kleiner werdendem Transversalfeld h verschiebt es sich immer weiter zu /2
und nimmt fiir A = 0 den Wert 7/2 an. Der Verlauf der Ay ist dann symmetrisch bzgl. 7/2, sodass das
Intervall der erlaubten Werte der Wellenzahlen k bei verschwindendem Transversalfeld wie in [191] auf
0 bis 7/2 begrenzt werden kann. Aj_. nimmt mit der Anisotropie v ab und erreicht fiir das XX-Modell
(v = 0) den Wert 0. Das Auftreten des Minimums von Ay im Innern von [0, ] fithrt dazu, dass die
Energien der Moden entartet sind auf dem Intervall

{o, arccos (J(f_hﬂ - 1” . (3.74)

Der Einfluss der Anisotropie v und des transversalen Feldes h auf den Verlauf der Ay, sowie die Position und
den Wert des Minimums sind in Abbildung 3.3 veranschaulicht. Aus der Abbildung wird auch ersichtlich,
wie sich die Energieliicke zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zustand fiir das System
mit freien Randbedingungen am Phaseniibergang h/J = 1 schliefit.

(a) 2.5 T T T T T T (b) 2.5: T T T T T — (C) 2.5 T T T T T
2_771 2?7:0.8 2_7:0.6
r 1 =
; 1 <¥ 1E ~— /
0.5F 3 0.5F E
0 1 I I 0: 1 I 3| 3
T T 37 T T 3
0 I B T m 0 I b T ™
k k
(d) 95 : : : () g5, S Y
=04 of 7=02
=) ] =
05:§ E 0.5§ '
0 : S ok : ST
3m e 0 3m

[e=}
L o
INE

aESIEN

Abbildung 3.3: (a)-(f) Verlauf von Ay/J fiir die reellwertigen Wellenzahlen k im eindimensionalen
transversalen XY-Modell fiir verschiedene Werte der Anisotropie v und verschiedene Verhéltnisse von h/.J.
Der Farbcode lautet — h/J =0, — h/J =0.25, — h/J =05, — h/J =0.75, — h/J =1, — h/J = 1.25.
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3.2 Observablen

Wie bereits im einfiihrenden Kapitel zum Quenchprotokoll und der Nichtgleichgewichtsdynamik beschrie-
ben, entwickelt sich der Zustand des Systems nach dem Quench unter dem finalen Hamiltonoperator H
geméf der Schrodingergleichung

1W(t)) = e A1 [T (t = 0)) . (3.75)

Hierbei wurde wie auch im Folgenden t; = 0 gesetzt. Vor dem Quench sei das System im Grundzustand
|\I!(()O)> des initialen Hamiltonoperators H, préapariert, d. h.

[W(t =0)) =T (3.76)

Zur Charakterisierung des Relaxationsprozesses nach dem Quench werden verschiedene Observablen be-
trachtet. Bei diesen handelt es sich um die Autokorrelationsfunktion, die gleichzeitige Korrelationsfunk-
tion, die lokale Magnetisierung und die Verschrdnkungsentropie. Sie werden im Folgenden definiert und
ihre physikalische Bedeutung erldutert. In den anschliefenden Kapiteln werden ein exaktes Verfahren
zur Berechnung ihrer Zeitentwicklung sowie eine semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses
vorgestellt.

Die allgemeine Form einer Korrelationsfunktion zwischen zwei Spins an beliebigen Positionen r; und
der Kette betrachtet zu den Zeiten ¢; und to lautet

O (1, tai 2, ta) = (067167, (11)67, (12)|5”) (3.77)
Im Rahmen der vorliegenden Dissertation werden zwei Spezialfille dieser allgemeinen Korrelationsfunk-
tion betrachtet. Bei diesen handelt es sich zum einen um die Autokorrelationsfunktion

CT% (r,t) = O (r, t;r,0) = (U |67 ()67 (0)| W) = (Wi e tge e HigT|wi) . (3.78)

auto

Die Autokorrelationsfunktion betrachtet eine einzelne Position der Kette und untersucht die Korrelation
des Spins zu einem Zeitpunkt ¢ nach dem Quench mit sich selbst zum Zeitpunkt 0. Im Falle periodischer
Randbedingungen ist die Autokorrelationsfunktion von der Position des betrachteten Spins innerhalb der
Kette unabhéingig, sodass auf die explizite Angabe der betrachteten Position in der Kette verzichtet wer-
den kann, jedoch ist hier zu beachten, dass der Operator 67 (t)6*(0) Zusténde aus dem geraden und dem
ungeraden Sektor des Hamiltonoperators koppelt. Dies zeigt sich in der Darstellung der Zeitentwicklung
der Autokorrelationsfunktion in der Eigenbasis des Hamiltonoperators nach dem Quench

Crz(rt) = Y cholnm e P TIINWL (6T W) (W67 (W) (3.79)
A,)\I,)\/I

unter Beriicksichtigung der Gestalt von 67 ausgedriickt iiber die c-Fermioperatoren geméf (3.15a). Aus
diesem Grund wird die Autokorrelationsfunktion im Falle periodischer Randbedingungen wie in [39,41,66]
beschrieben iiber den Vier-Spin-Korrelator

(W |67, 5 (057 N (05T (0067, x (O)1FF”) = (U |67,y (167 (0)57, 5 (167, x (0)[WG”) (3.80)

bestimmt, der im Grenzfall N — co dem Quadrat der Autokorrelationsfunktion entspricht.
In der ferromagnetischen Phase zeigt die Autokorrelationsfunktion einen exponentiellen Abfall mit der
Zeit [216], der durch die Relaxationszeit 7 bestimmt wird

C®® (r,t) occ e /7. (3.81)

auto

In der paramagnetischen Phase kommt ein Vorfaktor 1/v/¢ hinzu [216]. Im thermodynamischen Limes
setzt sich der Abfall der Autokorrelationsfunktion bis ¢ — oo fort, wohingegen im Falle endlicher System-
grofle nach einer von der Systemgrofle und den Quenchparametern abhéngigen Zeit ein quasiperiodisches
Verhalten des Systems einsetzt. Fiir dieses Verhalten wird im Rahmen der semiklassischen Theorie eine
anschauliche Erklarung mithilfe sich ballistisch ohne Wechselwrkung durch das System bewegender Qua-
siteilchen gegeben werden. Zudem wird ein Ausdruck fiir die Relaxationszeit hergeleitet werden.
Zum anderen wird die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins betrachtet, die gegeben ist durch
O™ (1.t ra,1) = (0367, ()67, (D] 96" = (96767, 67, wg”) . (3.82)

7"1 "”2
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Sie untersucht die Korrelation zweier unterschiedlicher Spins der Kette an den Positionen r; und 7o
zum selben Zeitpunkt ¢ nach dem Quench. Im Gegensatz zur Autokorrelationsfunktion kann sie auch fiir
periodische Randbedingungen unmittelbar bestimmt werden, da, wie der Darstellung

C™ (1, tira,t) = Y 5 gCa o€ P TN (W[5 67 [T ) (3.83)

r1TTr2
AN

der Zeitentwicklung in der Eigenbasis des Hamiltonoperators nach dem Quench zu entnehmen ist, nur
Zustédnde des Hamiltonoperators aus dem gleichen Sektor gekoppelt werden. Im Falle periodischer Rand-
bedingungen hingt die gleichzeitige Korrelationsfunktion nur vom Abstand der beiden betrachteten Spins
ab, sodass die Notation vereinfacht wird zu C**(r,t) == C**(rq,t;re,t) fiir r = |r; — r3|. Betrachtet zu
einem festen Zeitpunkt als Funktion des Abstandes r der beiden Spins zeigt die gleichzeitige Korrelati-
onsfunktion fiir kleine Absténde einen exponentiellen Abfall, der durch die Korrelationslinge £ bestimmt
wird:

Cxx(rh t; r9, t) o e—T/f . (384)

Im thermodynamischen Limes wichst der Bereich des exponentiellen Abfalls der geichzeitigen Korrela-
tionsfunktion stetig mit der Zeit an. In endlichen Systemen kann wie bereits fiir die Autokorrelations-
funktion beschrieben ein quasiperiodisches Verhalten mit der Zeit beobachtet werden. Eine anschauliche
Erklarung hierfiir sowie die Herleitung eines Ausdrucks fiir ¢ erfolgt ebenfalls im Rahmen der semiklas-
sischen Theorie.

Die lokale Magnetisierung, die auch als lokaler Ordnungsparameter bezeichnet wird, wurde bereits in dem
einleitenden Kapitel zum transversalen XY-Modell als ein moglicher Ordnungsparameter fiir das System
endlicher Grofle eingefiihrt. Unter Zeitentwicklung nach dem Quench lautet sie

T 0)~r2 0 0)| +Ht ~z —H 0
mi () = (U |67 ()| 0y = (U | ige T w0y (3.85)

Fiir grofle Abstédnde zwischen den betrachteten Spins der Kette kann die geichzeitige Korrelationsfunktion
als Produkt der lokalen Magnetisierungen der beiden betrachteten Spins ausgedriickt werden:

C™(r1,t;ro, t) = my (t)my, (L) . (3.86)
Im Falle periodischer Randbedingungen ist die lokale Magnetisierung wie die Autokorrelationsfunktion
von der Position des betrachteten Spins innerhalb der Kette unabhéngig. Es ergibt sich somit

C™(r,t) ~ (m“"(t))2

(3.87)
Weiterhin werden auch hier Zustdnde des geraden und des ungeraden Sektors des Hamiltonoperators
gekoppelt, sodass eine unmittelbare Berechnung der lokalen Magnetisierung im Falle periodischer Rand-
bedingungen nicht moglich ist. Stattdessen kann sie geméfl obiger Gleichung fiir grole Abstédnde r der
betrachtetn Spins als Wurzel der gleichzeitigen Korrelationsfunktion bestimmt werden. Aus der lokalen
Magnetisierung kénnen sowohl die Relaxationszeit als auch die Korrelationsldnge des Systems bestimmt
werden. Dies wird im entsprechenden Abschnitt zur semiklassischen Beschreibung des Relaxationsprozes-
ses erlautert werden.

Die in [220] durch Bennett et al. eingefiithrte Verschrinkungsentropie (Entanglement Entropy)

Se(t) = =Sp{pe(t) In(pe(t)) } (3.88)

zweier Subsysteme des Systems stellt ein Maf fiir die Verschrinkung eines zusammenhingenden Ab-
schnitts von ¢ Spins der Kette (Subsystem A) mit den restlichen Spins des Systems (Subsystem B)
dar. pg(t) bezeichnet hierbei die reduzierte Dichtematrix des betrachteten Abschnitts der Linge ¢ der
Kette zum Zeitpunkt ¢ nach dem Quench. Wahrend die Zeitentwicklung der Autokorrelationsfunktion,
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion und der lokalen Magnetisierung durch die Zeitentwicklung der
Pauli-Spinoperatoren 67 unmittelbar gegeben ist, erfordert die Berechnung der Verschrénkungsentropie
ein anderes Vorgehen, welches am Ende des folgenden Abschnitts erlautert wird. Dieses kann sowohl auf
das System mit freien als auch auf das System mit periodischen Randbedingungen angewendet werden.
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3.3 Exakte Beschreibung des Relaxationsprozesses: Freie-Fermionen-Technik

Die Berechnung der Zeitentwicklung des Systems erfolgt im Heisenbergbild. Die Zustédnde sind somit
zeitunabhéngig und die Zeitentwicklung eines Operators O ist gegeben durch

O(t) = 1t Qe 1t | (3.89)

Bei der Bestimmung der Zeitentwicklung der Observablen sind vor allem die Pauli-Spinoperatoren 67
von Bedeutung. Den Ausgangspunkt zur Bestimmung ihrer Zeitentwicklung bildet die Zeitentwicklung
der Operatoren ﬁ,z und 7, die sich aufgrund der Diagonalgestalt des die Relaxation des Systems nach
dem Quench bestimmenden Hamiltonoperators H in dieser Darstellung unmittelbar ergibt zu

i) = el (3.902)
0y (t) = e A0, (3.90D)

Die Zeitentwicklung der Fermioperatoren éj und ¢; nach der Jordan-Wigner-Transformation kann ge-
schrieben werden in der Form
N
&)= (F1,08 + g1, 0¢,) (3.91a)

Jj=1

¢ (t)

I
M=

(fi,j(t)éj + 9i (t)éD : (3.91b)

j=1

Die zeitabhangigen Entwicklungskoeffizienten f; ;(¢) und g; ;(t) ergeben sich aus (3.22) mit (3.90a) und
(3.90b) zu

)= 5 1 [e7 4 (0000 + 4u(0) 0003) + 960) + e (000) — ) 6x5) — ()]

- % . :cos(Akt) (61D bk (F) + (V)b () — esin(Art) (¢ (0)ebr () +wk(i)¢k(j))] | (3.92a)
9i,(t) = i Xk: :e—mkt(m(i) @) (610 — () + € (i) — i (0)) (D) + wk(j))} |

- % Ek: :cos(Akt) (61 (1) bk (G) — i (0) b (5)) + vsin(Ant) (dx (i)ebi (G) — wk(i)m(j))] (3.92b)

Im Falle periodischer Randbedingungen kénnen sie auch mithilfe des Bogoliubov-Winkels ausgedriickt
werden in der Form

fii(t) = % Z (COS(Akt) + 2cos(6g) sin(Akt))eZk(j_i’) , (3.93a)
k
gi;(t) = f% Zsin(@k) sin(Akt)e’k(j*i) . (3.93b)
k

Im Rahmen der numerischen Berechnungen wird die Darstellung der f; ;(¢) und g, ;(t) tiber die ¢, und 1,
verwendet. Diese werden im Falle freier Randbedingungen mithilfe des Verfahrens von Lieb, Schultz und
Mattis bestimmt und im Falle periodischer Randbedingungen mit dem Verfahren von Igléi und Turban.
Um nun die Zeitentwicklung der Pauli-Spinoperatoren &7, die in den Korrelationsfunktionen sowie der
lokalen Magnetisierung auftreten, bestimmen zu kénnen, werden diese mithilfe von (3.3) und (3.11) iiber
die Fermioperatoren ¢l und ¢, ausgedriickt, deren Zeitentwicklung soeben hergeleitet wurde:

i

50 = [T [@E® +¢,0) (@0 - 6,m)] @@ +é0). (3.94)
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Mithilfe der Majorana-Fermioperatoren

1—1
iy =& + ¢, = (—067)67, (3.95a)
j=1
i—1
wini = ¢ — ¢ =1 [[ (- 63)5? (3.95b)
j=1
mit ¢ =1,..., N kann dies geschrieben werden als
2i—1
a7ty =" a;(0) . (3.96)
j=1

Die Majorana-Fermioperatoren sind selbstadjungiert. Sie erfiillen die Antikommutatorrelationen
{a2i—1, 4051} = {Gi,a2;} =26;; und  {agi_1,d0;} = {d2i,d2j-1} =0 (3.97)
und es gilt
. 2 L2
(agi,l) = (agi) =1. (398)

Ausgedriickt iiber die Fermioperatoren, in denen der Hamiltonoperator vor bzw. nach dem Quench dia-
gonal ist, lauten die Majorana-Fermioperatoren

a1 =Y o @A +a) (3.99a)
Win; = Zk: @) (AT = 7 (3.99b)
bzw. '
lgi1 = zk: o () (1) +7y) (3.100a)
Vo = Ek: W (0) (A — 1) - (3.100b)

Die Darstellung iiber die ﬁ}; und 7, erlaubt die Bestimmung der Zeitentwicklung der Majorana-Fermi-
operatoren zu

N
agi—1(t) = Z [Pai—1,2j—1(t)azj—1 + Pai—1,2;(t)az;] (3.101a)

J

Il
-

dgi(t) [Pgi’gj_l(t)dgj_l + P2i72j(t)dgj] (3.101b)

|
KMZ

Il
—

J

mit den zeitabhéngigen Entwicklungskoeffizienten

Poic12j-1(t) = ) ou(i)or(j) cos(Axt) (3.102a)
Poi_10j(t) = — zk: dr (i) (5) sin(Axt) , (3.102b)
Poij-1(t) = Ek: bie(1) o1 (7) sin(Art) , (3.102¢)

Pyi2j(t) = ém(iwk@) cos(Axt) . (3.102d)

Die Koeffizienten P; ;(t) der Zeitentwicklung sind dabei rein reell.
Die Relationen (3.102a) bis (3.102d) kénnen zusammengefasst werden zu

2N
ai(t) =Y Pjt)a;, i=1,...,2N. (3.103)
j=1
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3.3.1 Korrelationsfunktionen

Mithilfe von (3.94) kann die Autokorrelationsfunktion (3.78) iiber die im vorangegangenen Kapitel ein-
gefithrten Majorana-Fermioperatoren ausgedriickt werden als

O (57, 0) = (1) (W5 |a1 (1) . .. dor—1 (s . dar|TS) (3.104)

t) kann unter Verwendung

Das in der gleichzeitigen Korrelationsfunktion auftretende Produkt 7 (¢)67, (
3.98) vereinfacht werden zu

"
T2
der Antikommutatorrelationen (3.97) der Majorana-Fermioperatoren sowie (
27‘271

a7 (ar, () =" I at) . (3.105)

=277

Die Anzahl der zu betrachtenden Majorana-Fermioperatoren hingt somit vom Abstand der beiden Po-
sitionen innerhalb der Kette ab und die gleichzeitige Korrelationsfunktion (3.82) kann in Termen der
Majorana-Fermioperatoren geschrieben werden als

Co (ry, b9, t) = 1727 (B0 g, (1) . . dgry 1 ()T (3.106a)

Das Wicksche Theorem [221] erlaubt nun, die auftretenden Erwartungswerte mehrerer Majorana-Fermi-
operatoren durch Summen von Produkten von Erwartungswerten jeweils zweier Majorana-Fermioperato-
ren auszudriicken. Hierzu wird die Zeitabhéingigkeit der Erwartungswerte der Majorana-Fermioperatoren
zunéchst tiber (3.103) auf die Koeffizienten P; ;(t) ausgelagert, sodass nur noch Erwatungswerte zeitun-
abhéngiger Majorana-Fermioperatoren zu bestimmen sind. Diese werden gemif (3.99) iiber die Fermiope-
ratoren ausgedriickt, dargestellt iiber die der Hamiltonoperator H, vor dem Quench Diagonalgestalt hat.
In dieser Darstellung kann nun das Wicksche Theorem fiir den Grundzustandserwartungswert angewen-
det werden, da die Anwendung eines Vernichters auf den Grundzustand null ergibt. Nur die vollstandig
kontrahierten Terme'! verschwinden nicht identisch. Da der Grundzustandserwartungswert eines normal-
geordneten Produktes verschwindet, konnen die Kontraktionen somit als Grundzustandserwartungswerte
des zeitgeordneten Produktes der entsprechenden Operatoren geschrieben werden. Hierbei ist fiir Fermi-
operatoren noch ein durch die Anzahl der notwendigen Vertauschungen zur Herstellung der Zeitordnung
bestimmtes Vorzeichen zu beachten. Werden nun die Operatoren in den verbleibenden Erwartungswerten
wieder zu den Majorana-Fermioperatoren zusammengefasst sowie die Koeffizienten der Zeitentwicklung
wieder in diese hineingezogen, so zeigt sich, dass das Ergebnis dasselbe ist, als wéren die Kontraktionen
direkt iiber die zeitabhéingigen Majorana-Fermioperatoren gebildet worden. Die verbleibende Summe iiber
Produkte der Grundzustandserwartungswerte jeweils zweier Majorana-Fermioperatoren kann in kompak-
ter Form als Pfaffsche Determinante? geschrieben werden. Die auftretenden Vorzeichen werden durch die
Vorschrift zur Berechnung der Determinante korrekt beriicksichtigt.

Dargestellt als Pfaffsche Determinante lautet die Autokorrelationsfunktion

T
C(r,t;7,0) = (=1)"* S U (3.107)
mit
2r—2 2r—1
Si12 Sz .. Siera T Tio ... Tior—
S. . S5 9p_ T T: - T5 o9p_
s= S Saa b g T T ot
Sor_2.2r—1 Tior—1 To2r—1 ... Top_12r—1

1Unter der Kontraktion zweier Operatoren ist die Differenz ihres zeit- und ihres normalgeordneten Produktes zu verstehen.
2Die Determinante einer schiefsymmetrischen Matrix kann als das Quadrat des Polynoms ihrer Eintréige geschrieben werden.
Dieses Polynom wird als Pfaffsche Determinante der Matrix bezeichnet.
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und
2r—2
Ui Uiz ... Uigr—1
Uz ... U1
U= ’ ’ 2r—2
Uzr—2,2r—1

Fiir die gleichzeitige Korrelationsfunktion ergibt sich

C™ (ry, by, 1) =47 |S)| (3.108)
mit
2rg—r1)—1
Sori2rm41 S 242 oo S 2r—1
g_ Sori41,2r42  --- 527“1-"-1.,27‘2—1 Sra—ri)—1 (3.109)

Sory—2,2rp—1

Bei den Eintrdgen der Pfaffschen Determinanten handelt es sich jeweils um Erwartungswerte zweier
Majorana-Fermioperatoren. Sie sind gegeben durch

Siy = (U |ai(t)a; ()]0 (3.110a)
0)+ o« 0

Ti5 = (05 as(t)a; v ) (3.110D)

Ui j = (O s [ 0g”) (3.110¢)

Die zeitabhéngigen Erwartungswerte (3.110a) und (3.110b) konnen mithilfe von (3.103) iiber zeitun-
abhingige Erwartungswerte ausgedriickt werden:

2N

(O |as()a; () ey = Z Pin () 3" Py (t) (08 |t | 95”) (3.111a)
n=1
()| (t)as | 0§) = Z Py (8) (U a0 5) (3.111b)

m=1

Diese konnen mit (3.99) bestimmt werden zu

(U i1 [ W5)) = (3.112a)
(U iy g [0 ) = Gﬁoz , (3.112D)
(0 |agitn; 105"y = =G (3.112¢)
() |aziin; | 05”) = 655 , (3.112d)
wobei
) == >0 @0e (). (3.113)
k

Mithilfe von (3.112a) bis (3.112d) konnen die zeitabhéngigen Erwartungswerte (3.111a) und (3.111b)
geschrieben werden als

(05" au(1)ay (0] W5”) = b + oL (1) (8.114)
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mit
N
= Y (G0 Piom 1 (t)Pi2n(t) = G Piom ()P 201 (1)] (3.115)
m,n=1
sowie

N
t)+ Z G;O,ani,2mf1(t) fir j = 2n
UIPA 0
(g ai(t)a; 1 5”) = : (3.116)
_ZZG 12mt fu]f']:2n_]_

Die Auswertung der Pfaffschen Determinanten erfolgt durch Berechnung der Determinanten der zu-
gehorigen schiefsymmetrischen Matrizen und anschlieBende Bildung der Quadratwurzel. Aufgrund der
Wahlfreiheit des Vorzeichens bei der Bildung der Quadratwurzel wird im Folgenden lediglich der Betrag
betrachtet.

3.3.2 Lokale Magnetisierung

Wie die im vorherigen Abschnitt betrachteten Korrelationsfunktionen kann die lokale Magnetisierung
(2.6) mithilfe von (3.94) iiber die Majorana-Fermioperatoren ausgedriickt werden:

mi(t) = o (U )ay () .. ages ()W) . (3.117)

Das weitere Vorgehen verlduft analog zu den Korrelationsfunktionen. Um das Wicksche Theorem anwen-
den zu konnen, ist allerdings noch der erste angeregte Zustand |\I/§O)> des Hamiltonoperators Hy vor dem
Quench iiber den Grundzustand |\I!go)> auszudriicken gemés

o) =40t e i) (3.118)
sodass
mg(t) = (U |y () ... aser () |05 . (3.119)

ko bezeichne hierbei allgemein die Wellenzahl der Mode mit der geringsten Energie. Fiir das System mit
freien Randbedingungen in der ferromagnetischen Phase ist kg = w die komplexwertige Wellenzahl. In
der paramagnetischen Phase ist kg = 0. Auf die gleiche Weise wie fiir die Korrelationsfunktionen kann
wiederum gezeigt werden, dass das Wicksche Theorem angewendet werden kann. Mit seiner Hilfe kann
die lokale Magnetisierung durch die folgende Pfaffsche Determinante dargestellt werden:

mi(t) ="""[S V| (3.120)
mit

20—2 1

—

S12 S13 - St W1,ko
S. co o Soop \%
S = 2,3 2’2.2 ! 202 und V = 2"k° 0—1
Sor—2,20-1 Vae—1,k

Die S; ; sind dabei definiert gemaf (3.110a) und fiir die V; j, gilt
Viko = (06" |a: (00 1w ) . (3.121)

Zur Auswertung der Erwartungswerte werden die zeitabhingigen Majorana-Fermioperatoren mithilfe von
(3.103) umgeschrieben:

(O |a; () Ty = me ) (U |amn 1wy (3.122)

m=1
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Die nun zeitunabhéngigen Erwartungswerte ergeben sich zu

(@) [azing) [057) = 65 (i) (3.123a)
(O |azi ey = w (i) | (3.123D)
sodass schliefllich gilt
N
W a0 0E) = 3 [Prom 1 (8 (m) +1Ps o (001 (m)] (3.124)
m=1

3.3.3 Verschrinkungsentropie

Es verbleibt noch die Bestimmung der Verschrankungsentropie nach (3.88). Das hierzu verwendete Verfah-
ren wurde in [204,205] hergeleitet und stellt das Standardverfahren zur Bestimmung der Verschrinkungs-
entropie im Ising- und XY-Modell dar [33,36,40,67—69]. Es wurde gezeigt, dass die reduzierte Dichtematrix
pe aus der 2¢ x 2¢-dimensionalen reduzierten Korrelationsmatrix

(W6 i (£)a; (1) w ") = 035 +1(TF), (1) (3125)

rekonstruiert werden kann, wobei die Werte von ¢ und j iiber alle Positionen von Subsystem A laufen.
Die @, sind die Majorana-Fermioperatoren nach (3.95) und T';!(¢) ist die schiefsymmetrische Matrix mit
den Eintrigen gemif (3.115). Im Falle periodischer Randbedingungen héngen die Matrixelemente nur
von dem Abstand der Positionen ab, auf die die Majorana-Fermioperatoren wirken. 1"24 ist dann eine
schiefsymmetrische Block-Toeplitz-Matrix.

Die Matrix Fg‘ kann durch eine orthogonale Transformation, deren Matrixdarstellung mit @) bezeichnet
werde, auf Blockdiagonalgestalt gebracht werden [40,205]:

0 %1 (t) 0
—n(t) 0 0
0 0 0 vo(t)
QUIIHRTM) = o0 0 —wm@) 0 . (3.126)
0 ve(t)
L —v(t) 0 |
Die Eigenwerte von T';'(t) ergeben sich aus dieser Darstellung zu 4-w;(t) mit i = 1,..., . Die reduzierte

Dichtematrix py des Subsystem A der Lénge ¢ kann somit als direktes Produkt

b= Qi (3.127

der ¢ Dichtematrizen ¢; mit Eigenwerten

1 .
iT”Z(t)7 i=1,....0 (3.128)

dargestellt werden. Thre Eigenwerte sind durch die Eigenwerte der g; gegeben, sodass die Verschrankungs-
entropie der beiden Subsysteme geschrieben werden kann als

Se(t) = —EZ: [1 +2”i(t) In <1 +;’i(t)> 41 _;i(t) In (1 _;i(t))] . (3.129)

i=1

Das hier beschriebene Verfahren zur Bestimmung der Zeitentwicklung der Verschrénkungsentropie kann
sowohl auf das System mit freien als auch auf das System mit periodischen Randbedingungen angewendet
werden.
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Bemerkungen

Die mithilfe der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Freie-Fermionen-Technik gewonnenen
Resultate sind exakt. Sie werden im folgenden Kapitel als Referenz fiir die Eregbnisse der semiklassischen
Theorie zur Beschreibung des Relaxationsprozesses des eindimensionalen transversalen XY-Modells die-
nen. Die Bezeichnung Freie-Fermionen-Technik riihrt daher, dass das Verfahren auf der Diagonalisierung
des Hamiltonoperators durch die Transformation auf ein System nicht wechselwirkender (freier) Fermio-
nen beruht. Das Verfahren weist zwei entscheidende Vorteile auf. Zum einen sind fiir ein System aus
N Spins lediglich zwei Matrizen der Dimension N x N (Verfahren von Lieb, Schultz und Mattis) bzw.
eine Matrix der Dimension 2N x 2N (Verfahren von Igléi und Turban) zu diagonalisieren entgegen der
direkten Diagonalisierung des Hamiltonoperators, dessen Matrixdarstellung von der Dimension 2V x 2V
ist. Die Dimension der zu diagonalisierenden Matrix wichst also nicht exponentiell mit der Systemgrofe,
sondern algebraisch, wodurch die Betrachtung gréflerer Systeme erst moglich wird. Zum anderen ist fiir
die Freie-Fermionen-Technik die Kenntnis der genauen Form des Grundzustandes nicht erforderlich. Zur
Berechnung der Zeitentwicklung der Observablen wird lediglich die Grundzustandseigenschaft ausgenutzt,
dass im Grundzustand keine energetische Mode angeregt ist, Anwendung eines Vernichters ﬁ,(co) auf ihn
also immer null ergibt.
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3.4 Semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses

Das im vorherigen Kapitel beschriebene Verfahren zur Diagonalisierung des Hamiltonoperators durch
Transformation auf ein System freier Fermionen erlaubt es, die Zeitentwicklung des Systems nach einem
Quench auch fiir grofle Systemgrofien exakt zu bestimmen, liefert jedoch keine anschauliche Erkldrung fiir
die Vorgénge innerhalb des Systems wihrend des Relaxationsprozesses. Fine derartige Beschreibung wird
im Rahmen der im Folgenden erlduterten semiklassischen Theorie méglich sein, die den Relaxationspro-
zess des Systems nach dem Quench mithilfe von durch den Quench erzeugten und sich im Anschluss daran
ballistisch ohne Wechselwirkung untereinander durch das System bewegenden Quasiteilchen beschreibt.
Die Anfinge der semiklassischen Theorie gehen zuriick auf Sachdev und Young, die 1997 in [222] eine
semiklassische Erklarung fiir den Relaxationsprozess des eindimensionalen transversalen Ising-Modells
bei endlicher Temperatur aufgestellt haben. Die Erzeugung der Quasiteilchen erfolgte hierbei durch die
thermische Exzessenergie innerhalb des Systems bedingt durch die endliche Temperatur. Erstmalige Ver-
wendung bei der Beschreibung von Relaxationsprozessen nach einem Quench fand die semiklassische
Theorie 2009 bzw. 2010 in [39,41] durch Rossini et al. zur Herleitung von Ausdriicken fiir die Relaxa-
tionszeit 7 und die Korrelationslénge & des transversalen Ising-Modells. In der Folgezeit konnten Rieger
und Igléi im Jahre 2011 den zeitlichen Verlauf der Observablen im transversalen Ising-Modell mit durch
endlicher Systemgrofie bedingten Randeffekten nach einem Quench in [43] zunéchst qualitativ und in [45]
auch quantitativ beschreiben. Als entscheidende Grofien im Rahmen der semiklassischen Theorie haben
sich hierbei die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench sowie ihre Geschwindigkeit erwiesen.
Es hat sich gezeigt, dass der durch Rieger und Igléi mittels storungstheoretischer Argumente bestimmte
Ausdruck fiir die Besetzungszahl der Quasiteilchen im transversalen Ising-Modell bei Betrachtung schwa-
cher Quenchs gute Ergebnisse liefert, sich jedoch fiir stirkere Quenchs und fiir Quenchs des transversalen
XY-Modells, welche auch die Anisotropie &ndern, Abweichungen ergeben. Aus einem von Calabrese, Essler
und Fagotti in [44,47] bestimmten exakten Ausdruck fiir die Zeitentwicklung von Korrelationsfunktionen
im transversalen Ising-Modell konnte eine modifizierte Besetzungszahl hergeleitet werden, welche auch
die exakte Beschreibung stéarkerer Quenchs des transversalen Ising-Modells mithilfe der semiklassischen
Theorie erlaubte. 2012 konnte in [68] schlieBlich aus einem exakten Ausdruck fiir die Zeitentwicklung
von Korrelationsfunktionen im transversalen XY-Modell analog zu demjenigen fiir das transversale Ising-
Modell von Calabrese, Essler und Fagotti aus [44,47] eine modifizierte Besetzungszahl nach Quenchs im
transversalen XY-Modell gewonnen werden, unter deren Verwendung die Resultate der semiklassischen
Theorie auch hier eine gute Ubereinstimmung zu den exakten Resultaten aufgewiesen haben.

Im Folgenden werden die Grundlagen der semiklassischen Theorie und ihre Anwendung zur Beschreibung
des Relaxationsprozesses nach einem Quench nach [43,45] erldutert. Nach einer anschaulichen Interpre-
tation der Quasiteilchen wird ihre Erzeugung durch den Quench beschrieben und es werden Ausdriicke
fiir ihre Besetzungszahl und Geschwindigkeit hergeleitet. Weiterhin wird ein Bezug zwischen den Beset-
zungszahlen der Quasiteilchen und den Erhaltungsgrofen im verallgemeinerten Gibbs-Ensemble herge-
stellt. Ausgehend hiervon wird auf die Bestimmung der Observablen mithilfe der semiklassischen Theorie
eingegangen. Abschlielend werden die Resultate der semiklassischen Theorie mit den exakten Resultaten
der Freie-Fermionen-Technik fiir die Zeitentwicklung der Verschriankungsentropie zweier Subsysteme, der
lokalen Magnetisierung ung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins im transversalen XY-
Modell nach einem Quench verglichen. Dabei werden sowohl Systeme mit freien als auch Systeme mit
periodischen Randbedingungen betrachtet.

3.4.1 Quasiteilchencharakteristik

Zu Beginn der Betrachtungen zur semiklassischen Theorie soll eine anschauliche Interpretation der Quasi-
teilchen gegeben werden. Es werde dabei zunéichst die ferromagnetische Phase betrachtet. Ausgehend vom
vollstéindig geordneten Zustand fiir h = 0 haben Rieger und Igléi in [45] gezeigt, dass es sich im transver-
salen Ising-Modell mit freien Randbedingungen fiir kleines Transversalfeld bei den niedrigen energetisch
angeregten Zustidnde in erster Ordnung entarteter Stérungstheorie um die Fourier-Transformierten von
Basiszustéinden mit einem einzelnen Kink handelt. Unter einem Kink ist hierbei eine Doménengrenze
bzw. ein gebrochenes Bond zu verstehen, d. h. das Aufeinandertreffen eines Spin up und eines Spin down
(Abbildung 3.4 (a)). Frei propagierende Kinks stellen infolgedessen Wellenpakete energetisch niedrig lie-
gender Anregungen dar. IThre Energie entspricht in erster Ordnung Stérungstheorie den Energien der
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(a) ferromagnetische Phase (h/J < 1) (b) paramagnetische Phase (h/J > 1)
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Abbildung 3.4: Quasiteilchen im eindimensionalen transversalen Ising-Modell mit freien Randbedingun-
gen. In der ferromagnetischen Phase (a) kénnen die Quasiteilchen mit einem Kink identifiziert werden,
in der paramagnetischen Phase (b) mit einem einzelnen entgegengesetzt zu seinen néchsten Nachbarn
orientierten Spin. Die Quasiteilchen werden durch den Quench erzeugt und bewegen sich anschliefend
mit konstanter Geschwindigkeit ohne Wechselwirkung untereinander durch das System.

Moden des Hamiltonoperators

A = /W2 + J2 —2Jhcos(k) = \/J2 sin?(k) + (J cos(k) — h)? (3.130)
und ihre Geschwindigkeit ist gegeben durch die partielle Ableitung der Energie nach der Wellenzahl

O\, Jhsin(k)

o m (3.131)

Ve =
Die sich ballistisch mit konstanter Geschwindigkeit vy und ohne Wechselwirkung untereinander durch die
Kette bewegenden Kinks stellen in der ferromagnetischen Phase die Quasiteilchen der semiklassischen
Theorie dar. Ausgehend von der Herleitung von Rieger und Igléi sind die Quasiteilchen zun#chst nur
fiir kleine Felder, d. h. tief in der ferromagnetischen Phase definiert. Es konnte jedoch in [45] gezeigt
werden, dass die semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses nahezu im gesamten Phasenraum
gute Resultate liefert. In der paramagnetischen Phase sind die Quasiteilchen wie bei Sachdev und Young
in [222] im Falle endlicher Temperatur, fiir die das eindimensionale System immer ungeordnet ist, mit
einzelnen Spin down inmitten von Spin up bzw. einzelnen Spin up inmitten von Spin down zu identifi-
zieren (Abbildung 3.4 (b)). Dies kann ebenfalls storungstheoretisch ausgehend vom Zustand fiir A — oo
gezeigt werden, in dem alle Spins parallel zum Transversalfeld orientiert sind. Die Quasiteilchen in der
paramagnetischen Phase weisen die gleiche Dispersionsrelation und Geschwindigkeit auf wie die in der
ferromagnetischen Phase. Lediglich nahe des kritischen Punktes existieren keine wohldefinierten Quasi-
teilchen, sodass die semiklassische Theorie nicht fiir Quenchs angewendet werden kann, die in der N#he
des kritischen Punktes enden.
Nach der Beschreibung der Gestalt der Quasiteilchen werde nun auf ihre Erzeugung durch den Quench
eingegangen. Hierzu werde zunichst wiederum wie in [45] das transversale Ising-Modell betrachtet. Die
Erzeugung von Quasiteilchen im System erfolgt immer paarweise. Die Quasiteilchen eines Paares sind
nach [35] verschrinkt und haben aufgrund der Impulserhaltung entgegengesetzte Impulse. Quasiteilchen
hingegen, die an unterschiedlichen Positionen der Spinkette erzeugt wurden, sind nicht verschrinkt und
werden als inkohérent bezeichnet. Zur genaueren Untersuchungen der Erzeugung der Quasiteilchen werde
nun der Zustand des Systems fiir sehr kleine Zeiten nach dem Quench betrachtet. Dieser kann approxi-
miert werden in der Form

[w(t)) = exp [—udit] )
exp [—z (f% Zf\;_ll &f&ﬁrl) t} exp {—Z (f% Zf\il &f) t} |\I/éo)>

Q

N-1 N
= [T exv [1£6767,,t] [] exp [1£573t] [0 (3.132)
i=1 j=1
N-1 N
= T [cos (3t) +vsin () 67671] T [cos (5¢) +sin (42) 67] [0(”) .
i=1 j=1
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1 1.0
0.9 09 Abbildung 3.5: Numerisch bestimmte Werte der

0.8 0.8 Maximalgeschwindigkeit der Quasiteilchen der semi-
0.7 0.7 klassischen Theorie in Einheiten der Kopplungskon-
0.6 06 stante J nach einem Quench im eindimensionalen
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h)J eine obere Schranke fiir vy, dar.

Anhand dieser Darstellung wird die Wirkung des Quenchs auf das System ersichtlich. Wéhrend die 667,
nur die Orientierung der Spins abfragen, werden durch die 67 einzelne Spins umgeklappt. Hierdurch
wird an jeder Position der Kette zu jeder Wellenzahl k ein Paar von Quasiteilchen erzeugt. Unter der
Zeitentwicklung des Systems bewirken die 5 auch die Propagation der Quasiteilchen.

Fiir das transversale XY-Modell ergibt sich in Analogie zu (3.132) folgende N#herung des Zustandes des
Systems fiir kleine Zeiten

N-1 N-1
[cos (‘](HW) ) + 2sin <w ) Aj—“fﬂ} [cos ( J0-7)y ) + 2sin (@t) 6;’»’&;’4_1}
i=1 j=1
N
H cos (&) +sin (4t) 6] 1wy (3.133)

Quasiteilchen werden im transversalen XY—Modell somit nicht nur durch die Wirkung der 67 erzeugt,
sondern auch durch die 6767, ;, wobei die durch 6Y67, , erzeugten Paare von Quasiteilchen nicht an einer
Position der Kette entstehen sondern an zwei benachbarten Positionen. Die Propagation der Quasiteil-
chen wird ebenfalls nicht nur durch die &7, sondern auch durch die 657, | hervorgerufen.

Die Resultate von [68] zeigen, dass trotz der beschriebenen Unterschiede zwischen dem transversalen
Ising- und dem transversalen XY-Modell die semiklassische Theorie auch zur Beschreibung des Relaxa-
tionsprozesses des transversalen XY-Modells geeignet ist. Fiir dieses ist die Energie der Quasiteilchen
gegeben durch

A = /h2 + J242 — 2Jhcos(k) + J2(1 — 42) cos?(k \/JQ'y sin?(k) 4 (J cos(k) — h)2 (3.134)
und ihre Geschwindigkeit ergibt sich als die partielle Ableitung der Energie nach der Wellenzahl

0Ny Jsin(k)(h — J(1 —~?) cos(k))
ok Ay '

v = (3.135)
Insbesondere hingt die Geschwindigkeit der Quasiteilchen nur von den Parametern des Hamiltonopera-
tors nach dem Quench ab. Wihrend die Geschwindigkeit im Falle des transversalen Ising-Modells (y = 1)
stets positiv ist, treten im Falle des transversalen XY-Modells nach (3.135) auch negative Geschwin-
digkeiten auf, wenn h/J < 1 —~? ist. Dies wurde im Abschnitt zum Spektrum des Hamiltonoperators
ausfithrlich diskutiert, als das Auftreten eines Minimums der Ay im Innern des Intervalls von 0 bis 7
untersucht wurde. Fiir die semiklassische Theorie ist das Vorzeichen der Geschwindigkeit unerheblich, da
die Quasiteilchen immer paarweise mit Geschwindigkeiten vy und —vy erzeugt werden. Aus diesem Grund
wird im Folgenden immer der Betrag der Geschwindigkeit betrachtet und die Maximalgeschwindigkeit
Umax der Quasiteilchen iiber die Betrige bestimmt.

Die Maximalgeschwindigkeit vy,.x der Quasiteilchen bestimmt die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
Storung innerhalb des Systems nach dem Quench. Fiir das transversale Ising-Modell (v = 1) ist

hofalls h/J <1
'Umax = { ’ . / < (3-136)

J Lfallsh/J>1"
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Abbildung 3.6: Schematische Darstellung der Be- (a) freie (b) periodische
wegung eines an der Position zo der Kette durch den  Randbedingungen Randbedingungen
Quench erzeugten Paares von Quasiteilchen zu einer tA "

Wellenzahl k fiir das System mit (a) freien Randbe- ‘

dingungen bzw. (b) periodischen Randbedingungen.
Aufgrund der Impulserhaltung haben die Quasiteil-
chen des Paares einen entgegengesetzten Impuls. Im
Falle freier Randbedingungen werden die Quasiteil-
chen an den Enden der Kette reflektiert, im Falle pe-
riodischer Randbedingungen laufen sie um die Kette
herum. Dies erklart die fiir freie Randbedingungen
doppelte Periodendauer im Vergleich zu periodischen
Randbedingungen. Zusétzlich ist fiir den Spin an der
Position r der Kette angegeben, ob er von den Quasi-
teilchen des betrachteten Paares zu einem Zeitpunkt
t mit gerader (+) oder ungerader (—) Hiufigkeit pas-
siert wurde. Abbildung (a) wurde [45] nachempfun-
den.

Die Maximalgeschwindigkeit der Quasiteilchen steigt also in der ferromagnetischen Phase linear mit der
Stéarke des transversalen Feldes h an und hat in der paramagnetischen Phase den konstanten Wert .J.
Fiir das transversale XY-Modell (0 < v < 1) besteht kein derart einfacher analytischer Zusammenhang
zwischen den Parametern des Hamiltonoperators und vp,,x. Abbildung 3.5 zeigt aus diesem Grund nu-
merisch bestimmte Werte fiir vyax. Fiir kleine Verhéltnisse h/J steigt die Maximalgeschwindigkeit mit
abnehmender Anisotropie v an. Wie fiir das transversale Ising-Modell stellt J auch fiir v < 1 eine obere
Schranke von vy, dar. Die Bewegung der Quasiteilchen durch die Spinkette erfolgt mit der ihrer Wellen-
zahl k entsprechenden Geschwindigkeit vy, deren Betrag zeitlich konstant ist. In Abbildung 3.6 wird die
Bewegung eines an der Position xg der Spinkette erzeugten Quasiteilchenpaares im Raum-Zeit-Diagramm
illustriert. Fiir freie Randbedingungen werden die Quasiteilchen an den Enden der Kette reflektiert (Ab-
bildung 3.6 (a)). Im Falle periodischer Randbedingungen laufen die Quasiteilchen um die Kette herum
(Abbildung 3.6 (b)). Mit der Definition der Periodendauer nach [45] als die Zeit, nach der sich die Qua-
siteilchen wieder an der Position befinden, an der sie durch den Quench erzeugt wurden, und sich in die
Richtung bewegen, in die sie nach ihrer Erzeugung gestartet sind, ergibt sich fiir freie Randbedingungen
die doppelte Periodendauer wie fiir periodische Randbedingungen. Weiterhin ist die Periodendauer auf-
grund der unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Quasiteilchen zu verschiedenen Wellenzahlen ebenfalls
von k abhéngig. Mit der Zeit

L

ol

Ty : (3.137)
die ein Quasiteilchen zur Wellenzahl k£ benotigt, um die Kette der Lénge L einmal zu durchlaufen, folgt
fiir die Periodendauer im Falle freier Randbedingungen

TERB = 2T (3.138)
und fiir die Periodendauer im Falle periodischer Randbedingungen

povieak = Tk - (3.139)
Die Position der beiden Quasiteilchen des an der Position zg zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch den Quench
erzeugten Quasiteilchenpaares zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0 kann folgendermaflen bestimmt wer-
den. Bezeichne hierzu z,(t) die Position des Quasiteilchens a, welches urspriinglich nach links gestartet
ist (rote Trajektorie in Abbildung 3.6), und z(t) die Position des Quasiteilchens b, welches urspriinglich
nach rechts gestartet ist (blaue Trajektorie in Abbildung 3.6). Der Betrag der Geschwindigkeit der Qua-
siteilchen sei |vg|. Sei t, die Zeit, nach der Quasiteilchen a zum ersten Mal den linken Rand der Kette
erreicht, und ¢, die Zeit, nach der Quasiteilchen b zum ersten Mal den rechten Rand der Kette erreicht.
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Abbildung 3.7: Schematische Darstellung des Bei-
trages von drei an unterschiedlichen Positionen der
Kette erzeugten Paaren von Quasiteilchen zu ver-
schiedenen Wellenzahlen k zur Korrelationsfunkti-
on C*(ry,t1;70,t2). 67 (t1) und 67, (t2) haben un-
terschiedliche Vorzeichen, da zwischen ihrer Verbin-
dungslinie (r1,t1;72,t2) und den Quasiteilchentra-
jektorien eine ungerade Anzahl an Schnittpunkten
existiert. Quasiteilchenpaare, fiir die die Anzahl der
Schnittpunkte gerade ist (rot und griin), leisten da-
bei keine Beitrag. Die Steigung der Trajektorien der
Quasiteilchen héngt von der Wellenzahl k£ ab und
ist gegeben durch die inverse Geschwindigkeit vy | ™.
Die Abbildung wurde [45] nachempfunden.

Offensichtlich gilt

Zo
.=, 3.140a
ol (3.1402)
gy = L0 (3.140D)
||

Bei den weiteren Uberlegungen ergeben sich in Abhiingigkeit von den Randbedingungen Unterschiede.
Es werde zunichst der Fall freier Randbedingungen betrachtet. Fiir diese gilt fiir ¢ < T

rolt) = xo — |vglt fiir 0 <t <t, (3.141)
¢ loglt —zo  fiir t, <t < T

o(t) = xo + vkt fuir0 <t <ty (3.141b)
b 2L7$07|’Uk-|t fur tp, <t < Ty . -

Zum Zeitpunkt t = T}, treffen sich die beiden Quasiteilchen des betrachteten Quasiteilchenpaares an der
Position L — xg. Fiir Ty, < t < 2T} ergeben sich entsprechende Beziehungen und fiir ¢ > 27T} kann die
Periodizitéit der Bewegung der Quasiteilchen mit Periodendauer 27}, ausgenutzt werden.

Fiir periodische Randbedingungen miissen keine Reflexionen der Quasiteilchen beriicksichtigt werden. Die
Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares treffen sich bereits zum Zeitpunkt T /2 an der Position L — xg.
Thre Positionen fiir ¢ < T}, sind gegeben durch

24(t) = (w0 — |vg|t) mod L, (3.142a)
2y (t) = (20 + |vg|t) mod L . (3.142b)

3.4.2 Semiklassische Theorie

In Abbildung 3.6 wurde fiir das betrachtete Quasiteilchenpaar und einen beliebigen Spin an der Position
r der Kette bereits gekennzeichnet, ob die Quasiteilchen des Paares den Spin mit gerader oder ungerader
Hé#ufigkeit passiert haben. Dies ist entscheidend fiir die Berechnung des Beitrages eines Quasiteilchenpaa-
res zur lokalen Magnetisierung eines Spins bzw. zur Korrelationsfunktion zwischen zwei Spins. Wie bereits
erliutert wurde, konnen Quasiteilchen in der ferromagnetischen Phase mit sich mit Geschwindigkeit vy,
ballistisch durch die Kette bewegenden Kinks identifiziert werden. In der Kette mit freien Randbedingun-
gen sind sowohl gerade als auch ungerade Kinkzahlen moéglich, wohingegen in der Kette mit periodischen
Randbedingungen die Zahl der Kinks immer gerade ist. Wenn ein Quasiteilchen einen Position der Kette
passiert, wird der dortige Spin umgeklappt. Hat das Quasiteilchen den betrachteten Spin zu einem Zeit-
punkt ¢ mit gerader Haufigkeit passiert, leistet es somit keinen Beitrag, da sich der Spin wieder in seiner
urspriinglichen Orientierung befindet. Auf diese Weise kann unter Beriicksichtigung der an jeder Position
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(a) freie (b) periodische
Randbedingungen Randbedingungen

Abbildung 3.8: Schematische Darstellung des ¢4 A B tha A B
Beitrages eines Quasiteilchenpaares zur Ver- ; 7
schrankungsentropie zwischen dem Subsystem A der ?/ ARRREELEEES ng
Léange ¢ (schraffierte Fliche) und dem Subsystem /
B der Lange L — { einer Kette der Linge L. , 2T,
Die Quasitelchen eines Quasiteilchenpaares sind
verschrinkt. Die grau hinterlegten Bereiche im ',/ g 5
Raum-Zeit-Diagramm kennzeichnen die Zeitinter- ' """""" 2Tk
valle, zu denen sich ein Quasiteilchen des Paares /
in Subsystem A und das andere in Subsystem 47T
B befindet. In diesen Zeitintervallen leistet das (
betrachtete Quasiteilchenpaar einen Beitrag zur b 1
Verschankungsentropie der beiden Subsysteme. a ___________ 2Tk

der Spinkette erzeugten Quasiteilchenpaare zu jeder Wellenzahl k die lokale Magnetisierung der Kette an
der betrachteten Position bestimmt werden. Hierzu ist lediglich noch die Besetzungszahl fj, der Quasi-
teilchen nach dem Quench zu jeder Mode erforderlich. Vor der Herleitung von Ausdriicken fiir die f soll
jedoch noch zunéchst darauf eingegangen werden, wie Korrelationsfunktionen zweier Spins mithilfe der
semiklassischen Theorie bestimmt werden kénnen. Betrachtet werde hierzu die allgemeine Korrelations-
funktion zwischen zwei Spins an den Positionen r; und ro der Kette zu den Zeiten ¢1 und to geméf (3.77).
In Abbildung 3.7 ist der Beitrag dreier an verschiedenen Stellen der Kette durch den Quench erzeugter
Quasiteilchenpaare zu verschiedenen Wellenzahlen zu der betrachteten Korrelationsfunktion illustriert.
Waéhrend bei der Betrachtung der lokalen Magnetisierung lediglich zu beriicksichtigen war, wie oft die
Quasiteilchen die Position r des betrachteten Spins zum einem Zeitpunkt ¢ passiert haben, d. h. die Anzahl
der Schnittpunkte der Trajektorien mit der senkrechten Linie im Raum-Zeit-Diagramm zu bestimmen
war, muss zur Berechnung der Korrelationsfunktion die Anzahl der Schnittpunkte der Trajektorien der
Quasiteilchen mit der Verbindungsstrecke der beiden Punkte (r1,?1) und (r2,t2), die die beiden Spins
zu den betrachteten Zeitpunkten im Raum-Zeit-Diagramm beschreiben, bestimmt werden. In Abbildung
3.7 haben die Quasiteilchenpaare, deren Trajektorien im Raum-Zeit-Diagramm rot bzw. griin dargestellt
sind, die Verbindungslinie (r1,t1;79,t2) jeweils zweimal geschnitten, fiihren also im Gegensatz zu dem
Quasiteilchenpaar mit den blauen Trajektorien nicht zu einer Anderung der relativen Orientierung der
beiden Spins zu den betrachteten Zeitpunkten. Somit leistet in der Abbildung nur das Quasiteilchenpaar
mit den blauen Trajektorien einen Beitrag zur Korrelationsfunktion der beiden Spins.

Es verbleibt noch die Bestimmung der Verschrinkungsentropie mithilfe der semiklassischen Theorie. Wie
bereits bei der Beschreibung der Erzeugung der Quasiteilchen durch den Quench erldutert wurde, sind
die beiden Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares verschriankt. Es werde wiederum ein Subsystem A der
Lange ¢ betrachtet. Die restlichen Spins der Kette bilden das Subsystem B der Liange L — ¢. Der Beitrag
eines Quasiteilchenpaares zur Verschrinkungsentropie der Subsysteme A und B zu einem Zeitpunkt ¢
ergibt sich aus den Positionen der Quasiteilchen des Paares innerhalb des Systems zu dem betrachteten
Zeitpunkt. Befindet sich ein Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares in Subsystem A und das andere in
Subsystem B, so tragen sie aufgrund ihrer Verschdnkung zur Verschrankungsentropie der beiden Sub-
systeme bei. Befinden sich hingegen beide Quasiteilchen des Paares im selben Subsystem, so leistet das
Quasiteilchenpaar zu dem betrachteten Zeitpunkt keinen Beitrag zu Verschrinkungsentropie. Dies ist in
Abbildung 3.8 fiir ein Quasiteilchenpaar dargestellt.

3.4.3 Finite-Size-Effekte

Igléi und Rieger haben in [43] mithilfe der semiklassischen Theorie eine anschauliche Beschreibung des
zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung im eindimensionalen Ising-Modell nach einem globalen
Quench gegeben. Diese kann aufgrund der analogen Beschreibung des Relaxationsprozesses mithilfe sich
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wechselwirkungsfrei mit konstanter Geschwindigkeit durch das System bewegender Quasiteilchen auch
unmittelbar auf das transversale XY-Modell angewendet werden. Sie soll im Folgenden kurz wiedergege-
ben werden, bevor sich der quantitativen Beschreibung des Relaxationsprozesses des Systems nach dem
Quench im Rahmen der semiklassischen Theorie zugewandt wird. Die Zeitentwicklung der gleichzeiti-
gen Korrelationsfunktion und der Verschriankungsentropie kann auf analoge Weise beschrieben werden.
Betrachtet werde ein endliches System mit freien Randbedingungen. Aufgrund der endlichen Grofle des
Systems und der Reflexion der Quasiteilchen an den Kettenenden kann ein Quasiteilchen eine Position in
der Kette mehrmals passieren. Betrachtet werden zunéichst nur Quasiteilchen zu einer Wellenzahl k, die
sich mit Geschwindigkeit v, durch die Kette bewegen. Die an einer Position der Kette erzeugten Qua-
siteilchen eines Quasiteilchenpaares zur Wellenzahl k sind verschrinkt, wohingegen an unterschiedlichen
Positionen der Kette erzeugte Quasiteilchen inkohérent zueinander sind. Es zeigen sich drei Regime im
zeitlichen Verlauf der lokalen Magnetisierung an der Position ¢ der Kette. Fiir t < ¢ , = ¢/|vi| passieren
nur inkohérente Quasiteilchen die Position £. Es ergibt sich ein exponentieller Abfall der lokalen Magne-
tisierung. Das Zeitintervall ¢t < ¢y wird daher als Regime freier Relazation bezeichnet. Sobald ¢ > t; ,
ist, haben fiir die ersten Quasiteilchenpaare beide Teilchen des Paares die Position ¢ passiert, sodass
dieses Quasiteilchenpaar nun keinen Beitrag mehr zur lokalen Magentisierung leistet. Bei den bis zur Zeit
T, = L/|vg| an der Position ¢ eintreffenden Quasiteilchen handelt es sich im gleichen Mafle um Quasiteil-
chen, fiir die das an der gleichen Position der Kette erzeugte Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares die
Position ¢ bereits zu einem fritheren Zeitpunkt passiert hat, und solche Quasiteilchen, die die ersten ihres
Paares sind, die die Position ¢ passieren. Aus diesem Grund heben sich die Beitrige der im Zeitintervall
tge <t < T} —tg, die Position ¢ der Spinkette erreichenden Quasiteilchen gerade gegenseitig auf, sodass
der Wert der lokalen Magnetisierung {iber das besagte Zeitintervall hinweg auf seinem Wert vom Zeit-
punkt ¢y ¢ verbleibt. Das Zeitintervall wird aus diesem Grund als quasistationdres Regime bezeichnet. Fiir
Ty —tre <t < T}, treffen nur noch Quasiteilchen an der Position ¢ der Spinkette ein, fiir die das andere
Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares die Position ¢ bereits zu einem fritheren Zeitpunkt passiert hat.
Hierdurch werden die inkohérenten Spinumklapps zu fritheren Zeiten riickgéingig gemacht und es ergibt
sich ein exponentieller Wiederanstieg der lokalen Magnetisierung. Das Zeitintervall T}, — t;, < t < T},
wird daher als Wiederherstellungsregime bezeichnet. Die Dauer des quasistationidren Regimes ist von der
Wahl der betrachteten Position ¢ innerhalb der Kette abhéingig. Das quasistationdre Regime ist umso
ausgeprégter, je nidher £ am Rand der Kette liegt. Fiir £ = L/2 verschwindet das quasistationire Regime
vollstéindig und es besteht ein direkter Ubergang vom exponentiellen Abfall im Regime freier Relaxation
zum exponentiellen Wiederanstieg der lokalen Magnetisierung im Wiederherstellungsregime.

In der obigen Beschreibung des zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung wurden nur Quasiteilchen
zu einer Wellenzahl k berticksichtigt. Wéren die Quasiteilchen wirklich monodispers, so ergébe sich so-
mit eine perfekte Periodizitét des zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung mit Periodendauer T}.
Wie bereits gezeigt wurde, werden durch den Quench jedoch zu jeder Wellenzahl k an jeder Position der
Kette Quasiteilchenpaare erzeugt, die sich mit Geschwindigkeit |vg| durch das System bewegen. Hier-
durch ergeben sich Abweichungen von dem oben beschriebenen Verlauf. Streng betrachtet besteht eine
Periodizitédt des Systems nur noch mit einer Periodendauer, die dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen
aller Zeiten T} entspricht, die die Quasiteilchen zu allen erlaubten Wellenzahlen k bendtigen, um ein-
mal durch das System zu laufen. Effektiv ergibt sich jedoch eine Quasiperiodizitidt des Systems, welche
durch das Maximum vy, der Geschwindigkeiten aller Quasiteilchen bestimmt wird. Die Periodendauer
der Quasiperiodizitit betrigt somit T = = L/vmax. Abweichungen von einer exakten Periodizitéit mit

eriod

Trmee  ergeben sich durch die untersc}fiedlichen Geschwindigkeiten der Quasiteilchen und bestehen zum
einen darin, dass im quasistationdren Regime die lokale Magnetisierung nicht konstant bleibt, sondern
weiterhin einen Abfall zeigt. Dieser wird durch die Quasiteilchen mit |vg| < Umax hervorgerufen, fir die
Tk > L/Umax ist. Der Abfall der lokalen Magnetisierung im quasistationéiren Regime ist jedoch bedeutend
kleiner als im Regime freier Relaxation. Weiterhin erreicht die lokale Magnetisierung nach T*2¢ | nicht
wieder exakt ihren Anfangswert zum Zeitpunkt ¢ = 0, da bedingt durch die sich schneller bewegenden
Quasiteilchen ein neuerlicher Abfall einsetzt, bevor die lokale Magnetisierung durch die sich langsamer
bewegenden Quasiteilchen vollstéindig wiederhergestellt wurde.

Im Falle periodischer Randbedingungen ist die lokale Magnetisierung von der betrachteten Position in-
nerhalb der Kette unabhéngig. Weiterhin existiert kein quasistationires Regime. Die Periodendauer fiir
die Beitrage der Quasiteilchen zur Wellenzahl k ist wie im Falle freier Randbedingungen T} und die

Quasiperiodizitit der lokalen Magnetisierung ist ebenfalls gegeben durch T™% = = L/vpax.

period
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3.4.4 Besetzungszahl der Quasiteilchen

Nachdem die Grundidee zur Bestimmung der Observablen mithilfe der semiklassischen Theorie erldutert
und eine anschauliche Beschreibung der Vorgénge im System gegeben wurde, gilt es nun, all dies in
Formeln zu fassen, die Anzahl und Bewegung aller durch den Quench erzeugten Quasiteilchenpaare
beriicksichtigen und so die quantitative Beschreibung der Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung,
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion sowie der Verschréinkungsentropie erlauben. Hierzu wird neben
der bereits erlduterten Bestimmung der Geschwindigkeit der Quasiteilchen und ihrer Propagation durch
das System ihre Besetzungszahl fi nach dem Quench von entscheidender Bedeutung sein. Im Gegensatz
zur Geschwindigkeit vy der Quasiteilchen, welche nur von den Parametern des Hamiltonoperators nach
dem Quench abhingt, werden die fj, sowohl von dem initialen als auch von dem finalen Hamiltonoperator
abhéngen. Das System mit periodischen Randbedingungen ist translationsinvariant und die Erzeugung
der Quasiteilchen durch die betrachteten globalen Quenchs erfolgt homogen entlang der Kette. Im Falle
freier Randbedingungen hingegen ergeben sich insbesondere in der Néhe der Kettenenden Abweichungen,
die jedoch bei hinreichend grofler Kettenlédnge vernachléssigt werden kénnen. Da das System bei T' = 0
betrachtet wird, erfolgt die Erzeugung der Quasiteilchen ausschlieSlich durch den Quench und die Beset-
zungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench ist durch den Erwartungswert des Teilchenzahloperators
ﬁ,iﬁk der freien Fermionen nach dem Quench im Anfangszustand |\I!60)> des Systems gegeben [41]:

P = (O i, w”) (3.143)

Die Besetzungszahl der Quasiteilchen ist unter der Zeitentwicklung des Systems erhalten, da der Hamil-

tonoperator mit dem Teilchenzahloperator ﬁkﬁk jeder Mode kommutiert. Zur Bestimmung des Erwar-

tungswertes in (3.143) miissen die Fermioperatoren nk und ), in Termen der Fermioperatoren 77( )" und
N (0) dargestellt werden, in denen der Hamiltonoperator vor dem Quench diagonal ist und deren Wirkung

auf seinen Grundzustand |\I/((]O)> daher bekannt ist.

Fiir das Modell mit freien Randbedingungen werden zu diesem Zweck die ﬁk und 7), zundchst geméf

(3.18) iiber die c und ¢, ausgedriickt und diese anschlieend gemi8 (3.22) iiber die 77,(c )" und 77(0) Es

ergibt sich

ﬁzi[Z{(mu 26+ el @) il + (on(0)6l () — v (1) ﬁ,i?’}] (3.144a)

m%[Z{(m(im& () + e () i + (60 () — wi(i)el (1)) ﬁfﬁ”}} (3.144D)
ik’

und damit fiir die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench

=3 [1- T a0nmdl v o) (3.145)

i,5,k’

Die ¢y und v, sind dabei die Eigenvektoren der Matrizen (A — B)(A + B) bzw. (A + B)(A — B) fiir
den Hamiltonoperator H nach dem Quench zum Eigenwert A2 gemiB (3.21a) bzw. (3.21b), die ¢)§§0) und
1,[),(60) die entsprechenden Vektoren fiir den Hamiltonoperator Hy vor dem Quench. Sowohl ¢y, und v als
auch qbfco) und ¢I(€0) miissen numerisch bestimmt werden.

Im Gegensatz dazu ist die Berechnung der fi fiir das System mit periodischen Randbedingungen analy-

tisch moglich. Die Quenchparameter gehen hierbei unmittelbar in die Ausdiicke fiir die Besetzungszahlen

fx ein. Zunéchst miissen wiederum die 77;2 und 7 tiber die ﬁ,ioﬁ und f],(co) ausgedriickt werden. Dies er-

folgt mithilfe der inversen Bogoliubov-Rotation (3.53) von den ﬁk und 7, zu den é;i und ¢, welche im

~(0)F

Anschluss daran durch die Bogohubov Rotation (3.51) in die 7, " und ﬁ,io) iiberfiithrt werden. Es ergeben

sich folgende Ausdriicke fiir die nk und 7). :

= U\ + V) (3.146a)
0, = Z/Iknk — Vi, Al (3.146D)
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mit
U, = uku,(co) - vkv,(co) , (3.147a)
Vi = —zukv,(co) + wku,(co) . (3.147b)

Dabei ist Uy, = U}, und Vi, = V;. Fiir die Besetzungszahlen f, der Quasiteilchen folgt damit

5 1 (h — Jcos(k))(ho — Jo cos(k)) 4 J Joyyo sin? (k)
Jr= Vk =-11- ©
2 ARA;

(3.148)

Ausgedriickt iiber die Bogoliubov-Winkel 8, und 9,&0) mithilfe von (3.58) zeigt sich, dass die Uj, und die
Vi durch die Differenz Ay = 0, — 0,(60) der Bogoliubov-Winkel bestimmt sind:

Uy = cos (55) , (3.149a)
Vi =sin (5%) . (3.149b)

Fiir die Besetzungszahlen fj, ergibt sich damit
fi = sin? (%) = %[1 - cos(Ak)] ) (3.150)
Hieraus folgt unmittelbar 0 < f;, < 1. Weiterhin zeigt ein Vergleich von (3.150) zu (3.148)

(h — J cos(k))(ho — Jo cos(k)) + J Joyyo sin® (k) '

COS(Ak) = Ak;A](cO)

(3.151)

Anhand obiger Formel fiir f; wird ersichtlich, dass die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Quench
im Gegensatz zu ihrer Energie Ay und ihrer Geschwindigkeit v, nicht nur vom Hamiltonoperator H
nach dem Quench abhingt, sondern eine Funktion der Parameter sowohl des Hamiltonoperators H,
vor dem Quench als auch des Hamiltonoperators H nach dem Quench darstellt, also vom gesamten
Quenchprotokoll bestimmt wird. Hierbei erweist sich die Besetzungszahl der Quasiteilchen jedoch als
invariant gegeniiber einer Umkehr des Quenchprotokolls, d. h. einer Vertauschung von Hy und H.

Da sich fiir hinreichend grofle Systeme die Besetzungszahlen der Quasiteilchen zwischen Ketten mit
freien und mit periodischen Randbedingungen nahezu nicht unterscheiden, wird im weiteren Verlauf der
Dissertation obige Formel fiir die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach einem Quench auch fiir Systeme
mit freien Randbedingungen verwendet werden.

3.4.5 Berechnung der Observablen

Nachdem die Besetzungszahlen der Quasiteilchen der semiklassischen Theorie bekannt sind, kénnen nun
Ausdriicke fiir die Zeitentwicklung der Observablen bestimmt werden. Die Herleitung der Formeln zur Be-
rechnung der lokalen Magnetisierung und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion erfolgt dabei geméis [45]
ausgehend von der allgemeinen Korrelationsfunktion zweier Spins an den Positionen 71 und ro der Kette zu
beliebigen Zeitpunkten ¢; und ¢5 wie in Abbildung 3.7 dargestellt. In den Erlduterungen zu der Abbildung
wurde bereits erwidhnt, dass der Beitrag eines Quasiteilchenpaares zu der Korrelationsfunktion der beiden
Spins bestimmt wird durch die Anzahl der Schnittpunkte ihrer Trajektorien im Raum-Zeit-Diagramm mit
der Verbindungslinie (r1,t1;72,t2). Ein Beitrag des Quasiteilchenpaares zur Korelationsfunktion besteht
nur dann, wenn die Anzahl der Schnittpunkte ungerade ist. Bezeichne Q(r1,t1;r2,t2) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass die Trajektorien der Quasiteilchen, die an derselben Position der Spinkette erzeugt
wurden, insgesamt eine ungerade Anzahl an Schnittpunkten mit der Verbindungslinie (71, t1; 2, t2) auf-
weisen. Zur Bestimmung der Korrelationsfunktion miissen die an allen Positionen der Kette erzeugten
Quasiteilchenpaare betrachtet werden. Hierbei betragt die Wahrscheinlichkeit, dass die Trajektorien der
Quasiteilchenpaare von genau n Positionen der Kette die Verbindungslinie (ry,t1;72,t2) mit ungerader
Hiufigkeit geschnitten haben, Q™ (1—Q)%~". Die Korrelationsfunktion ergibt sich dann durch Summation
iiber alle moglichen Werte von n:

L

sz(’l"l tl T2 t2 L! L —2Q .
) U1y 9 n 1 o = —(1-2 ~ (r1,t1;7r2,t2)L . 3.152
Céccf (’I“l, T‘Q Z Q Q) TL'(L - ’I’L)' ( Q) ¢ ( )

n=0
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Hierbei bezeichnet Cgy (r1;72) die Gleichgewichtskorrelationsfunktion der beiden betrachteten Spins der
Kette vor dem Quench. In der Niherung im letzten Schritt wurde genutzt, dass Q(r1,t1;72,t2) klein ist.
Bei der Bestimmung von @) ist iiber alle Wellenzahlen k zu mitteln. Diese liegen fiir das Modell mit freien
Randbedingungen im Intervall von 0 bis 7. @ kann somit geschrieben werden in der Form

1 ™
Q(r1,t1;72,t2) = %/ dk frar(ri,ti;re, t2) - (3.153)
0

fr bezeichnet dabei die im vorherigen Abschnitt hergeleitete Besetzungszahl der Quasiteilchen zur Wel-
lenzahl k nach dem Quench und gy (71,t1;72,t2) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Trajektorien der
Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k die Verbindungslinie (r1,¢1;r2,t2) insgesamt mit einer ungeraden
Héufigkeit schneiden. Sollen nur die Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k betrachtet werden, die an der
Position z( erzeugt wurden, so wird die Bezeichnung gy (zo|r1, t1;72,t2) verwendet. Unter der Annah-

me, dass die Quasiteilchen durch den Quench homogen entlang der Kette erzeugt werden, ergibt sich
@ (r1, 1572, t2) aus den gx(wo|r1, t1;72,t2) 7u

1 (L
Qr(r1, 132, t2) = f/ dzo qi(zolr1, t1; 72, t2) - (3.154)
0
Das weitere Vorgehen unterscheidet sich nun in Abhéngigkeit von der jeweiligen Observablen.

Lokale Magnetisierung

Fiir die lokale Magnetisierung ist 71 = ro = { sowie t; = 0 und ¢5 = t. Hieraus ergibt sich fiir die
Zeitentwicklung von mj im Rahmen der semiklassischen Theorie

mi(t) = m, yexp{ —2¢™=((,t) L} . (3.155)

Dabei ist mg, , die lokale Magnetisierung im Gleichgewicht vor dem Quench und

1 s
() = o [ dk g (3.156)
T Jo
mit
1 /L
el t) = Z/ dxo g5 (xoll, t) . (3.157)
0

Fiir die weiteren Uberlegungen sei zunichst £ < L/2 und t < T},/2 = L/2|vg|. Fiir das betrachtete
Zeitintervall bezeichnet ¢;**(/,t) gerade den Anteil der Positionen innerhalb der Spinkette, fiir die an
ihnen erzeugte Quasiteilchen eines Paares zur Wellenzahl k mit Geschwindigkeit vy, bzw. —vy die Position
¢ genau einmal passiert haben, d. h. den Spin an der Position ¢ genau einmal umgeklappt haben. In
Abbildung 3.9 sind die Positionen der Spinkette, fiir die die an ihnen erzeugten Quasiteilchenpaare zur
Wellenzahl &k zum Zeitpunkt ¢ mit 0 < ¢ < T} /2 einen Beitrag zur lokalen Magnetisierung an der Position
{ leisten, graphisch dargestellt. Insgesamt ergibt sich fiir das Zeitintervall ¢ € [0, T /2]

D) = {2|vk|t/L fiir 0 < ¢ < ¢/ o (3.158)
20/L fiir £/|vg| <t < Tg/2

Wie Abbildung 3.6 (a) entnommen werden kann, ist die Bewegung der Quasiteilchen periodisch. Im Falle
freier Randbedingungen betréigt die Periodendauer der Bewegung 27T}. Die Positionen und Geschwindig-
keiten der Quasiteilchen zur Wellenzahl k sind jedoch bereits nach der Zeit T}, spiegelsymmetrisch bzgl.
ihrer Anfangskonfiguration. Hieraus ergibt sich eine Periodizitét von ¢} **(¢,t) mit Periodendauer T}:

Gt +nTy) = ¢ (0,t), neN. (3.159)

Da die Quasiteilchen an jeder Position der Kette zu jeder Wellenzahl k paarweise mit entgegengesetzten
Geschwindigkeiten v, und —wvy erzeugt werden, ist ¢;**(/,t) weiterhin invariant unter Zeitumkehr, da
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(a) 0 < t < £/|ug] (b) ¢/|vi| <t < 2¢/|vs] (c) 2¢/|vg| <t <Ty/2
qre(¢,t) = 2|vg|t/L g5 (0, t) = 2¢/L g, (¢,t) = 2¢/L
0
. :

¢ 20/ |y

S —

vkt |og |t 1 20 — ||t |vgt 2%

Abbildung 3.9: Graphische Darstellung des Anteils g;**(¢,t) der Positionen der Spinkette, fiir die die
an ihnen erzeugten Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zum Zeitpunkt ¢ mit 0 < ¢ < T} /2 einen Beitrag
zur lokalen Magnetisierung an der Position ¢ leisten. Es wird das System mit freien Randbedingungen
betrachtet. Die Abbildung wurde [45] nachempfunden.

dies gerade der Umkehr der Geschwindigkeiten entspricht. Somit gilt ¢**(¢, Ty, — t) = ¢**(¢,t). Auf dem
Zeitintervall ¢ € [0, Ty] ergibt sich dann

2|vg|t/L fiir 0 <¢ < 2/|vg|
a0 t) =< 2¢/L fir £/|vg| <t < Ty —£/|vg| - (3.160)
2—2|’Uk|t/L fiir Tk—f/h}k‘StSTk

Fiir £ > L/2 kann die rdumliche Symmetrie ¢;**(¢, t) = ¢;**(L—¥,t) genutzt werden und fiir Zeiten ¢t > T},
die Periodizitdt von ¢;**(¢,t) geméss (3.159). Hierbei ist zu beachten, dass lediglich der zeitliche Verlauf
der ¢;*#(¢,t) fiir jede Wellenzahl k periodisch ist. ¢™*¢(¢,t) hingegen ist aufgrund der unterschiedlichen
Geschwindigkeiten und der damit einhergehenden unterschiedlichen Periodendauern der Quasiteilchen zu
verschiedenen k nicht periodisch®. Es ergibt sich jedoch eine Quasiperiodizitit von ¢™*¢(¢,t), die durch
die Maximalgeschwindigkeit vpax der Quasiteilchen bestimmt ist mit Periodendauer T8 ™" = L/vnax.
Im thermodynamische Limes verschwindet diese Quasiperiodizitit und es ergibt sich

T dk T dk
m?(t) :m:q,zexp{—%/ ? |Uk|fk 0(8— |’Uk|t) —26/ ?fk 0(|”Uk|t—€)} . (3161)
0 0
Hieraus folgt fiir Relaxationszeit
™ dk -
Tinag = {2/ — |Uk|fk} (3.162)
0 ™
und fiir die Korrelationslange
“dk 7
Emag = [2 / _fk:| : (3.163)
0 ™

Eine genauere Betrachtung des Ausdrucks fiir die Korrelationsldnge zeigt, dass sie nur durch die Be-
setzungszahl f der Quasiteilchen nach dem Quench bestimmt ist. Quenchprotokolle, die gleiche Beset-
zungszahlen der Quasiteilchen erzeugen, fithren somit zu der gleichen Korrelationsléinge unabhéngig von
den Parametern des Hamiltonoperators vor und des Hamiltonoperators nach dem Quench. Fiir die Re-
laxationszeit hingegen besteht eine Abhingigkeit von den Parametern des Hamiltonoperators nach dem
Quench durch die auftretenden Geschwindigkeiten der Quasiteilchen. Somit fithren nur solche Quenchs
zur gleichen Relaxationszeit, die gleiche Besetzungszahlen der Quasiteilchen erzeugen und am selben

3Natiirlich ist q™*8(¢,t) fiir ein endlich groBes System periodisch. Nach einer Zeitspanne, die dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen der T}, entspricht, befindet sich das System in jedem Fall wieder in der gleichen Konfiguration wie zum Zeitpunkt
t = 0, jedoch ist diese Zeitspanne viel grofler als die simulierte Zeit.
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Punkt des Phasendiagramms enden.
Fiir das System mit periodischen Randbedingungen sind die Ergebnisse unabhéngig von der Position des
betrachteten Spins innerhalb der Kette und es ist

" (t) =

2ot /L fiir 0 < ¢ < T},/2
{'”’“H ir 0 <t <7/ (3.164)

2 —2u|t/L fir Tp/2 <t <T)
g% (t) weist wie im Falle freier Randbedingungen eine Periodizitat mit 7}, auf, die Periodendauer stimmt
also hier mit der Periodendauer der Bewegung der Quasiteilchen nach Abbildung 3.6 (b) iiberein. Gleiches
gilt fiir die Periodendauer der Quasiperiodizitit, die wiederum durch T2*$I"® = L/vyay gegeben ist.
Im thermodynamischen Limes ergibt sich fiir das System mit periodischen Randbedingungen ein rein
exponentieller Abfall der lokalen Magnetisierung, der von der Relaxationszeit 7,,,, bestimmt wird:

m®(t) = meg, exp {—2t/ dk |vg] fk} =ml exp{ —t/Tuas} - (3.165)
0 ™

Gleichzeitige Korrelationsfunktion

Zur Bestimmung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins an den Positionen r; und 7o der
Spinkette ist in dem Ausdruck (3.152) fiir die allgemeine Korrelationsfunktion t; = t5 = ¢ zu setzen. Da
das System mit freien Randbedingungen betrachtet wird, wird bei der Bestimmung der gleichzeitigen
Korelationsfunktion zweier Spins im Abstand r zur Minimierung von Randeffekten r = (L —r)/2 und
ro = (L +1)/2 gesetzt, die betrachteten Positionen also symmetrisch zur Mitte der Kette gewéhlt. Diese
Korrelationsfunktion zweier Spins im Innern der Kette wird als Bulk-Korrelationsfunktion bezeichnet.
Im Folgenden wird fiir sie die Notation

C* ((L—r)/2,t;(L+7)/2,t) == CZ% (r,t) (3.166)

verwendet. Der Ausdruck der semiklassischen Theorie fiir die gleichzeitige Korrelationsfunktion kann
damit geschrieben werden als

™ dk
02 (1) = O, (r) exp {L [ s, t)} | (3.167)
0

™

Wie fiir die lokale Magnetisierung kann ¢2™*(r,¢) mithilfe graphischer Uberlegungen bestimmt werden.
Diese sind in Abbildung 3.10 dargestellt. Wie Abbildung 3.10 (a) entnommen werden kann, ist g™ (r, t)
aufgrund der homogenen Erzeugung der Quasiteilchenpaare entlang der Kette und der symmetrischen
Anordnung der beiden betrachteten Spins zur Kettenmitte periodisch mit Periodendauer T} /2, d. h.

q;;ulk(r,t+ nTk/2) — q;;ulk(r, t) , n e N . (3168)

Aus Abbildung 3.10 (b) und (c) ergibt sich dann unter Ausnutzung dieser Periodizitdt und der Invarianz
unter Zeitumkehr

dugt/L fiir 0 <t < r/2|v]
g (r,t)y =< 2r/L fir r/2\vg| <t <Ty/2 —7/2lvg] - (3.169)
2—4’l}kt/L fiir Tk/2—r/2\vk|§t§Tk/2

Fiir r > L/2 ist in den obigen Ausdriicken r durch L—r zu ersetzen. Die gleichzeitige Korrelationsfunktion
weist wie die lokale Magnetisierung eine Quasiperiodizitét auf, jedoch betrigt ihre Periodendauer T =

period

L/20max = T2228 /2. Wie fiir die lokale Magnetisierung verschwindet im thermodynamischen Limes die

Quasiperiodizitit und die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Bulk-Spins ist gegeben durch

s

T dk dk
Cetutrt) = Cetntr) o { =t [* 2 ol 0~ 2ule) 20 [* T ol (@it =) | - 370
0 0

Hieraus ergibt sich die Relaxationszeit der gleichzeitigen Korrelationsfunktion

™ dk -1
Teor = [4/ — Uk:fk] (3.171)
0 v
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(b) 0 <t <7r/2|vg] (c) r/2lvg| <t < Ty/2 —r/2|v]
g (r,t) = 4loglt/L g (r,t) =2r/L

(L—7)/2% ) L/2\+ (L +7)/2
t ’v "y

(Lfr‘)/‘li L/2 E(L t+7)/2

i
T T T
1 = L-w [, 1 ATl 20wt L 1

Abbildung 3.10: Graphische Darstellung zur Bestimmung von ¢;"'™*(r,t). (a) Bewegung zweier an Po-
sitionen symmetrisch zur Kettenmitte erzeugter Quasiteilchenpaare zur selben Wellenzahl k£ durch das
System mit freien Randbedingungen. Aufgrund der symmetrischen Lage der beiden betrachteten Spins
ergibt sich eine gegeniiber der lokalen Magnetisierung halbierte Periodendauer von T}, /2 fur ¢;"™(r, t). (b)
und (c) Graphische Darstellung des Anteils ;"™ (r, t) der Positionen der Spinkette, fiir die die an ihnen er-
zeugten Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zu Zeiten 0 < t < r/2|vg| bzw. r/2Jvg| <t < T},/2 —r/2|vg]
einen Beitrag zur Bulk-Korrelationsfunktion zweier Spins im Abstand r leisten. Die Abbildung wurde [45]
nachempfunden.

und die Korrelationslénge der gleichzeitigen Korrelationsfunktion

Tdk 17t
5m,[2 /0 ﬂfk} . (3.172)

Wihrend die Korrelationslidnge fiir die gleichzeitige Korrelationsfunktion mit derjenigen fiir die lokale
Magnetisierung iibereinstimmt, ist die Relaxationszeit nur halb so lang;:

Eeorr = Emag » (3.173)
Teorr = Tumag/2 - (3.174)

Neben der Bulk-Korrelationsfunktion kann auch die gleichzeitige Korrelationsfunktion eines Randspins
mit einem Spin im Innern der Kette betrachtet werden. Diese wird als Surface-to-Bulk-Korrelationsfunk-
tion bezeichnet. Zu ihrer Berechnung wird r; = 1 und ry = r gesetzt:

Co% (r,t) = C*™(1,t;1,t) (3.175)

surf

Analoge Uberlegungen wie oben fithren zu

T dk
ezt = cztanes { - [ % o} (3.176)
0
mit
2|vg|t/L fiir 0 <t <r/|vgl
g (rt) =< 2r/L fir r/|vg| <t < Tk —7r/|vk| - (3.177)

2 = 2vglt/L fiir T, — r/|vg] <t < T

Diese Ausdriicke stimmen mit denjenigen fiir die lokale Magnetisierung iiberein, nur dass die betrachtete
Position ¢ fiir die lokale Magnetisierung durch den Abstand r der beiden Spins ersetzt werden muss.
Insbesondere ist ¢;**(r,t) periodisch mit Periodendauer 27}, und die Surface-Bulk-Korrelationsfunktion
quasiperiodisch mit Periodendauer T2 = L/vmax = 27005 .

Im Falle periodischer Randbedingungen ist nicht zwischen Bulk- und Surface-to-Bulk-Korrelationsfunk-
tion zu unterscheiden und die gleichzeitige Korrelationsfunktion ist nur vom Abstand r der beiden be-

trachteten Spins der Kette abhéngig. Die oben hergeleiteten Formeln fiir die Bulk-Korrelationsfunktion
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fiir das Modell mit freien Randbedingungen kénnen aufgrund der symmetrischen Anordnung der beiden
Spins zur Kettenmitte unmittelbar auf das System mit periodischen Randbedingungen iibertragen wer-
den. Lediglich der Vorfaktor, der die gleichzeitige Korrelationsfunktion im Gleichgewicht vor dem Quench
misst, ist abzudndern. Es ergibt sich somit

C«xr (7"7 t) = C«exqr (’I“) exp {—L/ Ci_j fk;Qk; (’I"7 t)} (3178)
0

mit gx(r,t) = gp"™(r,t) und die Periodendauer der Quasiperiodizitit ist gegeben durch L/2vmyax. Fiir
hinreichend grofie Kettenlingen und im Falle freier Randbedingungen einen hinreichend grofien Abstand
von den Kettenenden ist der Einfluss der Randbedingungen auf die Gleichgewichtskorrelationsfunktion
vernachlissigbar und die Vorfaktoren fiir die Bulk-Korrelationsfunktion und die gleichzeitige Korrelati-
onsfunktion zweier Spins der Kette mit periodischen Randbedingungen stimmen iiberein. Im thermody-
namischen Limes ist

™ dk dk
C*™(r,t) :O:ix(r) exp{4t/ - |vg| fr 9(7’72|’l}k|t) 727”/ - |vg| fr 9(2Uk|t’l’)} . (3.179)
0 0

Verschrinkungsentropie

Die Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares sind verschrankt. Befindet sich eines von ihnen in Subsystem
A und das andere in Subsystem B, so leistet das Quasiteilchenpaar einen durch die Bindrentropie

Sk — —(1 - fk) ln(l - fk) - fk ln(fk) (3180)

gegebenen Beitrag zur Verschrinkungsentropie der beiden Subsysteme. Befinden sich beide Quasiteilchen
hingegen im selben Subsystem der Spinkette, so trigt das betrachtete Quasiteilchenpaar nicht zur Ver-
schrinkungsentropie bei. Insgesamt ergibt sich in der semiklassischen Theorie folgender Ausdruck fiir die
Verschrankungsentropie eines Subsystems der Lange ¢ mit dem Rest der Kette:

L[ dk
Si(t) = X / D orai (6,1) (3.181)
0

g™ (¢,t) bezeichnet hierbei den Anteil der Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k, die zum Zeitpunkt ¢ einen
Beitrag zur Verschrankungsentropie leisten. Er ergibt sich durch Mittelung iiber die Beitrédge der an jeder
Position des Systems durch den Quench erzeugten Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl £k gemé8:

1 L
()= 7 [ duai(altt). (3.182)

Hierbei ist g3 (zo]¢,t) = 1, falls das an Position z( erzeugte Quasiteilchenpaar zur Zeit ¢ einen Beitrag
zur Verschrankungsentropie der beiden Subsysteme leistet, sich also ein Quasiteilchen des Paares in Sub-
system A und das andere in Subsystem B befindet, und ¢y (zo|¢,t) = 0 andernfalls. Es gilt nun fiir die
Quasiteilchenpaare zu jeder Wellenzahl k, deren Quasiteilchen sich infolgedessen mit Geschwindigkeit vy,
bzw. —vy durch das System bewegen, in Abhéngigkeit von der Position x( ihrer Erzeugung die Zeitinter-
valle zu bestimmen, wéhrend derer sie zur Verschrankungsentropie beitragen.

Fiir das Modell mit freien Randbedingungen sind in Bezug auf zy die drei Bereiche 0 < zy < ¢
{<ax9g<L—fund L—/{ < x9 < L der Spinkette zu unterscheiden. In Abbildung 3.11 sind fiir jeweils ein
xg aus jedem der drei Bereiche fiir ein k die Trajektorien des zugehorigen Quasiteilchenpaares dargestellt.
Aus der Abbildung wird ersichtlich, dass der Beitrag des Quasiteilchenpaares zur Wellenzahl k periodisch
ist mit Periodendauer 27} und dass innerhalb einer Periode zwei Zeitintervalle existieren, wihrend de-
rer der Beitrag besteht. Diese Zeitintervalle werden mit I}*"(zg) = [tif"f(mo),ti?(xo)] C [0,Tx] und

IERB (20) = [E55° (w0), £5% (w0)] C [Tk, 2Tk bezeichnet, sodass

1 fiir t € IF%® () U IF™®(z0)

3.183
0 sonst ( )

g (2olt,t) = {

Die Zeitintervalle, wihrend derer ein an der Position zg erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl k zur
Verschrankungsentropie der beiden Subsysteme der Spinkette beitrégt, konnen Tabelle 3.1 entnommen

67



TABELLENVERZEICHNIS

s R ——

Abbildung 3.11: Zeitintervalle, in denen ein an der Position x( erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wel-
lenzahl k fiir das System mit freien Randbedingungen einen Beitrag zur Verschrinkungsentropie der
Subsysteme A und B der Spinkette liefert. Der Beitrag besteht in den Zeitintervallen I;""(xo) =
[tk71($0),tk,2(xo)] - [O,Tk] und f,SRB(:UO) = [fiﬁB(xg),fzzB(xo)] C [Tk,QTk], wihrend derer sich ein
Quasiteilchen des Paares in Subsystem A und das andere in Subsystem B befindet. In Bezug auf die
Erzeugung des Quasiteilchenpaares sind die Bereiche (a) 0 < 29 < ¥, (b) £ < 29 < L — ¢ und (c)

L — ¢ < xg < L zu unterscheiden.

werden. Dabei folgt aus der Periodizitdt des Beitrages mit 27) und der Invarianz der Bewegung der
Quasiteilchen unter Zeitumkehr

ot (20) = 2Tk — iy’ (z0)  und &5 (o) = 2Tk — 1 (20) - (3.184)

Da sich die Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares zur Wellenzahl k£ nach der Zeit T}, wieder treffen, sie
sich zu diesem Zeitpunkt also auf jeden Fall im selben Subsystem befinden, und sie durch den Quench
homogen entlang der gesamten Kette erzeugt wurden, ergibt sich eine Periodizitédt des Beitrages aller
Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zur Verschriankungsentropie mit Periodendauer Tj. Die Perioden-
dauer der Quasiperiodizitdt der Verschrénkungsentropie ist folglich gegeben durch T:"0"F® = L/vnax.
Die Uberlegungen zur Periodendauer gestalten sich besonders einfach, wenn zwei gleich groBe Subsyste-
me betrachtet werden, d. h. sowohl A als auch B jeweils die Hélfte der Positionen der Kette umfassen.
Fiir das System mit periodischen Randbedingungen ergeben sich Unterschiede zu dem System mit freien
Randbedingungen in Bezug auf die Verschrankungsentropie zweier Subsysteme dadurch, dass zwischen
den Subsystemen zwei Grenzflichen bestehen, durch die Quasiteilchen vom einen in das andere Sub-
system gelangen kénnen. Hierdurch ergibt sich eine Periodizitét des Beitrages eines Quasiteilchenpaares
zur Wellenzahl & von Tj. Die Periodendauer des Beitrages aller Quasiteilchenpaare zur Wellenzahl k zur
Verschriankungsentropie halbiert sich somit auf 7} /2 und die Periodendauer der Quasiperiodizitit der
Verschrénkungsentropie dementsprechend auf T520"F® = L /20, Weiterhin sind nun sechs Bereiche der
Spinkette in Bezug auf die Position zy der Erzeugung eines Quasiteilchenpaares zu unterscheiden. In Ta-
belle 3.2 sind die Zeitintervalle, wiahrend derer ein an der Position x( erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wel-
lenzahl £ fiir das System mit periodischen Randbedingungen einen Beitrag zur Verschréinkungsentropie
der Subsysteme A und B leistet, in Abhéngigkeit von der Grofie £ des Subsystems A fiir die in Bezug auf
xo zu unterscheidenden Bereiche der Kette zusammengefasst. Dabei ist

tNZﬁB (w0) = Tx — 35’ (20) und 52?2‘3 (w0) = Tr — ;77 (20) - (3.185)

Im thermodynamischen Limes sagt die semiklassische Theorie fiir £ > 1 fiir die Verschrankungsentropie
im Falle freier Randbedingungen

t/ % lvg|sk  fir ¢ < £/Vmax
™
Se(t)y=4¢ 7° (3.186)

Z/ %sk fiir t > /2vmax
0 ™
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7% () e ()
tet (20) trg (20) £t (o) £ (o)
0<m </ (£ — o)/l (€ + o)/ (2L—L—m0)/|v| | (2L—C40)/|vi
{<zo<L—-t (zo — £)/|vE| (€ + o)/ || (2L—L—m0)/|v| | (2L—zo+L)/|vi]
L—tl<zy<L (wo = 0)/lvk| | QL—L—=zo)/lvk| | (€ +m0)/lve|l | (2L—wo+E)/|vi

Tabelle 3.1: Zeitintervalle, in denen fiir das System mit freien Randbedingungen ein zum Zeitpunkt
t = 0 an der Position zg der Spinkette erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl k£ einen Beitrag
zur Verschrinkungsentropie der Subsysteme A und B leistet, d. h. sich ein Quasiteilchen des Paares in
Subsystem A und das andere in Subsystem B befindet.

I (x0) —f;SRB(l“o)
tien” (o) tiry (o) 1 (o) th% (20)
0<zo<% zo/|vk| (€ —z0)/|v| (L—C+w0)/|vi| | (L —wo)/|vil

L<ag<t (€ —z0)/|vi| zo/|vk| (L —wo)/|vkl | (L—L+w0)/|vkl
<z <% (w0 — €) /v o/ |vk| (L —wo)/lvk| | (L—x0+L)/|vk]
L<awo<%+4% (zo — €) /v (L — o) /|v| zo/|vk| (L — o +0) /g

ts<ao<f+e| (L—w)/ll | (wo—0/lvl | (L—zo+0)/vl zo/ ||

FHl<ao<L (L —wo)/|vk| | (L+L—w0)/|vx| | (z0 —€)/|uvi o/ |vk|

Tabelle 3.2: Zeitintervalle, in denen fiir das System mit periodischen Randbedingungen ein zum Zeit-
punkt ¢ = 0 an der Position zy der Spinkette erzeugtes Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl k einen Beitrag
zur Verschrinkungsentropie der Subsysteme A und B leistet, d. h. sich ein Quasiteilchen des Paares in
Subsystem A und das andere in Subsystem B befindet.

und im Falle periodischer Randbedingungen

™ dk
Qt/ — |uk sk fiir t < £/20pax
0 ™

T dk
! — Sk fiir ¢ > 0/20max
0 s

Se(t) = (3.187)

voraus.

Bemerkungen

In den Herleitungen der semiklassischen Ausdriicke fiir die lokale Magnetisierung, die gleichzeitige Kor-
relationsfunktion und die Verschrinkungsentropie wurden die Wellenzahlen k als kontinuierlich ange-
nommen. Fiir die im Rahmen von Simulationen zugénglichen endlichen Systemgréfien sind die erlaubten
Wellenzahlen diskret und ihre Anzahl entspricht der Anzahl der Spins des Systems. Die Integrale iiber
k sind dementsprechend durch Summen iiber die erlaubten Werte von k zu ersetzen. Die im Falle freier
Randbedingungen in der ferromagnetischen Phase auftretende komplexwertige Wellenzahl kj ist dabei
fiir die semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses nicht von Bedeutung.
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3.4.6 Thermodynamischer Limes und modifizierte Besetzungszahl

Calabrese, Essler und Fagotti konnten in [44, 47, 48] fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell
mit periodischen Randbedingungen im thermodynamischen Limes exakte Ausdriicke fiir die Zeitentwick-
lung des Ordnungsparameters und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion herleiten. Die Herleitungen
konnen in analoger Form fiir beliebige Freie-Fermionen-Modelle wie beispielsweise fiir das eindimensio-
nale transversale XY-Modell ausgefiihrt werden. Ein Vergleich mit den Ausdriicken (3.165) und (3.179)
der semiklassischen Theorie zeigt, dass beide Ergebnisse ineinander iiberfiihrt werden kénnen, wenn die
Besetzungszahl fj, der Quasiteilchen nach dem Quench durch die effektive Besetzungszahl

fr = =3 1n(|cos(Ay)]) (3.188)

ersetzt wird. Ay ist die Differenz der Bogoliubov-Winkel gemé8 (3.151). Aus (3.150) folgt

cos(Ag) =1 —2f% (3.189)
und damit
fr=—2m (|1 -2f]) . (3.190)
fk kann somit geschrieben werden als
fr = fr +O(f) (3.191)
d. h. im Falle kleiner Besetzungszahlen gilt in erster Ordnung fk = fx. Die semiklassische Theorie

stellt somit eine Approximation der exakten Zeitentwicklung im Grenzfall kleiner Besetzungszahlen, d. h.
schwacher Quenchs, dar. Die Verwendung der fk als modifizierte Besetzungszahlen zur Berechnung des
Ordnungsparameters und der Korrelationsfunktionen stellt eine phinomenologische Verbesserung der
semiklassischen Theorie dar, die im Folgenden auch fiir Systeme endlicher Gréfle mit freien sowie peri-
odischen Randbedingungen verwendet werden wird. Wie auch die Besetzungszahl f ist die modifizierte
Besetzungszahl fj, sowohl von den Parametern des Hamiltonoperators H, vor dem Quench als auch von
den Parametern des Hamiltonoperators H nach dem Quench abhingig und invariant gegeniiber einer
Umkehr der Richtung des Quenchs, d. h. der Vertauschung von Hyund H.

Fiir die Verschrankungsentropie zweier Subsysteme des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit
periodischen Randbedingungen wurden im thermodynamischen Limes von Fagotti und Calabrese in [67]
exakte Ausdriicke hergeleitet. Ein Vergleich zeigt, dass diese gerade den Resultaten der semiklassischen
Theorie in (3.187) entsprechen. Im Gegensatz zum Ordnungsparameter und den Korrelationsfunktionen
ist diese Ubereinstimmung unmittelbar gegeben ohne Einfithrung der modifizierten Besetzungszahl .
Betrachtung von Gleichung (3.188) zeigt, dass fr divergiert, wenn cos(Ag) = 0 bzw. fr = 1/2. Im Fol-
genden soll das Auftreten von Nullstellen von cos(Ag) in Abhéngigkeit vom Quenchprotokoll diskutiert
werden. Ausgehend von cos(Ay) = 0 ergibt sich mit (3.151) die folgende Bestimmungsgleichung fiir
Nullstellen des Zihlers von cos(Ag):

hho 4+ JJoyyo — (Jho 4 Joh) cos(k) + JJo(1 — o) cos®(k) =0 . (3.192)

Hierbei sei 0 < J, Jp < 1,0 < 7,7 < 1 und 0 < h, hg. Ist der aus (3.192) bestimmte Wert von k zugleich

Nullstelle von Ay, oder A](go), d. h. Nullstelle des Nenners von cos(Ay), so ist der Wert von cos(Ay,) mithilfe
der Regel von de 'Hospital zu bestimmen. Bei der Auflssung der Bestimmungsgleichung (3.192) nach k
sind drei Fille zu unterscheiden:

e yF#£1Vy #1
In diesem Fall verschwindet der letzte Summand von (3.192) nicht und es ergibt sich

(3.193)

_ 2 — —
b aroneg [ ot Joh £/ (The = Tk 4T Toyye(hho = TH(1 = 770)) |
2JJo(1 = y0)

Damit Nullstellen von cos(Ay) existieren kénnen, muss das Argument von arccos im Intervall [—1, 1]
liegen. Es konnen somit fiir v # 1V g # 1 zwei, eine oder keine Nullstellen von cos(Ay) existieren.
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e (v=7%=DA(#0Vhy#£0)
Der letzte Summand von (3.192) verschwindet und es ist

hho + JJ0>

k= 2o
arccos (Jho n Joh

Es kann somit hochstens eine Nullstelle von cos(Ay) existieren.

e (y=9%=1)A(h#0=hy=0)
Es existiert keine Nullstelle von cos(Ay).

(3.194)
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3.5 Resultate

Nach der Beschreibung der Freie-Fermionen-Technik und der semiklassischen Theorie sowie ihrer An-
wendung auf das eindimensionale transversale XY-Modell sollen diese nun genutzt werden, um nach
unterschiedlichen Quenchprotokollen die Zeitentwicklung verschiedener Observablen des Systems zu be-
rechnen. Die Ergebnisse der semiklassischen Theorie werden hierbei mit den exakten Resultaten der
Freie-Fermionen-Technik verglichen, um Aussagen in Bezug auf ihre Genauigkeit und den Parameter-
bereich zu treffen, in dem sie angewendet werden kann. Untersucht werden Ketten der Lange L = 256
mit freien Randbedingungen sowie mit periodischen Randbedingungen. Die Quenchprotokolle sind in der
Tabelle in Abbildung 3.12 angegeben und in der nebenstehenden Grafik veranschaulicht.

I J7; nyerromagnet/iiche Phase paramagnetische Phase
Jo Yo ho J Y h 1S T
I 10|10 ]o00] 10/ 09] 02 . \\\ + :‘:[:
m|10]0902]10]03]08 NNC .
| 100308 ]| 10]o09]o02] 05 H\\\\
iv] 10|08 07| 10]08]| 13 N
V10|08 | 13] 10| 08 | 07 ]
vi| 10| o02]02] 10| 00] 00 0 o i = =}L/J

Abbildung 3.12: Betrachtete Quenchprotokolle sowie Illustration derselben im Phasendiagramm.
Quench T stellt einen Quench vom Ising-Modell ohne Transversalfeld zum transversalen XY-Modell dar.
Die Quenchprotokolle IT und III sowie IV und V beschreiben zueinander inverse Quenchs des transversalen
XY-Modells. Wihrend Anfangs- und Endpunkte der Quenchs IT und III in der ferromagnetischen Phase
liegen, iiberfiihren die Quenchs IV und V das System von der ferromagnetischen in die paramagnetische
Phase und umgekehrt. Quench VI stellt einen Quench vom transversalen XY-Modell zum XX-Modell
ohne Transversalfeld dar.

Es werden die sechs Quenchprotokolle aus [68] betrachtet, die mit I bis VI bezeichnet werden. Die Kopp-
lungskonstante wird durch keines der Quenchprotokolle veréndert, d. h. Jy = J = 1. Quenchprotokoll I
schaltet ausgehend vom Ising-Modell (keine Kopplung der Spins in y-Richtung vo = 1, kein Transversalfeld
ho = 0) eine schwache Kopplung der Spins in y-Richtung (v = 0.9) sowie ein schwaches Transversalfeld
(h = 0.2) ein, stellt also einen Quench vom Ising-Modell ohne Transversalfeld zum transversalen XY-
Modell dar. Bei den Quenchs IT und IIT handelt es sich um zueinander inverse Quenchs des transversalen
XY-Modells innerhalb der ferromagnetischen Phase zwischen den Punkten v = 0.9, h = 0.2 und v = 0.3,
h = 0.8. Durch sie werden sowohl die Anisotropie als auch das Transversalfeld veréndert. Die Quenchs IV
und V stellen zueinander inverse Quenchs des transversalen XY-Modells iiber den kritischen Punkt von
der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase bzw. von der paramagnetischen in die ferromagne-
tische Phase zwischen den Punkten v = 0.8, h = 0.7 und v = 0.8, h = 1.3 dar. Sie halten die Anisotropie
konstant und &dndern lediglich das Transversalfeld. Quench VI schliefflich iiberfiihrt das transversale XY-
Modell mit y = 0.2 und hg = 0.2 in das XX-Modell ohne Transversalfeld (v = 0, h = 0), &ndert also die
Universalitdtsklasse des Systems. Nach Quench VI erfolgt die Propagation der Quasiteilchen im System
nur durch die Wirkung der 6767, ;-Terme.

Vor der Betrachtung der Zeitentwicklung der Verschrankungsentropie, der lokalen Magnetisierung und
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion werde die Energie der Quasiteilchen nach dem Quench, ihre Ge-
schwindigkeit sowie ihre Besetzungszahlen untersucht. Die genannten Gréfien sind in Abbildung 3.13
dargestellt. Abbildung 3.13 (a) zeigt die Energie A der Quasiteilchen nach dem Quench, Abbildung
3.13 (b) den Betrag |vg| ihrer Geschwindigkeiten. Da die Quenchs I und IIT am selben Punkt im Pha-
sendiagramm enden, haben die Quasiteilchen nach ihnen die gleichen Energien und folglich die gleichen
Geschwindigkeiten. Da fiir die Quenchs IT und VI h/J < 1—~2 ist, liegt das absolute Minimum der Ay im
Innern des Intervalls [0, 7]. Im Falle von Quench VI sind wegen h = 0 die Aj symmetrisch bzgl. k = 7/2
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Abbildung 3.13: (a) Spektrum des Hamiltonoperators nach den Quenchs I-VI. (b) Geschwindigkeiten
der Quasiteilchen der semiklassischen Theorie nach den Quenchs I-VI. (c)- (f) Vergleich der Besetzungs-
zahl fi, und der modifizierten Besetzungszahl fi, nach den Quenchs I- VI. Wihrend die Energien der
Quasiteilchen und ihre Geschwindigkeiten nur von den Parametern des Hamiltonoperators nach dem
Quench abhingig sind, sind ihre Besetzungszahlen eine Funktion des Quenchprotokolls, d. h. des Hamil-
tonoperators vor und des Hamiltonoperators nach dem Quench.

und das Minimum wird fiir diese Wellenzahl angenommen. Fiir die anderen Quenchs wichst die Energie
Ay, streng monoton mit k. Das Auftreten des Minimums der Ay im Innern von [0, 7] im Falle der Quenchs
IT und VI &duBert sich auch in den Geschwindigkeiten. Fiir Quenchprotokoll II existieren aufgrund des
Minimums im Innern von [0, 7] und der Differenzierbarkeit von Ay nach k an der entsprechenden Stelle
Quasiteilchen, deren Geschwindigkeit verschwindet. Im Falle von Quenchprotokoll VI sind die Geschwin-
digkeiten negativ fiir k& < 7/2 und positiv fiir & > 7/2. Da Ay an der Stelle k = 7/2 nicht differenzierbar
ist (die linksseitige Ableitung ist —1, die rechtsseitige Ableitung +1), ist die Geschwindigkeit der Qua-
siteilchen zur Wellenzahl k& = /2 nicht definiert. Da die Quasiteilchen jedoch paarweise erzeugt werden
und sich die Quasiteilchen eines Paares aufgrund der Impulserhaltung zum Zeitpunkt ihrer Erzeugung
mit entgegengesetzter Geschwindigkeit bewegen, ist nur der Betrag der Geschwindigkeit von Bedeutung.
Da die Betrige der links- und der rechtsseitigen Ableitung an der Stelle &k = 7/2 iibereinstimmen, ist
somit |vz | = 1.

Bei den Betrachtungen der Zeitentwicklung der Verschréankungsentropie und der lokalen Magnetisierung
wird geméB den Uberlegungen der vorigen Abschnitte eine Quasiperiodizitit erwartet, deren Perioden-
dauer von den schnellsten durch den Quench erzeugten Quasiteilchen bestimmt wird. In beiden Fillen
ist T, erioa = L/Vmax. Tabelle 3.3 enthilt fiir die betrachteten Quenchprotokolle den Wert von vp,.x sowie

perio

die sich daraus ergebenden Periodendauern.

I IT I11 v \Y% VI
Umax 0.248162 | 0.937045 | 0.248162 | 0.916614 | 0.663059 1
T yerioa 1031.58 273.199 1031.58 279.289 386.089 256

Tabelle 3.3: Betrag der Maximalgeschwindigkeit der Quasiteilchen nach den Quenchprotokollen
I- VI sowie sich daraus ergebende Periodendauer T,...qa = L/Umax der Quasiperiodizitit der Ver-
schriankungsentropie sowie der lokalen Magnetisierung im Falle freier Randbedingungen.

In den Graphen (c)-(f) von Abbidlung 3.13 sind die Besetzungszahlen f; der Quasiteilchen nach den
Quenchprotokollen I- VI dargestellt und mit den modifizierten Besetzungszahlen fj verglichen. Da die
Quenchprotokolle IT und III sowie IV und V zueinander inverse Quenchs beschreiben, ergeben sich fiir
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Abbildung 3.14: (a)-(f) Zeitentwicklung der Verschrinkungsentropie S;(t) zweier Subsysteme einer
Kette der Lange L = 256 mit freien Randbedingungen nach den Quenchs I- VI fiir verschiedene Groéfien
der Subsysteme (— ¢ =32, — £ =64, — £ =96, — ¢ = 128). ¢ bezeichnet hierbei die Grofle des Subsys-
tems A, welches sich am linken Rand der Kette befindet. Subsystem B umfasst die restlichen Positio-
nen der Kette. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate der Berechnungen mittels Freier-Fermionen-
Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen Theorie mit der Besetzungszahl fj.
Bei den angegebenen Periodendauern der Quasiperiodizitdt handelt es sich um die Vorhersagen der se-
miklassischen Theorie.

diese die gleichen Werte der fi, und der fj,. Durch den schwachen Quench in Quenchprotokoll I wird nur
eine geringe Anzahl an Quasiteilchen erzeugt. Thre Besetzungszahl fj ist infolgedessen gering und weist
nur sehr geringe Abweichungen von der aus den exakten Resultaten im thermodynamischen Limes extra-
hierten modifizierten Besetzungszahl fk auf. Die semiklassische Theorie stellt somit fiir diesen schwachen
Quench auch ohne Verwendung der modifizierten Besetzungszahl eine gute Approximation dar. Durch
die stirkeren Quenchs innerhalb der ferromagnetischen Phase in den Quenchprotokollen IT und IIT wird
eine groBlere Anzahl Quasiteilchen im System erzeugt. Aus diesem Grund ergeben sich hier auch gréfiere
Abweichungen zwischen den f; und den fk. Diese Abweichungen sind jedoch nur quantitativer Natur,
wohingegen der qualitative Verlauf von f; und fj fiir die Quenchprotokolle IT und III iibereinstimmt.
Im Gegensatz hierzu ergeben sich im Falle der Quenchs IV und V, die das System von der ferroma-
gnetischen in die paramagnetische Phase bzw. umgekehrt iiberfithren, auch deutliche Unterschiede im
qualitativen Verlauf der Besetzungszahl und der modifizierten Besetzungszahl. Wahrend fi fiir k = 0
seinen Maximalwert 1 erreicht und fiir £ > 0 streng monoton auf 0 abfillt, wenn k£ gegen 7 strebt, hat
fk sowohl fiir k& = 0 als auch fiir £k = 7 den Wert 0 und divergiert sowohl bei linksseitiger als auch bei
rechtsseitiger Anniherung an k ~ 0.373583. Eine Ubereinstimmung zwischen f;, und fk besteht dabei nur
fiir grofle k. Fiir den letzten betrachteten Quench VI hin zum XX-Modell ohne Transversalfeld zeigt sich
eine Unstetigkeit in den Besetzungszahlen fj an der Stelle k = 7/2. Der linksseitige Grenzwert ist mit
einem Wert von ungefihr 0.853553 etwa sechsmal so grofl wie der rechtsseitige Grenzwert mit einem Wert
von ungefdhr 0.143765. Fiir die modifizierte Besetzungszahl fk hingegen hat die Wellenzahl k = 7/2, in
Bezug auf die A und vy eine Symmetrie und fj die beschriebene Unstetigkeit aufweisen, keine besondere
Bedeutung, jedoch divergiert fk fiir k ~ 1.36944. Die exakten Werte von k, fiir die fk divergiert, sind
durch die Nullstellen von (3.151) auf dem Intervall [0, 7] gegeben.

Verschrinkungsentropie

Nach den grundlegenden Uberlegungen zu den durch die Quenchs erzeugten Quasiteilchen soll nun die
Zeitentwicklung der Observablen untersucht werden. Den Anfang bildet die Verschrinkungsentropie zwei-
er Subsysteme A und B, welche sowohl fiir das System mit freien als auch fiir das System mit periodischen
Randbedingungen betrachtet wird. In Abbildung 3.14 ist die Zeitentwicklung der Verschrinkungsentropie
der Subsysteme nach den Quenchprotokollen I- VI fiir das System mit freien Randbedingungen darge-
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Abbildung 3.15: (a)-(f) Zeitentwicklung der Verschrinkungsentropie Sy(t) zweier Subsysteme einer
Kette der Linge L = 256 mit periodischen Randbedingungen nach den Quenchs I- VI fiir verschiedene
Groflen der Subsysteme (— £ =32, — £ =64, — £ =96, — £ = 128). ¢ bezeichnet hierbei die Grofle des
Subsystems A. Subsystem B umfasst die restlichen Positionen der Kette. Kontinuierliche Linien stellen
die Resultate der Berechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resul-
tate der semiklassischen Theorie mit der Besetzungszahl fi. Bei den angegebenen Periodendauern der
Quasiperiodizitit handelt es sich um die Vorhersagen der semiklassischen Theorie.

stellt und in Abbildung 3.15 fiir das System mit periodischen Randbedingungen. Die Kette ist in die
Subsysteme A und B aufgeteilt. Im Falle des Systems mit freien Randbedingungen befindet sich Subsys-
tem A am linken Rand der Kette. Die Grofle von Subsystem A und damit auch die Grofle von Subsystem
B wird variiert. Ein Vergleich der Resultate der semiklassischen Theorie zu den exakten Resultaten der
Freie-Fermionen-Technik zeigt fiir alle Quenchprotokolle sowohl fiir das System mit freien als auch fiir
das System mit periodischen Randbedingungen eine hervorragende Ubereinstimmung des anfiinglichen
Anstiegs der Verschrinkungsentropie der Subsysteme nach dem Quench. Fiir gréflere Zeiten ergeben
sich insbesondere im Falle freier Randbedingungen Abweichungen zwischen den exakten Resultaten und
den Resultaten der semiklassischen Theorie. Aufgrund ihres Auftretens vor allem fiir das System mit
freien Randbedingungen und ihrer Zunahme mit der Anzahl der durchlaufenen Perioden, kann davon
ausgegangen werden, dass sie zu einem groflen Teil durch die vereinfachte Beschreibung der Refelexion
der Quasiteilchen an den Kettenenden hervorgerufen werden. Die Abweichungen sind aus diesem Grund
wahrend der ersten Periode noch nicht vorhanden und summieren sich im Folgenden iiber die Perioden
auf. Infolgedessen nehmen die Abweichungen mit der Zeit zu. Die Periodizitat der Verschrinkungsentropie
hingegen wird durch die semiklassische Theorie sehr gut wiedergegeben. Die Periodendauer der Ver-
schrankungsentropie ist wie in der semiklassischen Theorie vorhergesagt im Falle freier Randbedingungen
doppelt so lang wie im Falle periodischer Randbedingungen und entspricht dem sich aus der Maximal-
geschwindigkeit der Quasiteilchen ergebenden Wert. Die Quasiperiodizitéit wird somit in der Tat durch
die Quasiteilchen mit der hochsten Geschwindigkeit bestimmt. In den Graphen ist deutlich zu erkennen,
dass die Verschrankungsentropie nach einer Periode ihrer Quasiperiodizitit nicht wieder auf null abfillt
und fiir grofBere Zeiten auch nicht mehr der Wert zur Hélfte ihrer ersten Periode erreicht wird. Urséchlich
hierfiir ist die beschriebene unterschiedliche Geschwindigkeit der Quasiteilchen zu verschiedenen Wellen-
zahlen, die dazu fiihrt, dass die Quasiteilchen zu verschiedenen Wellenzahlen in ihrer Bewegung durch das
System relativ zu Quasiteilchen zu einer anderen Wellenzahl aus der Phase geraten. Erst nach einer Zeit,
die dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Periodendauern der Quasiteilchen zu jeder Wellenzahl k
entspricht, hat das System seine Anfangskonfiguration wieder erreicht. Die beobachtete Periodizitéit der
Verschrankungsentropie und anderer Observalen wird daher wie bereits erldutert als Quasiperiodizitat
bezeichnet.
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Abbildung 3.16: (a)- (f) Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung m¥(¢) nach den Quenchs I-VI
fiir verschiedene Positionen der Kette (— ¢ =32, — £ =64, — £ =96, — ¢ = 128). Betrachtet wird ei-
ne Kette der Linge L = 256 mit freien Randbedingungen. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate
der Berechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semi-
klassischen Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl fk Bei den angegebenen Periodendauern der
Quasiperiodizitdt handelt es sich um die Vorhersagen der semiklassischen Theorie.

Lokale Magnetisierung

Nach der Verschrankungsentropie soll nun die lokale Magnetisierung untersucht werden. Diese wird fiir
das System mit freien Randbedingungen betrachtet. Die Resultate fiir die Zeitentwicklung der lokalen Ma-
gnetisierung sind fiir die Quenchprotokolle I- VI in Abbildung 3.16 dargestellt. Die exakten Resultate der
Freie-Fermionen-Technik werden mit den Resultaten der semiklassischen Theorie unter Verwendung der
modifizierten Besetzungszahl verglichen. Aufgrund des exponentiellen Abfalls der lokalen Magnetisierung
im Regime freier Relaxation ist die lokale Magnetisierung logarithmisch gegen die Zeit aufgetragen. Fiir
alle untersuchten Quenchs zeigt sich, dass der initiale Abfall der lokalen Magnetisierung, d. h. das Regime
freier Relaxation der ersten Periode der Quasiperiodizitét, hervorragend reproduziert wird. Weiterhin gibt
die semiklassische Theorie die Quasiperiodizitit der lokalen Magnetisierung sehr gut wieder. Wie in der
qualitativen Beschreibung des zeitlichen Verlaufs der lokalen Magnetisierung erldutert, gibt es im Laufe
jeder Periode ein Regime freier Relaxation mit exponentiellem Abfall der lokalen Magnetisierung, ein qua-
sistationéres Regime, in dem die lokale Magnetisierung bedeutend langsamer abféllt bzw. konstant bleibt,
sowie ein Wiederherstellungsregime, in dem die lokale Magnetisierung wieder exponentiell anwéchst. Die
Quasiperiodizitdt wird wiederum hervorgerufen durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Quasi-
teilchen zu verschiedenen Wellenzahlen k. Hierdurch ergibt sich im quasistationiren Regime ein weiterer,
wenn auch schwécherer Abfall der lokalen Magnetisierung, und die lokale Magnetisierung erreicht im Wie-
derherstellungsregime nicht wieder ihren urspriinglichen Wert. Die Periodendauer der Quasiperiodizitét
wird durch die schnellsten durch den Quench erzeugten Quasiteilchen bestimmt. Fiir die Quenchs I bis II1,
die vollstdndig innerhalb der ferromagnetischen Phase verlaufen, zeigen auch die mit der semiklassischen
Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl fk bestimmten Werte der lokalen Magnetisierung eine gute
Ubereinstimmung, die mit der Anzahl der Perioden abnimmt. Die Erklirung hierfiir ist wie im Falle der
Verschrankungsentropie die vereinfachte Darstellung der Reflexion der Quasiteilchen an den Enden der
Kette. Fiir die Quenchs IV und V, die das System von der ferromagnetischen in die paramagnetische
Phase iiberfithren und umgekehrt, sowie Quench VI hin zum XX-Modell ohne Transversalfeld zeigen sich
insbesondere fiir Positionen abseits der Mitte der Kette Abweichungen zwischen den exakten Resultaten
und den Resultaten der semiklassischen Theorie im quasistationdren Regime. Fiir Quenchprotokoll V von
der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase zeigen sich auch Abweichungen in Bezug auf die Peri-
odendauer der Quasiperiodizitéit. Die Resultate der Freie-Fermionen-Technik und die der semiklassischen
Theorie stimmen zwar iiberein, weichen jedoch von der vorhergesagten Periodendauer ab.
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Abbildung 3.17: (a)- (f) Bulk-Korrelationsfunktion C?% (r,t) fiir das System mit freien Randbedin-
gungen als Funktion des Abstandes r der beiden betrachteten Positionen der Kette zu verschiedenen
Zeitpunkten (— t =10, — t =20, — t =40, — ¢t =60, — t =80, — ¢t = 100) nach den Quenchs I- VL
Betrachtet wird eine Kette der Lange L = 256. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate der Be-
rechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen

Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl fy.

Gleichzeitige Korrelationsfunktion

Die letzte betrachtete Observable ist die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins. Wéhrend fiir
das System mit periodischen Randbedingungen nur der Abstand der beiden Spins von Bedeutung ist,
spielt fiir das System mit freien Randbedingungen auch ihre Position relativ zu den Kettenenden eine
Rolle. Zur Minimierung von Randeffekten wird fiir das System mit freien Randbedingungen die Bulk-
Korrelationsfunktion betrachtet, d. h. die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins, die symmetrisch
bzgl. der Mitte der Kette angeordnet sind. Die exakten Resultate der Freie-Fermionen-Technik werden
jeweils mit den Resultaten der semiklassischen Theorie verglichen. Wie bei der Beschreibung der Bestim-
mung der Bulk-Korrelationsfunktion mithilfe der semiklassischen Theorie erldutert wurde, unterscheiden
sich die Resultate der semiklassischen Theorie fiir die Bulk-Korrelationsfunktion der Kette mit freien
Randbedingungen von den Resultaten der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins der Kette mit
periodischen Randbedingungen nur durch einen durch die Gleichgewichtskorrelationsfunktion gegebenen
Vorfaktor. Fiir hinreichend grofie Kettenldngen und hinreichend groflen Abstand der beiden betrachte-
ten Spins von den Kettenenden verschwinden die Unterschiede. Die gleichzeitige Korrelationsfunktion
wird zu einem festen Zeitpunkt betrachtet und in Abhéngigkeit vom Abstand r der beiden Positionen
aufgetragen. In Abbildung 3.17 sind die Ergebnisse der exakten Rechnung mithilfe der Freie-Fermionen-
Technik fiir die Bulk-Korrelationsfunktion der Kette mit freien Randbedingungen aufgetragen und den
Resultaten der semiklassischen Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl nach den Quenchs I-VI
zu verschiedenen Zeitpunkten gegeniibergestellt. Die betrachteten Zeitpunkte liegen alle innerhalb der
ersten Periode der Quasiperiodizitit des Systems. Im Gleichgewicht hat die Korrelationsfunktion zweier
Spins innerhalb der ferromagnetischen Phase bereits fiir relativ kleine Absténde einen konstanten, nicht
verschwindenden Wert. Nach dem Quench fillt die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins ex-
ponentiell ab (Regime freier Relaxation), bis sie zueinander relaxiert sind. Im Anschluss daran bleibt
sie zeitlich konstant (quasistationiires Regime), bis sie aufgrund der Quasiperiodizitit wiederhergestellt
wird (Wiederherstellungsregime). Eine Erklarung fiir dieses Verhalten wurde im Rahmen der qualitati-
ven Beschreibung der Zeitentwicklung der Observablen mithilfe der semiklassischen Theorie gegeben. In
der Auftragung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zu einem festen Zeitpunkt in Abhéngigkeit vom
Abstand der betrachteten Spins zeigen Spinpaare, die zu dem Zeitpunkt zueinander relaxiert sind, einen
exponentiellen Abfall ihrer Korrelationsfunktion mit dem Abstand. Aus diesem Abfall kann die Korrelati-
onslédnge bestimmt werden. Fiir Spinpaare hingegen, die zu dem betrachteten Zeitpunkt nicht zueinander
relaxiert sind, dndert sich die gleichzeitige Korrelationsfunktion mit dem Abstand nicht. Wihrend die
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Abbildung 3.18: (a)- (f) Gleichzeitige Korrelationsfunktion C**(r,t) fiir das System mit periodischen
Randbedingungen als Funktion des Abstandes r der beiden betrachteten Positionen der Kette zu verschie-
denen Zeitpunkten (— ¢t =10, — ¢t =20, — t =40, — t =60, — t =80, — t = 100) nach den Quenchs
I- VI. Betrachtet wird eine Kette der Linge L = 256. Kontinuierliche Linien stellen die Resultate der Be-
rechnungen mittels Freier-Fermionen-Techniken dar, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen
Theorie mit der modifizierten Besetzungszahl fk.

gleichzeitige Korrelationsfunktion zueinander relaxierter Spinpaare zeitlich konstant bleibt bis zur Wie-
derherstellung der Korrelation aufgrund der durch die endliche Systemgrsfie bedingten Quasiperiodizitét,
fallt die Korrelationsfunktion noch nicht zueinander relaxierter Spins mit der Zeit weiter exponentiell ab,
bis die Spins zueinander relaxiert sind. Das beschriebene Verhalten ist in den Graphen von Abbildung
3.17 deutlich zu erkennen. Mit zunehmender Zeit erstreckt sich der exponentielle Abfall der gleichzeitigen
Korrelationsfunktion iiber einen immer gréfleren Bereich der Kette, d. h. Spinpaare mit immer gréfierem
Abstand sind zueinander relaxiert. Der Bereich der Kette mit nicht zueinander relaxierten Spins wird
dabei immer kleiner. Zugleich fallt der Wert der Korrelationsfunktion der nicht zueinander relaxierten
Spins mit der Zeit immer weiter ab. Fiir die Quenchprotokolle IT und IV hat zum Zeitpunkt ¢ = 100
die Wiederherstellung der Korrelationen bereits begonnen und fiir das Quenchprotokoll VI bereits bei
t = 80. Ein Vergleich zu den Resultaten der semiklassischen Theorie zeigt abgesehen von Quenchproto-
koll IV, welches das System von der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase iiberfiihrt, eine gute
Ubereinstimmung.

Die bisherigen Betrachtungen galten der Bulk-Korrelationsfunktion des Systems mit freien Randbedin-
gungen. Nach den Vorhersagen des semiklassischen Theorie sollte sich eine gute Ubereinstimmung zur
der in Abbildung 3.18 dargestellten gleichzeitigen Korrelationsfunktion zweier Spins der Kette mit peri-
odischen Randbedingungen ergeben. Ein Vergleich der Graphen zeigt, dass dies in der Tat der Fall ist.
Abgesehen von Quenchprotokoll V aus der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase stimmen die
Resultate fiir die Bulk-Korrelationsfunktion des Systems mit freien Randbedingungen und die gleichzei-
tige Korrelationsfunktiondes Systems mit periodischen Randbedingungen nahezu iiberein. Der Vergleich
der Resultate der semiklassischen Theorie zu den exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik fiir die
gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins des Systems mit periodischen Randbedingungen zeigt eine
noch bessere Ubereinstimmung als fiir die Bulk-Korrelationsfunktion zweier Spins des Systems mit freien
Randbedingungen. Die beobachteten Abweichungen fiir die verschiedenen Quenchprotokolle sind qualita-
tiv die gleichen wie fiir das System mit freien Randbedingungen, jedoch quantitativ betrachtet geringer.
Ursache hierfiir ist wieder die bereits bei der Betrachtung der Verschrankungsentropie zweier Subsysteme
der Kette erwéhnte vereinfachte Beschreibung der Reflexion der Quasiteilchen an den Kettenenden fiir
das System mit freien Randbedingungen.
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3.6 Vergleich zu Systemen im thermischen Gleichgewicht
und verallgemeinertes Gibbs-Ensemble

Rossini et al. haben in [39,41] die Zeitentwicklung verschiedener Observablen des transversalen Ising-
Modells mit periodischen Randbedingungen untersucht und mit Resultaten fiir das System im thermi-
schen Gleichgewicht verglichen. Ihr zentrales Ergebnis in Bezug auf Thermalisierung des Systems nach
dem Quench bestand darin, dass Observablen, deren Operatoren nichtlokal sind ausgedriickt iiber die
den Hamiltonoperator diagonalisierenden Fermioperatoren, thermisches Verhalten zeigen. Als Beispiele
fiir derartige Observablen wurden die Autokorrelationsfunktion und die gleichzeitige Korrelationsfunkti-
on untersucht. Demgegeniiber wurde fiir Observablen, deren Operatoren lokal sind ausgedriickt iiber die
Fermioperatoren, in denen der Hamiltonoperator diagonal ist, Abweichungen von Thermalisierung nach-
gewiesen. Beispiele hierfiir sind die gleichzeitige Korrelationsfunktion in z-Richtung und die Kinkdichte
im System. Fiir diese wurde gezeigt, dass sie mithilfe des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles beschrieben
werden konnen. Aufgrund der Integrabilitit des transversalen Ising-Modells ist jedoch zu erwarten, dass
es nicht thermalisieren kann, d. h. seine Observablen nicht durch das kanonische Gibbs-Ensemble mit
einer effektiven Temperatur T beschrieben werden konnen, sondern fiir alle Observablen die Verwen-
dung des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles erforderlich ist. Im Folgenden soll erldutert werden, wie die
Resultate von Rossini et al. fiir die Autokorrelationsfunktion und die gleichzeitige Korrelationsfunktion
damit in Einklang gebracht werden kénnen.

Rossini et al. haben in [41] die effektive Temperatur des Systems nach dem Quench dadurch bestimmt,
dass der Erwartungswert des Hamiltonoperators in einem thermischen Zustand mit seinem (zeitun-
abhéingigen) Erwartungswert nach dem Quench iibereinstimmen muss:

0) £ [
(e = )y (3.195)

Der Erwartungswert der Energie im System im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur Teg kann
geschrieben werden als

<ﬁ>Teff = Z Ay (nkaTeff - 1) (3.196)
k
mit
1
ngT = m (3.197)

der Fermi-Verteilungsfunktion der Quasiteilchen bei der Temperatur T'. Der Erwartungswert der Energie
im System nach dem Quench ist

(P =3 A (e — 1) (3.198)
k

mit fj der bekannten Besetzungszahl der Quasiteilchen gemif (3.148). Aus der Bestimmungsgleichung
(3.195) fiir die effektive Temperatur ergibt sich somit

Z Apfr = Z A 1o - (3.199)
3 %

Diese Gleichung ist fiir gegebene Quenchparameter eindeutig losbar. Offensichtlich stimmen die Beset-
zungszahlen fj, der Quasiteilchen nach dem Quench gemif} (3.148) fiir eine betrachtete Wellenzahl k nicht
mit der Besetzung gemifl der Fermi-Verteilungsfunktion (3.197) im thermischen System iiberein. Obige
Gleichung fordert jedoch nur die Ubereinstimmung der Energie des Systems nach dem Quench und des
Systems im thermischen Gleichgewicht, d. h. es ist iiber alle Wellenzahlen k zu summieren. Der effektiven
Temperatur kommt in diesem Zusammenhang somit die Rolle eines Fitparameters zu.
Die Aussagen in [41] in Bezug auf Thermalisierung beruhen auf der Untersuchung der Relaxationszeit
und der Korrelationsldnge. Diese wurden aus dem zeitlichen Verlauf der Autokorrelationsfunktion gemaf
O™ (t) oc et/ (3.200)

auto
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Abbildung 3.19: Aus dem asymptotischen Verlauf

der Korrelationsfunktionen bestimmte Werte (a) der

Relaxationszeit 7 und (b) der Korrelationsldnge & des

T (b) ”,', "7 7T transversalen Ising-Modells als Funktion der effekti-
coherence time 3 10°F % sonrelating ngth 3 ven Temperatur Tog nach Quenchs des transversalen
k¢ 1 Felds hin zu h = 0.5. Die Symbole bezeichnen Werte

: 3 von 7 und & nach einem Quench, wobei nicht aus-
3 X 3 L % ] gefiillte Symbole Quenchs mit hg < h représentieren
m§ ' w? % i und ausgefiillte Symbole Quenchs mit hy > h. Die
L %s%‘ 1 ek &sz‘i | durchgezogene rote Kurve bezeichnet die Werte fiir

@
L)
o)
o,

] das System im Gleichgewicht bei der entsprechen-

o'k \\ 1wk .. den Temperatur und die blaue gestrichelte Kurve die
. "+ Ergebnisse ciner semiklassischen Rechnung fiir das
el b L System auBerhalb des Gleichgewichts. Die Abbildun-
T, T, gen wurden aus [41] entnommen. Reprinted with per-
mission from Rossini et al., Physical Review B 82,
144302, 2010. Copyright 2010 by the American Phy-

sical Society.

und dem raumlichen Verlauf der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zu einem festen Zeitpunkt gemaf
O™ (r,t) oc e7/¢ (3.201)

bestimmt und mit den Werten fiir das thermische System bei der ihm nach dem Quench zugeordneten
effektiven Temperatur Tog verglichen. Die Relaxationszeit und die Korrelationslange fiir das thermische
System wurden mithilfe von durch Sachdev und Young in [222] hergeleiteten Ausdriicken berechnet. Bei
diesen handelt es sich um

™ dk -t
i {2/ eAk/Th,k@ (3.202)
0 iy
fiir die Relaxationszeit und um
™ dk -1
tr = {2 / eAk/T} (3.203)
0 iy

fiir die Korrelationslidnge. In Abbildung 3.19 sind die Resultate von Rossini et al. aus [41] fiir Quenchs des
transversalen Feldes hin zu h = 0.5 dargestellt. Sowohl fiir die Relaxationszeit als auch fiir die Korrelati-
onslidnge wurde eine recht gute Ubereinstimmung gefunden. Eine ebenfalls durchgefiihrte semiklassische
Analyse, bei der das Boltzmann-Gewicht e=#/7 durch die Besetzungszahl f;, der Quasiteilchen ersetzt
wurde, sodass sich die in den vorherigen Kapiteln hergeleiteten Formeln fiir die Relaxationszeit

-1

TQ = [2 /OTr Cfffk”k|:| (3.204)

und die Korrelationsldnge

1

§Q = [2 /; ijfk:| . (3.205)

ergeben, zeigte eine weiter verbesserte Ubereinstimmung (gestrichelte blaue Kurve in Abbildung 3.19).
Dies fiihrt zu dem Schluss, dass trotz der beobachteten guten Ubereinstimmung zwischen der Relaxa-
tionszeit und der Korrelationsléinge fiir das System nach dem Quench und das System im thermischen
Gleichgewicht in der Tat durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble und nicht durch das kanonische
Gibbs-Ensemble zu beschreiben ist. Die gute Ubereinstimmung rithrt daher, dass der exponentielle Ab-
fall in der Zeit sowie der exponentielle rdumliche Abfall mit einem einzelnen Fitparameter, der effektiven
Temperatur, gut beschrieben werden kann. Bei der Beschreibung der Quasiperiodizitit in endlichen Syste-
men hingegen werden sich Unterschiede ergeben, da fiir diese wie im Rahmen der semiklassischen Theorie
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beschrieben die Besetzungszahlen aller Quasiteilchen entscheidend sind, um die unterschiedlichen Regime
zu erkldren und die Zeitentwicklung auch quantitativ exakt zu reproduzieren. Bei der Betrachtung der
Darstellung des verallgemeinerten Gibbs-Ensembles in (1.32) zeigt sich, dass durch die Einfithrung einer
effektiven Temperatur alle Lagrange-Multiplikatoren iy auf denselben durch T.g bestimmten Wert ge-
setzt werden, dem System also Freiheitsgrade genommen werden. Dies hat im Falle der Relaxationszeit
und der Korrelationslénge in [41] fiir niedrige effektive Temperaturen, d. h. schwache Quenchs, zu guten
Ergebnissen gefiihrt, ist aber im Allgemeinen nicht korrekt.

Im kanonischen Gibbs-Ensemble wird die Temperatur durch den einzelnen Lagrange-Multiplikator [
definiert, der fiir vorgegebene Gesamtenergie im System unter der Nebenbedingung der Entropiema-
ximierung des Zustandes bestimmt wird. Fiir das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble existieren so viele
Lagrange-Multiplikatoren wie es Erhaltungsgréfien im System gibt. In Analogie zur Definition der Tem-
peratur im kanonischen Gibbs-Ensemble kann nun jeder Erhaltungsgréfle eines integrablen Systems iiber
ihren zugehorigen Lagrange-Multiplikator eine Temperatur zugeordnet werden. Im Falle freier Theorien
ergibt sich somit fiir jede Mode eine effektive Temperatur. Die Herleitung der effektiven Temperaturen
Teq 1, soll im Folgenden fiir das transversale Ising-Modell und das transversale XY-Modell in einer Dimen-
sion ausgefiihrt werden. Hierzu werden die mithilfe der semiklassischen Theorie fiir die Relaxationszeit
und die Korrelationsldnge hergeleiteten Ausdriicke mit den Ausdriicken von Sachdev und Young fiir das
System im thermischen Gleichgewicht verglichen. Nach [45] ergibt sich

fr = exp (—TAk ) ) (3.206)

eff,k

d. h. eine Verteilung der Quasiteilchen gem&f der Boltzmann-Statistik. Fiir die effektive Temperatur
ergibt sich

Ay
Togp = —— .
T n(f)

Ein Vergleich mit exakten Resultaten von Barouch et al. [63-65] fiir die Korrelationslinge des Systems

bei endlicher Temperatur von
T dk A
&p = 7/0 —In <‘tanh (ﬂﬁ) D (3.208)

zu den exakten Resultaten von Calabrese, Essler und Fagotti in [47,48] fithrt geméf [45] zu

A
tanh | — . 2
an <2T>D (3.209)

1
e/ Ttk 41

(3.207)

In (Jcos(Ag)|) = In (

Mit fi, = 5 [1 — cos(Ay)] folgt hieraus nach [45, 68]

min(fy, 1 — fi) = (3.210)

und fiir die effektive Temperatur

. A

Terr = — : .
’ min(fr,1—fr)
In (max(fk,l—fk)>

(3.211)

Die Besetzungszahl fj, der Quasiteilchen zur Wellenzahl k& nach dem Quench bzw. 1 — f; im Falle des zu-
gehorigen Lochs folgt somit der Fermi-Verteilungsfunktion mit der von der Wellenzahl k abhéngigen effek-
tiven Temperatur j:’eﬂ" &, stimmt also mit der Besetzungszahl im thermischen Gleichgewicht bei der Tem-
peratur Teff’ , fermionischer Teilchen iiberein. Es wird erwartet, dass diese Beziehung fiir Freie-Fermionen-
Modelle allgemeine Giiltigkeit besitzt. Dies trégt weiter zu der Annahme bei, dass der stationdre Zustand
des eindimensionalen transversalen Ising-Modells und des eindimensionalen transversalen XY-Modells
durch das verallgemeinerte Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann.

Insgesamt zeigt sich, dass fiir einen fest gewihlten Endpunkt der Quenchs, d. h. feste Energien Ay der
Quasiteilchen nach dem Quench, die effektive Temperatur jeder Mode mit der Quenchstirke zunehmen
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Abbildung 3.20: (a)- (f) Effektive Temperatur Teg  bestimmt mithilfe der semiklassischen Theorie
gemiiB (3.207) sowie Tug bestimmt aus exakten Rechnungen gemif (3.211) fiir die Quenchprotokolle
I-VI. Wihrend sich fiir den schwachen Quench in Quenchprotokoll I eine sehr gute Ubereinstimmung
zeigt, weisen die Kurvenverlidufe fiir die stdrkeren Quenchs IT und III innerhalb der ferromagnetischen
Phase Abweichungen auf. Fiir die Quenchprotokolle IV und V iiber den Phaseniibergang von der ferro-
magnetischen in die paramagnetische Phase bzw. umgekehrt sowie den Quench VI zum XX-Modell ohne
Transversalfeld zeigen sich deutliche Abweichungen. Die gestrichelte Linie stellt die effektive Temperatur

Tegr des Systems nach dem Quench geméfl Rossini et al. dar, die sich aus der Bestimmungsgleichung
(3.195) ergibt.

muss, da durch stirkere Quenchs mehr Quasiteilchen erzeugt werden und somit fj, zunimmt. Dies ist
sowohl fiir die semiklassischen Resultate als auch fiir die exakten Resultate der Fall. Der Vergleich der
semiklassischen Resultate fiir das thermische System zu den semiklassischen Resultaten fiir die Zeit-
entwicklung des Systems nach einem Quench hat eine Boltzmann-Verteilung der Quasiteilchen ergeben,
wihrend aus dem Vergleich der exakten Resultate eine Fermi-Verteilung folgt. Unterschiede zwischen den
Verteilungen zeigen sich vor allem fiir kleine Verhéltnisse Ay /Teq k. Ist die effektive Temperatur hinge-
gen klein gegeniiber der Energie der Quasiteilchen, so gehen die Boltzmann- und die Fermi-Verteilung
ineinander iiber. Es werden nun wiederum Quenchs mit einem festen Endpunkt betrachtet, d. h. Ag
andert sich fiir die verschiedenen Quenchs nicht. Da f;, mit der Quenchstérke zunimmt, muss auch Teg g
zunehmen. Hierdurch nimmt das Verhéltnis Ay /Teq 1 ab und infolgedessen die Abweichung zwischen der
Boltzmann- und der Fermi-Verteilung zu. Es zeigt sich also auch hier, dass die semiklassische Beschrei-
bung eine Ndherung fiir den Fall kleiner Besetzungszahlen darstellt.

Abschlieflend soll der Verlauf der effektiven Temperatur als Funktion der Wellenzahl k fiir die Quenchpro-
tokolle I- VI betrachtet werden. Hierbei werden die exakten Resultate fiir Teﬁ"k- mit den semiklassischen
Vorhersagen Teg ;, sowie der einzelnen effektiven Temperatur des Systems nach Rossini et al. verglichen.
Die Resultate sind in Abbildung 3.20 dargestellt. Fiir den schwachen Quench in Quenchprotokoll I zeigt
sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Teg . und Teﬁ,k. Fiir die beiden stédrkeren Quenchs II
und IIT innerhalb der ferromagnetischen Phase zeigen sich Abweichungen der Verldufe von Teg ) und
T. off,i- Die auftretenden Unterschiede sind jedoch hauptséchlich quantitativer Natur und treten abseits
der Intervallgrenzen k£ = 0 bzw. k = 7 auf. Der qualitative Verlauf der Kurven stimmt iiberein. Fiir die
Quenchprotokolle IV und V, die Quenchs iiber den Phaseniibergang von der ferromagnetischen in die pa-
ramagnetische Phase bzw. umgekehrt beschreiben, zeigen sich im Bereich kleiner Wellenzahlen deutliche
Abweichungen zwischen Teg , und Teﬂ"k. Wahrend in beiden Fillen Tig , fiir £ — 0 divergiert, divergiert
Tefﬁk wie fk fir K — 0.373583 und strebt fiir & — 0 gegen null. Fiir Quenchprotokoll VI, welches das
System hin zum XX-Modell ohne Transversalfeld iiberfiihrt, zeigen sich dhnliche starke Abweichungen
zwischen Teg j, und TCH, k. Wihrend fiir & > 7/2 eine sehr gute Ubereinstimmung besteht, weist TCH’k fiir
k ~ 1.36944 eine Divergenz auf, wohingegen T, endlich bleibt. Fiir kleine Werte von k stimmen die
Kurvenverldufe wieder sehr gut iberein.
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3.7 Divergenz der Relaxationszeit und der Korrelationslinge

Nach Einfiihrung der modifizierten Besetzungszahl fr stimmen die mithilfe der semiklassischen Theorie
hergeleiteten Ausdriicke fiir die Relaxationszeit und die Korrelationslinge mit den exakten Resultaten
von Calabrese, Essler und Fagotti in [47,48] {iberein. Im Falle der lokalen Magnetisierung ist die Relaxa-
tionszeit gegeben durch

™ dk 1!
Tonag = {2/ — |kak:| (3.212)
0 s

und die Korrelationsldnge durch

T —1
b = [2/0 ijfk:| (3.213)

mit der modifizierte Besetzungszahl fr gemiif (3.188). Im Folgenden werden verschiedene Quenchs mit
einem festen Endpunkt betrachtet, d. h. fiir alle betrachteten Quenchprotokolle stimmt der Hamilton-
operator H nach der Quench ubereln Die Parameter des Hamiltonoperators H, vor dem Quench werden
variiert. Die Kopplungskonstante sei unter den Quenchs konstant, wihrend die Anisotropie und die Stérke
des externen transversalen Feldes durch die Quenchs verindert werden. Fiir Hy — H verschwindet die
Differenz Ay der Bogoliubov-Winkel, die H und H, diagonalisieren. Infolgedessen ist cos(Ag) = 1 und
somit fk =0, d. h. es werden keine Quasiteilchen erzeugt, wodurch sowohl die Relaxationszeit als auch
die Korrelationslédnge divergieren. Der funktionale Zusammenhang dieser Divergenz zur Quenchstérke soll
nun untersucht werden. Dabei sei Jy = J, 79 = v+ Ay und hg = h + Ah. Die Quenchstérke ist dann
definiert als A = y/(Ah)? + (Av)2. Es erweist sich als vorteilhaft, Polarkoordinaten in der h-y-Ebene zu
verwenden, in der h auf der Abszisse und v auf der Ordinate aufgetragen ist. Der Ursprung des Koor-
dinatensystems in Polarkoordinaten wird durch die Parameter der Hamiltonoperators nach dem Quench
bestimmt. Dann ist Ay = Asin(p) und Ah = A cos(p). Dies ist in Abbildung 3.21 veranschaulicht.

~y

Abbildung 3.21: Darstellung der Quenchstérke 1“
= /(Av)?2 4+ (Ah)? in der h-y-Ebene. Betrach-

tet werden Quenchprotokolle, die alle den gleichen ~©)

Endpunkt (h,v) haben. Mithilfe der Polardarstel-

lung Ay = Asin(¢) und Ah = A cos(y) konnen alle U

entsprechenden Quenchprotokolle identifiziert wer- Ah ACO%( )
den: Thre Startpunkte liegen auf dem Kreis um (h, ) ' '
mit Radius A.
0 h A “h

Da die Geschwindigkeit der Quasiteilchen nur von den Parametern des Hamiltonoperators nach dem
Quench abhiingt, also von der Quenchstérke unabhéngig ist, wird die Divergenz der Relaxationszeit wie
die Divergenz der Korrelationslinge nur vom Verhalten von fj, fiir A — 0 bestimmt. Ausgehend von der
Gleichung fiir fi werden Jy, 79 und kg durch J, v und h sowie Ay und Ah ausgedriickt:
Ji— 1 In h(h + AR) + J?y(y + Ay) — J(2h + Ah) cos(k) + J?(1 — y(y + Ay)) cos? (k)
g 2 A/ (h+ Ah)2 + J2(y + Ay)2 — 2J (h + Ah) cos(k) + J2(1 — (v + A7)2) cos?(k)
(3.214)

1 1
= —5 I {|AL + (h — J cos(k))Ah + J?ysin®(k)Ay| } + 5 n{Ax}

1

+3 In {A} +2(h — J cos(k))Ah + 2J%ysin? (k) Ay + (Ah)? + J?sin® (k) (Av)?}

Bei den Umformungen wurde bei den Ausdriicken im Nenner ausgenutzt, dass die Energie der Quasi-
teilchen nicht negativ ist. Der finale Ausdruck fiir fi in Abhéngigkeit von Ah und A~ wird nun bis zur
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zweiten Ordnung in Ay und Ah in eine Taylor-Reihe entwickelt:

z Ofx Ofr 0% fr

_ 1
fk'%ka,O‘F Ah=0 Ah=0 Y5 A*U(Ah)2
z0 0(An) IR0 O(Ay) 1302 20(Ah)2 1305 (3.215)
1 ank 2 ank: .
= A _— Ah)(Av) .
2B a1 A7) BRI |21 AP
Fiir die einzelnen Summanden in dieser Entwicklung ergibt sich:
Felany =0, (3.216a)
Av=0
Ofi
=0 3.216b
a2z~ (3:2160)
O _
SAT ‘ arms =0 (3.216¢)
9% fr (h — J cos(k))? 1
- _ 4 21
BUAR)E | 21 TV TOR (32169)
2 F 2,0 in2(1))2 2 52
0% fr . e ’751114(/6)) n J Sln2(k) 7 (3.216¢)
O(Av)2 1388 2A; 205
9 f, _ Pysin’(k)(h — J cos(k)) (3.2166)
HAR)I(AY) |31 20] | |

Es verschwinden somit alle Beitrége bis zur zweiten Ordnung. Unter Ausnutzung der Polardarstellung
von Ah und A~ folgt schliefilich

= A2 — (b — Jcos(k))? J?sin?(k)A2 — (J?ysin?(k))? .
fk %< k ( 4A4 ( )) COS2(QO) + ( ) k4Ai ( )) SIHQ(QO)
k k

_ 2 2AT cos(p) sin(go))AQ.

Fiir die Divergenz der Relaxationszeit und der Korrelationslinge im Falle verschwindender Quenchstérke
ergibt sich somit

. -2
ilglo Tmag X A (3.218)
und
. —2
A1‘1210 Emag X ATZ (3.219)

d. h. sowohl die Relaxationszeit als auch die Korrelationslénge divergieren quadratisch mit der Quench-
stérke fiir A — 0. Fiir das transversale Ising-Modell mit v = ¢ = 1 ist die Quenchstéirke A gerade durch
die Anderung Ah des Transversalfeldes gegeben.

AbschlieBend sollen die mithilfe von (3.212) bzw. (3.213) bestimmten Werte fiir die Relaxationszeit und die
Korrelationsldnge des Systems nach einem Quench mit den aus der mithilfe der Freie-Fermionen-Technik
exakt berechneten lokalen Magnetisierung bzw. gleichzeitigen Korrelationsfunktion gewonnenen Werten
verglichen werden. Hierzu werden wie oben beschrieben Quenchs betrachtet, die am gleichen Punkt der
h-vy-Ebene enden und deren Startpunkte auf einer Geraden in der Ebene liegen, die den Winkel ¢ mit
der h-Achse einschlieft. Die Quenchstirke A, die den Abstand des Startpunktes vom Endpunkt entlang
der Geraden angibt, wird variiert. Fiir Quenchs mit einem beliebigen Endpunkt in der h-y-Ebene, die
nur das Transversalfeld &ndern und die Anisotropie konstant halten, fiir die also ¢ = 0 ist, wurde in [216]
bereits die Divergenz der Relaxationszeit und der Korrelationslinge mit A~2 gezeigt. Zum Nachweis der
oben hergeleiteten Formel fiir Quenchs, die sowohl das Transversalfeld als auch die Anisotropie #ndern,
sei nun ¢ # 0. Exemplarisch werden Quenchs betrachtet, die am Punkt J =1, v = 0.3 und ~ = 0.8 enden
und deren Startpunkte auf der Geraden mit ¢ = 35° liegen. Fiir diese ist der Verlauf der Relaxationszeit
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Abbildung 3.22: (a) Relaxationszeit und (b) Korrelationsliange fiir Quenchs, die am Punkt J = 1,
v = 0.3 und h = 0.8 enden und deren Startpunkte auf der Geraden mit ¢ = 35° liegen, als Funktion
der Quenchstiirke A. Die Datenpunkte (x) stellen die mithilfe von Least-Square-Fits aus dem zeitlichen
Verlauf der lokalen Magnetisierung gewonnenen Werte fiir 7 bzw. die aus dem Verlauf der gleichzeitigen
Korrelationsfunktion als Funktion des Abstandes der Spins zu einem festen Zeitpunkt gewonnenen Werte
fiir & dar, wihrend es sich bei den kontinuierlichen Kurven um die Verldufe von 7 und ¢ geméis (3.212)
bzw. (3.213) handelt. Es zeigt sich in beiden Féllen fiir alle Werte von A eine sehr gute Ubereinstimmung,.

und der Korrelationslédnge in Abbildung 3.22 in Abh#ngigkeit von der Quenchstiarke A dargestellt. A < 0
bezeichnet hierbei Quenchs mit Ah < 0 und Ay < 0. Zwischen den mithilfe von Least-Square-Fits
aus dem zeitlichen Verlauf der lokalen Magnetisierung gewonnenen Werten fiir 7 bzw. den aus dem
Verlauf der gleichzeitigen Korrelationsfunktion als Funktion des Abstandes der Spins zu einem festen
Zeitpunkt gewonnenen Werten fiir £ und den Verldufen von 7 und £ geméif (3.212) bzw. (3.213) zeigt
sich fiir alle betrachteten Quenchstiirken A eine sehr gute Ubereinstimmung der Resultate. Es verbleibt
noch die Untersuchung der Divergenz von 7 und £ fir A — 0. Zu diesem Zweck sind in Abbildung
3.23 die Relaxationszeit und die Korrelationslénge fiir die oben beschriebenen Quenchs in Abhéngigkeit
vom Betrag der Quenchstirke doppeltlogarithmisch aufgetragen. Fiir A — 0 zeigt sich sowohl fiir die
Relaxationszeit 7 als auch fiir die Korrelationslinge ¢ eine Divergenz gem#f A~2 sowohl fiir A — 0F
als auch fiir A — 0~ in Ubereinstimmung mit den Resultaten (3.218) und (3.219) der Entwicklung der
Ausdriicke (3.212) und (3.213) fiir 7 und £ in A.
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Abbildung 3.23: (a) Relaxationszeit und (b) Korrelationslinge fiir Quenchs, die am Punkt J = 1,
v = 0.3 und h = 0.8 enden und deren Startpunkte auf der Geraden mit ¢ = 35° liegen, als Funktion
des Betrages der Quenchstirke A. Die Auftragung erfolgt doppeltlogarithmisch, um die algebraische
Divergenz von 7 und ¢ gemi A~2 fiir A — 0 nachzuweisen. Bei den Datenpunkten handelt es sich um
die Ergebnisse der Freie-Fermionen-Technik, wobei ausgefiillte Punkte Daten von Quenchs mit A > 0
und nicht ausgefiillte Punkte Daten von Quenchs mit A < 0 darstellen. Die schwarzen Kurven sind die
Ergebnisse der Ausdriicke (3.212) bzw. (3.213) fiir 7 bzw. £, wobei die durchgezogenen Linien Quenchs mit
A > 0 und die gestrichelten Linien Quenchs mit A < 0 repriisentieren. Die rote Linie stellt einen Least-
Square-Fit proportional zu A=2 dar. In allen Fillen zeigt sich fiir A — 0 eine sehr gute Ubereinstimmung.
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3.8 Anderung des Quenchprotokolls: Riickquench

Die bisherigen Betrachtungen haben sich mit Systemen befasst, deren Hamiltonoperator zum Zeitpunkt
t = 0 durch einen Quench einmalig instantan von einem initialen Wert Hy zu einem finalen Wert H
gedndert wurde. Nach dem Quench entwickelte sich der Zustand des Systems unitér in der Zeit geméif der
Schrodingergleichung. Die Zeitentwicklung wurde dabei bestimmt durch den Hamiltonoperator H. Hierbei
handelte es sich um die einfachste Form eines Quenchprotokolls. Das Quenchprotokoll kann beliebig
erweitert werden, indem zu spéteren Zeitpunkten weitere Quenchs durchgefithrt werden. Im Folgenden
soll die einfachste Erweiterung des Quenchprotokolls untersucht werden: Nachdem zum Zeitpunkt ¢ = 0
der Hamiltonoperator des Systems von Hy zu H geiindert wurde, soll dies zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ > 0
wieder riickgéingig gemacht werden. Der zweite Quench zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ wird aus diesem Grund
auch als Riickquench bezeichnet. Es ergibt sich somit das folgende Quenchprotokoll:

i, =S e g, . (3.220)

Wie bei den bisher betrachteten Quenchs soll das System vor dem ersten Quench zum Zeitpunkt ¢ = 0
im Grundzustand |\I/éo)) des initialen Hamiltonoperators Hy pripariert sein. Der Zustand des Systems zu
einem beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0 ist dann gegeben durch

V(1) =

et Ht | () falls ¢ < t/
i (3.221)
&

==Y gy falls £ > ¢
Fiir Zeiten ¢ < ' unterscheidet sich die Zeitentwicklung somit nicht von der im bislang betrachteten

Quenchprotokoll. Im Folgenden werden wiederum die zuvor eingefithrten Observablen betrachtet. Hierbei
wird das Hauptaugenmerk auf der lokalen Magnetisierung und der Verschriankungsentropie liegen.

3.8.1 Freie-Fermionen-Technik

Zunéchst soll die Berechnung der Observablen mithilfe der Freie-Fermionen-Technik erldutert werden.
Diese wird im Heisenbergbild ausgefiihrt, in dem die Zeitentwicklung eines beliebigen Operators O nach
dem beschriebenen Quenchprotokoll lautet

o(t) =

R et Ot falls t < ¢/
(3.222)

ethezHO(t—t’)@e—zﬁo(t—t’)e—zﬁt’ falls t > ¢/ ’
Es werde zunéchst die Zeitentwicklung der z-Komponente des Pauli-Spinoperators an einer Position ¢ der
Kette betrachtet. Diese ist zur Berechnung der Korrelationsfunktionen und der lokalen Magnetisierung

erforderlich. Hierzu wird die Darstellung von & iiber die Majorana-Fermioperatoren verwendet gemafl
(3.96)

grt)y =21 ai(t) . (3.223)

Die Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren fiir ¢ < ¢ und ¢ > ¢’ wird im Folgenden bestimmt.

ot <t
Fiir t <t/ ergibt sich die bekannte Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren nach (3.103)

2N
ai(t) =Y Pjt)a;, i=1,...,2N (3.224)
j=1

mit den in (3.102a) bis (3.102d) angegebenen Zeitentwicklungskoeflizienten. Die Zeitentwicklung
von 67 kann somit geschrieben werden in der Form

20—1 2N

CAGET S | DI IOIR (3.225)

i=1 j=1
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ot >t

Fiir t > t’ ergibt sich fiir die Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren

(74! 3 ’ 3 ’ (74!
Elz(t) — eZHt ezHo(t—t )die—lHo(t—t) —1Ht

e
2N X
con (S e
k=1
2N
_ 3 R )¢ oy
= ax(t')
2N 2N
=S PR -1)Y Pyt (3.226)
k=1 j=1
2N 2N
=33 PR —t)P(t) 4
j=1k=1
P, (t,t)
2N _
=) Ptt)a;, i=1,....2N
=1

Die Zeitentwicklungskoeffizienten Pi(,(;)(t —t) (4, = 1,...,2N) ergeben sich in Analogie zu den
Zeitentwicklungskoeffizienten P; ;(¢) in (3.102a) bis (3.102d) zu

Pl aua(t—t) = Yo (m)gy (n) cos(A (£ = 1)) (3.227a)
k
0 0 0 . 0
P ot =) = — Z o (m)uf” (n) sin(AL (¢ — 1)) | (3.227b)
Py Zw“’) J(n)sin(AV (t = ¢')) (3.227c¢)
Py o (- Zw“” O (n) cos(AV (¢ — t')) (3.2274)
mit m,n=1,...,N. Aus der Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren folgt fiir 67 (t)
20-12N
srt)y=2""T] Do Pttt a; . (3.228)
i=1 j=1

Der Struktur der Ausdriicke fiir die Zeitentwicklung der Majorana-Fermioperatoren und somit auch die
der z-Komponente der Pauli-Spinoperatoren fiir ¢ < ¢’ und fiir ¢ > ¢’ stimmen iiberein. Fiir Zeiten
t > ¢’ sind lediglich die Zeitentwicklungskoeffizienten P; ;(¢) der Majorana-Fermioperatoren durch die
Zeitentwicklungskoeffizienten

2N

Pyj(t,t)) =Y Pt —t)Pu(t) (3.229)
k=1

zu ersetzen. Somit kann sowohl fiir Zeiten ¢ < ¢’ als auch fiir Zeiten ¢t > t' das Wicksche Theorem in
der gleichen Weise angewendet werden wie fiir das bislang betrachtete Quenchprotokoll. Die Korrelati-
onsfunktionen und die lokale Magnetisierung kénnen als Pfaffsche Determinanten wie in (3.107), (3.108)
sowie (3.120) geschrieben werden. Die Darstellung (3.125) der Verschriinkungsentropie bleibt ebenfalls
unveréndert. Bei der Bestimmung der Eintrége

(O |a; (t)a; (1) v ) (3.2300)
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(Wi a(t)a | wy”) (3.230D)
(wa byl 1w (3.230¢)

der Pfaffschen Determinanten bzw. der Matrix I ist lediglich zwischen ¢ < ¢/ und ¢ > ¢’ zu unterscheiden.
Fiir ¢ < ¢ konnen unmittelbar die bisherigen Resulate aus (3.114), (3.116) und (3.124) iibernommen
werden. Fiir ¢ > t/ sind die Resultate zu modifizieren gem#f

2N 2N
(05| (0)a;(O15”) = D Prn(t,t) D Prnt, ) (U laman | 25”) (3.231a)
m=1 n=1
2N
0)« o« 0 5 0)« 0
(Wi (0 05) = 37 P (t,8) (U it | 2 (3.231b)
m=1
2N
0)+« ~(0 0 5 0);« (0 0
(U a; (1)) = 37 Py () (U i T 0EY) (3.231c)
m=1

In den Ausdriicken (3.114), (3.116) und (3.124) ist somit fiir ¢ < ¢’ lediglich P, j(t) durch P, ;(t,t') zu

ersetzen. Der Erwartungswert <\I/éo) |a;(t)a; (t)\\IIE)O)> soll noch genauer betrachtet werden. Fiir das einfache
Quenchprotokoll bzw. fiir ¢ < ¢’ wird er nach (3.114) in der Form

(06" au(1)ay (0] W5”) = by + oL (1) (8.252)
geschrieben mit
N
Dij()= Y [GOPiom-1(t)Pjan(t) = G2, Piom (t) Py 2n—1(t)] (3.233)
m,n=1
nach (3.115). Fiir ¢t > ¢/ sei nun
(U0 (1) (8) | 05”) = 63+l (8, 1) - (3.234)
Dabei ist
~ N ~ ~ ~ ~
Fi,j(t7 t/) = Z [G%O,ani,?m—l(ta t/) j,Qn(tv t/) - Ggg,)npiﬂm(t? t/)Pj72"—1(t7 t,)] ’ (3235)
m,n=1

Unter Beachtung von (3.229) kann T'; ;(#,#') auch iiber die I'; ;(#') ausgedriickt werden in der Form

2N
Dot t)= > POt )Pt ) Can(t)) . (3.236)

m,n=1

Mithilfe der berechneten Erwartungswerte konnen die Korrelationsfunktionen, die lokale Magnetisierung
und die Verschrinkungsentropie fiir das modifizierte Quenchprotokoll zu beliebigen Zeiten vor und nach
dem Riickquench bestimmt werden.

3.8.2 Semiklassische Theorie

Nach der Berechnung der Korrelationsfunktionen, der lokalen Magnetisierung sowie der Verschriankungs-
entropie nach dem Riickquench mithilfe der Freie-Fermionen-Technik soll nun die semiklassische Theorie
an das modifizierte Quenchprotokoll angepasst werden. Fiir Zeiten ¢ < ¢’ kann die bislang verwendete se-
miklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses unveréndert iibernommen werden. Anderungen erge-
ben sich erst fiir Zeiten ¢ > ¢’. Durch den Riickquench werden die Erhaltungsgréfien des Systems geéndert.
Dies betrifft sowohl die Energie als auch die Besetzungszahl der Quasiteilchen. Nach dem Riickquench
werden die Energie und somit auch die Geschwindigkeit der Quasiteilchen durch den Hamiltonoperator
ﬁo bestimmt. Es ist

A9 = \/ hd + J3y¢ — 2Joho cos(k) + JZ (1 —13) cos (k) (3.237)
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und die Geschwindigkeit der Quasiteilchen zur Wellenzahl k betréigt

N Tohg
RNCE
ok A

B (3.238)

Weiterhin wird durch den Riickquench die Besetzungszahl der Quasiteilchen gedndert. Die Erwartungs-
werte von ﬁ};ﬁk fiir die verschiedenen Wellenzahlen k sind nach dem Riickquench keine Erhaltungsgrofien
mehr. Geméf der Definition der Besetzungszahl der Quasiteilchen ergibt sich nun

Oy = @) a0 e ) - (3.239)

Die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Riickquench ist also vom Zustand des Systems zum
Zeitpunkt ¢’ des Riickquenchs abhingig. Um analytische Ausdriicke in Abhéngigkeit von den Quench-
parametern zu erhalten, werden die Berechnungen fiir das System mit periodischen Randbedingungen

ausgefiihrt. Zur Bestimmung von f,go)(t’ ) werden zunichst die f],ioﬁ und die ﬁ,(go) gemif

ﬁl(cO)T _ u}cﬁ}; — Vi (3.240a)
ﬁ](CO) = Uy, + ﬂ)kﬁT_k (3.240Db)

iiber die 77;2 und die 7, ausgedriickt, um die Zeitentwicklung im Heisenbergbild gema8 (3.90a) und (3.90b)

auszufithren. Anschliefend werden die 17}; und die 7, wieder mithilfe von (3.146a) und (3.146b) auf die

ﬁ,(coﬁ und die ﬁg]) zuriicktransformiert, um die Erwartungswerte im Zustand |\D((JO)> bestimmen zu konnen.

Es ergibt sich schliellich

h — Jcos(k))(ho — Jo cos(k)) + JJoyyo sin? (k)

Oy = 4UVE sin? (Apt) = |1 — ( o sin?(Agt) .
ARA;
(3.241)
Mithilfe von
UE = cos® (5F) = 3[1 + cos(Ay)] (3.242)
aus (3.149a) und
VI =sin® (§) = 1[1 — cos(Ay)] . (3.243)

aus (3.149b) kann die Besetzungszahl f,go)(t’ ) der Quasiteilchen nach dem Quench iiber die Differenz der
Bogoliubov-Winkel ausgedriickt werden geméf

FO) = sin®(Ay) sin®(Agt!) . (3.244)
Ausgedriickt iiber die Besetzungszahl der Quasiteilchen vor dem Quench ist

FOW) = 4fu(1 — fu) sin(Agt') . (3.245)

Fiir ein betrachtetes k kann die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Riickquench in Abhéngigkeit
vom Zeitpunkt ¢ des Riickquenchs Werte zwischen 0 und sin?(Aj) annehmen. sin?(Ay) definiert somit
eine Einhiillende fiir den Verlauf der f,io)(t’ ) als Funktion der Wellenzahl k. Alternativ kann die Zeit-
entwicklung des Zustandes des Systems bis zum Zeitpunkt ¢ des Riickquenchs auch explizit berechnet
werden. Hierzu wird wiederum das System mit periodischen Randbedingungen betrachtet. Ausgangs-
punkt bildet die Schrédingergleichung, die fiir eine beliebige Zeit ¢ < ¢’ lautet

W(t)) = et w0y (3.246)

Im ersten Schritt der Berechnung wird der Hamiltonoperator H iiber die fermionischen Teilchenzahl-
operatoren nj = ﬁ};ﬁk ausgedriickt. Anschliefend wird die Exponentialfunktion in Reihendarstellung
entwickelt. Hierbei wird ausgenutzt, dass ﬁﬁ = 1 ist. Zur Bestimmung der Wirkung der Operatoren auf
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den Anfangszustand |\I!(()0)> werden die 77;2 und die 7, mithilfe von (3.146a) und (3.146b) in Termen der

ﬁ,(coﬁ und der ﬁ,io) geschrieben. Es ergibt sich damit schlieflich

w(t) =[] (u,fe“‘kt + V2e M 214V, sin(Akt)ﬁ,g°>Tﬁ@,iT) [y (3.247)
k>0

bzw. ausgedriickt iiber die Differenz der Bogoliubov-Winkel

ey =] (cos(Akt) +1c08(Ag) sin(Agt) — sin(Ay) sm(Akt)f,,g‘)”ﬁ(_OgT) iy (3.248)
k>0

Mithilfe der Darstellung von |¥(¢')) kann die Besetzungszahl f,io) (t') der Quasiteilchen nach dem Riick-

quench unmittelbar bestimmt werden. Es wurde bereits erwdhnt, dass die Erwartungswerte der ﬁ;ﬁk nach
dem Riickquench keine Erhaltungsgrofien mehr darstellen. Fiir Zeiten ¢ > ¢/ ist

fk (t) _ <\I/(()O) |ezﬁt/ezﬁo(t—t')ﬁzﬁke—zﬁg(t—t')e—zﬁt' |\IJE)O)> (3249)

Dieser Erwartungswert kann auf die gleiche Weise berechnet werden wie zuvor beschrieben durch Transfor-
mationen zwischen den Darstellungen iiber die 77,1 und 7, und die ﬁ,(co)f und f],(co). Es ergibt sich schliefllich

Fu(t) = fr(1 = 2(1 — fi,) sin(2Axt") sin(2A 7 (¢ — ¢'))) . (3.250)

]go) (t') gibt die Gesamtbesetzungszahl der Quasiteilchen zur Wellenzahl k nach dem Riickquench an. Ein
Vergleich mit fx zeigt, dass durch den Riickquench somit in Abhéngigkeit von t' die Besetzungszahl der
Quasiteilchen zu einer Wellenzahl k erh6ht oder erniedrigt werden kann. f]go) (t') enthiilt keine Information
dariiber, welcher Anteil der Quasiteilchen durch den ersten Quench und welcher durch den Riickquench
erzeugt wurde. Dies zeigt die Problematik der Beschreibung der Zeitentwicklung des Systems nach dem
Riickquench mithilfe der semiklassischen Theorie. Die Argumentation der semiklassischen Theorie beruht
darauf, dass Quasiteilchen zur selben Wellenzahl k, die an derselben Position erzeugt wurden, verschriankt
sind. Wie in den vorangegangenen Kapiteln erlautert wurde, trigt ein Quasiteilchenpaar zur Wellenzahl
k, das an einer Position xg der Kette erzeugt wurde, genau dann zur Korrelationsfunktion zweier Spins
an den Positionen r; und 79 zu den Zeiten ¢; und ¢5 bei, wenn die Anzahl der Schnittpunkte zwischen
den Trajektorien der Quasiteilchen des Paares und der Verbindungslinie zwischen den Punkten (rq,#1)
und (rg,ts) im Raum-Zeit-Diagramm ungerade ist. Ein Beitrag zur Verschrinkungsentropie zu einem
betrachteten Zeitpunkt hingegen besteht genau dann, wenn sich ein Quasiteilchen des Paares in Subsys-
tem A und das andere Quasiteilchen in Subsystem B befindet. Es ist nicht bekannt, welchen Effekt der
Riickquench auf die Verschrinkung bereits bestehender Quasiteilchenpaare hat. Zudem ist nicht bekannt,
wie sich die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Riickquench zusammensetzt aus Quasiteilchen,
die durch den ersten Quench erzeugt wurden, und Quasiteilchen, die durch den Riickquench erzeugt wur-
den. Aus diesem Grund kann mithilfe der semiklassischen Theorie die Verschrinkungsentropie nach dem
Riickquench nicht beschrieben werden.

Bei Betrachtung von Korrelationsfunktionen und der lokalen Magnetisierung ergeben sich aus den glei-
chen Griinden Probleme bei der Beschreibung der Quasiperiodizitat im Falle endlicher Systemgrofle, da
fiir hinreichend grofle Zeiten ein Quasiteilchen eine Position der Kette mehrmals passiert. Wird jedoch
das System im thermodynamischen Limes untersucht, so kann im Falle periodischer Randbedingungen ein
Quasiteilchen eine Position der Kette nur ein einziges Mal passieren. Weiterhin passieren die Quasiteil-
chen eines Quasiteilchenpaares wihrend ihrer Bewegung durch die Kette nur unterschiedliche Positionen,
sodass fiir periodische Randbedingungen im thermodynamischen Limes insgesamt jede Position der Kette
nur ein einziges Mal von einem Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares passiert wird. Fiir freie Rand-
bedingungen kann durch geeignete Wahl der Positionen der betrachteten Spins innerhalb der Kette eine
entsprechende Situation geschaffen werden. Bei Betrachtung der Autokorrelationsfunktion oder der lo-
kalen Magnetisierung ist die Position des Spins dazu in der Mitte der Kette zu wihlen bzw. bei der
Untersuchung der gleichzeitigen Korrelationsfunktion ist die Bulk-Korrelationsfunktion zu betrachten.
Da im Rahmen der Numerik nur endliche Systemgréfien simuliert werden koénnen, ergibt sich eine Be-
schriankung fiir die Zeiten, bis zu denen die semiklassische Theorie nach dem Riickquench angewandt
werden kann. Die Zeitobergrenze ist durch die Bedingung gegeben, dass von jedem Quasiteilchenpaar
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nur ein Quasiteilchen nur einziges Mal einen Beitrag zu betrachteten Observable liefert. Fiir die lokale
Magnetisierung, deren Verlauf im Folgenden fiir das System mit freien Randbedingungen an der Position
in der Kettenmitte nach dem Riickquench betrachtet werden wird, bedeutet dies, dass fiir alle k

[orlt’ + [0t = 1) < & (3.251)

sein muss. |vg|t’ bezeichnet dabei die Strecke, die Quasiteilchen zur Wellenzahl k bis zum Zeitpunkt ¢’ des

Riickquenchs zuriickgelegt haben, und \v,go)|(t —t') die Strecke, die nach dem Riickquench zuriickgelegt

wurde. Durch die Wahl hinreichend kleiner Zeiten miissen Quasiteilchen, die die relevanten Positionen

der Kette bereits passiert haben, nicht mehr beriicksichtigt werden. Der Einfluss des Riickquenchs auf

ihre Besetzungszahl und ihre Verschréankung ist somit unerheblich. Der Riickquench kann dann wie ein

isolierter Quench beschrieben werden, wobei die Besetzungszahl der Quasiteilchen gegeben ist durch
,50) (t') und ihre Geschwindigkeit durch v,go).

3.8.3 Thermodynamischer Limes

Bevor die Zeitentwicklung des Systems nach dem Riickquench konkret berechnet wird, soll im thermo-
dynamischen Limes in Analogie zum Vorgehen von Calabrese, Essler und Fagotti in [47] ein analytischer
Ausdruck fiir die Korrelationsfunktion nach dem Riickquench und hieraus wie bereits fiir das einfache
Quenchprotokoll eine modifizierte Besetzungszahl der Quasiteilchen bestimmt werden. Die Herleitungen
in [47] wurden fiir die gleichzeitige Korrelationsfunktion zweier Spins mit Abstand 7 im transversalen
Ising-Modell mit periodischen Randbedingungen durchgefiihrt, besitzen aber ebenso Giiltigkeit fiir das
transversale XY-Modell, da die Diagonalgestalt der beiden Hamiltonoperatoren iibereinstimmt und sich
lediglich die Eigenenergien der einzelnen Moden unterscheiden. Im Folgenden werde die Notation von
Calabrese, Essler und Fagotti verwendet. Die gleichzeitige Korrelationsfunktion kann, wie bereits gezeigt
wurde, als Pfaffsche Determinante geschrieben werden. Fiir das Modell mit periodischen Randbedingun-
gen ist die schiefsymmetrische Matrix von der Gestalt

Ty ., ... TI'_,
= Fl Fo . ( *fn gn)
I'= mit T, = . 3.252
: : —9-n [In ( )
.1 ... ... Ty

Auf eine explizite Angabe der Zeitabhiingigkeit wird hierbei verzichtet. Die Matrix T' ist eine Block-
Toeplitz-Matrix, da jeder der 2 x 2-Blocke I';, nur von der Differenz der Reihen- und Spaltenindizes
abhéngt. Die Eintrdage der I',, sind gegeben durch

fo + 00 =107 a7, ), = 0 {af,,a7), (3.253a)
gn = 2(a7ay 1), (3.253b)
wobei es sich bei den af und a? mit
at=él+é (3.254a)
al =&l —¢;) . (3.254b)

um eine alternative Darstellung der Majorana-Fermioperatoren handelt. Im Vergleich zu der Definition
der Majorana-Fermioperatoren in (3.95) ist

[Vlz: = a2i_1 s (3255&)
al = —ay; (3.255b)
fir ¢ = 1,...,N. Die Referenzposition ¢ bei der Berechnung der Eintrige von I',, kann fiir das Mo-

dell mit periodischen Randbedingungen beliebig gewihlt werden. Die Matrix T’ wird iiber ihre Fourier-
Transformierte ausgedriickt. Dazu werden die Fourier-Transformierten der einzelnen Blocke I'), verwendet

mit
rn:/7r %emkf(k) mit T'(k) = ( AL g(k)> : (3.256)

x 2T
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Diese Form der Fourier-Transformierten ergibt sich unmittelbar durch Auswertung der Eintriige. In [47]
wurden die f(k) und die g(k) bestimmt zu

f(k) = 1sin(Ay) sin(2Axt) , (3.257a)
g(k) = —e! 0=k [cos(Ag) — 1sin(Ay) cos(2Axt)] . (3.257b)

Fiir das modifizierte Quenchprotokoll entspricht dies Zeiten vor dem Riickquench, d. h. ¢ < ¢'. Fiir Zeiten
t > t' ergibt eine analoge Rechnung

f(k) =1sin(Ag) sin(2Axt") cos (2A,(€0) (t — t’))

0 (3.258a)
— 1c08(Ag) sin(Ag){1 — cos(2A4t") } sin (2A§c )(t ),
g(k) =— (0 —k) {0052 (AR) + sin®(Ay) cos(2A,t") + 2sin(Ay) sin(2A,t') sin (2A§€O) (t—1")
(3.258b)

+2cos(A) sin(Ag) {1 — cos(2A4t") } cos (20 (¢ — t’))] .

Im Rahmen der Rechnungen wird wiederum die Transformationen zwischen den Darstellungen iiber die

77;2 und 1), sowie die f]( 't und n( ) ausgenutzt, um Zeitentwicklungen und Grundzustandserwartungswerte
berechnen zu konnen. Mithilfe der Pauli-Matrizen

0 1 0 — 1 0
O'I—<1 O) ,az—<2 0) und oz—<0 _1> (3.259)

kann f‘(k) vor dem Riickquench geschrieben werden als

I(k) =1sin(Ay) [ cos(0r — k)o, — sin(b — k)oy, ] cos(2A,t)
—1sin(Ag)o, sin(2Axt) (3.260)
—1c0s8(Ag) [ cos(O), — k)oy + sin(b — k)o,]

und nach dem Riickquench als

[(k) = — 1sin(Ay) [cos(Ak){l — cos(2A,t) }{ cos(0® — K)o, — sin(6” — K)o, }
+ sin(2A4¢ )az} cos (20 (t — t'))

—sin(Ay) {sin(?Akt'){ cos(0”) — K)o, — sin(6”) — K)o, } (3.261)
— cos(Ap){1 - cos(QAkt’)}oz] sin (2040 (¢ — 1))

—of cos?(Ag) + sin®(Ay) cos(2Axt')  { cos(0L”) — K)o, + sin(6” — K)o, } .

Die Aussagen von Calabrese, Essler und Fagotti in [47] besitzen Giiltigkeit fiir allgemeine Block-Toplitz-
Matrizen, deren Blocke von der Dimension 2 x 2 sind und fiir die I'(k) geschrieben werden kann in der
Form

i(k) = na (k)0 + i1, (k) - G 2 Antei

(3.262)
= ny(k)o) + {ny (k)olP) + n.(k)o?} cos(2Akt) + {ny (k)o¥ — n. (K)ol } sin(2Axt) .
Nach dem Riickquench ist dies abzuéndern zu
f(k) = na(k)o ) + it (k) - 38 2 1ol
=ng(k)ol® + {ny(k)agk> + 1. (K)o} cos(2AL (¢ — ) (3.263)

+ {ny (k) n.(k)o} sin (QA,(CO)(t —-t)).

Der Vektor 7 sei dabei normiert, d. h. n2 + |n, | = 1, und es gelte n - €, = 0. 0%, a = =z, y, z bezeichnet
eine Drehung der Pauli-Matrizen geméf

oae Wt (3.264)
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Ein Vergleich der Ausdriicke (3.262) und (3.263) fiir t(k) vor bzw. nach dem Riickquench zu den entspre-
chenden Ausdriicken (3.260) und (3.261) fiir I'(k) zeigt, dass in beiden Fillen fir

G(k)=1 (0 —k—3%)é- (3.265)

und die Wahl der Proportionalitétskonstante in (3.264) zu —z, d. h.

ok = —u[sin(0 — K)oy + cos(O — k)oy ] , (3.266a)
J?Sk) = —1[sin(0y — k)o, — cos(0), — k)] (3.266b)
o®) = 10, (3.266¢)
sowie

ng (k) = cos(Ag) , (3.267a)
i1 = sin(Ag)é, (3.267b)

vor dem Riickquench und
ng (k) = cos?(Ag) +sin®(Ay) cos(2A4t") | (3.268a)
it = —sin(Ag) cos(Ag) {1 — cos(2A,t") } €, + sin(Ay) sin(2\,t) e (3.268b)

nach dem Riickquench eine Ubereinstimmung von #(k) und T'(k) gegeben ist. In [47] wurde gezeigt, dass
im thermodynamischen Limes fiir r,t — oo bei festem Verhéltnis ¢/r nur ein Beitrag durch n, (k) zur
gleichzeitigen Korrelationsfunktion gegeben ist und dass diese geschrieben werden kann als

™ dk
lim C%®(r,t) = exp {2/ — min (2|vg[t,7) In (|nT|)} . (3.269)
L tons o 7

Hieraus wurde fiir das einfache Quenchprotokoll die modifizierte Besetzungzahl
fro = =3 1n(|cos(Ay)]) (3.270)

extrahiert, die auch fiir das modfizierte Quenchprotokoll vor dem Riickquench verwendet wird. In analoger
Weise ergibt sich nach dem Riickquench aus dem exakten Ausdruck die modifizierte Besetzungszahl

FO@y = —21n (| cos®(Ag) + sin®(A) cos(2A,t")[) = —3 In (|1 — 2sin®(Ay) sin®(Axt)|) (3.271)
bzw. ausgedriickt {iber f,go)(t’ )

AOW) = =3 (L =2£"()]) - (3.272)

Wie im Falle der Besetzungszahlen der Quasiteilchen nach dem Quench gilt somit
@) ~ 150 + 07 () (3.273)

d. h. im Falle kleiner Besetzungen nach dem Riickquench gilt in erster Ordnung J;]go) ) = f,go) .

Eine Betrachtung der modifizierten Besetzungszahl nach dem Riickquench als Funktion des Zeitpunktes
t’ des Riickquenchs zeigt, dass féo) (t") zwischen 0 (fiir cos(Agt’) = 1) und einem Maximalwert oszilliert,
wobei die Periodendauer abhéngig ist von der Energie Ay der Quasiteilchen vor dem Riickquench. Die
Maximalwerte definieren wiederum wie schon sin?(Ay) im Falle der f,go)(t’ ) eine Einhiillende fiir den
Verlauf der modifizierten Besetzungszahlen.

3.8.4 Resultate

Mithilfe der Freie-Fermionen-Technik kénnen sowohl die Korrelationsfunktionen, die lokale Magnetisie-
rung als auch die Verschrankungsentropie zweier Subsysteme berechnet werden und es ergeben sich keine
Einschrankungen in Bezug auf die erreichbaren Zeiten. Fiir die semiklassische Theorie hingegen existieren
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Abbildung 3.24: (a)- (c) Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung fiir das modifizierte Quenchproto-
koll mit Riickquench fiir Quenchs mit den Quenchparametern aus I-II1. Betrachtet wird die Position in
der Mitte einer Kette der Lénge L = 256 mit freien Randbedingungen. Kontinuierliche Linien bezeichnen
die exakten Resultate der Freie-Fermionen-Technik, gestrichelte Linien die Resultate der semiklassischen
Theorie mit modifizierter Besetzungszahl. Fiir die Quenchprotokolle T und III sind die Zeitpunkte ¢ der
Riickquenchs gewéhlt zu — ¢’ = 100, — ¢’ = 200, — ¢’ = 300, — ¢’ = 400 und fiir das Quenchprotokoll
IIzu —t' =25 —t =50, —t =75, — ¢ =100. Dargestellt sind jeweils nur Zeiten, fiir die fiir alle
Wellenzahlen k die Bedingung |vg|t' + |v,(co)|(t —t') < L erfiillt ist, d. h. fiir die die betrachtete Position in
der Mitte der Kette hochstens von einem Quasiteilchen eines jeden Quasiteilchenpaares passiert wurde.

die bereits erlduterten Einschriankungen, die darin bestehen, dass das System nur fiir Zeiten betrachtet
werden kann, zu denen die fiir die jeweilige Observable relevanten Positionen héchstens von einem Qua-
siteilchen eines jeden Quasiteilchenpaares passiert wurden. Die Berechnung der Verschrinkungsentropie
ist nach dem Riickquench aufgrund der Unklarheit in Bezug auf die Verschriankung der durch den ersten
Quench und den Riickquench erzeugter Quasiteilchen nicht moglich. Es werde sich im Folgenden somit
exemplarisch auf die lokale Magnetisierung und hinreichend kurze Zeiten beschrinkt, um die Resulta-
te der semiklassischen Theorie mit den exakten Resulaten der Freie-Fermionen-Technik vergleichen zu
konnen. Betrachtet wird eine Kette mit freien Randbedingungen der Liange L = 256. Die lokale Magne-
tisierung wird fiir den Spin an der Position in der Mitte der Kette bestimmt, da fiir diesen die Zeit, bis
aufgrund der endlichen Systemgréfie ein Quasiteilchen eines Quasiteilchenpaares die Position ein zweites
Mal passiert bzw. das andere Quasiteilchen des Quasiteilchenpaares die Position ebenfalls passiert fiir
gegebene Kettenlinge grofitmoglich ist. Untersucht werden Quenchs geméafl der Quenchprotokolle I-111,
die vollstdndig innerhalb der ferromagnetischen Phase verlaufen und fiir die sich in den bisherigen Be-
trachtungen fiir das einfache Quenchprotokoll eine gute Ubereinstimmung der exakten Zeitentwicklung
und der semiklassischen Resultate gezeigt hat.

Nach dem Riickquench in Quenchprotokoll I wird das System durch den Hamiltonoperator des Ising-
Modells ohne Transversalfeld beschrieben. Da dieser mit 67 kommutiert, wird sich die lokale Magneti-
sierung nach dem Riickquench nicht mehr &ndern. In der semiklassischen Theorie folgt dies daraus, dass
die Geschwindigkeit der Quasiteilchen zu jeder Wellenzahl k nach dem Riickquench null betrigt. Die
Quenchprotokolle IT und III sind entgegengesetzt zueinander. Somit stimmen Energie und Geschwindig-
keit der Quasiteilchen nach dem Riickquench in Quenchprotokoll IT mit den Werten in Quenchprotokoll
III vor dem Riickquench iiberein und umgekehrt. Sie kénnen somit aus den Graphen (a) und (b) von
Abbildung 3.13 entnommen werden. In Quenchprotokoll IT ist die Geschwindigkeit der Quasiteilchen nach
dem Riickquench fiir den grofiten Anteil der Wellenzahlen k kleiner als davor, sodass der Abfall der lo-
kalen Magnetisierung sich verlangsamen wird. Fiir Quenchprotokoll III sind die Verhé&ltnisse umgekehrt,
sodass hier die lokale Magnetisierung nach dem Riickquench schneller abfallen wird. Die Resultate fiir den
zeitlichen Verlauf der lokalen Magnetisierung des Spins in der Mitte der Kette nach den beschriebenen
Quenchprotokollen sind in Abbildung 3.24 fiir verschiedene Zeitpunkte ¢ des Riickquenchs dargestellt.
Fiir Quenchprotokoll I zeigt sich eine hervorragende Ubereinstimmung der Resultate sowohl vor als auch
nach dem Riickquench fiir alle betrachteten Zeitpunkte ¢’ des Riickquenchs. Wie vorhergesagt bleibt die
lokale Magnetisierung nach dem Riickquench konstant. Ebenfalls der Vorhersage entsprechend fillt die
lokale Magnetisierung im Falle der Quenchprotokolle IT und ITI nach dem Riickquench langsamer bzw.
schneller ab. Der Abfall ist nach dem Riickquench noch immer exponentiell, jedoch zeigen die exakten
Resultate der Freie-Fermionen-Technik, dass er durch Oszillationen iiberlagert wird. Diese werden durch
die einfache semiklassische Theorie nicht reproduziert. Die sich aus der semiklassischen Rechnung und
der exakten Rechnung ergebenden Relaxationszeiten zeigen eine gute Ubereinstimmung.
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4 Nichtgleichgewichtsdynamik des
transversalen Ising-Modells in zwei Dimensionen

Nach den Betrachtungen zum transversalen XY-Modell in einer Dimension widmet sich der weitere Verlauf
der vorliegenden Dissertation dem zweidimensionalen transversalen Ising-Modell, das auf einem Quadrat-
gitter mit gerader Kantenldnge L und periodischen Randbedingungen untersucht wird. Die Gesamtzahl
der Spins im System betrigt somit L? und werde mit N bezeichnet. Der Hamiltonoperator des zweidi-
mensionalen transversalen Ising-Modells ist gegeben durch

] J AT AT h ~z
<R,R’"> R

Eine Wechselwirkung besteht wiederum nur zwischen néchsten Nachbarn. Wie bereits in dem einleitenden
Kapitel zum transversalen Ising-Modell erldutert wurde, unterscheidet sich das Modell in zwei Dimensio-
nen in wesentlichen Punkten von dem Modell in einer Dimension. Im Gegensatz zum eindimensionalen
transversalen Ising-Modell, fiir das bei endlicher Temperatur die ferromagnetische Ordnung immer ver-
schwindet (Abbildung 2.2 (a)), weist das zweidimensionale Modell wie in Abbildung 2.2 (b) dargestellt
im thermodynamischen Limes auch fiir kleine Verhéltnisse h/J und kleine Temperaturen 7'/J durch
spontane Symmetriebrechung langreichweitige ferromagnetische Ordnung auf. Zudem ist das transver-
sale Ising-Modell in zwei Dimensionen nichtintegrabel, d. h. in ihm stellt die Gesamtenergie die einzige
Erhaltungsgrofe unter der unitéren Zeitentwicklung nach dem Quench dar. Fiir das zweidimensionale
transversale Ising-Modell besteht somit die Moglichkeit, dass es nach einem Quench thermalisiert. Da
das transversale Ising-Modell auf dem Quadratgitter nicht analytisch 16sbar ist, existieren bislang nur
wenige Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung in ihm. Bei diesen handelt es sich um die
bereits im Rahmen des Uberblicks iiber Thermalisierung in nichtintegrablen Systemen genannten Stu-
dien von Fratus und Srednicki in [160] sowie von Mondaini et al. in [171] auf Grundlage der Eigenstate
Thermalization Hypothesis. Die Untersuchungen von Fratus und Srednicki in [160] haben sich dabei zwar
nicht direkt mit dem Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell
befasst, jedoch kommt ihnen eine grofle Bedeutung fiir die Anwendbarkeit der ETH auf das transversale
Ising-Modell im Speziellen und quantenmechanische Vielteilchensysteme mit spontaner Symmetriebre-
chung im Allgemeinen zu, da in ihnen anhand des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells der
Einfluss spontaner Symmetriebrechung auf die Anwendbarkeit der ETH untersucht wurde. Zu diesem
Zweck wurde als Observable die Gesamtmagnetisierung des Systems betrachtet, welche durch den Opera-
tor M® = > r O beschrieben wird und als Ordnungsparameter dient. Da spontane Symmetriebrechung
nur im thermodynamischen Limes auftritt, musste fiir die mittels exakter Diagonalisierung untersuchte
endliche Systemgrofle von 4 x 5 der Hamiltonoperator um einen die Symmetrie brechenden Zusatzterm
ergéanzt werden, der von der Form eM® mit e = 1073 gewéhlt wurde. Im Gegensatz zu einer beliebigen Ob-
servable beschrieben durch den Operator O, fiir die die ETH eine glatte Funktion O(E) vorhersagt, wurde
fir M*(E) eine Funktion erwartet, die einen Zweig fiir jeden erlaubten Wert des Ordnungsparameters
umfasst. Untersucht wurde der Erwartungswert der Gesamtmagnetisierung in den Eigenzustdnden des
Hamiltonoperators, die zum Sektor mit verschwindendem Gesamtimpuls und gerader Paritéit gehoren,
fiir die Verhéltnisse h/J = 0, 0.25, 0.75, 1.5 und 3.5. Die Resultate von Fratus und Srednicki sind in
Abbildung 4.1 dargestellt. Fiir h/J = 0 ist die ETH nicht erfiillt. Fiir h/J < (h/J)crit &~ 3.044 und
nicht verschwindendes Transversalfeld (Abbildung 4.1 (b)-(d)) wurden in der Auftragung der Erwar-
tungswerte der Gesamtmagnetisierung in den Energieeigenzustinden zwei Zweige beobachtet, einer mit
positiver und einer mit negativer Gesamtmagnetisierung. Diese wurden mit einer Mean-Field-Vorhersage
fiir das System im thermodynamischen Limes verglichen (griine gestrichelte Linie in den Abbildungen).
Der Vergleich ergab eine verhiltnismiig gute Ubereinstimmung, wobei die Abweichungen der endlichen
Systemgrofie zugeschrieben wurden. Weiterhin zeigt sich in den Abbildungen die Abnahme von (T'/J)crit
mit zunehmendem Verhéltnis h/J. Hierzu ist die Energie in die entsprechende Temperatur umzurechnen.
Fiir h/J > (h/J)eit befindet sich das System unabhiingig von der Temperatur in der paramagnetischen
Phase und der Erwartungswert der Gesamtmagnetisierung verschwindet in jedem Energieeigenzustand
(Abbildung 4.1 (e)). Aus den Resultaten wurde gefolgert, dass die ETH auch auf Systeme mit spontaner
Symmetriebrechung angewendet werden kann. Im Falle von Observablen, die als Ordnungsparameter fun-
gieren, ist dabei die von der ETH vorhergesagte glatte Funktion O(FE) fiir beliebige Observablen durch
eine Funktion zu ersetzen, die mehrere Werte annehmen kann, sodass sich mehrere Zweige ergeben.
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Abbildung 4.1: (a)- (e) Erwartungswert der Gesamtmagnetisierung in Energieeigenzustinden des zwei-
dimensionalen transversalen Ising-Modells mit verschwindendem Gesamtimpuls und gerader Paritéit fiir
h/J =0, 0.25, 0.75, 1.5 und 3.5. Die gestrichelte griine Linie stellt eine Mean-Field-Vorhersage fiir das
System im thermodynamischen Limes dar. Die Abbildungen wurden aus [160] entnommen. Reprinted
with permission from Fratus and Srednicki, Physical Review E 92, 040103(R), 2015. Copyright 2015 by
the American Physical Society.

Aufbauend auf [160] wurde in [171] durch Mondaini et al. das Auftreten von Eigenstate Thermalizati-
on im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell untersucht. Hierbei wurden sowohl ferromagnetische
als auch antiferromagnetische Systeme betrachtet, wobei im antiferromagnetischen Fall ein zusétzliches
Longitudinalfeld angelegt wurde. Zum Vergleich mit den im Rahmen der vorliegenden Dissertation ge-
wonnenen Erkenntnissen sind nur die Untersuchungen von Mondaini et al. am ferromagnetischen System
von Bedeutung, welches im Gegensatz zu [160] ohne symmetriebrechenden Term im Hamiltonoperator
betrachtet wurde. Als Observablen wurde zum einen die in [158] eingefiihrte strukturelle Entropie (Stru-
cutral Entropy)

S5t = §inf _In(gy) (4.2)

betrachtet, um das Auftreten von Quantenchaos untersuchen zu kénnen. Hierbei bezeichnet

St = =S JepalIn (e l?) -

v
die Shannon-Entropie (Informationsentropie) und

1
== 4.4
Ex S Tl (4.4)
das Inverse Participation Ratio (IPR). Das IPR stellt nach [158] ein Ma$ fiir den Grad der Delokalisierung
der einzelnen Eigenvektoren dar. {|®,)} ist die Basis, in der die Berechnungen ausgefiihrt werden, d. h.
[Uy) =2, con|Py) mit ¢, x = (P,|¥y). Zur Untersuchung des Auftretens von Eigenstate Thermalization
wurde weiterhin der ferromagnetische Strukturfaktor

Q 1 AT AT
Sri= 5 > kot (4.5)
R,R’

betrachtet, dessen Erwartungswert in allen Eigenzustéinden des Hamiltonoperators des Systems berech-
net wurde. Das hierzu verwendete Verfahren bestimmt die Observablen fiir Cluster unterschiedlicher
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Abbildung 4.2: Obere Abbildung: Strukturelle Entropie im zweidimensionalen transversalen Ising-
Modell fiir verschiedene Systemgrofien und verschiedene Werte des Transversalfeldes. Werden die Inter-
valle, auf denen die moglichen Werte von S5 fiir einen gegebenen Wert von E) liegen, mit zunehmender
Systemgrofle fiir alle Ey kleiner, so ist dies ein Indikator fiir das Auftreten von Quantenchaos. Untere
Abbildung: Ferromagnetischer Strukturfaktor des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells fiir ver-
schiedene Systemgrofien und verschiedene Werte des Transversalfeldes. Werden die Intervalle, auf denen
die moglichen Werte von S fiir einen gegebenen Wert von F) liegen, mit zunehmender Systemgrofle fiir
alle F kleiner, so zeigt dies Eigenstate Thermalization an. Die Abbildungen wurden aus [171] entnom-
men. Reprinted with permission from Mondaini et al., Physical Review E 93, 032104, 2016. Copyright
2016 by the American Physical Society.

Geometrie von N = 10, 12, 14, 16, 18 oder 20 Spins innerhalb eines grofleren Gesamtsystems mithilfe
exakter Diagonalisierung als Funktion von E) in Einheiten von (J + h)N fiir h/J = 0.1, 0.5, 1.5, 2, 2.5,
3, 3.5 und 10. Fiir die verschiedenen Verhéltnisse h/J wurden die méglichen Werte der Observablen fiir
einen gegebenen Wert von F) fiir die verschiedenen Groflen der Cluster miteinander verglichen. Werden
die Intervalle, auf denen die méglichen Werte der Observablen fiir einen gegebenen Wert von E) liegen,
mit zunehmender Systemgrofle fiir alle E) kleiner, so ist dies im Falle der strukturellen Entropie ein
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Indikator fiir das Auftreten von Quantenchaos. Im Falle des ferromagnetischen Strukturfaktors zeigt die
Verkleinerung der Intervalle Eigenstate Thermalization an. Mondaini ef al. haben in [171] das Auftreten
von Quantenchaos und Eigenstate Thermalization im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell mit
ferromagnetischer Wechselwirkung fiir nicht verschwindende und nicht zu grofie Transversalfelder beob-
achtet. Die entsprechenden Resultate sind in Abbildung 4.2 dargestellt. Hierbei ist zu beachten, dass
fir h/J < (h/J)erit = 3.044 niederenergetische Energieeigenzustinde zur geordneten Phase mit lang-
reichweitiger ferromagnetischer Ordnung gehoren. Wie die Berechnung der der kritischen Temperatur fiir
ein gegebenes Verhéltnis von h/J zugehorigen Energie durch Mondaini et al. zeigt, gehort nur ein klei-
ner Teil der Energieeigenzustinde des Systems zur ferromagnetischen Phase. Die Abnahme der Anzahl
der moglichen Werte des ferromagnetischen Strukturfaktors mit der Systemgrofe wird hingegen nur im
energetischen Bereich oberhalb des Uberganges von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase
beobachtet. Aus diesem Grund erlauben die Resultate von [171] keine Aussage zum Auftreten von Ther-
malisierung in der ferromagnetischen Phase.

Nach Besprechung der Resultate der ETH fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell werde nun
noch auf die Anwendung des Theorems von Doyon auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell
eingegangen. Hierzu gilt es zunéchst zu iiberpriifen, ob die Voraussetzungen des Theorems erfiillt sind.
Wie im einfithrenden Kapitel zum transversalen Ising-Modell erldutert wurde, folgt aus den Resultaten
von Kliesch et al. in [213], dass thermische Zusténde fiir hinreichend grofie Temperaturen exponenti-
ell clustern. Diese Temperatur ist im Falle des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells durch die
Temperatur des Phaseniiberganges von der ferromagnetischen in die paramagnetische Phase gegeben,
welche wie in Abbildung 2.2 (b) dargestellt wiederum vom Verhéltnis h/J der Parameter des Hamilton-
operators abhingt. Der Grundzustand (T = 0) des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells in der
paramagnetischen Phase ist nach Hastings [207] sowie Nachtergaele und Sims [212] ebenfalls exponentiell
clusternd, da das System fiir h/J > (h/J)erit keine Energieliicke aufweist. Das Theorem von Doyon kann
somit auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell in der paramagnetischen Phase angewendet
werden. Aufgrund der Nichtintegrabilitéit des Systems auf dem Quadratgitter sagt das Theorem fiir das
zweidimensionale transversale Ising-Modell im thermodynamischen Limes Thermalisierung voraus. In der
ferromagnetischen Phase hingegen ist der funktionale Verlauf der Korrelationen zwischen zwei Spins in
Abhé#ngigkeit von ihrem Abstand nicht bekannt. Bekannt ist jedoch, dass die Korrelationen zwischen weit
voneinander entfernten Spins nicht zu null hin abfallen, sondern einen durch das Quadrat des Betrages
der Magnetisierung gegeben Wert erreichen. Das Theorem von Doyon erlaubt infolgedessen keine Aussage
fiir das transversale Ising-Modell in der ferromagnetischen Phase.

Insgesamt kann somit festgehalten werden, dass sowohl die Eigenstate Thermalization Hypothesis als
auch das Theorem von Doyon fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell in der paramagneti-
schen Phase Thermalisierung voraussagen, jedoch keine Aussagen zum Auftreten von Thermalisierung in
der ferromagnetischen Phase liefern. Im Falle der ETH wird Thermalisierung fiir nicht verschwindende
und nicht zu starke Transversalfelder sowie hinreichend hohe Temperaturen vorhergesagt. Hierbei gilt es
allerdings zu beachten, dass die ETH lediglich eine notwendige, jedoch keine hinreichende Bedingung fiir
das Auftreten von Thermalisierung darstellt, sodass kein Widerspruch zu dem durch das Theorem von
Doyon vorhergesagten Auftreten von Thermalisierung innerhalb der gesamten paramagnetischen Phase
besteht. Ebenfalls ist festzuhalten, dass nur wenige Resultate fiir die Zeitentwicklung des zweidimensiona-
len transversalen Ising-Modells nach einem Quench vorliegen, sich diese jedoch nicht mit dem Auftreten
von Thermalisierung beschiftigen [42,57,223]. Die Bestimmung der Zeitentwicklung des Systems nach
verschiedenen Quenchprotokollen sowie die Untersuchung seines stationidren Zustandes auf das Auftre-
ten von Thermalisierung wird infolgedessen das zentrale Thema des weiteren Verlaufs der vorliegenden
Dissertation darstellen. In der paramagnetischen Phase gilt es hierbei die Vorhersagen der ETH und
des Theorems von Doyon zu iiberpriifen, wohingegen in der ferromagnetischen Phase erste Resultate
gewonnen werden miissen. Die Untersuchungen beginnen mit einer Erlduterung der Griinde, weshalb
der Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells im Gegensatz zu demjenigen
des Modells in einer Dimension nicht durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen diago-
nalisiert werden kann. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit neuer Verfahren zur Untersuchung sowohl
thermischer Erwartungswerte als auch der Zeitentwicklung des Systems nach einem Quench. Im weite-
ren Verlauf wird zunéichst das System im thermischen Gleichgewicht betrachtet und ein auf Rieger und
Kawashima in [209] zurtickgehendes Verfahren auf Basis eines Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kon-
tinuierlicher Imaginérzeit zur Bestimmung der Erwartungswerte des Betrages der Magnetisierung sowie
der Korrelationsfunktionen geméfi dem kanonischen Gibbs-Ensemble fiir das System bei einer endlichen

98



TABELLENVERZEICHNIS

Temperatur 7" > 0 beschrieben. Im Anschluss daran wird die Zeitentwicklung des Systems nach einem
Quench betrachtet. Nach einem kurzen Uberblick iiber den Stand der Forschung zur Zeitentwicklung
im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell sowie einer Erlduterung stérungstheoretischer Ansétze
zur Beschreibung der unitéren Zeitentwicklung wird in den folgenden Kapiteln ein auf Variations-Monte-
Carlo basierendes Verfahren in kontinuierlicher Realzeit (real-time Variational Monte Carlo, rt-VMC)
vorgestellt [98,224], welcher es erlauben wird, die Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen
Ising-Modells fiir lange Zeiten mit hoher Genauigkeit zu beschreiben. Hierbei wird zwischen Wechsel-
wikungsquenchs in der paramagnetischen Phase und Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase un-
terschieden werden. Die Resultate und die Beschreibung der Verfahren zu ihrer Bestimmung wurden in
weiten Teilen bereits in [61] verdffentlicht. Zur Beantwortung der Frage, ob das zweidimensionale trans-
versale Ising-Modell thermalisiert, werden die thermischen Erwartungswerte der Observablen des Systems
im Gleichgewicht bei einer dem System nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur sowie
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren mit
den zeitlichen Mittelwerten nach den Quenchs verglichen. Falls das System thermalisiert, ist hier ei-
ne Ubereinstimmung zu erwarten. Fiir die Erwartungswerte der Observablen ist das Zeitmittel gegeben
durch

- to+At R
<O”:§i[ dtSp[0 p(1)] (4.6)

mit dem durch die Wellenfunktion [¥(#)) des Systems zum Zeitpunkt ¢ bestimmten zeitabhéingigen Dich-
teoperator p(t) = |¥(¢))}¥(¢)|. Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte von O ist

1/ﬁmﬁﬂW@—@me (4.7)

pt(Oj) = At \

wobei O; die moglicherweise entarteten Eigenwerte von O bezeichnet. Die Zeitmittel werden mit Ensem-
blemittelwerten im kanonischen Gibbs-Ensembles bei der dem System nach dem Quench zugeschriebenen
effektiven Temperatur verglichen. Diese lauten

.

(O)cce = = Sp[Oe™ /M| mit 2, = [ /Tr] (4.8)
CGE

fiir die Erwartungswerte der Observablen und

PG (0y) = 5 —x[3(0; — 0)e~71/Ter] (49)
CCE

fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Die Berechnung der Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeits-
verteilungen wird im Folgenden beschrieben. In einer Erweiterung der Untersuchungen in [61] werden
diese auch in Subsystemen bestimmt. Den Abschluss der Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdy-
namik wird schlielich die Untersuchung der Ausbreitung einer zu Beginn lokalen Stérung im System
mithilfe eines zeitabhéingigen Mean-Field-Verfahrens auf Grundlage der BBGKY-Hierarchie bilden, um
sowohl die Geschwindigkeit von Information als auch die ihrer Ausbreitung zugrundeliegende Metrik zu
ermitteln. Die Untersuchungen hierzu wurden in Zusammenarbeit mit Jonas Hafner durchgefithrt und
die gewonnenen Erkenntnisse im Rahmen seiner Masterarbeit [225] sowie in [62] verdffentlicht. Zunéchst
werde sich jedoch der Frage nach dem Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell zugewandt.
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4.1 Observablen

Als Observablen im Rahmen der Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensio-
nalen transversalen Ising-Modell werden der renormierte Betrag der Magnetisierung 4§y nach (2.10)

~ /‘Al’xB - MxB min

iy = 22— Bunin (4.10)
1- N’%,min

betrachtet sowie die Korrelationsfunktion zweier Spins in beliebigen Abstdnden zueinander, die fiir das

zweidimensionale System gegeben ist durch

Nrx 1 AT AT
Gt =+ > ohOh . - (4.11)

Die r = (14, ry) bezeichnen hierbei alle unabhéngigen Richtungen innerhalb des Gitters. Zwei Richtungen
werden als unabhéngig bezeichnet, wenn sie nicht durch Umkehr des Vorzeichens einer oder beider Kom-
ponenten der sie beschreibenden Vektoren oder Vertauschung der xz- und der y-Komponente ineinander
iiberfithrt werden kénnen. Die Definition einer abhéngigen Richtung ergibt sich entsprechend. IV, bezeich-
net die Anzahl aller Spinpaare, die zur unabhéngigen Richtung r gehoren. Zu jedem r existieren mehrere
abhéngige Richtungen. Der Abstand der Spins wird mit r bezeichnet und in der Manhattan-Metrik ge-
messen, d. h. r = |r;| 4 |ry|. Bei der Bestimmung der Observablen erfolgt im Falle der Magnetisierung
eine Mittelung iiber alle Spins des Systems bzw. im Falle der Korrelationsfunktionen zweier Spins im
Abstand r eine Mittelung iiber alle Spinpaare zu allen abhéingigen Richtungen zu r. Die Korrelations-
funktion zwischen néichsten Nachbarn wird im Folgenden eine besondere Rolle spielen. Der zugehorige
Operator wird mit C%% bezeichnet und ist von der Gestalt

A 1
Crr=5x > GhoR - (4.12)
<R,R'>

C’lfr”f entspricht somit dem Diagonalanteil des Hamiltonoperators pro Spin in Einheiten von —J.
Zur Untersuchung des Systems auf das Auftreten von Thermalisierung nach den Quenchs werden nicht
nur die Erwartungswerte der Observablen untersucht, sondern auch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren. Dies erfolgt wiederum in der x-Basis, da
die Operatoren in dieser diagonal sind. Im Falle des renormierten Betrages der Magnetisierung werden
die Erwartungswerte des Operators i* der Magnetisierung nach (2.4) betrachtet. Sie werden mit u*, be-
zeichnet und liegen dquidistant im Intervall [—1,1]. m gibt die Anzahl der Spin down eines Basiszustandes
der x-Basis an. Es ist somit

Nﬁzw mit m=0,1,..., N—-1,N . (4.13)
Die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von % betriigt N + 1 fiir ein System aus N Spins. Weiterhin
wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte des Operators CA'fl‘If betrachtet, der die Korrelati-
onsfunktion néchster Nachbarn misst. Seine Eigenwerte werden im Folgenden mit 7% bezeichnet. n ist
hierbei die Anzahl der Kinks in einem Basiszustand der x-Basis. Die €}* liegen ebenfalls im Intervall
[—1,1]. Es ist

err = LT it n=10,4,6,...,2N — 6,2N — 4,2N . (4.14)

Die Kinkzahlen 2 und N —2 sind im zweidimensionalen System mit periodischen Randbedingungen nicht
moglich. Die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte von C2 betrégt fiir ein System aus N Spins N — 1.

Sie entsprechen den Eigenwerten des Diagonalanteils des Hamiltonoperators pro Spin in Einheiten von
—J.
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4.2 Quenchprotokolle

Im Rahmen der Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell werden zwei spezielle Quenchprotokolle betrachtet werden. Bei diesen handelt es sich um
Wechselwirkungsquenchs und Feldquenchs. Vor den Quenchs wird das System im Grundzustand des
initialen Hamiltonoperators préapariert.

Wechselwirkungsquenchs

Wechselwirkungsquenchs betreffen lediglich die Kopplungskonstante J des Systems. Die im Rahmen
der Untersuchungen zum zweidimensionalen transversalen Ising-Modell betrachteten Wechselwirkungs-
quenchs werden durch das Quenchprotokoll

(0,h) — (J,h) (4.15)

beschrieben, d. h. eine Wechselwirkung der Spins des Systems untereinander wird erst durch den Quench
eingeschaltet. Das externe transversale Feld wird durch die Wechselwirkungsquenchs nicht gedndert. Es
hat einen festen Wert von h > 0. Der Ausgangspunkt der Wechselwirkungsquenchs liegt somit in der
paramagnetischen Phase. Durch die fehlende Wechselwirkung untereinander vor dem Quench und das
anliegende Transversalfeld sind im Anfangszustand alle Spins entlang des Transversalfeldes in z-Richtung
ausgerichtet:

Wit =0)) = [11... 1), . (4.16)

Ausgedriickt in der x-Basis entspricht dieser Zustand der normierten symmetrischen Uberlagerung aller
Basiszustédnde:

|(t=0)) = \/%Zk) . (4.17)

Die Energie dieses Zustandes betrigt —h/2 pro Spin. Aus der Struktur des Anfangszustandes ist unmit-
telbar ersichtlich, dass durch das beschriebene Quenchprotokoll der Wechselwirkungsquenchs die Gesam-
tenergie des Systems nicht gedndert wird, d. h. F = Eéo) und somit AE = 0 mit AE der Energiedifferenz
der Gesamtenergien des Systems nach und vor dem Quench geméif (1.6). Die Exzessenergie des Systems
nach dem Quench gemifl (1.7) ergibt sich somit ausschlieflich durch die Absenkung der Energie des
Grundzustandes des Systems durch den Quench:

Eew = E" — By . (4.18)

Feldquenchs

Feldquenchs betreffen ausschliellich die Stéarke des externen transversalen Feldes h. Die hier betrachteten
Feldquenchs werden durch das Quenchprotokoll

(J,0) = (J,h) . (4.19)

beschrieben. Durch sie wird ein externes transversales Feld h > 0 eingeschaltet. Vor dem Quench liegt
kein externes transversales Feld an. Es besteht lediglich eine nichtverschwindende Kopplung J > 0 zwi-
schen den Spins, die durch den Feldquench nicht gedndert wird. Die Spins sind im Anfangszustand somit
parallel zueinander angeordnet in Bezug auf die z-Richtung. Eine Ordnungsbeziehung besteht jedoch
nur relativ zu den anderen Spins. Da in Systemen endlicher Grofle keine spontane Symmetriebrechung
auftritt, existiert infolgedessen keine Vorzugsrichtung, da energetisch betrachtet keine Unterschiede zwi-
schen den beiden vollstéindig magnetisierten Zusténden [11 ... 1), und [{] ... J]), sowie allen normierten
Uberlagerungen dieser Zusténde bestehen. Die Energie der Zusténde pro Spin betridgt —J. Aufgrund der
nicht gebrochenen Z-Spin-Umklapp-Symmetrie wird die symmetrische Uberlagerung |¥() gemaf (2.7a)
als Anfangszustand fiir die Feldquenchs gewéhlt, d. h.

_ L

(e =0)) = 7

(et + 1, ) - (4.20)
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Demgegeniiber wiirde sich im thermodynamischen Limes, der im Rahmen der Simulationen nicht zugéng-
lich ist, als Anfangszustand fiir die Feldquenchs [¥(t = 0)) = [11...), ergeben. Die Zeitentwicklung des

Erwartungswertes eines Operators O ausgehend vom Anfangszustand fiir Systeme endlicher Grofe lautet

(0), = l{zm M e T O Y A LA, (L L e PO Y L,

2 - o (4.21)
L T L), U e B0 1), )

Es werden nun konkret der Operator gy fiir den renormierten Betrag der Magnetisierung sowie die
Operatoren C';m fiir die Korrelationsfunktionen zweier Spins in z-Richtung untersucht. Da ffy Betrége
betrachtet und éf’” relative Orientierungen von Spins, stimmen die ersten beiden Summanden von (4.21)
iiberein. Die Werte der beiden verbleibenden Summanden stimmen ebenfalls iiberein. Anhand der Rei-
henentwicklung der Zeitentwicklungsoperatoren wird ersichtlich, dass die Matrixelemente im thermody-
namischen Limes verschwinden. Dies ergibt sich daraus, dass iz und die CA’fI diagonal in der x-Basis
sind und somit ausschliefllich durch die Wirkung der Transversalkomponente des Hamiltonoperators Spins
umgeklappt werden. Damit der Uberlapp der Zustéinde nicht verschwindet, miissen alle Spins des Systems
umgeklappt werden. Im thermodynamischen Limes bedeutet dies, dass in der Reihenentwicklung sich erst
in n-ter Ordnung mit n — oo ein Beitrag ergibt, welcher jedoch aufgrund der Vorfaktoren verschwin-
det. Somit zeigt sich, dass ausgehend von dem Anfangszustand fiir endliche Systemgroéfien im Grenzfall
L — oo die Resultate in diejenigen fiir das System im thermodynamischen Limes iibergehen, sodass auch
in der ferromagnetischen Phase ein Finite-Size-Scaling moglich ist. Dies ist insbesondere fiir die Magneti-
sierung von Bedeutung, da auf diese Weise der renormierte Betrag der Magnetisierung bereits fiir endliche
Systemgroflen Riickschliisse auf die Existenz der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase im
thermodynamischen Limes erlaubt.

Wie im Falle der Wechselwirkungsquenchs wird auch durch die Feldquenchs die Gesamtenergie des Sys-
tems nicht geéndert. Die Exzessenergie ist durch die Absenkung der Grundzustandsenergie des Systems
durch den Quench bestimmt und ist gegeben durch (4.18).

Effektive Temperatur

Die effektive Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs ist dadurch
bestimmt, dass die thermische Exzessenergie und die durch den Quench induzierte Exzessenergie iiberein-
stimmen miissen. Die effektive Temperatur ergibt sich also aus der Bedingung

A ~ T
(WO HWE) = (H) g (4.22)

geméf (3.195). Die Kenntnis des Erwartungswertes der Energie im Grundzustand des Hamiltonoperators
nach dem Quench ist nicht erforderlich, da sie beim Gleichsetzen der thermischen und der durch den
Quench induzierten Exzessenergie mit gleichem Vorzeichen auf beiden Seiten der Gleichung auftritt. Fiir
die betrachteten Quenchprotokolle ist <\I!(()O)\ff |\I/(()O)> unmittelbar bekannt. Wie bereits erldutert wurde,
stimmt der Erwartungswert der Energie nach dem Quench mit der Grundzustandsenergie vor dem Quench
iiberein, betriigt also fiir die Wechselwirkungsquenchs —h /2 pro Spin im System und fiir die Feldquenchs
—J pro Spin im System. Die Berechnung des thermischen Erwartungswertes hingegen gestaltet sich
schwieriger, da der Hamiltonoperator nicht durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen
diagonalisiert werden kann wie im Falle des eindimensionalen Systems. Im Folgenden wird zunichst
erlautert werden, weshalb eine solche Transformation im Falle des zweidimensionalen transversalen Ising-
Modells nicht moglich ist. Im Anschluss daran werden Verfahren sowohl zur Berechnung der thermischen
Erwartungswerte als auch der Zeitentwicklung nach dem Quench erldutert werden.
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4.3 Nichtdiagonalisierbarkeit des Hamiltonoperators

Sowohl thermische Erwartunsgwerte als auch die Zeitentwicklung der Observablen nach den Quenchs
konnten fiir das eindimensionale transversale Ising- und das eindimensionale transversale XY-Modell
durch eine Transformation auf ein System freier Fermionen, die den Hamiltonoperator diagonalisiert, auf
einfache Weise exakt bestimmt werden auch fiir Systemgrofien weit jenseits des mittels exakter Diagona-
lisierung zugénglichen Bereiches. Wie im Folgenden erlédutert werden wird, existiert fiir das zweidimen-
sionale transversale Ising-Modell keine analoge Transformation.

Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bildet der Hamiltonoperator

_— Z oty ot -0 Z (4.23)

3,j=1 3,j=1

mit periodischen Randbedingungen. Die Positionen innerhalb des Gitters werden hierbei nun konkret
durch ihre z- und y-Koordinate bezeichnet statt durch den Vektor R wie in (4.1). Wie im Falle des Systems
in einer Dimension besteht der erste Schritt der Transformation in der Einfithrung der Operatoren

AIJ = %(‘ﬁj + Z&ﬁj) ) (4.24a)
;5 = %(5% 167;) (4.24b)

die wiederum Hard-Core-Bosonen beschreiben und es erlauben, die Pauli-Spinoperatoren zu schreiben als

035 = &;r,j +a (4.25a)
015 = _Z(&I,j —ay;) (4.25b)
Gig = %‘Igai,j -1 (4.25¢)

Ausgedriickt iiber die Hard-Core-Boseoperatoren lautet der Hamiltonoperator des zweidimensionalen
transversalen Ising-Modells

L L
N N ) ) i iy
H==3> (a +ai7j){(aj+1,j i) (@]t 8 } Z @505+ 5N (4.262)
=1 =1
J L
_ it i ot
) {a”aH_lj—I—a” z+11+aw z+lj+aw i+1,5
ij=1

(4.26D)

?‘

+aI ajj+1+az] z,]+1+a aZTjJrl_'_aJ Z7j+l} h Z AT,]Az,J 5
7,7=1

Im folgenden Schritt wird der Hamiltonoperator mithilfe der Jordan-Wigner-Transfomation iiber die
Fermioperatoren CT ;7 und ¢, ; ausgedriickt. Wie bereits wéhrend der Betrachtungen fiir das eindimen-
sionale System beschrieben, werden durch die Jordan-Wigner-Transformation an entsprechenden Stel-
len die Vorzeichen der Operatoren geindert, um die Hard-Core-Boseoperatoren mit ihrem gemischten
Kommutatorverhalten in Fermioperatoren mit Antikommutatorverhalten zu iiberfithren. Wahrend die
Jordan-Wigner-Transformation in einer Dimension eindeutig definiert ist nach (3.8) durch das Abzihlen
der Positionen der Kette bis hin zu der betrachteten Position im Argument der Exponentialfunktion,
die das geéinderte Vorzeichen bestimmt, ist diese Eindeutigkeit im Falle der zweidimensionalen Jordan-
Wigner-Transformation nicht gegeben. Es existieren infolgedessen verschiedene Ansétze fiir die Jordan-
Wigner-Transfomation in zwei Dimensionen. Diese gehen zuriick auf Fradkin [226], Wang [227-230] und
Azzouz [231-234]. Ein Uberblick iiber die Ansitze wurde von Derzhko in [235-238] gegeben. Im Fol-
genden soll der Ansatz von Azzouz kurz wiedergegeben werden. An diesem wird auch das sich bei der
Transformation ergebende Problem erldutert werden. Fiir eine Beschreibung der Ansétze nach Fradkin
und Wang sei auf die entsprechende Literatur verwiesen.
Die Jordan-Wigner-Transformation in zwei Dimensionen nach Azzouz ist gegeben durch

AT,j — TJ eXp{”(Z Zam” anrZ a M)} (4.27a)

m=1n=1
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""" A 4 .HHI).(UH) | A Abbildung 4.3: Bei der zweidimensionalen
Jordan-Wigner-Transformation nach Azzouz zu
beriicksichtigende Positionen des Systems bei
..... ' o—© Q- Anwendung auf die Hard-Core-Boseoperatoren

i=1) (@9) dj’j bzw. @; ;. In der Summe im Argument der
Exponentialfunktion in (4.28a) bzw. (4.28b) treten
alle Positionen des Systems auf, deren z-Koordinate
""" L ..7 — .7 L kleiner ist als die z-Koordinate der betrachteten
’ Position, sowie alle Positionen, deren y-Koordinate
bei gleicher xz-Koordinate kleiner ist. Diese sind in
@ der Abbildung hellgrau hinterlegt. Die Abbildung
P-L1i-2) 3 (-2 Y wurde [235] nachempfunden.

-1
o= oo 53 et Toolat) o (azmy

m=1n=1 n=1

Die inverse Transformation zur zweidimensionalen Jordan-Wigner-Transformation nach Azzouz lautet
dementsprechend

al ;= eXp{ZW(ZZéInnAmH Z nn)} (4.28a)

m=1n=1
—exp{_m<zz(§m;mn Z n)}cj (4.28D)
m=1n=1
r

In Abbildung 4.3 ist dargestellt, welche Positionen des Systems zur Transformation der Operatoren a; ;

bzw. a, ; berticksichtigt werden miissen. Die betreffenden Positionen sind in der Abbildung hellgrau hin-
terlegt. Die beschriebene Transformation stellt somit wie die Jordan—ngner Transformation in einer
Dimension eine nichtlokale Transformation dar. Da es sich bei den cm nCm.n um fermionische Teilchen-
zahloperatoren handelt, lauten ihre Eigenwerte +1 und —1. Im Argument der Exponentlalfunktlon ist
das Minuszeichen somit unerheblich. Zudem kommutiert die Exponentialfunktion mit a ij bzw. a, ;. In
der Darstellung (4.26b) des Hamiltonoperators durch die Hard-Core-Boseoperatoren zeigt sich, dass je-
weils Produkte zweier Operatoren auftreten, die auf néchstbenachbarte Positionen wirken im Falle des
die Kopplung der Spins untereinander beschreibenden Anteils bzw. auf die gleiche Position im Falle des
die Wechselwirkung mit dem externen transversalen Feld beschreibenden Anteils. In Abbildung 4.4 sind
fiir die Summanden des Wechselwirkungsanteils die Positionen hervorgehoben, die bei der Transforma-
tion beriicksichtigt werden miissen. Ein dunkelgrauer Hintergrund gibt an, dass die Positionen in den
Transformationsvorschriften beider Operatoren des Produkts auftreten und sich ihre Beitréige dadurch
gegenseitig aufheben. Hellgrau hinterlegte Positionen tauchen nur in der Transformationsvorschrift eines
der beteiligten Operatoren auf. Ihr Beitrag verschwindet infolgedessen nicht. Es ergibt sich fiir Positionen,

die niichste Nachbarn in z-Richtung sind (dargestellt in Abbildung 4.4 (a))

djjdj+1 7 CIJCIJrl 7 eXp {ZT(C?]} (4293,)
d1 »J A1+1 N ijcl+1 7 eXp {Zﬂ-cz ]} (4 29b)
~ ,\T _ T
a;, \J z+1 g zg z+1 J exp {Zﬂ'C ]} (4.290)
ai,jai+1,j = ¢ i 7,+1 Wi exp {Zﬂ-cz ]} (429(1)
mit

L J—1
Czwy = Z ézn@n + Z é;'r+1,néi+1,n . (4.30)

n=j+1 n=1
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Abbildung 4.4: Bei der zweidimensionalen Jordan-Wigner-Transformation nach Azzouz zu
beriicksichtigende Positionen bei den auftretenden Produkten zweier Hard-Core-Boseoperatoren im An-
teil des Hamiltonoperators, der die Wechselwirkung der Spins untereinander beschreibt, (a) fiir néichste
Nachbarn in z-Richtung und (b) fiir ndchste Nachbarn in y-Richtung. Dunkelgrau hinterlegte Positionen
treten bei der Transformation beider Operatoren des Produkts auf, sodass sich ihre Beitréige gegenseitig
aufheben. Hellgrau hinterlegte Positionen tauchen hingegen nur in der Transformationsvorschrift eines
der beteiligten Operatoren auf. Ihr Beitrag verschwindet infolgedessen nicht. Es zeigt sich, dass Beitrige
néchster Nachbarn in z-Richtung nichtlokal sind. Die Abbildungen wurden [235] nachempfunden.

Fiir Positionen, die nichste Nachbarn in y-Richtung sind (dargestellt in Abbildung 4.4 (b)), ergibt sich

aT,JdI,J-‘rl CT,J A’I,J-I—l ) (4.31a)
dT,J G541 = CT,jci,j—i-l ) (4.31Db)
a; I,]-‘rl = _éi,jé;r,j+1 ) (4.31c)
@5 541 = =Ci 3t - (4.31d)
In beiden Féllen wurde genutzt

T ; €xp {m’c” ”} ’] , (4.32a)
Cz,j exp {”Ci,jci,j} = _Ci,j . (4.32b)

Fiir dieselbe Position schlieflich ist
‘A%T,j&m éT,Jéw : (433)

Ausgedriickt iiber die c-Fermioperatoren lautet der Hamiltonoperator somit

_ (e el NI _r Sz
) Z { i3 Cit 1,5 +Cu i1~ Cigliiny — Gy ) exp {rCly )

i,j=1 (4.34)

) .t o , Ly
te zJ+1+C,J 1,5+1 Cy]C’LJ+1 €ij© 1J+1} Z i,j €. 5
1,5=1

Der Hamiltonoperator ist im Gegensatz zum System in einer Dimension nach der Jordan-Wigner-Transfor-
mation nichtlokal aufgrund der Nichtlokalitéit der Operatoren éf ;- Diese umfassen im Limes L — oo eine
unendliche Anzahl an Positionen des Systems. Nach den zweidimensionalen Jordan-Wigner-Transforma-
tionen in zwei Dimensionen nach Fradkin bzw. Wang ist der Hamiltonoperator ebenfalls nichtlokal. Diese
Nichtlokalitét ist die Ursche dafiir, dass keine kanonische Transformation auf ein System freier Fermionen
existiert, die den Hamiltonoperator diagonalisiert.
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4.4 System im thermischen Gleichgewicht

Da der Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nicht durch eine Transfor-
mation auf ein System freier Fermionen diagonalisiert werden kann, kénnen thermische Erwartungswerte
nicht auf die einfache Weise wie im Falle des eindimensionalen Systems in (3.196) berechnet werden.
Stattdessen wird zu ihrer Bestimmung ein Quanten-Monte-Carlo-Algorithmus angewendet, der die quan-
tenmechanischen Erwartungswerte durch statistische Mittelwerte iiber verschiedene Konfigurationen des
Systems approximiert. Die Beschreibung des Verfahrens orientiert sich an der Darstellung in [239]. Zur
effizienten Erzeugung unabhéngiger Konfigurationen, iiber die der Mittelwert gebildet wird, wird ein
Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginérzeit nach Rieger und Kawashima verwen-
det [209]. Nach seiner Beschreibung werden die Erwartungswerte des renormierten Betrages der Magne-
tisierungund der Energie pro Spin fiir verschiedene Systemgréfien in Abhéngigkeit von h/J und T/J
berechnet. Mithilfe des Erwartungswertes der Energie wird anschliefSend die effektive Temperatur des
Systems nach den beschriebenen Wechselwirkungs- und Feldquenchs bestimmt.

4.4.1 Thermische Erwartungswerte

Der Erwartungswert eines allgemeinen Operators O lautet im kanonischen Gibbs-Ensemble bei der Tem-
peratur T fiir ein System, das durch den Hamiltonoperator H beschrieben wird,

(Oean = Sp{Oe BH} . (4.35)

ZCGE

=1/T ist die i inverse Temperatur und Zoge die kanonische Zustandssumme. Es werde ein allgemeiner
Hamlltonoperator H = H, + H, betrachtet, der aus zwei nicht miteinander kommutierenden Anteilen
besteht, d. h. [Hl,Hg] # 0 und somit e g # e~BHie=BH: Duyrch das im Folgenden beschriebene
Verfahren wird ein d-dimensionales quantenmechanisches System auf ein (d+ 1)-dimensionales klassisches
System abgebildet. Dieses Vorgehen wird als Quantum-Classical Mapping bezeichnet. Die zusétzliche
Dimension ist durch die imaginére Zeit gegeben. Ihre Ausdehnung entspricht der inversen Temperatur 5.
In dieser Darstellung werden die einzelnen Elemente des Systems durch sogenannte Weltlinien (World
Lines) beschrieben. Die imaginére Zeitachse werde zunéchst in L, diskrete Zeitintervalle der Linge At
eingeteilt. Hierdurch ergeben sich Zeitscheiben (Time Slices), die die Konfiguration des Systems zu dem
entsprechenden Zeitpunkt beschreiben. Thre Anzahl L, hingt mit ihrer Ausdehnung A7 in Richtung der
Imaginérzeit geméf L, = 5/A7 zusammen. Damit ergibt sich

e BH = (e=amH)E (4.36)
Fiir kleine Zeitintervalle A7 kann die Suzuki- Trotter-Zerlegung

e—ATI:I ~ e—ATﬁle—A‘rﬁz ) (437)

angewandt werden. Der Fehler der Néherung ist von der Ordnung (A7)*. Der Ausdruck (4.35) fiir den
Erwartungswert des Operators O im kanonischen Ensemble kann dann durch Einfiigen quantenmechani-
scher Identitdten umgeschrieben werden zu

L, ) .
<@>2GE - chcE {%:} (1]0e™ATH1 |4hy) (thale™27H2 [1hg) g (P25 1le” 27 ha;) (haile™ 272 [ha 1)
ATHI L~ ~ 2
_ > e | G e L T et T (4.38)

ZCGE {¢:} <1]/}1|6 ATHlW’ i=1

7/11|0€ ATHlW )
=N P l{uy
= 2 Pl )

mit 211 = 91 und dem normierten Boltzmann-Gewicht

LT ~ ~
Pe[{yi}] = ﬁ H (oi—1]e AT ;) (thai|e A2 4o 1) (4.39)
=1
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Werden die Stichproben durch einen Monte-Carlo-Algorithmus mittels Importance Sampling erzeugt, so
wird der Erwartungswert durch das arithmetische Mittel iiber die Stichproben (Samples) approximiert.
Dieses wird mit (()) bezeichnet. Fiir M Stichproben ist somit der Monte-Carlo-Mittelwert des Erwar-
tungswertes gegeben durch

M (4) ATH; |, ()
A (7| Oe~ 1|¢ )
(o) CGE g 1p(])|e ATHIWJ > ’

(4.40)

Durch zyklische Permutation innerhalb der Spur kann der Operator O vor jede der auftretenden Exponen-
tialfunktionen geschoben werden, sodass innerhalb einer jeden Stichprobe iiber alle 2L, Matrixelemente
der Weltlinie gemittelt werden kann und dadurch statistische Fluktuationen reduziert werden kénnen. Es
ergibt sich somit

2 M L, ATH
AL ’(/}22 2+S‘Oe |1/]21 1+s>
(O cee 2L M 2.2 INTD ' (4.41)
T s=1j=1i=1 ¢2z 2+s|e >

Ist der Operator, dessen Erwartungswert bestimmt werden soll, diagonal in der gewéhlten Darstellung,
so vereinfacht sich obiger Ausdruck zu

L.

2 M
(ONéee = 337 22 22 2 OWHLs,). (442

Dabei ist O(%l 2rs) = (¥ g) 2+S|Oe ArH, z/;m 94s)- Fiir A7 > 0 ist die imaginére Zeitachse diskret. Die
Anzahl der Zeitscheiben ist durch 5/A7 gegeben und es wird fiir jede Stichprobe iiber die Erwartungswerte

O(wg)_Q +,) summiert. Wird nun der Grenzfall kontinuierlicher Imaginérzeit betrachtet, d. h. At — 0,
so wird 7 eine kontinuierliche Variable mit 7 € [0, 8]. Die Summation iiber die Zeitscheiben ist folglich
durch ein Integral tiber 7 zu ersetzen und es ergibt sich fiir Operatoren, die in der gewéahlten Darstellung
diagonal sind,

A 2 M L, | M8 '
Jim (ON)car = Jim e S5 0wk )ar = 22 S [Larowdin). ()
s=1j=1 1i=1 J=1

Ist der Operator o hingegen nicht diagonal, so miissen vor Bildung des Grenzwertes A7 — 0 in (4.41)
alle auftretenden Félle berechnet werden.

4.4.2 Anwendung auf das transversale Ising-Modell

Nach den allgemeinen Uberlegungen zur Bestimmung der Erwartungswerte soll nun das transversale
Ising-Modell in zwei Dimensionen betrachtet werden. In [240] wurde durch Suzuki gezeigt, dass das
d-dimensionale quantenmechanisches Ising-Modell auf das (d + 1)-dimensionale klassische Ising-Modell
abgebildet werden kann. Fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell ist

2 J AT AT
Hy=—5 > 6hoR (4.44)
<R,R'>

der Anteil des Hamiltonoperators, der die Wechselwirkung der Spins untereinander beschreibt, und
. h .
Hy=—5 ; 63 (4.45)

der Anteil, der die Wechselwirkung der Spins mit dem externen transversalen Feld beschreibt. Die
Zustdnde |1¢;) werden aus den Basiszustéinden der x-Basis gewihlt. Die Operatoren des renormierten
Betrages der Magnetisierung sowie der Korrelationsfunktionen zweier Spins sind in dieser Basis diagonal.
Bei der Bestimmung des Erwartungswertes der Energie ist der Anteil, der sich aus der Wechselwirkung
der Spins untereinander ergibt, diagonal, der sich aus der Wechselwirkung der Spins mit dem externen
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T Abbildung 4.5: Darstellung einer Weltlinienkonfi-
guration am Beispiel des eindimensionalen transver-
salen Ising-Modell mit freien Randbedingungen be-
------------- : stehend aus vier Spins. Die imaginire Zeit ist auf
""""""""""""""" der Ordinate aufgetragen. Die Spins werden durch
-------------------------------------------------------- : klassische Ising-Spinvariable S§(7) = %1 beschrie-
"""""""""""""""""""""" : ben. Durchgezogene Linien bezeichnen Segmente der
Weltlinien, entlang derer die zugehorige Spinvaria-
ble den Wert +1 hat, gestrichelte Linien Segmente,
entlang derer die zugehorige Spinvariable den Wert
—1 hat. Zeitpunkte, an denen sich eine Spinvaria-
H ble &ndert, d. h. Segmentgrenzen der entsprechen-
""""""""""""""" : den Weltlinie, sind auf der imaginéiren Zeitachse mar-
---------------------------- O kiert. Sie bestimmen die Zeitintervalle, innerhalb de-
S— N : rer die Integrandenfunktion in der Darstellung der
: Observablen in kontinuierlicher Imaginiirzeit kon-

0 smresememsessdres s ' stant ist.

transversalen Feld ergebende Anteil hingegen nicht. Die Zeitscheiben in diskreter Imaginérzeit umfassen
alle Spins des Systems zu einem festen Zeitpunkt, sind also von der Dimension d. Die Spins werden durch
klassische Ising-Spinvariablen mit Sg(7,) = %1 beschrieben mit 7,, = n - A7. In kontinuierlicher Ima-
gindrzeit ergibt sich S§(7) = £1 und die Weltlinien der Spins werden in Segmente unterteilt, innerhalb
derer die Spinvariable den konstanten Wert +1 oder —1 hat. Die Grenzen der Segmente, an denen die
Spinvariable entlang einer Weltlinie ihre Orientierung dndert, werden als Segmentgrenzen (Cuts) bezeich-
net. In Abbildung 4.5 ist fiir ein System aus vier Spins eine mogliche Weltlinienkonfiguration dargestellt.
Durchgezogene Linien entlang der Weltlinien bezeichnen Segmente, entlang derer die Spinvariable den
Wert +1 hat, gestrichelte Bereiche Segmente, entlang derer die Spinvariable den Wert —1 hat. Entlang
der imaginéren Zeitachse sind alle Zeitpunkte markiert, zu denen Segmentgrenzen auftreten, d. h. sich
die Orientierung eines Spins &ndert. Innerhalb dieser Zeitintervalle ist die Integrandenfunktion von (4.43)
konstant. Dies erlaubt die Auswertung des Integrals durch Aufteilen des Integrationsintervalls [0, 7] in
Zeitintervalle, innerhalb derer die Integrandenfunktion konstant ist, und Aufsummieren der Produkte aus
der Lénge der Zeitintervalle und dem Wert der Integrandenfunktion. Im Folgenden werden die konkreten
Vorschriften zur Berechnung der verschiedenen Observablen angegeben und im Anschluss daran wird ein
effizientes Verfahren zur Erzeugung der Stichproben fiir den Monte-Carlo-Mittelwert beschrieben.

Magnetisierung

Der Operator iy, der den renormierten Betrag der Magnetisierung misst, ist in der x-Basis diagonal. Der
Monte-Carlo-Mittelwert seines thermischen Erwartungswertes kann somit unmittelbar in kontinuierlicher
Imaginérzeit angegeben werden. Unter Verwendung des Monte-Carlo-Mittelwertes

M B
AT 1 z(j
ENeos = g3 3o [ | S si2 0| (4.46)
j=170 R
fiir den thermischen Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung ergibt sich

~ T
<<H%>>CGE B p’xB,min
1- M%,min

<<ﬂ%R>>gGE = (4.47)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte p7, des Magnetisierungsoperators ji* ist gegeben durch

T 1 & P 1 =)
pece (k) = WZ/ dré NZSR] (1) —ps, | - (4.48)
j=170 R
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Dabei bezeichnet puf, = N%m die Eigenwerte des Operators i der Magnetisierung in x-Richtung. m ist

die Anzahl der Spin down eines betrachteten Basiszustandes der x-Basis, d. h. m = 0,1,..., N fiir ein
System bestehend aus N Spins. Die Anzahl der Eigenwerte betriagt somit N + 1. Sie liegen dquidistant
im Intervall [—1,1]. Im thermodynamischen Limes werden die uZ, kontinuierlich.

Im Limes T — oo kann der Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung unmittelbar bestimmt
werden ohne Notwendigkeit der Approximation als Monte-Carlo-Mittelwert. Es ist

lim e # = 1 (4.49)
T— 00
und damit
lim Zoge =2V . (4.50)
T— 00

Hieraus ergibt sich durch Bildung der Spur in der x-Basis fiir den Erwartungswert des Betrages der
Magnetisierung

T—o0

. o\ T 1 .
lim (75) b = 5 9 (eliblz) - (4.51)

Dies entspricht gerade dem Wert der unteren Schranke puf ;. des Betrages der Magnetisierung in (2.12).
Somit verschwindet der renormierte Betrag der Magnetisierung sowohl fiir h/J — oo als auch fir T/J —
00.

Korrelationsfunktionen

Die Operatoren C’fz der Korrelationsfunktionen zweier Spins im Abstand r sind ebenfalls diagonal in der
x-Basis. Fiir den Monte-Carlo-Mittelwert ergibt sich folglich in kontinuierlicher Imaginérzeit

Ay, T Lo /7 (7). g2(d)
(CFNeee = g3 O |, 4 X SEP(m)Seh) (152)
r =170 R

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte von C’f‘” lautet

M B
Plee(E) = 37 22 / dr§ (N >S5k’ (NSpL(r) - G ) . (4.53)
j=1 " R

Die €% sind die Eigenwerte von C%*. Sie liegen im Intervall [—1,1] und sind im thermodynamischen
Limes kontinuierlich.

Energie

Bei der Bestimmung des Erwartungswertes der Energie ist zu beachten, dass nur der Anteil H, des Ha-
miltonoperators, der den Energiebeitrag aus der Wechselwirkung der Spins untereinander beschreibt, in
der x-Basis diagonal ist. Der Anteil H, hingegen, der die Wechselwirkung der Spins mit dem externen
transversalen Feld beschreibt, ist in der x-Basis nicht diagonal. Bei seiner Bestimmung muss somit von
(4.41) ausgegangen werden. Zuniichst werde jedoch der thermische Erwartungswert von H, in kontinu-
ierlicher Imaginérzeit angegeben. Abgesehen von dem Vorfaktor —J stimmt dieser pro Spin mit dem
Erwartungswert der Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn iiberein:

T J /" £() () q=0)
(i)cor = =535 20 [, 0 2 SRV OISR () (151)
=1

<R,R’>

Fiir den Anteil H, der Wechselwirkung der Spins mit dem externen transversalen Feld miissen vor Bildung
des Grenzwertes AT — 0 zunéichst in (4.41) alle erlaubten Fille betrachtet werden. Hierbei erweist es

sich als niitzlich, die Operatoren e~27H1 und e~27H2 umzuschreiben geméis

o~ ATHY _ H {cosh (A7 - Z) +sinh (AT - %)6ﬁ6ﬁ/} ; (4.55a)
<R,R'>
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L | {Cosh(AT.%)Jrsinh(A g)aR} (4.55D)
R

Da H, eine Summe von Ein-Spin-Operatoren ist und ;‘ATﬁl und e=A7H2 wie oben gezeigt faktorisieren,
kann bei der Bestimmung des Erwartungswertes von Hs jede Position einzeln betrachtet und anschliefflend
iiber die Positionen summiert werden. Da Beitréige fiir die anderen Positionen des Systems in

_h s loRe M us) (4568)

2 (i) Jemari|pil)) '
bzw.

b oRe S ws) (456b)

2 (D |e-arfz|y{) )

als Faktoren sowohl im Zahler als auch im Nenner auftauchen, kénnen sie gekiirzt werden, sofern sie nicht
unmittelbar null ergeben. Es verbleibt also

W’zz 1 RlUR{ cosh (AT 2) + smh( ) 2) ﬁ&ﬁ’}wg?ﬂ
2 <w21 1,R {COSh (AT ) + Smh( ) %) &R’}|wéji,)R>

(4.57a)

und

_7< 2ZR\0R{COSh(AT %) + sinh (AT - 2)0R}|1/12H1R> (4.57b)

2 2i7R‘{ cosh (AT ) 5) + sinh (AT : §)OR}|w2i+l,R>

zu bestimmen. Der Index R der Zustdnde besagt, dass nur die Orientierung des Spins an der Position
R zu betrachten ist. Es ergeben sich hieraus vier zu untersuchende Fille, die durch die Orientierung

des Spins an der Position R in w%zl und wg) bzw. 1/}51 und wm 1 bestimmt sind. Hat der Spin an
der Position R in wg)_l und 77212:)_1 die gleiche Orientierung, so verschwindet (4.57a), da der Zihler null
ergibt. Ist seine Orientierung in den beiden Zusténden hingegen unterschiedlich, so liegt keine erlaubte
Konfiguration vor, da der Nenner verschwindet. Aus den Summanden mit eATH: ergibt sich somit kein
Beitrag zu dem Monte-Carlo-Mittelwert. (4.57b) hat im Fall, dass der Spin an der Position R in ng) und
¢éz)+1 gleich orientiert ist, den Wert —% tanh(A7 - %) und im Fall, dass er unterschiedlich orientiert ist,
den Wert —% coth(Ar - £). Im Grenzfall AT —0 erglbt sich somit

hm = tanh(A AT =0, (4.58a)
ATS0 3
2

d. h. es existiert nur ein Beitrag, wenn sich die Orientierung des Spins in den beiden Zusténden unterschei-
det. Der Beitrag eines Spins an der Position R zur Energie des Systems ist somit fiir eine Konfiguration
durch die Anzahl Ns(gg);’R der Segmentgrenzen entlang seiner Weltlinie gegeben. Aus der Summation iiber
alle Spins des Systems folgt, dass der Beitrag des Nichtdiagonalanteils des Hamiltonoperators fiir eine ge-

gebene Weltlinienkonfiguration gerade der Gesamtzahl der Segmentgrenzen Ns(gg) =) rbN s(gg) R entspricht,
wobei keine explizite Abhéngigkeit von h vorliegt:
1
<<H2>>CGE T TBM ZNs(gg) : (4.59)
j=1

Insgesamt ergibt sich also fiir den Monte-Carlo-Mittelwert der Energie des zweidimensionalen transver-
salen Ising-Modells im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T

() = Z /wzﬂ““WHm. (4.60)

<R,R’>
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Die Stirke des externen transversalen Feldes taucht in diesem Ausdruck nicht explizit auf. Sie erscheint
nur iiber die Anzahl der Segmentgrenzen, wie sich in der folgenden Beschreibung der Bestimmung der
Konfigurationen des Systems, {iber die der Monte-Carlo-Mittelwert gebildet wird, zeigen wird. Zuvor
werden jedoch noch die Grenzfille T' — 0 und T" — oo betrachtet. Fiir T — 0 stimmt der Erwartungswert
der Energie im System mit dem kleinsten Eigenwert des Hamiltonoperators {iberein, da sich das System
im Grundzustand befindet. Ist hingegen T' — oo, so folgt mit (4.49) und (4.50) und Bildung der Spur in
der Basis {|n)} der Eigenzustinde von H

. T 1
lim (H)oop = 55 > Ex=0. (4.61)
A

T—o0

Dabei ist E) der Eigenwert von H zum Eigenzustand |¥,). Die Summation {iber alle Eigenenergien des
Systems ergibt null.

4.4.3 Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginirzeit

Zur Bestimmung der Konfigurationen, iiber die der Monte-Carlo-Mittelwert gebildet wird, wird ein
Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginérzeit verwendet, der auf Rieger und Ka-
washima zuriickgeht [209]. Im Rahmen des Quantum-Classical Mapping wird die freie Energie F' des
Systems mithilfe der Suzuki-Trotter-Zerlegung geschrieben in der Form

1 .. .
F= 75 Al‘}-IEO In {Sp [ exp(isklassisch)} } . (462)
Dabei ist fiir den Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nach (4.1)
Slflassisch =-K Z Sﬁ(Tn)Sﬁ/ (Tn) - K Z Sﬁ(Tn)Sﬁ(Tn+1) (463)
n,<R,R’> n,R
mit
K=Ar-%, (4.64a)

K’ = —1In{|tanh

—~

AT- B} (4.64Db)

Die S§(mn) = £1 bezeichnen den Wert der klassischen Ising-Spinvariable zum Zeitpunkt 7, = n - Ar.
Der zusétzliche Summationsindex n, der von 1 bis L, lduft, bezeichnet die L, Zeitscheiben, in die die
imaginéire Zeitachse unterteilt ist. Die Wechselwirkung der Spins innerhalb einer Zeitscheibe wird durch
K geméf (4.64a) beschrieben, die Wechselwirkung zwischen Spins in verschiedenen Zeitscheiben durch K’
gemiB (4.64b). Im Grenzfall kontinuierlicher Imaginérzeit, d. h. A7 — 0, ergibt sich die Beschreibung der
Spins durch Weltlinien mit Segmenten, innerhalb derer die Ising-Spinvariable den konstanten Wert +1
oder —1 hat. Die Erzeugung der Stichproben, iiber die die Monte-Carlo-Mittelwerte zur Approximation
der gesuchten quantenmechanischen Erwartungswerte gebildet werden, erfolgt mithilfe einer Cluster-
Methode nach Swendsen und Wang [241]. Der Algorithmus ist ergodisch und erfiillt die Bedingung der
detaillierten Bilanz. Die Idee des Swendsen-Wang-Algorithmus besteht darin, bei der Aktualisierung der
Konfiguration des Systems Spins zu Clustern zusammenzufassen, die anschliefend gemeinsam umgeklappt
werden. Benachbarte Spins mit gleicher Orientierung werden mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit in
das Cluster eingebunden, wohingegen Spins mit unterschiedlicher Orientierung nicht in einem Cluster
verkniipft werden. Fiir A7 > 0 betréigt die Wahrscheinlichkeit, dass zwei parallele Spins Sg (7,,) und
S (), die néchste Nachbarn sind, in einem Cluster zusammengefasst werden,

p=1—exp{—2K}=Ar-J+O(AT?). (4.65)
Néchste Nachbarn entlang der imaginédren Zeitachse werden mit der Wahrscheinlichkeit
pP=1—exp{—-2K'} =1-Ar-2+0(A7?) (4.66)

verkniipft. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Spins entlang der imaginéren Zeitachse an einer bestimmten
Position R des Systems iiber ein endliches Zeitintervall der Linge T < [ zu verkniipfen, ist gegeben
durch die Wahrscheinlichkeit dafiir, 7 /A7 Verkniipfungen zu erzeugen, d. h.

()T/AT =1 - Ar - LT/AT, (4.67)
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(a) (b) () JL HWpiiiid©

I R L

Abbildung 4.6: Illustration der Erzeugung der Konfigurationen des Systems mithilfe des Swendsen-
Wang-Cluster-Algorithmus. (a) Konfiguration des Systems vor Aktualisierung der Konfiguration. Kon-
tinuierliche Linien bezeichnen Segmente der Weltlinien mit Spin up, gestrichelte Linien Segmente der
Weltlinien mit Spin down. (b) Erzeugung neuer Segmentgrenzen entlang der Weltlinien, dargestellt durch
Kreuze, mit Wahrscheinlichkeit nach (4.68). (c¢) Verkniipfung von Segmenten benachbarter Spins mit
gleicher Spinorientierung mit Wahrscheinlichkeit nach (4.70). (d) Erzeugung der Segmente entlang der
Weltlinien, nachdem jedem Cluster mit gleicher Wahrscheinlichkeit der Wert +1 oder —1 zugewiesen wur-
de. (e) Entfernung redundanter Segmentgrenzen innerhalb von Segmenten. Die Abbildung wurde [209]
nachempfunden.

Im Limes A7 — 0 wird diese Wahrscheinlichkeit zu

lim (p)7/A7 = —47}. 4.68
Jim (') exp{ — 57} (4.68)
Wird somit ein Weltliniensegment der Léange T betrachtet, folgt die Erzeugung neuer Segmentgren-
zen innerhalb dieses Segments einem Poisson-Prozess, der durch die Stérke des externen transversalen
Feldes bestimmt wird. Segmente entlang der Weltlinien benachbarter Spins des Systems, beispielsweise
S;{[Tl;, Tr)} und S;/{[Tl;/,ﬁ;/]}, kénnen verkniipft Werd,(_en, wenn (riie Qrientierung der Spins in ihnen
iibereinstimmt und die Schnittmenge ihrer Zeitintervalle [T, 7q] N [TR/, T/] nicht leer ist. Diese Schnitt-
menge wird nun als 7 bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, die beiden Segmente nicht zu verkniipfen,
lautet

(1—p) /A" =1 —Ar-J)T/A, (4.69)
Im Limes A7 — 0 ergibt sich schliellich

. T/AT __
Alirgo(l —p)T/AT = exp{—JT}. (4.70)
Es werden nun die erzeugten Cluster identifiziert und ihnen mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Orien-
tierungen +1 oder —1 zugewiesen. Hieraus ergeben sich neue Segmente entlang der Weltlinien. In ihnen
vorhandene redundante Segmentgrenzen werden abschlieend entfernt und die Observablen fiir die er-
zeugte Konfiguration bestimmt. In Abbildung 4.6 ist das Verfahren schematisch dargestellt fiir eine lineare
Kette aus sieben Spins mit freien Randbedingungen.

4.4.4 Resultate

Zur Uberpriifung des Monte-Carlo-Algorithmus zur Bestimmung der thermischen Erwatungswerte des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells im Gleichgewicht bei endlicher Temperatur 7" werden sei-
ne Resultate fiir den renormierten Betrag der Magnetisierung sowie die Energie des Systems pro Spins mit
Resultaten aus der exakten Diagnalisierung des Hamiltonoperators verglichen. Da Quadratgitter betrach-
tet werden und im Falle der exakten Diagonalisierung die Kenntnis aller Eigenwerte und Eigenzusténde
des Systems erforderlich ist, wird aufgrund des Rechenaufwandes an dieser Stelle lediglich ein System der
Grofie 3 x 3 betrachtet, also auf die bisherige Forderung nach gerader Kantenlidnge verzichtet. In Abbil-
dung 4.7 ist der Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung als Funk-
tion von T'/J fiir verschiedene Verhiltnisse h/J fiir das transversale Ising-Modell auf dem 3 x 3- Gitter
dargestellt. Abbildung 4.7 (a) zeigt die Resultate der exakten Diagonalisierung des Hamiltonoperators,
Abbildung 4.7 (b) die Resultate des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginérzeit.
Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung. Anhand der Abbildung wird die Wirkung der Einfluss-
groflen J, h und T auf die Ordnung innerhalb des Systems ersichtlich. Sowohl die Kopplung J der Spins
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(a) Exakte Diagonalisierung
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Abbildung 4.7: Erwartungswert des renormierten Betrages der Magnetisierung in z-Richtung als Funk-
tion von T'/J fiir verschiedene Verhéltnisse h/J fiir ein System der Grofle 3 x 3 bestimmt mithil-
fe (a) exakter Diagonalisierung und (b) des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Ima-
ginérzeit. Jeder Datenpunkt wurde aus 100000 Monte-Carlo-Samples bestimmt. Es zeigt sich eine sehr
gute Ubereinstimmung der Kurvenverlidufe. Eine Erklirung des Verlaufs der Kurven als Funktion von .J,
h und T kann dem Haupttext entnommen werden.

(a) Exakte Diagonalisierung (b) Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus
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Abbildung 4.8: Erwartungswert der Energie pro Spin als Funktion von T/J fiir verschiedene
Verhiltnisse h/J fiir ein System der Gréfie 3 x 3 bestimmt mithilfe (a) exakter Diagonalisierung und
(b) des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginéirzeit. Jeder Datenpunkt wurde aus
100000 Monte-Carlo-Samples bestimmt. Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung der Kurvenverliufe.

untereinander als auch das externe Transversalfeld sind bestrebt, eine Ordnung innerhalb des Systems
zu schaffen. Die Kopplung J versucht, die Spins parallel zueinander in z-Richtung auszurichten. Dabei
ist nur die relative Orientierung der Spins zueinander von Bedeutung, es exisitiert keine Bevorzugung
der positiven oder der negativen z-Richtung. Das externe transversale Feld hingegen versucht, die Spins
entlang der positiven z-Richtung auszurichten. Die Kopplung J der Spins untereinander und das exter-
ne transversale Feld h wirken somit einander entgegen. Durch Erhéhung der Temperatur hingegen wird
jegliche Ordnung innerhalb des Systems gestort. Sind die Spins bevorzugt parallel bzgl. der z-Richtung
orientiert, d. h. ist J gro im Verhéltnis zu h, so wird eine Erh6hung der Temperatur den Betrag der Ma-
gnetisierung in z-Richtung verringern. Ist hingegen h grof§ verglichen mit J, so sind die Spins bevorzugt
in z-Richtung orientiert. Erhéhung von T stort diese Ordnung und erhht somit fiir kleine 7" zun#chst den
Betrag der Magnetisierung in x-Richtung. Erst bei hoheren Temperaturen fillt der renormierte Betrag
der Magnetisierung in z-Richtung wieder ab und strebt fiir 7" — oo wie vorhergesagt gegen null.

In Analogie zu den Betrachtungen des renormierten Betrages der Magnetisierung ist in Abbildung 4.8
der Verlauf des Erwartungswertes der Energie pro Spin in Abhéngigkeit von J als Funktion von T'/J fiir
verschiedene Verhéltnisse h/J fiir das 3 x 3- System dargestellt. Wiederum zeigt sich eine hervorragende
Ubereinstimmung der Resultate der exakten Diagonalisierung und des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus.
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Abbildung 4.9: Erwartungswert des renormierten Betrages der Magnetisierung fiir das im thermischen
Gleichgewicht befindliche zweidimensionale transversale Ising-Modell auf einem Quadratgitter der Kan-
tenldnge (a) L =4, (b) L =38, (¢) L = 12 und (d) L = 16 in Abhéngigkeit von h/J und T/J. Durch
die Wahl der Observable kann bereits fiir die betrachteten endlichen Systemgroéfien der im thermodyna-
mischen Limes durch spontane Symmetriebrechung entstehende Bereich ferromagnetischer Ordnung im
Phasendiagramm identifiziert werden. Mit zunehmender Systemgrofle ndhert sich dieser den Resultaten
fiir das System im thermodynamischen Limes an. Fiir dieses ist (T'/J)crit &~ 1.135 im Falle h/J = 0 [197]
und (h/J)erit &~ 3.044 im Falle T'/J = 0 [194, 208,209]. Die gestrichelte Linie beschreibt den Verlauf der
Grenze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase im thermodynamischen Limes.

Fiir T — oo strebt der Erwartungswert der Energie wie vorhergesagt gegen null.

Nach der Uberpriifung der Genauigkeit des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Ima-
ginérzeit zur Bestimmung der thermischen Erwartungswerte des zweidimensionalen transversalen Ising-
Modells im Gleichgewicht bei einer endlichen Temperatur T sollen nun die Phasendiagramme des renor-
mierten Betrages der Magnetisierung sowie der Energie pro Spin in Abhéngigkeit von h/J und T'/J fiir
verschiedene Systemgrofien untersucht werden. In Abbildung 4.9 ist der renormierte Betrag der Magneti-
sierung in Abhéngigkeit von h/J und T'/J fiir verschiedene Systemgrofien dargestellt. Durch die Betrach-
tung des renormierten Betrages der Magnetisierung zeigt sich auch fiir endliche Systemgroéfien der Bereich
des Phasendiagramms, in dem im thermodynamischen Limes durch spontane Symmetriebrechung ferro-
magnetische Ordnung auftritt. Fiir verschwindendes Transversalfeldes wurde der Phaseniibergang von
Onsager in [197] zu (T/J)aic = 1/ In(1 + v/2) =~ 1.135 bestimmt und fiir verschwindende Temperatur zu
(h/J)erit = 3.044 (Reihenentwicklung durch Pfeuty und Elliot in [194], Dichtematrixrenormierungsgruppe
durch du Croo de Jongh und van Leeuwn in [208], Quanten-Monte-Carlo durch Rieger und Kawashima
in [209]). Abseits dieser Spezialfille kann der Phaseniibergang zwischen der ferromagnetischen und der
paramagnetischen Phase im thermodynamische Limes als Funktion von h/J und T'/J mithilfe der Binder-
Kumulante [242]

~x\4
U=1- % (4.71)
3 (") >CGE
und Finite-Size-Scaling bestimmt werden. Im thermodynamische Limes ist
2 g ‘
lm U =43 (/) <(T/Nere (4.72)
N—oo 0 fiir (T/J) > (T/J)erit

Die gestrichelte Linie in den Phasendiagrammen in Abbildung 4.9 beschreibt den Verlauf der Gren-
ze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase im thermodynamischen Limes. Ein
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Abbildung 4.10: Erwartungswert der Energie pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante J fiir
das im thermischen Gleichgewicht befindliche zweidimensionale transversale Ising-Modell auf einem Qua-
dratgitter der Kantenldnge (a) L =4, (b) L =8, (¢) L = 12 und (d) L = 16 in Abhéngigkeit von h/J
und 7'/J. Aus den Phasendiagrammen kann die effektive Temperatur des Systems nach den Quench-
protokollen bestimmt werden. Es zeigt sich nur eine geringe Abhéngigkeit der Energie pro Spin von der
Systemgrofie im Gegensatz zum renormierten Betrag der Magnetisierung in Abbildung 4.9.

Vergleich der Resultate des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus fiir verschiedenen Systemgrofien zeigt, dass
sie sich bereits fiir L = 16 nahe an den Resultaten fiir das System im thermodynamischen Limes befin-
den. Bei noch grofieren Systemen ergeben sich nur noch geringfiigige Verbesserungen. Fiir die kleineren
Systemgrofien hingegen zeigen sich deutliche Abweichungen. Nach den Betrachtungen zur Magnetisie-
rung des System im Gleichgewicht bei endlicher Temperatur soll nun der Erwartungswert der Energie
untersucht werden. In Abbildung 4.10 ist dieser in Einheiten der Kopplungskonstante J fiir verschiedene
Systemgrofien pro Spin in Abhéngigkeit von h/J und T/J dargestellt. Im Gegensatz zum renormierten
Betrag der Magnetisierung weist der Erwartungswert der Energie nur eine geringe Abhéngigkeit von der
Systemgrofle auf. Es zeigt sich, dass die Energieisolinien im Phasendiagramm einen Wendepunkt aufwei-
sen, der auf der Grenze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase liegt. Fiir das
16 x 16 - System ist in Abbildung 4.11 (a) der Verlauf mehrerer Energieisolinien dargestellt. In Abbildung
4.11 (b) sind die Energieisolinien im Phasendiagramm des renormierten Betrages der Magnetisierung
eingezeichnet, um das Auftreten der Wendepunkte am Phaseniibergang zu veranschaulichen.

(a) 1.5 0.4 1.0
-0.6 0.8
1 -0.8
~ 10 0.6
-1.2
& 0.5 1.4 0.4
-1.6 0.2
0 -1.8 0.0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
h)J

Abbildung 4.11: Phasendiagramme (a) des Erwartungswertes der Energie pro Spin in Einheiten von
J sowie (b) des renormierten Betrages der Magnetisierung fiir das transversale Ising-Modell auf dem
16 x 16- Gitter. Die in den Graphen eingezeichneten Energieisolinien weisen jeweils einen Wendepunkt
auf, der auf der Grenze zwischen der ferromagnetischen und der paramagnetischen Phase liegt.
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4.5 Effektive Temperatur

Mithilfe der thermischen Erwartungswerte der Energie des Systems kann nun im Folgenden die effektive
Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und Feldquenchs bestimmt. Fiir die Wechselwir-
kungsquenchs wurde gezeigt, dass der Erwartungswert der Energie pro Spin nach dem Quench —h/2
betrégt. Die effektive Temperatur des Systems ist also dadurch bestimmt, dass fiir sie der thermische
Erwartungswert des Hamiltonoperators nach dem Quench mit den Parametern J und h gerade —h/2 ist.
Fiir die Feldquenchs hingegen ist der Erwartungswert der Energie pro Spin nach dem Quench durch —J
gegeben. Die Bestimmung der effektiven Temperatur aus dem Verlauf der Energie pro Spin ist in Abbil-
dung 4.12 veranschaulicht. Zu diesem Zweck ist die Energie pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante
J fiir verschiedene Verhéltnisse h/J als Funktion von 7'/.J aufgetragen.

(a) Wechselwirkungsquenchs (0, h) — (J, h) (b) Feldquenchs (J,0) — (J, h)
oF———T— T T T T ] O B e B e

-0.5

1

E/(NJ)

5 “6““7.“8“.9.“10
T/J

Abbildung 4.12: Bestimmung der effektiven Temperatur des Systems nach (a) den Wechselwirkungs-

quenchs und (b) den Feldquenchs fiir verschiedenen Verhéltnisse h/J. Im Falle der Wechselwirkungs-

quenchs muss der Erwartungswert der Energie pro Spin bei der effektiven Temperatur den Wert —h /2

haben, im Falle der Felquenchs den Wert —.J. Der Farbcode lautet — h/J = 0.5, — h/J =1, — h/J = 1.5,

— h/J =20, —h/J=25 im Falle der durchgezogenen Linien und — h/J=3.0, — h/J =3.5,
h/J=4.0, — h/J =4.5, — h/J = 5.0 im Falle der gestrichelten Linien.

In Abbildung 4.13 sind die sich aus der Bedingung der Ubereinstimmung der Energien ergebenden ef-
fektiven Temperaturen des Systems nach den Wechselwirkungsquenchs gemif (4.15) sowie nach den
Feldquenchs gem#$ (4.19) als Funktion von h/J fiir verschiedene SystemgroBen aufgetragen. Der Ver-
lauf der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungsquenchs in Abbildung 4.13 (a) zeigt, dass das
System durch das Einschalten einer Kopplung zwischen den Spins nicht in die ferromagnetischen Phase
iiberfithrt werden kann, d. h. aus dem vollstdndig ungeordneten Zustand in Bezug auf die 2-Richtung keine
langreichweitige ferromagnetische Ordnung in z-Richtung entstehen kann. Der Einfluss der Systemgrofie
auf den Verlauf der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungsquenchs ist nur gering. Lediglich
in der Ndhe des Phaseniiberganges zeigen das 4 x 4 - System und in geringerem Mafle das 8 x 8- System
Abweichungen von den Resultaten fiir die beiden grofleren Systemgroflen. Die Resultate fiir das 12 x 12-
System und das 16 x 16 - System stimmen nahezu iiberein. Ursache fiir die fiir die kleineren Systemgrofien
beobachteten Abweichungen insbesondere in der Niahe des Phaseniiberganges ist die dort divergierende
Korrelationsldnge. Unter der Korrelationslédnge ist in diesem Zusammenhang der typische Durchmesser
von Spinclustern innerhalb des Systems zu verstehen. Die Korrelationsldnge iibersteigt in der N#he des
Phaseniiberganges die Systemgrofle und verursacht dadurch die Abweichungen. Ist die Korrelationsldnge
hingegen kleiner als die Systemgréfle, so ergeben sich keine Anderungen mehr mit weiter ansteigender
Systemgrofe. In der paramagnetischen Phase verschwindet die Korrelationslange mit zunechmendem Ab-
stand vom Phaseniibergang. Weiterhin weist der Verlauf der effektiven Temperatur ein Minimum auf. Der
Wert von h/J, fiir den dieses Minimum auftritt, ndhert sich mit wachsender Systemgroe dem kritischen
Verhiltnis (h/J)eit & 3.044, fiir den das System im Gleichgewicht bei T = 0 von der ferromagnetischen
in die paramagnetische Phase iibergeht.

Fiir die Feldquenchs kann Abbildung 4.13 (b) entnommen werden, dass das System fiir Quenchs hin zu
h/J 2 (h/J)erit/2 die ferromagnetischen Phase verlisst. Ein Vergleich des Verlaufs der effektiven Tempe-
ratur in Abhéngigkeit von h/J fiir verschiedene Systemgrofien zeigt, dass innerhalb der ferromagnetischen
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(a) Wechselwirkungsquenchs (0, h) — (J, h) (b) Feldquenchs (J,0) — (J, h)
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Abbildung 4.13: Effektive Temperatur des Systems (a) nach den Wechselwirkungsquenchs und (b) nach
den Feldquenchs bestimmt geméf (4.22) fiir verschiedene SystemgroBen. Fiir die Wechselwirkungsquenchs
muss der thermische Erwartungswert der Energie pro Spin bei der effektiven Temperatur des Systems
—h/2 betragen, fiir die Feldquenchs —J. Abbildung (a) zeigt, dass das System durch die Wechselwirkungs-
quenchs nicht in die ferromagnetische Phase gelangen kann. Abbildung (b) kann entnommen werden, dass
fiir Feldquenchs zu Werten h/J = (h/J )it /2 das System die ferromagnetische Phase verlésst.

Phase die Systemgrofle nahezu keinen Einfluss auf die effektive Temperatur hat. Wird das System durch
den Quench niher an den Phaseniibergang gebracht, so nehmen die Abweichungen zwischen den ver-
schiedenen Systemgrofien zu. Ursache hierfiir ist wiederum die divergierende Korrelationsldnge. In der
paramagnetischen Phase nidhern sich die effektiven Temperaturen fiir die verschiedenen Werte von L nach
den Feldquenchs wieder an.

Der qualitative Verlauf der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs kann
unter Berticksichtigung des Verlauf der Energie des Systems in Abhéngigkeit von der Temperatur fiir
ein vorgegebenes Verhiltnis h/J verstanden werden. Hierzu wird wiederum Abbildung 4.12 betrachtet.
Die Grundzustandsenergie des Systems bei T = 0 fillt monoton mit steigendem Verhéltnis h/.J ab. Fiir
h/J = 0 betrigt die Energie pro Spin —J. Die Kopplung zwischen den Spins bleibt fiir kleine Verhéltnisse
von h/J in der ferromagnetischen Phase der dominierende Beitrag zur Gesamtenergie. Mit weiter zuneh-
mendem Verhéltnis h/J entfernt sich die Grundzustandsenergie des Systems pro Spin immer weiter von
—J und strebt im Limes eines unendlich starken Transversalfeldes von unten gegen —h/2. Eine Betrach-
tung des Verlaufs des Erwartungswertes der Energie pro Spin als Funktion der Temperatur fiir festes
Verhiltnis h/J zeigt, dass die Energie monoton mit der Temperatur ansteigt. Im Grenzfall T/J — oo
strebt der Erwartungswert der Energie wie in (4.61) gezeigt wurde von unten gegen 0 unabhéngig vom
Verhiiltnis h/J. Fiir kleine Temperaturen hingegen existiert ein Temperaturbereich, in dem die Tem-
peratur nahezu keinen Einfluss auf den Erwartungswert der Energie des Systems hat. Wie Abbildung
4.12 entnommen werden kann, ist dieser Temperaturbereich umso ausgeprégter, je weiter das Verhaltnis
h/J vom kritischen Punkt (h/J)ct entfernt ist. Dies kann wiederum durch die Ordnung im System und
die Beeinflussung dieser durch die Temperatur erklirt werden. Fiir kleine Verhéltnisse h/J werden die
Spins durch die Kopplung untereinander bevorzugt parallel zueinander in z-Richtung ausgerichtet. Fiir
grofle Verhiltnisse h/J hingegen ist eine Orientierung in Richtung des externen transversalen Feldes in
z-Richtung energetisch giinstiger. Die Temperatur stért die Ordnung der Spins, indem sie Fluktuationen
der Orientierung der Spins hervorruft. Je stérker die Ordnung in 2- bzw. z-Richtung innerhalb des Sys-
tems ausgepégt ist, d. h. je weiter h/J vom kritischen Punkt entfernt ist, desto schwieriger ist es fiir die
Temperatur, die Ordnung zu storen. Aus diesem Grund ist der Temperaturbereich fiir kleine Temperatu-
ren, in dem der Erwartungswert der Energie durch Erhchung der Temperatur des Systems kaum gedndert
wird, umso ausgeprégter, je weiter das System vom kritischen Punkt entfernt ist. Dieses Verhalten hat
Einfluss auf die effektive Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs.
Fiir die Wechselwirkungsquenchs ist die effektive Temperatur des Systems nach dem Quench dadurch
bestimmt, dass der Erwartungswert der Energie pro Spin —h/2 betragen muss. Fiir kleine Verhéltnisse
h/J strebt der Erwartungswert der Energie pro Spin bei T'= 0 gegen —J, liegt also deutlich unterhalb
von —h/2. Zudem sind aufgrund der stiirker ausgeprigten Ordnung der Spins in z-Richtung héhere Tem-
peraturen erforderlich, bevor die Energie ansteigt. Aus diesen Griinden nimmt die effektive Temperatur
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des System nach Wechselwirkungsquenchs mit kleinem Verhéltnis h/J zu und divergiert fir h/J — 0,
da der Energieerwartungswert null nur fiir T — oo erreicht wird. Werden nun Wechselwirkungsquenchs
mit groem Verhéltnis h/J betrachtet, so liegt der Erwartungswert der Energie pro Spin bei T = 0
nur geringfiigig unterhalb dem in der Bestimmungsgleichung der effektiven Temperatur geforderten Wert
von —h/2. In diesem Fall ist jedoch die Ordnung der Spins in z-Richtung entlang des Transversalfel-
des stark ausgepréigt und es sind dementsprechend wiederum hohe Temperaturen erforderlich, bevor der
Erwartungswert der Energie des Systems ansteigt. Somit steigt die effektive Temperatur des Systems
nach Wechselwirkungsquenchs auch fiir grofie Verhéltnisse h/J an. Das Minimum der effektiven Tempe-
ratur nach den Wechselwirkungsquenchs liegt nahe dem kritischen Punkt (h/J)crit & 3.044, da fiir dieses
Verhiltnis von h/J aufgrund der nur schwach ausgeprigten Ordnung der Spins innerhalb des Systems
im Vergleich zu groBeren und kleineren Verhéltnissen die geringste Temperatur erforderlich ist, bevor der
Erwartungswert der Energie von seinem Wert fiir 7' = 0 ansteigt. Dieser Effekt dominiert gegeniiber der
Tatsache, dass fiir gréfiere Verhéltnisse h/J der Erwartungswert der Energie pro Spin bereits niher an
—h/2 liegt, sodass sich das Minimum der effektiven Temperatur nach den Wechselwirkungsquenchs in
Abbildung 4.13 (a) nahe am kritischen Punkt befindet.

Im Falle der Feldquenchs ist die effektive Temperatur des Systems nach dem Quench dadurch bestimmt,
dass der Erwartungswert der Energie pro Spin —J betragen muss. Hieraus ergibt sich unter Beachtung
der Absenkung der Grundzustandsenergie bei T' = 0 mit zunehmendem Verhéltnis h/J ein monotoner
Anstieg der effektiven Temperatur des Systems nach den Feldquenchs in Abhéngigkeit von h/J. Fiir
h/J — oo divergiert die effektive Temperatur. Im Falle h/J — 0 wird die effektive Temperatur durch
zwei Effekte beeinflusst. Einerseits néhert sich der Erwartunsgwert der Energie des Systems pro Spin fiir
kleine Temperaturen immer weiter dem Wert —J von unten an. Andererseits sind fiir immer kleinere
Verhiiltnisse von h/J immer grofiere Temperaturen erforderlich, um die Ordnung der Spins in z-Richtung
zu storen und zu einem Anstieg des Erwartungswertes der Energie des Systems zu fithren. Der Verlauf
der effektiven Temperatur in Abbildung 4.13 (b) zeigt, dass der erste Effekt dominiert. Die effektive Tem-
peratur des Systems nach den Feldquenchs strebt somit fiir h/J — 0 gegen null, wobei der Wert der
effektiven Temperatur von null fiir h/J = 0 exakt bekannt ist. Anschaulich kann dieses Verhalten derart
verstanden werden, dass kleinere Verhiiltnisse h/J zu schwiicheren Feldquenchs gehoren und somit eine
geringere effektive Temperatur des Systems nach dem Quench bewirken.
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4.6 Zeitentwicklung - Uberblick

Nach den Betrachtungen zum zweidimensionalen transversalen Ising-Modell im thermischen Gleichge-
wicht und der Bestimmung der effektiven Temperatur des Systems nach den Wechselwirkungs- und den
Feldquenchs soll sich nun der Untersuchung seiner Zeitentwicklung zugewandt werden. Wie bereits gezeigt
wurde, kann der Hamiltonoperator des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nicht durch eine
Transformation auf ein System freier Fermionen diagonalisiert werden. Aus diesem Grund kann die fiir
das eindimensionale transversale Ising- und XY-Modell beschriebene Freie-Fermionen-Technik nicht an-
gewendet werden und es ist somit nicht moglich, die Zeitentwicklung des Systems fiir Systemgrofien exakt
zu beschreiben, die iiber diejenigen hinausgehen, die mittels numerischer Diagonalisierung des Hamilton-
operators oder numerischer Integration der Schrodingergleichung behandelt werden kénnen. Aufgrund
des exponentiellen Wachstums der Dimension des Hilbertraumes mit der Anzahl der Spins des Systems
gemif dim(H) = 2V erreichen diese Verfahren bereits fiir relativ kleine Systemgrofien ihre Grenzen. Fiir
die im Rahmen der Dissertation verwendeten, aus den Numerical Recipes in C++ [219] entnommenen
Algorithmen liegen diese Grenzen fiir die betrachteten Quadratgitter bei 3 x 3 im Falle der exakten Dia-
gonalisierung des Hamiltonoperators zur Bestimmung aller Eigenwerte und Eigenzustdnde bzw. 5 x 5
bei der numerischen Integration der Schrédingergleichung. Eine weitere Konsequenz der Nichtdiagonali-
sierbarkeit des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells durch eine Transformation auf ein System
freier Fermionen besteht darin, dass die fiir das Modell in einer Dimension hergeleitete semiklassische Be-
schreibung des Relaxationsprozesses nach dem Quench ebenfalls nicht angewendet werden kann, da keine
wohldefinierten nicht wechselwirkenden Quasiteilchen existieren. Die Teilchenzahl der Quasiteilchen wire
somit keine Erhaltungsgrofie unter der unitéren Zeitentwicklung. Dies ist auch zu erwarten, da fiir das
transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen aufgrund seiner Nichtintegrabilitit die Gesamtenergie die
einzige Erhaltungsgrofie darstellt. Eine semiklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses miisste also
eine Wechselwirkung der Quasiteilchen untereinander beriicksichtigen sowie ihre nicht erhaltene Beset-
zungszahl. Weiterhin wére die Bewegungsrichtung der Quasiteilchen in zwei Dimensionen im Gegensatz
zum eindimensionalen Modell nicht a priori ersichtlich.

Aus den oben genannten Griinden ergibt sich somit fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell
die Notwendigkeit neuer, approximativer Verfahren zur Beschreibung seiner Nichtgleichgewichtsdyna-
mik. Obwohl die numerische Diagonalisierung des Hamiltonoperators und die numerische Integration der
Schrodingergleichung auf kleine Systeme beschrinkt sind, werden sie bei der Uberpriifung der Genau-
igkeit dieser Naherungsverfahren eine wichtige Rolle spielen. Eines der Standardverfahren zur Beschrei-
bung nicht exakt 1osbarer Systeme stellt Storungsrechnung dar. Mit ihrer Hilfe kann fiir kleine Zeiten
und im Falle, dass einer der Parameter des Hamiltonoperators klein ist gegeniiber den anderen Para-
metern und er somit als Stérung betrachtet werden kann, die Zeitentwicklung des Systems bestimmt
werden. Im folgenden Kapitel wird die Anwendung zeitabhéngiger Stérungsrechnung auf das System
nach den Feldquenchs beschrieben werden. Diese Ergebnisse wurden in Zusammenarbeit mit Jonas Haf-
ner erzeugt und in Teilen bereits im Rahmen seiner Masterarbeit [225] veroffentlicht. Eine Alternative
zur zeitabhéngigen Stérungstheorie stellt eine Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators dar. Die-
se wurde beispielsweise von Hamerla und Uhrig in [88-90] auf das Hubbard-Modell angewendet, liefert
jedoch, wie durch Jonas Hafner in [225] gezeigt wurde, im Falle des transversalen Ising-Modells in ei-
ner und in zwei Dimensionen fiir die erreichbaren Ordnungen der Entwicklung schlechtere Ergebnisse
als die zeitabhingige Stérungstheorie. Weiterhin wurde von Jonas Hafner in [225] ein Verfahren entwi-
ckelt, welches basierend auf zeitabhéngiger Mean-Field-Theorie auf Grundlage der BBGKY-Hierarchie
(Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon-Hierarchie) eine Niherung fiir die Zeitentwicklung des Systems
nach den Feldquenchs beschreibt. Dieses Verfahren erlaubt die Betrachtung grofier Systeme sowie die Un-
tersuchung lokaler Quenchs, d. h. Quenchs, die die Parameter des Hamiltonoperators positionsabhéingig
dndern, kann jedoch nicht die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen be-
schreibenden Operatoren bestimmen. Es wird im Folgenden daher nur zur Untersuchung der Ausbreitung
einer lokalen Storung genutzt werden. Ein &hnliches Verfahren wurde auch von Pucci et al. in [223] auf
das zweidimensionale transversale Ising-Modell angewendet. Ein weiteres Verfahren zur Untersuchung der
Nichtgleichgewichtsdynamik des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells stellt die Erweiterung der
urspriinglich fiir eindimensionale Systeme entwickelten zeitabhéingigen Dichtematrixrenormierungsgrup-
pe (t-DMRG) auf zwei Dimensionen dar. Dies kann z. B. durch die Verwendung von Matrixprodukt-
zustdnden (Matrix Product States, MPS) erreicht werden [57]. Ein in [42, 52] beschriebenes Vorgehen
schlieflich bildet die Dynamik quantenmechanischer Spinsysteme auf ein System stochastischer Differen-
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tialgleichungen ab, deren Anzahl linear mit der Anzahl der Spins im System anwichst. Das Verfahren
erlaubt die Betrachtung grofier Systeme beliebiger Dimensionalitit sowie eine Abschiitzung des Fehlers
der Resultate, jedoch nimmt dieser bereits fiir Zeiten, die zu kurz sind, um Mittelwerte iiber sie zu
bestimmen, so stark zu, dass ein Vergleich von Zeitmittel und Ensemblemittel nicht moglich ist. Im
Folgenden wird daher zur Untersuchung der Nichtgleichgewichtsdynamik des zweidimensionalen trans-
versalen Ising-Modells und seines stationéren Zustandes auf das Auftreten von Thermalisierung neben
der zeitabhingigen Storungsrechnung ein Verfahren verwendet, welches auf Variations-Monte-Carlo in
Realzeit (Real-Time Variational Monte Carlo, rt-VMC) basiert. Das Verfahren geht zuriick auf Carleo
et al. [98,99,224]. Im weiteren Verlauf der Dissertation wird seine Anwendung auf das zweidimensiona-
le transversale Ising-Modell beschrieben und mit seiner Hilfe die Zeitentwicklung verschiedener Obser-
vablen nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs bestimmt. Es wird sich zeigen, dass mithilfe
geeignet gewdhlter Variationszustdnde die Zeitentwicklung des Systems nach den Quenchs mit hoher
Genauigkeit beschrieben werden kann. Die Kombination von erreichbarer Systemgrofie, Genauigkeit der
Beschreibung der Zeitentwicklung und Lénge der Zeitintervalle in Verbindung mit der Anwendbarkeit
auf hoherdimensionale Systeme wird von keinem der zuvor genannten Verfahren erreicht. Zudem sind die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren unmit-
telbar zugénglich, sodass bei der Untersuchung des Auftretens von Thermalisierung auch die zeitlichen
Mittelwerte der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir das System nach Quenchs mit denjenigen fiir das
Systems im thermischen Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Tem-
peratur verglichen werden koénnen. Bevor das Variations-Monte-Carlo-Verfahren zur Beschreibung der
Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells angewendet wird, werde im folgenden
Kapitel jedoch zunéchst auf die storungstheoretische Beschreibung des Relaxationsprozesses eingegangen.
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4.7 Zeitabhingige Storungstheorie

In diesem Kapitel soll fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell im thermodynamischen Limes
die Zeitentwicklung der Magnetisierung

P () = (A7), = (WA [w () (4.73)

nach den Feldquenchs mithilfe zeitabhéngiger Stérungsrechnung untersucht werden. Der Anfangszustand
des Systems ist somit durch

Wt =0) =11 .., (4.74)

gegeben. Die Betrachtungen erfolgen im Wechselwirkungsbild, welches auch als Diracbild bezeichnet wird.
In diesem wird der Hamiltonoperator in einen ungestérten Anteil und einen zeitabhingigen Stérterm
aufgespalten. Fiir die Feldquenchs stellt der Anteil des Hamiltonoperators, der die Wechselwirkung der
Spins untereinander beschreibt, den ungestoérten Anteil dar. Bei dem zum Zeitpunkt ¢t = 0 eingeschalteten
externen transversalen Feld handelt es sich um die zeitabhéngige Stérung. Der Hamiltonoperator kann
somit geschrieben werden in der Form

H(t)=Hy+V(t). (4.75)

Dabei ist Hy = Hiye und V(t) = Heyg - O(t) mit
Hiy = — Z {yﬂm + &gfjﬂ} , (4.768)
He = — Z . (4.76D)

Die Integralgleichung des Zeitentwicklungsoperators lautet im Wechselwirkungsbild

U =1- U(t',0) . (4.77)
Jore

Durch iteratives Einsetzen des Zeitentwicklungsoperators ergibt sich die sogenannte Dyson-Reihe

t
00 n—1

. +Z( /dtl/dt2 . / dt, VOV (th) ... V(). (4.78)

Mit ihr folgt fiir die Zeitentwicklung des Zustandes des Systems im Wechselwirkungsbild

tn—1

|W(t)) = U(t,0)|¥(0 Z —1) /dtlfdtQ / dt, VOV (L) ... V() | [(0)) . (4.79)

Zur Bestimmung des Zustandes des Systems zum Zeitpunkt ¢ im Rahmen der zeitabhéngigen Stérungs-
rechnung ist somit die Zeitentwicklung des Storterms V(t) erforderlich. Diese wird im Wechselwirkungs-
bild durch Hy bestimmt. Fiir ¢ > 0 ist

V(t) = e Hmt F e Himt (4.80)

Da die einzelnen Summanden von Hi,, kommutieren, faktorisiert e*i?. Alle Faktoren, die nicht of p
enthalten, kénnen an 67 ; vorbeigezogen werden. Es verbleibt somit

h Jax (s o i i Jaw (ax " e s
(t) — _ E 67150;j[UZ+1,j+°’Z—1,j+Uz,j+1+g;r,j—1]t6'fjelfUZ,J'[JZ-%—I,J'+UZ—1~j+G;j+1+aZvj—1]t . (481)

(2%
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Aus 67,67, = —67 ;67 ergibt sich
e_lé&f,j[&Euﬁ»l,j+&f—1,j+&z‘;j+l+&ij—1]ta-iz’j = &f’jel%&i (6341, 7071407 01167 1]t (482)
und somit schliefSlich
Z t+1 J+‘71 1, J+‘Tz J+1+Ut Ji— 1]t (483)

Durch die periodischen Randbedingungen stimmt die Magnetisierung an jeder Position des Systems
iiberein und aufgrund des verwendeten Verfahrens ist keine Mittelung iiber die Positionen des Systems
erforderlich. Es geniigt somit die Betrachtung einer einzelnen Position, die mit (m,n) bezeichnet werde.
Dann ist

(1) = (U(0)[67,,,[¥(0)) }O(h?)

t t ) R e e 2
. / ity / dth (W(0)[V (t1)5%,,, V (#4)|(0)) O(r7)

(4.84)

=y

_ / dts / ts / dt, / ity (W(O)|V (b )V (02)V (2565, V (£ (0))

/ dt4/4dt3/3dt2/2dt1 OV (t1)V (t2)V (t3)V (ta)57, .| ¥(0))
+ O(n") .

In dieser Entwicklung verschwinden alle ungeraden Ordnungen, da ein Spin nur durch die Wirkung
von Hey umgeklappt werden kann. Damit die Erwartungswerte in den Integranden nicht verschwinden,
muss jeder Spinumklapp wieder riickgdngig gemacht werden. Dies ist nur fiir gerade Ordnungen moglich.
Die Auswertung der Integrale erfolgt durch Einsetzen von (4.83) und anschlieBendes Vertauschen der
Reihenfolge der Operatoren in den Erwartungswerten. Ziel ist es, zunichst alle Operatoren, fiir die |¥(0))
ein Eigenzustand ist, nach rechts zu bringen, um sie auf den Zustand anwenden zu konnen. Im ersten
Schritt werden alle e*/%7. (7415107154 005417075-1]¢ nach rechts gezogen. Dabei ist zu beachten, dass sich
das Vorzeichen von 67 . im Argument der Exponentialfunktion dndert beim Vertauschen mit 67 ;:

,] 0,5"
ot OE (65 Oy 6T 6T s 67, =67 ]e*”f’fﬁj (67415001, 400541070t (4.85a)
» i,
ez i J[UL+1 J+UL 1 J+‘71 J+1+‘7L i— 1]to' il = 0‘1+1 Jel‘]&ﬁj[_6:111)'+&f*1~j+&f=j+1+6?vj*1]t s (485b)
B ,

|¥(0)) ist Eigenzustand der Operatoren e**/77[F071, 670 ;407,01407,.]¢ Die Bigenwerte werden vor

den Erwartungswert gezogen. Sie stellen im Folgenden die eigentlichen Integranden dar, da nur sie ei-
ne Zeitabhéingigkeit aufweisen. Zur weiteren Auswertung der Erwartungswerte in den Integranden wird
der Operator dy, ,, nach rechts gezogen. Hierbei ist wiederum o7, .67, , = —0;, 0y, , zu beachten.
| (0)) ist Elgenzustand von &y, , zum Eigenwert 1. Im Erwartungswert verbleiben somit nur noch Ope-
ratoren 67 ;. Die moglichen Werte des verbleibenden Erwartungswertes sind somit 0 und 1. Der Wert
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1 wird angenommen, wenn die Anzahl der auf Position (i,7) des Systems wirkenden Operatoren ge-
rade ist. Anschaulich betrachtet bedeutet dies, dass jeder Spin, der umgeklappt wird, auch wieder in
seine urspriingliche Orientierung gebracht werden muss, damit der Erwartungswert nicht verschwindet.
Aus diesem Grund verschwinden auch die ungeraden Ordnungen in der Entwicklung. Es verbleibt somit
noch die Bestimmung der Integrale. Dies kann mithilfe eines Computeralgebraprogrammes erfolgen, das
symbolische Integration beherrscht, beispielsweise mithilfe von Maple. Unter Beachtung aller moglichen
Konfigurationen ergibt sich schliellich bei Entwicklung bis zur 8. Ordnung fiir die Zeitentwicklung der
Magnetisierung im Rahmen der zeitabhéingigen Stérungsrechnung

2
- (%) . {1 - cos(4.ft)]
+ () {1—;3 cos(6.7) — T cos(4.J¢) + 18 cos(2.7¢) + 6]t sin(4]t) — 43

~ ()" B; cos(8.71) + 2 cos(6.Jt) + LT cos(4Jt) + 2 cos(2Jt) + 3t sin(8.1t) + L2 Tt sin(4J¢) + 48]t sin(2Jt)
+24.J%t2 cos(4Jt) + 3J%% — 2135
w (4.86)

h\8 12287 481817 401333 7469867 6062303
+(25) - {%o cos(12.Jt) — L2 cos(10.7t) + BT cos(8.Jt) + 22388 cos(6.Jt) — TIo980T cos(4.Jt) + S982303 cos(2.71)

— 156 Jtsin(10.7t) + 7 Jt sin(8.7¢t)

50 4936 Jtsin(6.t) + 259007 Jt sin(4.Jt) + 2251 Tt sin(2.]t)

4320

+BLT2 cos(8Jt) — T2 cos(6.Jt) 4 132127212 cos(4Tt) — 3EJ212 cos(2Jt) — EL T2t

+55. 733 sin(8.Jt) — 3J3¢3 sin(4Jt) + L22.7313 sin(2Jt) + 3L J4* cos(4.Jt) + 2J4t4 — 15623569

+0O(h1?)

Die zeitabhéngige Storungsrechnung stellt somit fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell eine
Entwicklung in Ordnungen von h dar. Der Faktor 4 rithrt von der Anzahl der niichsten Nachbarn eines
Spins her. Fiir ein System allgemelner Dimensionalitét d erfolgt die Entwicklung somit in Ordnungen von
%. Demgegeniiber stellt die Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators e ="/t wie in [225] gezeigt
wurde, eine Entwicklung in Ordnungen der Zeit ¢ dar. Um einen Vergleich zum transversalen Ising-Modell
in einer Dimension zu ermoglichen, ist nachfolgend auch fiir dieses die Entwicklung der Magnetisierung
mithilfe zeitabhéngiger Stérungsrechnung dargestellt. Aufgrund des geringeren Rechenaufwandes bedingt
dadurch, dass jeder Spin nur zwei néichste Nachbarn hat, kann fiir das Modell in einer Dimension die
Entwicklung bis zur 10. Ordnung ausgefiihrt werden. Es ergibt sich

pe(t) =1
— (%)z {1 — cos(2Jt) ]
+ ()" {cos(ZJf) T 3Jtsin(2Jt) — 2J22 cos(2Jt) — 27%% — 1
— ()" [ 2c08(2Jt) — LTt sin(2Jt) + 5.I%2 cos(2Jt) + J2H2 + AT sin(2) — 444 cos(2Tt) — 4744 + g}
+ (%)8 {% S(4Jt) + 5cos(2Jt) + 2 Jtsin(4Jt) + 1L Jtsin(2Jt) — 2 J24% cos(4Jt) — 332 cos(2Jt) — LI

(4.87)
—3L 733 sin(2Jt) + 5744 cos(2Jt) + 2J44 + 257 sin(2.Jt) — 37048 cos(2Jt) — 8010 — %]

+(25)"7 [ B2 cos(478) + 14 cos(2Jt) + Htsin(4]8) + 22Tt sin(27t) — £ I3 cos(4Jt) — S22 cos(2Jt) — L33

=233 sin(4Jt) — 32.J3¢3 sin(2Jt) + 4 cos(4Jt) + B2J4t4 cos(2Jt) + 444 + Z2J51° sin(2J¢)
22740 cos(2Jt) — B0 — LT sin(2J¢) + I cos(2t) + 4755 — 2L
+0O(h'?)

Ein Vergleich der Entwicklungen fiir das ein- und das zweidimensionale transversale Ising-Modell zeigt,
dass bei der Betrachtung des Modells in einer Dimension eine stirkere Zeitabhingigkeit der Beitrége zu
einer gegebenen Ordnung besteht. Fiir das zweidimensionale Modell wachsen die fithrenden Terme mit
zeitabhiingiger Amplitude zur Ordnung n mit t”~* an. Eine Ausnahme stellt die 4. Ordnung dar, fiir die
eine Abhéngigkeit mit ¢ besteht. Demgegeniiber wachsen fiir das eindimensionale Modell die Amplituden
in fithrender Ordnung mit t"~2 an.

Eine Betrachtung obiger Ausdriicke fiir die zeitabhingige Storungsrechnung zeigt, dass in der Entwick-
lung sowohl zeitunabhéngige Terme, algebraisch mit der Zeit anwachsende Terme als auch Sinus- und
Cosinus-Schwingungen mit konstanter bzw. algebraisch mit der Zeit anwachsender Amplitude auftre-
ten. Die Kreisfrequenzen der Schwingungen sind durch geradzahlige Vielfache der Kopplungskonstante

123



TABELLENVERZEICHNIS

(a) (1,0) — (1,0.25) (c) (1,0) = (1,0.75)
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Abbildung 4.14: (a)- (f) Zeitentwicklung der Magnetisierung p*(t) = (4”), nach verschiedenen Feld-
quenchs in — 2., — 4., — 6. und — 8. Ordnung zeitabhingiger Stérungsrechnung fiir das System im
thermodynamischen Limes. Die gestrichelte Linie stellt die mithilfe numerischer Integration fiir ein
4 x 4-System exakt bestimmte Zeitentwicklung der Magnetisierung ausgehend vom Zustand (4.74) dar.
Durch Bestimmung des Zeitpunktes, an dem der Kurvenverlauf der Stérungsrechnung in n-ter Ordnung
von demjenigen in (n — 2)-ter Ordnung abweicht, kann das Zeitintervall ermittelt werden, in dem die
Storungsrechnung die Zeitentwicklung des Systems korrekt beschreibt.

J gegeben. Die zeitabhéingige Storungsrechnung weist somit den Vorteil auf, dass sie schon unmittelbar
Schwingterme miteinschliefft im Gegensatz zu der Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators.

In Abbildung 4.14 ist die Zeitentwicklung der Magnetisierung nach verschiedenen Feldquenchs ausgehend
von hg = 0 bis zur 8. Ordnung zeitabhéngiger Stérungsrechnung fiir das zweidimensionale transversale
Ising-Modell dargestellt. Durch Vergleich des Verlaufs der Kurven fiir verschiedene Ordnungen kann das
Zeitintervall bestimmt werden, in dem die Storungsrechnung die Zeitentwicklung korrekt beschreibt. Die
Resultate der n-ten Ordnung sind bis zu dem Zeitpunkt verlésslich, zu dem sich Abweichungen von der
Zeitentwicklung in (n — 2)-ter Ordnung ergeben. Zusétzlich ist fiir das 4 x 4- System die durch numeri-
sche Integration der Schrodingergleichung mithilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung bestimmte
Zeitentwicklung der Magnetisierung ausgehend von dem Zustand in (4.74) dargestellt. Ein Vergleich
der verschiedenen Ordnungen der Storungsrechnung fiir die betrachteten Quenchprotokolle zeigt, dass
mit zunehmender Quenchstirke fiir eine gegebene Ordnung der Stérungsrechnung die Lénge des Zeit-
intervalls abnimmt, in dem die Zeitentwicklung des Systems gut approximiert wird. Mit zunehmender
Quenchstérke miissen immer hohere Ordnungen beriicksichtigt werden, um fiir ein vorgegebenes Zeitinter-
vall die Zeitentwicklung des Systems korrekt zu beschreiben. Fiir den schwéchsten betrachteten Quench
(1,0) — (1,0.25) zeigt sich, dass die Zeitentwicklung der Magnetisierung bereits durch die zweite Ordnung
der Stérungsrechnung, die einer harmonischen Schwingung mit Kreisfrequenz 4.J und konstanter Ampli-
tude [h/(4.J)]? entspricht, fiir das dargestellte Zeitintervall gut beschrieben wird. Der zeitliche Verlauf der
Magnetisierung wird somit in guter Ndherung durch eine harmonische Schwingung approximiert. Dies
steht im Gegensatz zum transversalen Ising-Modell in einer Dimension, fiir das sich nach anfénglichen,
schnell abklingenden Oszillationen auch fiir schwache Quenchs ein exponentieller Abfall der Magnetisie-
rung ergibt. Fiir stirkere Feldquenchs zeigen sich zunehmende Abweichungen von einer harmonischen
Schwingung, da fiir diese bereits fiir kiirzere Zeiten die hoheren Ordnungen der Entwicklung von zuneh-
mender Bedeutung sind. Ein Vergleich mit den exakten Resultaten zeigt, dass sich fiir die Zeitintervalle,
in denen die 6. und 8. Ordnung der zeitabhéngigen Storungsrechnung iibereinstimmen, sich auch keine
Abweichungen von den exakten Resultaten fiir das kleine System ergeben. Fiir diese Quenchprotokolle
und Zeitintervalle verhélt sich das 4 x 4-System somit schon wie das System im thermodynamischen
Limes.
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Die bisherigen Betrachtungen zur Stérungstheorie haben sich mit der Magnetisierung des Systems nach
den Feldquenchs befasst. Die Anwendung des Verfahrens zur Berechnung der gleichzeitige Korrelations-
funktion (C’;”)t zweier Spins ergibt sich unmittelbar. Statt einer Position des Systems sind in diesem
Fall zwei Positionen zu betrachten, deren Abstand gerade r betriagt. Fiir die Wechselwirkungsquenchs ist
eine storungstheoretische Beschreibung ebenfalls moglich. In dieser wiirde der Wechselwirkungsterm des
Hamiltonoperators die Storung darstellen. Die Rechnungen wiirden in der z-Basis ausgefiihrt, in der die
z-Komponente eines Pauli-Spinoperators einen Spin umklappt. Da der Storterm nun Produkte zweier
Operatoren umfasst, wiirden sich die Rechnungen aufwéndiger gestalten als die hier beschriebenen nach
den Feldquenchs. Sowohl die Betrachtungen zur gleichzeitigen Korrelationsfunktion als auch die Betrach-
tungen zu den Wechselwirkunsgquenchs sollen an dieser Stelle jedoch nicht genauer ausgefiihrt werden.
Stattdessen wird sich der weitere Verlauf der Dissertation der Beschreibung der Zeitentwicklung des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den Quenchs mithilfe von Variations-Monte-Carlo in
Realzeit widmen.
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4.8 Variations-Monte-Carlo in Realzeit

Nach der Anwendung zeitabhéngiger Stérungsrechnung auf das zweidimensionale transversale Ising-
Modell im vorangegangenen Abschnitt befassen sich die folgenden Seiten mit der Beschreibung der Zeit-
entwicklung des Systems nach einem Quench mithilfe von Variations-Monte-Carlo in Realzeit (Real-Time
Variational Monte Carlo, rt-VMC) befassen. Das Verfahren, welches den Zustand des Systems unter der
unitéiren Zeitentwicklung nach einem Quench im Schrédingerbild durch einen Variationszustand appro-
ximiert, geht auf Giuseppe Carleo zuriick, der es im Rahmen seiner Dissertation entwickelt hat [224].
Die Zeitabhingigkeit des Variationszustandes steckt ausschliefllich in den Variationsparametern. Diese
miissen die fiir die Zeitentwicklung des Systems wichtigen Anregungen oberhalb des Grundzustandes
erfassen. Thre Bewegungsgleichungen werden aus der Bedingung zur Minimierung des euklidischen Ab-
stand zwischen der durch die Schrédingergleichung durch Anwendung des Hamiltonoperators auf den
Variationszustand gegebenen exakten Zeitentwicklung und der durch Bildung der zeitlichen Ableitung
des Variationszustandes bestimmten Variationszeitentwicklung bestimmt. Nach Losen der Bewegungs-
gleichungen der Variationsparameter kann der Variationszustand durch numerische Integration um einen
Zeitschritt propagiert werden und das Verfahren wird wiederholt. Durch eine geeignete Wahl des Variati-
onszustandes kann die Zeitentwicklung des Systems und seiner Observablen bereits mit einer Anzahl an
Variationsparametern, die bedeutend kleiner als die Dimensionalitéit des Hilbertraumes des Systems ist,
mit hoher Genauigkeit beschrieben werden.

Urspriinglich wurde Variations-Monte-Carlo in Realzeit von Carleo fiir das Bose-Hubbard-Modell entwi-
ckelt [224]. Fiir dieses wurden in ein und in zwei Dimensionen durch Carleo et al. in [98] die Zeitentwick-
lung und das Auftreten von Thermalisierung untersucht sowie in [99] die Ausbreitung der Stérung nach
einem Quench. In der Folgezeit fand das Verfahren weitere Anwendung durch Cevolani et al. zur Be-
schreibung des Relaxationsprozesses des eindimensionalen Bose-Hubbard-Modells mit langreichweitiger
Wechselwirkung sowie des eindimensionalen transversalen Ising-Modells mit langreichweitiger Wechsel-
wirkung in [58,60] sowie durch Ido et al. zur Beschreibung stark wechselwirkender elektronischer Syste-
me in [243]. Die im Folgenden beschriebene Anwendung des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens auf das
zweidimensionale transversale Ising-Modell wurde durch den Autor der vorliegenden Dissertation bereits
in [61] veroffentlicht. Nach einer allgemeinen Erlduterung der Grundlagen von Variations-Monte-Carlo in
Realzeit wird die konkrete Anwendung des Verfahrens auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell
nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs beschrieben. Hierbei wird sowohl auf die Ansatzfunk-
tionen als auch auf die Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter eingegangen und
die Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen beschrieben. Die Untersuchung der Zeit-
entwicklung des Systems nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs erfolgt fiir die Systemgréfien
4 x4, 8 x 8,12 x 12 sowie 16 x 16. Die betrachteten Quenchprotokolle fiir die Wechselwirkungsquenchs
(0,h) = (J, h) und Feldquenchs (J,0) — (J, k) lauten

Wechselwirkungsquenchs Feldquenchs
(0,10) — (1,10) (1,0.25)
(0,7.5) — (1,7.5) (1,0.5)
(0,5) — (1,5) (1,0) — ¢ (1,0.75)

(0,4) = (1,4) (1,1)
(0,3.5) — (1,3.5) (1,1.25)

Als Observablen werden der renormierte Betrag der Magnetisierung sowie die gleichzeitige Korrelati-
onsfunktionen jeweils zweier Spins betrachtet. Im Anschluss an die Beschreibung der Anwendung des
Algorithmus auf das System nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs werden die mithilfe des
Variations-Monte-Carlo-Algorithmus gewonnenen Resultate diskutiert und das System nach den Quenchs
auf das Auftreten von Thermalisierung untersucht. Zu diesem Zweck werden die zeitgemittelten Er-
wartungswerte sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit denjenigen des Systems im
Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur verglichen. Ein
anschlieffendes Finite-Size-Scaling gestattet Riickschliisse auf das Verhalten des Systems im thermody-
namischen Limes und erlaubt so einen Vergleich zu den Vorhersagen des Theorems von Doyon aus [185]
zum Auftreten verallgemeinerter Thermalisierung in quantenmechanische Systemen. Abschlieend wird
nach den Feldquenchs noch das Auftreten von Thermalisierung in Subsystemen untersucht.

126



TABELLENVERZEICHNIS

4.8.1 Wechselwirkungsquenchs

Fiir die Wechselwirkungsquenchs wurde ausgehend von den energetischen Betrachtungen zur Bestimmung
der effektiven Temperatur nach dem Quench gezeigt, dass das System durch das beschriebene Quench-
protokoll nicht von der paramagnetischen in die ferromagnetische Phase tiberfiihrt werden kann, sondern
innerhalb der paramagnetischen Phase verbleibt. Es wird sich aus diesem Grund durch den Quench kei-
ne langreichweitige Ordnung der Spins einstellen. Die Korrelationen zwischen den Spins zeigen in der
paramagnetischen Phase einen schnellen exponentiellen Abfall hin zu null, sodass die Spins bereits fiir
kurze Distanzen nicht mehr korreliert sind. Um eine moglichst exakte Beschreibung der Zeitentwicklung
des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu erméglichen, miissen somit die Korre-
lationsfunktionen zwischen allen Spins des Systems konkret beriicksichtigt werden. Dies erfolgt durch
Verwendung des Jastrowansatzes [174] fiir die Variationswellenfunktion, der in seiner allgemeinen Form

W) = [(a(t) = e exp{ 3 ar(t)Ox} ) (4.89)
k

lautet. Hierbei ist ¢(t) eine Phase, die oy (t) sind die zeitabhiingigen Variationsparameter, Oy sind An-
regungsoperatoren, die die fiir die Zeitentwicklung relevanten Anregungen des Systems oberhalb seines
Grundzustandes beschreiben, und |®) ist der zeitunabhéngige Zustand, der Losung des Problems ohne
Wechselwirkung ist. Der Jastrowansatz konstruiert somit die Wellenfunktion des Systems ausgehend von
einem unkorrelierten Zustand und beriicksichtigt die Korrelationen durch den Jastrowfaktor.

Allgemeine Betrachtungen

Bevor die konkrete Anwendung des Jastrowansatzes auf das transversale Ising-Modell in zwei Dimen-
sionen beschrieben wird, soll nun auf die Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter
eingegangen werden. Diese basiert wiederum auf Referenz [224]. Dabei ist zu beachten, dass die Varia-
tionsparameter unter der Zeitentwicklung im Allgemeinen komplexwertig sein werden. Wie Gleichung
(4.88) zu entnehmen ist, wird in dem angewendeten Verfahren zur Beschreibung der Nichtgleichgewichts-
dynamik des Systems die Zeitabhéngigkeit ausschliefilich den Variationsparametern zugeschrieben. Zur
Herleitung ihrer Bewegungsgleichungen sowie der der Phase wird zum einen die exakt in der Zeit propa-
gierte Wellenfunktion und zum anderen die sich aus dem Variationsprinzip ergebenden Zeitentwicklung
der Wellenfunktion betrachtet. Die Uberlegungen erfolgen in einer Basis { |€)}, in der die Operatoren Oy,
diagonal sind. Dann ergibt sich fiir die Entwicklungskoeffizienten von |¥(¢)) aus (4.88)

W(E 1) = () = D exp { 3 ar(h)OM(E) | (€1®) (4.89)
k
mit
Ok(8) = (£|Ox¢) - (4.90)

Unter exakter Zeitentwicklung ist die Zeitentwicklung des Systems geméfl der Schrédingergleichung zu
verstehen, die sich durch Anwendung des Hamiltonoperators auf den Variationszustand zu einem gege-
benen Zeitpunkt ergibt. Es ist

Wexake (t)) = —oH [T(t)) . (4.91)
Mit der lokalen Energie von |£) zum Zeitpunkt ¢

€Y ) _ 5~ @lv) . p
(€ (n) =2 (€1H1EL) (4.92)

Pl 0):= @)

&1

ergibt sich dann fiir die Projektion der exakten Zeitentwicklung auf den Basiszustand |£)

\Ilexakt (57 t) = _ZElokal(fv t)\Il(fv t) . (493)

Somit ist unter exakter Zeitentwicklung der Zustand zum Zeitpunkt ¢’ = ¢+ ¢ in erster Ordnung gegeben
durch

\I]exakt (57 t+ 5) = |1- ZEE‘lOkal(ga t) \Il(fv t) . (494)
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Die Variationszeitentwicklung des Zustandes des Systems zu einem Zeitpunkt ¢ wird durch Bildung der
Ableitung des Variationszustandes nach der Zeit bestimmt. Es ergibt sich

. P . .
[aan(8)) = 5 [W(0) = [9() + 0 n()On] 10(1) (495)
k
Da die Operatoren Oy diagonal in der Basis { |€) } sind, folgt fiir die Projektion auf den Basiszustand [£)
Warl€1) = [ () + D ar(HOME)| W(E.1) (4.96)
k

Unter Variationszeitentwicklung folgt somit fiir den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ = t + ¢ in
erster Ordnung

Vi€t +6) = [1+e(9 () + Y an(Ou(©)) | w(&,1) (4.97)
k

Die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter sind durch die Bedingung bestimmt, dass der eukli-
dische Abstand

D(t) = \/Z |\Ijexakt(£at+5) - \I/var(g,t+€)’2 (498)
3

zwischen der exakt sowie der gemifl dem Variationsprinzip in der Zeit propagierten Wellenfunktion mi-
nimal wird. Einsetzen von (4.94) und (4.97) in diesen Ausdruck fiir D(¢) fithrt zu

Dlt) = \/z Werara (€, 8) = Wrar (6, 0)]
3

(4.99)

= \/Z ([0 9(t) + 3 ar(O)OK(E) +1Browar(6:1)[*) -
3 k

Die in Anhang A beschriebene Minimierung dieses Ausdrucks fithrt zu den Bewegungsgleichungen der
Variationsparameter und der Phase geméf [98]

Z <5@k§@k’> dk/ (t) = —1 <Elokal(t)5ék> y (4100&)
k!
o(t) = —1 (Brokal(t)) — Z (O) u(t) - (4.100Db)
k

Die auftretenden Erwartungswerte fiir einen beliebigen Operator O sind definiert geméf
e [P(E PO

(0) = S U O (4.101)

und es ist
60 =0-(0) . (4.102)

Die Koeffizienten der Bewegungsgleichung sind zeitabhéngige Erwartungswerte von Operatoren und
konnen im Allgemeinen nicht analytisch bestimmt werden. Zu ihrer Bestimmung werden beispielsweise
Quanten-Monte-Carlo-Verfahren verwendet. Ein konkretes Vorgehen wird im Folgenden fiir das trans-
versale Ising-Modell beschrieben werden. Die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ba-
siszusténde |€) zum Zeitpunkt ¢ wird durch die Variationsparameter ay(t) bestimmt. Die Phase ¢(t)
beeinflusst die Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht. Weiterhin zeigt sich, dass die Zeitentwicklung der Va-
riationsparameter unabhéngig von der Phase ist. Da die Phase fiir die Berechnung von Erwartungswer-
ten unerheblich ist, wird sie bei den konkreten Betrachtungen zur Zeitentwicklung des zweidimensionalen
transversalen Ising-Modells nach den Wechselwirkungsquenchs infolgedessen vernachléssigt werden. Nach
Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen werden diese numerisch aufintegriert und das
System dadurch um einen Zeitschritt propagiert. Durch die Bewegungsgleichungen (4.100a) und (4.100b)
ist die Dynamik des Systems vollstindig bestimmt. Wie in [224] gezeigt wurde, sind sowohl die Norm des
Variationszustandes als auch die Energie des Systems unter der Zeitentwicklung erhalten.
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Anwendung auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell

Nach den allgemeinen Betrachtungen zur Zeitentwicklung der Variationsparameter bei Verwendung des
Jastrowansatzes fiir die Variationswellenfunktion soll nun auf die konkrete Anwendung des Ansatzes auf
das transversale Ising-Modell eingegangen werden. Im Begleitmaterial von [58] wurde der Jastrowansatz
fiir das transversale Ising-Modell in einer Dimension beschrieben. Das Vorgehen kann unmittelbar auf das
Modell in zwei Dimensionen iibertragen werden. Es wird die Jastrow-Feenberg-Korrelationsentwicklung
verwendet. In dieser erfolgt die Entwicklung in Termen der lokalen Spinoperatoren in z-Richtung. Auf-
grund der Homogenitéit und Tranlationsinvarianz des Systems verschwinden hierbei Terme, die nur eine
Position des Gitters betreffen. Unter Beschrankung auf die Betrachtung der Korrelationen jeweils zweier
Spins ergibt sich somit folgende Ansatzfunktion fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell nach
den Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase

1T(t)) = exp{Zar(t)C‘,‘?z} . 1), (4.103)

Eine moglich Phase wird hierbei vernachléssigt, da sie, wie bereits wiahrend der allgemeinen Betrachtun-
gen erldutert wurde, nicht in den Bewegungsgleichungen der Variationsparameter auftritt und auch bei
der Berechnung von Erwartungswerten nicht beriicksichtigt werden muss. Die Operatoren C‘,’f’” sind die
Korrelationsfunktionen zweier Spins im Abstand r gemifl (4.11)

A 1
Gt =+ > 6hoR - (4.104)
'R

Die Summation iiber r lduft iiber alle unabhéingigen Richtungen auf dem Gitter. Fiir jede unabhéngige
Richtung r erfolgt eine Mittelung iiber alle zugehorigen Spinpaare. Diese Mittelung schliet auch alle
Spinpaare zu allen abhingigen Richtungen zu r mit ein. Die Anzahl der unabhingigen Richtungen r auf
einem Quadratgitter der Kantenlinge L mit N = L? Positionen ist gegeben durch % + %. Sie entspricht
gerade der Anzahl der Variationsparameter, die somit in fiihrender Ordnung linear mit der Systemgrofie
wichst im Gegensatz zur Dimensionalitit des Hilbertraumes, die exponentiell mit der Systemgrofie zu-
nimmt. [t ...11), ist der vollkommen unkorrelierte Zustand des Systems in Bezug auf Messung der
Korrelationen in z-Richtung. Dies zeigt sich anhand seiner Darstellung in der x-Basis, bei der es sich um
die symmetrische Uberlagerung aller Basiszustinde handelt

1
M., =—= X) . 4.105
| )= w0 (4.105)
Die Korrelationen zwischen den Spins werden durch den Jastrowfaktor

exp { Z ar(t)é’fz} (4.106)

beriicksichtigt. Die weiteren Betrachtungen erfolgen in der x-Basis. In dieser sind die die Korrelationen der
Spins innerhalb des Systems beschreibenden Operatoren C’f‘” diagonal und das Skalarprodukt eines jeden
Basiszustandes mit dem unkorrelierten Zustand ist nach (4.105) unmittelbar bekannt mit dem Wert
1/V2N. Die Entwicklungskoeffizienten der Ansatzfunktion (4.103) fiir die Wellenfunktion des Systems
nach den Wechselwirkungsquenchs in der x-Basis lauten somit

¥ ) = () = o { a0 0} (4.107)
mit
Crr(x) = (x|C*7|x) . (4.108)
Die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter ergeben sich unmittelbar aus (4.100a) zu

D (0CESCEY éue () = =1 (Broka (H)5CE") . (4.109)

r’
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Die auftretenden Erwartungswerte werden mithilfe eines Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus be-
stimmt [244]. Dieser ermittelt die Korrelationen zwischen allen Spinpaaren des Systems. Die Erzeugung
der Konfigurationen, die die Stichproben fiir den Monte-Carlo-Mittelwert darstellen, erfolgt dadurch,
dass ausgehend von der aktuellen Konfiguration der Umklapp eines einzelnen Spins vorgeschlagen und
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit akzeptiert wird. Auf den Algorithmus wird in Anhang B detailliert
eingegangen. Die Beschreibung umfasst unter anderem die Herleitung der Akzeptanzwahrscheinlichkeiten
sowie eine Uberpriifung der Konvergenz des Algorithmus.

Nach Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen wird das Gleichungssystem nach den
Gy (t) aufgelost und durch numerische Integration mit einem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung gelost.
Hierzu wird die Routine rk4.cpp aus den Numerical Recipes in C++ [219] verwendet. Das System wird
auf diese Weise ausgehend von seinem Zustand zu einem gegebenen Zeitpunkt um einen kleinen Zeit-
schritt in der Zeit propagiert. Im Rahmen der Diskussion des Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus
in Anhang B wird ebenfalls auf die Grofle der Zeitschritte eingegangen.

Zur Bestimmung der Zeitentwicklung des Systems nach den Wechselwirkungsquenchs verbleibt somit
noch die Bestimmung der Anfangswerte der Variationsparameter. Fiir die betrachteten Wechselwirkungs-
quenchs mit Jy = 0 konnen diese direkt angegeben werden, da der Anfangszustand gerade dem vollsténdig
unkorrelierten Zustand entspricht. Der Jastrowfaktor muss somit den Wert 1 annehmen. Dies ist der Fall
fir

or(0) =0 Vr. (4.110)

Auch wenn bei der Betrachtung der Wechselwirkungsquenchs im zweidimensionalen transversalen Ising-
Modells immer vom vollstindig unkorrelierten Zustand (4.105) ausgegangen wird, soll in Anhang C
dennoch erldutert werden, wie die Anfangswerte der Variationsparameter fiir Jy # 0 effizient bestimmt
werden konnen. Das hierzu verwendete Verfahren basiert auf einem Algorithmus von Sorella aus [245],
mit dessen Hilfe auch die Grundzustandsenergie und -magnetisierung des zweidimensionalen transversalen
Ising-Modells fiir einen weiten Parameterbereich von h/J bestimmt werden kénnen.

Bestimmung der Observablen

Die Bestimmung der Korrelationsfunktionen erfolgt fiir alle unabhéngigen Richtungen auf dem Gitter
wahrend der Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter a,(t) als
ein Monte-Carlo-Mittelwert. Der Betrag der Magnetisierung wird als Monte-Carlo-Mittelwert iiber die
gleichen Konfigurationen bestimmt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von €% und py, ergeben sich
ebenfalls unmittelbar aus dem Single-Splin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus.

Uberpriifung des Algorithmus

In dem beschriebenen Algorithmus zur Bestimmung der Zeitentwicklung des zweidimensionalen trans-
versalen Ising-Modells nach den Wechselwirkungsquenchs gibt es drei Parameter, die seine Effizienz
und Konvergenz beeinflussen. Bei diesen handelt es sich um die Anzahl M der Stichproben, iiber die
die Monte-Carlo-Mittelwerte fiir die Observablen und die Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der
Variationsparameter gebildet werden, die Anzahl mg der Monte-Carlo-Schritte zwischen zwei Messun-
gen bei der Bildung der Monte-Carlo-Mittelwerte sowie die Schrittweite d¢ der numerischen Integration
der Bewegungsgleichungen mithilfe des Runge-Kutta-Verfahrens. Unter einer Messung ist hierbei die
Beriicksichtigung der Konfiguration bei der Bestimmung des Monte-Carlo-Mittelwertes zu verstehen. Die
beiden erstgenannten Parameter gehéren zu dem in Anhang B beschriebenen Single-Spin-Flip-Monte-
Carlo-Algorithmus. Der Fehler der Monte-Carlo-Mittelwerte ist umgekehrt proportional zu der Wurzel
der Stichproben, iiber die die Mittelung erfolgt. Hierfiir ist von Bedeutung, dass die erzeugten Stich-
proben unabhéngig voneinander sind. Um dies zu gewéhrleisten, darf bei dem Single-Spin-Flip-Monte-
Carlo-Algorithmus nicht jede erzeugte Konfiguration bei der Bestimmung des Monte-Carlo-Mittelwertes
verwendet werden, sondern zwei Messungen miissen durch eine gewisse Anzahl an Monte-Carlo-Schritten
getrennt sein. Die Schrittweite §t schliellich beeinflusst die Konvergenz des Runge-Kutta-Verfahren. Die
Effizienz des Algorithmus ist umso hoher, je kleiner M und mg und je grofler 0t ist. Werden M und m
jedoch zu klein bzw. §t zu grofl gewihlt, so verschlechtert sich die Konvergenz des Algorithmus. Hier-
bei ist zwischen der Konvergenz des Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus und der Konvergenz des
Runge-Kutta-Verfahrens zu unterscheiden.
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(a) Renormierter Betrag der Magnetisierung (b) Korrelationsfunktionen
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Abbildung 4.15: Zeitentwicklung (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der
Korrelationsfunktionen mit r = (1,0), r = (1,1) und r = (2,0) bestimmt mithilfe des Variations-
Monte-Carlo-Algorithmus mit der Ansatzfunktion (4.103) fir das System der Grofle 16 x 16 nach
dem Wechselwirkungsquench (0,3.5) — (1,3.5). Fiir die Parameter M, mg und 0t wurden dabei
folgende Werte gewihlt: — (M = 20000, mg = 2N, 6t = 0.01), — (M = 40000, mgs = 2N, 6t = 0.01),

(M = 20000, mg = 4N, 6t =0.01), — (M = 20000, mgs = 2N, 6t = 0.001). Die Kurven fiir die ver-
schiedenen Parametersiitze fallen iiberein, d. h. das Verfahren konvergiert bereits fiir (M = 20000,
ms = 2N, &t = 0.01).

Um geeignete Werte fiir die Parameter M, mg und dt zu finden, werden ausgehend von einem Satz Pa-
rameter M und mg vergroflert und dt verkleinert, bis sich die erzeugten Resultate nicht mehr dndern
und der Algorithmus somit konvergiert ist. Hierzu wird das Quenchprotokoll betrachtet, welches die
hochsten Anspiiche an die Numerik stellt. Bei diesem handelt es sich um den Wechselwirkungsquench
(0,3.5) — (1,3.5) im 16 x 16-System, welcher den stiirksten betrachteten Wechselwirkungsquenchs im
grofiten betrachteten System darstellt. Konvergiert der Algorithmus fiir diesen Quench, so ist die Kon-
verenz auch fiir die anderen Quenchs gegeben. Als geeigneter Satz der Parameter M, mg und 0t hat
sich M = 20000, mg = 2N und 6t = 0.01 erwiesen. Zum Nachweis der Konvergenz des Algorithmus fiir
diese Parameter wurden M bzw. mg verdoppelt bzw. §t = 0.01 auf ein Zehntel reduziert. Wie der Dar-
stellung des zeitlichen Verlaufs des Betrages der Magnetisierung sowie der Korrelationsfunktion zwischen
Spins in verschiedenen Abstéinden zueinander in Abbildung 4.15 entnommen werden kann, beeinflus-
sen die beschriebenen Anderungen der Parameter die Resultate fiir die Zeitentwicklung der Observablen
nicht. Die Laufzeit des Verfahrens, um das 16 x 16- System bei den gewéahlten Parametern M = 20000,
mg = 2N und 6t = 0.01 um einen Zeitschritt zu propagieren, betréigt auf einem Kern eines Intel Xeon
E5-2680 v2, der auf 2,8 GHz taktet, ungefihr 400s. Es gilt zu beachten, dass obige Uberlegungen le-
diglich zeigen, dass der Algorithmus fiir die gewihlten Parameter konvergiert, d. h. unter Verwendung
der beschriebenen Ansatzfunktion und der sich daraus ergebenden Einschrankungen in Bezug auf die
Gestalt der Wellenfunktion die Zeitentwicklung korrekt beschreibt. Sie zeigen hingegen nicht, dass die
Ergebnisse des Variations-Monte-Carlo-Algorithmus mit der exakten Zeitentwicklung des Systems nach
den Wechselwirkungsquenchs iibereinstimmen. Die Giite der Beschreibung der Zeitentwicklung hiangt im
Falle der Konvergenz des Algorithmus somit nicht von dem Algorithmus selbst ab, sondern davon, wie
gut die Variationswellenfunktion die Wellenfunktion des Systems nach den Wechselwirkungsquenchs ap-
proximiert. Zur Abschétzung der Giite der Beschreibung der Zeitentwicklung in Abh#ngigkeit von dem
betrachteten Quenchprotokoll werden in den Abbildungen 4.16 und 4.17 die Ergebnisse des Variations-
Monte-Carlo-Algorithmus fiir das 4 x 4-System mit exakten Resultaten verglichen, die durch nume-
rische Integration der Schrodingergleichung bestimmt wurden. Verglichen werden der zeitliche Verlauf
des renormierten Betrages der Magnetisierung in Abbildung 4.16 sowie der zeitliche Verlauf der Kor-
relationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn in Abbildung 4.17. Der Zeitmittelwert der Observablen
ist in den Graphen eingezeichnet. Weiterhin werden die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Observablen fiir das mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Algorithmus sowie das mithilfe numerischer
Integration der Schréodingergleichung in der Zeit propagierte Systems verglichen. Zur Abschitzung der
Verhiiltnisse h/J, fiir die das Variations-Monte-Carlo-Verfahren unter Verwendung des Jastrowansatzes
zur Beschreibung des Relaxationsprozesses des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den
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Abbildung 4.16: (a)- (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrédingergleichung
bestimmten Resultaten (—) fiir die Magnetisierung des Systems und Resultaten des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes (—) nach Wechselwirkungsquenchs. Die Gra-
phen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf des renormierten Betrages der Magnetisierung
dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die Graphen der rechten
Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der moglichen Werte von pf,. Die Zeitmit-
tel wurden jeweils iiber das Zeitintervall [0,100] gebildet. Bei Betrachtung der Zeitentwicklung zeigen
sich Abweichungen in Bezug auf die Amplitude und Frequenz der auftretenden Oszillationen. Diese Ab-
weichungen treten zu umso fritheren Zeiten auf, je stirker der Quench ist, d. h. je kleiner h/J nach dem
Quench und je ndher das System somit dem Phaseniibergang ist. Die zeitlichen Mittelwerte des Betrages
der Magnetisierung sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der p7, hingegen zeigen abgesehen von dem
Quench (0,3.5) — (1,3.5) eine gute Ubereinstimmung.
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Abbildung 4.17: (a)- (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrédingergleichung
bestimmten Resultaten (—) fiir die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn und
Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes (—) nach
Wechselwirkungsquenchs. Die Graphen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf der Korrelati-
onsfunktion dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die Graphen
der rechten Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der moglichen Werte von e7*.
Die Zeitmittel wurden jeweils {iber das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Bei Betrachtung der Zeitentwicklung
zeigen sich Abweichungen in Bezug auf die Amplitude und Frequenz der auftretenden Oszillationen. Diese
Abweichungen treten zu umso fritheren Zeiten auf, je stirker der Quench ist, d. h. je kleiner ~/.J nach dem
Quench und je ndher das System somit dem Phaseniibergang ist. Die zeitlichen Mittelwerte der gleich-
zeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
€% hingegen zeigen abgesehen von dem Quench (0,3.5) — (1,3.5) eine gute Ubereinstimmung.

133



TABELLENVERZEICHNIS

(a) Renormierter Betrag der Magnetisierung
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Abbildung 4.18: Vergleich der Zeitmittelwerte (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und
(b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn fiir das 4 x 4- System nach den
Wechselwirkungsquenchs bestimmt mithilfe numerischer Integration der Schrodingergleichung (—) und
mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes (X ). Zusétzlich
ist der relative Fehler der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens aufgetragen. Es zeigt sich,
dass der relative Fehler fiir h/J > 4.5 in guter Niherung konstant ist und weniger als 1% betrigt. Fiir
kleinere Verhiltnisse h/J wiichst der Fehler schnell an.

Wechselwirkungsquenchs geeignet ist, werden die Quenchprotokolle (0,10) — (1,10), (0,7.5) — (1,7.5),
(0,5) — (1,5), (0,4) — (1,4) und (0,3.5) — (1, 3.5) betrachtet. Die Zeitentwicklung des Systems erfolgt
fiir beide Observablen sowohl mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens als auch mithilfe numeri-
scher Integration der Schrodingergleichung fiir Zeiten bis hin zu ¢t = 100. Das Zeitmittel wird iiber das
Zeitintervall [0, 100] gebildet. In den Graphen ist zwecks besserer Ablesbarkeit lediglich das Zeitintervall
[0, 10] dargestellt. Ein Vergleich des Verlaufs der Kurven zeigt, dass das Variations-Monte-Carlo-Verfahren
unter Verwendung des Jastrowansatzes (4.103) umso besser zur Beschreibung der Zeitentwicklung des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells geeignet ist, je grofier das Verhiltnis h/J ist. Nihert sich
das System dem Phaseniibergang, d. h. nihert sich das Verhiltnis h/J nach dem Quench dem Wert
(h/J)erit = 3.044, so zeigen sich Abweichungen zwischen der Zeitentwicklung mithilfe des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens und der exakten Zeitentwicklung. Diese Abweichungen betreffen sowohl die Am-
plitude als auch die Frequenz der auftretenden Oszillationen in der Zeitentwicklung der Observablen. Je
kleiner das Verhiiltnis h/J ist, zu umso fritheren Zeiten treten diese Abweichungen in Erscheinung. Die
zeitlichen Mittelwerte sowohl der Observablen als auch der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigen-
werte der die Observablen beschreibenden Operatoren hingegen werden gut reproduziert. Fiir diese sind
ab h/J = 4 Abweichungen zu beobachten, die mit kleiner werdendem Verhéltnis h/J zunehmen. Zur
Quantifizierung der Abweichungen ist in Abbildung 4.18 der Verlauf der Zeitmittelwerte fiir das mithilfe
des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zeitentwickelte System sowie das mithilfe numerischer Integration
der Schrodingergleichung exakt in der Zeit propagierte System in Abhéingigkeit von h/J sowie der rela-
tive Fehler der Ergebnisse des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens dargestellt. Aus der Abbildung kann
entnommen werden, dass der relative Fehler der Zeitmittelwerte des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens
bis h/J > 4.5 stabil bleibt und bei weniger als 1% liegt. Fiir kleinere Verhéltnisse h/J hingegen wichst
der Fehler stark an. Bei den in der Abbildung dargestellten Werten handelt es sich um Zeitmittel iiber
das Zeitintervall [0, 100]. Die Bildung des Zeitmittels erweist sich hierbei als stabil gegeniiber Anderung
des Zeitintervalls, iiber das die Mittelung erfolgt, und es zeigt sich, dass sich bereits bei Mittelung iiber
erheblich kiirzere Zeitintervalle in guter Naherung die gleichen Zeitmittelwerte ergeben. Dies ist in Abbil-
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(a) Renormierter Betrag der Magnetisierung (b) Gleichzeitige Korrelationsfunktion
zwischen néchsten Nachbarn
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Abbildung 4.19: Einfluss der Lénge des Zeitintervalls, iiber das das Zeitmittel gebildet wird, auf den
Zeitmittelwert (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelations-
funktion zwischen néchsten Nachbarn fiir das 4 x4 - System nach den Wechselwirkungsquenchs. Betrachtet
werden die Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes. Es
zeigt sich, dass die Zeitmittelwerte bereits fiir das kurze Zeitintervall [0, 10] einen Wert erreicht haben,
der stabil gegeniiber einer weiteren Verldngerung des Zeitintervalls ist.

dung 4.19 veranschaulicht. Die Mittelung erfolgt iiber die Zeitintervalle [0, 10], [0, 25], [0, 50] und [0, 100].
Betrachtet werden dabei die Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens. Ein Vergleich der Resul-
tate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu exakten Resultaten ist nur fiir das 4 x 4 - System moglich.
Da jedoch die Korrelationen zwischen Spins zu allen unabhéngigen Richtungen auf dem Gitter durch den
Jastrowansatz explizit beriicksichtigt werden, ist zu erwarten, dass der fiir das 4 x 4 - System beobachte-
te Grad der Ubereinstimmung zwischen den Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens und der
exakten Resultate auch fiir groflere Systemgrofien erhalten bleibt. Da zur Beantwortung der Frage, ob
das transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen nach Quenchs thermalisiert, Zeitmittel der Observa-
blen mit den thermischen Erwartungswerten verglichen werden, ist das Variations-Monte-Carlo-Verfahren
unter Verwendung des Jastrowansatzes aufgrund der guten Ubereinstimmung der Zeitmittel zu den Zeit-
mitteln der exakten Zeitentwicklung fiir die Untersuchung zum Auftreten von Thermalisierung geeignet.
Die Diskussion der Resultate fiir alle mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens betrachteten Sys-
temgrofen sowie ein Vergleich zum System im thermischen Gleichgewicht erfolgt gemeinsam mit den
Resultaten fiir die Feldquenchs in einem spéateren Kapitel. Zunéchst werde sich jedoch den Feldquenchs
zugewandt.

4.8.2 Feldquenchs

Die Betrachtungen zu den Wechselwirkungsquenchs haben gezeigt, dass die Beschreibung der Zeitentwick-
lung des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes
umso exakter ist, je grofier das Verhéltnis h/.J nach dem Quench ist. Fiir die Feldquenchs, die bei hg/J = 0
starten, wird h/J nach dem Quench derart gewéhlt, dass (h/J, Teg/J) mit der dem System nach dem
Quench aus den energetischen Betrachtungen zugeordneten effektiven Temperatur Teg noch innerhalb der
ferromagnetischen Phase liegt. In dem Kapitel zur Bestimmung der effektiven Temperatur wurde gezeigt,
dass dies fiir h/J ~ £(h/J)erie der Fall ist. Die betrachteten Verhéltnisse von h/J nach den Feldquenchs
sind somit bedeutend kleiner als die Verhéltnisse von h/J, fiir die die Beschreibung der Zeitentwicklung
des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrowansatzes eine
gute Ubereinstimmung zu der exakten Zeitentwicklung aufweist. Zudem ergibt sich das Problem, dass
der Anfangszustand

_ b
V2

nicht mithilfe des Jastrowansatzes dargestellt werden kann. Aus diesen Griinden ist zur Beschreibung der
Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den Feldquenchs mithilfe des
Variations-Monte-Carlo-Verfahrens eine neue Ansatzfunktion erforderlich.

Den Ausgangspunkt der Konstruktion der zeitabhéingigen Variationswellenfunktion zur Beschreibung des

Wt =0)) = —= (11 1, + W 1), ) (4.111)
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Systems nach den Feldquenchs bildet die Zeitentwicklung in der Basis der Eigenzusténde des Hamilton-
operators nach dem Quench. Bezeichnet F) die Energieeigenwerte des Systems nach dem Quench und
|¥») die zugehorigen Eigenzustéinde des Hamiltonoperators H , so kann der Zustand des Systems zum
Zeitpunkt ¢t > 0 ausgehend von der Schrodingergleichung geschrieben werden als

() = e U(t = 0)) = > e P (W, [T (1 = 0)) [Ty) (4.112)
A

Die E) und |¥,) sind dabei unbekannt, jedoch kénnen aufgrund der Struktur von |¥(¢ = 0)) nach
(4.111) einige Aussagen getroffen werden. |¥ (¢ = 0)) ist symmetrisch, d. h. invariant unter einem globalen
Spin-Umklapp. Infolgedessen verschwindet das Skalarprodukt (U,|¥(¢ = 0)) fiir alle antisymmetrischen
Zusténde |Uy). Die Hiilfte der Eigenzustinde von H sind somit fiir die Zeitentwicklung des Zustandes
des Systems unerheblich. Fiir die symmetrischen Eigenzusténde von H hingegen ist der Beitrag zur Zeit-
entwicklung des Systems umso grofer, je grofler die Entwicklungskoeffizienten der beiden vollstdndig in
z-Richtung magnetisierten Basiszustéinde in ihrer Darstellung in der x-Basis sind. Dies ist in Abbildung
4.20 fiir das 3 x 3-System fiir verschiedene Verhéltnisse h/J dargestellt.

5 «h/J =025 1 Abbildung 4.20: Uberlapp (¥,|¥(t=0)) zwi-
—~0sf en/J—=05 |] schen den Eigenzustinden des Hamiltonoperators
o BT =075 ] nach den Feldquenchs und dem Anfangszustand
1 0.6F enJ—1 |1 des Systems fiir verschiedene Verhaltnisse h/.J. Die
S0 ehfJ=1.25| ] Zusténde |¥) sind nach steigender Energie geord-
< 04F s 1 net. Der Uberlapp verschwindet fiir die antisymme-
2 0ol : ]  trischen Eigenzustinde von H und auch fiir einen

i . 1 groBen Anteil der symmetrischen Eigenzustinde

ol coobossemintie a5 2 od  und fiillt mit zunehmender Energie ab.

'S &
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512

Wie der Abbildung entnommen werden kann, ist fiir das 3 x 3-System bei kleinen Verhéltnissen h/J
auch von den symmetrischen Energieeigenzustéinden nur ein kleiner Anteil fiir die Zeitentwicklung des
Systems nach einem Feldquench von Bedeutung.

Ausgehend von der Darstellung der Zeitentwicklung des Zustandes in der Energieeigenbasis des Systems
nach dem Quench in (4.112) soll nun ein Variationsansatz fiir die zeitabhingige Wellenfunktion des Sys-
tems fiir das Variations-Monte-Carlo-Verfahren nach den Feldquenchs hergeleitet werden. Fiir h/J = 0
sind die Basiszustdnde der x-Basis Eigenzustinde des Hamiltonoperators. Die Energie eines Basiszustan-
des wird ausschliefflich durch die Anzahl n der Kinks in ihm bestimmt. Hieraus ergeben sich diskrete
Energieniveaus des Systems und die Eigenzusténde seines Hamiltonoperators zu einer gegebenen Energie
beinhalten nur Basiszustinde mit der gleichen Kinkzahl. Durch Einschalten des Transversalfeldes ist der
Hamiltonoperator nicht mehr diagonal in der x-Basis. Seine Energiebdnder werden wie in Abbildung
4.21 fiir das 3 x 3-System gezeigt aufgebogen und in der Darstellung in der x-Basis enthélt jeder der
Energieeigenzustinde nicht mehr nur Basiszustdnde mit der gleichen Anzahl an Kinks.

! ] Abbildung 4.21: Verlauf der Eigenwerte E) des
0.5 ﬁ Hamiltonoperators H fiir das 3 x 3- System. Die E
. . sind nach steigender Energie geordnet. Fiir h/J = 0
2 0 e ergeben sich einzelne Energiebénder, innerhalb de-
T [ - rer jeder Eigenzustand von H nur Basiszusténde der
m‘ 0.5 e h/J=0 r/J=075]] x-Basis mit der gleichen Kinkzahl N enthalt. Mit
N eh/J =025 eh/J=1 _ zunehmendem Transversalfeld h/J wird die ener-
eh/J=05 eh/J=125[7 getische Entartung aufgehoben und es erfolgt eine

9 T S N W Aufbiegung der Energiebénder.

0 64 128 192 256 320 384 448 512

Hierbei sei darauf hingewiesen, dass fiir Systeme mit ungerader Kantenldnge die Energieeigenwerte im
Gegensatz zu Systemen mit gerader Kantenléinge nicht symmetrisch zu null liegen. Dies folgt daraus,
dass bei ungerader Kantenléinge einige der in (4.14) angegebenen grofien Kinkzahlen nicht angenommen
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Abbildung 4.22: Betrag der Entwicklungskoeffizienten der drei Eigenzusténde von H mit dem grofiten
Uberlapp mit dem Anfangszustand des Systems fiir das 3 x 3- System (siehe Abbildung 4.20) und ver-
schiedene Verhéltnisse h/J in der x-Basis. Der Farbcode ist @ h/J =0.25, e h/J = 0.5, ¢« h/J = 0.75,
e h/J=1.0, e h/J = 1.25. Die Basiszustiinde der x-Basis sind nach steigendem m (Anzahl Spin down)
und n (Anzahl Kinks) angeordnet. Die Entwicklungskoeffizienten fiir verschiedene (m, n) sind dabei durch
gestrichelte Linien voneinander abgegrenzt. Fiir ein gegebenes (m, n) stimmen die Entwicklungskoeffizien-
ten in guter Ndherung iiberein. Die moglichen Werte von (m,n) kénnen Tabelle 4.1 entnommen werden.

m | o |1 2 3 4 5 6 7
n| o] 4 ]6,8)|6,810,12 | 8,10,12 | 8,10,12 | 6,8,10,12 | 6,8

Tabelle 4.1: Mogliche Werte von (m,n) fiir das 3 x 3 - System.

werden konnen. Im Falle des 3 x 3- Systems sind beispielsweise nur die Kinkzahlen n = 0,4, 6, 8,10 und
12 moglich. Es existiert somit eine groflere Anzahl an negativen als an positiven Energieeigenwerten. Eine
genauere Betrachtung der Energieeigenzustinde zeigt, dass fiir kleine Verhéltnisse h/J in der Darstellung
in der x-Basis Basiszusténde mit der gleichen Anzahl m an Spin down, d. h. der gleichen Magnetisierung,
und der gleichen Anzahl n an Kinks, d. h. dem gleichen Energiebeitrag aus dem Diagonalanteil des
Hamiltonoperators, in guter Naherung die gleichen Entwicklungskoeffizienten haben. Dies ist in Abbildung
4.22 fiir das 3 x 3-System fiir die drei Eigenzustinde des Hamiltonoperators nach dem Feldquench mit
dem groBten Uberlapp mit dem Anfangszustand fiir verschiedene Verhiltnisse von h/.J dargestellt. Diese
Beobachtung erlaubt folgende Néherung fiir die Energieeigenzusténde |¥,) nach dem Quench:

W) = > e [Umn) - (4.113)

m,n

Bei den c;\n,n handelt es sich um Entwicklungskoeffizienten und die Zusténde |¥,, ,) sind die normierten
symmetrischen Uberlagerungen aller Basiszustéinde der x-Basis mit m Spin down und n Kinks:

N"Tl.'ll
. |
(W n) = L) (4.114)

\% va” k=1

Die Summation iiber k lduft iiber alle Basiszustéinde der x-Basis mit m Spin down und n Kinks, deren
Anzahl mit N,, , bezeichnet werde. Die Giite der gemachten N&herung hingt vom Verhéltnis h/J ab.
Wihrend sie fiir h/J = 0 exakt ist, verschlechtert sich die Approximation mit zunehmendem h/J. Aus
diesem Grund wird sie im Folgenden nur auf Feldquenchs angewendet, die im vollstéindig magnetisierten
Zustand starten und die ferromagnetische Phase nicht verlassen. Weiterhin sind die im System vorhan-
denen Symmetrien fiir die Giite der Ndherung von Bedeutung. Eng verkniipft hiermit ist die rdumliche
Dimensionalitidt d des Systems. Die Zuordnung desselben zeitabhéngigen Variationsparameters zu zwei
Basiszusténden ist genau dann exakt, wenn sie durch Symmetrietransformationen ineinander tiberfiihrt
werden konnen. Hierzu gehoéren Translationen, Rotationen sowie Spiegelungen. Je hoher die Dimensiona-
litéit des Systems ist, desto grofer ist die Anzahl an Symmetrien. Es werde beispielsweise ein Zustand mit
zwei Spin down in einem System aus N Spins betrachtet, die iibernéchste Nachbarn zueinander sind. Im
eindimensionalen System mit periodischen Randbedingungen besteht lediglich eine Translationsymmetrie.
Hieraus ergeben sich N dquivalente Basiszustdnde. Wird hingegen das System in zwei Dimensionen be-
trachtet, so kénnen die beiden Spin down entweder {ibernéchste Nachbarn in z-Richtung oder iibernéchste
Nachbarn in y-Richtung sein. Es existieren somit 2/N dquivalente Basiszusténde. Dies setzt sich in noch
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hoheren Dimensionen entsprechend fort und zeigt sich in &hnlicher Weise fiir Konfigurationen mit mehr
Spin down und gréfleren Kinkzahlen.

Mithilfe der Ndherung in (4.113) ergibt sich fiir die Zeitentwicklung in der Eigenbasis des Hamiltonope-
rators nach dem Quench in (4.112)

(W)~ > Y e U(E=0)) ), [Uinin) - (4.115)

m,n X\

o (t)

Die Ansatzfunktion fiir das Variations-Monte-Carlo-Verfahren zur Beschreibung der Zeitentwicklung des
Systems nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase ausgehend von dem vollstéindig magneti-
sierten Zustand ist somit gegeben durch

(T() = mn(t) [Timn) - (4.116)

Die am n(t) sind die zeitabhéngigen Variationsparameter. IThre Anfangswerte sind reellwertig. Sie lauten

(4.117)

Ao (t =

0) = % fiir (m,n) = (0,0) bzw. (N,0) .
0 sonst

Unter der unitidren Zeitentwicklung sind die ay, ,,(¢) im Allgemeinen komplexwertig.

Der Ansatz unterteilt den Hilbertraum in Unterrdume aus Zustédnden mit der gleichen Magnetisierung
s = N‘% und dem gleichen Energiebeitrag des Diagonalanteils des Hamiltonoperators zur Gesamtener-
gie des Systems 1% = % Die Unterrdume werden mit H,, , bezeichnet und es ist dim(Hu,n) = Nuons
wobei Y Ny = (fx > Ubergénge zwischen den Unterriumen werden durch Spinflips vermittelt. In der

x-Basis werden Spinflips durch die Wirkung der Operatoren 65 sowie 6 hervorgerufen. Im Hamilton-
operator des transversalen Ising-Modells tauchen nur die Operatoren 6 auf. Sie sind an das externe
transversale Feld gekoppelt. Uberginge zwischen den Unterrdumen werden somit durch die Wirkung des
externen transversalen Feldes hervorgerufen. Durch den Umklapp eines Spins wird die Anzahl m der Spin
down des Systems um 1 erhoht oder erniedrigt und die Anzahl der Kinks &dndert sich um +4, +2 oder
0. Somit ist jeder Unterraum des Systems mit bis zu 10 anderen Unterrdumen verbunden. Es werden
nun zwei Unterrdume (m,n) und (m’,n’) betrachtet. Die Anzahl der Uberginge zwischen (m,n) und
(m’,n’) werde mit Ty, pyms s bezeichnet. Ty, mr ns st symmetrisch bzgl. der Vertauschung von (m,n)
und (m’,n’). Weiterhin gilt Zm’,n’ Tonngm/ ' =N - Ny .

Die Anzahl der Unterrdume (m,n) und somit der Variationsparameter wichst in fiihrender Ordnung
quadratisch mit der Anzahl N der Spins des Systems. Dies ergibt sich daraus, dass die moglichen Werte
der Anzahl m der Spin down durch N +1 gegeben ist. Die moglichen Werte der Kinkzahl n sind wiederum
abhéngig von m. Im Falle des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells betrifft diese Abhéngigkeit
sowohl die minimale Anzahl an Kinks fiir ein gegebenes m als auch ihre maximale Anzahl. Demgegeniiber
betrigt die minimale Anzahl an Kinks fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell mit periodischen
Randbedingungen fiir 0 < m < N immer 2. Auf die genauen moglichen Werte von n in Abhéingigkeit von
m wird im weiteren Verlauf der Dissertation noch genauer eingegangen werden. Thre Anzahl wéchst aber
ebenfalls in fiihrender Ordnung linear mit IV, sodass sich die quadratische Abhéngigkeit der Anzahl der
Variationsparameter mit der Anzahl der Spins des Systems ergibt. Somit wird durch die Variationswel-
lenfunktion (4.116) zur Beschreibung des Systems nach den Feldquenchs wie im Falle des Jastrowansatzes
fiir die Wechselwirkungsquenchs die Anzahl der zu beriicksichtigenden Parameter fiir die Zeitentwicklung
des Systems von einem Wert, der exponentiell mit der SystemgroBe gemif 2V anwichst, reduziert zu
einem Wert, der algebraisch mit N anwéchst. Im Falle der Feldquenchs ist die fithrende Ordnung quadra-
tisch in IV, wohingegen fiir die Wechselwirkungsquenchs die fithrende Ordnung linear in N ist. Weiterhin
bleibt die Symmetrie des Anfangszustandes fiir endliche Systemgréfien unter der unitéiren Zeitentwicklung
erhalten. Aus diesem Grund geniigt die explizite Betrachtung der Variationsparameter mit 0 < m < %
Die Variationsparameter mit m > % ergeben sich dann geméB oy, n(t) = an—mn(t). Die genaue An-
zahl der Variationsparameter fiir die im Folgenden betrachteten sowie einige weitere Systemgrofien sei an
dieser Stelle bereits vorweggenommen. Die Werte kénnen Tabelle 4.2 entnommen werden. In Abbildung
4.23 ist der in fiihrender Ordnung quadratische Verlauf ihrer Anzahl mit der Systemgriofie dargestellt.
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L 2 4 6 8 10 12 14 16
N 4 16 36 64 100 144 196 256
Anzahl der 4 45 9255 848 | 2144 | 4551 | 8489 | 14834
Variationsparameter

Tabelle 4.2: Anzahl der unterschiedlichen Variationsparameter a,, »(t) in der Ansatzfunktion (4.116) zur
Beschreibung der Zeitentwicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf dem Quadrat-
gitter mit Kantenldnge L nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase. In fithrender Ordnung
wiichst die Anzahl der Variationsparameter mit N2 = L.

Abbildung 4.23: Anzahl der unterschiedlichen Va- g
riationsparameter «,, ,(t) in der Ansatzfunktion © 1o — ' ]
(4.116) zur Beschreibung der Zeitentwicklung des % :gii: T
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf § 12288 %2: . = ] 7
dem Quadratgitter mit Kantenlinge L nach den % L2t - g ]
Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase. Die Da- = 81921 go " o P ]
tenpunkte geben die Werte der Anzahl der Variati- "% i 22 2% 2t 27 20 ot 2
onsparameter in Abhiingigkeit von der Systemgréfie = 4006} g i
N an. Bei der gestrichelten Linie handelt es sich % I X
um einen Least-Square-Fit mit a - N2. In der ein- X P S il . .

< 0 64 128 192 256

gebetteten Grafik erfolgt die Auftragung doppeltlo-
garithmisch zur Veranschaulichung des Wachstums
mit N2,

Die Bestimmung der N,,, und der T}, .’ n/ ist ein rein kombinatorisches Problem. Die Dimensionen
der Unterrdume sowie die Anzahl der Ubergiinge zwischen ihnen hiingen ausschlielich von der System-
groBle ab. Insbesondere sind sie unabhéngig von den Parametern des Hamiltonoperators und somit auch
von dem betrachteten Quenchprotokoll, miissen also fiir eine gegebene Systemgrofie lediglich ein einzi-
ges Mal bestimmt werden. Auf ihre Bestimmung wird im weiteren Verlauf der Dissertation eingegangen
werden. Zuniichst werden jedoch die sich aus dem Ansatz (4.116) ergebenden Bewegungsgleichungen der
Variationsparameter oy, ,,(¢) nach den Feldquenchs bestimmt.

Bewegungsgleichungen

Den Ausgangspunkt zur Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter bildet wiederum
die Minimierung des euklidischen Abstandes zwischen der exakten Zeitentwicklung der Variationswellen-
funktion des Systems zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ und ihrer Variationszeitentwicklung. Die exakte
Zeitentwicklung des Variationszustandes ist durch die Schrodingergleichung bestimmt geméf

Weatc (1)) = —oH [W(2) (4.118)

und die Variationszeitentwicklung ist durch die partielle Ableitung der Variationswellenfunktion nach der
Zeit gegeben

(1) = 21 100} (4.119)

Der euklidische Abstand wird in der x-Basis bestimmt. Die Summation iiber alle Basiszustinde wird
aufgespalten in Summationen iiber die einzelnen Unterrdume (m, n). Somit ergibt sich fiir den euklidischen
Abstand der exakten und der Variationszeitentwicklung

D(t) = Z ’<\Ij§;’,n'|\i/exakt (t)> - <\Ij%/7n/|\i/var(t)> ’ . (4120)

m’ n' k'’

Die Summation iiber m' liuft {iber alle méglichen Anzahlen an Spin down im System, d. h. von 0 bis
N, die Summation iiber n’ iiber alle erlaubten Kinkzahlen fiir ein gegebenes m und die Summation iiber
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k' iiber alle Basiszustinde, die zum Unterraum (m’,n’) gehoren. Einsetzen der Variationswellenfunktion
(4.116) ergibt

2

Ay n , é[m/ n’ (t)
D(t) = — (Wk', H|UE ) — =22 (4.121)
TR N

Offensichtlich ist der euklidische Abstand der exakten und der Variationszeitentwicklung minimal, wenn
jeder einzelne Summand verschwindet. Hieraus ergibt sich die Bedingung

%’ « / N
—mn m.n (Ok, | H[WE Y (4.122)
m ,n’ Z n 'V m n ; ’ '

Es wird nun iiber alle Zustdnde des Unterraumes (m’,n’) summiert. Der Summationsindex dieser Sum-
mation werde mit k" bezeichnet. Die Terme der linken Seite der Gleichung haben fiir jeden Basiszustand
der x-Basis aus dem Unterraum (m’,n’) den gleichen Wert. Die Summation entspricht somit einer Mul-
tiplikation mit der Dimensionalitét N, s des Unterraumes (m’,n’). Auf der rechten Seite besteht eine
Abhiingigkeit der Summanden von k', sodass hier die Summation explizit ausgefiihrt werden muss. Es
ergibt sich somit

14/ Nm/,n’dm/,n Z i‘/m% Z \Ijm n ‘H|\anm> . (4123)
k,k’

Bei der Auswertung der Matrixelemente auf der rechten Seite der Gleichung ist zwischen der Wirkung
des Diagonalanteils und des Nichtdiagonalanteils des Hamiltonoperators zu unterscheiden. Aus dem Dia-
gonalanteil ergeben sich Ny, v Beitrége, die jeweils den Wert —J(N —n’) haben. Der Nichtdiagonalanteil
ist durch die Anzahl der Ubergiinge zwischen den Unterrdumen (m,n) und (m/,n’) multipliziert mit —h/2
gegeben. Somit folgt

1\ N s Gt e (£) = —JT}"#(N —n) - Z T;"L i - (4.124)

Division durch /Ny, , ergibt schliefflich

Wi e (8) = =T (N = 1)ty s ( Z Lo sntymin : (4.125)

amn
\/ m n’\/ m,n

tm ' sman

Dies sind die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Feldquenchs ausgehend von der
Ansatzfunktion (4.116). Bei ihnen handelt es sich um ein System gekoppelter linearer Differentialglei-
chungen mit konstanten (zeitunabhiingigen) Koeffizienten. Die Zeitunabéngigkeit der Koeflizienten stellt
einen entscheidenden Unterschied zu den Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Wech-
selwirkungsquenchs in (4.109) dar, die sich aus dem Jastrowansatz (4.103) ergeben. Die Koeffizienten der
Differentialgleichungen miissen somit nur ein einziges Mal bestimmt werden, wobei die Koeflizienten der
Beitréige, die sich aus dem Diagonalanteil des Hamiltonoperators ergeben, bereits bekannt sind. Es ver-
bleibt somit lediglich die Bestimmung der ¢,/ n/:m . Diese sind wie die Ty, n/im,n symmetrisch bzgl.
der Vertauschung von (m,n) und (m/,n’). Fiir die Anzahl der Ubergéinge Ty y/im.n zwischen den Un-
terrdumen (m’,n’) und (m,n) sowie die Dimensionalitit N, ,, bzw. Ny, - der Unterrdume (m,n) bzw.
(m/,n") wurde bereits erldutert, dass sie lediglich von der Systemgréie N abhéngig sind und nicht von
den Parametern des Hamiltonoperators und somit auch nicht von dem betrachteten Quenchprotokoll.
Diese Unabhéngigkeit von dem Quenchprotokoll besteht somit auch fiir die ¢, pn/:m,n. Auf die Bestim-
mung der ¢,/ n/im,n Wird im folgenden Abschnitt eingegangen werden. Die Summation {iber m und n lduft
iiber alle Unterrdume, die ausgehend von (m’,n’) durch Umklapp eines einzelnen Spins erreicht werden
konnen. Da jeder Unterraum durch den Umklapp eines einzelnen Spins mit lediglich bis zu 10 anderen
Unterrdumen verkniipft ist, kann das Gleichungssystem durch eine diinn besetzte Matrix (Sparse Matrix)
dargestellt werden. Die numerische Integration der Bewegungsgleichungen erfolgt wiederum mit der aus
den Numerical Recipes in C++ [219] entnommenen Routine rk4.cpp fiir ein Runge-Kutta-Verfahren 4.
Ordnung. Die Anfangswerte der Variationsparameter wurden bereits in (4.117) angegeben.
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Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter

Um die Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Feldquenchs 16sen zu kénnen, miissen
noch die Koeffizienten

jm nym/’,n’
t ol ) = ——— 4126
m,n;m’,n N - N - ( )

bestimmt werden. Hierzu sind sowohl die Dimensionalitét aller Unterrdume des Hilbertraumes des Sys-
tems als auch alle Ubergéinge zwischen ihnen erforderlich. Fiir das eindimensionale transversale Ising-
Modell auf der linearen Kette mit periodischen Randbedingungen existieren analytischen Ausdriicke
fiir die gesuchten Groflen. Auf diese wird in Anhang D eingegangen und die Resultate des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens werden mit den exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik verglichen. Fiir
das zweidimensionale transversale Ising-Modell hingegen, dem das eigentliche Interesse der Betrachtun-
gen gilt, sind keine analytischen Ausdriicke fiir die t(m,n;m’,n’) bekannt. Aufgrund des exponentiellen
Wachstums der Dimensionalitdt des Hilbertraumes mit der Systemgréfle kénnen die N,,, sowie die
T msme n lediglich fiir kleine Systemgréfien bis hin zu 6 x 6 durch Abzéhlen bestimmt werden. Zu diesem
Zweck werden alle moglichen Konfigurationen des Systems durchlaufen und fiir jede Konfiguration die
Anzahl m der Spin down sowie die Anzahl n der Kinks bestimmt. Zur Bestimmung der Uberginge muss
neben der Orientierung eines Spins auch die Orientierung seiner néchsten Nachbarn betrachtet werden.
Hierbei ergeben sich 10 mogliche Konfigurationen aus der Orientierung des betrachteten Spins sowie der
Anzahl unmittelbar benachbarter Spin down bzw. Spin up entsprechend den bis zu 10 Unterrdumen,
mit denen jeder Unterraum des Hilbertraumes durch Umklappen eines einzelnen Spins verkniipft ist. In
Tabelle 4.3 sind diese Konfigurationen sowie die zugehérigen Uberginge zusammengefasst. Fiir grofiere
Systeme konnen die IV, , sowie die T}y, pn:m’ s mithilfe von Monte-Carlo-Verfahren bestimmt werden. Da-
bei ist jedoch zu beachten, dass es mit Standard-Monte-Carlo-Verfahren aufgrund von Unterschieden der
Dimensionalitéit der einzelnen Unterrdume des Hilbertraumes von zum Teil vielen Gréenordnungen nicht
moglich ist, innerhalb einer endlichen Laufzeit eine zuverlidssige Schétzung der Dimensionalitdt der klei-
nen Unterrdume sowie der Ubergéinge aus ihnen heraus bzw. in sie hinein zu erhalten. Aus diesem Grund
wird im Folgenden Rare Event Sampling (RES) verwendet. Rare Event Sampling stellt einen Oberbegriff
fiir verschiedene Monte-Carlo-Verfahren dar, die selektiv Stichproben fiir bestimmte Regionen des Konfi-
gurationsraumes ereugen, die durch Brute-Force-Methoden nur mit geringer Wahrscheinlichkeit erreicht
werden und infolgedessen eine groffe Anzahl erzeugter Stichproben und somit lange Laufzeiten bedingen
wiirden. Das im Rahmen der vorliegenden Dissertation angewendete Verfahren zur Bestimmung der Ny, ,,
sowie der Ty pim/ o/ geht zuriick auf Alexander Hartmann [246]. Das Verfahren sowie seine Anwendung
auf das vorliegende Problem werden in Anhang E detailliert beschrieben.

Orientie%“ung A.I.lzahl Spin down énzahl Spin up {Tbergang
des Spins néchste Nachbarn néchste Nachbarn
0 down 4 0 (m,n) = (m—1,n+4)
1 down 3 1 (m,n) = (m—1,n+2)
2 down 2 2 (m,n) = (m—1,n)
3 down 1 3 (m,n) = (m—1,n—2)
4 down 0 4 (m,n) —» (m—1,n—4)
5 up 4 0 (m,n) » (m+1,n—4)
6 up 3 1 (m,n) = (m+1,n—2)
7 up 2 2 (m,n) = (m+1,n)
8 up 1 3 (m,n) = (m+1,n+2)
9 up 0 4 (m,n) = (m+1,n+4)

Tabelle 4.3: Mit dem Umklapp eines Spins verkniipfte Uberginge zwischen den Unterriumen. Die
urspriingliche Konfiguration des Systems gehore zu dem Unterraum (m,n).
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Bestimmung der Observablen

Wihrend die zeitabhéingigen Erwartungswerte der Korrelationsfunktionen und des Betrages der Magne-
tisierung sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden
Operatoren im Rahmen des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens nach den Wechselwirkungsquenchs unter
Verwendung des Jastrowansatzes durch den Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus bestimmt werden,
existieren nach den Feldquenchs direkte funktionale Zusammenhinge zwischen der Korrelationsfunkti-
on néchster Nachbarn sowie dem Betrag der Magnetisierung zu den Variationsparametern o, ,(t) der
Ansatzfunktion (4.116). Fiir den Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung des Systems zum
Zeitpunkt t lautet dieser Zusammenhang

P () = (i), = > lamn (@) - ] - (4.127)

m,n

Dabei sind die up*, die Eigenwerte von i gemiss (4.13) und die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
der Magnetisierung des Systems zum Zeitpunkt ¢ den Wert p, zu erhalten, ist gegeben durch

pt(:u'fn) = Z |am,n(t)|2 . (4128)

Der Erwartungswert der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn ergibt sich zu

Can(t) = (Ci)e = D laman (B - €5 (4.129)

m,n

mit den 2% gemaf (4.14). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der €%* ist dabei

pe(Ed™) = lamn (). (4.130)

m

Zur Bestimmung des Erwartungswertes der Korrelationsfunktion zwischen weiter voneinander entfernten
Positionen des Systems sind zusétzlich die Werte

1 ax A
Cr(m,n) = &~ SN (U L 6RR T, (4.131)
"R &k

erforderlich. IThre Bestimmung erfolgt im Rahmen des in Anhang E beschriebenen Monte-Carlo-Verfahrens
fir die Ny, und Ty iy /. Mithilfe der Cr(m,n) kann der Erwartungswert der Korrelationsfunktion
zweier Spins im Abstand r zum Zeitpunkt ¢ geschrieben werden als

O () = (C2%), = 3 [ama ()] - Cr(m,n) . (4.132)

m,n

Uberpriifung des Algorithmus

Nach der Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter nach den Feldquenchs sowie der
Beschreibung der Bestimmung der Observablen wird der Algorithmus im Folgenden iiberpriift. Hierzu
wird wie im Falle der Wechselwirkungsquenchs das System der Grife 4 x 4 betrachtet, dessen Zeitentwick-
lung noch mithilfe numerischer Integration der Schrédingergleichung bestimmt werden kann. In Abbildung
4.24 werden der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung
sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte i, des Magnetisierungsopera-
tors ¥ bestimmt mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens mit den exakten Ergebnissen vergli-
chen. Die Zeitmittel wurden dabei iiber das Zeitintervall [0, 100] gebildet. Abbildung 4.25 zeigt einen
entsprechenden Vergleich fiir die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn sowie
die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte £-* von C‘ﬁ;f Betrachtet werden die
zu Beginn des Kapitels angegebenen Quenchprotokolle und es werden die durch Abzdhlen bestimmten
Werte der t,, n:m/ n fiir das Variations-Monte-Carlo-Verfahren verwendet. Fiir die betrachteten Quench-
protokolle zeigt sich fiir das 4 x 4-System eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den Resultaten
der numerischen Zeitentwicklung der Schréodingergleichung sowie des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens.
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Abbildung 4.24: (a)- (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrédingergleichung
bestimmten Resultaten (—) fiir die Magnetisierung des Systems und Resultaten des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Variationswellenfunktion (4.116) (—) nach Feldquenchs. Die
Graphen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf des renormierten Betrages der Magnetisierung
dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die Graphen der rechten
Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der méglichen Werte der Magnetisierung
des Systems. Die Zeitmittel wurden jeweils iiber das Zeitintervall [0,100] gebildet. Bei Betrachtung der
Zeitentwicklung zeigen sich fiir die stérksten Quenchs leichte Abweichungen in Bezug auf die Amplitude
der auftretenden Oszillationen. Die Frequenz der Oszillationen und die zeitlichen Mittelwerte sowohl der
Observablen pfy als auch der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der uf, werden sehr gut reproduziert mit
sehr kleinen Abweichungen lediglich fiir den stérksten betrachteten Feldquench (1,0) — (1, 1.25).
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Abbildung 4.25: (a)- (e) Vergleich zwischen mithilfe numerischer Integration der Schrédingergleichung
bestimmten Resultaten (—) fiir die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen n#chsten Nachbarn
und Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Variationswellenfunkti-

n (4.116) (—) nach Feldquenchs. Die Graphen in der linken Spalte stellen den zeitlichen Verlauf der
Korrelationsfunktion dar. Die gestrichelten Linien sind die Zeitmittel der entsprechenden Kurven. Die
Graphen der rechten Spalte zeigen die zeitgemittelte Wahrscheinlichkeitsverteilung der moglichen Wer-
te von %%, Die Zeitmittel wurden jeweils iiber das Zeitintervall [0,100] gebildet. Bei Betrachtung der
Zeitentwicklung zeigen sich fiir die stérksten Quenchs leichte Abweichungen in Bezug auf die Amplitude
der auftretenden Oszillationen. Die Frequenz der Oszillationen und die zeitlichen Mittelwerte sowohl der
Observablen C¥? als auch der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der €5* werden sehr gut reproduziert mit
sehr kleinen Abweichungen lediglich fiir den stirksten betrachteten Feldquench (1,0) — (1,1.25).
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Abbildung 4.26: Vergleich der Zeitmittelwerte (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und
(b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn fiir das 4 x 4- System nach den
Feldquenchs bestimmt mithilfe numerischer Integration der Schrédingergleichung (—) und mithilfe des
Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Ansatzfunktion in (4.116) (X ). Zusétzlich ist
der relative Fehler der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens aufgetragen. Es zeigt sich, dass
der relative Fehler fiir A/J < 1 in guter Niherung konstant ist und weniger als 1 Promille betrigt. Fiir
grofere Verhéltnisse h/J wichst der Fehler schnell an und iberschreitet bei h/J = 1.5 den Wert von 1%.

Diese Ubereinstimmung bleibt auch fiir groBere Zeiten als das Zeitintervall [0, 10] erhalten, auf das sich
aus Darstellungsgriinden in den Abbildungen beschréinkt wurde. Die Frequenz der auftretenden Oszilla-
tionen im zeitlichen Verlauf sowohl des renormierten Betrages der Magnetisierung als auch der gleichzeiti-
gen Korrelationsfunktion zwischen niichsten Nachbarn wird durch das Variations-Monte-Carlo-Verfahren
hervorragend wiedergegeben. Bei Betrachtung der Amplituden zeigen sich fiir die stérkeren Quenchs
geringfiigige Abweichungen zwischen den exakten Resultaten und den Resultaten des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens, die jedoch nur einen unwesentlichen Einfluss auf den zeitlichen Mittelwert haben, der
ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung aufweist. Die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
sowohl der p7, als auch der €7® stimmen fiir alle betrachteten Quenchprotokolle ebenfalls tiberein. Ins-
gesamt zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den exakten Resultaten und den Resulta-
ten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens, wobei die Ubereinstimmung umso besser ist, je kleiner das
Verhiltnis h/.J ist. Dies wurde bereits bei der Herleitung der Ansatzfunktion angemerkt und bildet einen
Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs, nach denen aufgrund des verwendeten Jastrowansatzes die
Beschreibung der Zeitentwicklung des Systems umso exakter ist, je grofer das Verhiiltnis h/J ist. Zur
Quantifizierung der Abweichungen zwischen der exakten Zeitentwicklung sowie der Zeitentwicklung der
Observablen mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens nach den Feldquenchs im 4 x 4- System ist
in Abbildung 4.26 der Verlauf der Zeitmittelwerte fiir das mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens
zeitentwickelte System sowie das mithilfe numerischer Integration der Schrodingergleichung exakt in der
Zeit propagierte System in Abhéngigkeit von h/J sowie der relative Fehler der Ergebnisse des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens dargestellt. Wie Abbildung 4.26 entnommen werden kann, bleibt der relative
Fehler der Zeitmittelwerte des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens bis hin zu h/J = 1 unter 1 Promille.
Fiir groBere Verhéltnisse h/J wichst der Fehler an und erreicht bei etwa h/J = 1.5 einen Wert von 1 %.
Die in der Abbildung dargestellten Zeitmittel wurden iiber das Zeitintervall [0,100] gebildet. Abbildung
4.27, in der die zeitgemittelten Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens fiir die Zeitintervalle
[0, 10], [0,25], [0,50] und [0,100] dargestellt sind, zeigt, dass die Bildung des Zeitmittels dabei wie be-
reits fiir die Wechselwirkungsquenchs stabil gegeniiber Anderung des Zeitintervalls ist. Ein Vergleich der
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(a) Renormierter Betrag der Magnetisierung (b) Gleichzeitige Korrelationsfunktion
zwischen néchsten Nachbarn
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Abbildung 4.27: Einfluss der Lénge des Zeitintervalls, iiber das das Zeitmittel gebildet wird, auf den
Zeitmittelwert (a) des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelations-
funktion zwischen n#ichsten Nachbarn fiir das 4 x 4 - System nach den Feldquenchs. Betrachtet werden die
Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung der Ansatzfunktion (4.116). Bereits
das Zeitmittel iiber das kurze Zeitintervall [0, 10] ist stabil gegeniiber einer Verldngerung des Zeitintervalls.

Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu exakten Resultaten ist wiederum nur fiir das 4 x 4-
System méglich. Da durch die Ansatzfunktion (4.116) nur Korrelationen zwischen néchsten Nachbarn
unmittelbar erfasst werden, ist eine Abnahme der Genauigkeit der Approximation der exakten Zeitent-
wicklung mit zunehmender Grofle des Systems zu erwarten. Aufgrund der hohen Anzahl an Symmetrien
innerhalb des zweidimensionalen Quadratgitters und der Bedeutung insbesondere kurzreichweitiger Kor-
relationen innerhalb der ferromagnetischen Phase wird diese Abnahme der Genauigkeit bei Beschriankung
der Betrachtungen auf Quenchprotokolle, fiir die das System die ferromagnetische Phase nicht verlasst,
nur geringfiigig sein und sich hauptséchlich auf den genauen zeitlichen Verlauf der Erwartungswerte der
Observablen und weniger auf ihre zeitlichen Mittelwerte auswirken.

4.8.3 Resultate

Im Anschluss an die Beschreibung der Anwendung des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens auf das zwei-
dimensionale transversale Ising-Modell nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs widmet sich
das folgende Kapitel der Diskussion der gewonnenen Resultate fiir die beiden Quenchprotokolle. Fiir die
Systemgrofien 4 x 4, 8 x 8, 12 x 12 und 16 x 16 werden die Zeitentwicklung des Erwartungswertes des
renormierten Betrages der Magnetisierung sowie der Korrelationsfunktionen zwischen nichsten Nachbarn
bestimmt und ihre Zeitmittel sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte
der die Observablen beschreibenden Operatoren mit denjenigen des Systems im thermischen Gleichge-
wicht bei der dem System nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur T.g verglichen. Die
Ergebnisse fiir die unterschiedlichen Systemgréfien werden anschliefend genutzt, um mithilfe von Finite-
Size-Scaling Riickschliisse auf das System im thermodynamischen Limes zu ziehen. Weiterhin werden
fiir grofle Systemgrofien die zeitlichen Mittelwerte weiter voneinander entfernter Spins des Systems den
thermischen Erwartungswerten gegeniibergestellt.

Zeitentwicklung der Erwartungswerte der Observablen

Den Anfang der Betrachtungen bildet die Zeitentwicklung der Erwartungswerte des renormierten Betra-
ges der Magnetisierung sowie der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn. Diese
ist in den Abbildungen 4.28 und 4.29 fiir die unterschiedlichen Systemgroflen nach den verschiedenen
betrachteten Quenchprotokollen fiir die Wechselwirkungs- und die Feldquenchs dargestellt. Im Falle der
Wechselwirkungsquenchs wird die Zeitentwicklung auf dem Intervall [0,100] bestimmt, wobei sich die
Graphen in Abbildung 4.28 aus Griinden der Ablesbarkeit auf das Zeitintervall [0, 10] beschrinken. Fiir
die Feldquenchs in Abbildung 4.29 erfolgen die Betrachtungen auf dem Zeitintervall [0, 25], da fiir grofere
Zeiten im Falle stérkerer Quenchs die Genauigkeit der Approximation fiir groflere Systemgrofien abnimmt.
Urséchlich hierfiir ist die Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationspara-
meter durch das in Anhang E beschriebene Monte-Carlo-Verfahren. Dieses bestimmt die Koeffizienten
zwar mit hoher Genauigkeit, jedoch akkumulieren sich die geringfiigigen Abweichungen von den exakten
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Werten im Laufe der Zeit. Aufgrund der groBeren Anzahl an Variationsparametern fiir die gréfieren Sys-
temgroflen sind diese stirker von diesem Effekt betroffen, sodass fiir sie die erreichbaren Zeiten geringer
sind. Wie jedoch der Vergleich der Zeitmittelwerte in den Abbildungen 4.19 und 4.27 fiir das 4 x 4-
System gezeigt hat, ergibt bereits die Mittelung iiber diese Intervalllinge ein gegeniiber Vergroflerung des
Zeitintervalles stabiles Ergebnis fiir den zeitlichen Mittelwert.

Zunichst werde der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung
nach den Wechselwirkungsquenchs betrachtet, der in den Graphen in Spalte (a) von Abbildung 4.28 dar-
gestellt ist. Dieser weist starke Ahnlichkeiten zu einer harmonischen Schwingung auf. Amplitude sowie
Frequenz der Schwingung werden durch das Verhiltnis von h/J nach dem Quench bestimmt. Zudem
besteht ein Einfluss der Systemgrofle. Die Frequenz der Schwingungen ist fiir ein gegebenes Verhéltnis
von h/J in guter Niherung zeitlich konstant und wird nur geringfiigig durch die Systemgrofie beeinflusst.
Lediglich fiir das 4 x 4-System zeigen sich Abweichungen. Anschaulich kann dieses Verhalten dadurch
erkliart werden, dass durch das transversale Feld Spins umgeklappt werden. Die Umklapprate ist umso
hoher, je grofer das Verhéltnis h/J ist. Da sich die Magnetisierung unmittelbar aus der Orientierung aller
Spins des Systems ergibt, duflert sich eine hohere Umklapprate in einer hoheren Frequenz der Oszillatio-
nen des zeitlichen Verlaufs des Erwartungswertes des Betrages der Magnetisierung. Dies ist insbesondere
in der paramagnetischen Phase der Fall, in der das Transversalfeld gegeniiber der Kopplung der Spins
untereinander dominiert und der energetische Beitrag der relativen Orientierung benachbarter Spins zur
Gesamtenergie gering ist im Vergleich zu dem Beitrag, der sich aus dem externen Transversalfeld er-
gibt. Die Betrachtung der Amplitude der Oszillationen des zeitlichen Verlaufs des Erwartungswertes des
Betrages der Magnetisierung zeigt, dass mit kleiner werdendem Verhéltnis h/.J die Amplitude der Os-
zillationen zunimmt. Dies kann dadurch erklart werden, dass sich das System nach dem Quench néher
am kritischen Punkt und somit auch niher an der ferromagnetischen Phase befindet. Aufgrund der Nihe
zum kritischen Punkt kénnen die Spins leichter ausgelenkt werden, sodass die Amplitude der Oszilla-
tionen zunimmt. Zugleich nimmt aufgrund der gréfleren Néhe zur ferromagnetischen Phase der zeitliche
Mittelwert zu. Bei dieser Zunahme handelt es sich um einen Finite-Size-Effekt. Die Magnetisierung stellt
den Ordnungsparameter des Phaseniiberganges des transversalen Ising-Modells im thermodynamischen
Limes dar. Fiir endliche Systemgréfle verschwindet ihr Betrag nicht in der paramagnetischen Phase und
zeigt die beschriebene Zunahme der Amplitude der Oszillationen sowie des zeitlichen Mittelwertes mit
kleiner werdendem Verhéltnis h/.J. Die Amplitude der Oszillationen fiir eine feste Systemgrée und ein
festes Verhiltnis h/.J weist eine geringfiigige Zeitabhingigkeit auf. Diese Anderungen der Amplitude mit
der Zeit sind umso ausgeprégter, je kleiner das Verhéltnis h/.J ist. Dies erklért sich wiederum durch die
zunehmende Bedeutung der Kopplung der Spins untereinander fiir kleinere Werte des Transversalfeldes,
die zu einer stiarkeren Abweichung von einer harmonischen Schwingung fithren.

Die Graphen in Spalte (b) von Abbildung 4.28 zeigen den zeitlichen Verlauf des Erwartungswertes der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn nach den Wechselwirkungsquenchs. Die-
ser weist unmittelbar nach dem Quench einen schnellen Anstieg auf und fillt anschlielend auf seinen
stationdren Wert ab, um den er im weiteren Zeitverlauf oszilliert. Die Amplitude der Oszillationen ist
zeitlich moduliert. Die Periodizitdt der Amplitudenmodulation wéichst mit der Systemgrofie an, wohin-
gegen die maximale Amplitude der Oszillationen sowohl mit abnehmender Systemgréfie als auch mit
abnehmendem Verhiltnis h/J zunimmt. Die Zunahme der Amplitude fiir kleine Werte von h/J erklirt
sich dadurch, dass ndher am kritischen Punkt die Spins leichter ausgelenkt werden koénnen, und die
Zunahme des zeitlichen Mittelwertes des Erwartungswertes der Korrelationsfunktion dadurch, dass fiir
kleineres Verhiltnis h/J die Kopplung der Spins untereinander an Bedeutung gewinnt und infolgedessen
die Korrelationsfunktion zunimmt. Die Abnahme der Amplitude der Oszillationen mit der Systemgrofie
folgt aus der Abnahme der Bedeutung von Fluktuationen innerhalb des Systems mit der Systemgrofie.
Nach Diskussion des zeitlichen Verlaufs der Observablen sowie der Einflussgréen auf sie werden nun ihre
zur Beantwortung der Frage des Auftretens von Thermalisierung erforderlichen Zeitmittelwerte betrach-
tet. Diese wurden iiber das Zeitintervall [0,100] berechnet und sind in Abbildung 4.28 als gestrichelte
Linien eingezeichnet. Die gepunkteten Linien hingegen stellen die entsprechenden Erwartungswerte geméfl
dem kanonischen Gibbs Ensemble fiir das System im thermischen Gleichgewicht bei der dem System nach
dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Tog dar. Ein Vergleich der Zeit- und Ensemblemittel
zeigt sowohl fiir den renormierten Betrag der Magnetisierung als auch fiir die gleichzeitige Korrelations-
funktion zwischen néchsten Nachbarn, dass die zeitlichen Mittelwerte unterhalb der Ensemblemittelwerte
liegen. Die Abweichung ist hierbei umso grofer, je kleiner das Verhiltnis h/J ist, d. h. je stirker der be-
trachtete Wechselwirkungsquench ist und je n&her er am Phaseniibergang endet. Beziiglich der Nahe der
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Abbildung 4.28: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes (a) des renormierten Betrages der Magneti-
sierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn nach den Wechsel-
wirkungsquenchs fiir die SystemgroBen (i) 4 x 4, (ii) 8 x 8, (iii) 12 x 12 und (iv) 16 x 16. Der Farbcode
lautet — (0,10) — (1,10), — (0,7.5) — (1,7.5), — (0,5) — (1,5), — (0,4) — (1,4), — (0,3.5) — (1,3.5).
Gestrichelte Linien geben die zeitlichen Mitelwerte iiber das Zeitintervall [0, 100] an und gepunktete Li-
nien die thermischen Erwartungswerte der Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach
dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur T.g.
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Endpunkte der Wechselwirkungsquenchs zum Phaseniibergang sei auf Abbildung 4.13 (a) verwiesen, die
die Endpunkte der Wechselwirkungsquenchs im h/J-T/J - Diagramm zeigt.

Vor dem genaueren Vergleich der Zeit- und Ensemblemittelwerte als Funktion von h/J soll zunéchst der
zeitliche Verlauf der Erwartungswerte der Observablen nach den Feldquenchs betrachtet werden. Dieser
ist in Spalte (a) von Abbildung 4.29 fiir den renormierten Betrag der Magnetisierung und in Spalte (b) fiir
die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn dargestellt. Fiir schwache Quenchs,
die im Falle der Wechselwirkungsquenchs einem kleinen Verhéltnis h/J entsprechen, kann der zeitliche
Verlauf des Erwartungswertes beider Observablen in guter Ndherung durch eine harmonische Schwin-
gung beschrieben werden. Es zeigen sich lediglich kleine Abweichungen der Amplitude der Oszillationen.
Die Erkldrung fiir diesen Verlauf wurde fiir die Magnetisierung im Rahmen der stérungstheoretischen
Betrachtung der Feldquenchs gegeben. Fiir kleine Feldquenchs bis hin zu etwa h/J = 0.5 erlaubt bereits
die erste nicht verschwindende nicht konstante Ordnung eine genaue Beschreibung der Zeitentwicklung
des Erwartungswertes des Betrages der Magnetisierung. Diese ist von der Systemgréfie unabhéngig. Zur
Beschreibung stiarkerer Quenchs sind héhere Ordnungen der Entwicklung erforderlich. Bei diesen kénnen
sich im Vergleich zu den mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens betrachteten endlichen System-
groflen Abweichungen ergeben. Dies kann anhand der anschaulichen Erklérung verstanden werden, die bei
den Betrachtungen mithilfe der zeitabhéngigen Storungstheorie dafiir gegeben wurde, wann einer der sich
in der Entwicklung (4.84) ergebenden Beitréige nicht verschwindet. Dies ist gerade dann der Fall, wenn die
Anzahl der Umklapps eines jeden Spins gerade ist, d. h. jeder Spin, der umgeklappt wurde, auch wieder in
seine urspriingliche Orientierung zuriickgebracht wird. Die Ordnung der Entwicklung bestimmt die Anzahl
an Spinumklapps. Ist die Ordnung der Entwicklung, d. h. die Anzahl der Spinumklapps, hoch im Ver-
gleich zur Systemgrofle, so konnen die Positionen der umgeklappten Spins nicht frei voneinander gew&hlt
werden, d. h. ein Spin muss mehrmals umgeklappt werden oder die umgeklappten Spins miissen néchste
Nachbarn sein usw.. Hierdurch ergeben sich Abweichungen der storungstheoretischen Betrachtung endli-
cher Systeme im Vergleich zum System im thermodynamischen Limes. Die Amplitude der Oszillationen
des zeitlichen Verlaufs des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisierung skaliert nach
kleinen Quenches somit in fiihrender Ordnung mit (h/.J)?, wohingegen die Kreisfrequenz der Schwingun-
gen durch 4.J gegeben ist. Fiir stdrkere Quenchs hat das Kapitel zur storungstheoretischen Beschreibung
des Relaxationsprozesses im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell gezeigt, dass die erreichbaren
Ordnungen der Entwicklung nur fiir kleine Zeiten bis etwa 1.5 zur Beschreibung der Zeitentwicklung
ausreichend sind. Aus diesem Grund existieren fiir diese Quenchs lediglich die Resultate des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens. Sie zeigen eine weitere Abnahme des zeitlichen Mittelwertes bei gleichzeitiger
Zunahme der Amplitude der Oszillationen um diesen. Die Amplitude weist dabei insbesondere bei den
Feldquenchs hin zu h/J = 1 sowie h/J = 1.25 eine starke Zeitabhingigkeit auf. Die Periodendauer der
Oszillationen erweist sich fiir gegebenes Verhéltnis i/J nach dem Quench als von der Systemgréfle un-
abhéngig. Weiterhin hat auch das Verhaltnis von h/J im Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs nur
einen geringen Einfluss auf die Periodendauer. Diese nimmt mit steigendem h/.J geringfiigig zu. Die Am-
plitude der Oszillationen um den durch gestrichelte Linien dargestellten zeitlichen Mittelwert hingegen
verringert sich mit der Systemgrofle. Urséchlich hierfiir ist die abnehmende Bedeutung von Fluktuatio-
nen mit der Systemgréfie. Ein Vergleich der zeitlichen Mittelwerte zu den Erwartungswerten fiir das
System im thermischen Gleichgewicht bei T, (gepunktete Linien) zeigt, dass die zeitlichen Mittelwerte
des renormierten Betrages der Magnetisierung unterhalb der thermischen Erwartungswerte liegen. Die
Abweichung verschwindet fiir schwache Feldquenchs nahezu und nimmt mit der Stirke der Feldquenchs
bzw. der Nihe des Endpunktes des Quenchs zum Phaseniibergang im h/J-T/J - Diagramm zu.

Die Graphen in Spalte (b) von Abbildung 4.29 zeigen den zeitlichen Verlauf des Erwartungswertes der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn nach den Feldquenchs fiir die verschiede-
nen Systemgroflen. Im Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs weist dieser einen sehr dhnlichen Ver-
lauf zum renormierten Betrag der Magnetisierung auf. Fiir kleine Feldquenchs folgt die Zeitentwicklung
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn einer harmonischen Schwingung. Die
Frequenz der Oszillationen stimmt dabei mit derjenigen des renormierten Betrages der Magnetisierung
iiberein, wohingegen ihre Amplitude grofer ist. Fiir die stdrkeren Feldquenchs zeigt sich wiederum eine
Zeitabhéngigkeit der Amplitude. Ein Vergleich der zeitlichen Mittelwerte des Erwartungswertes der Kor-
relationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn zum thermischen Erwartungswert zeigt in Abhéngigkeit
von der Systemgrofle ein unterschiedliches Verhalten. Fiir schwache Feldquenchs besteht fiir alle betrach-
teten SystemgroBen eine gute Ubereinstimmung der zeitlichen Mittelwerte und der thermischen Erwar-
tungswerte. Eine Abhéingigkeit von der Systemgroflie zeigt sich fiir stirkere Feldquenchs. Wéhrend fiir
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Abbildung 4.29: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes (a) des renormierten Betrages der Magne-
tisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nichsten Nachbarn nach den Feld-
quenchs fiir die Systemgrofen (i) 4 x 4, (i) 8 x 8, (iii) 12 x 12 und (iv) 16 x 16. Der Farbcode lautet
— (1,0) — (1,0.25), — (1,0) — (1,0.5), — (1,0) — (1,0.75), — (1,0) — (1,1), — (1,0) — (1,1.25). Ge-
strichelte Linien geben die zeitlichen Mitelwerte iiber das Zeitintervall [0, 25] an und gepunktete Linien
die thermischen Erwartungswerte der Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach dem
Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teg.

150



TABELLENVERZEICHNIS

das 4 x 4-System die zeitlichen Mittelwerte nach den stérkeren Feldquenchs unterhalb der thermischen
Erwartungswerte liegen, liegen sie fiir das 12 x 12- sowie das 16 x 16-System oberhalb von diesen. Die
Abweichungen wachsen mit der Systemgrofie fiir ein gegebenes Quenchprotokoll, d. h. der zeitliche Mittel-
wert nimmt fiir die betrachteten Systemgrofien im Verhéltnis zum thermischen Erwartungswert mit der
Systemgrofle zu. Fiir das 8 x 8 - System fallen der thermische Erwartungswert und der zeitliche Mittelwert
nahezu iibereinander. Die thermischen Erwartungswerte sind stabil gegeniiber Anderung der Systemgrofe,
sodass die relative Verschiebung der zeitlichen Mittelwerte und der thermischen Erwartungswerte allein
auf der Anderung der zeitlichen Mittelwerte mit der Systemgrofie beruht.

Zeitmittelwerte und thermische Erwartungswerte der Observablen

Nachdem im Rahmen der Betrachtungen der Zeitentwicklung des Erwartungswertes des renormierten
Betrages der Magnetisierung und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn
nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs bereits kurz auf die Zeitmittelwerte und thermischen
Erwartungswerte der Observablen eingegangen wurde, sollen diese im Folgenden genauer untersucht wer-
den. Zu diesem Zweck sind in den Abbildungen 4.30 und 4.31 die Erwartungswerte der Observablen fiir
das System bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur sowie die zeitlichen
Mittelwerte der Observablen nach dem Quench als Funktion des Verhéltnisses h/J nach dem Quench
aufgetragen. Im Falle der Wechselwirkungsquenchs werden nur Quenchs mit h/J > (h/J)eit betrachtet,
da der Vergleich zu den exakten Resultaten aus der numerischen Integration der Schréodingergleichung fiir
das 4 x4 - System gezeigt hat, dass die Genauigkeit der Approximation durch das Variations-Monte-Carlo-
Verfahren unter Verwendung des Jastrowansatzes stark abnimmt, wenn sich h/J dem kritischen Punkt
nihert. Fiir das System nach Feldquenchs hingegen wurde gezeigt, dass fiir Werte von h/J < %(h/ J)erit
das System die ferromagnetische Phase nicht verldsst und weiterhin eine gute Ubereinstimmung der ex-
akten Resultate und der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens besteht.

Es werden wiederum zunéchst die Wechselwirkungsquenchs betrachtet. Fiir diese zeigt der Verlauf der
thermischen Erwartungswerte in Spalte (a) von Abbildung 4.30 ein Maximum fiir h/J ~ 2. Wie Ab-
bildung 4.13 (a) entnommen werden kann, weist der Endpunkt dieses Wechselwirkungsquenchs im h/J -
T/J-Diagramm den geringsten Abstand zum Phaseniibergang in die ferromagnetische Phase auf. Mit
steigendem Abstand vom Phaseniibergang sowohl fiir kleinere als auch fiir grofere Werte von h/J fal-
len sowohl die thermischen Erwartungswerte des renormierten Betrages der Magnetisierung als auch der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn ab. Wéahrend sich im Verlauf der thermi-
schen Erwartungswerte der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn nur fiir das
4 x4 - System Abweichungen gegeniiber den grofleren Systemen zeigen, ist fiir den renormierten Betrag der
Magnetisierung der bereits bei Betrachtung der Zeitentwicklung des Erwartungswertes beschriebene Ein-
fluss der Systemgrofle erkennbar. Ein Vergleich der zeitgemittelten Erwartungswerte der Observablen zu
ihren thermischen Erwartungswerten zeigt fiir alle betrachteten Systemgréfien eine gute Ubereinstimmung
fiir grofie Verhéltnisse h/J. Néhert sich h/J dem kritischen Punkt (h/J)eit an, so ergeben sich Abwei-
chungen. Hierbei ist zu beachten, dass in diesem Bereich von h/J die Genauigkeit der Beschreibung
der Zeitentwicklung des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des
Jastrowansatzes abnimmt. Wie im Folgenden mithilfe von Betrachtungen der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren und eines Finite-Size-Scalings der
Differenz der thermischen und der zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen gezeigt werden wird,
ist zu erwarten, dass diese Abweichungen im thermodynamischen Limes verschwinden.

Bei der Betrachtung der thermischen sowie der zeitgemittelten Erwartungswerte der Observablen nach
den Feldquenchs in Abbildung 4.31 zeigt sich fiir den renormierten Betrag der Magnetisierung sowohl
fiir das Systems im thermischen Gleichgewicht als auch fiir den zeitlichen Mittelwert nach den Quenchs
eine Abhéingigkeit von der Systemgrofie. Fiir die Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn ist
eine solche Abhéngigkeit fiir h/J < (h/J )it nur fiir die Zeitmittelwerte nach den Quenchs gegeben. Die
thermischen Erwartungswerte der gleichzeitigen Korrelationsfunktion hingegen sind fiir die Verhéltnisse
von h/J, fir die der Vergleich zu dem System nach den Feldquenchs durchgefiihrt wird, von der System-
grofle unabhéngig. Ein Vergleich der Abstinde zwischen den zeitlichen Mittelwerten der gleichzeitigen
Korrelationsfunktion zwischen n#chsten Nachbarn fiir unterschiedliche Systemgrofien fiir ein gegebenes
Verhiiltnis h/J zeigt, dass die Abstéinde zwischen den Werten fiir zwei aufeinanderfolgende Systemgréfien
umso kleiner sind, je grofler die Systemgréfie ist. Es besteht somit Grund zu der Annahme, dass fiir noch
groflere Systeme der zeitliche Mittelwert des Erwartungswertes der gleichzeitigen Korrelationsfunktion
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Abbildung 4.30: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (o) und des zeitlichen Mittelwertes (o) (a)
des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen
néichsten Nachbarn nach den Wechselwirkungsquenchs (J,0) — (J, h) fiir die Systemgrofien (i) 4 x 4, (ii)
8 x 8, (i) 12 x 12 und (iv) 16 x 16.
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Abbildung 4.31: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (o) und des zeitlichen Mittelwertes (o) (a)
des renormierten Betrages der Magnetisierung und (b) der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen
néchsten Nachbarn nach den Feldquenchs (J,0) — (J, h) fiir die Systemgrofien (i) 4 x 4, (ii) 8 x 8, (iii)
12 x 12 und (iv) 16 x 16.

153



TABELLENVERZEICHNIS

zwischen néichsten Nachbarn fiir jedes Verhiltnis h/J gegen einen festen Wert konvergiert. Eine mogliche
Erklarung dafiir, dass dieser Effekt die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn
nach den Feldquenchs bestrifft, besteht darin, dass ihre Summanden Zwei-Spin-Operatoren darstellen
und sie dadurch stirker von Finite-Size-Effekten betroffen ist als der Betrag der Magnetisierung. Diese
Finite-Size-Effekte betreffen vor allem das System auflerhalb des Gleichgewichts.

Zeitgemittelte und thermische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Der Vergleich der Erwartungswerte der Observablen fiir das System im thermischen Gleichgewicht bei
der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur zu den zeitgemittelten Erwartungswer-
ten nach den Quenchs hat fiir beide betrachteten Quenchprotokolle eine gute Ubereinstimmung im Falle
schwacher Quenchs sowie zunehmende Abweichungen bei Erhohung der Quenchstéiirke bzw. Ann&herung
an den Phaseniibergang ergeben. Fiir die Bereiche von h/J, in denen die Abweichungen bestehen, therma-
lisiert das System fiir die betrachteten Systemgréfien nicht. Fiir die Bereiche mit guter Ubereinstimmung
von Zeit- und Ensemblemittel hingegen sind noch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte
der die Observablen beschreibenden Operatoren fiir das System im thermischen Gleichgewicht mit ih-
ren zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Quenchs zu vergleichen, um die Frage nach
dem Auftreten von Thermalisierung beantworten zu konnen. Weiterhin gilt es zu iiberpriifen, ob die
beobachteten Abweichungen durch Finite-Size-Effekte hervorgerufen sind und im thermodynamischen
Limes verschwinden. Begonnen werde mit dem Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Die Ab-
bildungen 4.32 bis 4.35 zeigen die thermischen sowie die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
nach den Wechselwirkungsquenchs fiir die Systemgrofien 4 x 4 bis 16 x 16. Die Verldufe der Héufigkeiten
sowohl der Eigenwerte u7, des Magnetisierungsoperators i als auch der Eigenwerte €7* des Operators
C’;”fﬁf, der die gleichzeitige Korrelationsfunktion néchster Nachbarn misst, folgen dabei dem Verlauf einer
GauBiglocke. Wihrend sich fiir das 4 x 4-System insbesondere in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der p(e¥*) noch Abweichungen von einem gaufBférmigen Kurvenverlauf zeigen, ist der Verlauf ab der
Systemgrofle 8 x 8 klar erkennbar. Dieser Kurvenverlauf ist in der paramagnetischen Phase aufgrund
der dort in z-Richtung nicht vorhandenen Fernordnung zu erwarten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
p(pE,) sind symmetrisch bzgl. null. Dies folgt aus der in der paramagnetischen Phase ungebrochenen
globalen Z-Spin-Umklapp-Symmetrie. Die endliche Breite der Gaukurven ist eine Folge der endlichen
Systemgroflen. Mit zunehmender Systemgrofle nimmt die Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung immer
weiter ab, sodass der Erwartungswert des Betrages der Magnetisierung immer kleiner wird und schlief3-
lich im thermodynamischen Limes in der paramagnetischen Phase verschwindet. Dies folgt daraus, dass
Fluktuationen mit der Systemgrofle immer unbedeutender werden. Ein dhnliches Bild zeigt sich fiir die
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen der €-*. Sie werden ebenfalls mit zunehmender SystemgroBle schmaler.
Da der Erwartungswert der gleichzeitigen Korrelationsfunktion néchster Nachbarn innerhalb der para-
magnetischen Phase nur im Grenzfall h/J — oo bzw. T/J — oo verschwindet, sind die Gaufkurven
gegeniiber null verschoben. Nach dieser allgemeinen Diskussion des Verlaufs der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren werde sich nun dem Vergleich

der Wahrscheinlichkeitsverteilungen pgeéfE(ufn) und pgecf;fE(sff) im thermischen System bei der Tempera-

tur Tog zu den entsprechenden zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen p:(pZ,) und pi(£2%) des
Systems nach den Wechselwirkungsquenchs zugewandt. Fiir schwache Wechselwirkunsquenchs, d. h. grofie
Verhiltnisse i/J nach dem Quench, zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung der thermischen und der
zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowohl von p7, als auch von €7*. Fiir starkere Wechsel-
wirkungsquench, d. h. kleinere Verhiltnisse von h/J nach dem Quench und damit eine gréBlere Nihe zum
Phaseniibergang, ergeben sich Abweichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Im Falle der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der pf, ist pg‘éfE(ufn) breiter als ps(uZ,), d. h. im thermischen System
gibt es stérkere Fluktuationen als im System nach dem Quench. Die Abweichungen nehmen mit kleiner
werdendem h/J zu. Ein Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir ein betrachtetes Quenchpro-
tokoll zeigt eine Verringerung der Abweichungen mit zunehmender Systemgrofie. Diese Abweichungen
werden im Folgenden noch in Abhéngigkeit von der Systemgrofie quantifiziert werden. Zunéchst werden
jedoch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der 5 untersucht. Fiir diese zeigen sich mit zunehmender
Quenchstiirke ebenfalls zunehmende Abweichungen zwischen pify (5%) und p;(€2¢). Die Abweichungen
beschrianken sich hierbei nicht nur auf eine unterschiedliche Breite der Gauflkurven, sondern umfassen
auch eine Verschiebung ihrer Maxima. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p,(€2%) ist breiter als die Wahr-

scheinlichkeitsverteilung pgerfE(sff) und ihr Maximum liegt bei kleineren Werten von €}*. Wie bei den
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Abbildung 4.32: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators
* und (b) der Eigenwerte %% des Operators C'ffff , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nichsten Nachbarn misst, fiir das 4 x4 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir
das System im thermischen Gleichgewicht (o) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e) fiir das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0,10) — (1,10), (ii) (0,7.5) — (1,7.5), (iii) (0,5) — (1,5), (iv) (0,4) —
(1,4) und (v) (0,3.5) — (1,3.5).
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Abbildung 4.33: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators
4% und (b) der Eigenwerte %% des Operators C'ffr”f , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
néchsten Nachbarn misst, fiir das 8 X8 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir
das System im thermischen Gleichgewicht (o) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (o) fiir das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0,10) — (1,10), (ii) (0,7.5) — (1,7.5), (iii) (0,5) — (1,5), (iv) (0,4) —
(1,4) und (v) (0,3.5) — (1,3.5).
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Abbildung 4.34: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators
der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen

* und (b) der Eigenwerte %% des Operators

néchsten Nachbarn misst, fiir das 12 x 12- System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
fiir das System im thermischen Gleichgewicht (e) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e) fiir das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0,10) — (1,10), (ii) (0,7.5) — (1,7.5), (iii) (0,5) — (1,5), (iv) (0,4) —
(1,4) und (v) (0,3.5) — (1,3.5).
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Wechselwirkungsquenchs (0,h) — (J, h)
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Abbildung 4.35: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators
4% und (b) der Eigenwerte %% des Operators C'ffﬁf , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
néchsten Nachbarn misst, fiir das 16 x 16 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
fiir das System im thermischen Gleichgewicht (e) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e) fiir das System nach den
Wechselwirkungsquenchs (i) (0,10) — (1,10), (ii) (0,7.5) — (1,7.5), (iii) (0,5) — (1,5), (iv) (0,4) —
(1,4) und (v) (0,3.5) — (1,3.5).
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen der u?, zeigt sich aber auch hier eine Verringerung der Abweichungen
mit zunehmender Systemgrofe.
Nach den Betrachtungen sowohl der Wahrscheinlichkeitsverteilungen peedp (1%,) und pg(ug,) als auch

ngéfE(afo) und p;(£2%) nach den Wechselwirkungsquenchs werde sich nun den entsprechenden Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen nach den Feldquenchs zugewandt. Diese sind fiir die Systemgrofien 4 x 4 bis
16 x 16 in den Abbildungen 4.36 bis 4.39 dargestellt. Aufgrund der endlichen Systemgréfien tritt auch
in der ferromagnetischen Phase keine spontane Symmetriebrechung auf. Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen der p?, sind aus diesem Grund wie nach den Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen
Phase symmetrisch bzgl. null. Die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilungen folgt dabei nicht der einer
GauBkurve, sondern weist zwei getrennte Maxima auf, die symmetrisch zu null liegen. Dies ist eine Kon-
sequenz der innerhalb der ferromagnetischen Phase vorhandenen langreichweitigen Ordnung innerhalb
des Systems. Je schwécher der Quench ist, desto n&her riicken die Maxima zu u¥, = +1 bzw. uf, = —1.
Da Werte von uf, nahe null nur mit geringer Wahrscheinlichkeit angenommen werden, ist in den Abbil-
dungen fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der pf, der Bereich von —0.5 bis 0.5 herausgeschnitten.
Der Verlauf der p(e%*) weist ein einzelnes Maximum auf, welches umso niher bei +1 liegt, je schwécher
der betrachtete Feldquench ist. Bei den Wahrscheinlichkeiten der * nahe bei +1 zeigen sich dabei star-
ke Unterschiede der Wahrscheinlichkeiten nahe beieinander liegender Werte von €. Urséchlich hierfiir
ist, dass, wie bereits bei der Bestimmung der Anzahl der Variationsparameter in der Ansatzfunktion fiir
das Variations-Monte-Carlo-Verfahren zur Beschreibung der Zeitentwicklung des Systems nach den Feld-
quenchs erldutert wurde, die minimale Kinkzahl im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell eine
Funktion der Anzahl an Spin down darstellt. Werte von %% nahe +1 entsprechen nach (4.14) einer kleinen
Anzahl an Kinks. Eine kleine Anzahl an Kinks kann nur fiir eine kleine bzw. eine grofie Anzahl an Spin
down erreicht werden. Als Beispiel werden Konfigurationen mit einer kleinen Anzahl m an Spin down
und der Kinkzahl n = 6 oder n = 8 betrachtet. n = 6 kann nur durch Konfigurationen mit m = 2 Spin
down realisiert werden. Diese miissen dafiir nidchste Nachbarn sein. Diese Konfiguration ist bedeutend
unwahrscheinlicher als eine Anordnung der beiden Spin down, in der sie keine néichsten Nachbarn sind.
Diese Konfigurationen entsprechen einer Kinkzahl von n = 8. Weitere Beitriage zur Kinkzahl n = 8 erge-
ben sich durch Konfigurationen mit m = 3 Spin down, die néchste Nachbarn sind, sowie Konfigurationen
mit m = 4 in einem Quadrat angeordneten Spin down. Hieraus ergibt sich die héhere Wahrscheinlichkeit
von e§” im Vergleich zu e§”. Auf die gleiche Weise kénnen auch die anderen Unterschiede der Wahr-
scheinlichkeiten benachbarter Kinkzahlen erklédrt werden. Dabei zeigt sich, dass die Wahrscheinlichkeiten
bestimmter Kinkzahlen im thermodynamischen Limes gegen null streben, beispielsweise diejenige von
n = 6. Je kleiner €7* bzw. je gréfier n wird, durch desto mehr unterschiedliche Gesamtzahlen m an Spin
down kann sie realisiert werden. Aus diesem Grund nehmen die Schwankungen der Wahrscheinlichkeiten
p(ex®) fiir kleinere Werte von 2% ab.

Nach Diskussion des allgemeinen Verlaufs der Wahrscheinlichkeitsverteilungen p(u%,) und p(e%*) werden
im Folgenden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden
Operatoren fiir das System im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T,g mit den zeitgemit-
telten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Feldquenchs verglichen. Wie im Falle der Wechselwir-
kungsquenchs zeigen sich mit der Quenchstéirke und der Néhe zum Phaseniibergang zunehmende Ab-
weichungen zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowohl
fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der pf, als auch fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der €.
Im Gegensatz zu den Wechselwirkungsquenchs handelt es sich bei diesen Abweichungen nicht nur um
eine Anderung der Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilungen bzw. eine Verschiebung des Maximums,
sondern auch der qualitative Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilungen zeigt insbesondere bei der Be-
trachtung stirkerer Feldquenchs signifikante Unterschiede zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir das
System im thermischen Gleichgewicht. Hierbei kommt der Systemgriofle eine entscheidende Rolle zu. Fiir
schwache Feldquenchs liegt der Erwartungswert des renormierten Betrages der Magnetisierung bzw. der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn nahe bei +1. Dementsprechend weisen
die i, mit Werten nahe +1 bzw. —1 sowie die €2* mit Werten nahe +1 die gréfiten Wahrscheinlichkeiten
auf. Da die Schrittweite von einem Eigenwert zum n#chsten umgekehrt proportional zur SystemgroBe ist,
ergibt sich hieraus ein Einfluss auf den Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigenwerte. Dies
zeigt sich beispielsweise bei Betrachtung des Verlaufs von p(p%,) nach dem Feldquench (1,0) — (1,1.25).
Wiéhrend fiir das 4 x 4- System die Wahrscheinlichkeit der positiven Eigenwerte von ;i* monoton fallt
mit kleiner werdendem pu?,, so ergibt sich bei Vergroferung der Systemgrofle inbesondere im Falle des
Systems im thermischen Gleichgewicht deutlich ein Maximum der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir einen
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Feldquenchs (J,0) — (J, h)
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Abbildung 4.36: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators
4% und (b) der Eigenwerte %% des Operators C'ffﬁf , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
néchsten Nachbarn misst, fiir das 4 x4 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir
das System im thermischen Gleichgewicht (o) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e) fiir das System nach den
Feldquenchs (i) (1,0) — (1,0.25), (ii) (1,0) — (1,0.5), (iii) (1,0) — (1,0.75), (iv) (1,0) — (1,1) und (v)
(1,0 — (1,1.25).
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Abbildung 4.37: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators
* und (b) der Eigenwerte %% des Operators C'ffff , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nichsten Nachbarn misst, fiir das 8 X8 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir
das System im thermischen Gleichgewicht (o) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e) fiir das System nach den
Feldquenchs (i) (1,0) — (1,0.25), (ii) (1,0) — (1,0.5), (iii) (1,0) — (1,0.75), (iv) (1,0) — (1,1) und (v)

(1,0 — (1,1.25).
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Abbildung 4.38: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators

4% und (b) der Eigenwerte %% des Operators

nn?

der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen

néchsten Nachbarn misst, fiir das 12 x 12 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
fiir das System im thermischen Gleichgewicht (e) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e) fiir das System nach den
Feldquenchs (i) (1,0) — (1,0.25), (ii) (1,0) — (1,0.5), (iii) (1,0) — (1,0.75), (iv) (1,0) — (1,1) und (v)

(1,0 — (1,1.25).
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Abbildung 4.39: Wahrscheinlichkeitsverteilungen (a) der Eigenwerte pZ, des Magnetisierungsoperators
* und (b) der Eigenwerte %% des Operators C'ffff , der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
nichsten Nachbarn misst, fiir das 16 x 16 - System. Verglichen werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen
fiir das System im thermischen Gleichgewicht (e) bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven
Temperatur Teg und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e) fiir das System nach den
Feldquenchs (i) (1,0) — (1,0.25), (ii) (1,0) — (1,0.5), (iii) (1,0) — (1,0.75), (iv) (1,0) — (1,1) und (v)
(1,0 — (1,1.25).
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Wert von pf, kleiner als 1. Mit zunehmender Systemgroéfie zeichnet sich der Verlauf der Wahrscheinlich-
keitsverteilung aufgrund der hoheren Auflosung entlang der z-Achse bedingt durch die grofiere Anzahl
an unterschiedlichen Eigenwerten immer feiner ab, sodass ein genauerer Vergleich der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen fiir das thermische System und das System nach den Quenchs moglich ist. Im Falle der
Wechselwirkungsquenchs trat dieser Effekt in deutlich geringerem Ausmaf} hervor, da aufgrund der in der
paramagnetischen Phase nicht vorhandenen Fernordnung und der geringer ausgepigten Nahordnung die
Verlaufe der Wahrscheinlichkeitsverteilungen durch Gauflkurven gegeben waren und ihre Maxima bei oder
nahe bei null gelegen haben. Aus diesem Grund war auch der Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion néichster Nachbarn glatt. Ein Vergleich der Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren zeigt nun, dass die zeitgemit-
telten Wahrscheinlichkeitsverteilungen breiter sind als die thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Dieser Beobachtung verstérkt sich mit der Quenchstérke und wird im Falle der Feldquenchs (1,0) — (1, 1)
sowie (1,0) — (1,1.25) besonders deutlich. Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen den thermi-
schen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Feldquenchs besteht darin, dass
die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen eine erhthte Wahrscheinlichkeit aufweisen, das Sys-
tem in einem vollsténdig geordneten Zustand anzutreffen, d. h. ¥ = £1 bzw. €7 = +1. Hierbei handelt
es sich gerade um die Anfangskonfiguration des Systems vor dem Quench. Das System weist im zeitlichen
Mittel somit eine erhthte Wahrscheinlichkeit auf, in seiner Anfangskonfiguration angetroffen zu werden.
Dies bedeutet, dass eine Erinnerung des Systems an seinen Zustand vor dem Quench besteht. Hierbei
handelt es sich um einen Widerspruch zum Auftreten von Thermalisierung nach den Feldquenchs. Ein
Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir verschiedene Systemgrofien zeigt keine Verminderung
dieses Effektes mit der Systemgrofle. Zudem bestehen bereits fiir relative schwache Quenchprotokolle, fiir
die der thermische Erwartungswert und der zeitgemittelte Erwartungswert des renormierten Betrages der
Magnetisierung sowie der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn in Abbildung
4.31 noch eine gute Ubereinstimmung aufweisen, Abweichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen. Als Beispiele hierfiir konnen die Quenchprotokolle (1,0) — (1,0.5) sowie (1,0) — (1,0.75)
herangezogen werden. Fiir eine detaillierte Betrachtung des Einflusses der Systemgrofie auf die Abwei-
chung zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sei auf das im
Folgenden durchgefiihrte Finite-Size-Scaling verwiesen.

Finite-Size-Scaling

Die bisherigen Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens haben sowohl fiir die Wechselwirkungs-
als auch fiir die Feldquenchs gezeigt, dass sich sowohl zwischen den zeitlichen Mittelwerten und den ther-
mischen Erwartungswerten der Observablen als auch zwischen den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen und den thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen be-
schreibenden Operatoren Abweichungen ergeben, die umso grofler sind, je stérker der betrachtete Quench
ist bzw. je ndher sich das System nach dem Quench am Phaseniibergang befindet. Diese Abweichungen
haben sich insbesondere bei den Feldquenchs in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen gezeigt. Um einen
eventuellen Einfluss der endlichen Systemgrofie auf die Resultate auszuschlieen, sollen nun ausgehend
von den Ergebnissen fiir die betrachteten Systemgrofien mithilfe von Finite-Size-Scaling Riickschliisse auf
das System im thermodynamischen Limes gezogen werden. Hierzu werden die Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der u? und e* betrachtet. Zur Beschreibung der Abweichung zwischen den zeitgemittelten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen und den thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen wird die Grofle

A 1 p:(05) — P& (0)))
A(O) = J J (4.133)
N(O]) ; pgerfE,max

fiir einen Operator O definiert. N (O;) bezeichnet dabei die Anzahl der unterschiedlichen Eigenwerte von
O. Diese ist fiir 4% gemiB (4.13) durch N + 1 und fiir C** gemif (4.14) durch N — 1 gegeben. Die
Normierung erfolgt in Bezug auf das Maximum pgecf;fEmax der thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilung
fiir das betrachtete Quenchprotokoll und die betrachtete Systemgrofie. In den Abbildungen 4.40 und 4.41
sind A(i”) und A(C*%) fiir die Wechselwirkungs- und die Feldquenchs dargestellt. Die Auftragung er-
folgt dabei als Funktion der inversen Systemgrofie. Der Verlauf von A(4*) und A(C*?*) zeigt im Falle
der Wechselwirkungsquenchs in Abbildung 4.40 eine Abnahme der Abweichungen zwischen den Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen mit zunehmender Systemgrofie. Es ist somit anzunehmen, dass die fiir die
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Wechselwirkungsquenchs (0,h) — (J, h)

(a) Magnetisierung (b) Gleichzeitige Korrelationsfunktion
zwischen néchsten Nachbarn
1 , , 1
107 10t
3 e 8g
~ e e Q e———— 4
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Abbildung 4.40: Abweichung zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von (a) den Eigenwerten p?, des Magnetisierungsoperators i* und (b) den Eigenwerten £%*
des Operators CZ¥, der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn misst, nach den

Wechselwirkungsquenchs. Der Farbcode lautet e (0,10) — (1,10),  (0,7.5) — (1,7.5), ¢ (0,5) — (1,5),
o (0,4) — (1,4), o (0,3.5) — (1,3.5).

Feldquenchs (J,0) — (J,h)

(a) Magnetisierung (b) Gleichzeitige Korrelationsfunktion
zwischen néchsten Nachbarn
1 1

] ]
] L ]
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Abbildung 4.41: Abweichung zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von (a) den Eigenwerten yy, des Magnetisierungsoperators i und (b) den Eigenwerten
er® des Operators C¥Y, der die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen néchsten Nachbarn misst,

nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet e (1,0) — (1,0.25), e (1,0) — (1,0.5),  (1,0) — (1,0.75),
o (1,0) = (1,1), o (1,0) — (1,1.25).

endlichen Systemgrofien beobachteten Abweichungen im thermodynamischen Limes verschwinden und
das System nach den Wechselwirkungsquenchs thermalisiert. Im Gegensatz hierzu zeigt der Verlauf von
A(p*) und A(C**) nach den Feldquenchs in Abbildung 4.41 einen Anstieg der Abweichungen mit der
Systemgrofle bzw. zumindest keine klare Verringerung. Es ist aus diesem Grund anzunehmen, dass das
zweidimensionale transversale Ising-Modell nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase auch
im thermodynamischen Limes nicht thermalisiert. Eine Diskussion dieser Resultate wird im Folgenden
gegeben.

Langreichweitige Korrelationen

Vor der Diskussion der Resultate werde abschlieend noch die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen
weiter voneinander entfernten Spins des Systems untersucht. Wie im einleitenden Kapitel zum transver-
salen Ising- und XY-Modell erlautert wurde, ist in der paramagnetischen Phase ein exponentieller Abfall
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der Korrelationen mit dem Abstand der Spins zu erwarten. Die Korrelationen weit voneinander ent-
fernter Spins verschwinden somit effektiv. Aufgrund des exponentiellen Abfalls der Korrelationen wird
das System als exponentiell clusternd bezeichnet. In der ferromagnetischen Phase fallen die Korrela-
tionen zwischen den Spins ebenfalls mit steigendem Abstand ab, streben jedoch fiir grofle Absténde
gegen einen konstanten, nicht verschwindenden Wert, der durch das Quadrat des Betrages der Magne-
tisierung gegeben ist. Der funktionale Verlauf des Abfalls fiir kleine Absténde ist dabei innerhalb der
ferromagnetischen Phase nicht bekannt. Die Abstéinde der Spins werden in der Manhattan-Metrik ge-
messen (r = |rz| + |ry|). Zu einem betrachteten Abstand r konnen somit mehrere Abstandsvektoren
r = (ry,ry) gehoren. Insbesondere fiir kleinere Absténde sind zwischen diesen auch Abweichungen des
Wertes der Korrelationsfunktion zu erwarten, da fiir diese die Gitterstruktur von gréflerer Bedeutung ist.
Die bislang getroffenen Aussagen gelten fiir das System im thermischen Gleichgewicht. Es gilt nun im Fol-
genden zu kléren, ob die zeitlichen Mittelwerte der Korrelationen des Systems nach den Wechselwirkungs-
und den Feldquenchs das gleiche Verhalten aufweisen. Zu diesem Zweck ist die Betrachtung moglichst
grofler Systeme erforderlich. Gleichzeitig ist damit jedoch insbesondere bei den Feldquenchs ein enormer
rechnerischer Aufwand zur Bestimmung der Koeffizienten Cy(m, n) gemifl (4.131) verbunden, die zur Be-
stimmung der Zeitentwicklung des Erwartungswertes der Korrelationsfunktion zweier Spins im Abstand
r nach (4.132) benotigt werden. Aus diesem Grund beschriinken sich die folgenden Betrachtungen auf das
System der Kantenldnge L = 12. Fiir dieses sind in Abbildung 4.42 die Erwartungswerte der Korrelati-
onsfunktion fiir das System im thermischen Gleichgewicht bei der effektiven Temperatur Teg nach dem
Quench den zeitlichen Mittelwerten der Erwartungswerte der Observablen im System nach dem Quench
gegeniibergestellt. Die Graphen in Spalte (a) zeigen die Resultate nach den Wechselwirkungsquenchs,
die Graphen in Spalte (b) die Resultate nach den Feldquenchs. Im Falle der Wechselwirkungsquenchs
weisen sowohl die thermischen Erwartungswerte als auch die zeitlichen Mittelwerte nach den Quenchs
einen exponentiellen Abfall mit dem Abstand r auf, der durch Least-Square-Fits veranschaulicht wird.
Fiir grole Abstédnde r fallen die thermischen Erwartungswerte und die zeitlichen Mittelwerte auf null hin
ab. Fiir kleine Absténde hingegen zeigen sich fiir kleine Verhiltnisse h/J, die stirkeren Wechselwirkungs-
quenchs entsprechen, geringfiigige Abweichungen zwischen den thermischen Erwartungswerten und den
zeitlichen Mittelwerten. Insgesamt liegen die zeitlichen Mittelwerte fiir das System nach den Wechselwir-
kungsquenchs unterhalb der thermischen Erwartungswerte, die Korrelationen nach den Quenchs sind also
schwicher ausgepréigt als im System im thermischen Gleichgewicht. Fiir die Feldquenchs in Spalte (b)
von Abbildung 4.42 zeigen sich deutlichere Abweichungen. Die zeitlichen Mittelwerte der Korrelationen
liegen wiederum unterhalb der Erwartungswerte fiir das System im thermischen Gleichgewicht bei der
ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur. Wahrend die Abweichungen zwischen den
thermischen Erwartungswerten und den zeitlichen Mittelwerten fiir das Quenchprotokoll (1,0) — (1,0.25)
noch im Rahmen des numerischen Fehlers liegen, sind die Abweichungen fiir die stérkeren Feldquenchs
signifikant. Fiir groe Abstédnde r konvergieren sowohl die thermischen Erwartungswerte als auch die
zeitlichen Mittelwerte der Korrelationen gegen das Quadrat des Betrages der Magnetisierung. Hieraus
ergeben sich unmittelbar die Abweichungen zwischen den Korrelationen im Grenzfall grofler r, da sich
bereits zwischen den thermischen Erwartungswerten und den Zeitmittelwerten des renormierten Betrages
der Magnetisierung in Abbildung 4.31 (a) Abweichungen gezeigt haben, die umso grofer sind, je stiirker
der Feldquench ist bzw. je ndher er das System an seinen Phaseniibergang bringt. Der zeitliche Mit-
telwert der Korrelation zwischen néchsten Nachbarn (r = 1) hingegen weicht im Falle der schwachen
Feldquenchs nur geringfiigig vom thermischen Erwartungswert ab und liegt fiir die stérkeren Feldquenchs
iiber dem thermischen Erwartungswert. Hierzu kann auch Abbildung 4.31 (b) herangezogen werden. Nach
den Feldquenchs sind kurzreichweitige Korrelationen somit stérker ausgeprigt als im thermischen Sys-
tem, langreichweitige Korrelationen hingegen schwécher. Der Abfall der Korrelationen mit zunehmendem
Abstand der betrachteten Spins unterscheidet sich infolgedessen ebenfalls. Der Abfall der zeitgemittelten
Korrelationen im System nach den Feldquenchs erstreckt sich iiber einen weiteren Bereich als im thermi-
schen System. Dies zeigt sich besonders deutlich bei Betrachtung der stédrkeren Quenchs. Die thermischen
Erwartungswerte der Korrelationen erreichen fiir diese bereits fiir einen kleineren Abstand r der beiden
betrachteten Spins ihren durch das Quadrat des Betrages der Magnetisierung gegbenen Grenzwert. Ins-
gesamt ergeben sich nach den Feldquench somit wesentliche Abweichungen im Verlauf der Korrelationen
der Spins als Funktion des Abstandes r zwischen dem System im thermischen Gleichgewicht und dem
System nach den Feldquenchs.
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Korrelationsfunktion zwischen weiter voneinander entfernter Spins des Systems
L=12

(a) Wechselwirkungsquenchs (0,h) — (J,h) (b) Feldquenchs (J,0) — (J, h)
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Abbildung 4.42: Vergleich des thermischen Erwartungswertes bei Tog (o) und des zeitlichen Mittel-
wertes (o) der Korrelationsfunktion zwischen Spins im Abstand r = |r;| 4 |ry| nach (a) den Wechselwir-
kungsquenchs und (b) den Feldquenchs fiir das 12 x 12- System. In der paramagnetischen Phase zeigen
die Korrelationen einen exponentiellen Abfall mit dem Abstand der Spins. Dies ist nach den Wech-
selwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase durch Least-Square-Fits mit a - e”” veranschaulicht
(gestrichelte Kurven). In der ferromagnetischen Phase fallen die Korrelationen fiir groe Absténde hin
zu einem endlichen Wert ab, der durch das Quadrat des Betrages der Magnetisierung gegeben ist. Dieser
ist in den Graphen durch die gestrichelte Linien veranschaulicht.
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Diskussion

Die Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Mo-
dell auf Grundlage der Bestimmung der Zeitentwicklung des Erwartungswertes verschiedener Observablen
des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens haben fiir die betrachteten endlichen Sys-
temgroBen sowohl nach den Wechselwirkungs- als auch nach den Feldquenchs Abweichungen zwischen den
Erwartungswerten der Observablen fiir das System im thermischen Gleichgewicht bei der ihm nach dem
Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur und den zeitgemittelten Erwartungswerten der unitéren
Zeitentwicklung nach dem Quench ergeben. Wihrend sich fiir schwache Wechselwirkungsquenchs (h/.J
gro) und schwache Feldquenchs (h/J klein) eine gute Ubereinstimmung der Zeitmittelwerte und der
Ensemblemittelwerte gezeigt hat, haben die Abweichungen mit der Stirke des Quenchs bzw. der Nihe
des Endpunktes des Quenchs zum Phaseniibergang zugenommen und sich insbesondere bei den Feld-
quenchs deutlich in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschrei-
benden Operatoren gezeigt. Fiir diese konnten signifikante Abweichungen bereits fiir Quenchstérken fest-
gestellt werden, fiir die die thermischen Erwartungswerte und die zeitlichen Mittelwerte der Observablen
noch eine gute Ubereinstimmung aufgewiesen haben. Mithilfe von Finite-Size-Scaling wurde gezeigt, dass
die Abweichungen zwischen den thermischen und den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen im
Falle der Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase mit der Systemgrofie abnehmen und
infolgedessen anzunehmen ist, dass sie im thermodynamischen Limes verschwinden und die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren fiir das System im
thermischen Gleichgewicht bei der ihm nach dem Wechselwirkungsquench zugeschriebenen effektiven
Temperatur mit den zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach den Wechselwirkungsquenchs
zusammenfallen. Fiir die Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase hingegen wurde eine Zunahme
bzw. zumindest keine Abnahme der Abweichungen mit der Systemgréfie beobachtet, sodass davon aus-
zugehen ist, dass das System in der ferromagnetischen Phase auch im thermodynamische Limes nicht
thermalisieren wird. Es gilt nun, diese Erkenntnisse im Kontext der bisherigen Resultate zum Auftreten
von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell zu betrachten. Die Studien von
Mondaini et al. in [171] auf Grundlage der ETH haben ergeben, dass fiir nicht verschwindende und nicht
zu starke Transversalfelder im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell Thermalisierung zu erwar-
ten ist. Dabei wurden Indikatoren fiir das Auftreten von Quantenchaos und Eigenstate Thermalization
jedoch auch fiir h/J < (h/J )it nur in dem Teil des Spektrums des Hamiltonoperators beobachtet, der
zur paramagnetischen Phase gehort. Infolgedessen kann aus der ETH eine Aussage zum Auftreten von
Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nur in der paramagnetischen gewon-
nen werden und auch hier nur fiir bestimmte Stérken des Transversalfeldes. Fiir das Theorem von Doyon
aus [185] konnte gezeigt werden, dass seine Voraussetzungen in der paramagnetischen Phase erfiillt sind.
Aufgrund der Nichtintegrabilitét des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells sagt es in dieser im
thermodynamischen Limes somit Thermalisierung voraus. In der ferromagnetischen Phase hingegen er-
laubt auch das Theorem von Doyon keine Aussage. Da die ETH lediglich eine hinreichende aber keine
notwendige Bedingung fiir das Auftreten von Thermalisierung ist, stehen ihre Vorhersagen und die des
Theorems von Doyon somit im Einklang mit den Ergebnissen des Finite-Size-Scalings der Resultate der
Zeitentwicklung des Systems mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens. Die Resultate fiir das Sys-
tem in der ferromagnetischen Phase nach den Feldquenchs hingegen stellen neue Erkenntnisse dar, da die
Aussagen der ETH sich auf die paramagnetische Phase beschrinken und das Theorem von Doyon in der
ferromagnetischen Phase nicht angewendet werden kann. Eine genaue Erklarung fiir das unterschiedliche
Verhalten des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den Wechselwirkungsquenchs in der
paramagnetischen und nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase steht zwar noch aus, es ist
jedoch zu vermuten, dass die in der ferromagnetischen Phase vorhandene langreichweitige Ordnung fiir
das Ausbleiben von Thermalisierung verantwortlich ist.
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4.9 Relaxationsprozess in Subsystemen

Die bisherigen Betrachtungen haben sich mit Observablen auf dem Gesamtsystems beschiftigt, bei de-
ren Operatoren es sich um Summen lokaler Operatoren gehandelt hat. Wie in dem einleitenden Kapitel
zur Nichtgleichgewichtsdynamik erldutert wurde, bleibt der reine Zustand, in dem das System vor dem
Quench pripariert wurde, unter der unitiren Zeitentwicklung nach dem Quench fiir alle Zeiten ein reiner
Zustand. Die Dichtematrix des Systems zu einem beliebigen Zustand kann also nie mit der Dichtema-
trix eines thermischen Zustandes iibereinstimmen, da es sich bei diesem um einen gemischten Zustand
handelt. Aus diesem Grund wurden Zeitmittel nach dem Quench mit den thermischen Erwartungswerten
verglichen. Werden hingegen Subsysteme betrachtet, so wirkt das restliche System wie ein Bad und der
Zustand des Subsystems kann im Limes ¢ — oo ein gemischter Zustand und die reduzierte Dichtematrix
des Subsystems thermisch werden [161]. Damit einher geht das Verschwinden von Fluktuationen von Ob-
servablen auf dem Subsystem um ihren Zeitmittelwert. Voraussetzung hierfiir ist wiederum die Bildung
des thermodynamischen Limes. In diesem gilt fiir die Gréfle N des Gesamtsystems N — oo, wihrend die
Grofe Ngyup, des Subsystems konstant bleibt. Fagotti und Essler konnten in [247] auf diese Weise fiir das
eindimensionale transversale Ising-Modell mit periodischen Randbedingungen zeigen, dass die reduzierte
Dichtematrix eines Subsystems der Léange ¢ der Kette im Limes ¢ — oo gegen die reduzierte Dichtematrix
des Subsystems gemé&fl dem verallgemeinerten Gibbs-Ensemle strebt:

Hm p(t) = pear.e - (4.134)

Fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell sind analoge Uberlegungen zu denjenigen von Fagotti
und Essler in [247] aufgrund der Nichtintegrabilitit des Systems nicht moglich, sodass wie fiir das Ge-
samtsystem numerische Berechnungen erforderlich sind, die wiederum auf dem beschriebenen Variations-
Monte-Carlo-Verfahren beruhen. Die Bestimmung von Observablen im Subsystem wird im Folgenden
sowohl fiir das System nach den Wechselwirkungs- als auch nach den Feldquenchs erldutert. Das Sub-
system wird dabei wie das Gesamtsystem quadratisch gewahlt mit Kantenlénge Lg,};, und umfasst somit
Nsub = L, Spins. Formal wird das System in das Subsystem, das Bad und einen Wechselwirkungsanteil
zwischen dem Subsystem und dem Bad unterteilt:

H = Hsyp, + Hpaa + Hww-sub-Bad - (4.135)

Hgyy, ist der Hamiltonoperator des Subsystems. Er entspricht dem Hamiltonoperator eines freien Systems
der entsprechende Grofle mit freien Randbedingungen. Die Position des Subsystems innerhalb des Ge-
samtsystems kann aufgrund der Homogenitét des Systems, der periodischen Randbedingungen und der
globalen Quenchs frei gewahlt werden. Die beschriebene Unterteilung des Systems ist in Abbildung 4.43
veranschaulicht.
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Bei der Betrachtung von Subsystemen ist dann eine Anderung der Zeitmittelwerte der Observablen ge-
geniiber einem isolierten System der gleichen Gréfle zu erwarten, wenn sich das System nach dem Quench
nahe am Phaseniibergang befindet und die Korrelationslinge in der Gréflenordnung des Subsystems liegt.
Zudem ist mit einer Reduzierung der Fluktuationen um den Mittelwert zu rechnen, wenn das das Bad
bildende restliche System vergréfert wird.

Wechselwirkungsquenchs

Zunéchst werden Wechselwirkungsquenchs betrachtet. Das Verfahren zur Beschreibung des Relaxations-
prozesses von Observablen in Subsystemen des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells nach den
Wechselwirkungsquenchs mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens unter Verwendung des Jastrow-
ansatzes erschlief3t sich unmittelbar. Wihrend des Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus zur Bestim-
mung der zeitabhingigen Koeffizienten der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter werden die
Messungen fiir die zu bestimmenden Observablen einfach fiir das betrachtete Subsystem ausgefiihrt. Die
Genauigkeit der Resultate kann dabei durch Mittelung iiber unterschiedliche Subsysteme verbessert wer-
den. Da nach den Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase bereits fiir das Gesamtsystem
Thermalisierung beobachtet wurde, soll hierauf im Folgenden nicht niher eingegangen werden.

Feldquenchs

Die Bestimmung der Zeitentwicklung von Observablen in Subsystemen nach den Feldquenchs in der ferro-
magnetischen Phase mithilfe des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens gestaltet sich aufgrund der fiir diese
gewihlten Variationswellenfunktion schwieriger im Vergleich zu den Wechselwirkungsquenchs. Als Obser-
vable wird hierbei zum einen wie bereits fiir ein isoliertes System der renormierte Betrag der Magnetisie-
rung betrachtet. Zum anderen wird dargelegt, wie der Erwartungswert der Energie in einem Subsystem
bestimmt werden kann. Dieser ist im Gegensatz zur Gesamtenergie innerhalb des Systems nicht erhalten.
Zur Bestimmung der erstgenannten Observable wird im Subsystem die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit
einer gegebenen Anzahl an Spin down innerhalb des Subsystems in Abhingigkeit von der Gesamtzahl
an Spin down sowie der Gesamtzahl an Kinks innerhalb des Systems erforderlich sein. Fiir den Erwar-
tungswert der Energie innerhalb des Subsystems wird gezeigt werden, dass er durch die Anzahl an Kinks
entlang des Randes des Subsystems bestimmt ist. Die Wahrscheinlichkeit der verschiedenen moglichen
Kinkzahlen ist wiederum in Abhéngigkeit von der Gesamtzahl an Spin down sowie der Gesamtzahl an
Kinks innerhalb des Systems mithilfe des in Anhang E beschriebenen Monte-Carlo-Verfahrens unter Ver-
wendung von Rare Event Sampling zu bestimmen.

Renormierter Betrag der Magnetisierung

Es werde zunéchst der renormierte Betrag der Magnetisierung innerhalb eines Subsystems betrachtet.
Bezeichne mgy), die Anzahl an Spin down im Subsystem und Ny, jm,» die Anzahl an Konfigurationen
mit mgyp Spin down im Subsystem, wenn das Gesamtsystem m Spin down und n Kinks enthélt. Fiir
mgup gilt

min {o, m— (N — NSub)} < gy < min {NSub, m} (4.136)
und es ist
Nsub
Z Nmsub\m,n = Nmn - (4.137)
msub=0

Die Werte der Ny, |m,» Werden mithilfe des Monte-Carlo-Verfahrens ermittelt, welches auch fiir die
Npn und der Ty, pims . verwendet wird.

Zur Bestimmung der Zeitentwicklung der Erwartungswerte der Observablen im Subsystem ist die Zeitent-
wicklung des Gesamtsystems erforderlich, es sind also nach den Feldquenchs die Bewegungsgleichungen
(4.125) zu lésen. Aus den zeitabhingigen Variationsparametern o, ,,(¢) ergibt sich die Zeitentwicklung
des Erwartungswertes des Betrages der Magnetisierung des Subsystems geméf

; 3 Nong oy |m,
N%,Sub(t) = <:u‘%,8ub>t = |am,n(t)|2 $|M§ub,msl‘b‘ . (4138)
m,n m,n

mMsub
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Feldquenchs (J,0) — (J,h)
Renormierter Betrag der Magnetisierung
(a) 4 x 4-System isoliert

1

(b) 4 X 4- Subsystem des 8 X 8- Systems
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(c) 4 X 4- Subsystem des 12 X 12-Systems (d) 4 X 4- Subsystem des 16 X 16 - Systems
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Abbildung 4.44: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisie-
rung (a) im isolierten 4 X 4 - System sowie in einem 4 X 4- Subsystem des (b) 8 x 8-, (c¢) 12 x 12- und
(d) 16 x 16 - Systems nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet — (1,0) — (1,0.25), — (1,0) — (1,0.5),
— (1,0) — (1,0.75), — (1,0) — (1,1), — (1,0) — (1, 1.25). Gestrichelte Linien geben die zeitlichen Mit-
elwerte iiber das Zeitintervall [0,25] an und gepunktete Linien die thermischen Erwartungswerte der
Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Tem-
peratur Teg.

Dabei sind die pg,y, ., die Eigenwerte des Magnetisierungsoperators fig,,;, des Subsystems mit

. Nsub — 2msub
MSub,msub - .

4.139
NSub ( )

Die Renormierung des Betrages der Magnetisierung erfolgt in Bezug auf das Subsystems, d. h. es ist

~T x
luB,Sub - :u‘B,sub,min

ABR Sub = = (4.140)
11— P’B,Sub,min
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der gy, ,,. ., zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch
@ NingupJm,n
Pe(Hubiman) = D — 3 lam (B[ (4.141)

mn Nm,n
Die Bestimmung der Erwartungswerte der Observablen sowie der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ei-
genwerte der Operatoren fiir ein Subsystem des Systems im thermischen Gleichgewicht bei einer endlichen
Temperatur erfolgt ebenfalls in weiten Teilen analog zu den Betrachtungen fiir den Erwartungswert der
Observablen im Gesamtsystem. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Messungen der Observa-
blen lediglich fiir das zu betrachtende Subsystem durchzufiihren sind.

Im Folgenden wird der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magnetisie-
rung in einem 4 x 4- System nach den Feldquenchs (1,0) — (1,0.25), (1,0) — (1,0.5), (1,0) — (1,0.75),
(1,0) — (1,1) und (1,0) — (1,1.25) untersucht und mit den thermischen Erwartungswerten fiir das
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Feldquenchs (J,0) — (J, h)
Renormierter Betrag der Magnetisierung

(a) 4 X 4- System isoliert (b) 4 X 4- Subsystem des 8 X 8- Systems
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Abbildung 4.45: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (o) und des zeitlichen Mittelwertes (o)
des renormierten Betrages der Magnetisierung (a) im isolierten 4 x 4-System sowie in einem 4 x 4-
Subsystem des (b) 8 x 8-, (¢) 12x 12- und (d) 16 x 16 - Systems nach den Feldquenchs. Im Vergleich zum
isolierten 4 x 4 - System zeigt sich fiir die Subsysteme eine deutlich verbesserte Ubereinstimmung zwischen
den thermischen und den zeitgemittelten Erwartungswerten, die mit der Grofie des Bades zunimmt.

System im Gleichgewicht bei der effektiven Temperatur des Systems nach dem Quench verglichen. Das
4 x 4-System wird einerseits isoliert sowie andererseits als Subsystem eines 8 x 8-, 12 x 12- sowie
16 x 16 - Systems betrachtet. Die Resultate fiir den zeitlichen Verlauf des renormierten Betrages der Ma-
gnetisierung nach den betrachteten Feldquenchs sind in Abbildung 4.44 dargestellt. Wie den Graphen
entnommen werden kann, nehmen die zeitlichen Fluktuationen des Erwartungswertes um seinen zeitli-
chen Mittelwert mit der Grofle des Bades wie vorhergesagt ab. Der Vergleich der zeitlichen Mittelwerte
des renormierten Betrages der Magnetisierung zu den Erwartungswerten fiir das System im thermischen
Gleichgewicht in Abbildung 4.45 zeigt, dass sich durch die Einbettung des 4 x 4 - Systems in ein Bad eine
bedeutend bessere Ubereinstimmung von Zeit- und Ensemblemittel ergibt. Die Ubereinstimmung wird
dabei umso besser, je grofler das Bad ist. Fiir das 16 x 16- System bestehen nur noch geringe Abwei-
chungen. Aus diesem Grunde gilt es nun, noch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte des
Magnetisierungsoperators zu iiberpriifen. Diese sind in den Abbildungen 4.46 und 4.47 fiir die betrach-
teten Feldquenchs und die betrachteten Badgroflen dargestellt. Es zeigt sich, dass entgegen der guten
Ubereinstimmung der Zeit- und Ensemblemittel in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen weiterhin Abwei-
chungen bestehen, die mit der Gréfle des Bades nicht abnehmen.

Um einen eventuellen Einfluss der kleinen Grofie von 4 x 4 des Subsystems auf die Resultate abschétzen zu
konnen, wird im Folgenden noch der renormierte Betrag der Magnetisierung fiir ein isoliertes 8 x 8 - System
sowie ein 8 x 8- Subsystem des 16 x 16 - Systems untersucht. In Abbildung 4.48 ist seine Zeitentwicklung
nach den betrachteten Quenchprotokollen aufgetragen. Wie in den entsprechenden Graphen fiir das 4 x 4 -
System in Abbildung 4.44 nimmt auch hier die Amplitude der Oszillationen um den zeitlichen Mittelwert
fiir das Subsystem ab. In Abbildung 4.49 werden die Zeitmittelwerte des renormierten Betrages der Ma-
gnetisierung nach den Feldquenchs mit den thermischen Erwartungswerten fiir das System im Gleichge-
wicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur verglichen. Hierbei ist anders
als fiir das 4 x 4 - System keine Verbesserung der Ubereinstimmung durch die Einbettung des System in das
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Feldquenchs (J,0) — (J, h)

Magnetisierung

(a) 4 X 4- System isoliert

(i) (1,0) — (1,0.25)

0.5 0.5 S -
§ z Te
0.4f o pEEE(is,) 0.41 * PoGe(HSub,me. )
0.3 o () 0.3 ® Pt(UEub,msns) 5
| \
0.2F) f 0.2F\ f
At i 1 i
0.1 0.1
A I \ I -
05075205 "0 35 025 05 075 1 0075 205 035 025 05 07 1
T xT
758 Hsub,msu,
(ii) (1,0) — (1,0.5)
0.5 — 0.5 S -
0.4f o CEe () 0.4f * DCEE (Hubms,) ]?
\ \: —_— .
0.3 e pf(ﬂ’;vn) 0.3 ° pt(ltgub,msub) 1
0.2\ / 0.2\ /
0.1 i 0.1F:A: 7
0T =075 205 "0 35 03505 0.75 0075 205 "035 035 05 075 1
x xr
U ,U/Sub,mgub
(iif) (1,0) = (1,0.75)
0.5 T 0.5 T —
0.4 * pEds (i) 0.4 * P (b men) |1
0.3 o pe(p,) 0.3 ® Pt(HEub ) /Z
0.2E\ / 0.2E\ /
0.1 / 0.1F &
U507 05 02 035 05 0.75 0T 075 05 =035 095 05 075 1
xT T
Mo, HSub,mgub
(iv) (1,0) — (1,1)
05 — 0.5 N -
0.4 o pEiE(is,) 0.4 * PG (B mew) |
0.3% o pe(pe,) 0.3 ® Pt(HEub e
0.2\ 1 0.2
0.1k i 0.1F -
075075 05 035 035 0.5 075 OT=5075 05 025 035 05 075 1
xr xr
Mo, lu’Sub,mSHb
(v) (1,0) — (1,1.25)
0.5 T 0.5 — -
0.4 . prguéfE (N;tn) 0.4 ° pggE(#gub,lng|,b) _
0.3 ° pu(isi) 0.3 ® De(HSub mgu,) =
0.2 .25 4
E ”
0.1 0.1
0T 5075 05 025 0 02 05 075 007 05 025 025 05 075 1
T T
Mm lu’Sub,ms“b

(b) 4 X 4- Subsystem des 8 X 8- Systems

Abbildung 4.46: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der moglichen Werte der Magnetisierung fiir (a) das
isolierte 4 x 4-System und (b) ein 4 x 4-Subsystem des 8 x 8- Systems. Verglichen werden die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen fiir das System im thermischen Gleichgewicht (e) bei der ihm nach dem Quench
zugeschriebenen effektiven Temperatur Tog und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e)
fiir das System nach den Feldquenchs (i) (1,0) — (1,0.25), (ii) (1,0) — (1,0.5), (iii) (1,0) — (1,0.75),
(iv) (1,0) = (1,1) und (v) (1,0 — (1,1.25).
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Feldquenchs (J,0) — (J, h)
Magnetisierung

(a) 4 X 4-Subsystem des 12 X 12-Systems (b) 4 X 4- Subsystem des 16 X 16 - Systems
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Abbildung 4.47: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der moglichen Werte der Magnetisierung fiir (a) ein
4 x 4-Subsystem des 12 x 12-Systems und (b) ein 4 X 4-Subsystem des 16 x 16 - Systems. Verglichen
werden die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir das System im thermischen Gleichgewicht (e) bei der ihm
nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Ty und die zeitgemittelten Wahrscheinlich-
keitsverteilungen (e) fiir das System nach den Feldquenchs (i) (1,0) — (1,0.25), (ii) (1,0) — (1,0.5), (iii)
(1,0) — (1,0.75), (iv) (1,0) — (1,1) und (v) (1,0 — (1,1.25).
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Feldquenchs (J,0) — (J,h)
Renormierter Betrag der Magnetisierung

(a) 8 x 8- System isoliert (b) 8 X 8-Subsystem des 16 X 16 - Systems
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Abbildung 4.48: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes des renormierten Betrages der Magneti-
sierung (a) im isolierten 8 X 8-System sowie (b) in einem 8 x 8- Subsystem des 16 x 16- Systems
nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet — (1,0) — (1,0.25), — (1,0) — (1,0.5), — (1,0) — (1,0.75),
— (1,0) — (1,1), — (1,0) — (1,1.25). Gestrichelte Linien geben die zeitlichen Mitelwerte iiber das Zeit-
intervall [0, 25] an und gepunktete Linien die thermischen Erwartungswerte der Observablen im System
im Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur Teg.

Bad zu beobachten, sondern tendenziell verschlechtert sich die Ubereinstimmung sogar. Zur genaueren
Untersuchung dieser Beobachtung werden wiederum die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
der Eigenwerte iy, des Magnetisierungsoperators den thermischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen ge-
geniibergestellt. Die Auftragung erfolgt in Abbildung 4.50. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, zeigen
sich abgesehen vom schwichsten Quenchprotokoll (1,0) — (1,0.25) Unterschiede in den Wahrscheinlich-
keitsverteilungen, die mit der Quenchstédrke zunehmen. Es besteht nach den Feldquenchs auch fiir das
Subsystem eine gegeniiber dem System im thermischen Gleichgewicht erhthte Wahrscheinlichkeit, das
System im vollstdndig geordneten Zustand vorzufinden, d. h. auch hier weist das System eine Erinnerung
an seinen Anfangszustand auf. Insgesamt kann somit auch bei der Betrachtung von Subsystemenen des
zweidimensionalen transversalen Ising-Modells festgehalten werden, dass das System nach Feldquenchs
in der ferromagnetischen Phase nicht thermalisiert.

Feldquenchs (J,0) — (J, h)
Renormierter Betrag der Magnetisierung
(a) 8 X 8-System isoliert

(b) 8 X 8- Subsystem des 16 X 16 - Systems
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Abbildung 4.49: Vergleich des thermischen Erwartungswertes (o) und des zeitlichen Mittelwertes (o)
des renormierten Betrages der Magnetisierung (a) im isolierten 4 x 4-System sowie in einem 4 x 4-
Subsystem des (b) 8 x 8-, (¢) 12x 12- und (d) 16 x 16 - Systems nach den Feldquenchs. Im Vergleich zum
isolierten 4 x 4 - System zeigt sich fiir die Subsysteme eine deutlich verbesserte Ubereinstimmung zwischen
den thermischen und den zeitgemittelten Erwartungswerten, die mit der Grofie des Bades zunimmt.
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Feldquenchs (J,0) — (J, h)

Magnetisierung
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Abbildung 4.50: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der moglichen Werte der Magnetisierung fiir (a) das
isolierte 8 x 8- System und (b) ein 8 x 8- Subsystem des 16 x 16 - Systems. Verglichen werden die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen fiir das System im thermischen Gleichgewicht () bei der ihm nach dem Quench
zugeschriebenen effektiven Temperatur Tog und die zeitgemittelten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (e)
fiir das System nach den Feldquenchs (i) (1,0) — (1,0.25), (ii) (1,0) — (1,0.5), (iii) (1,0) — (1,0.75),
(iv) (1,0) = (1,1) und (v) (1,0 — (1,1.25).
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Energie

Nach den Betrachtungen zum renormierten Betrag der Magnetisierung eines Subsystems werde sich nun
dem Erwartungswert der Energie innerhalb des Subsystems zugewandt. Zu diesem Zweck wird das System

wie in Abbildung 4.51 veranschaulicht in identische Subsysteme aufgeteilt.

Abbildung 4.51: Unterteilung des Gesamtsystems
in Subsysteme. Exemplarisch wird das 16 x 16-
Systems in Subsysteme der Grofle 4 x 4 unterteilt.
Die Position des Subsystems, fiir das die Observa-
blen bestimmt werden (weif3 hinterlegt), kann inner-
halb des Gesamtsystems aufgrund der Homogenitét
des Systems, der periodischen Randbedingungen so-
wie der globalen Quenchs frei gewdhlt werden. Die
weiteren Subsysteme bilden das Bad (schraffierte
Fldche). In rot sind die Wechselwirkungen zwischen
den einzelnen Subsystemen dargestellt. Jeder Wech-
selwirkungsterm umfasst die Kopplung einer An-
zahl an Spinpaaren, die durch die Kantenléinge Lgyp,
der Subsysteme gegeben ist. Die Anzahl der Wech-
selwirkungsterme entspricht der doppelten Anzahl
der Subsysteme. Das betrachtete Subsystem wech-
selwirkt iiber die Kopplungen entlang seiner Riander
mit dem Bad. Die Kopplungsterme, die das betrach-
tete Subsystem nicht betreffen, kénnen in den Ha-
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miltonoperator des Bades integriert werden.

Hieraus ergibt sich gegeniiber den Betrachtungen zum renormierten Betrag der Magnetisierung eine Ein-
schrinkung der Kantenldngen des Subsystems auf Werte, fiir die die Kantenldnge des Gesamtsystems
ein ganzzahliges Vielfaches ist. Betrachtet wird ein einzelnes dieser Subsysteme (weifl hinterlegt in Ab-
bildung 4.51). Die restlichen Subsysteme bilden das Bad (schraffierter Bereich in Abbildung 4.51). Der
Hamiltonoperator des Systems wird entsprechend aufgeteilt in Summanden, die die einzelnen Subsyste-
me beschreiben (schwarz dargestellt in Abbildung 4.51), sowie Summanden, die die Wechselwirkung der
Subsysteme untereinander beschreiben (rote Kopplungen in Abbildung 4.51):

> Hwwi; -

<i,j>

H= Z Hgup,i + (4.142)

Hierbei bezeichnet ﬁsuw den Hamiltonoperator des i-ten Subsystems und ﬁww,i, ; den Hamiltonoperator
der Wechselwirkung zwischen Subsystem ¢ und Subsystem j. Da aufgrund der Homogenitit des Systems,
der periodischen Randbedingungen sowie der betrachteten globalen Quenchs alle Subsysteme des Systems
und somit auch die Kopplungen zwischen ihnen dquivalent sind, stimmen die Erwartungswerte sowohl der
Energie in den Subsystemen als auch der Energie der Wechselwirkungen zwischen ihnen iiberein, sodass
der zeitlich konstante Erwartungswert der Gesamtenergie des Systems geschrieben werden kann in der
Form

1 - 1 1 .
N (H), = N (Hsub); +2 ~. (Hww), (4.143)
Sub Sub
E Egup(t) Eww(t)

Hgyy, ist der Hamiltonoperator eines Subsystems, Hyyw der Hamiltonoperator der Wechselwirkung zwei-
er benachbarter Subsysteme. Hyw umfasst lediglich die Korrelationsfunktionen zwischen den néchsten
Nachbarn entlang der Rénder der beiden Subsysteme, von denen die eine Position in dem einen und die
andere Position in dem anderen Subsystem liegt. Die Anzahl der Summanden in Hyw ist somit durch
die Kantenldnge des Subsystems gegeben. Der Erwartungswert der Wechselwirkungsenergie zwischen be-
nachbarten Subsystemen kann auf einfache Weise bestimmt werden. Hierzu ist die Kenntnis der Anzahl
der Kinks entlang des Randes des Subsystems in Abhéngigkeit von der Anzahl m an Spin down sowie der
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Feldquenchs (J,0) — (J, h)
Erwartungswert der Energie in einem 4 X 4 - Subsystem des

(a) 8 X 8- Systems (b) 12 x 12 - Systems (c) 16 X 16 - Systems
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Abbildung 4.52: Zeitlicher Verlauf des Erwartungswertes der Energie in einem 4 x 4-Subsystem des (a)
8x8-, (b) 12x12- und (c) 16 x16 - Systems nach den Feldquenchs. Der Farbcode lautet — (1,0) — (1,0.25),
— (1,0) — (1,0.5), — (1,0) — (1,0.75), — (1,0) — (1,1), — (1,0) — (1,1.25). Gestrichelte Linien geben
die zeitlichen Mitelwerte iiber das Zeitintervall [0, 25] an und gepunktete Linien die thermischen Erwar-
tungswerte der Observablen im System im Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen
effektiven Temperatur Teg.

Gesamtzahl n an Kinks im Gesamtsystem erforderlich. Diese wird mit N, bezeichnet und wie

Sub,rand |mM,7
Ninguym,n ebenfalls im Rahmen des Monte-Carlo-Verfahrens zur Bestimmung der Ny, , und Ty, pim/ n
ermittelt. Die Wahl der Lage des Subsystems innerhalb des Gesamtsystems ist dabei wiederum unerheb-
lich. Mithilfe von Ny . i jm,n kann der Erwartungswert der Energie des Wechselwirkungsterms zwischen

zwei Subsystemen geschrieben werden als

N,
(Hww), = 74 —= Z |t ( Z %‘W (4Lsub — 2nsub,Rand) ¢ - (4.144)

NSub,Rand

Der Vorfaktor 1/4 riihrt daher, dass die Anzahl der Kinks entlang des Randes des Subsystems fiir den
gesamten Rand bestimmt wurde, der Wechselwirkungsterm jedoch nur eine Seite umfasst. Da der Erwar-
tungswert der Energie des Gesamtsystems zeitlich konstant ist und fiir das betrachtete Quenchprotokoll
den Wert —J hat, kann der Erwartungswert der Energie des Subsystems unmittelbar angegeben werden.
Er betrédgt pro Spin des Subsystems

Ny,

walmn 2Lsun — .
Bsun(t) = —J + = Z\amn Y S%Rd*’d‘ o, ZSub N:iuvaad_ (4.145)

M Sub,Rand

Da im Anfangszustand des Systems keine Kinks vorhanden sind, ergibt sich der Wert von Egyu,(t = 0)
unmittelbar zu

LSub -1

FEsup(t=0)=—J-
sub ) Lgub

(4.146)
Dieser Wert stellt auch eine obere Schranke der Energie inerhalb des Subsystems pro Spin dar. In Abbil-
dung 4.52 ist der zeitliche Verlauf des Erwartungswertes der Energie in einem Subsystem der Grofe 4 x 4
in einem Gesamtsystem der Grofe (a) 8 x 8, (b) 12 x 12 und (c) 16 x 16 fiir die verschiedenen Quenchpro-
tokolle aufgetragen. Die gestrichelten Linien geben den zeitlichen Mittelwert des Erwartungswertes der
Energie im Subsystem an, der iiber das Zeitintervall [0, 25] gebildet wurde. Bei den gepunkteten Linien
handelt es sich um den Erwartungswert der Energie im Subsystem, welches in ein System im thermischen
Gleichgewicht bei der ihm nach dem Quench zugeschriebenen effektiven Temperatur eingebettet ist. Wie
bereits fiir den renormierten Betrag der Magnetisierung zeigt sich auch fiir die Energie innerhalb eines
Subsystems eine Abnahme der Amplitude der Oszillationen um den zeitlichen Mittelwert mit zunehmen-
der Badgrofle. Zum Vergleich der Zeitmittel und der Ensemblemittel sind in Abbildung 4.53 die zeitlichen
Mittelwerte der Energie und die thermischen Erwartungswerte fiir das System im Gleichgewicht bei der
effektiven Temperatur nach dem Feldquench dargestellt. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, nimmt der
zeitliche Mittelwert der Energie des Subsystems mit zunehmender Quenchstérke ab. Dies kann dadurch
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Feldquenchs (J,0) — (J,h)
Erwartungswert der Energie in einem 4 X 4 - Subsystem des

(a) 8 X 8- Systems (b) 12 x 12 - Systems (c) 16 X 16 - Systems
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Abbildung 4.53: Vergleich des thermischen Erwartungswertes () und des zeitlichen Mittelwertes (o)
der Energie in einem 4 x 4-Subsystem des (a) 8 x 8-, (b) 12 x 12- und (c) 16 x 16- Systems nach den
Feldquenchs.

erkldrt werden, dass durch stidrkere Quenchs mehr Kinks im System erzeugt werden. Im Vergleich zu
den Erwartungswerten der Energie eines Subsystems des sich im thermischen Gleichgewicht befindlichen
Systems zeigen sich wiederum Abweichungen. Diese Abweichungen sind fiir eine gegebene Systemgrofie
umso ausgepragter, je stirker der betrachtete Feldquench ist. Da der Erwartungswert der Energie im Sub-
system durch die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen den n#chsten Nachbarn entlang der Réander
des Subsystems und des Bades bestimmt ist, ergibt sich zusétzlich durch die in Abbildung 4.31 (b) fiir
die betrachteten Systemgroflen beobachtete Zunahme des zeitlichen Mittelwertes des Erwartungswertes
der gleichzeitigen Korrelationsfunktion zwischen nédchsten Nachbarn nach den stérkeren Feldquenchs eine
Zunahme der Energie innerhalb des Subsystems mit Zunahme des Grofle des Gesamtsystems. Mogliche
Ursachen hierfiir wurden bereits in der Diskussion zu Abbildung 4.31 erldutert. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen der Eigenwerte des Hamiltonoperators des Subsystems kénnen nicht bestimmt werden, da
die Betrachtungen in der z-Basis erfolgen, in der der Hamiltonoperator nicht diagonal ist.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass sich durch die Betrachtung von Subsystemen keine
grundlegenden Anderungen an den getroffenen Aussagen in Bezug auf das Auftreten bzw. Nichtauftreten
von Thermalisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nach den Feldquenchs ergeben.
Wie erwartet nehmen in den Subsystemen die Fluktuationen der Observablen um ihren zeitlichen Mit-
telwert mit zunehmender Gréfle des Bades ab. Wéhrend fiir das 4 x 4- System eine Verbesserung der
Ubereinstimmung des zeitlichen Mittelwertes und des thermischen Erwartungswertes des Betrages der
Magnetisierung beobachtet wurde, war dies fiir das 8 x 8- System nicht der Fall. Die Verbesserungen fiir
das 4 x4 - System haben sich vor allem fiir starke Quenchs nahe zum Phaseniibergang gezeigt. Als Ursache
hierfiir kann die kleine Grofle des 4 x 4- Systems angesehen werden, aufgrund derer das isolierte System
insbesondere in der Niahe des Phaseniiberganges bedingt durch die dort divergierende Korrelationsldnge
Abweichungen zu einem in ein Bad eingebettetes 4 x 4 - System zeigt. Fiir das 8 x 8- System ist dieser Ef-
fekt schwicher ausgeprigt, sodass sich hier keine Verbesserung ergeben hat. Fiir beide Systemgrofien gilt
es zu beachten, dass sich in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte des Magnetisierungsope-
rators weiterhin Unterschiede zeigen. Auch bestehen Unterschiede zwischen dem zeitlichen Mittelwert und
dem thermischen Erwartungswert der Energie eines Subsystems. Infolgedessen kann auch bei Betrach-
tung von Subsystemen im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell nach den Feldquenchs nicht von
Thermalisierung gesprochen werden.
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4.10 Ausbreitung einer lokalen Storung

Nach den Untersuchungen des stationdren Zustandes des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells
auf das Auftreten von Thermalisierung nach den Wechselwirkungs- und den Feldquenchs soll abschlie-
Bend noch die Ausbreitung einer zu Beginn lokalen Stoérung im System betrachtet werden. Die Unter-
suchungen erfolgen in der ferromagnetischen Phase und erfordern ein Verfahren, das in der Lage ist,
die Zeitentwicklung des Systems ausgehend von einem Anfangszustand mit einer lokalen Stérung, d.
h. ausgehend von einem inhomogenen Anfangszustand, zu beschreiben. Zudem muss das Verfahren fiir
hinreichend grofle Systeme geeignet sein, um den erwarteten Ubergang der Ausbreitung der anfinglich
lokalen Storung geméfl der Manhattan-Metrik auf kurzen Abstédnden hin zur euklidischen Metrik fiir
groflere Absténde beobachten zu kénnen. Das in den vorangegangenen Kapiteln beschriebene Variations-
Monte-Carlo-Verfahren kann mit der Ansatzfunktion fiir die ferromagnetische Phase die Zeitentwicklung
des Systems nach den Feldquenchs zwar mit hoher Genauigkeit beschreiben, ist jedoch auf einen homo-
genen Anfangszustand angewiesen. Zudem sind die erreichbaren Systemgrofien nicht ausreichend. Aus
diesem Grund wurde von Jonas Hafner im Rahmen seiner Masterarbeit [225] ein zeitabhéingiges Mean-
Field-Verfahren auf Grundlage der BBGKY-Hierarchie (Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon) in An-
lehnung an [248] an das transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen angepasst. Die Ergebnisse der
Untersuchungen wurden zusammen mit dem Autor der vorliegenden Dissertation in [62] veroffentlicht.
Das Verfahren sowie die gewonnenen Resultate fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell sollen
an dieser Stelle kurz zusammengefasst werden. Fiir die Details sei auf [225] verwiesen.

Das verwendete Verfahren bestimmt die Zeitentwicklung des Bloch-Vektors

Sr(t) = (or), (4.147)

jedes Spins des Systems mithilfe von zeitabhédngiger Mean-Field-Theorie unter Verwendung der BBGKY-
Hierarchie. Die BBGKY-Hierarchie bezeichnet ein System von Differentialgleichungen, die die Dynamik
eines Vielteilchensystems wechselwirkender Teilchen beschreiben. Das Verfahren weist eine hohe Flexi-
bilitdt im Hinblick auf den verwendeten Anfangszustand auf und erlaubt die Betrachtung sehr grofier
Systemgrofien (im vorliegenden Fall ein Quadratgitter der Gréfle 101 x 101, also ein System mit iiber
10* Spins). Die Genauigkeit des Verfahrens kann durch die Ordnung der BBGKY-Hierarchie gesteuert
werden. Wird ein globaler Quench in Verbindung mit einem homogenen Anfangszustand betrachtet, so
stimmen die Bloch-Vektoren aller Spins des Systems zu allen Zeiten {iberein und ihre Komponenten ent-
sprechen der Magnetisierung des Systems in die entsprechende Raumrichtung.

Die Bewegungsgleichungen des Bloch-Vektors des Spins an der Position R des Gitters werden aus dem
Ehrenfest-Theorem

d . A 00
—(0), ={[H,O — 4.148
CAO), = (1, }>t+<8t>t (4148)
hergeleitet. Fiir sie ergibt sich
Sg = hSY%, (4.149a)
. 2
Sh= JY [C&%Rie, T C&R-c\] — SR, (4.149b)
k=1
. 2
Sh=-7Y [Chrie, T ChRe,] - (4.149¢)
k=1
Dabei ist e; = (1,0) und e; = (0,1) sowie Cﬁ&i, = (6%6%} ;- Dieses Differentialgleichungssystem ist

nicht geschlossen, da die Zwei-Spin-Korrelationsfunktionen nicht bekannt sind und nicht auf einfache
Weise bestimmt werden kénnen. Um ein geschlossenes Differentialgleichungssystem zu erhalten, wird in
erster Ordnung der BBGKY-Hierarchie die Mean-Field-Néherung

O} Rrer = (08 68s0,), = (O, (6ser), = SK™ Shise, (4.150)

verwendet, die zu den Bewegungsgleichungen des Bloch-Vektors in erster Ordnung BBGKY-Hierarchie
fiihrt:

Sg = hS%, (4.151a)

180



TABELLENVERZEICHNIS

2

Sh= T [k Shie, + Sk Sk o) — SR, (4.151b)
k=1

) 2

Slz:{ =—J Z [S%}{ SII:{vLek + Sg{ Slﬂf{*ek] ’ (4151C)
k=1

Die Bewegungsgleichungen in zweiter Ordnung BBGKY-Hierachie konnen hergeleitet werden, indem die
Zwei-Spin-Korrelationsfunktionen in (4.149b) und (4.149c) wieder in das Ehrenfest-Theorem eingesetzt
und die Erwartungswerte dreier Pauli-Spinoperatoren in den sich ergebenden neun Differentialgleichungen
nacheinander aufgebrochen werden geméfl

(ABOY, ~ (AB), (0), + (AC), (B), +(BC), (A), —2(A), (B), (O), . (4.152)

Auf diese Weise ergeben sich die Bewegungsgleichungen in zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie:

Sk :hsg : (4.153a)
Sk =J Z {CR+ek r+C ek,R} — hSk (4.153b)
Sh=—17 Z |CRt e + Cilerr] » (4.153¢)
Ol =h [CR w+ CRlg) (4.153d)

Cﬁ?R’ :JZ [(CfL,ZR' — 258 5%/) (Skiter T SRi—er) + SR (CR 4o v/ + ORI oy r7)
k=1 (4.153¢)

+ S2(Chl oy + Chlv—e)| — B[CBT + Ol
2

Ci == [(Chl — 2585%) (Skrte, + St-er) + Sk (Ciho v + Cotp mr)
P (4.153f)

+ % (Chvsor + CR'rer) | + WO »

2
C%LyR.’ =J Z [(O%JI’Z,R - QSIZ:J{’ Sﬁ) (Sﬁ—i-ek + Sﬁ_ek) + Sy / (CR—O—ek R + Ci:wiz—ek-yR)
k=1
+ Sﬁ(Cﬁiek r +CrY e, r) (C%ZR' — 254 5&/) (Sk/ter + SR/—ey) (4.153g)

+ SR (CRiye, v T CRI—e, r) T S (CR7 e + Oﬁf—ek,R)} —h [O;?R’ + CE%J,R} .

2
C'lgl,ZR’ :JZ [(CZ "R — 25%/5R) (Shie, + Sk-o) + SR(CRIc, R + CR 0, R)
k=1
+ SR' (CRJrek rT Cﬁiek,R> - (C%JL%IR’ - 25%/{51%’) (Sﬁ/+ek + Sﬁ’*ek) (4153h)
— Sk (Cl"; '+e, R’ + Cr ’—ek,R’) - Sﬁ’ (Cfm{?+ek,R + Cla::{szek,R)] - hcﬁ,ZR’ )

Ciow =— Y [ Ol — 255 55) (Stse, +Shor) + SE(CR 0 v + CiZerr)

k=1

+ S (CRierr T CRZerr) T (Ch R — 25 SR) (SR 4o, T SRi—ey) (4.1531)

+ S8 (O oo + CR ) + Sk (o m + O e, )]

Die Erweiterung auf hohere Ordnungen folgt unmittelbar. Diese sind erforderlich, um den stationéren
Zustand des Systems und das Auftreten von Thermalisierung im System untersuchen zu kénnen. Dagegen
kann, wie sich im Folgenden zeigen wird, die Ausbreitung einer lokalen Stérung bereits in erster Ordnung
BBGKY-Hierarchie mit hoher Genauigkeit beschrieben werden.
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Abbildung 4.54: Vergleich der Resultate der zeitabhiingigen Mean-Field-Theory in (a) erster und (b)
zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie fiir die z-Komponente des Bloch-Vektors Sg () eines einzelnen Spins
(durchgezogene Linie) nach Feldquenchs ausgehend vom vollstindig geordneten Zustand zu den Resul-
taten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens (4) und der zeitabhédngigen Stérungsrechnung 8. Ordnung
(x). Der Farbcode lautet — h/J = 0.1, — h/J =02, — h/J =03, — h/J = 04, — h/J = 0.5,
h/J = 0.6. Bereits in erster Ordnung BBGKY-Hierarchie zeigt sich fiir die betrachteten Quenchpro-
tokolle und Zeitintervalle eine gute Ubereinstimmung, die sich in zweiter Ordnung weiter verbessert.

Zur Bestimmung des Parameterbereiches, fiir den die zeitabhéingige Mean-Field-Theorie in erster und
zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie die Zeitentwicklung des Systems in der ferromagnetischen Phase gut
approximiert, werden in Abbildung 4.54 ihre Resultate fiir die Magnetisierung des Systems in z-Richtung,
d. h. die z-Komponente des Bloch-Vektors, nach Feldquenchs ausgehend vom vollsténdig geordneten
Anfangszustand

[thor) = 111 ... 1), (4.154)

mit denjenigen der zeitabhéngigen Stérungstheorie 8. Ordnung sowie des Variations-Monte-Carlo-Verfah-
rens verglichen, wobei im Falle des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens der renormierte Betrag der Ma-
gnetisierung fiir das 16 x 16- System ausgehend vom Anfangszustand (4.111) betrachtet wird. Fiir Werte
des Transversalfeldes bis hin zu h/J = 0.6, fir die das System wie Abbildung 4.13 (b) zu entnehmen ist
die ferromagnetische Phase nicht verlisst, zeigt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen den Resulta-
ten der drei unterschiedlichen Methoden. Diese Ubereinstimmung besteht bereits in erster Ordnung der
BBGKY-Hierarchie und wird in zweiter Ordnung noch besser. Weiterhin besteht sie auch fiir Zeiten grofer
als das in Abbildung 4.54 aus Griinden der Ubersichtlichkeit dargestellte Zeitintervall von [0, 5]. Werden
hingegen groflere Feldstdrken betrachtet, so nimmt die Genauigkeit der Resultate der zeitabhingigen
Mean-Field-Theorie ab, sodass sich im Folgenden auf Verhéltnisse h/J < 0.6 beschrinkt werden wird.
Nach der Bestimmung des Bereiches von h/J, fiir den die zeitabhéingige Mean-Field-Theorie die Zeitent-
wicklung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells gut approximiert, werde nun die Ausbreitung
einer anfinglich lokalen Storung durch das System untersucht. Die zeitabhéngige Mean-Field-Theorie ist
aufgrund ihrer Flexibilitat im Hinblick auf den Anfangszustand des Systems sowie die grofien erreich-
baren Systemgroflen hierzu besonders geeignet. Die lokale Stérung des Anfangszustandes wird dadurch
realisiert, dass gegeniiber dem geordneten Zustand in (4.154) ein einzelner Spin die Orientierung down
hat:

[p) = At 1), (4.155)

Aufgrund der periodischen Randbedingungen kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0,0) als Posi-
tion des Spin down im Anfangszustand gew&dhlt werden. Um zu entscheiden, wann die Stérung die Strecke
r = (rg,ry) zuriickgelegt hat, wird die Differenz

A,.(t) = <¢1p|&r(t)|wlp> - <w0r|&r(t)|z/)or> (4'156)

zwischen der Zeitentwicklung ausgehend von dem Zustand (4.155) mit der lokalen Stérung und der
Zeitentwicklung ausgehend vom vollstéindig geordneten Zustand (4.154) betrachtet. Da die Stérung mit
endlicher Geschwindigkeit durch das System propagiert, verschwindet A, (t) fiir Zeiten, zu denen die
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Abbildung 4.55: AZ(t) zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ fiir das 101 x 101-System mit J = 1 und
h = 0.6. Im Anfangszustand zum Zeitpunkt ¢ = 0 hat der Spin an der Position (0,0) die Orientierung
down, die Spins an allen anderen Positionen des Systems die Orientierung up. Fiir grofiere Zeiten pro-
pagiert die Storung mit einer endlichen Geschwindigkeit durch das System. Fiir grofie Absténde tritt die
Gitterstruktur in den Hintergrund und die Ausbreitung erfolgt gemé&fl der euklidischen Metrik, sodass
sich ein kreisformiger Light Cone ergibt.

Storung die Strecke r noch nicht zuriickgelegt hat.

Die Zeit tarrival(r), zu der die Storung die Strecke r zuriickgelegt hat, sei definiert als der Zeitpunkt, zu
dem A, (t) erstmals ungleich null ist. Abbildung 4.55 zeigt Momentaufnahmen der z-Komponente AZ(t)
zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ fiir das 101 x 101- System mit h/J = 0.6. Wie dem Vergleich der Mo-
mentaufnahmen fiir verschiedene Werte von ¢ entnommen werden kann, propagiert die anfangliche lokale
Storung mit einer endlichen Geschwindigkeit durch das System und fithrt dadurch zur Entstehung eines
Light Cones. Der Bereich des Systems, der bereits von der Ausbreitungsfront passiert wurde, weist kom-
plizierte Amplitudenmuster auf hervorgerufen durch Interferenzeffekte. Zur Untersuchung der Geometrie
des Light Cones und damit der Bestimmung der Metrik, der die Ausbreitung der Stérung durch das Sys-
tem folgt, ist in Abbildung 4.56 die Ankunftszeit tarival(r) der Stérung fiir die verschiedenen Positionen
des Systems als Konturdiagramm aufgetragen. Wihrend fiir kleine Abstéinde eine um 7/4 gegeniiber den
Gitterachsen gedrehte quadratische Form der Front anzeigt, dass die Ausbreitung der Stérung geméif
der Manhattan-Metrik erfolgt, wie beispielsweise von Carleo et al. auch fiir das zweidimensionale Bose-
Hubbard-Modell in [99] gezeigt wurde, so ndhert sich die Form der Wellenfront fiir groiere Abstéinde der
Kreisform an wie im Falle der Giiltigkeit der euklidischen Metrik. Dies zeigt, dass fiir grofle Absténde die
Gitterstruktur zunehmend in den Hintergrund tritt und sich das System wie ein Kontinuum verhilt.
Mithilfe der Resultate fiir t,,iva1 kann die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stérung iiber

d(r)
tarrival (h7 I‘)

v(h) = (4.157)
bestimmt werden. Indem die Ausbreitung entlang der Achse betrachtete wird, kann die Frage umgangen
werden, ob der Abstand d(r) zweier Positionen auf dem Gitter in der Manhattan-Metrik oder der eukli-
dischen Metrik gemessen werden muss, denn fiir r = (r,0) ist dguk (r) = dyvann(r) = 7. Mithilfe der ent-
sprechenden Ergebnisse fiir ¢,,,iva1 wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit v der Storung als Funktion von
h/J bestimmt. Abbildung 4.57 (a) zeigt die Ergebnisse fiir ¢a;ival entlang der Achse als Funktion des Ab-
standes r fiir J = 1 und Werte des Transversalfeldes bis hin zu A = 0.6 bestimmt mithilfe zeitabhéngiger
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Abbildung 4.56: Aus den Resultaten der
zeitabhingigen Mean-Field-Theorie erster Ord-
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Mean-Field-Theorie in erster Ordnung BBGKY-Hierarchie. Sobald ein von h/J abhéngiger Mindestab-
stand tiberwunden wurde, zeigt sich ein lineares Wachstum von ¢,,1iva1 mit r, d. h. die Stérung breitet
sich fiir hinreichend grofie Abstéinde mit konstanter Geschwindigkeit entlang der Achse aus. Die Aus-
breitungsgeschwindigkeit ist durch die inverse Steigung der Fitgeraden gegeben. In Abbildung 4.57 (b)
ist v als Funktion von A bestimmt mithilfe der zeitabhéngigen Mean-Field-Theorie in erster und zweiter
Ordnung BBGKY-Hierarchie dargestellt. Fiir die betrachteten Werte h des Transversalfeldes zeigt sich
ein quadratischer Anstieg von v mit h

v o< h? (4.158)

mit nur geringen Abweichungen zwischen den Vorhersagen der unterschiedlichen Ordnungen. Dies steht in
klarem Gegensatz zu Resultaten fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell, fiir das in der ferroma-
gnetischen Phase ein linearer Anstieg der Geschwindigkeit mit i besteht und die Geschwindigkeit in der
paramagnetischen Phase den konstanten Wert J hat. Eine Erklarung fiir den Verlauf der Geschwindigkeit
mit h wurde fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell im Rahmen der semiklassischen Theorie
gegeben. Laut dieser ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Stérung durch die Maximalgeschwindigkeit
der Quasiteilchen bestimmt, die in (3.136) angegeben ist. Eine Herleitung des linearen Anstiegs der Ge-
schwindigkeit mit A im eindimensionalen transversalen Ising-Modell in der ferromagnetischen Phase sowie
des quadratischen Anstiegs der Geschwindigkeit mit A im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell
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Abbildung 4.57: (a) Ankunftszeit der Storung entlang der Achse fiir J = 1 und verschiedene Werte
h des Transversalfeldes bestimmt mithilfe von zeitabhéngiger Mean-Field-Theorie in erster Ordnung
BBGKY-Hierarchie. (b) Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stérung entlang der Achse in erster und zweiter
Ordnung BBGKY-Hierarchie. Fiir den betrachteten Bereich der Werte des Transversalfeldes wéchst die
Geschwindigkeit quadratisch mit h. Dies ist durch die Least-Square-Fits der Datenpunkte proportional
zu h? angedeutet.
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in der ferromagnetischen Phase kann mithilfe der Spinwellentheorie erfolgen. Filatova und Tsukernik ha-
ben 1975 in [249] gezeigt, dass die Spinwellenenergie des eindimensionalen transversalen Ising-Modells
fiir kleine Transversalfelder linear mit h skaliert, wihrend in hoheren Dimensionen ein quadratischer Zu-
sammenhang besteht. Da die Geschwindigkeit der Storung durch den Gradienten der Spinwellenenergie
in Bezug auf die Wellenzahl gegeben ist, bleibt diese Beziehung auch fiir die Geschwindigkeit der Storung
erhalten. Insbesondere folgt aus der Spinwellentheorie, dass der fiir das zweidimensionale transversale
Ising-Modell gefundene quadratische Anstieg der Geschwindigkeit mit dem Transversalfeld fiir alle Di-
mensionen d > 1 zu erwarten ist. Eine Erklirung fiir die Unterschiede zwischen dem eindimensionalen
transversalen Ising-Modell und dem transversalen Ising-Modell in hheren Dimensionen im Rahmen der
Storungstheorie wurde ebenfalls in [249] gegeben. Abgesehen von dem unterschiedlichen Verlauf mit h ist
die Geschwindigkeit der Ausbreitung der Storung fiir die betrachteten Werte von h im zweidimensionalen
transversalen Ising-Modell bedeutend niedriger als im Modell in einer Dimension. Diese Beobachtung
kann folgendermafien erklért werden. Fiir die betrachteten Verhiltnisse von Transversalfeld h zu Kopp-
lungskonstante J befindet sich das System tief in der ferromagnetischen Phase, d. h. der energetische
Beitrag, der sich aus den Kopplungen zwischen den Spins ergibt, ist dominant gegeniiber dem Beitrag
aus der Wechselwirkung mit dem externen transversalen Feld. Die Ausbreitung der Stérung ist mit dem
Umklapp von Spins verbunden. Werden in einer Dimension sukzessive Spins umgeklappt, so bleibt die
Anzahl an Kinks im System konstant. Im zweidimensionalen System hingegen bewirkt die Ausbreitung
der Storung immer die Erzeugung neuer Kinks, da die Grenzfliche der Ausbreitungsfront der Stérung
wéhrend ihrer Ausbreitung immer weiter zunimmt. Aus diesem Grund ist die Ausbreitung der Stérung im
zweidimensionalen transversalen Ising-Modell tief in der ferromagnetischen Phase energetisch ungiinstiger
als im eindimensionalen Modell. Fiir groflere Verhiiltnisse h/J, fiir die der energetische Beitrag bedingt
durch Kinks an Bedeutung verliert gegeniiber dem Beitrag aus der Wechselwirkung mit dem Transver-
salfeld, ist daher anzunehmen, dass sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stérung im ein- und im
zweidimensionalen transversalen Ising-Modell annéhert.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ising-Modell, das urspriinglich im Jahre 1925 von Ernst Ising als Modell klassischer Spins mit kon-
tinuierlicher Orientierung zur Beschreibung des Magnetismus in Festkorpern formuliert wurde, hat in
der theoretischen Physik eine grole Bedeutung erlangt. Seine quantenmechanische Formulierung, die auf
einem Gitter angeordnete Spin-1/2 beschreibt, stellt heute eines der Standardmodelle der Quantenme-
chanik zur Beschreibung von gitterbasierten Spinsystemen dar und es existieren zahlreiche Erweiterungen
und Verallgemeinerung beispielsweise in Form des XY-Modells oder durch Hinzunahme von Longitudinal-
bzw. Transversalfeldern oder langreichweitiger Wechselwirkungen. Da das Ising-Modell und viele der von
ihm abgeleiteten Modelle in einer Dimension aufgrund der Diagonalisierbarkeit des Hamiltonoperators
durch Transformation auf ein System freier Fermionen exakt 16sbar sind, kommt ihnen eine grofie Bedeu-
tung bei der Erprobung neuer Konzepte und Techniken zu. Abseits theoretischer Uberlegungen zeichnet
sich auch eine Bedeutung des Ising-Modells fiir die in der Einleitung der Dissertation beschriebenen
Quantencomputer ab. Wegen ihrer zwei moglichen Zustéinde konnen die einzelnen Spin-1/2 mit Qubits
identifiziert werden, sodass das Ising-Modell zur Beschreibung von Quantenregistern verwendet werden
kann. Hierbei ist insbesondere die Nichtgleichgewichtsdynamik des Systems von Bedeutung, die auch bei
einem perfekt gegeniiber seiner Umgebung isolierten System auftritt, wenn sein Anfangszustand kein
Eigenzustand des die Zeitentwicklung bestimmenden Hamiltonoperators ist. Fiir Quantencomputer sind
dabei vor allem die Zeitskala der Relaxation und der stationére Zustand des Systems relevant sowie die
Anderung der Verschrinkung der Qubits unter der Zeitentwicklung. Mit eben diesem Thema der Nicht-
gleichgewichtsdynamik im transversalen Ising-Modell hat sich auch die vorliegende Dissertation auf den
vorangegangenen Seiten beschéftigt. Konkret wurde fiir das transversale XY-Modell in einer Dimension
sowie fiir das transversale Ising-Modell in zwei Dimensionen die Zeitentwicklung unterschiedlicher Ob-
servablen nach verschiedenen Quenchprotokollen untersucht. Das Augenmerk der Untersuchungen lag
dabei zum einen darauf, mit welcher Geschwindigkeit und geméifl welcher Metrik sich eine Stérung durch
das System ausbreitet. Zum anderen wurde untersucht, ob das System nach den Quenchs equilibriert
und wie sein stationédrer Zustand aussieht. Ziel der Untersuchungen des stationdren Zustandes war da-
bei die Herstellung eines Zusammenhanges zwischen der Nichtgleichgewichtsdynamik des Systems und
der statistischen Physik. Zu diesem Zweck wurde die Frage beantwortet, ob das System in seinem sta-
tiondren Zustand nach den Quenchs durch ein bekanntes Ensemble der statistischen Physik beschrieben
werden kann. Besonderes Interesse galt hierbei der Klarung der Frage, ob das System thermalisiert, d. h.
ob sein stationérer Zustand durch das kanonische Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann und somit
die aus der klassichen Physik bekannte Ergodenhypothese auch fiir das quantenmechanische transversa-
le Ising-Modell gilt. Die Untersuchungen des eindimensionalen transversalen XY-Modells auf der einen
Seite und des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells auf der anderen Seite erfolgten aufgrund
der Unterschiede zwischen den Modellen bedingt durch ihre Dimensionalitdt, die in ihnen vorhandenen
Erhaltungsgrofen sowie die unterschiedlichen erforderlichen Methoden zu ihrer Beschreibung getrennt
voneinander.

Eindimensionales transversales XY-Modell

Das Ziel der Untersuchungen der Nichtgleichgewichtsdynamik im eindimensionalen Fall bestand darin,
die von Rieger und Igléi fir das eindimensionale transversale Ising-Modell in [43, 45] entwickelte se-
miklassische Beschreibung des Relaxationsprozesses auf das transversale XY-Modell zu erweitern. Das
Vorgehen basierte darauf, dass der Hamiltonoperator des eindimensionalen transversalen XY-Modells
wie der Hamiltonoperator des eindimensionalen transversalen Ising-Modells durch eine Transformation
auf ein System freier Fermionen diagonalisiert werden kann und beide Hamiltonoperatoren in Diago-
nalgestalt die gleiche Struktur aufweisen. Sowohl das eindimensionale transversale Ising-Modell als auch
das eindimensionale transversale XY-Modell kénnen somit in Form einer freien Theorie formuliert wer-
den. Dies ist von entscheidender Bedeutung, da anzunehmen ist, dass die semiklassischen Beschreibung
auf alle freien Theorien angewendet werden kann. Bei den Quasiteilchen der semiklassischen Theorie
handelt es sich im Falle des transversalen Ising- und XY-Modells in der ferromagnetischen Phase um
gebrochene Kopplungen zwischen benachbarten Spins, sogenannte Kinks. Fiir die betrachteten globalen
Quenchs werden die Quasiteilchen an jeder Position der Kette zu jeder Wellenzahl paarweise erzeugt,
wobei die Quasiteilchen eines Paares verschrinkt sind und aufgrund der Impulserhaltung zum Zeitpunkt
ihrer Erzeugung entgegengesetzte Geschwindigkeiten haben. Im transversalen Ising-Modell erfolgt die
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Propagation der Quasiteilchen durch Wirkung des Transversalfeldes, welches einzelne Spins des Systems
umklappt. Fiir die im XY-Modell gegeniiber dem Ising-Modell hinzugekommene Kopplung der Spins in
y-Richtung wurde gezeigt, dass sie einen vergleichbaren Effekt aufweist wie das Transversalfeld, durch
sie jedoch immer zwei benachbarte Spins umgeklappt werden. Die durch die Wirkung der genannten
Anteile des Hamiltonoperators auf den Zustand des Systems propagierten Quasiteilchen bewegen sich
ballistisch mit konstanter Geschwindigkeit und ohne Wechselwirkung untereinander durch das System.
Die Bestimmung ihrer Geschwindigkeit erfolgt dabei im transversalen XY-Modell wie im transversalen
Ising-Modell iiber die partielle Ableitung der Energien der Moden des Hamiltonoperators nach der Wel-
lenzahl. Aufgrund der oben beschriebenen Wirkung der Kopplung der Spins in y-Richtung ergibt sich
hierbei eine Abhéngigkeit der Geschwindigkeit von der Anisotropie. Die Besetzungszahl der Quasiteilchen
wird ebenfalls von der Anisotropie beeinflusst. Mithilfe der semiklassischen Theorie wurden die lokale Ma-
gnetisierung, die gleichzeitige Korrelationsfunktion zwischen zwei Spins sowie die Verschrénkungsentropie
zwischen zwei Subsystemen des eindimensionalen transversalen XY-Modells mit freien und mit periodi-
schen Randbedingungen bestimmt und mit exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik nach ver-
schiedenen Quenchprotokollen verglichen, durch die die Stérke des Transversalfeldes, die Anisotropie oder
beide Parameter des Hamiltonoperators geéindert wurden. Hierbei zeigte sich eine gute Ubereinstimmung
der Resultate der semiklassischen Rechnung zu den exakten Resultaten, die sich im Falle der lokalen
Magnetisierung und der gleichzeitigen Korrelationsfunktion jedoch mit zunehmender Quenchstérke und
kleiner werdender Anisotropie verschlechterte. Die Resultate der semiklassischen Theorie konnten da-
durch verbessert werden, dass aus einer Verallgemeinerung der exakten Resultate von Calabrese, Essler
und Fagotti aus [44,47] fiir das transversale Ising-Modell im thermodynamischen Limes auf das trans-
versale XY-Modell phinomenologisch eine modifizierte Besetzungszahl gewonnen wurde. Auf diese Weise
konnten auch sich aus der endlichen Systemgrofle ergebende Finite-Size-Effekte in der Zeitentwicklung
der Observablen mit hoher Genauigkeit reproduziert werden. Im Hinblick auf die Untersuchungen des
stationdren Zustandes des transversalen Ising- und XY-Modells in einer Dimension war aufgrund der In-
tegrabilitiat beider Modelle a priori klar, dass sie nicht thermalisieren kénnen. Die Untersuchungen mithilfe
der semiklassischen Theorie haben jedoch gezeigt, dass ihr stationdrer Zustand durch das verallgemeinerte
Gibbs-Ensemble beschrieben werden kann, welches neben der Gesamtenergie auch die zusétzlichen Erhal-
tungsgroBen des Systems beriicksichtigt. Diese kénnen dabei iiber die unter der unitéren Zeitentwicklung
erhaltenen Besetzungszahlen der Quasiteilchen ausgedriickt werden, wobei nach dem Quench jeder Mode
eine eigene effektive Temperatur zugewiesen wird entgegen der einzelnen effektiven Temperatur im Falle
von Thermalisierung und der Anwendbarkeit des kanonischen Gibbs-Ensembles. Die genannten Resulta-
te wurden fiir das System mit freien Randbedingungen in [68] veréffentlicht. Dariiber hinaus erfolgte im
Rahmen der Dissertation eine Diskussion des Modells auch mit periodischen Randbedingungen. Weiter-
hin wurde ebenfalls im Rahmen der Dissertation eine Erweiterung der semiklassischen Beschreibung des
Relaxationsprozesses auf kompliziertere Quenchprotokolle beschrieben. Konkret wurde dabei die Umkeh-
rung des Quenchs zu einem spéteren Zeitpunkt betrachtet, ein sogenannter Riickquench. Durch diesen
werden die Parameter des Hamiltonoperators wieder auf ihre Anfangswerte zuriickgesetzt. Es konnten
sowohl Ausdriicke fiir die Besetzungszahl der Quasiteilchen nach dem Riickquench hergeleitet werden als
auch exakte Ausdriicke fiir die Zeitentwicklung der Magnetisierung und der Korrelationsfunktionen im
thermodynamischen Limes, aus denen wiederum eine modifizierte Besetzungszahl der Quasiteilchen ex-
trahiert werden konnte. Mithilfe dieser modifizierten Besetzungszahl war im Rahmen der semiklassischen
Theorie eine gute Beschreibung der Zeitentwicklung der lokalen Magnetisierung des Systems auch nach
dem Riickquench moglich, wobei jedoch fiir endliche Systeme aufgrund des unbekannten Einflusses des
Riickquenchs auf die durch den ersten Quench erzeugten Quasiteilchen und die Verschrinkung zwischen
ihnen Finite-Size-Effekte nicht korrekt beschrieben werden konnten. Aus dem gleichen Grund konnte nach
dem Riickquench auch die Verschrankungsentropie zwischen Subsystemen nicht bestimmt werden. Das
Ziel zukiinftiger Untersuchungen am transversalen Ising- und XY-Modell unter Verwendung der semiklas-
sischen Theorie sollte daher darin bestehen, den Einfluss eines zweiten Quenchs auf die Verschrankung
und Besetzungszahl der beim ersten Quench erzeugten Quasiteilchen zu bestimmen. Nach den bisherigen
Uberlegungen ist nur die Gesamtbesetzungszahl der Quasiteilchen nach dem zweiten Quench bekannt.
Die Losung dieser Fragestellung wiirde das Verstdndnis von Verschriankung in quantenmechanischen Sys-
temen entscheidend voranbringen und es erlauben, auch bei beliebig komplizierten Quenchprotokollen
die in endlichen Systemen durch die Wiederkehr von Quasiteilchen fiir hinreichend grofle Zeiten hervor-
gerufenen Finite-Size-Effekte zu beschreiben und die Zeitentwicklung aller Observablen einschlieflich der
Verschrankungsentropie von Subsystemen korrekt zu bestimmen.
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Zweidimensionales transversales Ising-Modell

Im Gegensatz zum eindimensionalen transversalen Ising- und XY-Modell ist das zweidimensionale trans-
versale Ising-Modell nichtintegrabel und kann nicht analytisch gelost werden durch Transformation auf
ein System freier Fermionen. Aufgrund der Nichtintegrabilitit des Systems ist lediglich seine Gesamt-
energie unter unitdrer Zeitentwicklung erhalten, sodass die Moglichkeit besteht, dass das System nach
einem Quench thermalisiert. Da jedoch aus der Nichtintegrabilitdt eines Systems nicht zwangsweise das
Auftreten von Thermalisierung folgt, handelte es sich bei der Untersuchung, ob Thermalisierung im zwei-
dimensionalen transversalen Ising-Modell tatséchlich beobachtet werden kann, um eines der zentralen
Elemente der vorliegenden Dissertation. Die Grundlage der Untersuchungen bildete ein auf Variations-
Monte-Carlo in Realzeit basierendes Verfahren, das mit geeignet gewihlten Ansatzfunktionen eine Be-
schreibung der Zeitentwicklung des Zustandes des Systems mit hoher Genauigkeit {iber lange Zeitinter-
valle hinweg fiir mithilfe exakter Diagonalisierung nicht erreichbare Systemgroéfien erlaubte. Betrachtet
wurden verschiedene Observablen wie Magnetisierung und Korrelationsfunktionen nach Wechselwirkungs-
quenchs in der paramagnetischen Phase und nach Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase. Durch
das Variations-Monte-Carlo-Verfahren reduzierte sich die Anzahl der fiir die Zeitentwicklung des Sys-
tems zu beriicksichtigenden Parameter auf eine Anzahl, die algebraisch mit der Systemgrofie anwéchst
entgegen dem exponentiellen Wachstum der Dimension des Hilbertraumes mit der Systemgrofie. Zu-
dem erlaubte das Verfahren die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die
Observablen beschreibenden Operatoren. Um die Frage nach dem Auftreten von Thermalisierung zu
beantworten, wurden die Zeitmittelwerte der Observablen nach den Quenchs sowie die zeitgemittelten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit denjenigen eines System im thermischen Gleichgewicht geméifl dem
kanonischen Gibbs-Ensemble bei der iiber die Exzessenergie im System nach dem Quench bestimmten
Temperatur verglichen. Die Erwartungswerte der Observablen fiir das thermische System wurden mithil-
fe eines Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus in kontinuierlicher Imaginérzeit bestimmt. Durch Betrachtung
verschiedener Systemgrofien wurden die Resultate mithilfe von Finite-Size-Scaling auf das System im ther-
modynamischen Limes extrapoliert. Das zentrale Ergebnis der Untersuchungen zum Auftreten von Ther-
malisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell bestand darin, dass das System nach den
Wechselwirkungsquenchs in der paramagnetischen Phase thermalisiert, wihrend nach den Feldquenchs
in der ferromagnetischen Phase Abweichungen auftreten, die auch im thermodynamischen Limes nicht
verschwinden. Diese Abweichungen nehmen mit der Quenchstérke zu und zeigen sich besonders deutlich
in den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Eigenwerte der die Observablen beschreibenden Operatoren.
Die Thermalisierung des Systems in der paramagnetischen Phase steht dabei in Ubereinstimmung mit
dem exakten Theorem von Doyon zum Auftreten verallgemeinerter Thermalisierung in quantenmechani-
schen Vielteilchensystem [185] sowie den Ergebnissen von Mondaini et al. auf Grundlage der ETH [171].
In der ferromagnetischen Phase hingegen kann das Theorem von Doyon nicht angewendet werden und
auch die ETH trifft hier keine Aussagen. Die beschriebenen Untersuchungen zum Auftreten von Ther-
malisierung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell wurde in [61] verdffentlicht. Im Rahmen
der vorliegenden Dissertation wurde dariiber hinaus noch untersucht, welchen Einfluss die Beschrankung
der Betrachtungen auf ein Subsystem nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase hat. Hier-
bei konnte zwar eine Verbesserung der Ubereinstimmung der Zeitmittelwerte fiir das System nach den
Feldquenchs und der Erwartungswerte der Observablen fiir das System im thermischen Gleichgewicht
festgestellt werden, jedoch bestanden weiterhin Abweichungen zwischen den Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen, sodass auch bei Beschrankung auf Subsysteme nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen
Phase keine vollstdndige Thermalisierung des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells beobachtet
wird. Zukiinftige Untersuchungen zum Auftreten von Thermalisierung im zweidimensionalen transversa-
len Ising-Modell sollten darauf abzielen, die Abweichungen zwischen den zeitlichen Mittelwerten und den
thermischen Erwartungswerten fiir das System nach den Feldquenchs in der ferromagnetischen Phase zu
erkliaren. Es ist jedoch davon auszugehen, dass sich die langreichweitige ferromagnetische Ordnung des
Systems als fiir die Abweichungen von thermischem Verhalten relevant erweisen wird.

Neben der Untersuchung zum Auftreten von Thermalisierung wurde im zweidimensionalen transversalen
Ising-Modell in Zusammenarbeit mit Jonas Hafner auch die Ausbreitung einer lokalen Storung unter-
sucht. Um grofiere Systeme sowie einen inhomogenen Anfagszustand betrachten zu kénnen, wurde hierzu
ein Verfahren auf Grundlage zeitabhéngiger Mean-Field-Theorie in erster und zweiter Ordnung BBGKY-
Hierarchie verwendet. Mithilfe dieses Verfahrens konnte die Ausbreitung einer anfiinglich lokalen Stérung
tief in der ferromagnetischen Phase fiir h/J < 0.6 beschrieben werden. Dabei haben sich zwei wesentliche
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Erkenntnisse ergeben: Wéhrend die Gitterstruktur fiir kleine Absténde einen starken Einfluss auf die Aus-
breitung der Storung hat, der sich in einer Ausbreitung geméfl der Manhattan-Metrik duflert, néhert sich
die Form der Wellenfront fiir grofe Abstdnde immer mehr einem Kreis an, d. h. fiir grole Abstéinde tritt
die Gitterstruktur zunehmend in den Hintergrund und die Ausbreitung der Storung erfolgt wie in einem
Kontinuum der euklidischen Metrik entsprechend. Das zweite zentrale Ergebnis der Untersuchungen zur
Ausbreitung der Storung durch das System betrifft ihre Geschwindigkeit. Wihrend im eindimensionalen
System in der ferromagnetischen Phase die Ausbreitungsgeschwindigkeit linear mit der Stérke des Trans-
versalfeldes anwiéichst, hat sich fiir die betrachteten Werte von h und J in der ferromagnetischen Phase
fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell eine quadratische Abhéngigkeit der Geschwindigkeit
vom Transversalfeld ergeben. Diese Beobachtung konnte mithilfe von Ergebnissen der Spinwellentheorie
erklirt werden. Zudem konnte ausgehend von der Spinwellentheorie ebenfalls gefolgert werden, dass die
quadratische Abhéngigkeit der Geschwindigkeit von der Feldstérke fiir kleine Verhiltnisse h/J tief in
der ferromagnetischen Phase fiir alle Dimensionen d > 1 Bestand haben sollte. Anschaulich konnte die
bedeutend geringere Geschwindigkeit der Stérung im zweidimensionalen transversalen Ising-Modell im
Vergleich zum eindimensionalen System dadurch erklirt werden, dass mit der Ausbreitung der Stérung im
zweidimensionalen System immer die Erzeugung von Kinks verbunden ist, da die Grenzflache der Storung
bei ihrer Ausbreitung wichst. Eine groBere Anzahl an Kinks ist in der ferromagnetischen Phase jedoch
energetisch ungiinstig. Die genannten Resultate fiir die Ausbreitung einer lokalen Storung im transver-
salen Ising-Modell in zwei Dimensionen wurden in [62] verdffentlicht. Zukiinftige Studien stehen vor der
Aufgabe, den Parameterbereich, in dem die Ausbreitung der lokalen Stérung beschrieben werden kann,
zu grofleren Transversalfeldern h zu erweitern. Hierbei ist zu kliren, ob die quadratische Abhéingigkeit
der Geschwindigkeit vom Transversalfeld auch fiir grolere Werte von h in der ferromagnetischen Phase
erhalten bleibt und ob die Geschwindigkeit wie im Falle des eindimensionalen transversalen Ising- und
XY-Modells in der paramagnetischen Phase einen konstanten Wert erreicht. Erste Ergebnisse hierzu liegen
bereits vor, jedoch wurden diese wie die in der vorliegenden Dissertation prasentierten Resultate eben-
falls mithilfe von zeitabhéngiger Mean-Field-Theorie in erster bzw. zweiter Ordnung BBGKY-Hierarchie
bestimmt, sodass nicht klar ist, inwieweit sie die Zeitentwicklung des Systems korrekt beschreiben.
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ANHANG

Anhang

A Bewegungsgleichungen der Variationsparameter
nach den Wechselwirkungsquenchs
Den Ausgangspunkt der Herleitung der Bewegungsgleichungen der Variationsparameter und der Phase

bildet der euklidische Abstand der exakten Zeitentwicklung der Wellenfunktion geméfl der Schrodinger-
gleichung und der Variationszeitentwicklung aus (4.99)

D(t) = \/Z (I ol o) + 3 ax®Ou(E) + 1Fiow(&, 1)) - (A1)
13 k

Zur Vereinfachung der Notation wird die komplexwertige Grofie

Z(&t) = () + Y ar(t)Ok(€) + 1Biokal (6, 1) (A2)
k
eingefiihrt. Diese erlaubt es, D(t) umzuschreiben zu

D(t) = \/Z (leeol-|1zeol) = \/Z (leEnl - (z3e.0 + 23 D)) - (A:3)
3 3

Zg(&,t) und Z;(&,t) sind der Real- bzw. Imaginérteil von Z(&,t) mit

Z + Z ak Elokal(ga ) 9 (A4a)

Z1(&t) = i ( +Zak (H)OK(€) + Eiga (&, 1) - (A.4b)
%

Zur Bestimmung des Minimums von D(t) wird der Gradient gebildet und seine Komponenten gleich null
gesetzt. Es ist

aaoz 2 Z W€ Zr(&1)- Ow(€) =0, (A.52)
aaci 8 Z| Z1(6,1)- O (&) =0, (A.5b)
;Z;tt) Z (&0 Zr(& D) 20, (A.5c)
3¢Ié Z W&, 1)]" - Zi(, 1) Lo, (A.5d)

Einsetzen der Ausdriicke (A.4a) und (A.4b) fiir Zg (¢, t) baw. Z7(€,t) liefert
LY *- ($r®0w() + 22 400 (€) = Elun(€:1)0 (©)=0,  (A6a)
ILC O+ (6100w () + 22 0L E0w () + Eila(s HOW(E)) =0, (AGD)
; we” (dnlt)+ Z afi(t ~ Bar(6:1)) =0, (A.6c)

PG CAOED SEHOICAT; +Ef§kal(§,t)) - 0. (A.6d)
3 k
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Durch Zusammenfassen von (A.6a) und (A.6b) sowie von (A.6¢) und (A.6d) ergibt sich

)+ Zak (0kOks) 4+ 1 (Biorat (1) Op) = 0, (A.Ta)

+Zak ) (O + 1 (Fiora1 (t)) = 0 . (A.7D)

Dabei ist der Erwartungswert (O) fiir einen allgemeinen Operator O gegeben durch

2 |P(EH)PO©)
2 W ()P

Auflésen von (A.7b) nach ¢(t) und Einsetzen in (A.7a) ergibt schlieBlich die im Begleitmaterial von [98]
angegebenen Bewegungsgleichungen der Variationsparameter und der Phase

(0) = (A.8)

Zak 6Ok50k’> = —1 <Eloka1(t)(5@k'> , (A.9a)

¢<t) = Elokal Z Oék . (Agb)

Dabei ist 6O fiir einen allgemeinen Operator @ definiert als

60 =0-(0) . (A.10)
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B Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen
der Variationsparameter nach den Wechselwirkungsquenchs

Die Bewegungsgleichungen der Varationsparameter nach den Wechselwirkungsquenchs lauten unter Ver-
wendung des Jastrowansatzes (4.103)

D (0CESCEY éne () = =1 (Broka (H)5CE") . (B.1)

r’

Bei den Koeffizienten der Bewegungsgleichungen handelt es sich um zeitabhéngige Erwartungswerte der
Gestalt

LW )20)
O == e P

Thre Bestimmung erfolgt in der x-Basis mithilfe eines Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus [244].
Der Algorithmus approximiert die quantenmechanischen Erwartungswerte durch Mittelwerte iiber Kon-
figurationen des Systems, die gemifl der durch den Zustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ bestimmten
Wahrscheinlichkeitsverteilung erzeugt werden. Der Fehler ist umgekehrt proportional zur Wurzel der An-
zahl der Stichproben, iiber die der Mittelwert gebildet wird.

Die Erzeugung der Stichproben durch den Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus erfolgt als Markow-
Kette. Den Ausgangspunkt bildet ein zufillig gewéhlter Basiszustand. Die Konfiguration wird mit xg
bezeichnet und dadurch bestimmt, dass jedem Spin des Systems mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Ori-
entierung up oder down zugeordnet wird. In jedem Schritt des Algorithmus wird der Umklapp eines
zufillig gewahlten Spins des Systems vorgeschlagen. Der Algorithmus wird aus diesem Grund als Single-
Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus bezeichnet. Sei x die aktuelle Konfiguration des Systems und x’ die
vorgeschlagene Konfiguration. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit fiir den Monte-Carlo-Schritt x — x’ ist
dann gegeben durch

(B.2)

Ax — x',t) =min [1,Q(x — x',1)] . (B.3)
Dabei ist

P )T (x' — x)
P(x,t)T(x = x')

Q(x — x',t) = (B.4)

P(x,t) bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Basiszusténde der x-Basis zum Zeitpunkt ¢. Sie
wird durch den Zustand |¥(t)) des Systems zum Zeitpunkt ¢ bestimmt geméis

X 2 X 2
Plct) — 1T ()

W
S TENZ T S ()] (B.5)

Da die Operatoren C’fz diagonal in der x-Basis sind, kann das Skalarprodukt W(x,t) einfach berechnet
werden. Es ist

1
¥(x,t) = —=ex ( artC;”x) B.6
(x, 1) o P Zr: (1) (x) (B.6)
mit
Cr*(x) = (x|CF*[x) - (B.7)
T(x — x') ist die Verteilungsfunktion. Im Falle des transversalen Ising-Modells ist sie zeitunabhiingig und
umgekehrt proportional zu der Anzahl K(x) an Basiszustéinden, die ausgehend von der gegenwirtigen

Konfiguration x durch Wirkung des Nichtdiagonalanteils des Hamiltonoperators erreicht werden kénnen.
K (x) entspricht somit fiir jede Konfiguration x gerade der Anzahl der Spins des Systems, sodass

T(x - x) = % . (B.8)
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Einsetzen der Ausdriicke fiir P(x,t) und T'(x — x’) in (B.4) ergibt

Q(x — x',t) = exp{ Za CF(x) — C’rm(x))} . (B.9)

aR(t) bezeichnet hierbei den Realteil von oy (t). Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit fiir den vorgeschlagenen
Monte-Carlo-Schritt von der Konfiguration x zur Konfiguration x’ lautet somit

A(x — x',t) = min ll, exp { Z ol () (CFr (%) — Cf’(x))}} : (B.10)

A(x — x’) hingt nicht explizit vom Hamiltonoperator des Systems ab, sondern die Parameter des Hamil-
tonoperators finden dadurch Einzug, dass sie die Zeitentwicklung der Variationsparameter bestimmen,
welche wiederum die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Basiszustdnde der x-Basis im Zustand des Sys-
tems zum Zeitpunkt ¢ angeben.

Bei der Approximation der Erwartungswerte durch Monte-Carlo-Mittelwerte ist es wichtig, dass die Kon-
figurationen des Systems, iiber die der Mittelwert gebildet wird, unabhéngig voneinander sind. Dies ist
fiir den beschriebenen Single-Spin-Monte-Carlo-Algorithmus fiir aufeinanderfolgende Konfigurationen of-
fensichtlich nicht der Fall. Bei der Bildung des Mittelwertes muss somit zwischen zwei Konfigurationen,
fiir die eine Messung durchgefithrt wird, d. h. die zur Bildung des Mittelwertes verwendet werden, eine
gewisse Anzahl an Konfigurationen verworfen werden. Weiterhin ist zu beachten, dass es sich bei der
Anfangskonfiguration xg aufgrund ihrer zufilligen Erzeugung um eine sehr unwahrscheinliche Konfigu-
ration des Systems handeln kann. Aus diesem Grund werden die zu Beginn des Monte-Carlo-Verfahrens
erzeugten Konfigurationen ebenfalls nicht bei der Bestimmung der Mittelwerte beriicksichtigt. Dem Sys-
tem wird somit Zeit zum Equilibrieren gegeben. Auf die genaue Anzahl der zu Beginn und zwischen
zwei Messungen verworfenen Konfigurationen wird im Haupttext eingegangen. Im Folgenden wird die ef-
fiziente Implementierung des Algorithmus erldutert. Die Anfangskonfiguration des Systems wird zuféllig
erzeugt, indem fiir jede der N Positionen des Systems eine Zufallszahl erzeugt und jedem Spin auf dieser
Grundlage die Orientierung up oder down zugewiesen wird. Zur Erzeugung der Zufallszahlen wird der von
Saito und Matsumoto entwickelte SIMD-orientierte Fast Mersenne-Twister (SFMT) verwendet [250]. Die
erzeugten Zufallszahlen liegen gleichverteilt auf dem Intervall (0,1). Ist die erzeugte Zufallszahl kleiner
als 0.5, so wird dem Spin die Orientierung down zugewiesen, andernfalls die Orientierung up. Die Konfi-
guration des Systems wird in Form eines Arrays aus Bool-Variablen gespeichert (up=true, down=false).
Fiir die Anfangskonfiguration muss fiir alle moéglichen Spinpaare des Systems die relative Orientierung
bestimmt werden. Jedes Spinpaar wird der zugehorigen unabhéngigen Richtung r auf dem Gitter zuge-
ordnet, sodass alle Korrelationsfunktionen C**(xg) bestimmt werden. Sie werden in einer Liste abgelegt.
In jedem Monte-Carlo-Schritt wird nun der Umklapp der Orientierung eines zufillig gewéhlten Spins des
Systems vorgeschlagen. Zur Bestimmung des Position wird eine Zufallszahl erzeugt und mit der System-
groffe N multipliziert. Umwandlung der sich ergebenden Gleitkommazahl in die néchstkleinere natiirliche
Zahl ergibt die Position des Spins, dessen Umklapp vorgeschlagen wird. Hierbei ist zu beachten, dass
die Positionen des Gitters mit 0 bis N — 1 durchnummeriert sind. Die Korrelationen C¥*(x) sowie die
aktuelle Konfiguration x des Systems sind gespeichert. Der Spinumklapp entspricht einem Ubergang von
der Konfiguration x zur Konfiguration x’, die sich von x nur durch die Orientierung eines einzelnen Spins
unterscheidet. Wie (B.10) zu entnehmen ist, ist zur Bestimmung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit des
Uberganges die Differenz der Korrelationen zwischen der vorgeschlagenen und der aktuellen Konfigurati-
on fiir alle r erforderlich. Diese Differenz kann effizient bestimmt werden, indem die relative Orientierung
aller Spinpaare bestimmt wird, die den Spin enthalten, dessen Umklapp durch den Monte-Carlo-Schritt
vorgeschlagen wurde. Alle anderen Spinpaare, die diese Position nicht enthalten, sind fiir die Differenz
der Korrelationen unerheblich. Es werde etwa der Umklapp des Spins an der Position R vorgeschlagen.
C¥*(x,R) bezeichne den Beitrag der Spinpaare, die den Spin an der Position R enthalten, zur Korrela-
tionsfunktion C¥*(x) zweier Spins im Abstand r in der aktuellen Konfiguration x des Systems. Dann ist
Cr*(x',R) = —C?*(x,R), sodass die Differenz C¥*(x') — C¥*(x) im Argument der Exponentialfunktion
in Q(x — x/,t) den Wert —2C¥*(x,R) annimmt und die Akzeptanzwahrscheinlichkeit fiir den Umklapp
des Spins an der Position R somit geschrieben werden kann als

A(x — x',t) = min [l,exp{ 4204 t)CE* (x R)}] : (B.11)
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Nachdem die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des vorgeschlagenen Monte-Carlo-Schritts bekannt ist, wird
wiederum durch Erzeugung einer Zufallszahl bestimmt, ob der Spinumklapp akzeptiert wird. Dies ist der
Fall, wenn die erzeugte Zufallszahl kleiner als A(x — x/,t) ist. Die gespeicherte Konfiguration x wird
dann durch die neue Konfiguration x’ ersetzt sowie die Korrelationen C¥*(x) durch C¥*(x’). Andernfalls
verbleibt das System in der Konfiguration x und die gespeicherte Konfiguration sowie die Korrelationen
miissen nicht aktualisiert werden.

Durch das beschriebene Verfahren sind die Korrelationen C¥*(x) nach jedem Monte-Carlo-Schritt be-
kannt. Sie kdnnen unmittelbar zur Bestimmung der Monte-Carlo-Mittelwerte fiir die Observablen ver-
wendet werden. Da der Betrag der Magnetisierung nicht in der Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Single-
Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus auftritt, wird er nur nach den Monte-Carlo-Schritten bestimmt, fiir
die eine Messung ausgefiihrt wird. Das gleiche gilt fiir die Erwartungswerte, die die Koeffizienten der
Bewegungsgleichungen der Variationsparameter darstellen.
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C Anfangswerte der Variationsparameter im Jastrowansatz
fiir J() # 0

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie die Anfangswerte «,(t = 0) der Variationsparameter des Jastrow-
ansatzes fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell nach den Wechselwirkungsquenchs bestimmt
werden koénnen, wenn Jy # 0 ist. Zudem erlaubt dieses Verfahren die Bestimmung der Grundzustands-
energie und -magnetisierung des Systems fiir einen weiten Parameterbereich h/J. Hierzu wird ein von So-
rella [245] entwickelter Algorithmus verwendet, der als Stochastische Rekonfigurationstechnik mit Hesse-
scher Beschleunigung (Stochastic Reconfiguration Technique with Hessian Acceleration, SRH) bezeichnet
wird und eine dhnliche Strategie wie die bekannte Newton-Methode (NM) verfolgt, jedoch fiir Variations-
Monte-Carlo-Verfahren bedeutend effizienter ist. Die Betrachtungen erfolgen zunéichst wieder allgemein
fiir Variationsparameter ay und Operatoren @k, die in der Basis { 1€) } diagonal sind. Das SRH-Verfahren
basiert auf der Minimierung des Erwartungswertes der Energie

<\Ija|ﬁ|\ya> 2

Fa = g gt = () (C.1)

des Variationszustandes

Wo) = exp{Zaké(’jk} ) (C.2)
k

in Bezug auf den Hamiltonoperator H und erlaubt die effiziente Optimierung des Variationszustandes
auch fiir eine grofie Anzahl an Variationsparametern. Der Variationszustand |¥,) ist hierbei zeitun-
abhéngig. Im Argument der Exponentialfunktion wurde Oy, durch 60, = Oy, — <(§k> ersetzt. Hierdurch
ergibt sich lediglich eine irrelevante multiplikative Konstante. In der Notation wird die Abhéngigkeit
der Variationswellenfunktion von den Variationsparametern im Gegensatz zu den Betrachtungen an den
anderen Stellen der vorliegenden Dissertation explizit angegeben, da die Variationsparameter durch den
Algorithmus optimiert werden.

Zur Minimierung der Energie wird der Einfluss einer kleinen Anderung der Variationsparameter von o zu
o + 7y betrachtet. In der Newton-Methode wird der Erwartungswert Eq4~ in quadratischer Ordnung in
~ entwickelt und minimiert. Anschlieend werden die Variationsparameter entsprechend abgeéndert und
der Vorgang wird iterativ wiederholt, bis ein Energieminimum gefunden wurde. Im Gegensatz hierzu ver-
wendet das Verfahren von Sorella eine allgemeinere Form der Entwicklung von |¥q4~) durch Einfithrung
eines weiteren Parameters [3:

|\I/a+.y> ~ {1 + Z’ykéék + g Z’Yk')’k’(;@kéék/} |\I’a> . (03)
k k,k’

Durch geschickte Wahl des Parameters 8 kann die Effizienz der Minimierungsroutine des Variations-
Monte-Carlo-Verfahrens gesteigert werden. Dabei wird wohlgemerkt der Wert des Energieminimums nicht
verandert, da bei Annidherung an dieses die nichtlinearen Beitrige proportional zu 3 sowie Beitrige
hoherer Ordnung gegeniiber den linearen Beitrigen zunehmend an Bedeutung verlieren. Fiir 8 = 1 geht
das Verfahren in die Newton-Methode iiber.

Wie in [245] gezeigt wurde, ergibt sich durch Einsetzen der Entwicklung (C.3) in den Ausdruck (C.1) fiir
den Erwartungswert der Energie des Variationszustandes folgende Anderung der Energie

AFE = Eoiy —Eq=— Z’ykfk + % Z%w [Sh +(1+ 5)G]k’k/ (C.4)
k k,k’
mit
fr = =00, Ba = —2((H — Ea)Oy) , (C.5a)
SEF = ([0n[H,00]]) . (C.5b)
G = 2 ((H — Ea)604604) . (C.5¢)
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Nach [245] koénnen die fj als Kriifte interpretiert werden, die auf die Variationsparameter wirken. Sie
verschwinden, wenn das Energieminimum erreicht ist. Bei der Matrix Sj handelt es sich um die Anre-
gungsmatrix in Bezug auf die Operatoren Oy. Die Matrix G schlieBlich beriicksichtigt die verbleibenden
Beitrige, wenn die Wellenfunktion nicht exakt ist, d. h. wenn E, nicht mit <1fI ) iibereinstimmt. G sollte
aus diesem Grund fiir eine gute Variationswellenfunktion klein im Vergleich zu S} sein. Eine genaue

Betrachtung von (C.4) zeigt, dass sich fiir den Fall, dass
B:=5,+(1+p8)G (C.6)

positiv definit ist, aus der Minimierung von AFE eine Vorschrift fiir die Anderung der Variationsparameter
ar — ag + v, in Richtung des Zustandes minimaler Energie herleiten ldsst. Die zugehorigen Werte der
v ergeben sich gemifl [245] als Losung der Gleichung

By=f. (C.7)

Ist die Matrix B hingegen nicht positiv definit, so ist Gleichung (C.4) nicht von unten beschriinkt. Infol-
gedessen sind in der Entwicklung auch Terme hoherer Ordnung zu beriicksichtigen. Andernfalls besteht
die Moglichkeit, dass die Anderung der Variationsparameter um ~ geméif der Losung von Gleichung (C.7)
zu einem Zustand hoherer Energie fiihrt. Um ein wohldefiniertes Minimum der Energiedifferenz AE zu
erreichen, wird in dem Verfahren nach Sorella in diesem Fall statt der Matrix B die Matrix B + pS
betrachtet. Hierbei ist

SEH = (601604) = (OxOkr) — (O1) (O (C.8)

die positiv definite Korrelationsmatrix und p eine noch zu bestimmende Konstante. Die Existenz des
wohldefinierten Minimums von AFE wird erreicht durch die Forderung, dass die lineare Anderung der
Variationswellenfunktion in ~

v —|v
AWF = [Paiqy) = [Wa) (C.9)
Vol
nach oben beschrinkt ist. Der zugehorige Kontrollparameter r ist durch die Ungleichung
AWF? ="y SEF <12 (C.10)

K,k

bestimmt. Die Verwendung von B + S ermoglicht es nun einerseits, immer mit einer positiv definiten
Matrix zu arbeiten. Andererseits ist fiir hinreichend kleine r sichergestellt, dass die Energie durch eine
Anderung der Variationsparameter gemif Gleichung (C.7) abnimmt. Es verbleibt die Bestimmung der
Konstante p > 0. p ist immer dann ungleich 0, wenn B nicht positiv definit oder |AW F'| > r ist. In diesen
Fillen ist u als Lagrangemultiplikator durch Minimierung von AE+ u| AW F|? unter der Nebenbedingung
|[AWF| = r zu bestimmen. Dies kann mit bekannten Minimierungsroutinen erfolgen.

Die Erwartungswerte in den Ausdriicken fiir die Krifte fx (C.5a), die Anregungsmatrix S, (C.5b), die
Matrix G (C.5¢) und die Korrelationsmatrix S (C.8) werden als statistische Mittelwerte bestimmt. In [245]
wurde gezeigt, dass sie dann geschrieben werden konnen in der Form

fr = =2 {(0 Erokal,a (§)00k())) (C.11a)

ShF = (000, Broaa(€)30k (€))) + (00, Fiokar,a ()50 () (C.11b)
GFF' = 2 ((0 Fiokar,a (£)00k(£)30k (€))) (C.11c)

SEE = ((604(€)50w (€))) (C.11d)

wobei (( )) die statistischen Mittelwerte bezeichnet. Ejokal o ist die lokalen Energie geméfl (4.92). Fiir das
transversale Ising-Modell werden die statistischen Mittelwerte mithilfe des in Anhang B beschriebenen
Single-Spin-Flip-Monte-Carlo-Algorithmus bestimmt. Die Variationswellenfunktion lautet hierbei

Wa) = exp{ Y andCim b1t 1), (C.12)
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Abbildung C.1: (a)- (i) Konvergenz der Variationsparameter s, die zu Korrelationen gehoren, bei
denen der Abstand der beiden Spins in Manhattan-Metrik < 4 ist, fiir verschiedene Verhéltnisse h/J.
Der Farbcode ist e r = (1,0), e r = (2,0), e r =(1,1), er =(3,0), e r = (2,1), e r=(4,0), r=(3,1),
e r = (2,2). Die Variationsparameter zeigen eine schnelle Konvergenz unter dem verwendeten Verfahren.
Fiir kleine Verhéltnisse h/J sind die zu Korrelationen zwischen Spins in gréBerem Abstand zueinander
gehorigen Variationsparameter von geringerer Bedeutung.

Weiterhin wird der zusétzliche Parameter 8 in der Entwicklung (C.3) von |¥,4,) auf —1 gesetzt. Auf
diese Weise wird erreicht, dass die Matrix B unabhéngig von G und somit nicht vom starken Rauschen
in G betroffen ist [245]. Das Ziel des Verfahrens ist die Minimierung des Erwartungswertes der Energie
des Variationszustandes in (C.1). Ausgedriickt in der x-Basis ergibt sich fiir diesen

D s s Vi (x1) W (x2) (31| H|x2)

. = (C.13)
“ D [Wa(x)?
Dieser Ausdruck kann mithilfe der lokalen Energie umgeschrieben werden zu
Ea =Y Pa(x)EBiokal,a(X) . (C.14)

Wie im Folgenden gezeigt wird, konnen mithilfe obiger Variationswellenfunktion die Grundzustandsener-
gie sowie die Korrelationen im Grundzustand des zweidimensionalen tranversalen Ising-Modells sehr gut
beschrieben werden. In der ferromagnetischen Phase ergeben sich jedoch Abweichungen bei der Betrach-
tung des Betrages der Magnetisierung. Um auch dessen Wert in der ferromagnetischen Phase im Grund-
zustand des Systems beschreiben zu kénnen, wird die Variationswellenfunktion um einen zusétzlichen
Variationsparameter «,, erweitert, der an den Operator des Betrages der Magnetisierung koppelt. Die
Variationswellenfunktion lautet somit

[Wa) = exp { o fin + Y ardCEm} 1. 11), (C.15)
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In Abbildung C.1 ist fiir ein 16 x 16- System fiir verschiedene Verhéltnisse h/J die Konvergenz der Va-
riationsparameter dargestellt, die zu Korrelationen gehoren, bei denen der Abstand der beiden Spins in
Manhattan-Metrik < 4 ist. Die Konvergenz wird iiber 20 Iterationsschritte betrachtet. In jeder Iteration
wird der Monte-Carlo-Mittelwert iiber 100000 Stichproben gebildet. Die Anzahl der Monte-Carlo-Schritte
zwischen zwei Messungen betriagt 2/N. Zwischen zwei Messungen wird somit im Mittel zweimal der Um-
klapp eines jeden Spins des Systems vorgeschlagen. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, konvergiert
das Verfahren sehr schnell. Nach spétestens 10 Iterationen im Falle von h/J = 3 haben die Variations-
parameter einen konstanten Wert erreicht. Dabei zeigt sich, dass in der ferromagnetischen Phase mit
kleiner werdendem Verhéltnis h/.J Variationsparameter, die zu grofieren Abstéinden der Spins gehoren,
zunehmend kleiner werden, ihr Beitrag zum Jastrowfaktor sich somit zunehmend dem Faktor 1 néhert.
Fiir h/J = 0.5 liegen beispielsweise bereits zwei Gréfienordnungen zwischen dem Variationsparameter fiir
die Korrelationen zwischen néchsten Nachbarn und den Korrelationen zwischen Spins, die tibernéchste
Nachbarn darstellen. In der paramagnetischen Phase hingegen &ndern sich im untersuchten Parameter-
bereich von h/J die Werte der Variationsparameter nur geringfiigig. Fiir Verhéltnisse h/J < 0.4 wird der
Algorithmus instabil. Um den Parameterbereich, in dem der Algorithmus angewendet werden kann, auf
kleinere Verhiiltnisse h/J zu erweitern, d. h. weiter in die ferromagnetische Phase zu verschieben, wird die
Anzahl der Variationsparameter reduziert. Hierbei wird ausgenutzt, dass fiir kleine Verhéltnisse h/J wie
in Abbildung C.1 gezeigt die Korrelationen zwischen weiter voneinander entferneten Spins zunehmend
unbedeutender werden gegeniiber den Korrelationen zwischen niher benachbarten Spins. In einer groben
Vereinfachung werden aus diesem Grund neben dem Betrag der Magnetisierung nur die Korrelationen
zwischen néchsten Nachbarn im Variationszustand beriicksichtigt. Die Variationsparameter aller anderen
Korrelationen werden auf 0 gesetzt. Der Verlust an Genauigkeit kann dadurch abgeschatzt werden, dass
fiir Verhéltnisse von h/J, fiir die der Algorithmus auch mit dem vollen Satz Variationsparameter stabil
lduft, die Ergebnisse verglichen werden. In Abbildung C.2 sind der Verlauf der Grundzustandsenergie
pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante J sowie der Verlauf des renormierten Betrages der Ma-
gnetisierung in Abhéngigkeit von h/J dargestellt. Die Berechnung mithilfe des Verfahrens nach Sorella
erfolgt zum einen mit dem vollen Satz Variationsparameter und zum anderen nur unter Beriicksichtigung
der Korrelation zwischen néchsten Nachbarn sowie des Betrages der Magnetisierung. Dariiber hinaus

(a) Energie pro Spin (b) Renormierter Betrag der Magnetisierung

19L A % ] 8? o ", y
~ -1.3F N"\\\“ 1 . 06k X ]
Z 14f 1 205} ]
o -15F ™ ] To4f ]
S ]_6 — Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus “\\ 0.3L~ Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus 1

-1.O0F T=001 N ] ’ T =0.01

-1.7} e Jastrowansatz \4\ _ 8% [ o Jastrowansatz ]

1.8L Jastrowansatz (nachste Nachbarn) “\\ ] . 0 [ o Jastrowansatz (nichste Nachbarn) :

0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35
h)J h)J

Abbildung C.2: Vergleich des Verlaufs (a) der Energie pro Spin in Einheiten der Kopplungskonstante
J (b) des renormierten Betrages der Magnetisierung fiir das zweidimensionale transversale Ising-Modell
auf einem Gitter der Gréfie 16 x 16 in Abhingigkeit von h/J bestimmt mithilfe des Algorithmus von
Sorella und der Variationswellenfunktion (C.15) unter Beriicksichtigung des vollen Satzes an Variati-
onsparametern sowie unter Beriicksichtigung nur der Korrelation zwischen néchsten Nachbarn und des
Betrages der Magnetisierung. Zusitzlich sind die mithilfe des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus nach
Rieger und Kawashima bestimmten Werte der Observablen fiir das System im thermischen Gleichge-
wicht bei der Temperatur 7' = 0.01 eingezeichnet. Bei Betrachtung der Energie zeigt sich eine sehr gute
Ubereinstimmung aller Kurven. Im Falle des renormierten Betrages der Magnetisierung stimmen die Re-
sultate fiir das thermische System und die Grundzustandserwartungswerte unter Beriicksichtigung des
vollen Satzes an Variationsparametern ebenfalls sehr gut tiberien. Werden neben dem Betrag der Ma-
gnetisierung hingegen nur die Korrelationen zwischen néchsten Nachbarn beriicksichtigt, so zeigen sich
Abweichungen in der Nihe des Phaseniiberganges bei (h/J)crit & 3.044.
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le= Abbildung C.3: Konvergenz des Variationspara-
meters o, fiir verschiedene Verhiltnisse h/J in
23 der N#he des Phaseniiberganges bei (h/J)erit =
3.044. Der Farbcode ist e h/J =2.8, e h/J = 2.9,

h/J=30,eh/J=31,eh/J=32 ¢h/J=23.3,

h/J =34, e« h/J =3.5. o, fillt mit zunehmen-
dem Verhiltnis h/J ab. Dabei zeigt sich ein gréBerer
Sprung zwischen h/J = 3 (groBter betrachteter Wert
in der ferromagnetischen Phase) und h/J = 3.1
105 m 15 55~ (kleinster betrachteter Wert in der paramagnetischen
Iteration Phase).

[$2

sind mithilfe des Cluster-Monte-Carlo-Algorithmus nach Rieger und Kawashima [209] erzeugte Resul-
tate fiir das System im thermischen Gleichgewicht fiir sehr kleine Temperatur (7" = 0.01) dargestellt.
Fiir dieses wird erwartet, dass sich die Erwartungswerte nur geringfiigig von denjenigen des Systems im
Grundzustand bei T' = 0 unterscheiden. Unter Verwendung des vollen Satzes der Variationsparameter ist
der Algorithmus fiir Verhéltnisse h/J > 0.4 stabil. Werden nur Korrelationen zwischen néchsten Nach-
barn und der Betrag der Magnetisierung beriicksichtigt, so kann der erreichbare Parameterbereich auf
h/J > 0.2 erweitert werden. Wie ein Vergleich der Kurven zeigt, ergibt sich bei Verwendung des vollen
Satzes der Variationsparameter eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den Resultaten des Cluster-
Monte-Carlo-Algorithmus fiir das thermische System bei der Temperatur 7' = 0.01 und den Resultaten
fiir den Grundzustand bestimmt mithilfe des Verfahrens nach Sorella. Diese Ubereinstimmung betrifft
sowohl die Energie als auch den renormierten Betrag der Magnetisierung. Wird der reduzierte Satz Va-
riationsparameter bestehend aus den Korrelationen zwischen néchsten Nachbarn und dem Betrag der
Magnetisierung verwendet, so stimmen die Resultate fiir die Energie noch immer gut iiberein. Fiir den
renormierten Betrag der Magnetisierung hingegen zeigen sich in der N#dhe des Phaseniiberganges bei
(h/J)erit = 3.044 hingegen Abweichungen. Dies kann wiederum durch die am Phaseniibergang divergie-
rende Korrelationslidnge erkliart werden.

Abschlielend soll noch die Konvergenz des zur Beriicksichtigung der Betrages der Magnetisierung hin-
zugefiigten Variationsparameters oy, untersucht werden. Dieser ist in der ferromagnetischen Phase er-
forderlich, um den Betrag der Magnetisierung des Systems mithilfe des Variationsverfahrens korrekt zu
bestimmen. In der paramagnetischen Phase hingegen ist er nicht erforderlich. Aus diesem Grund gilt es,
seinen Einfluss auf das System in der paramagnetischen Phase zu betrachten. Zu diesem Zweck ist in
Abbildung C.3 die Konvergenz von c,, fiir verschiedene Verhiltnisse h/J sowohl in der ferromagneti-
schen als auch in der paramagnetischen Phase dargestellt. Wie der Abbildung zu entnehmen ist, nimmt
o mit zunehmendem Verhéltnis h/J ab. Hierbei zeigt sich ein gréflerer Sprung zwischen dem Wert
von ay, fir h/J = 3, dem groBten betrachteten Verhéltnis h/J, fiir das sich das System noch in der
ferromagnetischen Phase befindet, und h/J = 3.1, dem kleinsten betrachteten Verhéltnis h/.J in der pa-
ramagnetischen Phase. Durch den Optimierungsprozess nimmt «,;, in der paramagnetischen Phase einen
sehr kleinen Wert an. Die Variationswellenfunktion (C.15) né&hert sich infolgedessen der Ansatzfunktion
(C.12) fiir die paramagnetische Phase an. Somit kann die Variationswellenfunktion (C.15) auch in der
paramagnetischen Phase verwendet werden und der Optimierungsprozess bestimmt den zusétzlichen Va-
riationsparameter o, entsprechend.

Mithilfe des Algorithmus von Sorella aus [245] und der Ansatzfunktion (C.15) kénnen somit fiir einen
weiten Bereich von h/J die Korrelationen zwischen Spins sowie der Betrag der Magnetisierung im Grund-
zustand des zweidimensionalen transversalen Ising-Modells mit hoher Genauigkeit bestimmt werden. Die
sich durch die Optimierung ergebenden Werte der Variationsparameter kénnen als Startwerte der Variati-
onsparameter fiir den Variations-Monte-Carlo-Algorithmus in Realzeit zur Bestimmung der Zeitentwick-
lung des Systems verwendet werden, wenn der Variationszustand von der Gestalt des Jastrowansatzes
gewahlt wird. Befindet sich das System vor dem Quench aulerhalb der ferromagnetischen Phase und wird
durch den Vergleich der Energien vorhergesagt, dass es durch den Quench nicht in die ferromagnetische
Phase gelangen wird, so kann der Jastrowansatz ohne Beriicksichtigung des Betrages der Magnetisierung
verwendet werden.
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D Anwendung von Variations-Monte-Carlo in Realzeit auf das
eindimensionale transversale Ising-Modell nach Feldquenchs

Die Anwendung des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens auf das eindimensionale transversale Ising-Modell
erlaubt einen Vergleich der Resultate des Verfahrens zu exakten Ergebnissen der Freie-Fermionen-Technik.
Dieser Vergleich erfolgt im Folgenden fiir das System nach den Feldquenchs. Fiir die hierfiir erforderlichen
Dimensionen N, , der Unterrdume sowie die Anzahl Ty, . ns der Ubergiinge zwischen ihnen existieren
im Falle des Systems mit periodischen Randbedingungen analytische Ausdriicke. Die moglichen Kinkzah-
len sind ebenfalls bekannt. Fiir ein System mit /N Spins ist

0 m=20
2,4,...,2 0 <
D R s (D.1)
2,4,...,2(N—-m) F<m<N
0 m=N

Die Bestimmung der Werte der V,, , kann dadurch erfolgen, dass man sich das System in Bereiche
zusammenhéngender Spin up bzw. Spin down unterteilt vorstellt, denen die Spin up und down des
Systems zugeordnet werden. Jeder Bereich muss mindestens einen Spin umfassen. Die Anzahl der Bereiche
ist dabei durch die Kinkzahl n bestimmt. Hierbei miissen ebenfalls die periodischen Randbedingungen
beachtet werden, durch die sich ein zusammenhéngender Bereich an Spin up bzw. Spin down auch iiber
N — 1 erstrecken kann. In einer Kette mit n Kinks existieren 4 Bereiche mit Spin up sowie 5 Bereiche
mit Spin down. Beim Abzéihlen der moglichen Verteilungen der Spin up und down auf die Bereiche gilt es
noch zu beriicksichtigen, ob sich ein Bereich iiber N — 1 erstreckt. Seine beiden Teilbereiche am linken
bzw. rechten Rand der Kette werden bei der kombinatorischen Verteilung der Spin up bzw. Spin down
als getrennte Bereiche behandet, die jeweils mindestens einen Spin umfassen miissen. Es ergeben sich die
vier in Tabelle D.1 angegebenen Moglichkeiten der Einteilung der Kette in Bereiche mit Spin up und
Spin down.

Anzahl Anzahl
Position 1 Position N Bereiche Bereiche
Spin up Spin down
up up 5 +1 2
down down % % 1
up down 5 z
down up 5 5

Tabelle D.1: Anzahl der Bereiche mit Spin up und Spin down in der eindimensionalen Kette mit
periodischen Randbedingungen in Abhéngigkeit von der Kinkzahl n.

Die Verteilung der Spin up und Spin down in die Bereiche ergibt schliellich

N = (1 20) [T (20 () ()

Aufgrund der Symmetrie zwischen m und N — m durch Umklapp aller Spins des Systems geniigt die
Betrachtung von 0 < m < % Hieraus ergibt sich die Anzahl %2 + % + 1 an Variationsparametern
im Ansatz fiir die Variationswellenfunktion. Jeder Unterraum (m,n) ist im Falle des eindimensionalen
transversalen Ising-Modells mit bis zu 6 anderen Unterrdumen durch Umklapp eines einzelnen Spins
verbunden. Hierbei ist Am = 1 und An = 0, %1, £2. Die Anzahl T, .1/ s der Ubergiinge kann ebenfalls
analytisch hergeleitet werden. Den Ausgangspunkt hierzu bildet die Bestimmung der Anzahl isolierter
Spin down, d. h. Spin down mit zwei benachbarten Spin up, innerhalb der Zustéinde des Unterraumes
(m,n). Thre Anzahl entspricht T, y.m—1,n—2. Dabei ist fir m =1, n =2

T1,2;O,O =N s (D3)
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Abbildung D.1: Vergleich zwischen den exakten Resultaten der Freie-Fermionen-Technik und den Re-
sultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens fiir den zeitlichen Verlauf der gleichzeitigen Korrelati-
onsfunktion zweier Spins in unterschiedlichen Abstidnden zueinander innerhalb der Kette der Léange
L = 32 mit periodischen Randbedingungen nach den Quenchprotokollen (a) (1,0) — (1,0.2) und (b)
(1,0) — (1,0.5). In den Graphen der linken Spalte werden in der Ansatzfunktion des Variations-Monte-
Carlo-Verfahrens nur die Korrelationen zwischen néchsten Nachbarn beriicksichtigt, in den Graphen
der rechten Spalte zusétzlich die Korrelationen zwischen iibernichsten Nachbarn. Fiir den schwachen
Quench zeigt sich eine gute Ubereinstimmung der Resultate des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens zu
den exakten Resultaten, wohingegen sich fiir den stérkeren Quench gréfiere Abweichungen ergeben. Die
Beriicksichtigung iiberniichster Nachbarn verbessert die Ubereinstimmung bedeutend, fithrt jedoch nicht
zum vollstdndigen Verschwinden der Abweichungen nach dem Quenchprotokoll in (b).

fir m > 1 und n = 2m ist

N-m-1 N-m-—1
Tm,2m;m—1,2m—2 =m:- |:( ;n > +2 ( n " >:| (D4)
2

2

O G050

sowie fiir n < 2m

(]

Tm,n;m—l,n—2 =

j=max(0,n—m)

.y (D.5)
z_
AL ) ()
j=max(0,n—m) J 2 J 2
Die Anzahl der Spin down mit genau einem benachbarten Spin up ergibt sich zu
Tm,n;m—l,n =n: Nm,n - 2Tm,n;m—1,n—2 (D6)
und die Anzahl der Spin down ohne benachbarte Spin up lautet schliellich
Tmn'm— n :mNmn_QTmnm— n— _n'Nmn_QTmn'm— n—
mim—1,n+2 , mim—1n—-2 — [ : sm—1,n—2] D7)

= (m - n) . Nm,n + Tm,n;mfl,n72 .
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Die Anzahl der Ubergéinge m — m+-1 ergibt sich aus obigen Ergebnissen durch die Ersetzung m — N —m.
Mithilfe der Werte von Ny, ,, und Ty, nim/ ns konnen die Koeffizienten tp, nims n in den Bewegungsglei-
chungen der Variationsparameter bestimmt und die Bewegungsgleichungen durch numerische Integra-
tion geldst werden. In Abbildung D.1(a) ist der Vergleich der Resultate fiir die Zeitentwicklung der
gleichzeitigen Korrelationsfunktion fiir unterschiediche Absténde der beiden betrachteten Spins im Sys-
tem der Linge L = 32 mit periodischen Randbedingungen nach den Quenchs (1,0) — (1,0.2) sowie
(1,0) — (1,0.5) dargestellt. In diesem System entspricht der maximale Abstand zweier Spins gerade dem
maximalen Abstand zweier Spins im 16 x 16-System, dem grofiten in zwei Dimensionen betrachteten
System. Ein Vergleich der exakten Resultate zu den Resultaten des Variations-Monte-Carlo-Verfahrens
offenbart insbesondere fiir den stérkeren der beiden betrachteten Quenchs deutliche Abweichungen. Die-
se Abweichungen waren fiir das eindimensionale transversale Ising-Modell zu erwarten, da einerseits die
Anzahl der Symmetrien innerhalb des Systems geringer ist und andererseits der Ansatz zur Beschrei-
bung der Feldquenchs vom Vorhandensein ferromagnetischer Ordnung ausgeht. Diese wird jedoch im
eindimensionalen transversalen Ising-Modell im Gegensatz zum zweidimensionalen transversalen Ising-
Modell durch jeden Quench zerstort. Im System im thermodynamischen Limes ergibt sich infolgedessen
ein exponentieller Abfall der Korrelationen. Im transversalen Ising-Modell in zwei Dimensionen hingegen
wurde durch energetische Betrachtung gezeigt, dass das System bis zu einer gewissen Stérke der Feld-
quenchs die ferromagnetische Phase nicht verlésst. Unter Beriicksichtigung nicht nur der Orientierung der
nichsten Nachbarn, sondern auch der iibernéchsten Nachbarn, konnen die Ergebnisse fiir das eindimen-
sionale transversale Ising-Modell verbessert werden. Durch diesen Ansatz erfolgt eine feinere Einteilung
des Hilbertraumes in Unterrdume. Als zusétzliche Parameter kommen neben der Anzahl m an Spin down
und der Anzahl n an Kinks die Anzahl d isolierter Spin down sowie die Anzahl u isolierter Spin up hinzu.
Die Dimensionen der Unterriume sowie die Ubergéinge zwischen ihnen kénnen fiir diese Unterteilung
des Hilbertraumes jedoch auch fiir das eindimensionale System nicht mehr analytisch angegeben wer-
den, sondern miissen durch Untersuchung jeder moglichen Konfiguration des Systems bestimmt werden.
Hierdurch wird die maximal mogliche Systemgréfie beschrinkt. Zudem steigt der Rechenaufwand zur
numerischen Integration der Bewegungsgleichungen stark an. In zwei Dimensionen ist diese Erweiterung
nicht moglich, da zu viele unterschiedliche Unterrdume betrachtet werden miissten. Fiir das eindimen-
sionale transversale Ising-Modell ergibt sich jedoch fiir die erreichbaren Systemgréfien eine signifikante
Verbesserung der Resultate, wie Abbildung D.1 (b) entnommen werden kann.
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E Bestimmung der Koeffizienten der Bewegungsgleichungen
der Variationsparameter nach den Feldquenchs

Zur Bestimmung der Koeffizienten ., n.m’ n/ in den Bewegungsgleichungen (4.125) der Variationsparame-
ter nach den Feldquenchs ist die Kenntnis der Dimensionalitdt NV, , der Unterrdume des Hilbertraumes
sowie der Anzahl der Ubergiinge T nsm/ ns Zwischen ihnen erforderlich. Hierzu wird ein Rare Event
Sampling-Verfahren nach Alexander Hartmann verwendet [246]. Dieses wird im Folgenden zunéchst all-
gemein erldutert, bevor anschliefend auf seine Anwendung auf das vorliegende Problem eingegangen
wird.

Grundlagen des Rare Event Samplings

Die Konfigurationen des allgemeinen betrachteten Systems werden mit ¢ bezeichnet. Jeder Konfiguration
¢ wird ein Wert S(c) zugeordnet, der eindeutig durch die Konfiguration bestimmt ist. Durch das Rare
Event Sampling-Verfahren nach Hartmann werden die Hiufigkeiten p(S) der verschiedenen auftretenden
Werte von S bestimmt. Die Erzeugung der Konfigurationen erfolgt als Markow-Kette ¢; — co — ... = ¢,.
Gegeniiber einem einfachen Monte-Carlo-Verfahren wird die Effizienz des Algorithmus dadurch gestei-
gert, dass die Schétzfunktion derart verdndert wird, dass die Verteilung der Konfigurationen in jeder
beliebigen Region des Konfigurationsraumes konzentriert werden kann. Ein vorgeschlagener Ubergang
in eine neue Konfiguration entlang der Markow-Kette wird somit mit gréf8erer Wahrscheinlichkeit ak-
zeptiert, wenn die vorgeschlagene Konfiguration zu dem Teil des Konfigurationsraumes gehort, in den
die Erzeugung der Stichproben durch Anderung der Schitzfunktion verschoben werden soll. Die Ak-
zeptanzwahrscheinlichkeit eines Uberganges ¢ — ¢ ist dabei durch die Metropolis-Wahrscheinlichkeit
Dakz(c = ¢’) = min{1,exp(SAS)} mit AS = S(¢’) — S(c) gegeben [251]. Dies entspricht der Bestim-
mung von Erwartungswerten gemafl dem kanonischen Gibbs Ensemble fiir ein Systems, das sich bei der
Temperatur T'= 1/ und der Energie £ = —S im Gleichgewicht befindet, wobei die Verteilung mit den
Wahrscheinlichkeiten P(c) der Konfigurationen gewichtet ist. Die aus der statistischen Physik bekannte
Gleichgewichtsverteilung Q(c) ist dann gegeben durch

exp {BS(C)}

Qle) = Pl

mit der Zustandssumme

Z =Y P(c)exp {BS(c)} . (E.2)
Auf diese Weise folgt fiir den Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit von S im gewichteten Ensemble

p(S) = %Z/exp {BS(c)}P(c) = w S P (E.3)

(&

Hierbei bezeichnet Y’ die Summation iiber alle Konfigurationen, die den Wert S ergeben. Somit kann
ausgehend von den numerisch bestimmten Hiufigkeiten p*(S) der Schétzer fiir die ungewichtete Verteilung
gemaf

p(S) =Y _'P(c) = p*(S)Zexp { — S} (E.4)

C

bestimmt werden. Die Zustandssumme Z ist hierbei a priori unbekannt, kann jedoch dadurch bestimmt
werden, dass zunéchst Stichproben mithilfe eines Monte-Carlo-Verfahrens mit der ungewichteten Schétz-
funktion (Simple Sampling) erzeugt werden. Anschlieflend werden Stichproben mithilfe des Monte-Carlo-
Verfahrens mit der gewichteten Schétzfunktion (Biased Sampling) erzeugt. Bei geeigneter Wahl der ge-
wichteten Schitzfunktion ergibt sich ein Intervall [S1,S5], auf dem sowohl das Monte-Carlo-Verfahren
mit der ungewichteten Schétzfunktion als auch das Monte-Carlo-Verfahren mit der gewichteten Schétz-
funktion vertauenswiirdige Ergebnisse liefern. Die durch Simple Sampling bestimmten Werte von p(S)
sowie die geméf (E.4) aus den Resultaten des Biased Samplings bestimmten Werte von p(S) miissen auf
diesem Intervall iibereinstimmen. Z wird infolgedessen derart gewihlt, dass die Abweichungen zwischen
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Abbildung E.1: (a) Erzeugung von Stichproben geméf der ungewichteten Schétzfunktion (Simple Samp-
ling). Der schraffierte Bereich gibt die Werte von S an, fiir die die Resultate als vertrauenswiirdig an-
gesehen werden kénnen. (b) Erzeugung von Stichproben gemifl der gewichteten Schitzfunktion (Rare
Event Sampling). Die Verschiebung erfolgt im betrachteten Beispiel hin zu kleineren Werten von S. Der
schraffierte Bereich gibt wiederum die Werte von .S an, fiir die die Resultate als vertrauenswiirdig angese-
hen werden kénnen. (c) Der Bereich [S1, So] an Werten, fiir die sowohl die Resultate der Erzeugung von
Stichproben geméfl der ungewichteten als auch der gewichteten Schéitzfunktion vertrauenswiirdig sind,
kann zur Bestimmung der Zustandssumme Z verwendet werden, indem Z derart gewéhlt wird, dass die
Abweichung der Resultate fiir p(S) auf [S1, S2] minimal wird.

dem Werten von p(S) fir S € [S1,52] minimal werden. Das Verfahren ist in Abbildung E.1 veran-
schaulicht. Zunéichst werden in (a) Stichproben gemé#f der urspriinglichen Schitzfunktion erzeugt. Der
schraffierte Bereich bezeichnet die Werte von S, fiir die hinreichend viele Stichproben erzeugt wurden
und die Ergebnisse als vertrauenswiirdig angesehen werden konnen. In der Abbildung existiert sowohl
fiir grofle als auch fiir kleine Werte von S ein Bereich, in dem die Resultate des Simple Samplings nicht
vertrauenswiirdig sind. In dem Beispiel soll nun der Bereich kleiner Werte von S genauer untersucht
werden. Durch geeignete Anderung der Schiitzfunktion werden in (b) bevorzugt Stichproben fiir kleine
Werte von S erzeugt. Der Bereich der Werte von S, in dem die Resultate vertrauenswiirdig sind, ist
wiederum durch die schraffierte Fliiche hervorgehoben. Um nun die Wahrscheinlichkeiten p(S) gemifl der
urspriinglichen Schétzfunktion fiir kleine S zu erhalten, wird in (c) das Intervall [S7, Ss] bestimmt, in
dem die Resultate sowohl des Simple Samplings als auch des Biased Samplings vertrauenswiirdig sind.
Dieses Intervall wird genutzt, um nach (E.4) die Zustandssumme zu bestimmen, mit der anschliefiend
aus den durch das Biased Sampling bestimmten Wahrscheinlichkeiten p*(.S) fiir kleine Werte von S die
Wahrscheinlichkeiten p(S) geméf der ungewichteten Schiitzfunktion gewonnen werden kénnen. In dem in
Abbildung E.1 veranschaulichten Beispiel wurden bereits durch einmalige Anwendung von Biased Samp-
ling fiir alle kleinen Werte von S vertrauenswiirdige Ergebnisse erzeugt. Im Allgemeinen werden mehrere
Durchléufe Biased Sampling mit jeweils weiter angepasster Schétzfunktion erforderlich sein, um alle Wer-
te von S abzudecken. Zur Bestimmung der Zustandssumme werden jeweils die im vorherigen Durchlauf
mithilfe des Biased Samplings bestimmten Werte von p(S) verwendet.

Anwendung des Rare Event Sampling auf das zweidimensionale transversale Ising-Modell

Nach der Beschreibung der Idee sowie der Grundlagen des Rare Event Sampling-Verfahrens nach Hart-
mann soll nun auf seine konkrete Anwendung zur Bestimmung der ¢, n;m/ n eingegangen werden. Die
Anwendung des Monte-Carlo-Verfahrens erfolgt jeweils fiir Unterrdume mit einer festen Anzahl m an
Spin down. Fiir das gegebene m werden die Dimensionalitét N, , der Unterrdume des Hilbertraumes so-
wie die Anzahl der Ubergiinge T, m.n:m’/ n/ ZWischen benachbarten Unterrdumen fiir alle moglichen Werte
n der Kinkzahl bestimmt und hieraus nach (4.126) die Koeffizienten ¢, 5./ » in den Bewegungsglei-
chungen der Variationsparameter. Die Betrachtungen erfolgen in der x-Basis. Die Konfigurationen des
Systems werden aus diesem Grund mit x bezeichnet. Da es sich bei der Bestimmung der N,,, und der
Tnn:m n um ein rein kombinatorisches Problem handelt, hat in der ungewichteten Schétzfunktion jede
Konfiguration des Systems die gleiche Wahrscheinlichkeit. Bei Betrachtung aller Zustédnde des Hilbertrau-
mes ist diese Wahrscheinlichkeit fiir das System mit N Spins durch P(x) = 1/2V gegeben. Ist hingegen
die Anzahl m der Spin down festgelegt wie bei dem im Folgenden beschriebenen Verfahren, wird also
die Vereinigung aller Unterrdume (m,n) des Hilbertraumes mit einem festen Wert von m betrachtet, so
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A1
betrégt die Wahrscheinlichkeit eines jeden Zustandes in diesem Unterraum P, (x) = (Qz) . Fiir das Sim-

ple Sampling hat somit jede Konfiguration des Systems die gleiche Wahrscheinlichkeit und infolgedessen
wird jeder vorgeschlagene Monte-Carlo-Schritt akzeptiert. Es wird hierbei nicht p(S) bestimmt wie in
der allgemeinen Formulierung des Verfahrens nach Hartmann in [246], sondern p,,(n). Dabei ist p,,(n)
die Wahrscheinlichkeit einer beliebigen Konfiguration mit n Kinks im Unterraum der Konfigurationen
mit m Spin down. S héngt fiir das Biased Sampling nur iiber die Kinkzahl n von der Konfiguration x
des Systems ab und es ist moglich, dass unterschiedliche Werte von n den gleichen Wert von S ergeben.
Wiéhrend in [246] lediglich durch Anderung der inversen Temperatur 3 = 1 /T auf die Verteilung der
erzeugten Stichproben Einfluss genommen wurde, wird im vorliegenden Fall auch S selbst verdndert, um
die Erzeugung der Stichproben in den gewiinschten Bereich des Konfigurationsraumes zu verschieben.
Die genaue Form von S als Funktion der Kinkzahl kann dabei frei gewéhlt werden, da die Resultate
geméf (E.4) auf die urspriingliche, ungewichtete Schiitzfunktion umgerechnet werden. Bei der Wahl von
S liegt der Fokus aus diesem Grund allein auf einer moglichst hohen Effizienz des Verfahrens, d. h. der
Erzeugung von Stichproben in dem Bereich der gesuchten Kinkzahlen. Die Wahl der genauen Form von
S beruht auf Erfahrungswerten und Versuchen mit verschiedenen Ansétzen. Zu diesem Zweck wird das
6 x 6-System betrachtet. Bei diesem handelt es sich um das gréfite System, fiir das noch alle Konfi-
gurationen des Hilbertraumes explizit erzeugt und hieraus die exakten Werte von Ny, ,, und T, i n
bestimmt werden koénnen. Ein Vergleich der Laufzeiten mit unterschiedlich gewéhlten Ansétzen fiir S
im Rahmen des Rare Event Samplings hat ergeben, dass fiir Kinkzahlen kleiner als die am haufigsten
auftretende Kinkzahl fiir gegebenes m

0 falls n < ng

—(n —ng)? sonst (E:5)

S(n,ng) = {

eine gute Wahl von S darstellt, wiahrend fiir Kinkzahlen grofer als die am héufigsten auftretende Kinkzahl
fiir gegebenes m

S(n,ng) = —(n— n0)2 (E.6)

zur Bestimmung der Ny, , und Tp, pyms ns gewéhlt wird. Durch ng wird hierbei das Maximum der durch
das Biased Sampling erzeugten Verteilung verschoben, wihrend Erhohung der inversen Temperatur (8
die Verteilung schmaler macht, sodass die Kinkzahlen der erzeugten Stichproben ndher bei ng liegen. ng
wird dabei derart gewéhlt, dass es der néchstkleinere bzw. der nichstgréflere mogliche Wert von n zum
kleinsten bzw. grofiten Wert von n ist, fiir den die Ergebnisse bereits akzeptiert worden sind. Der Schétzer
fiir die Wahrscheinlichkeit der Kinkzahl n bei vorgegebenem Wert von m im gewichteten Ensemble ist
durch

i) = 5= S0 Po(x) exp {3S(n(x), no)} = "{BZS:””} (],X) Non - (BT)

gegeben mit Zim’n) der Summation iiber alle Konfigurationen des Systems mit m Spin down sowie n
Kinks und der Zustandssumme

N
m

Ly = Zim) P (x) exp {ﬁS(n(X)a no)} = ( >_ Zim) exp {BS(n(x), no)} (E.8)

mit Zim) der Summation iiber alle Konfigurationen des Systems mit m Spin down. Ausgehend von den
numerisch bestimmten Haufigkeiten pf, (n) kann der Schitzer fiir die ungewichtete Verteilung iiber

—1
() = S0 Pa) = () Mo =00 20 { = 35 (00} (£9)

bestimmt werden. Die gesuchten Werte der NV, , ergeben sich also aus

Der gleiche Umrechungsfaktor wird auch zur Bestimmung der Werte der T}, pym’ s aus den Resultaten
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Abbildung E.2: Beispiel fiir eine Konfiguration des
8 x 8- Systems. Schwarze Kreise symbolisieren Spin
down, weile Kreise Spin up. Die dargestellte Konfi-
guration hat m = 28 Spin down und n = 68 Kinks.
Im Rahmen des Algorithmus zum Rare Event Samp-
ling wird die aktuelle Konfiguration des Systems in
Form von Bool-Variablen in einem Array gespeichert
(Spin down=false, Spin up=true) und ihre Positio-
nen innerhalb des Gitters zusétzlich in zwei Listen
abgelegt. Die ganzzahligen Werte auf jeder Position
geben die Orientierung des betrachteten Spins so-
wie seiner vier néchsten Nachbarn an, die separat in
einem Integer-Array gespeichert werden. Startwert
bei der Bestimmung der Zahlen ist O fiir einen Spin
down. Ist der betrachtete Spin up, so ergibt sich +5.
Jeder benachbarte Spin up ergibt weiterhin +1. Die
moglichen Werte laufen somit von 0 bis 9. Thre jewei-
lige Anzahl wird ebenfalls in einer Liste gespeichert
und ist von Bedeutung fiir die Bestimmung der Bei-
trége der Konfiguration zu den T, n.m/ n/-

des Rare Event Samplings verwendet. Uber die Vertrauenswiirdigkeit der aus den erzeugten Stichproben
bestimmten Resultate fiir Ny, ,, und T}y, ;s Wird dabei entschieden, indem ausgehend von unterschied-
lichen Seeds des Mersenne-Twisters [250] verschiedene Markow-Ketten mit Konfigurationen erzeugt wer-
den und die Werte von Ny, ,, und Ty, pims . als Mittelwerte {iber die unterschiedlichen Markow-Ketten
bestimmt werden. Ist dabei das Verhéltnis von Standardabweichung zu Mittewert von N, , kleiner als
ein vorgegebener Grenzwert und wurde weiterhin eine vorgegebene Mindestanzahl an Stichproben fiir
den betrachteten Wert von n erzeugt, so werden die Resultate fiir den Wert von n als vertrauenswiirdig
betrachtet und akzeptiert. Die Mindestanzahl an Stichproben zu einem Wert von n sowie der Grenzwert
fiir das Verhéltnis von Standardabweichung zu Mittelwert beruht dabei wieder auf Erfahrungswerten und
dem Vergleich zu den exakten Werten von Ny, ,, und T}, 5. s fiir das 6 x 6 - System. Im Rahmen des im
Folgenden beschriebenen Algorithmus werden fiir jeden Durchlauf des Simple Samplings bzw. des Biased
Samplings Stichproben mit 20 verschiedenen Seeds erzeugt. Die Anzahl der erzeugten Stichproben zu
jedem Seed betragt 2 - 108. Die Werte fiir Npy.n und Ty, o e werden als vertrauenswiirdig betrachtet,
wenn das Verhéltnis von Standardabweichung zu Mittelwert von N, ,, fiir den betrachteten Wert von n
kleiner als 1073 ist. Dabei miissen nur m < % betrachtet werden. Die Werte fiir m > % ergeben sich
durch Vertauschung der Orientierung up und down aller Spins des Systems geméaf8 N,, , = Ny _p,,, SOWie
Tm,n;m’,n’ == TN—m,n;N—m’,n’

Wie bereits zu Beginn der Beschreibung des Algorithmus erwiihnt wurde, erfolgt die Erzeugung der
Stichproben immer im Unterraum der Zustinde mit einer festen Anzahl m an Spin down. Eine effiziente
Moglichkeit dafiir, entlang der Markow-Kette nur Stichproben mit dem gleichen Wert von m zu erzeugen,
besteht darin, ausgehend von einer zufillig gewihlten Anfansgkonfiguration mit m Spin down in jedem
Monte-Carlo-Schritt die Vertauschung eines Spin up und eines Spin down des System vorzuschlagen. Auf
diese Weise bleibt m konstant und es kann nur die Kinkzahl n durch die Vertauschung verdndert werden.
Die Implementierung dieses Verfahrens wird im Folgenden beschrieben. Zur Erzeugung der Anfangskon-
figuration des Systems wird mithilfe des Mersenne-Twisters [250] eine Anzahl an Zufallszahlen erzeugt,
die der Anzahl m an Spin down entspricht. Die Zufallszahlen liegen gleichverteilt im Intervall (0,1).
Durch Multiplikation mit der Systemgrofle N und Abrunden auf die néichstkleinere natiirliche Zahl wer-
den die Positionen der Spin down innerhalb des Systems bestimmt. Die Konfiguration des Systems wird
in Form eines Bool-Arrays gespeichert. Hierbei bezeichnet true einen Spin up und false einen Spin down.
Zusétzlich werden die Positionen der Spin up und Spin down in zwei aufsteigend geordneten Listen ge-
speichert und es wird ein zweites Array mit Integer-Variablen angelegt, dessen Eintrége die Orientierung
des Spins an einer gegebenen Position sowie die seiner vier néichsten Nachbarn nach folgendem Schema
klassifizieren: Ein Spin down erhélt den Wert 0, ein Spin up den Wert 5. Fiir jeden néchsten Nachbarn in
der Orientierung up wird 1 zu dem Eintrag des Arrays hinzuaddiert. Es ergeben sich somit die moglichen
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Simple Sampling:

Wahl eines Paten(x = %) = 1

Wertes von m

Biased Sampling:
. Y . Pakz(x — X') = min{1, exp(BAS)}
Simple Sampling mit AS = S(n(x'), no) — S(n(x),n0) o]
A
1] L]
Bestimmung Nakz,min = Mmin Bestimmung Nakzmax = Mmax
) % von nakz1min Nakz,min 7é TMmin o :%: von nakz,max TNakz,max 7é Nmax
! ' ! !
Biased Sampling Bestimmung Biased Sampling Bestimmung
g : < g . -
g2 mit 8 und ng von ng £z mit 8 und ng von ng
o = 2 £
¥ Rare Event Sampling | | ¢ Z T Rare Event Sampling
g~ Erhohung |fiir kleine Werte von n| | & = Erhthung |fiir groe Werte von n
von 8 um 0.1 von  um 0.1

Abbildung E.3: Schematische Darstellung des Ablaufs des Algorithmus zur Bestimmung der Werte aller
Ny und Thpy oy o fiir einen gegebenen Wert von m.

Eintréige 0 (Spin down mit vier benachbarten Spin down) bis 9 (Spin up mit vier benachbarten Spin up)
des Arrays. Ein Besipiel fiir die beiden Arrays ist in Abbildung E.2 gegeben. Die Anzahl der Werte 0 bis 9
wird ebenfalls in einer Liste gespeichert. Aus ihnen kann geméfl Tabelle 4.3 der Beitrag der Konfiguration
zu den Ubergéngen T nym’ e zwischen den Unterrdumen bestimmt werden. Zuletzt wird die Kinkzahl n
der Konfiguration bestimmt und ebenfalls abgespeichert.

In jedem Monte-Carlo-Schritt werden zwei Zufallszahlen erzeugt, die die Positionen des Spin up und des
Spin down im System bestimmen, deren Vertauschung vorgeschlagen wird. Zu diesem Zweck wird die
eine der beiden Zufallszahlen mit m multipliziert und auf die néchstkleinere natiirliche Zahl abgerundet,
um aus der Liste der Positionen der Spin down innerhalb des Systems die Position des Spin down zu
bestimmen, der vertauscht werden soll. Auf die gleiche Weise wird mit der zweiten Zufallszahl und der
Liste der Spin up verfahren, wobei hier die Multiplikation mit N —m zu erfolgen hat. Im Falle des Simple
Samplings wird jede vorgeschlagene Vertauschung des Spin up und des Spin down akzeptiert, da jede
Konfiguration des Systems die gleiche Wahrscheinlichkeit hat. Im Falle des Biased Samplings hingegen
muss die Anderung der Kinkzahl des Systems durch den Monte-Carlo-Schritt bestimmt werden, da diese
iiber S Einfluss auf die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Schrittes hat. Hierzu miissen nur die beiden
Spins, deren Vertauschung vorgeschlagen wurde, sowie ihre néichsten Nachbarn betrachtet werden, um
ausgehend von der bekannten Kinkzahl der aktuellen Konfiguartion die Kinkzahl der vorgeschlagenen
Konfiguration zu berechnen. Bezeichnet ng den Beitrag des Spin down, dessen Vertauschung vorgeschla-
gen wurde, sowie seiner vier nichsten Nachbarn zur Gesamtzahl n der Kinks des Systems und n, den
entsprechenden Beitrag fiir den Spin up, so ist die Anderung An der Gesamtzahl der Kinks des Systems
durch die durch den Monte-Carlo-Schritt vorgeschlagene Vertauschung der Position des Spin up und des
Spin down gegeben durch

An=10—-2"(ng+ ny) (E.11)
falls der Spin down und der Spin up keine néchste Nachbarn sind und durch
An=8-2-(ng+ny) (E.12)

andernfalls. Die Kinkzahl der vorgeschlagenen Konfiguration ergibt sich dann aus der Kinkzahl der ak-
tuellen Konfiguration durch Addition von An. Mit dieser kann der Wert von .S der neuen Konfiguration
gemif (E.5) bzw. (E.6) und damit iiber AS die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Monte-Carlo-Schrittes
bestimmt werden. Um zu entscheiden, ob der Schritt akzeptiert wird, wird wiederum eine Zufallszahl
erzeugt.
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Abbildung E.4: Relativer Fehler der durch das

beschriebene Monte-Carlo-Verfahren unter verwen- 725 °,° 00020
dung von Rare Event Sampling bestimmten Wer- 602 0.0015
te von N,,, fiir das 6 x 6-System. Die relative 485 0.0010
Abweichung zu den exakten Resultaten betrigt fiir 0.0005
die betrachtete Systemgrofe fiir alle moglichen Wer- S 303 0.0000
te (m,n) weniger als 0.2%. Fiir das Monte-Carlo- 241 -0.0005
Verfahren wurden die im Text angegebenen Para- ] -0.0010
meter verwendet. Die grau hinterlegten Datenpunk- 12_5 it ‘ -0.0015
te bezeichnen die Werte von N, ,, fiir die bereits 0 % B _0,0020
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36

durch das Simple Sampling vertrauenswiirdige Re-

sultate erzeugt wurden. m

Der schematische Ablauf des Algorithmus zur Bestimmung aller Ny, , und Ty, pn;ms n fiir einen gegebenen
Wert von m ist in Abbildung E.3 schematisch dargestellt und kann wie folgt zusammengefasst werden.
Nach Festlegung des Wertes von m wird ein Durchlauf Simple Sampling ausgefiihrt und alle Werte von n
bestimmt, fiir die die Resultate fiir IV, , und Ty, pm/ ns vertrauenswiirdig sind. Bezeichne dabei 74k, min
den kleinsten Wert von n, fiir den dies der Fall ist, und n,xsmax den gréfiten. Es werden nun zunéchst
mithilfe von Rare Event Sampling N, », und T, i’ e fir 1 < naks min bestimmt. Zu diesem Zweck wird
no auf die néchstkleinere mégliche Kinkzahl gegeniiber nax, min und S auf den Wert 0.1 fiir den ersten
Durchlauf des Biased Samplings gesetzt. Im Folgenden ergeben sich nach der Bestimmung der Werte von
n, fiir die nach dem Biased Sampling vertrauenswiirdige Werte fiir Ny, ,, und T, p:m s hinzugekommen
sind, zwei Moglichkeiten. Wurden nach dem Durchlauf des Biased Samplings fiir keine neuen Werte von n
die Resultate fiir Ny, ,, und Ty, pome ns akzeptiert, so wird die inverse Temperatur 8 um 0.1 erhcht, um die
erzeugte Verteilung schmaler zu machen. Andernfalls wird der neue Wert von nak, min bestimmt und ng
fiir den néchsten Durchlauf Biased Sampling wieder auf die néchstkleinere mégliche Kinkzahl gegeniiber
Nakz,min gesetzt. Dieses Verfahren wird wiederholt, bis fiir alle Kinkzahlen, die kleiner als diejenigen sind,
fiir die mithilfe des Simple Samplings vertrauenswiirdige Werte von N, , und Ty, pim’ s bestimmt wer-
den konnten, Resultate akzeptiert wurden. Im Anschluss daran wird 5 wieder auf 0.1 gesetzt und analog
fiir grofle Kinkzahlen verfahren.

In Abbildung E.4 ist der relative Fehler der Resultate des Monte-Carlo-Verfahrens fiir die N, , fiir
das 6 x 6-System dargestellt. Wie der Abbildung entnommen werden kann, besteht eine sehr gute
Ubereinstimmung zwischen den exakten Resultaten und den mithilfe des beschriebenen Monte-Carlo-
Verfahrens unter Verwendung von Rare Event Sampling bestimmten Werten.

Die Abbildungen E.5 bis E.8 zeigen die Werte der ¢y, n;m/ n fr die betrachteten SystemgroBen 4 x 4,
8 x 8, 12 x 12 sowie 16 x 16. Wéhrend die Resultate fiir das 4 x 4-System noch durch Abzéhlen be-
stimmt werden konnten, wurde fiir die grofleren Systeme das beschreibene Monte-Carlo-Verfahren an-
gewendet. Ein Vergleich der Werte der ¢, p.m/ . fiir verschiedene Systemgroflen zeigt bei Betrachtung
von m und n in Einheiten von N eine Ubereinstimmung der Struktur der Koeffizienten. Weiterhin ist
b nim/ m' = tN—m,n:N—m/ n/ - Die Gesamtlaufzeit des Algorithmus héngt entscheidend von dem betrach-
teten Wert von m ab, da fiir ein gewéhltes m die Werte von Ny, ,, und Ty, ./ o fiir alle zugehorigen n
bestimmt werden. Zudem ist a priori die notwendige Anzahl an Durchldufen des Biased Samplings, um
fiir alle Werte von n vertauenswiirdige Ergebnisse zu erzeugen, nicht bekannt. Die Laufzeit fiir einen ein-
zelnen Durchlauf des Biased Samplings kann hingegen angegeben werden. Fiir die zur Erzeugung der in
den Abbildungen gezeigten Werten von t,, s.m/ - verwendete Anzahl von 2-10® Stichproben je Durchlauf
des Biased Samplings ist auf einem einzelnen Kern eines Intel Xeon E5-2680 v2, der mit 2,8 GHz taktet,
eine Laufzeit von etwa 90s erforderlich. Fiir den Wert von m mit der ldngsten Laufzeit zur Bestimmung
aller zugeorigen t,, n;m/,»» hat sich im Falle des 16 x 16- Systems bei Verwendung eines einzelnen Kernes
eine Laufzeit von etwa drei Wochen ergeben.
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Durch Abzéhlen bestimmte Werte der ¢, nym’ ns fiir das 4 x 4-System.

Abbildung E.5
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Abbildung E.6: Durch Rare Event Sampling bestimmte Werte von t,, n.m/,n/ fiir das 8 x 8- System.
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Abbildung E.7: Durch Rare Event Sampling bestimmte Werte von t,, n.m/ n/ fiir das 12 x 12- System.
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Abbildung E.8: Durch Rare Event Sampling bestimmte Werte von t,, n:m/ n/ fiir das 16 x 16- System.
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Bestimmung der minimalen Kinkzahl

Abschlielend sollen noch analytische Ausdriicke fiir die minimale Kinkzahl 7, (m) zu einer gegebenen
Anzahl m an Spin down hergeleitet werden. Im Gegensatz zum Modell in einer Dimension auf der Kette
mit periodischen Randbedingungen, fiir das die minimale Kinkzahl fiir 0 < m < N immer durch 2 gegeben
ist, ist die minimale Kinkzahl auf dem zweidimensionalen Quadratgitter mit periodischen Randbedingun-
gen eine Funktion von m. Dabei gilt es zu beachten, dass fiir kleine Werte von m eine zusammenhéngende,
moglichst kompakte Anordnug der Spin down die Kinkzahl minimiert, wohingegen fiir groflere Werte von
m die periodischen Randbedingungen beriicksichtigt werden miissen, da in diesem Fall durch sukzessives
Auffiillen ganzer Reihen die minimale Kinkzahl erreicht wird. Zudem existiert ein Bereich mit Werten
von m, fiir den beide der beschriebenen Anordnungen der Spin down zur minimalen Kinkzahl fithren.
Werden die Spin down moglichst kompakt angeordnet, so ergeben sich die in der Tabelle in Abbildung
E.9 angegebenen Kinkzahlen in Abhéingigkeit von m. Bei der moglichst kompakten Anordnung handelt
es sich um eine moglichst quadratische Anordnung der Spin down als ein zusammenhéngendes Cluster.
Dies ist in der Grafik in Abbildung E.9 fiir verschiedene Werte von m veranschaulicht. Dabei ist jeweils
eine mogliche Konfiguration des Clusters dargestellt. Um ausgehend von einem Cluster fiir ein gegebenes
m das Cluster fiir m + 1 zu erhalten, wird entlang der langen Kante des Clusters ein zusétzlicher Spin
down angefiigt.

m Nmin (M) Anzahl m="T m=28 m=29
0 0 1 [ X X J [ X X J ([ X X J
[ X J [ X X J ( X X J n=12
1 4 1 [ X J [ X J ([ X X J
2 6 1 m = 10 m =11 m =12
[ ] [ X J 000
3,4 8 2 [ X X J [ X X J [ X X J — 14
5 6 10 9 eoo eoo eoo n=
’ [ X X ] [ X X J [ X X ]
7,8,9 12 K |
m=13 m =14 m =15 m = 16
10,11,12 14 3 0000 0000 0000 0000
13.14.15.16 16 4 [ X X J (X X X J (XX X ] (XX X ] — 16
L (Y X} (Y X 'YX X IR X X X I
17,18,19,20 18 4 (X X (X X} o000 (X X X )
21,22,23,24,25 20 5 m=17 m=18 m=19 m=20
26,27,28,29,30 22 5 ® [ X J (XX (XX X J
0000 0000 0000 0000
: 0000 0000 0000 0000 1, — 18
0000 0000 0000 0000
0000 0000 0000 0000

Abbildung E.9: Minimale Kinkzahl zu vorgegebener Anzahl m an Spin down bei Anordnung der Spin
down in Form eines moglichst kompakten Clusters. In der Abbildung ist fiir verschiedene Werte von m
beispielhaft eine Konfiguration der Spin down zu der angegebenen Kinkzahl dargestellt. Zudem erklért die
Abbildung das Zustandekommen den gleichen Kinkzahl zu verschiedenen Werten von m. Um ausgehend
von einem Cluster fiir ein gegebenes m das Cluster fiir m + 1 zu erhalten, wird entlang der langen Kante
des Clusters ein zusétzlicher Spin down angefiigt. Hierdurch ergibt sich eine durch die Lange der lingeren
Kante bestimmte Anzahl an Werten von m mit gleicher Minimalanzahl an Kinks.

Werden die Reihen des Quadratgitters der Kantenléinge L hingegen sukzessive mit den Spin down auf-
gefiillt, so ergibt sich fiir m > L eine Kinkzahl von

(E.13)

2L falls mmod L =0
2L +2 sonst '

Durch einen Vergleich mit der sich bei moglichst kompakter Anordnung der m Spin down ergebenden mi-
nimalen Kinkzahl kann entschieden werden, durch welche Anordnung die Kinkzahl innerhalb des Systems
minimiert wird. Ist die minimale Kinkzahl fiir grole Werte von m durch Auffiillen der Reihen innerhalb
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des Systems gegeben, so kann der Wert von N,, ,, einfach angegeben werden. Es ist

(E.14)

N _ 2L falls mmod L =0
e 4N  sonst ’

Diese Werte ergeben sich durch alle méglichen Anordnungen des Blocks der Spin down innerhalb des
Systems. Wird hingegen npi,(m) durch Anordnung der Spin down in Form eines méglichst kompakten
Clusters erreicht, so ergibt sich durch Translationen des Clusters fiir Ny, , ein Wert, der ein Vielfaches
der Positionen N des Systems darstellt. Der Vorfaktor ist durch Anzahl der verschiedenen Anordnungen
der Spins innerhalb des Clusters bestimmt. Im Falle einer quadratischen Form des Clusters betrigt er
1. Fiir Werte von m, fiir die die minimale Kinkzahl durch beide Formen der Anordnung der Spin down
erreicht werden kann, ergibt sich N,, ,, als Summe iiber die Beitrédge. In Tabelle E.1 sind die Beitrédge zu
den N,, ,, angegeben, die sich aus den in der Tabelle in Abbildung E.9 Werten von m und n ergeben.

m n Nyn m n Num m n Nyn m n Nyn
0 0 1 8 12 6N 16 | 16 N 24 | 20 6N
1 4 N 9 12 N 17 | 18 88N 25 | 20 N
2 6 2N 10 | 14 30N 18 | 18 30N 26 | 22 | 238N
3 8 6N 11 14 8N 19 | 18 8N 27 | 22 88N
4 8 N 12 | 14 2N 20 | 18 2N 28 | 22 30N
5 10 8N 13 | 16 68N 21 | 20 | 187N 29 | 22 8N
6 10 2N 14 | 16 22N 22 | 20 68NV 30 | 22 2N
7 12 22N 15 | 16 6N 23 | 20 22N

Tabelle E.1: Sich aus der Anordnung der Spin down zu einem moglichst kompakten Cluster ergebende
Beitrége zu N, ,, fiir die in der Tabelle in Abbildung E.9 angegebene Anzahl m an Spin down sowie
Kinkzahl n.

Kann die minimale Kinkzahl sowohl durch sukzessives Auffiillen der Reihen des Systems mit den Spin
down als auch durch Anordnung der Spin down als moglichst kompaktes Cluster erreicht werden, so
sind die Werte fiir N, ,, geméf Gleichung (E.14) und die aus Tabelle E.1 zu entnehmenden Werte zu
addieren. Kenntnis von N, ,, fiir die minimale Kinkzahl zu gegbenem m erlaubt eine weitere Uberpriifung
der Resultate des Monte-Carlo-Verfahrens zur Bestimmung der N,, , und der T}, n.m’.n7, da diese Werte
fiir das Verfahren am schwierigsten zu bestimmen sind. Eine gute Ubereinstimmung hier ist ein starkes
Indiz fiir eine gute Ubereinstimmung auch der anderen Werte.
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