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des Lichtmikroskops und bei Dr. Tom Engel für die Durchführung der DSC-
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ist der ständige Dialog über gewonnene Erkenntnisse, offene Fragestellungen

und zukünftige Strategien. Einen großen Beitrag dazu haben meine Kollegen am

Lehrstuhl für Technische Mechanik geleistet, die durch viele fachliche und häufig

auch fachfremde Diskussionen die Grundlage für ein angenehmes Arbeitsumfeld

gelegt haben. Dr.-Ing. Dr. rer. nat. Anne Jung ist hier in besonderem Maße

hervorzuheben, sowohl bei der Diskussion grundlegender Strategien als auch

durch zahlreiche Anregungen bei der Verfassung dieses Schriftstücks. Ein weiterer

Dank gilt Dr.-Ing. Florian Goldschmidt für die Unterstützung bei numerischen
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der mechanischen Charakterisierung

eines EPDM-Moosgummiwerkstoffs (EPDM - Ethylen-Propylen-Dien-Kautschuk),

der vornehmlich im Bereich der Dichtungstechnik Anwendung findet. Die spezi-

ellen Anforderungen, die sich aus dieser hauptsächlichen Nutzungsart ergeben,

werden dabei im Rahmen der experimentellen und theoretischen Untersuchungen

in besonderem Maße berücksichtigt. Dazu zählen sowohl ratenabhängige und

-unabhängige Experimente zur Ermittlung des Kompressionsverhaltens als

auch quasi-statische biaxiale Zugversuche. Das temperatur- und ratenabhängige

Materialverhalten unter Zugbelastung wird überdies in gesonderten Versuchen

berücksichtigt. Gerade im Bezug auf die Strukturkompressibilität des Werkstoffs

wird der vollfeldlichen, dreidimensionalen, optischen Dehnungsmessung und ihrer

Einbindung in automatisierte Auswertealgorithmen besondere Beachtung zuteil.

Aus theoretischer Sicht erfolgt die Modellierung in Form eines Zweiphasenmodells

auf Basis der Theorie Poröser Medien. Zur Vereinfachung der Parameteridentifi-

kation werden die finiten Deformationen einerseits in elastische und inelastische

Anteile und andererseits in volumetrische und isochore Komponenten aufgeteilt.

Außerdem werden erste Untersuchungen zu einem bisher nicht beschriebenen

Schädigungsmechanismus im Rahmen der Relaxation vorgestellt. Nach ersten

Erkenntnissen handelt es sich hierbei um eine spezielle Eigenart der Materialklasse

geschäumter Elastomere.

Die Arbeit wurde finanziell unterstützt von der Deutschen Forschungsgemeinschaft

DFG (Di 430/9-2 und Di 430/26-1).



Abstract

The present contribution deals with the mechanical characterisation of EPDM

foam (EPDM - ethylene propylene diene rubber). This kind of material is mainly

used for sealings, because it possesses the suitable properties for this kind of

application. Therefore, the experimental and theoretical characterisation of this

material focuses on these properties. Rate-dependent as well as quasi-static

experiments are performed in order to investigate the compressive behaviour of

the material. The hyperelastic material behaviour under tension is determined

based on general biaxial tensile tests. The thermoviscoelastic properties in tensile

loading conditions are investigated by execution of cyclic uniaxial tensile tests

at various temperatures. In the context of automated analysation methods of

multiaxial tensile tests, special emphasis is put on three-dimensional full-field

strain measurement.

In this work, a two-phase material model based on the theory of porous media

is proposed. For simplification, the finite deformations are split into inelastic and

elastic parts as well as into volumetric and isochoric parts.

Furthermore, first investigations concerning a so far unknown damage effect are

described. It occurs in relaxation experiments and appears to be a unique feature

of the general class of foamed elastomers.

The presented work was supported financially by the Deutsche Forschungsgemein-

schaft DFG (Di 430/9-2 and Di 430/26-1).
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3.1 Theorie Poröser Medien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2 Konzept der Volumenanteile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.3 Kinematik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.4 Spannungsmaße . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.5 Bilanzgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.6 Materialtheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.6.1 Hyperelastizität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.6.2 Viskoelastizität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.6.3 Invariantendarstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.6.4 Darstellung in der Invariantenebene . . . . . . . . . . . . . . 44

4 Modellstruktur und experimentelle Anlagen 49

– i –



ii Inhaltsverzeichnis

4.1 Anforderungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.1.1 Kompressionsverhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.1.2 Mehrachsigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.1.3 Ratenabhängigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.1.4 Temperaturabhängigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.2 Experimentelle Vorgehensweise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.3 Experimentelle Anlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.3.1 Optische Dehnungsmessung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.3.2 Hydrostatischer Kompressionsversuch . . . . . . . . . . . . . 63

4.3.3 Uniaxialer Zugversuch mit Thermokammer . . . . . . . . . . 68

4.3.4 Biaxialer Zugversuch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.4 Diskussion: Modellstruktur und Experimente . . . . . . . . . . . . . 76

5 Strukturelle Materialuntersuchungen 77

5.1 Zum Material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.2 Poren und Porenverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.3 Porosität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.4 Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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1
Einleitung

Die Relevanz technischer Gummiwerkstoffe steigt seit vielen Jahren merklich an,

wenngleich sie sich in der Wahrnehmung noch immer im Hintergrund bewegen.

Speziell im Bereich der Automobilindustrie wird der vermarktungswirksame Cha-

rakter dieser Werkstoffe deutlich unterschätzt und als geringfügig angesehen. Ur-

sächlich dafür ist im wörtlichen Sinn die Tragfähigkeit entsprechender Bauteile und

ihre Unauffälligkeit im Vergleich zu anderen Komponenten. Insbesondere Karos-

serieteile, wie beispielsweise eine Tankabdeckung, die einen relativ geringen tech-

nischen Stellenwert innerhalb eines Fahrzeuges einnehmen, erscheinen im Auge

des Kunden hingegen essentiell. Die technische Einschränkung, die ein Mittelklas-

sewagen aufgrund von mangelhaften oder gar fehlenden Türdichtungen erfährt,

ist jedoch ungleich höher. Überdies wird auch der prozentuale Anteil verbauter

Elastomerkomponenten innerhalb eines Fahrzeuges im Allgemeinen deutlich unter-

schätzt, was an der schematischen Darstellung nur einiger Dichtsysteme innerhalb

eines typischen Fahrzeugs in Abb. 1.1 erkennbar ist.

Gleichzeitig sind zuverlässige Materialkenndaten und -modelle zur numerischen

Dimensionierung und Entwicklung von Gummibauteilen mit häufig filigraner Geo-

metrie aufgrund des verhältnismäßig komplexen Materialverhaltens ein Gebiet mit

großem Einsparpotential für die entwickelnden Industriezweige. Die zielgerichtete

Optimierung entsprechender Bauteile basiert in der industriellen Realität nämlich

allzu häufig auf dem Erfahrungsreichtum einzelner Mitarbeiter. Das Know-how der

– 1 –
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Firma ist in diesem Fall an die Verfügbarkeit Einzelner geknüpft. Eine entsprechen-

de Überführung erarbeiteten Wissens beispielsweise in Modelle zur Durchführung

von Finite-Elemente-Simulationen (FE) ist daher eine lukrative Investition, die

unter Umständen die Zukunft eines Unternehmens auf ein stabileres Fundament

setzen kann.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit einer solchen Methodik zur Ermittlung

der Materialcharakteristik von elastomeren Werkstoffen. Der Schwerpunkt liegt

dabei jedoch nicht in der Untersuchung eines gewöhnlichen Elastomers, sondern

in der Untersuchung einer strukturellen Sonderform als geschäumter Werkstoff

(Moosgummi). Seine Struktur weist die Besonderheit einer materiell inkompres-

siblen Schaumstruktur mit eingeschlossenen, kompressiblen Luftporen auf. Durch

diese Mehrkomponentenstruktur stellt sich makroskopisch ein in Teilen kompres-

sibler Werkstoff ein. Die besondere Form der Strukturkompressibilität ist von ge-

sondertem Interesse.

Da das typische Anwendungsgebiet geschäumter Elastomere im Automobilbau in

der Dichtungstechnik im Bezug auf Türen, Kofferraumdeckel und Ähnlichem liegt

(siehe Abb. 1.1), ergibt sich aus dieser Anwendung ein realistisches Testszenario

zur experimentellen Ermittlung der charakteristischen Kenndaten.

Motorhaube

Windschutzscheibe

Sonnendach Fensterscheiben

Kofferraumdeckel

Türen

Abbildung 1.1: Dichtungskomponenten im Karosseriebereich eines Kfz; links: schema-
tische Darstellung, rechts: typisches Dichtprofil und Probe, nach Saar-
Gummi International GmbH [186]

Wie im Verlauf der Arbeit noch gezeigt wird, basiert das Dichtverhalten einer Pro-

fildichtung, wie sie beispielsweise in Abb. 1.1 zu sehen ist, auf einer Kombination

aus lokaler Komprimierung und mehrachsiger Deformation. Eine Besonderheit der

Herstellungsform zeigt sich an der Stelle durch die Strukturkompressibilität des

Werkstoffs, dessen Basismaterial eine EPDM-Mischung (Ethylen-Propylen-Dien-
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Kautschuk) darstellt. Es handelt sich hierbei um einen synthetischen Kautschuk,

der zur Steigerung der Abriebfestigkeit mit Rußpartikeln gefüllt ist.

Bei der Analyse der typischen Einsatzgebiete der vorgestellten Bauteilklasse wer-

den noch weitere Anforderungen an das Material ersichtlich. Neben den generellen

Eigenschaften wie Beständigkeit gegenüber Wasser oder Ozon ist gerade im Fall

der Motorhaubendichtungen auch eine erhöhte Temperaturstabilität des Profils

von Bedeutung. Dabei geht es allerdings nicht ausschließlich um die Zersetzungs-

temperatur, sondern um die Frage nach der Erfüllung der Primäraufgabe trotz

erhöhter Temperatur. Die Dichtwirkung soll demnach nicht nur im Falle des Kalt-

starts erhalten bleiben, sondern auch nach längerer Fahrt auf der Autobahn.

Der typische Belastungsmodus beim Schließen einer Tür ist das dynamische Auf-

bringen einer Deformation, die anschließend über einen gewissen Zeitraum bei-

behalten bleibt. Aus experimentalmechanischer Sicht stellt das einen klassischen

Relaxationsversuch dar, welcher typischerweise Aufschlüsse über das ratenabhän-

gige Verhalten des untersuchten Materials gibt.

In Kombination mit der Kompressibilität des betrachteten Werkstoffs sind in vor-

angestellten Überlegungen die wesentlichen Säulen einer aussagekräftigen Mate-

rialcharakterisierung benannt.

Die nachfolgende Arbeit wird sowohl aus experimenteller, als auch aus theoreti-

scher Sicht auf die genannten Aspekte eingehen und eine Methode hervorbringen,

die mit moderatem Aufwand eine Anpassung eines adäquaten Materialmodells be-

reitstellt. Durch die enge Verknüpfung von theoretischer Modellbildung mit der

experimentellen Untersuchungsmethodik wird hierbei eine hohe Effizienz erreicht.

Gerade im Bezug auf die kontinuumsmechanische Vorgehensweise bei der Modeller-

stellung wird ein besonderer Wert auf die Ähnlichkeit des experimentellen Ablaufs

gelegt. Das Zusammenspiel zwischen notwendigen Eigenschaften eines sinnvollen

Modells, der kontinuumsmechanischen Nachbildung entsprechender Modellanteile

und der experimentellen Bereitstellung hinreichender Messdaten ist dabei von be-

sonderer Bedeutung. Auf experimenteller Seite ergeben sich spezielle Anforderun-

gen in Anbetracht sinnvoller Deformationsarten und Auswertemethoden, welche

sich aus der Kombination aus mehrachsiger Deformationen und strukturkompres-

sibler Eigenschaften ergeben. Die hauptsächliche Aufgabenstellung besteht dabei

aus der Weiterentwicklung experimenteller Anlagen und Methoden, der Anpassung

modellspezifischer Einzelheiten und der Erweiterung von Verfahren zur automati-

sierten Parameteridentifikation. Aufgrund der Vielzahl geometrischer Randbedin-

gungen bezüglich auftretender Belastungsarten wird eine große Anzahl verschiede-

ner Versuchstypen benötigt und verwendet. Zur Realisierung effizienter Optimie-
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rungsstrukturen entsteht die Forderung nach Effizienzsteigerung und konstruktiver

Weiterentwicklung bestehender Methoden. Die Struktur der Arbeit gliedert sich

dabei wie folgt.

Zunächst wird das Kapitel 2 einen knappen Überblick über geschichtliche Ent-

wicklungen theoretischer und experimenteller Verfahren geben, die für das Ver-

ständnis der angestellten Überlegungen von Bedeutung sind. Da es sich aufgrund

der Fülle verschiedenster Teilaspekte der Modellbildung hier nur um eine grobe

Zusammenfassung handeln soll, wird an dieser Stelle keineswegs der Anspruch auf

Vollständigkeit der Darstellungen erhoben. Als Einstiegspunkte für etwaige eigene

Nachforschungen eignen sich die genannten Arbeiten aber dennoch.

Das daran anschließende Kapitel 3 gibt Aufschlüsse über die theoretischen Grund-

konzepte der hier verfolgten kontinuumsmechanischen Modellierung. Diese bein-

haltet zunächst die grobe Einführung der zugrunde liegenden Theorie Poröser Me-

dien. Die Herleitung der kinematischen Grundzusammenhänge im Rahmen finiter

Deformationen wird dabei ebenso vorgestellt, wie die notwendige thermodynami-

sche Ausarbeitung der gängigen Bilanzgleichungen. Daran angeschlossen folgen

Grundlagen der Materialtheorie und die schließlich zum Verständnis notwendigen

Erkenntnisse zur Beschreibung viskoelastischen Materialverhaltens.

Im Anschluss daran greift Kapitel 4 erneut die Anforderungen an ein sinnvolles

Materialmodell auf und bringt diese in Verbindung mit den verfügbaren experi-

mentellen Konzepten. Außerdem wird an dieser Stelle die enge Verknüpfung zwi-

schen dem theoretischen Aufbau des Modells und der praktischen Bereitstellung

experimenteller Daten erläutert.

Die strukturelle Materialuntersuchung in Kapitel 5 liefert Kennwerte der Moos-

gummistruktur, die nicht unmittelbar auf das mechanische Verhalten schließen

lassen, zumindest aber Rahmenbedingungen für spätere Auswertemethodiken set-

zen.

Auf Basis der zuvor gewonnenen Erkenntnisse wird in Kapitel 6 die eigentliche

Modellierung des Materials im Kontext der vorgestellten experimentellen Struk-

tur erläutert. Dabei wird eine Unterteilung in Gleichgewichts- und Nichtgleichge-

wichtsbeschreibung vorgenommen sowie eine nachträgliche Anpassung des tempe-

raturabhängigen Verhaltens dargestellt.
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Kapitel 7 gibt Aufschlüsse über die durchgeführten Experimente und die daraus

ermittelten Erkenntnisse. Ein bisher nicht beschriebener Schädigungsmechanismus

soll an dieser Stelle als experimentelle Besonderheit erläutert werden, wobei eine

vollständige Analyse der ermittelten Ergebnisse noch aussteht.

Im 8. Kapitel werden die jeweiligen Grundkonzepte bei der Parameteridentifikation

der durchgeführten Experimente dargestellt. Aufgrund der Kompressibilität des

Materials und der damit einhergehenden Schwierigkeit bei der Analyse biaxialer

Zugversuche soll dabei auf dieses Verfahren besonderer Fokus gelegt werden.

Das 9. Kapitel fasst schließlich die identifizierten Materialparameter zusammen

und gibt beispielhafte Einblicke in die jeweils gemessenen und simulierten Daten

im Rahmen der Identifikation. Als Validierung des erstellten Modells wird eine

Probengeometrie in der FE-Software COMSOL Multiphysics® implementiert, die

starke Dehnungsinhomogenitäten aufweist. Die Aussagekraft des Modellansatzes

wird im Vergleich mit experimentell ermittelten Daten verifiziert.

Kapitel 10 liefert einen zusammenfassenden Überblick über die vorliegende Arbeit

und einen Ausblick auf mögliche Folgeuntersuchungen und Projektmöglichkeiten,

die auf Basis der hier gewonnen Erkenntnisse denkbar sind.
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Stand der Forschung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der experimentellen Untersuchung eines

EPDM-Moosgummis mit anschließender Bildung eines kontinuumsmechanischen

Simulationsmodells zur Ermöglichung einer Finite-Elemente-Berechnung und der

dazugehörigen Anpassung der auftretenden Materialparameter.

Dabei wird sowohl im Rahmen der experimentellen Charakterisierung, als auch

im Kontext der Modellbildung auf die speziellen Eigenschaften und die daraus re-

sultierenden typischen Anwendungsgebiete der Werkstoffklasse eingegangen. Allen

voran ist in der Automobilindustrie die Erstellung eines aussagekräftigen Simu-

lationsmodells der verwendeten Werkstoffe von hohem Interesse, da sich der seit

Längerem anhaltende Trend zur Kostenersparnis im Produktions- und Produktent-

wicklungsprozess perspektivisch eher verschärft als entspannt. Aus diesem Grund

ist der Automobilbau wohl als prominentestes Anwendungsgebiet des verwendeten

Materials nebst entsprechendem Materialmodell zu erwähnen.

In der Automobilindustrie wird dabei Moosgummi auf EPDM-Basis hauptsächlich

als Dichtungswerkstoff verwendet [99, 223], was vor allem durch die außerordentlich

gute Beständigkeit gegenüber Wasser und Ozon und die damit einhergende hohe

Alterungsbeständigkeit begründet werden kann. Mit zulässigen Temperaturberei-

chen von −50◦C bis 150◦C ist es zudem stabil bei typischen Außentemperaturen in

den gemäßigten Breiten, die den größten Absatzmarkt für Automobile beinhalten

[44, 185].

– 7 –
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Die steigenden Anforderungen an den Werkstoff können auf stetige Weiterentwick-

lungen in vielfältigen Arbeitsgebieten zurückgeführt werden. So steigt beispielswei-

se die Temperatur im Motorraum aufgrund von Downsizing-Maßnahmen immer

weiter an, wodurch auch für die involvierten Dichtungen eine erhöhte Belastung

auftritt. Ebenso wirken sich die stetig steigenden Maximalgeschwindigkeiten der

Fahrzeuge und die damit einhergehende Geräuschbelastung im Fahrzeuginnenraum

auf das geforderte Leistungsspektrum der Dichtprofile aus. Gleichzeitig wächst der

Anspruch des Endkunden an das Produkt. Dazu zählen z. B. die Minimierung der

Vibrationen aufgrund von Motorschwingungen oder nicht zuletzt auch die steigen-

de Wichtigkeit akustischer Wahrnehmungen beim Schließen einer Tür oder eines

Kofferraumdeckels. Diese Erwartungshaltung des Endkunden ist mittlerweile nicht

nur im Luxussegment vertreten, sondern auch im Bereich der Nutzfahrzeugindus-

trie von steigendem Interesse [223]. Generell lässt sich zusammenfassen, dass die

Güte der vermeintlich minderwertigen Dichtungskomponenten das Qualitätsemp-

finden des Gesamtprodukts
”
Kraftfahrzeug“ deutlich steigern [42, 156].

Einen wichtigen Aspekt bei der Betrachtung des Materialverhaltens geschäumter

Elastomere stellt die innere Struktur des Endprodukts dar. Diese wird maßgeblich

durch die Prozessparameter während des Aufschäumens beeinflusst und ist immer

noch Gegenstand wissenschaftlicher Untersuchungen. Prinzipiell wird das Materi-

al bei der Produktion extrudiert und anschließend in einem parallel verlaufenden

Aufschäum- und Vernetzungsprozess fertig gestellt. Gerade die Auswahl des Treib-

mittels, der Temperatur im Vulkanisationsprozess und der Rohstoffmischung sind

dabei von großer Bedeutung. Neben Anderen hat sich auf diesem Gebiet speziell

die Gruppe um Haberstroh verdient gemacht [68, 69, 70, 71, 124, 126]. Außerdem

sind in dem Zusammenhang auch neuere Arbeiten von Hopmann [88], Jacob [98]

oder Wang [224] zu nennen.

Die Eigenschaften geschäumter Elastomere werden grundlegend von der Poren-

struktur bestimmt. Hierbei wird im Allgemeinen zwischen offen-, geschlossen- und

gemischtzelligen Schaumstrukturen unterschieden [64, 130, 156]. Moosgummi ist

stets in die Klasse der gemischtzelligen Schäume mit geschlossener Außenhaut ein-

zuordnen. Zellkautschuk beispielsweise weist im Gegensatz dazu exklusiv geschlos-

sene Zellen ohne separate Außenhaut auf. Als Integralschäume werden Strukturen

mit einer gerichteten Porengrößenverteilung, etwa zum Rand hin dichter werdend,

bezeichnet [83, 114, 202].

Um die hier generell auftretenden und zu modellierenden Materialeffekte zu verste-

hen, ist es zunächst sinnvoll, die materiellen Bestandteile des vorliegenden Struk-

turwerkstoffs zu benennen. Er kann im Wesentlichen als Verbundmaterial beste-
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hend aus einer EPDM-Bulkmatrix mit eingeschlossenen Luftporen angesehen wer-

den. Durch die Analyse der zu erwartenden, materiellen Effekte auf Basis der

beteiligten Einzelkomponenten sind im Rahmen der Modellierung die Betrachtung

eines idealen Gases und eines viskoelastischen Elastomers notwendig. Besondere

Beachtung aus kontinuumsmechanischer Sicht ist dabei dem Festkörperanteil zu

schenken.

Im Allgemeinen zeigt EPDM ausgeprägtes viskoelastisches Verhalten, was einer-

seits aus der synthetischen Kautschukbasis und andererseits aus der Zugabe von

Füllstoffen (hier Ruß) resultiert [185].

Der Charakterisierung und Modellierung von elastomeren Werkstoffen haben sich

in den vergangenen Jahrzehnten eine Vielzahl von Wissenschaftlern verschrieben,

die auch, abhängig vom jeweils vorliegenden Anwendungsfall, verschiedenste He-

rangehensweisen entwickelt und etabliert haben. Aufgrund der Fülle der Veröf-

fentlichungen sollen und können nur einige für die vorliegende Arbeit relevante

Publikationen genannt werden.

Eine grundlegende Unterscheidung in der Beschreibung von Materialverhalten ist

zunächst durch die Skala des untersuchten Körperausschnitts gegeben. So gibt es

einerseits Ansätze wie beispielsweise von Gent [61] vorgeschlagen, die die tatsäch-

liche (Mikro-)Struktur des untersuchten Werkstoffs berücksichtigen und somit eine

Vorhersage der Vorgänge im Innern der jeweiligen Struktur ermöglichen. Nachteilig

wirkt sich bei diesem Vorgehen der zumeist hohe Rechenaufwand bei der Analy-

se der vorliegenden voll aufgelösten Strukturen aufgrund geringer Elementgrößen

aus. Die mikrostrukturelle Betrachtung makroskopischer Bauteile ist somit häufig

numerisch ineffizient. Zusätzlich ergibt sich bei der Vorgehensweise die Frage nach

der Übertragbarkeit von makroskopisch gemessenen Materialparametern auf mi-

krostrukturelle Materialeigenschaften. Die Arbeit von Jung et al. [110] beschäftigt

sich ausführlich mit der Fragestellung und zeigt signifikante Unterschiede zwischen

beiden Skalen auf.

Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die Skala der Modellbildung mit derjenigen der

tatsächlichen Anwendung des betrachteten Bauteils in Einklang zu bringen, was

schließlich auf den grundlegenden Ansatz der phänomenologischen Beschreibung

führt. Dazu werden für eine makroskopische Materialbeschreibung nur makrosko-

pisch feststellbare Effekte berücksichtigt, ungeachtet ihrer mikrostrukturellen Her-

kunft. Erste Arbeiten gehen unter anderem auf Mooney [159] und Rivlin et al.

[183] zurück. Treloar [216] hat bereits frühzeitig einen Vergleich zwischen beiden

genannten Grundausrichtungen elastischer Modellansätze angestellt und Vor- und

Nachteile mikroskopischer und makroskopischer Zugänge gegenübergestellt.
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Auf Basis der phänomenologischen Beschreibung beobachtbarer Effekte treten wei-

tere Unterscheidungsmerkmale im Bezug auf die Materialklasse auf. Eine häufig

zitierte und anerkannte Einteilung geht auf Haupt [80] zurück und unterscheidet

zwischen elastischem, viskoelastischem, plastischem und viskoplastischem Materi-

alverhalten. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Schwerpunkt auf die beiden erst-

genannten gelegt. Dennoch wurde unter anderem von Kaliske [113], Miehe et al.

[155] und Scheffer [188] gezeigt, dass beispielsweise auch plastische Beschreibungs-

ansätze unter gewissen Umständen hilfreich bei der Modellierung viskoelastischen

Materialverhaltens sein können. Sowohl die experimentelle, als auch die konti-

nuumsmechanische Trennung von elastischem, ratenunabhängigem und viskoelas-

tischem, ratenabhängigem Werkstoffverhalten erfordert im Zuge der Charakteri-

sierung besondere Maßnahmen. Auf theoretischer Seite hat sich die Einführung

interner Variablen zur Beschreibung inelastischen Materialverhaltens durchgesetzt

[80, 141, 144]. Auf Basis der internen Deformationsgrößen kann eine fiktive Zwi-

schenkonfiguration des modellierten Körpers eingeführt werden. Die ursprüngliche

Anwendung des genannten Konzepts wurde bei der Gestaltung plastischer Mate-

rialmodelle durch Kröner [125] und Lee [129] vorgestellt. Ein Transfer zu einem

viskoelastischen Werkstoff wurde in der Folge von Sidoroff [203] vorgeschlagen. Die

darin erläuterte Vorgehensweise wurde seitdem vielfach angewendet [105, 143, 152].

Des Weiteren sind bei der Analyse von EPDM nichtlineare Entfestigungseffekte

wie der sogenannte Mullins-Effekt [161, 162, 163] oder der Payne-Effekt [55, 175]

zu erwarten. Beide Effekte konnten zuvor bereits unter anderem von Diani et al.

[37], Flamm et al. [54] oder Moldovan et al. [158] für diesen Materialtyp nachge-

wiesen werden. Als Mullins-Effekt wird die Entfestigung des Materials nach dem

ersten Belastungszyklus verstanden. Je nach Interpretation werden diesem Effekt

sowohl reversible, als auch irreversible Charakteristiken zugesprochen. Im Lauf der

vorliegenden Arbeit wird er gemäß der Definition von Bueche [21] als komplett ir-

reversibler Effekt angesehen, der lediglich abhängig von der maximalen Dehnung

in der Belastungsvorgeschichte der Probe ist. Die Ursache liegt bei dieser Definiti-

on im Aufbrechen einzelner physikalischer Bindungen begründet. Als Beispiel für

die adäquate kontinuumsmechanische Behandlung des Mullins-Effektes sind bei-

spielsweise die Arbeiten von Lion [132], Diercks [41] oder Govindjee et al. [66] zu

nennen.

Die als Payne-Effekt bekannte Amplitudenabhängigkeit der dynamischen Moduln,

Speicher- und Verlustmodul, wird folgend nicht genauer betrachtet und soll nur

der Vollständigkeit halber genannt werden [180, 227]. Allerdings sollte der Effekt

durch den hier verwendeten nichtlinearen Modellierungsansatz bereits im vorge-
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stellten Modell enthalten sein [120, 188].

Ein weiterer, wichtiger Parameter bei der Vorhersage des Materialverhaltens ist

die Temperatur. Neben der Temperaturabhängigkeit der einzelnen Konstituieren-

den des Moosgummiwerkstoffs [120, 160, 234] ist auch ein ausgeprägtes tempe-

raturabhängiges Verhalten der Mischung denkbar. Ein etabliertes Verfahren zur

Beschreibung des Temperatureinflusses innerhalb der Modellformulierung bei fi-

niten Deformationen wird unter anderem in der Arbeit von Netz & Hartmann

[169], in der Dissertation von Höfer [84] und der Habilitation von Lion [132]

ausführlich dargestellt. Darin wird der Temperatureinfluss bereits auf der Ebe-

ne der thermodynamischen Grundlagen beachtet und kinematisch in Form einer

thermisch-mechanischen Aufspaltung des Deformationsgradienten umgesetzt. Die

dadurch eingeführte thermisch-mechanische Zwischenkonfiguration entsteht wie-

derum durch Transfer der Methode gemäß Kröner [125] und Lee [129]. Die Methode

ist gerade dann besonders sinnvoll, wenn die Temperatur einem räumlichen bzw.

zeitlichen Gradienten unterliegt. Wie Lübbing [142] aber bereits belegt hat, erwei-

tert sich das Randwertproblem dadurch allerdings zu einem gekoppelten Problem

mit zusätzlicher Primärvariable, was eine deutliche Steigerung des Rechenaufwands

verursacht.

Zur Vereinfachung, unter der Voraussetzung isothermer Randbedingungen, kommt

daher häufig das Konzept der thermorheologischen Einfachheit zum Tragen. De-

tails hierzu finden sich beispielsweise bei Haupt [79] oder Lion [132, 133]. Dieses

Verfahren reduziert die Temperaturabhängigkeit des Materials auf die viskoelasti-

schen Modellanteile und vernachlässigt den Einfluss auf die Grundelastizität, was

beispielsweise in [25, 53, 214, 216] näher beschrieben wurde. Johlitz et al. [104]

haben diesbezüglich einen konkreten Ansatz vorgeschlagen, welcher für die vorlie-

gende Arbeit von besonderem Interesse sein wird.

Der geometrische Aspekt der mehrachsigen Deformationen und ihr Einfluss auf

das Materialverhalten finden in den letzten Jahren immer häufiger Beachtung.

Multiaxiale Experimente erfreuen sich steigender Beliebtheit im Kontext der Cha-

rakterisierung eines bestimmten Materialverhaltens. Grund dafür ist die Tatsa-

che, dass der Gültigkeitsbereich eines Materialmodells auch durch die zu Grunde

liegenden experimentellen Daten beschränkt wird. Diese Tatsache wurde bereits

früh in Arbeiten von Rivlin et al. [183] und Treloar [216] auf Basis geometri-

scher Interpretationen beschrieben und später auch vielfach experimentell bestätigt

[23, 29, 90, 91, 102]. Die geometrische Erklärung und Einordnung spezieller De-

formationsmuster wird in den genannten Arbeiten [183, 216] auf die Einordnung

der Verformung innerhalb der sogenannten Invariantenebene zurückgeführt, die
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sich im Fall der Inkompressibilität durch Auftragung der zweiten Dehnungshaupt-

invarianten über der Ersten ergibt. Dabei ergibt sich ein fester mathematischer

Zusammenhang zwischen den beiden Größen bei Durchführung konventioneller

Experimente wie dem einachsigen Zug oder der einfachen Scherung. Es folgt die

Erkenntnis, dass Materialmodelle auf Basis uniaxialer Versuche nicht notwendi-

gerweise in der Lage sind, einen multiaxialen Deformationszustand zu beschreiben

[1, 4, 103, 145]. Eine wirkliche Verbesserung stellt auch nicht der häufig verwendete

Äquibiaxialversuch dar [5, 26, 101, 131, 209, 225], da er den Gültigkeitsbereich des

Materialmodells lediglich verschiebt und nicht vergrößert.

Der allgemeine, biaxiale Zugversuch erweist sich hierbei als deutlicher Zugewinn,

da er die Erstellung beliebiger Invariantenverhältnisse ermöglicht. Die Modellgül-

tigkeit kann dadurch deutlich erweitert werden [4, 103, 236]. Derzeit beschränkt

sich seine Anwendung jedoch meist auf die Charakterisierung von Metallen, wobei

hier zunächst das Augenmerk auf die Ausgestaltung der Probengeometrie zu le-

gen ist [13, 36, 74, 229]. Einen Überblick über gängige Geometrietypen geben die

Arbeiten von Kuwabara [127] oder Ohtake et al. [171]. Als wichtiger Ansatz ist

hier die lokale Verjüngung der Probe in Dickenrichtung im Bereich der biaxialen

Deformation weit verbreitet. Dadurch werden im Bereich des biaxial deformierten

Areals höhere Dehnungen erreicht [134]. Die Vorgehensweise ist bei der Charakte-

risierung von Elastomeren jedoch nur in Sonderfällen umsetzbar.

Mehrachsige Alternativen zu den genannten Zugversuchen sind beispielsweise

durch den Nakajima-Test [6, 165, 221] auf Basis von Grenzformänderungsdiagram-

men oder durch Indentationsversuche [28, 172, 206] gegeben. Diese Versuchstypen

sollen hier jedoch lediglich genannt werden.

Inhomogene Deformationen sind eine typische Besonderheit mehrachsiger Expe-

rimente. Infolgedessen zeigt sich häufig eine räumliche Diskrepanz zwischen dem

Ort der Verschiebungs- oder Dehnungsmessung und dem Ort der Kraft- oder Span-

nungsmessung. Eine Parameteranpassung zwischen gemessenen und den simulier-

ten Messkurven stellt sich damit als besondere Herausforderung dar [191]. Das

hier angewendete Konzept der inversen Identifikationsmethode nach Huber et al.

[92, 93] löst die Problemstellung auf Kosten der Rechenzeit, da hierzu das gesamte

Randwertproblem berechnet werden muss. Die gemessenen Kräfte dienen dabei als

Randbedingung. Weitere Details zur Anwendung der Methodik werden von Klöt-

zer et al. [119] oder Prates et al. [177, 178] dargestellt.

Aus der inversen Berechnungsmethode ergibt sich ein weiteres Problem. Zur kor-

rekten Durchführung der Parameteranpassung ist der Vergleich zwischen simulier-

ten und gemessenen Testergebnissen nötig. Die experimentelle Erfassung der in-
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homogenen Verformung der gesamten Probe muss daher mit Hilfe optischer Mess-

verfahren erfolgen, um eine rückwirkungsfreie Abtastung zu garantieren. Durch

Aufbringen zufälliger Muster auf die Probenoberfläche lässt sich die Deformation

des Prüflings durch die Deformation des Musters ausdrücken. Geeignete Algorith-

men finden sich dabei im Rahmen der digitalen Bildkorrelation (DIC). Die stereo-

skopische Anwendung der genannten Auswertemethodik ermöglicht zusätzlich eine

Bestimmung der dreidimensionalen feldlichen Dehnungsinformation. Arbeiten von

Sutton et al. [211, 212] liefern einen ausführlichen Überblick über die grundlegen-

den Konzepte. Weitere typische Anwendungen im Bereich mehrachsiger Deforma-

tionsmessung finden sich unter anderem in [30, 173, 194, 195, 209, 211, 230].

Die eigentliche Anpassung des gewählten Materialmodells an die experimentel-

len Daten geschieht auf Basis numerischer Optimierungsverfahren. Dazu wird eine

Zielfunktion, die sich aus der Differenz zwischen numerischer und experimentel-

ler Materialantwort ergibt, definiert und iterativ minimiert [179]. Generell wird

dabei zwischen gradientenbasierten und gradientenfreien Verfahren unterschieden,

welche sich unter anderem in ihrem Konvergenzverhalten unterscheiden [116]. Kon-

krete Anwendung finden in dieser Arbeit allerdings nur die gradientenfreien Me-

thoden. Einen Überblick über diverse Optimierungsstrategien liefern die Arbeiten

von Rechenberg [179] und Beyer [10]. Beispiele für die Anwendung unterschied-

licher Optimierungsstrategien sind in [24, 72, 116, 167] gegeben. Die prinzipielle

Vorgehensweise ähnelt sich dabei in sämtlichen Verfahren. Die hauptsächlichen

Unterschiede ergeben sich durch veränderte Strategien bei der Variation der aktu-

ellen Parameter zur Erstellung der nächsten Generation.

Die bisher genannten Punkte bezüglich des Stands der Forschung beziehen sich

jeweils auf einzelne Themenbereiche des hier relevanten Gesamtkonzepts und wur-

den daher auch als Einzeleffekte betrachtet. Die Vielzahl der Veröffentlichungen zu

den jeweiligen Themen lässt sich dabei erahnen. Weitaus überschaubarer stellt sich

hingegen die Anzahl bei der Kombination der Effekte zu einem Themenkomplex

dar. So treten Arbeiten zum Themenbereich inelastischen Materialverhaltens im

Zusammenhang mit mehrachsigen Deformationen nur vereinzelt auf [151, 204]. Als

Vertreter dieser vereinzelten Forschergruppen ist hier die Arbeitsgruppe um Ihle-

mann et al. [57, 58, 95, 107, 108] zu nennen. Diese hat sich unter anderem durch das

sogenannte MORPH-Modell einen Namen gemacht, dessen Besonderheit in der Be-

schreibung finiten viskoelastischen Materialverhaltens unter Berücksichtigung von

Richtungsabhängigkeiten begründet liegt. Der Modellansatz kombiniert einachsi-

ges, viskoelastisches Verhalten mit dem Konzept repräsentativer Raumrichtungen

[95]. Bemerkenswert ist dabei der ursprüngliche experimentelle Datensatz aus le-
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diglich uniaxialen Zugversuchen.

Darüber hinaus beschäftigen sich viele Arbeiten hinsichtlich ratenabhängiger und

mehrachsiger Betrachtungen häufig nur mit konkreten Deformationsmustern, bei-

spielsweise dynamische Scher- oder Äquibiaxialversuche [60, 106, 117, 187]. Der

Richtungsabhängigkeit des Mullins-Effekts wird in der Regel größere Aufmerk-

samkeit zuteil [8, 41, 97, 106, 111, 154].

Die Strukturkompressibilität des untersuchten Materials stellt einen weiteren,

wichtigen Aspekt für eine erfolgreiche Vorhersage des mechanischen Verhaltens

geschäumter Elastomere unter dem Gesichtspunkt der Dichtungstechnik dar. Die

oben genannten Modellansätze beziehen sich im Wesentlichen auf die Modellierung

nahezu inkompressibler Materialien. Die Mehrzahl der etablierten finiten Model-

le für Elastomere setzen quasi-inkompressibles Materialverhalten voraus, weshalb

sich einige Ansätze gebildet haben, die die Kompressibilität des Werkstoffs durch

einen kompressiblen Erweiterungsterm in der freien Energiefunktion beachten. Ei-

ne typische Möglichkeit zur Modellierung des inkompressiblen Modellanteils ist

im Sonderfall der Hyperelastizität durch Polynomansätze in den Hauptinvarianten

der Deformationsgrößen gemäß Gumbrell [67] und Rivlin et al. [182, 183] gegeben.

Einen guten Überblick über diverse, hyperelastische Ansätze liefern die Arbeiten

von Marckmann et al. [147] oder Beda [7]. Der additive, kompressible Term be-

zieht in der Regel die dritte Hauptinvariante der jeweiligen Deformationsgröße

als Maß für die Volumendehnung ein. Das Vorgehen wurde erstmals im Rahmen

des Blatz-Ko-Modells [12] publiziert und stellt eine frühe Form des phänomeno-

logischen Modellansatzes bereit [17, 89]. Das zuvor veröffentlichte Gent-Thomas-

Modell [61] basiert hingegen auf der Mikrostruktur eines Fadennetzwerks.

Aufbauend auf der Auswertung des mikrostrukturellen Charakters einer Schaum-

struktur haben sich allerdings verschiedene Homogenisierungsverfahren entwickelt.

Eine detaillierte Übersicht hierzu ist den Arbeiten von Buryachenko [22], Milton

[157] oder Nemat-Nasser [168] gegeben. Als Grundlage für die Erstellung eines Ho-

mogenisierungsansatzes auf Basis repräsentativer Volumenelemente (RVE) können

verschiedenste Randbedingungen eingeführt werden, die aufgrund ihrer Vielfalt

nicht alle genannt werden sollen. Aufgrund der thematischen Ähnlichkeit zum hier

untersuchten Material sind die Arbeiten von Danielsson et al. [33] und der Gruppe

um Lopez-Pamies et al. [135, 136, 137, 138, 139, 140] gesondert zu nennen.

Der Effekt der Strukturkompressibilität wurde bisher nur kurz genannt und muss

infolge seiner Wichtigkeit gesondert untersucht werden. Die Besonderheit liegt bei

genauerer Betrachtung in der deformationsabhängigen Kompressibilität der Schäu-

me. Durch Erreichen des sogenannten Kompressionspunktes, also gerade derjeni-
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gen Deformation, bei der sämtliche Poren vollständig komprimiert sind, wird aus

dem strukturkompressiblen Schaum ein nahezu inkompressibler Festkörper. Die-

ses Materialverhalten ist mit den oben genannten Modellansätzen nicht notwen-

digerweise abbildbar und muss daher genauer beleuchtet werden. Einen Ausweg

bietet die Formulierung eines Materialgesetzes auf Grundlage der Theorie Poröser

Medien (TPM). Diese basiert auf der Koexistenz verschiedener Einzelphasen in-

nerhalb einer Mischung und wurde insbesondere von de Boer [14, 15, 16], Ehlers

[46, 47, 48, 49, 50], Bowen [18, 19, 20] oder Diebels [38, 39, 40] etabliert. Gerade

die Arbeit von de Boer [15] liefert einen sehr guten historischen Überblick über

die jeweiligen Konzepte. Eine Erweiterung der hyperelastischen Modellansätze auf

Basis der TPM um inelastische Anteile wurde unter anderem von Mahnkopf [146]

und Markert [148] vorgeschlagen.

Eipper [51] hat in seiner Dissertation bereits ein Mehrphasenmodell zur Beschrei-

bung des elastischen Verhaltens fluidgesättigter Festkörper entwickelt, mit des-

sen Hilfe eine exakte Formulierung der Strukturkompressibilität ermöglicht wird.

Koprowski-Theiß et al. [120, 122] ergänzten diese Modellformulierung und erstell-

ten daraus ein Zweiphasenmodell für ein viskoelastisches EPDM-Moosgummi. Die

Besonderheit dabei liegt in der erweiternden Formulierung des viskoelastischen Ma-

terialverhaltens sowohl im Zug- als auch im Druckbereich. Die vorliegende Arbeit

versteht sich ihrerseits als Weiterentwicklung des Modells von Koprowski-Theiß

[120], wobei hier zusätzliche Informationen zum thermomechanischen Verhalten

des Materials und zur Materialantwort unter mehrachsiger Deformation einfließen.
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3
Kontinuumsmechanische Grundlagen

Im folgenden Kapitel werden die erforderlichen Grundlagen für das Verständnis der

angestrebten kontinuumsmechanischen Modellierung des untersuchten Materials

erläutert. Generell ist die Kontinuumsmechanik dazu in die Bereiche der Kinema-

tik, Bilanzrelationen und Konstitutivgleichungen zu unterteilen. Die Beschreibung

der Materialien erfolgt in diesem Kontext im Rahmen kontinuierlich im Raum

verteilter Materie auf makroskopischer Ebene. Es werden zunächst isotherme Pro-

zesse mit homogenen Temperaturverteilungen vorausgesetzt. Ziel der hiesigen Be-

trachtungen ist es, einen konstitutiven Zusammenhang zwischen den materiellen

Deformationen und den resultierenden mechanischen Spannungen herzustellen.

3.1 Theorie Poröser Medien

Die kontinuumsmechanische Modellierung des vorliegenden Moosgummiwerkstoffs

erfolgt auf Basis der Theorie Poröser Medien (TPM). Diese kombiniert die Mi-

schungstheorie nach Truesdell [217], Truesdell & Toupin [219] oder Bowen [18] mit

dem Konzept der Volumenanteile, das erstmals von Woltman [228] oder Delesse [35]

erwähnt wurde. Da hier lediglich die grundlegenden Konzepte der Theorie Poröser

Medien zur Anwendung kommen, soll auf eine detaillierte Einführung der Thema-

– 17 –
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tik verzichtet werden. Tiefgreifendere Überlegungen hierzu sind unter anderem de

Boer [15], Ehlers [46] oder Diebels [38, 39] zu entnehmen. Grundkonzepte der klas-

sischen Kontinuumsmechanik sind angelehnt an die Ausführungen bei Holzapfel

[87] oder Betten [9].

3.2 Konzept der Volumenanteile

Die hier genutzte Theorie Poröser Medien verwendet die Vorstellung der Koexis-

tenz verschiedener Konstituierender ϕα innerhalb einer Mischung ϕ aus N Kon-

stituierenden,

ϕ =

N∑

α =1

ϕα. (3.1)

Das Gesamtvolumen V der Mischung setzt sich zusammen aus den Teilvolumina

jeder einzelnen Phase der Mischung V α,

V =

∫

B

dv =

N∑

α = 1

V α, V α =

∫

B

dvα =

∫

B

nαdv. (3.2)

Das Partialvolumen V α innerhalb der Mischung ergibt sich dabei aus der Integra-

tion über das gesamte Gebiet B (vgl. Abb. 3.1) mit dem Volumenanteil nα der

Phase ϕα innerhalb der Mischung ϕ. Koeffizientenvergleich in Gl. (3.2) liefert den

Zusammenhang

nα =
dvα

dv
. (3.3)

In der vorliegenden Arbeit wird gemäß Gl. (3.2) eine vollständig gesättigte Mi-

schung betrachtet, d. h. der betrachtete Körper wird durch die einzelnen Phasen

vollständig ausgefüllt. Dadurch ergibt sich eine alternative Darstellung zu Gl. (3.2)

N∑

α =1

nα = 1. (3.4)

Zur Beschreibung der Dichte der jeweiligen Phase innerhalb des Verbundes ist

eine Normierung bezüglich des Gesamtvolumens oder des lokalen Volumens der
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ϕβ

ϕα

dvα

dvβ

a) b) c)

}}
Abbildung 3.1: Homogenisierung mit Hilfe der TPM; a) Repräsentatives Volumenele-

ment, b) integrierte Volumenanteile, c) homogenisiertes Referenzvolumen

betrachteten Konstituierenden möglich. Im Allgemeinen wird zwischen der realen

Dichte ραR und der Partialdichte ρα unterschieden,

ραR =
dmα

dvα
, ρα =

dmα

dv
(3.5)

Umstellen der Gleichungen (3.5) liefert über einen Vergleich der Koeffizienten den

Zusammenhang

nα =
ρα

ραR
. (3.6)

3.3 Kinematik

Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits erwähnt, basiert die hier zu Grunde

gelegte Mischungstheorie auf der Vorstellung der Koexistenz verschiedener Kon-

stituierender einer Mischung an einem Raumpunkt. Konkret bedeutet das, dass

zu jedem Zeitpunkt t je ein materieller Punkt jeder Konstituierenden an einem

Raumpunkt anzutreffen ist. Materielle Punkte, die zu einem Zeitpunkt in einem

Raumpunkt zusammenfallen, haben im Allgemeinen einen individuellen Pfad in

der Bewegung zurückgelegt.

Die unabhängige Bewegungsfunktion (vgl. Abb. 3.2) einer Konstituierenden kann

mit dieser Anschauung über

x = χα (Xα,t) (3.7)
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formuliert werden. x stellt dabei den betrachteten Raumpunkt zum Zeitpunkt t

dar.

PSfrag replacemen

Referenzkonfiguration (RK) Momentankonfiguration (MK)
t = t0 t > t0

Xα

Xβ

Xα

Xβ x

Xα, Xβ

dXα

dxα

e1

e2

e3
O

χα

χβ

Abbildung 3.2: Bewegungsfunktionen einer Zweiphasenmischung mit Referenzkonfigura-
tion RK (links) und Momentankonfiguration MK (rechts)

Durch die Forderung der Ein-Eindeutigkeit ergeben sich für die Bewegungsfunktion

χα zwei weitere notwendige Eigenschaften. Diese sind einerseits durch die Existenz

einer inversen Bewegungsfunktion der Art

Xα = χ
−1
α (x,t) (3.8)

und die zugehörige nichtsinguläre Determinante

Jα = det
∂x

∂Xα
6= 0 (3.9)

gegeben.

Aus der ein-eindeutigen Bewegungsfunktion Gl. (3.7) ergibt sich für jede Konsti-

tuierende ϕα ein unabhängiges Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld

x′

α = x′

α (Xα,t) =
∂χα (Xα,t)

∂t
,

x′′

α = x′′

α (Xα,t) =
∂2

χα (Xα,t)

∂t2
,

(3.10)

jeweils in Lagrangescher (materieller) Darstellung. Aufgrund der Invertierbarkeit

der Bewegungsfunktion gemäß Gl. (3.8) lassen sich die Ausdrücke aus Gl. (3.10)
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in die Eulersche (räumliche) Darstellung

vα (x,t) = x′

α

(
χ

−1
α (x,t) ,t

)
,

aα (x,t) = x′′

α

(
χ

−1
α (x,t) ,t

)
,

(3.11)

überführen.

Die notwendigen Ableitungen von Feldgrößen werden im Folgenden analog zur

klassischen Kontinuumsmechanik eingeführt. Generell muss an dieser Stelle zwi-

schen den Ableitungen bzw. Größen einzelner Konstituierender und denjenigen der

gesamten Mischung unterschieden werden.

Für eine stetige und hinreichend oft differenzierbare, vektorielle Funktion f(x,t)

ist die materielle Zeitableitung definiert als

d

dt
f = ḟ =

∂f

∂t
+

∂f

∂x
· dx

dt

=
∂f

∂t
+ grad f · ẋ

(3.12)

mit Bezug auf die Schwerpunktsbewegung (Operator (•)˙ ). Sie beschreibt die Än-

derung einer Feldgröße, die von einem mit Geschwindigkeit ẋ mitbewegten Beob-

achter detektiert wird. Die darin auftauchende baryzentrische Geschwindigkeit ẋ

wird später genauer spezifiziert. Die materielle Zeitableitung bezüglich der Bewe-

gung einer spezifischen Phase ϕα wird analog gebildet und ergibt sich zu

dα

dt
f = f ′α =

∂f

∂t
+ grad f · x′

α. (3.13)

Darin bezeichnet grad(•) die Ableitung nach den Koordinaten der Momentankon-

figuration (MK),

grad(•) =
d(•)
dx

. (3.14)

Für die Einzelphase ϕα ist die Ableitung Gradα(•) nach Koordinaten der Refe-

renzkonfiguration (RK) definiert,

Gradα(•) =
d(•)
dXα

. (3.15)

Im weiteren Verlauf werden die Berechnungen und Herleitungen stellvertretend

und o.B.d.A. in Termen der Konstituierenden ϕα dargestellt, die Größen für die

gesamte Mischung errechnen sich analog.

Aus den bisher angestellten Überlegungen lassen sich die üblichen Größen der Kon-
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tinuumsmechanik herleiten. Ausgangspunkt der Herleitungen ist die Einführung

des Deformationsgradienten

Fα =
dχα (Xα,t)

dXα
= Gradα x, (3.16)

mit dem materiellen Linienelement dXα gemäß Abb. 3.2. Aufgrund der vorher

beschriebenen Voraussetzungen bezüglich der Bewegungsfunktion ergibt sich der

inverse Deformationsgradient zu

F−1
α =

dXα

dx
= gradXα. (3.17)

Aus der Gl. (3.16) lässt sich eine Transportvorschrift für Linienelemente dXα der

Referenzkonfiguration in diejenigen der Momentankonfiguration dxα formulieren,

dxα = Fα · dXα. (3.18)

Für die entsprechenden Flächen- und Volumenelemente gilt analog

daα = (detFα)F−T
α · dAα = Jα F−T

α · dAα,

dvα = (detFα) dV α = Jα dV α,
(3.19)

wobei der Term Jα = detFα als Determinante des Deformationsgradienten der

Konstituierenden ϕα bezeichnet wird.

In der späteren Modellierung viskoser Effekte werden Aussagen über die vorliegen-

de Dehnrate benötigt. Zur mathematischen Beschreibung dieser Größen lässt sich

der räumliche Geschwindigkeitsgradient der Phase ϕα herleiten. Unter Zuhilfenah-

me des materiellen Geschwindigkeitsgradienten

(Fα)′α = Gradα x′

α (3.20)

und der Definition des räumlichen Geschwindigkeitsgradienten

Lα = gradx′

α = gradvα (3.21)

ergibt sich der Zusammenhang

Lα =
∂x′

α

∂x
=

∂x′
α

∂Xα
· ∂Xα

∂x

= (Fα)′α · F−1
α .

(3.22)
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Für die praktische Anwendung kann der Geschwindigkeitsgradient additiv in den

symmetrischen Deformationsgeschwindigkeitstensor Dα und den schiefsymmetri-

schen Wirbeltensor Wα aufgeteilt werden,

Lα = Dα + Wα =
1

2

(
Lα + LT

α

)

︸ ︷︷ ︸
:= Dα

+
1

2

(
Lα − LT

α

)

︸ ︷︷ ︸
:= Wα

. (3.23)

Im Rahmen der Materialmodellierung ist der Deformationsgradient Fα nur be-

dingt geeignet, da auch Starrkörperbewegungen in die Abbildung einfließen. Zur

Trennung von Starrkörperbewegung und Deformation wird eine multiplikative Zer-

legung des Deformationsgradienten durchgeführt. Die polaren Zerlegungen

Fα = Rα · Uα = Vα · Rα (3.24)

liefern den linken und rechten Strecktensor Vα und Uα zusammen mit dem ortho-

gonalen Rotationstensor Rα. Anschaulich wird dabei eine sequentielle Ausführung

von Rotation und Streckung betrachtet.

Da die Berechnung der Tensoren Uα und Vα jedoch die Lösung eines Eigenwert-

problems bedingt, kommen diese nur theoretisch zum Einsatz. Deutlich leichter zu

berechnen sind die Quadrate der beiden Strecktensoren, die aus der Änderung der

Länge eines Linienelements dsα der Momentankonfiguration bzw. eines Linienele-

ments dSα der Referenzkonfiguration motiviert werden können. Unter Verwendung

von Gl. (3.18) ergibt sich

ds2
α = dxα · dxα dS2

α = dXα · dXα

= (Fα · dXα) · (Fα · dXα) =
(
F−1

α · dxα

)
·
(
F−1

α · dxα

)
(3.25)

= dXα ·
(
FT

α · Fα

)
︸ ︷︷ ︸

:= Cα

· dXα, = dxα ·
(
F−T

α · F−1
α

)
︸ ︷︷ ︸

:= B−1
α

· dxα

Die resultierenden Größen sind der linke (Bα) und der rechte (Cα) Cauchy-Green-

Deformationstensor,

Bα = V2
α = Fα · FT

α , Cα = U2
α = FT

α · Fα. (3.26)

Aus den Cauchy-Green-Deformationstensoren Bα und Cα ergeben sich weiterhin

der Green-Lagrangesche Verzerrungstensor Eα auf der Referenzkonfiguration und
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der Euler-Almansi-Tensor Aα auf der Momentankonfiguration,

Eα =
1

2
(Cα − I) , Aα =

1

2

(
I − B−1

α

)
. (3.27)

Ein mathematischer Zusammenhang zwischen diesen beiden Verzerrungstensoren

ist über den Vorwärtstransport (
”
push forward“) und den Rückwärtstransport

(
”
pull back“) darstellbar

Eα = FT
α · Aα · Fα, pull back

Aα = F−T
α · Eα · F−1

α . push forward
(3.28)

Allgemein lassen sich über die beiden Operationen Verzerrungsgrößen der

Referenz- und Momentankonfiguration ineinander überführen.

Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Sowohl zur Beschreibung kompressibler Materialien als auch zur allgemeinen Mo-

dellbildung bezüglich finiter Viskoelastizität hat sich eine multiplikative Zerle-

gung des Deformationsgradienten als zweckmäßig erwiesen und ist weit verbreitet

[56, 125, 129, 143, 203].

Zunächst findet eine Zerlegung in volumetrische Anteile, gekennzeichnet durch ¯(•)
und isochore Bestandteile, gekennzeichnet durch ˆ(•) statt. Diese Aufteilung wird

im späteren Verlauf der Arbeit eine separierte Betrachtung der Deformationszu-

stände unter hydrostatischem Druck und unter mehrachsiger Zugbelastung ermög-

lichen [51, 56, 120]. Im Kontext der finiten Viskoelastizität, wie sie folgend ebenfalls

behandelt werden soll, hat sich die weiterführende Aufteilung des Deformationsgra-

dienten in elastische (ratenunabhängige) und inelastische (ratenabhängige) Anteile

bewährt. Das dabei verfolgte Konzept der Einführung einer fiktiven Zwischenkon-

figuration geht auf Arbeiten von Kröner [125] und Lee [129] zurück und wurde

ursprünglich zur Beschreibung plastischer Materialeffekte entwickelt. Ein Transfer

auf die Problemstellungen der Viskoelastizität erfolgte dann beispielsweise bei Si-

doroff [203] oder Lubliner [143]. Da ratenabhängiges Verhalten sowohl im Zug- als

auch im Druckbereich festgestellt werden kann [120, 121, 122], ist es notwendig, die

Zerlegung auf die volumetrischen und isochoren Teildeformationen anzuwenden.
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Volumetrisch-isochorer Split

Zur Separation zweier Modellanteile unter Zug und Druck wird der Deformations-

gradient der Phasen ϕα jeweils in volumenerhaltende (isochore) Anteile F̂α und

volumetrische Anteile F̄α zerlegt. Aus Gründen der Übersichtlichkeit beschränkt

sich die folgende Darstellung auf die Konstituierende ϕα, die formelle Übertrag-

barkeit der Berechnungen auf die Konstituierende ϕβ ist gegeben.

Die multiplikative Zerlegung erfolgt gemäß

Fα = F̄α · F̂α, (3.29)

wobei der Anteil F̄α, der die reine Volumenänderung der Phase ϕα beschreibt,

mathematisch durch die Determinante des Deformationsgradienten Jα (3.9) in der

Form

F̄α = J
1/3
α I, (3.30)

gegeben ist.

Der isochore Anteil F̂α kann aus Gl. (3.29) und Gl. (3.30) berechnet werden,

F̂α = F̄−1
α · Fα = J−1/3

α Fα. (3.31)

Als Basis zur Formulierung der Materialgesetze lassen sich aus diesen Überlegungen

wiederum die bereits eingeführten Deformationstensoren ableiten, so zum Beispiel

die volumetrischen und deviatorischen Anteile des linken Cauchy-Green Deforma-

tionstensors,

B̄α = F̄α · F̄T
α =

(
J

1/3
α I
)
·
(
J

1/3
α I
)

= J
2/3
α I,

B̂α = F̂α · F̂T
α =

(
J
−1/3
α Fα

)
·
(
J
−1/3
α FT

α

)
= J

−2/3
α Bα.

(3.32)

Die multiplikative Zerlegung der Deformation in volumetrische und isochore Antei-

le führt für stark kompressible Materialien unter Umständen zu unphysikalischen

Ergebnissen. Arbeiten von Penn [176] und Eipper [51] weisen bereits auf diese

Problematik hin. Im Rahmen der Parameteridentifikation (Kapitel 8) wird dieser

Aspekt aufgegriffen und diskutiert.
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Elastisch-inelastischer Split

Ähnlich der Vorgehensweise aus dem vorangegangenen Abschnitt ist eine Trennung

des elastischen und inelastischen Materialverhaltens zur Modellierung finiter Visko-

elastizität hilfreich. Die experimentellen Ergebnisse zeigen auch unter hydrostati-

schem Druck viskoelastisches Materialverhalten, weshalb der elastisch-inelastische

Split sowohl für den isochoren als auch für den volumetrischen Anteil durchge-

führt werden muss. Auch hier wird formal auf eine ausführliche Darstellung für

die verschiedenen Modellanteile verzichtet und der Split nur für den allgemeinen

Deformationsgradienten der Phase ϕα dargestellt. Da, wie in Kapitel 6 zu sehen

sein wird, das ideale Gasgesetz zur Modellierung der Gasphase ϕβ Anwendung fin-

det, verschwindet der inelastische Anteil in der Gasphase und eine entsprechende

Trennung entfällt ohnehin.

Anschaulich entspricht die verwendete Vorgehensweise der Einführung einer fikti-

ven Zwischenkonfiguration (ZK). Durch eine gedanklich durchgeführte Entlastung

des Materials und die dadurch entstehende Spannungsfreiheit auf der Zwischenkon-

figuration kann die resultierende inelastische Deformation in dieser Konfiguration

entwickelt werden. Der formale Zugang startet bei der Einführung der Zerlegung

des Deformationsgradienten Fα der Konstituierenden ϕα

Fα = Fαe
· Fαi

, (3.33)

mit dem elastischen Anteil Fαe
und dem inelastischen Anteil Fαi

. Der Verzerrungs-

tensor Γα der elastisch-inelastischen Zwischenkonfiguration ZKe,i ergibt sich dann

aus dem Vorwärtstransport des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors Eα,

Γα = F−T
αi

· Eα · F−1
αi
. (3.34)

Nach einigen Umformungen ergibt sich daraus die Form

Γα =
1

2
F−T

αi
·
[
FT

αi
·
(
FT

αe
· Fαe

− F−T
αi

· F−1
αi

)
· Fαi

]
· F−1

αi

=
1

2

(
FT

αe
· Fαe︸ ︷︷ ︸

Cαe

− F−T
αi

· F−1
αi︸ ︷︷ ︸

B−1
αi

)
,

(3.35)

mit dem inelastischen linken Cauchy-Green-Deformationstensor Bαi
und dem elas-

tischen rechten Cauchy-Green-Deformationstensor Cαe
. Analog zu Gl. (3.27) kön-
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nen daraus die elastischen und inelastischen Verzerrungen auf der Zwischenkonfi-

guration angegeben werden

Γα =
1

2

(
Cαe

− I
)

︸ ︷︷ ︸
+

1

2

(
I − B−1

αi

)

︸ ︷︷ ︸
Γα = Γαe

+ Γαi
.

(3.36)

Der Verzerrungstensor Γα der elastisch-inelastischen Zwischenkonfiguration kann

demnach als Summe aus einem elastischen Anteil Γαe
vom Green-Lagrange-Typ

und einem inelastischen Anteil Γαi
vom Almansi-Typ dargestellt werden. Das glei-

che Ergebnis kann über den Rückwärtstransport des Almansi-Verzerrungstensors

Aα erreicht werden.

Fasst man die zuvor angestellten Überlegungen graphisch zusammen, so ergibt

sich für das Zweiphasenmaterial mit viskoelastischer Festkörperphase ϕα und einer

idealen Gasphase ϕβ eine Struktur wie in Abb. 3.3 dargestellt. Darin bezeichnen

RKα und RKβ die Referenzkonfigurationen der beiden Phasen ϕα und ϕβ und

MK die Momentankonfiguration der Mischung. Als fiktive Zwischenkonfiguratio-

nen der Phase ϕα sind dargestellt:� ZK1: volumetrisch-isochore ZK,� ZK2: elastisch-inelastische ZK des isochoren Anteils,� ZK3: elastisch-inelastische ZK des volumetrischen Anteils.

Die Reihenfolge der Zerlegung gemäß Abb. 3.3 ist nach Hartmann [77] für isotrope

Materialien beliebig. Die hier vorgestellten Grundlagen gehen grundsätzlich von

isotropem Material aus, was in Kapitel 5 experimentell bestätigt wird. Daher wird

hier die willkürliche Annahme getroffen, dass die isochoren und volumetrischen

Anteile jeweils in elastische und inelastische Anteile aufgeteilt werden können.

Mathematisch ergibt sich daraus für den Deformationsgradienten Fα der Konsti-

tuierenden ϕα

Fα = F̄αe
· F̄αi

· F̂αe
· F̂αi

. (3.37)

Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren

Die bisher hergeleitete Kinematik erlaubt lediglich die Beschreibung von quasi-

statischem Materialverhalten. Zur Erweiterung des Modells im Hinblick auf raten-
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RKα
MK

RKβ

F̂αi F̂α

Fα

Fβ

ZK2

ZK1

ZK3

F̂αe

F̄αi

F̄α F̄αe

ϕα

ϕ

ϕβ

Abbildung 3.3: Kinematik des Modellansatzes der Zweiphasenmischung; Referenzkonfi-
gurationen RK, Zwischenkonfigurationen ZK, Momentankonfiguration
MK

abhängiges Verhalten müssen Beziehungen zwischen den zeitlichen Ableitungen

der Verzerrungstensoren, also den Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren, hergelei-

tet werden. Auch an dieser Stelle soll auf die ausführliche Darstellung für jede

Phase und Konfiguration verzichtet und nur die jeweiligen Terme für die Konsti-

tuierende ϕα hergeleitet werden.

Ausgangspunkt der Betrachtung ist die zeitliche Änderung des Green-Lagrange-

Verzerrungstensors Eα im Bezug auf die Konstituierende ϕα,

(Eα)′α =

[
1

2
(Cα − I)

]′

α

= FT
α ·Dα · Fα. (3.38)

Dies ist gleichbedeutend mit dem Rückwärtstransport des Deformationsgeschwin-

digkeitstensors Dα nach Gl. (3.23). Mit der Umkehrung von Gl. (3.38) kann der

Zusammenhang zwischen dem Deformationsgeschwindigkeitstensor und der zeitli-
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chen Änderung des Almansi-Tensors berechnet werden. Über die Umformungen

Dα = F−T
α · (Eα)′α · F−1

α

= (Aα)′α +
(
(Fα)′α · F−1

α

)T ·Aα + Aα · (Fα)′α · F−1
α

(3.39)

kann schließlich die Oldroyd-Ableitung oder obere Lie-Ableitung des Almansi-

Tensors angegeben werden,

(Aα)∆α = (Aα)′α + LT
α ·Aα + Aα · Lα = Dα. (3.40)

Die Oldroyd-Ableitung

(•)∆α = (•)′α + LT
α · (•) + (•) · Lα (3.41)

repräsentiert eine objektive Zeitableitung des Tensors (•).
Die Übertragung der dargestellten Operationen auf den verwendeten Modellansatz

wird in Abb. 3.4 zusammenfassend dargestellt.

3.4 Spannungsmaße

Zur vollständigen Beschreibung und Charakterisierung des Materialverhaltens sind

neben den kinematischen Beziehungen, wie sie im Abschnitt 3.3 erläutert wurden,

auch die im Laufe der Deformation auftretenden Kräfte von essentieller Bedeu-

tung. Im Inneren des beschriebenen Materials können Kräfte auf die Fläche, auf

die sie wirken, bezogen werden. Daraus ergeben sich Spannungsmaße, die sich zur

Beschreibung des Materialverhaltens etabliert haben. Da die detaillierten Herlei-

tungen der einzelnen Spannungsmaße bereits vielfach diskutiert und dokumentiert

wurden, werden an dieser Stelle nur die Resultate angegeben [80, 87].

In der Momentankonfiguration ergibt sich der Cauchy-Spannungstensor Tα mit

Bezug auf die tatsächliche Querschnittsfläche. Ausgangspunkt ist das Cauchy-

Theorem

tα = Tα · n, (3.42)

das die Cauchy-Spannung Tα als lineare Abbildung zwischen einer Schnittflächen-

normalen n und dem zugehörigen Oberflächenspannungsvektor tα definiert. Der

Oberflächenspannungsvektor beschreibt die Ableitung eines externen Kraftvektors
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fe nach der betrachteten Schnittfläche aα,

tα =
dfe

daα
. (3.43)

Das Konzept der dualen Variablen nach Haupt & Tsakmakis [82] verlangt nach

einer äquivalenten Aussage der Spannungsverhältnisse auf der Referenzkonfigura-

tion. Durch Anwendung einer externen Kraft fe auf ein Flächenelement der Refe-

renzkonfiguration lässt sich der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor Pα unter Zu-

hilfenahme der Nanson-Beziehung (Gl. (3.19)1) herleiten,

Pα = (detFα)Tα · F−T
α . (3.44)

Der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor bezieht die Kraft der Momentankonfigu-

ration auf die zugehörige Fläche der Referenzkonfiguration, was physikalisch ei-

ner Nominalspannung entspricht. Die Eigenschaft eines Zweifeldtensors erschwert

jedoch die Anwendung dieses Tensors erheblich, weshalb die Entwicklung ei-

ner weiteren Größe ausgehend von Pα gebräuchlich ist. Der 2. Piola-Kirchhoff-

Spannungstensor Sα ergibt sich unter Zuhilfenahme des Konzepts der dualen Va-

riablen [82] zu

Sα = F−1
α · Pα

= (detFα)F−1
α · Tα · F−T

α .
(3.45)

Der 2. Piola-Kirchhoff-Tensor stellt die arbeitskonjugierte Spannung zum Green-

Lagrange-Verzerrungstensor Eα dar. Er bezieht sich ausschließlich auf die Referenz-

konfiguration, was eine numerische Implementierung erleichtert, eine physikalische

Interpretation jedoch erschwert.

3.5 Bilanzgleichungen

Bilanzgleichungen sind neben den zuvor hergeleiteten kinematischen Zusammen-

hängen zwischen materiellen Punkten innerhalb eines Körpers im Rahmen einer

Bewegung von substantieller Bedeutung für die Modellierung eines Materials und

wurden daher schon vielfach diskutiert [16, 52, 217, 219, 226]. Die Bilanzgleichun-

gen bilden Erhaltungssätze zur Verknüpfung der Änderung physikalischer Größen

mit den dazu ursächlichen Prozessen wie Zufuhr, Produktion oder Fluss. Durch
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Truesdells Metaphysische Prinzipien [218] sind axiomatisch eingeführte Eigenschaf-

ten gegeben, die das Zusammenspiel der einzelnen Konstituierenden charakterisie-

ren und ein Rahmenwerk für Erhaltungsgrößen in Mehrphasenkontinua bilden.

Demnach muss sich das Verhalten der Mischung ϕ als mathematische Konsequenz

aus dem Verhalten der beteiligten Phasen ϕα ergeben. Die Eigenschaften der Mi-

schung sind durch die Summe der Eigenschaften der Konstituierenden gegeben.

Weiterhin muss es unter Berücksichtigung der Kopplung zwischen den Phasen

möglich sein, die Bewegung einer einzelnen Phase losgelöst von der Mischung zu

betrachten. Dies erfordert die Einführung bzw. Behandlung von Austauschtermen,

die sich in der Summe für die gesamte Mischung auslöschen müssen.

Die dritte Forderung bezieht sich auf die Gleichbehandlung von Konstituieren-

den und der Mischung bezüglich ihrer Bewegung. Die einzelne Phase ϕα genügt

demzufolge dem gleichen Satz an Bewegungsgleichungen wie der gesamte Mehr-

phasenkörper.

Bei der Erstellung der Bilanzgleichungen kommen in der vorliegenden Arbeit zwei

wesentliche Vereinfachungen zum Tragen. Zunächst soll von kinematischer Kopp-

lung zwischen den Konstituierenden ausgegangen werden. Das bedeutet anschau-

lich die Gleichheit zwischen Schwerpunktsgeschwindigkeit der Mischung und den

Geschwindigkeiten der Einzelphasen. Als mathematische Konsequenz ergibt sich

die Vernachlässigbarkeit von kinetischen Austausch- und Diffusionstermen zwi-

schen den Einzelphasen. Die Beschränkung auf isotherme Prozesse mit homogener

Temperaturverteilung wurde bereits in der Einleitung dieses Kapitels angespro-

chen.

Für eine Betrachtung der Bilanzgleichungen unter Berücksichtigung der Diffusi-

onsprozesse sei auf de Boer [15] oder Diebels [39] verwiesen.

Massenbilanz

Der Ausgangspunkt zur Herleitung der Massenbilanz stellt die Forderung nach

Massenkonstanz der Mischung ϕ dar,

d

dt

∫

B

ρ dv = 0. (3.46)



3.5. Bilanzgleichungen 33

Unter Anwendung des Reynoldsschen Transporttheorems [181] lässt sich daraus

die lokale Formulierung der Massenerhaltung herleiten,

ρ̇ + ρ div ẋ = 0, div ẋ =
(det F) ˙

det F
. (3.47)

Die zeitliche Integration der lokalen Massenbilanz Gl. (3.47) ergibt schließlich die

in der Festkörpermechanik gebräuchliche Formulierung

ρ = ρ0 (det F)−1 , (3.48)

mit der Ausgangsdichte ρ0 und der aktuellen Dichte ρ.

Erneute Anwendung dieser Vorgehensweise für die Konstituierende ϕα liefert unter

Vernachlässigung eines Massenaustauschs die zu Gl. (3.47) und Gl. (3.48) analogen

lokalen Formen

(ρα )′α + ρα div x′

α = 0, ρα = ρα
0 (det Fα)−1 . (3.49)

Impulsbilanz

Die lokale Formulierung der Impulsbilanz basiert auf dem zweiten Newtonschen

Axiom, welches die zeitliche Änderung des Impulses als Folge der auf den Körper

wirkenden Fern- und Nahwirkungskräfte interpretiert. Für die Mischung ϕ ergibt

sich unter Verwendung der Massenbilanz (Gl. (3.47)) und des Cauchyschen Fun-

damentaltheorems

t = T · n (3.50)

die Form

ρ ẍ = div T + ρb. (3.51)

Darin bezeichnet T den Cauchy-Spannungstensor der Mischung. Die entsprechende

analoge Vorgehensweise für die Phase ϕα unter der erneuten Vernachlässigung des

Massen- und Impulsaustauschs liefert

ρα x′′

α = div Tα + ρα bα + p̂α, (3.52)
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mit dem Impulsaustausch p̂α und der Cauchyschen Partialspannung Tα.

Der Vergleich der Koeffizienten zwischen der Bilanz der Mischung (Gl. (3.51)) und

der Einzelphase (Gl. (3.52)) unter der Voraussetzung der kinematischen Kopplung

liefert schließlich die Zusammenhänge

ρ ẋ =
∑

α

ρα x′

α, T =
∑

α

Tα, ρb =
∑

α

ρα bα, 0 =
∑

α

p̂α. (3.53)

Drallbilanz

Aus der Bilanzierung der Dralländerung eines Körpers durch die an ihm wirkenden

Momente kann sowohl für die Mischung ϕ als auch für die Konstituierende ϕα die

Forderung nach Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors T bzw. Tα abgeleitet

werden,

T = TT , bzw. Tα = (Tα)T . (3.54)

Energiebilanz

Ausgangspunkt für die Bilanzierung der inneren Energie ist der erste Hauptsatz

der Thermodynamik, der eine Beziehung zwischen der inneren und der kineti-

schen Energie eines Systems, dem Wärmetransport und einem Energieaustausch

mit anderen Konstituierenden herstellt. Er bezieht die Änderung der Energie eines

Körpers auf die an ihm verrichtete mechanische und thermische Leistung. Unter

Vernachlässigung des Massen- und Energieaustauschs zwischen den Konstituieren-

den sowie unter Annahme isothermer Prozesse ergibt sich die vereinfachte lokale

Formulierung

ρα (εα)′α + ρα x′

α · x′′

α = x′

α · (ρα bα + div Tα) + Tα : Lα. (3.55)

Darin beschreibt εα die spezifische innere Energie. Aus Gründen der Übersichtlich-

keit soll der Zusatz
”
spezifisch“ in der Folge ignoriert werden.

Einsetzen der Impulsbilanz Gl. (3.52) in Gl. (3.55) und Anwendung der Identität

Tα : Lα = (Tα : Dα) + (Tα : Wα)︸ ︷︷ ︸
=0

(3.56)
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liefert schließlich die Energiebilanz der Phase ϕα

ρα (εα)′α = (Tα : Dα) − p̂α · x′

α. (3.57)

Entropiebilanz

Die Bilanzierung der Entropie für die Phase ϕα bzw. die Mischung ϕ weist einen

grundlegenden Unterschied zu den zuvor vorgestellten Relationen auf. Während

diese nämlich zur konkreten Berechnung der Entwicklung einer physikalischen

Größe genutzt werden, legt die Entropiebilanz lediglich die Prozessrichtung fest.

Ausgehend vom zweiten Hauptsatz der Thermodynamik muss ein physikalischer

Prozess stets mit einer Entropieerhöhung einhergehen. Mathematisch lässt sich die

Entropiebilanz für die Mischung in lokaler Form als

∑

α

[
ρα (ηα)′α − 1

Θα
ρα rα + div

(
1

Θα
qα

)]
=
∑

α

η̂α (3.58)

angeben, mit der materiellen Zeitableitung der spezifischen Entropie ηα, dem Wär-

mefluss qα und der Wärmestrahlung rα, wobei η̂α als Entropieproduktion einge-

führt wird. Abkürzend kann die Forderung des zweiten Hauptsatzes in die Form

∑

α

η̂α = η̂ ≥ 0 (3.59)

gebracht werden. Darin bezeichnet η̂ die spezifische Entropieproduktion der Mi-

schung. Nutzbar wird die Ungleichung jedoch erst durch die Einführung der

Legendre-Transformation der freien Helmholtz-Energie ψα der Phase ϕα in Anteile

freier Energie εα und Entropie ηα,

ψα = εα − Θαηα, (3.60)

mit der konstanten Temperatur Θα > 0 (isotherme Prozesse). Durch Auflösen der

Transformation Gl. (3.60) nach ηα und zeitlicher Ableitung bezüglich der Phase

ϕα ergibt sich

(ηα)′α =
(εα)′α
Θα

− (ψα )′α
Θα

. (3.61)
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Einsetzen von Gl. (3.61) in die Entropiebilanz Gl. (3.58) unter Einbeziehung der

Energiebilanz Gl. (3.57) liefert schließlich die Clausius-Planck-Ungleichung

∑

α

[
Tα : Dα − ρα (ψα )′α

]
=
∑

α

Θαη̂α ≥ 0. (3.62)

3.6 Materialtheorie

Die Entwicklung konstitutiver Gleichungen im Rahmen der Materialtheorie stellt

eine Konkretisierung der bisher allgemeingültig gehaltenen Beziehungen der Kine-

matik und Bilanzgleichungen dar. Sie dienen zur Verknüpfung wirkender Kräfte

mit den zugehörigen Deformationen unter Berücksichtigung der konkreten Materi-

aleigenschaften. Auch in den folgenden Überlegungen wird von einer kinematischen

Kopplung ausgegangen. Es finden demnach keine Diffusionsprozesse statt, was

einen grundlegenden Widerspruch zur gemischtzelligen Porenstruktur darstellt.

Die Betrachtung des konkreten Materials in Kapitel 5 wird jedoch zeigen, dass

es sich hierbei um eine zulässige Näherung handelt.

3.6.1 Hyperelastizität

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Clausius-Planck-Ungleichung ausgehend

von der Entropiebilanz hergeleitet, vgl. Gl. (3.62). Diese wurde in der allgemeinen

aufsummierten Form für die Mischung dargestellt. Im Folgenden soll nun die Be-

schreibung der Konstituierenden für den konkret vorliegenden Fall einer materiell

inkompressiblen Festkörperphase ϕS und einer kompressiblen Gasphase ϕG ein-

geschränkt werden. In der Literatur wird die konkrete Kombination häufig als Hy-

brides Modell des Typs 2 beschrieben [15, 39]. Aus der verallgemeinerten Clausius-

Planck-Ungleichung folgt dann für den vorliegenden Fall

TG : DG + TS : DS − ρG
(
ψG
)′

G
− ρS

(
ψS
)′

S
≥ 0, (3.63)

mit den Partialspannungen TG und TS.

Die Festlegung der Prozessvariablen geschieht im Hinblick auf die konstituti-

ve Trennung der Konstituierenden. Zunächst sollen quasi-statische Prozesse (im

Gleichgewicht) angenommen werden, was durch den Index (•)eq gekennzeichnet
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wird. Als Prozessvariablen Seq werden im vorliegenden Fall der linke Cauchy-

Green-Deformationstensor der Festkörperphase BS und die effektive Gasdichte des

Porengases ρGR verwendet,

Seq = {BS, ρ
GR}. (3.64)

Die freien Helmholtz-Energiefunktionen für die beiden Konstituierenden ergeben

sich gemäß

ψS
eq = ψS

eq (BS) , bzw. ψG
eq = ψG

eq

(
ρGR

)
. (3.65)

Die in Gl. (3.63) benötigten materiellen Zeitableitungen der freien Helmholtz-

Energie ergeben sich nach einigen Rechenschritten zu

ρS
(
ψS

eq

)′
S

= 2ρS

(
∂ψS

eq

∂BS
· BS

)

: DS,

ρG
(
ψG

eq

)′
G

= −ρG
∂ψG

eq

∂ρGR

[
1

1 − nS

(
ρGLG : I + nSρGRLS : I

)]
.

(3.66)

Einsetzen in die Clausius-Planck-Ungleichung (3.63) liefert dann schließlich

0 ≤
(

TS
eq − 2ρSBS ·

∂ψS
eq

∂BS
+ nS

(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
I

)
: DS

+

(
TG

eq +
∂ψG

eq

∂ρGR
nG
(
ρGR

)2
I

)
: DG.

(3.67)

Diese Form der Entropieungleichung muss unabhängig von der Deformationsge-

schwindigkeit stets erfüllt sein, was gemäß der Argumentation von Coleman & Noll

[31] nur dann garantiert werden kann, wenn beide Klammerausdrücke unabhängig

voneinander identisch Null werden. Daher ergibt sich für die Partialspannungen

TS
eq und TG

eq in Festkörper- und Gasphase

TS
eq = 2ρSBS ·

∂ψS
eq

∂BS

− nS
(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
I,

TG
eq = −nG

(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
I,

(3.68)
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mit dem darin vorkommenden effektiven Gasdruck pGR gemäß dem Konzept der

effektiven Spannungen [213]

pGR =
(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
. (3.69)

Unter Einbeziehung der Sättigungsbedingung (Gl. (3.4)) lässt sich der Spannungs-

Dehnungs-Zusammenhang der Mischung als die Summe der Partialspannungen

darstellen, was zur Formulierung

Teq = TS
eq + TG

eq = 2ρSBS ·
∂ψS

eq

∂BS
−
(
nG + nS

)
pGR I

= 2ρSBS ·
∂ψS

eq

∂BS
− pGR I

(3.70)

führt.

3.6.2 Viskoelastizität

Als Weiterentwicklung des zuvor dargestellten hyperelastischen Teilmaterial-

modells zur Beschreibung von Rateneffekten sollen folgend die entsprechenden

Erweiterungen zur Generierung eines viskoelastischen Materialmodells erläutert

werden. Die Vorgehensweise ähnelt dabei zunächst derjenigen im Fall der Hyper-

elastizität. Der Begriff der Viskoelastizität wird zuvor anhand eines anschaulichen

rheologischen Modells eingeführt. Ein etablierter Ansatz ist die Parallelschaltung

einer Feder mit einer hinreichenden Anzahl an Maxwell-Elementen (vgl. Abb. 3.5).

Die Maxwell-Elemente wiederum bestehen aus der Serienschaltung einer Feder der

Steifigkeit µj und eines Dämpfers der Viskosität ηj.

Die anschauliche Betrachtung dieses Ersatzmodells gibt die Eigenschaften des an-

gestrebten kontinuumsmechanischen Materialmodells wieder. Darin enthalten ist

einerseits die Gleichgewichtsfeder der Steifigkeit µeq, die auch Grundelastizität ge-

nannt wird und gänzlich unabhängig von der Belastungsgeschwindigkeit ist. Ande-

rerseits besteht das Ersatzmodell aus einer Reihe von Maxwell-Elementen, deren

Ratenabhängigkeit durch den Einfluss der enthaltenen Viskositäten zu erklären

ist. Für sehr langsame, quasi-statische Belastung liefern die Dämpfer keine Re-

aktionskraft und folgen der Bewegung. In diesem Fall wird das Materialverhalten

rein durch die Grundelastizität bestimmt. Die Durchführung des im Abschnitt
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3.3 erläuterten elastisch-inelastischen Splits erlaubt die Aufteilung der im Mate-

rial auftretenden Spannungen in die ratenabhängigen, viskosen Anteile und die

ratenunabhängigen, hyperelastischen Anteile, die im vorherigen Abschnitt bereits

hergeleitet wurden.

µeq

µ1 µj µn

η1 ηj ηn

FF

FF

≈̂

Abbildung 3.5: Rheologisches Ersatzmodell der Viskoelastizität

Die freie Helmholtz-Energie des elastischen Modellanteils wird im Folgenden mit

dem Index (•)eq bezeichnet und beschreibt den Gleichgewichtsanteil, die inelasti-

schen Anteile werden mit (•)neq gekennzeichnet.

Ausgehend von der elastisch-inelastischen Aufteilung der Deformation in Gl. (3.33)

und den daraus resultierenden Cauchy-Greenschen Deformationstensoren in jedem

Maxwell-Element

Cj
αi

= (Fj
αi

)T · Fj
αi

und Bj
αe

= Fj
αe

· (Fj
αe

)T , (3.71)

sollen die Prozessparameter S, die Primärvariablen des Materialmodells, um den

elastischen linken Cauchy-Greenschen Deformationstensor Bj
Se

der Festkörperma-

trix ergänzt werden,

S = Seq ∪ Sneq =
{
ρGR,BS,B

j
Se

}
. (3.72)

Details hierzu finden sich beispielsweise in [120]. Eine entsprechende mathe-

matische Einbeziehung dieser Erweiterung ist über eine Ergänzung der freien

Helmholtz-Energie möglich,

ψ = ψeq + ψneq = ψG
eq + ψS

eq + ψG
neq︸︷︷︸
= 0

+ψS
neq . (3.73)
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Da die viskosen Effekte in erster Näherung rein auf die Anwesenheit der viskoelasti-

schen Festkörpermatrix zurückzuführen sind, soll der Nichtgleichgewichtsanteil der

Gasphase vernachlässigt werden. Die Gültigkeit dieser Annahme wird im Kapitel

5 anhand der Porenstruktur erläutert. Gemäß der Modellvorstellung aus Abbil-

dung 3.5 lässt sich der Nichtgleichgewichtsanteil der freien Energie auf die jeweils

genutzte Anzahl der Maxwell-Elemente innerhalb der Parallelschaltung aufteilen.

Für n Elemente gilt

ψS
neq =

n∑

j=1

ψSj
neq

(
Bj

Se

)
. (3.74)

Den vorher angestellten Überlegungen entsprechend, lässt sich die konkrete

Clausius-Planck-Ungleichung für das vorliegende hybride Modell in der Form

TG
eq : DG +

(
TS

eq + TS
neq

)
: DS

− ρG
(
ψG

eq

)′
G
− ρS

(
ψS

eq

)′
S
− ρS

(
ψS

neq

)′
S

≥ 0

(3.75)

darstellen. Neben den Ableitungen der Gleichgewichtsanteile gemäß Gl. (3.66) sind

diejenigen für den Nichtgleichgewichtsanteil gegeben durch

ρS
(
ψS

neq

)′
S

= ρS

n∑

j=1

∂ψSj
neq

∂Bj
Se

:
(
Bj

Se

)′
S
. (3.76)

Die darin enthaltene materielle Zeitableitung von Bj
Se

kann nach einigen Rechen-

schritten durch

(
Bj

Se

)′
S

= LS · Bj
Se

+ Bj
Se

· LT
S − 2Fj

Se
·
(
Γj

Si

)∆
S
·
(
Fj

Se

)T
(3.77)

ausgedrückt werden.

Aufgrund der Symmetrie des linken elastischen Cauchy-Greenschen Deformations-

tensors lässt sich Gl. (3.76) zu

ρS
(
ψS

neq

)′
S

=
n∑

j=1

[
2ρS

(
Bj

Se
·
∂ψSj

neq

∂Bj
Se

)
: DS

− 2ρS
∂ψSj

neq

∂Bj
Se

:
(
Fj

Se
·
(
Γj

Si

)∆
S
·
(
Fj

Se

)T)
] (3.78)
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umformen. Die komplette Clausius-Planck-Ungleichung für das viskoelastische

Zweiphasenmodell ergibt sich somit zu

DG :

[
TG

eq + nG
(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
I

]

+ DS :

[

TS + nS
(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
I

−2J−1
S ρS

0

(
BS ·

∂ψS
eq

∂BS

)
− 2J−1

S ρS
0

n∑

j=1

(
Bj

Se
·
∂ψSj

neq

∂Bj
Se

)]

+ 2J−1
S ρS

0

n∑

j=1

∂ψSj
neq

∂Bj
Se

:
(
Fj

Se
·
(
Γj

Si

)∆
S
·
(
Fj

Se

)T)

≥ 0.

(3.79)

Erneute Anwendung der Argumentation von Coleman & Noll [31] liefert schließlich

die die Struktur der Konstitutivgleichungen

TG = −nG
(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
I,

TS = −nS
(
ρGR

)2 ∂ψG
eq

∂ρGR
I

+ 2J−1
S ρS

0

(

BS ·
∂ψS

eq

∂BS

)

+ 2J−1
S ρS

0

n∑

j=1

(

Bj
Se

·
∂ψSj

neq

∂Bj
Se

)
(3.80)

und die Dissipationsrestungleichung

2J−1
S ρS

0

n∑

j=1

∂ψSj
neq

∂Bj
Se

:
(
Fj

Se
·
(
Γj

Si

)∆
S
·
(
Fj

Se

)T) ≥ 0. (3.81)

Aus der Dissipationsrestungleichung (3.81) können in einem abschließenden Schritt

die Evolutionsgleichungen für die inelastischen Deformationsraten der n Maxwell-

Elemente hergeleitet werden. Dazu muss sie zunächst in die Form

2J−1
S ρS

0

n∑

j=1

[
(
Fj

Se

)T ·
∂ψSj

neq

∂Bj
Se

· Fj
Se

]
:
(
Γj

Si

)∆
S
≥ 0 (3.82)

überführt werden.

In Anlehnung an die Arbeiten von Lion [132] oder Sedlan [197] ergibt sich daraus



42 Kapitel 3. Kontinuumsmechanische Grundlagen

die Restungleichung des j-ten Maxwell-Elements,

2J−1
S ρS

0

[
(
Fj

Se

)T ·
∂ψSj

neq

∂Bj
Se

· Fj
Se

]

︸ ︷︷ ︸
=: Qj

:
(
Γj

Si

)∆
S
≥ 0. (3.83)

Gl. (3.83) ist insbesondere erfüllt, wenn Qj und
(
Γj

Si

)∆
S

koaxial sind, was für iso-

trope Materialien über den skalaren Proportionalitätsfaktor ηj realisiert werden

kann. Daraus ergibt sich die Berechnungsvorschrift

(
Γj

Si

)∆
S

=
1

ηj
2J−1

S ρS
0

[
(
Fj

Se

)T ·
∂ψSj

neq

∂Bj
Se

· Fj
Se

]

. (3.84)

Verwendung der Identität

(
Γj

Si

)∆
S

=
(
Fj

Si

)−T ·
(
Cj

Si

)′
S
·
(
Fj

Si

)−1
(3.85)

und Einsetzen in Gl. (3.84) liefert dann abschließend die n Evolutionsgleichungen

für die n inelastischen Deformationsraten

(
Cj

Si

)′
S

=
1

ηj
4J−1

S ρS
0

[

FT
S ·

∂ψSj
neq

∂Bj
Se

· FS

]

. (3.86)

Der Proportionalitätsfaktor ηj kann anschaulich als die Viskosität des j-ten Dämp-

ferelements interpretiert werden.

3.6.3 Invariantendarstellung

Die Arbeiten von Marckmann et al. [147] und Beda [7] liefern einen umfassenden

Überblick über verschiedene Formen der freien Helmholtz-Energie. Bei isotropem

Materialverhalten, wie es in dieser Arbeit angenommen werden kann, hat sich die

Formulierung der freien Helmholtz-Energie ψS in Abhängigkeit der Hauptinvari-

anten der Cauchy-Green-Deformationstensoren bewährt [11, 183]. Dadurch wird

die Skalarwertigkeit der freien Energiefunktion und damit auch die notwendige Ob-

jektivität gewährleistet. Da die Hauptinvarianten des linken und rechten Cauchy-

Green-Tensors identisch sind, werden nachfolgend alle Größen von BS abgeleitet.

Außerdem werden die Überlegungen nur für die Festkörpermatrix benötigt, wes-
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halb jeweils die Größen der Konstituierenden (•)S angegeben werden.

Im späteren Verlauf der Arbeit wird ein wesentlicher Schwerpunkt auf die isocho-

ren Deformationstensoren bzw. deren Hauptinvarianten gelegt, weshalb diese in

der Folge ebenfalls hergeleitet werden.

Die Berechnung der ersten drei Hauptinvarianten des linken Cauchy-Green-

Deformationstensors erfolgt durch Auswertung seines charakteristischen Polynoms

λ3 − IBS
λ2 + IIBS

λ − IIIBS
= 0, (3.87)

welches aus der Lösung des Eigenwertproblems

(BS − λ I) · v = 0, bzw. det (BS − λ I) = 0 (3.88)

entsteht. Für den allgemeinen Deformationstensor der Festkörperphase ergibt sich

somit

BS = FS · FT
S ,

IBS
= tr(BS) = BS : I,

IIBS
=

1

2

[
(BS : I)2 − BT

S : BS

]
,

IIIBS
= det (BS) = J2

S.

(3.89)

Unter Anwendung der Definition des linken isochoren Cauchy-Green Deformati-

onstensors B̂S = J
−2/3
S BS (Gl. (3.32)2) und Gl. (3.89) ergeben sich nach einigen

Umformungen die Hauptinvarianten des isochoren Deformationsanteils zu der Fest-

körperphase zu

I
B̂S

= J
−2/3
S IBS

,

II
B̂S

= J
−4/3
S IIBS

,

III
B̂S

= 1.

(3.90)

Die Auswertung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung, im Fall der Hyperelastizität

also z. B. Gl. (3.70), erfordert jedoch die Ableitung der freien Helmholtz-Energie

nach dem jeweiligen Deformationstensor, die dann gemäß der Kettenregel über

die Ableitung nach den Invarianten zu berechnen ist. Für das isochore Teilmodell
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ergibt sich die Ableitung gemäß

∂ψ̂S
(
I
B̂S
,II

B̂S

)

∂BS
=

∂ψ̂S

∂I
B̂S

∂I
B̂S

∂BS︸ ︷︷ ︸
1©

+
∂ψ̂S

∂II
B̂S

∂II
B̂S

∂BS︸ ︷︷ ︸
2©

. (3.91)

Die Ableitungen 1© und 2© sind gegeben durch

∂I
B̂S

∂BS
= J

−2/3
S

[
I − 1

3
B−1

S IBS

]
,

∂II
B̂S

∂BS
= J

−4/3
S

[
IBS

I − BS − 2

3
B−1

S IIBS

]
.

(3.92)

Zur Erstellung des kompressiblen Erweiterungsterms wird in der Folge neben dem

isochoren Anteil der freien Energie auch ein volumetrischer Modellteil betrachtet.

Diesbezüglich bietet sich die Formulierung von ψ̄S in Abhängigkeit der dritten

Invarianten des linken volumetrischen Cauchy-Green-Deformationstensors B̄S an.

Aufgrund der geforderten Inkompressibilität des isochoren Anteils muss diese die

Bedingung

IIIB̄S
= IIIBS

= det (BS) = J2
S (3.93)

erfüllen. Zur Vereinfachung der physikalischen Interpretation der zusätzlichen in-

ternen Variablen wird in Anlehnung an Eipper [51] und Koprowski-Theiß [120] die

volumetrische freie Energie als Funktion der Determinante des Deformationsgra-

dienten JS eingeführt. Die Ableitung nach BS ergibt sich damit zu

∂ψ̄S (JS)

∂BS
=

∂ψ̄S

∂JS

∂JS

∂BS
=

1

2
JS B−1

S

∂ψ̄S

∂JS
. (3.94)

3.6.4 Darstellung in der Invariantenebene

Zur Motivation der später folgenden Modellstruktur soll zunächst auf das etablierte

Konzept der Invariantenebene nach Treloar [216] eingegangen werden. Ursprüng-

lich wurde diese Darstellungsweise für inkompressible Materialien entwickelt. Ein

Transfer der Schlussfolgerungen auf kompressible bzw. strukturkompressible Ma-

terialien ist logisch möglich, formal aber lediglich auf den isochoren Modellanteil

anwendbar. Aus Gründen der Übersichtlichkeit soll auf die Kenntlichmachung der
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Festkörperphase verzichtet und lediglich die allgemeine Fassung der Deformatio-

nen beschrieben werden.

Generell lassen sich die ersten drei Hauptinvarianten des isochoren linken Cauchy-

Green Deformationstensors in diesem Fall in der Koeffizientenschreibweise darstel-

len als

I
B̂

= B̂ : I = J−2/3 Bii,

II
B̂

=
1

2

[(
B̂ : I

)2

− B̂T : B̂

]
=

J−4/3

2

[
(Bii)

2 − BklBlk

]
,

III
B̂

= det B̂ = 1,

(3.95)

mit der Determinanten des Deformationsgradienten J =
√

detB. Gemäß der Ein-

steinschen Summenkonvention ist dabei über doppelt vorkommende Indizes zu

summieren. Bei Betrachtung eines klassischen uniaxialen Zugversuchs unter Zu-

grundelegung eines Hauptachsensystems, gekennzeichnet durch den Index (•)UA,

ergibt sich unter der Annahme von Isotropie das Koeffizientenschema des De-

formationsgradienten FUA und mit Gl. (3.26) das des linken Gauchy-Greenschen

Deformationstensors BUA zu

FUA =̂




λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ2



 ⇒ BUA =̂




λ2

1 0 0

0 λ2
2 0

0 0 λ2
2



 , JUA = λ1λ
2
2. (3.96)

λ1 stellt darin die Streckung in Zugrichtung dar. Die Verknüpfung von Gl. (3.32)2

mit Gl. (3.96) liefert den isochoren linke Cauchy-Green Deformationstensor,

B̂UA =̂





(
λ1

λ2

)4/3
0 0

0

(
λ2

λ1

)2/3
0

0 0

(
λ2

λ1

)2/3





. (3.97)

Die Berechnung der Hauptinvarianten gemäß Gl. (3.95) ergibt schließlich die funk-

tionalen Abhängigkeiten von den jeweiligen Streckungen der Probe (Tabelle 3.1,

Spalte A©, Zeilen 1 und 2). Die Einführung der isochoren Streckung der Probe in

e1−Richtung gemäß der Vorschrift λ̂1 =

(
λ1

λ2

)2/3
(Tabelle 3.1, Spalte A©, Zeile 3)

und Substitution in den beiden konkreten Invarianten liefert schließlich die alter-
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native Darstellung gemäß Tabelle 3.1, Spalte A©, Zeilen 4 und 5. Darin wird die

kinematische Einschränkung des Versuchstyps ersichtlich. Beide Hauptinvarianten

hängen nur von der Größe λ̂1 ab und sind damit nicht unabhängig voneinander.

Das analoge Vorgehen für den äquibiaxialen Zugversuch liefert die Einträge gemäß

Tabelle 3.1, Spalte C©. Der Sonderfall der reinen Scherung ist der Vollständigkeit

halber in Spalte B© aufgeführt, stellt jedoch generell einen volumenerhaltenden

Versuchstyp dar.

Uniaxialer Zug Reine Scherung Äquibiaxialer Zug

A© B© C©

I
B̂

=

(
λ1

λ2

)4/3

+ 2

(
λ2

λ1

)2/3

3 + γ2 2

(
λ1

λ3

)2/3

+

(
λ3

λ1

)4/3

II
B̂

= 2

(
λ1

λ2

)2/3

+

(
λ2

λ1

)4/3

3 + γ2

(
λ1

λ3

)4/3

+ 2

(
λ3

λ1

)2/3

λ̂1 =

(
λ1

λ2

)2/3 (
λ1

λ3

)1/3

(
I
B̂

)subst
= λ̂2

1 +
2

λ̂1

3 + γ2 2λ̂2

1 +
1

λ̂4
1

(
II
B̂

)subst
= 2λ̂1 +

1

λ̂2
1

3 + γ2 λ̂4

1 +
2

λ̂2
1

Tabelle 3.1: Hauptinvarianten des isochoren linken Cauchy-Green Deformationstensors
B̂ für uniaxialen Zugversuch, reinen Scherversuch und äquibiaxialen Zugver-
such und alternative Darstellung mit isochorer Streckung in Längsrichtung

Mit der Auswertung diskreter Dehnungsniveaus für die isochore Längsstreckung

λ̂1 lassen sich die entsprechenden Kurven II
B̂

= f (I
B̂
) in der Invariantenebene

ableiten. Für die drei genannten Standardversuche besteht jeweils eine konkrete

mathematische Abhängigkeit zwischen I
B̂

und II
B̂
. Beim uniaxialen Zug werden

demnach nur Deformationszustände entlang der Kurve A© in Abb. 3.6 eingenom-

men, beim äquibiaxialen Zug Zustände entlang der Kurve C©. Die Winkelhalbie-

rende B© ist durch die Kinematik der reinen Scherung charakterisiert.

Durch die Betrachtung des allgemeinen biaxialen Zugversuchs (Index (•)GB)

hingegen lassen sich der linke Cauchy-Green-Deformationstensor BGB und mit
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JGB = λ1λ2λ3 der zugehörige isochore Anteil B̂GB herleiten zu

BGB =̂




λ2

1 0 0

0 λ2
2 0

0 0 λ2
3



 ⇒ B̂GB =̂





λ
4/3
1

(λ2λ3)
2/3

0 0

0
λ

4/3
2

(λ1λ3)
2/3

0

0 0
λ

4/3
3

(λ1λ2)
2/3





, (3.98)

was zu den Hauptinvarianten

I
B̂

GB =
λ

4/3
1

(λ2λ3)
2/3

+ λ2
2 +

λ
4/3
2

(λ1λ3)
2/3

+
λ

4/3
3

(λ1λ2)
2/3
,

II
B̂

GB =
(λ2λ3)

2/3

λ
4/3
1

+
(λ1λ3)

2/3

λ
4/3
2

+
(λ1λ2)

2/3

λ
4/3
3

(3.99)

führt. Durch Elimination der Streckung λ3 über die isochoren Streckungen

λ̂1 =
λ

2/3
1

(λ2λ3)
1/3

bzw. λ̂2 =
λ

2/3
2

(λ1λ3)
1/3

(3.100)

lässt sich schließlich die äquivalente, substituierte Form zu Tabelle 3.1 (Zeilen 4

und 5) gemäß

(
I
B̂

GB
)subst

= λ̂2
1 + λ̂2

2 +
1

λ̂2
1λ̂

2
2

, (3.101)

(
II
B̂

GB
)subst

=
1

λ̂2
1

+
1

λ̂2
2

+ λ̂2
1λ̂

2
2 (3.102)

formulieren. Der wesentliche Unterschied zu den Standardversuchen in Tabelle

3.1 wird durch die Abhängigkeit von zwei Streckungen ersichtlich. Mit Hilfe des

allgemeinen biaxialen Zugversuchs ist es daher möglich, die festen kinematischen

Zwänge der Standardzugversuche zu verlassen und beliebige Deformationsmuster

zu erreichen. Beispielhaft sind sieben Punkte in Abbildung 3.6 eingetragen, die aus

den Einzelstreckungen gemäß Tabelle 3.2 resultieren.
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Punkt # 1 2 3 4 5 6 7

λ̂1 1,20 1,10 1,10 1,05 1,70 1,60 2,00

λ̂2 0,95 1,20 1,30 1,50 0,85 1,20 0,80

Tabelle 3.2: Beliebige Deformationszustände in der Invariantenebene charakterisiert
durch die unabhängigen isochoren Streckungen λ̂1 und λ̂2

 

 
 
 
 Biaxialer Zug

Äquibiaxialer Zug

Uniaxialer Zug

Reine Scherung
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(I
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Abbildung 3.6: Deutung der Deformationen gemäß Tabelle 3.2 in der Invariantenebene

Abschließend ist zu erwähnen, dass alle physikalisch möglichen Deformationszu-

stände zu Punkten in der Invariantenebene führen, die von den Kurven des uni-

axialen und äquibiaxialen Zugs begrenzt werden [3, 4, 216].



4
Modellstruktur und experimentelle Anlagen

4.1 Anforderungen

Zelluläre Werkstoffe erfreuen sich wachsender Einsatzgebiete. Grund dafür ist un-

ter anderem die Vielzahl an Stellschrauben, die dem Konstrukteur eine Anpassung

des Werkstoffs an die individuelle Anforderung der konkret vorliegenden Aufgabe

ermöglichen. Als generelle Eigenschaft der Struktur lassen sich die geringe Dichte

gegenüber dem jeweiligen Vollmaterial, die hohe Stoßabsorption oder die thermisch

und akustisch isolierende Eigenschaft von Polymerschäumen [45, 64, 114, 130, 202]

oder anderen Schaumstrukturen [83, 190] nennen. Neben der Auswahl des Ma-

trixmaterials sind auch strukturelle Parameter wie die Porosität, die Porenvertei-

lung oder die Porenstruktur von Bedeutung. So kann die Wärmeleitfähigkeit z. B.

durch gezieltes Einbringen geschlossener Poren verringert werden. Dämpfungs- und

Schallabsorptionseigenschaften sind ebenfalls über den Festkörperanteil an das ge-

wünschte Materialverhalten anpassbar. Allerdings sind Kopplungen zwischen ein-

zelnen Eigenschaften nicht zu vermeiden, so dass die optimierte Eigenschaft in

einer Hinsicht häufig eine Verschlechterung der Eignung in einer anderen Hinsicht

nach sich zieht. Dieser Aspekt wird durch den aktuell verstärkt auftretenden Trend

der Multifunktionalität von Bauteilen immer wichtiger.

Am Beispiel des Automobils lassen sich potentielle Anwendungsgebiete der unter-

– 49 –
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suchten Werkstoffklasse und damit auch typische Anforderungen erläutern. Neben

der nahe liegenden Anwendung als Türdichtung sind auch Dichtungen innerhalb

des Motorraums vorstellbar. Die schallabsorbierenden bzw. schwingungsdämpfen-

den Charakteristika werden zum Beispiel in Form der Schallschutzmatte an der

Innenseite der Motorhaube genutzt. Ummantelungen von Rohrverbindungen zur

thermischen Isolation oder die Anwendung als Dichtring innerhalb einer Rohrver-

bindung ergänzen das übliche Aufgabenspektrum. Diese kurze Auflistung mögli-

cher Einsatzgebiete gibt bereits einen Überblick über die notwendigen Rahmen-

bedingungen, die ein adäquates Materialmodell auf Basis geeigneter Experimente

beherrschen sollte.

In ihrer Funktion als Dichtkörper bzw. Dichtung muss ein aussagekräftiges ma-

thematisches Modell Informationen über den anliegenden hydrostatischen Druck

aufnehmen und bewerten können. Gerade bei der Abdichtung gegenüber druck-

belasteten Medien ist die volumetrische Dehnung bzw. Stauchung des Materials

von signifikanter Wichtigkeit für die Erfüllung der geforderten Funktion. Im Zuge

einer schwellenden Druckbelastung, wie sie beispielsweise aus einer Pumpenförde-

rung resultiert, sind auch zyklische Belastungen unter hydrostatischem Druck von

Interesse.

Generell ist die Dichtwirkung am Beispiel des Türdichtprofils stets bedingt durch

das besondere Deformationsmuster, welches sich im Material maßgeblich durch

das Geometriedesign und die Kontaktstellen zu den Dichtpartnern ergibt. Dieses

Deformationsmuster ist geprägt durch die lokale Komprimierung der Dichtung in

Kombination mit einer überlagerten, meist mehrdimensionalen Deformation, vgl.

Abb. 4.1.

⇒

Abbildung 4.1: Dichtwirkung von Profildichtungen aufgrund überlagerter Deformationen

Zu den angedeuteten Deformationen kommt überdies jeweils eine thermische Be-
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lastung. Die Temperaturdifferenzen, die durch die Umgebungstemperatur und die

Betriebstemperatur des Motors gegeben sind, haben wesentlichen Einfluss auf das

viskose Verhalten der betrachteten Bauteile und müssen somit im Rahmen der

Modellbildung und experimentellen Charakterisierung beachtet werden.

In diesem Kapitel soll aus Gründen der Übersichtlichkeit auf eine Unterscheidung

zwischen den beiden Konstituierenden verzichtet werden und lediglich die makro-

skopischen Auswirkungen betrachtet werden.

4.1.1 Kompressionsverhalten

Ein wichtiger Aspekt bezüglich des Materialverhaltens des untersuchten, ge-

schäumten Elastomers ist die strukturelle Kompressibilität. Die Stauchung des

Materials basiert auf der geometrischen Anordnung der beiden Konstituierenden.

Da es sich einerseits um ein kompressibles Gas (Luft) und andererseits um eine

materiell inkompressible Festkörperphase (EPDM) handelt, verhält sich die Mi-

schung mit zunehmender Kompression steifer, was sich im Grenzfall der völligen

Kompression der Gasphase bis zur nahezu idealen Inkompressibilität steigert. In

diesem Fall ergibt sich das Materialverhalten vollkommen durch die inkompressible

Festkörperphase, der Volumenanteil der Gasphase verschwindet fast komplett.

Wie sich in der späteren Modellentwicklung zeigen wird, wird eine Trennung

von deviatorischen und volumetrischen Deformationsanteilen einen wesentlichen

Aspekt in dem verwendeten Modellkonzept darstellen. Daher ist es ebenfalls mög-

lich, den experimentellen Datenpool in diese zwei Teilbereiche zu unterteilen, das

Verhalten bei hydrostatischer Kompression und das entsprechende Verhalten un-

ter Zugbelastung. Die Durchführung hydrostatischer Kompressionsversuche er-

möglicht zunächst die Anpassung des hyperelastischen Teilmaterialmodells unter

hydrostatischem Druck. Die entsprechende freie Helmholtz-Energie ergibt sich in

Abhängigkeit von der Determinanten des Deformationsgradienten J zu

ψeq = ψ̄eq (J) . (4.1)

Da das Kompressionsverhalten, genau wie im Zugbereich, einer gewissen Raten-

abhängigkeit unterliegt [120], soll neben den quasi-statischen Untersuchungen bei

der Ermittlung der Grundelastizität auch eine zyklisch-dynamische Untersuchung

durchgeführt werden.
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4.1.2 Mehrachsigkeit

Während die Sinnhaftigkeit der Untersuchung des Kompressionsverhaltens von ge-

schäumten Elastomeren aufgrund typischer Anwendungen auf der Hand liegt, ist

die Notwendigkeit multiaxialer Experimente nur bei näherem Hinsehen ersicht-

lich. Auch an dieser Stelle sollen die ursprünglichen Überlegungen am Sonderfall

eines inkompressiblen Modellwerkstoffs angestellt werden. In den späteren Aus-

führungen wird sich zeigen, dass diese Annahme lediglich eine formale Vereinfa-

chung darstellt und die Aussagen auch für kompressibles Materialverhalten mit

reiner Betrachtung des isochoren Deformationsanteils gültig wären. Die latente

Mehrachsigkeit kann am Beispiel eines stilisierten Motorlagers aus dem Bereich

des Automobilbaus visualisiert werden [200]. Als vereinfachte Geometrie soll eine

Konstruktion aus zwei metallischen Traggestellen und dazwischen liegenden in-

kompressiblen Elastomerpuffern dienen (Abb. 4.2 - links). Im Fall des ruhenden

Traggestell (z. B. Stahl)

Puffer (z. B. EPDM-Vollmaterial)

I
B̂
, II

B̂
[−]

3,12

3,10

3,08

3,06

3,04

3,02

3,00

I
B̂

II
B̂

FM

Abbildung 4.2: Beispielbauteil Motorlager; links: vereinfachtes CAD-Modell eines typi-
schen Aufbaus, rechts: Simulation in COMSOL Multiphysics® mit Ver-
lauf I

B̂
im linken Puffer und II

B̂
im rechten Puffer

Motors soll nur die statische Last des Motorblocks auf das Lager wirken, was dem

einfachen Fall einer uniaxialen Belastung entspricht und als wesentliche Reaktion

eine Deformation der Elastomerpuffer hervorruft. Das Ergebnis einer entsprechen-

den Simulation mit COMSOL Multiphysics® ist in Abb. 4.2 - rechts in überhöhter

Weise dargestellt. In der Simulation wird ein hyperelastisches Material ohne die

genaue Kenntnis inelastischer Effekte verwendet, was zur qualitativen Darstellung

ausreichend ist. Im linken Elastomerpuffer ist der räumliche Verlauf der ersten

Hauptinvarianten (I
B̂
) und im rechten Puffer der Verlauf der zweiten Hauptinva-
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rianten (II
B̂
) von B̂ aufgetragen. Obwohl die Größenordnung beider Invarianten

übereinstimmen, zeichnen sich leicht erhöhte Werte von II
B̂

an vielen Positionen

ab.

Die punktweise Auswertung der ersten beiden Dehnungshauptinvarianten inner-

halb der Puffer liefert die Einordnung der zugehörigen Deformationen in die Inva-

riantenebene gemäß Abb. 4.3. Es wird, trotz der verhältnismäßig kleinen Deforma-

tionen bereits ersichtlich, dass der quasi-uniaxiale Belastungszustand, wie er hier

angenommen wurde, aufgrund der Bauteilgeometrie zu nahezu jedem Deformati-

onszustand innerhalb des Bauteils führen kann. Tendenziell erscheinen uniaxiale

Zustände sogar relativ selten, was die Gültigkeit eines Materialmodells, welches

an uniaxialen Daten angepasst wurde, in Frage stellt. Als Kernaussage der an-

 

Simulation

Äquibiaxialer Zug

Uniaxialer Zug

Reine Scherung

3,00 3,05 3,10 3,15

3,00

3,05

3,10

3,15

I
B̂

[−]

II
B̂

[−
]

Abbildung 4.3: Einordnung der Pufferdeformationen nach Abb. 4.2 in die Invariantene-
bene

gestellten Überlegungen lässt sich zusammenfassen, dass die Kinematik des un-

iaxialen Zuges aufgrund nicht-idealer Bauteilgeometrien nur in Ausnahmefällen

anwendungsorientiert ist. In der Regel treten in der Realität Mischformen inner-

halb der Invariantenebene auf.

Aus Sicht der kontinuumsmechanischen Modellierung wird der Einfluss der mehr-

achsigen Deformationen durch den isochoren Anteil der hyperelastischen, freien

Helmholtz-Energie berücksichtigt. Die Erweiterung des rein volumetrischen An-
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teils liefert die freie Energiefunktion des Gleichgewichtsanteils gemäß

ψeq = ψ̄eq (J) + ψ̂eq (I
B̂
, II

B̂
) . (4.2)

4.1.3 Ratenabhängigkeit

Ein wichtiger Aspekt in der Modellierung von Elastomeren ist die Betrachtung von

inelastischem Materialverhalten, in diesem Fall von Viskoelastizität. Entfestigungs-

effekte wie der Mullins-Effekt [161, 162, 163] oder der Payne-Effekt [55, 174] sollen

im Rahmen der Modellbildung vernachlässigt werden. Für den Bereich der hydro-

statischen Kompression wurde die vorhandene Ratenabhängigkeit bereits in die

Modellanforderungen aufgenommen. Die Notwendigkeit dieser Formulierung lässt

sich ohne Weiteres auf den Zugbereich erweitern. Motivierend kann dazu wieder

das zuvor vorgestellte Beispielbauteil des Motorlagers angeführt werden. Die Su-

perposition der statischen Motorlast einerseits und einer dynamischen Schwingung

andererseits führt zu einer charakteristischen Belastung. Die Schwingung ist auf die

Vibrationen des Motors oder auf den Einfluss des Fahrbahnbelags zurückzuführen.

Auch in diesem Fall müssen die geforderten Eigenschaften des Materials sicher-

gestellt werden können. Die Untersuchung des viskoelastischen Materialverhaltens

unter mehrachsiger Belastung stellt derzeit aber noch aus verschiedenen Gründen

eine besondere Herausforderung dar und soll erst in nachfolgenden Untersuchun-

gen tiefergehende Aufmerksamkeit bekommen. Die besondere Schwierigkeit liegt

einerseits in der Auswertung viskoelastischer Effekte bei multiaxialen Deformatio-

nen. Zum Zweiten bietet die hier gewählte Methode eine einfache Integration der

späteren Untersuchung der Temperaturabhängigkeit des Materials. Dieser Aspekt

wird jedoch im folgenden Abschnitt näher beleuchtet.

Ausgangspunkt des angewendeten Verfahrens zur Untersuchung des ratenabhängi-

gen Materialverhaltens ist die Arbeit von Johlitz et al. [103]. Darin wurde ein rela-

tiv einfaches, nahezu hyperelastisches Probenmaterial (Silikon) auf Basis biaxialer

Zugversuche modelliert und einem Modell, basierend auf uniaxialen Zugversuchen

gegenübergestellt. Beide Modellansätze waren dabei in der Lage, ihre originären

Experimente numerisch zu reproduzieren. Signifikante Unterschiede traten jedoch

bei der Simulation des jeweils anderen Versuchstyps auf. In dieser Bewertung stellte

das uniaxial angepasste Modell keine zufriedenstellenden Ergebnisse bereit, wäh-

rend das biaxial angepasste Modell auch Gültigkeit für uniaxiale Experimente be-

wies. Bei der Durchführung uniaxialer Zugversuche werden nur Deformationszu-
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stände angeregt, die mathematisch als Funktion einer Dehnungshauptinvarianten

(vgl. Abschnitt 3.6.4) darstellbar sind. Dadurch ist es möglich, den Einfluss der

zweiten Hauptinvarianten zu Null zu identifizieren. Aufbauend auf diesen Aussa-

gen liegt die Methode nahe, das hyperelastische Materialmodell auf Grundlage des

biaxialen Zugversuchs zu erstellen und das viskose Verhalten nachträglich anhand

von uniaxialen Versuchen zu identifizieren. Das Vorgehen der Untersuchung des

viskoelastischen Verhaltens unter uniaxialem Zug wurde bereits von Koprowski-

Theiß beschrieben [120, 121, 122]. Aufgrund obiger Argumentation ist jedoch davon

auszugehen, dass die viskosen Modellanteile einem einfacheren funktionalen An-

satz folgen dürfen. Der Nichtgleichgewichtsanteil des Materialmodells beinhaltet

somit lediglich uniaxiale Informationen, wird jedoch mit mehrachsigen Gleichge-

wichtsspannungen überlagert. Die Neuerung besteht also in der Überlagerung von

mehrachsiger Hyperelastizität und uniaxialer Viskoelastizität. Die Kombination

der beiden experimentellen Grundlagenversuche liefert die Erweiterung des hype-

relastischen Teilmaterialmodells um die Vorhersagbarkeit mehrachsiger Deforma-

tionen.

Das ratenabhängige Materialverhalten unter hydrostatischer Belastung wird, wie

im quasi-statischen Fall, mit Kompressionstests ermittelt. Daher können beide An-

teile der volumetrischen, freien Energiefunktion ähnliche Struktur aufweisen. Im

Gegensatz dazu wird der Nichtgleichgewichtsanteil des Materialmodells im Zug-

versuch nur uniaxial angeregt. Eine eindeutige Identifizierung der Koeffizienten für

zwei unabhängige Invarianten ist daher sehr unwahrscheinlich. Die freie Helmholtz-

Energie kann demnach im Vergleich zum quasi-statischen Fall vereinfacht werden.

In Summe ergibt sich ψ zu

ψ = ψ̄eq (J) + ψ̂eq (I
B̂
, II

B̂
) + ψ̄neq (J) + ψ̂neq (I

B̂
) . (4.3)

Die Reihenfolge der Summanden in Gl. (4.3) ist dabei so gewählt, dass Kopplungen

zwischen den Parametern bzw. den zugehörigen Experimenten nur von links nach

rechts auftreten. Die Parameter des Energieanteils ψ̄eq (J) beispielsweise spielen

eine Rolle bei der Bestimmung der darauf folgenden Summanden. Für die umge-

kehrte Reihenfolge gilt das nicht.
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4.1.4 Temperaturabhängigkeit

Auch die letzte große Anforderung an das Material kann über das bereits beschrie-

bene Motorlager (Abb. 4.2) begründet werden. Gerade im Automobilbau sind elas-

tomere Bauteile häufig einem breiten Temperaturspektrum ausgesetzt. Zwischen

dem Kaltstart an einem Wintermorgen und der endgültigen Betriebstemperatur

liegen nicht selten Temperaturdifferenzen von 140◦C vor (−20◦C bis 120◦C). Die

Hauptbelastung wird weniger durch die extremalen Temperaturen, als vielmehr

durch die verhältnismäßig schnellen Temperatursprünge begründet. Gerade im Be-

reich des Motorraums werden bei neuen, immer leistungsfähigeren Motoren auch

die thermischen Belastungen stetig gesteigert. Grund dafür sind kompaktere Bau-

formen, höhere Leistungsdichten und nicht zuletzt die Abdichtung des Motorraums

aus Gründen der Schallisolierung. Letzteres bewirkt gleichermaßen eine thermische

Isolierung des Motorraums. Die Temperaturdifferenz zwischen Ruhe- und Lastpha-

se wird, dem aktuellen Trend folgend, also künftig noch weiter ansteigen. In der

Folge dieser Argumentation kann die schallabsorbierende Wirkung von Dichtpro-

filen an der Motorhaube aber auch in direkten Zusammenhang zu der aktuellen

Betriebstemperatur im Motorraum gesetzt werden, was die Sinnhaftigkeit einer

entsprechenden Untersuchung nochmals unterstreicht. Der Ansatz, der hier bezüg-

lich der Modellierung Verwendung findet, wurde beispielsweise von Johlitz et al.

[104] beschrieben. Seine Gültigkeit ist auf isotherme Prozesse mit homogener Tem-

peraturverteilung beschränkt. Dabei wird das untersuchte Material in der Nähe der

Raumtemperatur charakterisiert und vollständig, inklusive Parameteridentifikati-

on modelliert. Der Temperatureinfluss kann dabei im Rahmen der Modellbildung

vernachlässigt werden. Anschließend werden die bereits ermittelten Materialpara-

meter in temperaturabhängige Größen überführt und mit einem entsprechenden

mathematischen Ansatz ausgedrückt. Die hier und bei Johlitz et al. [104] verwen-

dete Ansatzfunktion geht dabei auf Arbeiten von Ferry [53] zurück und folgt einem

Arrhenius-Ansatz in der Form

p(Θ) = pΘ0 · exp

[
b

(
1 − Θ

Θ0

)]
. (4.4)

Darin beschreibt Θ die aktuelle Temperatur, Θ0 die Raumtemperatur und pΘ0

den Parameterwert, der bei Raumtemperatur identifiziert wurde. Die genaue Vor-

stellung der Methode erfolgt in Kapitel 6. Als kurze Anmerkung sei aber an die-

ser Stelle bereits erwähnt, dass die Temperaturabhängigkeit des hyperelastischen

Teilmodells aufgrund des deutlich geringeren Einflusses gegenüber dem inelasti-
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schen Anteil vernachlässigt wird und somit nur die viskosen Parameter angepasst

werden müssen. Der praktische Vorteil besteht in der Beschränkung der Versu-

che bei verschiedenen Temperaturen auf die uniaxialen zyklischen Versuche. Aus

der genannten Prozedur ergibt sich eine fiktive Erweiterung der freien Helmholtz-

Energie gemäß Gl. (4.3) durch

ψ = ψ̄eq (J) + ψ̂eq (I
B̂
, II

B̂
) + ψ̄neq (J,Θ) + ψ̂neq (I

B̂
,Θ) . (4.5)

Aufgrund der Vernachlässigung der thermischen Effekte im Rahmen der kontinu-

umsmechanischen Betrachtung dient diese Fassung lediglich dem Verständnis der

Vorgehensweise.

4.2 Experimentelle Vorgehensweise

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die technischen Anforderungen an

ein adäquates Materialmodell anhand von Herausforderungen an das Material im

Rahmen realistischer Anwendungsbereiche dargestellt. Der Konsens zwischen den

Anforderungen und den gegebenen Möglichkeiten liefert eine Strategie, die ein Zu-

sammenspiel zwischen dem theoretischen, kontinuumsmechanischen Ansatz und

den experimentell realisierbaren Messergebnissen gewährleistet. So wird der zuvor

vorgestellte volumetrisch-isochore Split durch die Trennung von hydrostatischen

Druck- und allgemeinen Zugversuchen experimentell umgesetzt, wobei hier auf-

grund von Kopplungen auf die Einhaltung der Reihenfolge gemäß Gl. (4.3) ge-

achtet werden muss. Dabei gilt es jedoch zu beachten, dass die hydrostatischen

Versuche sowohl für das hyperelastische, als auch für das ratenabhängige (volume-

trische) Teilmodell genutzt werden können. Im Fall der Zugversuche muss jedoch

aufgrund der komplexen Auswertung eine weitere Aufteilung in uni- und biaxia-

le Experimente durchgeführt werden. Das hyperelastische Teilmodell wird daher

mit Hilfe biaxialer Zugversuche angepasst und additiv durch Nichtgleichgewichts-

anteile aus zyklischen, uniaxialen Zugversuchen ergänzt. Um eine anschließende

Modifikation der ermittelten Materialparameter mit Blick auf ihre Temperatur-

abhängigkeit zu ermöglichen, müssen die dynamischen Versuche bei verschiede-

nen Temperaturen durchgeführt werden. Grafisch zusammengefasst lässt sich die

experimentelle Strategie wie in Abb. 4.4 gezeigt in die kontinuumsmechanische

Modellstruktur integrieren. Zunächst werden quasi-statische Kompressions- ( 1©)
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[51, 120]

Viskoelastizität
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linearen Relaxatoren [120, 121]
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Temperaturabhängigkeit der Relaxations-
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1©: ψ = ψ̄eq (J)

2©: ψ = ψ̄eq (J) + ψ̂eq (I
B̂
, II

B̂
)

3©: ψ = ψ̄eq (J) + ψ̂eq (I
B̂
, II

B̂
) + ψ̄neq (J)

4©: ψ = ψ̄eq (J) + ψ̂eq (I
B̂
, II

B̂
) + ψ̄neq (J) + ψ̂neq (I

B̂
)

5©: ψ = ψ̄eq (J) + ψ̂eq (I
B̂
, II

B̂
) + ψ̄neq (J,Θ) + ψ̂neq (I

B̂
,Θ)

Abbildung 4.4: Experimentelle Vorgehensweise zur Modellentwicklung mit den zugrund-
gelegten Versuchsständen und den jeweils angesprochenen Teilen der frei-
en Helmholtz-Energie (rot)

und Biaxialzugversuche ( 2©) durchgeführt und zur Anpassung des hyperelastischen

Teilmaterialmodells unter Druck und Zug verwendet. Die zyklischen Kompressi-

onsversuche ( 3©) und zyklischen, uniaxialen Zugversuche bei Raumtemperatur ( 4©)

kalibrieren anschließend das ratenabhängige Teilmodell. Die Modifikation des in-

elastischen Modellanteils bezüglich seiner Temperaturabhängigkeit erfolgt anhand

zyklischer, uniaxialer Zugversuche unter variierter Temperatur ( 5©).

4.3 Experimentelle Anlagen

Wie in Abschnitt 4.1 bereits angedeutet, sieht die verwendete Charakterisierungs-

strategie eine Nutzung verschiedener experimenteller Methoden und Setups vor.

Dazu zählen neben dem gängigen einachsigen Zugversuch mit der Ergänzung um
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eine Thermokammer ein hydrostatischer Kompressionsversuch und ein biaxialer

Zugversuchsstand. Außerdem kommt eine erweiterte optische, dreidimensionale

feldliche Dehnungsmessung zur Anwendung, die eine Auswertung biaxialer Ex-

perimente an kompressiblen Werkstoffen ermöglicht. Da diese Methode für das

Grundverständnis der nachfolgenden Überlegungen notwendig ist, soll sie zunächst

kurz erläutert werden. Anschließend folgen Übersichten über die weiteren genutz-

ten Versuchsstände und die entsprechenden Methoden.

4.3.1 Optische Dehnungsmessung

Digitale Bildkorrelation (DIC)

Das verwendete Verfahren der digitalen Bildkorrelation (Digital Image Correlation

- DIC ) basiert auf Korrelationsalgorithmen aus dem Bereich der Signalverarbei-

tung [115, 212]. Dort werden diese Verfahren ursprünglich zur Quantifizierung der

Ähnlichkeit zweier Signale genutzt und können damit in abgewandelter Form zur

Wiedererkennung von Mustern eingesetzt werden. Die verwendete Methode weist

als zusätzliche Besonderheit nicht nur die Erkennung von Mustern auf, sondern

kann über die Ähnlichkeit zweier Eingangssignale auch die Entwicklung zwischen

zwei Signalzuständen ermitteln. Im Fall der optischen Deformationsmessung wird

dazu ein stochastisches Muster auf einem Prüfkörper zu unterschiedlichen Zeit-

punkten mit seiner ursprünglichen Form verglichen. Die Veränderung des Musters

kann dabei genau klassifiziert werden, wenn es sich bei dem Ursprungsmuster um

eine zufällige Punktewolke handelt. Durch die Deformation variieren die Abstände

zwischen den einzelnen Punkten, die Ähnlichkeit zur Referenzlage ist aber dennoch

gegeben und numerisch feststellbar. Da die Methoden der DIC in dieser Arbeit nur

über eine kommerziell erhältliche Software genutzt werden, soll an dieser Stelle für

Details auf die einschlägige Literatur verwiesen werden [211, 212].

In dieser Arbeit kommt die Software ISTRA 4D® von Dantec Dynamics [34] zur

Anwendung. Eine vereinfachte Darstellung der Funktionsweise kann der Abb. 4.5

entnommen werden. Ein zufällig auf die Probenoberfläche aufgebrachtes Punkt-

muster (speckle pattern) wird, wie in Abb. 4.5 gezeigt, in verschiedenen Deforma-

tionsphasen aufgezeichnet. Zunächst wird das Referenzbild in kleinere Teilaus-

schnitte zerlegt. Ein solches Teilbild ist beispielsweise durch den roten Rahmen in

der Referenzkonfiguration in Abb. 4.5 angedeutet. Dieser Teilausschnitt (subset)
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wird in den nachfolgenden Aufnahmen erneut gesucht. Hierbei genügt es, eine der

Referenzkonfiguration ähnliche Struktur, welche beispielsweise durch Streckung,

Rotation oder Verschiebung entsteht, zu finden. Die Transformation, die das Sub-

set zwischen den Konfigurationen erfährt, dient zusammen mit seiner Verschiebung

als Maß für die Oberflächendeformation an der gesuchten Stelle.

Deformation # 1 Deformation # 2

Referenzbild t0 Zustand t1 > t0 Zustand t2 > t1

Entzerren # 1 Entzerren # 2

Abbildung 4.5: Funktionsweise der digitalen Bildkorrelation (DIC ); Referenzzustand
und zwei Momentankonfigurationen

Ausgehend von den Grundlagen des Verfahrens können die Anforderungen an das

zu korrelierende Muster abgeleitet werden. Reguläre Strukturen sind für die ein-

deutige Wiedererkennung des Musters ungeeignet, da hier häufig periodische Wie-

derholungen einzelner Teilelemente auftreten und somit eine eindeutige Zuordnung

der ursprünglichen Lage des Teilmusters ausgeschlossen oder zumindest erschwert

wird. Das Besprühen der betrachteten Oberfläche mit handelsüblichem Lackspray

hat sich aus diesem Grund als zweckmäßig erwiesen, da dadurch in der Regel ei-

ne stochastische Verteilung von Einzelpunkten entsteht. Die Feinheit des Musters

richtet sich allerdings nach den Prozessparametern, wie dem Arbeitsabstand der

Kameras, der verwendeten Lackfarbe oder der Beleuchtung.

Alternative Methoden zur Aufbringung eines geeigneten Musters sind durch Auf-

brennen von Tonerpulver oder Kontakt- bzw. UV-Lithographie gegeben [196, 200,

211]. Da das Aufsprühen von Lack aber sowohl eine kostengünstige und einfache

Methode darstellt, als auch verträglich mit dem verwendeten Probenmaterial ist,

wird diese Methode verwendet. Das Aufbrennen von Tonerpulver hingegen hätte

eine Zerstörung, zumindest aber eine Beeinflussung des Probenmaterials zur Folge.
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Erweiterte Digitale 3D-Bildkorrelation

Die Methode der digitalen Bildkorrelation spielt in aktuellen experimentellen

Arbeiten im Bereich der Materialcharakterisierung eine immer wichtigere Rolle

[27, 164, 220]. Eine Methode, die dabei insbesondere auf dem Vormarsch ist, ist die

Kombination von Korrelationsalgorithmen und der Bildaufnahme mit Hilfe stereo-

skopischer Kamerasysteme. Dieses Verfahren bietet gerade im Bereich der Messung

komplexer Probengeometrien erhebliche Vorteile [2]. Durch die Möglichkeit drei-

dimensionaler Messungen werden auch sogenannte out-of-plane-Bewegungen, also

Bewegungen senkrecht zur eigentlichen Bildebene erfasst. Grundlage des Verfah-

rens ist die stereoskopische Betrachtung einer Szene aus zwei verschiedenen Blick-

winkeln und anschließender Superposition zu einer dreidimensionalen Struktur.

Das Prinzip arbeitet analog zum menschlichen Augenpaar, welches einen räum-

lichen Eindruck von der Umgebung mittels Triangulation ermöglicht. Neben der

Erfüllung bestimmter geometrischer Randbedingungen, wie der Anordnung der

Kameras unter einem problemangepassten Winkel, müssen auch die optischen Pa-

rameter des Systems vollständig bekannt sein. In der verwendeten Software ISTRA

4D® wird dies technisch durch die Kalibrierung mit Hilfe definierter Kalibrierplat-

ten umgesetzt. Diese speziell strukturierte Glasplatte wird dazu in unterschiedli-

chen Ausrichtungen aus zwei verschiedenen Perspektiven aufgezeichnet. Die Rück-

transformation der Abbildung auf das Koordinatensystem der Kalibrierplatte lie-

fert schließlich die jeweilige Position und Ausrichtung der Kameras und damit auch

die Orientierung der Kameras zueinander. Details zum Verfahren wurden unter an-

derem von Scheffer [188] vorgestellt.

Nach der Bestimmung der Hardwareparameter für das Kamerasystem kann schließ-

lich die Durchführung der Experimente erfolgen. Abb. 4.6 verdeutlicht allerdings

ein essentielles Problem bei der dreidimensionalen Messung mit einem gewöhnli-

chen stereoskopischen Kamerasystem. Darin sind eine ideal (links) und eine real

(rechts) eingespannte Zugprobe erkennbar.

Beide Proben sind in der dargestellten Konfiguration aus ihrer gestrichelt gezeich-

neten Ausgangslage (Ausgangsdicke d0) gestreckt und deformiert. Die Betrachtung

der Probe von nur einer Seite ermöglicht zwar die Berechnung der Oberflächenbe-

wegung dieser Seite, die Änderung der Dicke wird jedoch nur durch die zusätzliche

Annahme der identischen Deformation beider Probenseiten approximierbar. Im

Fall idealer Verhältnisse, also optimal planarer Einspannung, ideal paralleler Ober-

flächen und exakt bekannter Probendicke ist die Annahme der Symmetrie generell

zulässig. Allerdings ist es nahezu unmöglich, sämtliche Voraussetzungen für diese
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Abbildung 4.6: Notwendigkeit der erweiterten 3D-Bildkorrelation durch Vergleich idealer
(links) und realer (rechts) Einspannsituation bei Betrachtung aus einer
Richtung

Approximation zu erfüllen, da die Fixierung einer Probe in einer Klemmvorrich-

tung immer eine gewisse Deformation zur Folge hat. Starrkörperbewegungen der

Probe können daher nicht von den Deformationen unterschieden werden. Bei der

Analyse kompressibler Werkstoffe, wie dem hier verwendeten zellulären EPDM,

ist es demnach in Abwesenheit einer Inkompressibilitätsnebenbedingung zwingend

erforderlich, beide Probenoberflächen zu betrachten, um auf die Dickenänderung

zu schließen. Die Umsetzung dieser Idee erfolgt, wie in Abb. 4.7 dargestellt, durch

die zusätzliche Nutzung eines zweiten, gegenüberliegend positionierten stereosko-

pischen Kamerasystems. Die Abbildung gibt Aufschluss über die beiden Kamera-

paare 1© und 2©, die jeweils eine Seite der Biaxialprobe beobachten sowie über die

einzelnen Sichtbereiche α© und β© des Kamerapaars 1©.

Die grundlegende Funktionsweise der Stereoskopie wird bei genauerer Betrachtung

des Koordinatensystems deutlich. Während die z−Koordinate in Abbildung 4.7 α©
korrekt dargestellt wird, wird in β© nur das spiegelverkehrte Abbild erkennbar.

Aus den analogen Informationen über die räumliche Anordnung des Systems lässt

sich dann mit Hilfe der bekannten Kalibrierdaten eine dreidimensionale Struk-

tur errechnen. Die identische Durchführung der Methode für das Kamerapaar 2©
liefert die korrespondierende Aussage der gegenüberliegenden Probenoberfläche.

Die letzte Hürde zur vollständigen Ermittlung der dreidimensionalen Dehnungs-

information ist die Kalibrierung beider Kamerasysteme auf das selbe Koordina-

tensystem. Ein wesentlicher Vorteil der Software ISTRA 4D® gegenüber anderen

vergleichbaren Systemen ist das Vorhandensein einer automatisierten Routine zur

Ermittlung des gemeinsamen Koordinatensystems der Kamerapaare. Diese Mög-
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α©
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Abbildung 4.7: Erweiterte 3D-Bildkorrelation: zwei stereoskopische Kamerasysteme mit
zugehörigen Bildausschnitten

lichkeit wird häufig nur über Umwege zur Verfügung gestellt. Technisch wird die

Kalibrierung über eine doppelseitige, hochgenau vermessene Glaskalibrierplatte

gelöst. Dabei kann die Kalibrierung gleichzeitig für zwei oder mehr Kamerapaare

durchgeführt und diese in der Folge auf einen gemeinsamen Koordinatenursprung

eingemessen werden. Der Mehraufwand gegenüber der Kalibrierung eines Kame-

rapaars ist vernachlässigbar. Da es sich bei beiden Methoden jeweils um eine drei-

dimensionale Auswertung handelt, wird zur begrifflichen Abgrenzung künftig von

3D-Bildkorrelation im Falle der einfachen Stereoskopie und von erweiterter 3D-

oder 360◦−3D-Bildkorrelation im Fall der Stereoskopie mit mehreren Kamerasys-

temen die Rede sein.

4.3.2 Hydrostatischer Kompressionsversuch

Ein wichtiger Bestandteil der Charakterisierung kompressibler Dichtwerkstoffe ist

die Untersuchung des Materialverhaltens unter hydrostatischer Kompression. Der

dazu genutzte Versuchsaufbau wurde bereits in früheren Arbeiten verwendet und

beschrieben, weshalb an dieser Stelle nur noch die wichtigsten Merkmale genannt

werden sollen, detailliertere Darstellungen sind [120, 121, 122, 198, 199, 201] zu

entnehmen.
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Herzstück der Anlage ist ein Druckwandler mit fest adaptierter Probenkammer

der Firma Hähnchen Hydraulik GmbH & Co. KG [73]. Der Druckübersetzer wird

kolbenseitig von einem Antriebszylinder gespeist, welcher seinerseits über einen

Schrittmotor mit Kugelumlaufspindel verfahren wird, vgl. Abb. 4.8.

Kugelspindel

Schrittmotor

Antriebszuleitung

Antriebszylinder

Spülbehälter

Probenkammer

Niederdruckteil

Schutzgehäuse

Abbildung 4.8: Gesamtaufbau hydrostatischer Kompressionsversuch

Durch das Übersetzungsverhältnis des Druckwandlers (Abb. 4.9), welches durch

das Wirkflächenverhältnis zwischen Kolben- und Kolbenstange gegeben ist, stellt

sich in diesem Fall eine Druckerhöhung um den Faktor RDV ≈ 10 ein. Damit kann

ein deutlich erhöhter Prüfdruck bei gleichbleibender Antriebsdimensionierung er-

reicht werden.

Als Hydraulikfluid wird auf Wasser mit einem zugegebenen Korrosionsschutz (Hy-

dransafe HFA-S5, Fa. Total) zurück gegriffen. Grund dafür ist einerseits die leichte

Verfügbarkeit und der verhältnismäßig unkomplizierte Umgang mit der Mischung.

Andererseits weist Wasser im Vergleich zu üblichen Hydraulikflüssigkeiten wie Ölen

etc. eine wesentlich geringere Löslichkeit von Luft auf [128, 150, 198, 199]. Dement-

sprechend ist das zu erwartende Luftvolumen, welches in der Kompressionskammer

aufgrund des Hydraulikfluids vorhanden ist, bei Wasser wesentlich geringer als bei

Öl. Dadurch wird das reale Druckmedium ähnlicher zu der idealisiert angenomme-

nen inkompressiblen Modellvorstellung.

Generell lässt sich die Nachgiebigkeit der Probenkammer als die Summe aus vier

wesentlichen Bestandteilen beschreiben. Das Kammervolumen VPK setzt sich aus
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Abbildung 4.9: Schnittansicht Hochdruckteil mit Druckübersetzer und Prüfkammer

dem Fluidvolumen VF l und dem Probenvolumen VP zusammen. Durch Einpressen

des Druckverstärkerkolbens in die ansonsten verschlossene Probenkammer redu-

ziert sich das Volumen, das von Wasser und Probe eingenommen werden kann, um

das aktuelle Kolbenvolumen VK = AK · sK mit der Kolbenstangenquerschnittsflä-

che AK und dem eingepressten Kolbenweg sK . Die Betrachtung der differentiellen

Größen (Volumenänderungen) führt schließlich auf den summierten Zusammen-

hang

∆VPK = ∆VF l + ∆VP + ∆VK . (4.6)

Unter der Annahme einer sehr steifen Kammerwandung und eines quasi-

inkompressiblen Fluides können die Änderungen des Kammer- und des Fluidvolu-

mens in Gl. (4.6) vernachlässigt werden, es folgt

∆VPK︸ ︷︷ ︸
≈ 0

= ∆VF l︸ ︷︷ ︸
≈ 0

+ ∆VP + AK ∆sK . (4.7)

Dadurch ist das verdrängte Volumen durch die Kolbenbewegung ∆sK unmittelbar

auf die Volumenänderung der Probe übertragbar. Es gilt im Idealfall

∆VP = −AK ∆sK = VP − V 0
P , (4.8)

mit dem initialen Probenvolumen V 0
P und dem aktuellen Probenvolumen VP . Der

Kolbenhub ∆sK wird über einen induktiven Wegsensor und einen am Kolben fi-

xierten Tauchanker gemessen, vgl. Abb. 4.9. Der Kammerdruck wird einem Druck-

sensor in der Probenkammer entnommen.

Da die Vernachlässigung der Aufweitung des Kammergehäuses ∆VPK und der
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Kompressibilität des Wassers jedoch nur Näherungen darstellen, müssen die durch-

geführten Experimente nachträglich kalibriert werden. Dazu wird das System wie

im zugehörigen Experiment befüllt, wobei die Probe durch einen Kalibrierkörper

gleichen Volumens (z. B. aus Edelstahl) ersetzt wird. Dadurch kann gewährleistet

werden, dass exakt die gleiche Volumenänderung auf das Fluid und die Kam-

mer zurückfällt, wie innerhalb eines Experiments mit Probe unter einem gewis-

sen Druck. Diesem Vorgehen liegt die Annahme des hydrostatischen Drucks als

Triebfeder für die entsprechende Deformation zugrunde. Sämtliche Imperfektionen

des Versuchsaufbaus lassen sich summiert in Abhängigkeit des Kammerdrucks pK

darstellen. Demnach kann der Kolbenhub während eines Kalibrierversuchs und

während des Experiments als Funktion des Kammerdrucks formuliert werden. Der

kalibrierte Kolbenhub s̄K zu einem korrespondierenden Kammerdruck p∗K kann

dann entsprechend über die Beziehung

s̄K(p∗K) = smess
K (p∗K) − skal

K (p∗K) (4.9)

errechnet werden. Die Kalibriermethode ist in Abb. 4.10 schematisch anhand von

realen Messdaten dargestellt. Darin bezeichnet smess
K den Kolbenhub des Experi-

ments in Rohform und skal
K den interpolierten Kolbenhub der Kalibriermessung.

Die markierten Werte gelten beispielhaft für den Kammerdruck p∗K = 7,5MPa.

Eine wichtige Voraussetzung für die Gültigkeit des Verfahrens ist die Vernachlässig-

barkeit der ratenabhängigen Nachgiebigkeit der Kammer. Diese wurde allerdings

bereits in früheren Arbeiten nachgewiesen [120, 198]. Dadurch ist es möglich, ne-

ben den quasi-statischen Experimenten zur Bestimmung der Grundelastizität im

Druckbereich auch zyklische Versuche unter Einbeziehung der Ratenabhängigkeit

des Materials durchzuführen. Im Anschluss an die Kalibrierung jedes Experiments

erfolgt die eigentliche Auswertung der Versuche.

Auswertung der Kompressionsversuche

Bei der Auswertung der Experimente offenbart sich der Vorteil des hydrostatischen

Deformationszustandes im Falle isotropen Materialverhaltens, wie es in der Fol-

ge noch nachgewiesen wird. Aus der gleichmäßigen Druckbeaufschlagung in allen

drei Raumrichtungen resultiert ein äquitriaxialer Deformationszustand der Probe.

Ausgehend von der isotropen Streckung λ̄ ergibt sich das aktuelle Probenvolumen
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Abbildung 4.10: Messdatenkalibrierung beim hydrostatischen Kompressionsversuch
(Schema)

zu

VP = λ̄3 · V 0
P , (4.10)

wobei das aktuelle Probenvolumen gemäß Gl. (4.8) über den Kolbenhub sK in der

Form

VP = λ̄3 · V 0
P = V 0

P − AK sK (4.11)

dargestellt werden kann. Daraus lässt sich schließlich die isotrope Streckung λ̄

berechnen

λ̄ = 3

√

1 − AK

V 0
P

sK = 3

√
VP

V 0
P

. (4.12)

Die zugehörige Cauchy-Spannung Tii entspricht dann dem gemessenen (negativen)

Kammerdruck pK .
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4.3.3 Uniaxialer Zugversuch mit Thermokammer

Bei der Beurteilung der Temperaturabhängigkeit des Materialverhaltens kommt

ein gewöhnlicher uniaxialer Zugversuch an genormten Zugstäben der Form 5A aus

DIN 527-2 [43] zum Einsatz. Der am Lehrstuhl konzeptionierte zugehörige Ver-

suchsstand [118] wurde zusätzlich um eine Temperiereinheit, bestehend aus einem

kommerziell erhältlichen Laborkryostaten vom Typ Julabo LH85 [109] und einer

eigens entworfenen Thermokammer [63], ergänzt. Ohne an dieser Stelle genauer

auf den eigentlichen Zugversuchsstand einzugehen, soll die Grundidee vom Aufbau

der Temperiereinheit erklärt werden. Details zur Teileauslegung sind [63] zu ent-

nehmen.

Beim Laborkryostaten Julabo LH85 handelt es sich um ein hochdynamisches Tem-

periersystem für Arbeitstemperaturen im Bereich von −80◦C bis +250◦C [109].

Eine Temperierflüssigkeit wirkt als Wärmeüberträger, die im Innern des Kryo-

staten aufgeheizt bzw. abgekühlt und über externe Anschlüsse in einen Arbeits-

kreislauf gepumpt wird. Die Temperaturregelung kann sowohl über einen externen

Außenfühler als auch über die interne Fluidtemperatur erfolgen. Da es sich um ein

kommerzielles Produkt handelt, sind Einzelheiten dazu dem Datenblatt [109] zu

entnehmen.

Temperaturfühler

Wärmetauscher

Zugachse

Ventilator

Laborkryostat

Temperiermedium

Kammerluft

Abbildung 4.11: Uniaxialer Zugversuch mit Thermokammer; links: Gesamtansicht,
rechts: Detailansicht mit Schnitt durch die Thermokammer

Der speziellere Teil der Anlage ist durch die Thermokammer gegeben. Diese be-

steht aus zwei Wärmetauschern mit angeschlossenen Ventilatoren. Die Radiatoren
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werden mit dem Temperiermedium durchspült während die Ventilatoren für ei-

ne Durchflutung der Kühlrippen mit Luft sorgen, vgl. Abb. 4.11 - rechts. Durch

antiparallele Anordnung der gegenüberliegenden Lüfter wird eine Luftzirkulation

innerhalb des Kammergehäuses erzeugt, die ein vierfaches Passieren der Luft durch

die Kühlrippen während einer Wirbelbewegung ermöglicht. Dies erhöht die Effi-

zienz der Anlage und stellt einen nahezu geschlossenen Wirbel her, welcher den

Austausch von Luft mit der Umgebung begrenzt. Das umschließende Kammerge-

häuse aus Wärmeschutzplatten auf Glasfaserbasis sorgt zusätzlich für minimale

thermische Interaktion mit der Umgebungsluft. Das Einbringen der Zugproben in

den Prüfraum erfolgt über eine Klapptür mit integriertem Sichtfenster aus hoch-

isolierendem Glas. Dadurch wird zumindest eine optische Dehnungsmessung in 2D

durchführbar. Wie sich später jedoch zeigen wird, dient diese Möglichkeit lediglich

zu Kontrollzwecken. Die eigentliche Dehnungsinformation der Probe wird mit Hilfe

einer Maschinenwegkalibrierung ermittelt und folgt den Zusammenhängen

λ1 ≈ 1 + 2,2 · 10−2 1

mm
uM + 5,6 · 10−4 1

mm2
u2

M − 2,4 · 10−6 1

mm3
u3

M ,

λ2 ≈ 1 − 7,6 · 10−3 1

mm
uM + 7,9 · 10−5 1

mm2
u2

M − 3,7 · 10−7 1

mm3
u3

M ,
(4.13)

unter der Wahl kubischer Ansatzfunktionen mit dem gemessenen Maschinenweg

uM . Die resultierenden Funktionsverläufe gemäß Gl. (4.13) sind zusammen mit den

zugehörigen Messdaten in Abb. 4.12 aufgetragen.

Die Probenaufnahme ist mit einem Schnellspannsystem versehen, was bereits au-

ßerhalb der Probenkammer an der Probe angebracht und nur noch in die entspre-

chende Aufnahme im Prüfraum eingeschoben wird. Dadurch wird eine minimale

Öffnungsdauer der Kammer bei Probenwechsel garantiert und somit eine minimale

Temperaturschwankung durch den Einbau des Prüfkörpers verursacht.

Die Verwendung der externen Temperaturregelung, also der Messung der tatsäch-

lich vorherrschenden Kammertemperatur zur Reglerrückführung ermöglicht eine

Regelabweichung von ±0,05◦C um den Sollwert. Diese Genauigkeit wird mit übli-

chen kommerziell erhältlichen Gesamtlösungen nur unter besonderen Umständen

erreicht, da solche Anlagen im Allgemeinen bei der Charakterisierung von me-

tallischen Werkstoffen eingesetzt werden. Dort wird häufig größerer Wert auf die

Bandbreite, als auf die resultierende Regelgenauigkeit gelegt. Bei der Untersuchung

von Polymeren macht jedoch eine Variation der Temperatur um nur wenige Kelvin

durchaus einen erheblichen Unterschied aus.

Weitere Details zum Versuchsstand und der Auswertung der Ergebnisse sind unter

anderem in [63, 201] zu finden.
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Abbildung 4.12: Maschinenwegkalibrierung mit kubischen Ansatzfunktionen beim uni-
axialen Zugversuch

4.3.4 Biaxialer Zugversuch

Das Grundkonzept der experimentellen Vorgehensweise, wie sie im Abschnitt 4.2

vorgestellt wurde, sieht die Ermittlung des hyperelastischen Materialverhaltens

unter allgemeinem biaxialem Zug vor. Die ursprüngliche Version des verwendeten

Versuchsstandes wurde bereits in [103, 207, 208] vorgestellt. Die stetigen Weiter-

entwicklungen der Steuerungs- und Auswertekonzepte mündeten schließlich in den

hier beschriebenen Aufbau.

Die zentrale Baugruppe der Anlage besteht aus vier identischen Linearachsen, die

von Schrittmotoren angetrieben werden. Die vier Linearachsen sind, wie in Abb.

4.13 dargestellt, kreuzweise angeordnet, wobei die jeweils antiparallel gegenüber-

liegenden Achsen gegenläufig angesteuert werden.

Die beschriebene Anordnung bewirkt die Stationarität des Mittelpunktes zwischen

den Laufwagen der Achsen und damit ein ebenfalls stationäres Probenzentrum. Ein

weiterer Vorteil liegt in der Verdopplung der Achsengeschwindigkeit und des Ach-

senhubes. Die Probenaufnahmen sind auf die Abmaße eines Zugstabes nach DIN

EN ISO 527-2 [43] ausgelegt und werden an den Laufwagen der Linearachsen mon-

tiert, vgl. Abb. 4.14. Zur Messung der Reaktionskraft ist je ein S-Bügel-Kraftsensor
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Abbildung 4.13: Gesamtaufbau des biaxialen Zugversuchs

pro Achse zwischen Linearschlitten und Probeneinspannung angebracht. Zur An-

bringung des erweiterten 3D-Kamerasystems (Abschnitt 4.3.1) ist außerdem jeweils

ein Kamerapaar an einem Portal über der Vorder- und Rückseite der Probe vor-

gesehen.

Probenklemmung

Linearschlitten

Kraftsensor

Probe

Abbildung 4.14: Biaxialer Zugversuch - Detailansicht Probenklemmung

Weitere Details zur Bauteilauslegung des Versuchsstandes können den ursprüng-

lichen Arbeiten [103, 207, 208] entnommen werden. Nähere Informationen zur

Durchführung der Experimente und Einrichtung der Anlage, sowie der Auswer-

tung der Versuche, der in dieser Arbeit besondere Aufmerksamkeit geschenkt wer-

den soll, folgen in Kapitel 7.



72 Kapitel 4. Modellstruktur und experimentelle Anlagen

Probengeometrie

Bei der Durchführung biaxialer Zugversuche ist die Frage nach der untersuchten

Probengeometrie von großer Bedeutung. Ausgehend von der in [103] vorgeschlage-

nen kreuzweisen Überlagerung zweier Zugstäbe nach DIN EN ISO 527-2 [43] findet

hier eine optimierte Variante Anwendung. Diese Optimierung wurde im Rahmen

einer experimentellen Studie an den vorliegenden Versuchsstand angepasst. Dabei

sind die Probenklemmungen, die maximal aufbringbaren Kräfte, die verwendeten

Kameras samt Objektiven und nicht zuletzt die genutzte Auswertesoftware maß-

geblich für eine Optimierung der Probengeometrie. Das verwendete Kriterium für

die Beurteilung der Eignung einer Probenform beinhaltet im Wesentlichen zwei

Aspekte. Grob vereinfacht handelt es sich um die Größe des biaxial deformierten

Bereichs innerhalb der Probe und die maximale Probenbeanspruchung, die not-

wendig ist, um eine gewisse mehrachsige Dehnung auf das Material aufzubringen.

Als zu maximierendes Gütekriterium wird das Qualitätsmaß Q(0,1) genutzt [200],

Q(0,1) =
η(0,1)

100 · σc
Γ

. (4.14)

Die darin auftretenden Größen des skalierten Wirkungsgrades η(0,1) und der Ab-

weichung σc
Γ werden in der Folge erläutert.

Die zu Grunde liegenden Experimente werden als äquibiaxialer Zugversuch aus-

geführt, wodurch sich im Zentrum der Probe idealerweise ein äquibiaxialer Defor-

mationszustand einstellt. Der skalierte Wirkungsgrad η(0,1) bildet das Verhältnis

zwischen der äquibiaxialen Dehnung der Probe im Zentrum und der maximalen

Dehnung auf der Probenoberfläche. Zur besseren Vergleichbarkeit wird derjenige

Deformationszustand herangezogen, der eine Zentraldehnung εc = 0,1 aufweist.

Für η(0,1) gilt demnach

η(0,1) =
εc

εmax
=

0,1

εmax
. (4.15)

Der zweite, maßgebliche Anteil des Gütemaßes beinhaltet die Abweichungsfunkti-

on Γ(x,y), die die Abweichung des betrachteten Deformationszustandes in einem

Punkt der Probenoberfläche vom ideal äquibiaxialen Zustand beschreibt,

Γ(x,y) = |εxx(x,y) − εyy(x,y)| . (4.16)
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Die Auswertung dieser Funktion über eine Symmetrieachse der Probe (hier x-

Achse), ergibt einen quasi-parabolischen Verlauf gemäß Abb. 4.15 mit einem Mi-

nimum im Zentrum der Probe, also im Kreuzungspunkt xc. Zur Verringerung der

Rauschanfälligkeit der späteren Auswertung mittels DIC ist ein möglichst weit-

reichender, homogener Deformationsbereich im Zentrum der Probe von Vorteil.

Dieser Bereich erlaubt die Mittelwertbildung bei der Auswertung der Dehnungen

im Zentralfeld und vermindert somit das Risiko von Ausreißern. Die verwende-

te Auswertesoftware und der zugehörige Bildausschnitt legen die minimale Größe

eines solchen Bereiches fest. Abb. 4.15 zeigt die Kurvenverläufe der Abweichungs-

funktionen Γ(x,ysym) für die ursprüngliche Probengeometrie nach [103] und die

experimentell optimierte Fassung gemäß [153, 200].
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Abbildung 4.15: Abweichungsfunktion Γ(x,ysym) über horizontale Symmetrielinie für die
ursprüngliche Probe nach Johlitz et. al [103] (links) und der resultie-
renden Probe nach [200] (rechts)

Die Bildung des Mittelwertes der Abweichungsfunktion Γ(xc,ysym) in dem Zentral-

bereich entlang der Symmetrielinie in vertikaler Richtung ermöglicht schließlich die

Berechnung der Standardabweichung σc
Γ über

σc
Γ =

√√√√ 1

N

N∑

i=1

[
Γ(xi,ysym) − Γ̄c

]2
, (4.17)
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mit dem berechneten Mittelwert der Abweichungsfunktion Γ̄c = Γ̄(xc,ysym) und

der Anzahl N der Messpunkte innerhalb des Mittelungsbereichs.

In Abb. 4.16 ist die physikalische Interpretation von σc
Γ im Intervall [xc

−, x
c
+] der

exemplarischen Proben dargestellt.

1©

2©

Γ(x,ysym)

Γ̄c
1©

Γ̄c
2©

1 © σ
c Γ

2 © σ
c Γ

xcxc
−

xc
+

x

Abbildung 4.16: Physikalische Interpretation des Gütekriteriums σc
Γ für die Proben nach

Abb. 4.15; blau: ursprüngliche Geometrie, rot: optimierte Geometrie

Die Intervallgrenzen sind gegeben durch

xc
− = xc − (N − 1)

2
,

xc
+ = xc +

(N − 1)

2
.

(4.18)

Eine numerische Überprüfung der vorgestellten experimentellen Optimierung be-

stätigte die resultierende Probengeometrie [192].

Versuchssteuerung

Durch eine Umstrukturierung des ursprünglichen Steuerungskonzeptes wurde der

Versuchsstand seit der Grundkonzeptionierung [103] wesentlich weiterentwickelt.

Die Schwierigkeit in der Steuerung multiaxialer Experimente liegt hauptsächlich in

der flexiblen Strukturierung der Verfahrmethoden, da der Vorteil des allgemeinen

biaxialen Zugversuchs gerade in der großen Bandbreite verschiedener, erreichbarer

Deformationsmuster liegt und einzelne Positionen in der Invariantenebene (Abb.

3.6) nicht a priori ausgeschlossen werden sollen. Die Erstellung einer derart fle-

xiblen und dennoch einfach handhabbaren Programmstruktur stellt eine beson-

dere Herausforderung an die Steuerung dar. Die Programmierung erfolgt in Na-

tional Instruments LabVIEW® [166]. Die Flexibilisierung der Versuchsabläufe wird
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durch einen parallel ausgeführten Methodeneditor erreicht. Dieser unterteilt ein

beliebiges Prüfprojekt in eine sequentielle Abfolge von Einzelbefehlen und Kom-

mandos. Zur Generierung einer Prüfmethode werden Funktionen aus einem Pool

von Basismodulen in die gewünschte Reihenfolge gebracht und so zu einer Prüf-

vorschrift zusammengefasst. Da die Methoden als Textdatei abgespeichert werden

können, ist es möglich, einzelne Versuchsabläufe reproduzierbar durchzuführen.

Die Entwicklung von Prüfabläufen kann so grundsätzlich in zwei Hauptgruppen

von Steuerbefehlen unterteilt werden, nämlich in Fahrmethoden und Datenopera-

tionen. Letztere beinhalten unter anderem die Aufzeichnung von Messdaten bei

einer gewissen Samplingrate und demnach auch die Änderung der Samplingrate

zur Komprimierung der gespeicherten Messdaten, was speziell bei längeren Halte-

zeiten eine effiziente Aufzeichnung ermöglicht. Weitere Grundaufgaben im Bereich

der Datenoperationen sind beispielsweise die Anfertigung von Bildaufnahmen an

einer definierten Stelle im Ablauf mit der Speicherung der zugehörigen Kraftmess-

daten. Außerdem sind Befehle wie der Nullpunktsabgleich der Messkräfte oder der

Maschinenposition vor dem Start der Methode in dieser Gruppe enthalten. Als

Fahrmethoden stehen neben der einfachen, relativen Rampe in einer Achse, also

die Positionierung eines Linearschlittens relativ zu seiner aktuellen Position, auch

Zyklen veränderlicher Anzahl, Amplitude und Geschwindigkeit oder die Stufe als

relative Rampe mit anschließender Haltezeit zu Verfügung. Durch den sequentiel-

len Aufbau ist es demnach beispielsweise möglich, in einer Achse einen zyklischen

Versuch und in der anderen einen Stufenversuch vorzugeben. Die vorhandene Wie-

derholungsfunktion lässt überdies die Möglichkeit zu, eine beliebige Anzahl an

Einzelschritten beliebig häufig zu wiederholen, wodurch z. B. ein Treppenversuch

durch eine N -fach wiederholte Stufe erstellt werden kann. Die Methodenbausteine

lassen sich noch beliebig erweitern, ohne die Programmstruktur anpassen zu müs-

sen.

Nach der Erstellung und Speicherung eines solchen Prüfablaufs wird er als Textda-

tei in die Steuersoftware geladen und dort als Prüfmethode interpretiert. Neben der

Programmierung des Versuchsschemas mit dem Methodeneditor besteht natürlich

zusätzlich die Option einer Bewegung nach Bedarf, beispielsweise zu Positionie-

rungszwecken oder Ähnlichem. Weiterführende Details zum Versuchsstand sind

den Arbeiten [103, 200, 201, 207, 208] zu entnehmen.
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4.4 Diskussion: Modellstruktur und Experimente

Das vorangegangene Kapitel befasst sich mit der Identifikation der zur Modellie-

rung sinnvollen materiellen Effekte und mit deren experimenteller Charakterisie-

rung.� Die Betrachtung der typischen Aufgabengebiete zellulärer Werkstoffe in ih-

rer Funktion als Dicht-, Dämpfungs- oder Isolierwerkstoff fördert wichtige

materielle Aspekte zu Tage. Dazu gehören neben der Abbildung multiaxialer

Deformationen auch die strukturelle Kompressibilität sowohl unter quasi-

statischen als auch unter dynamischen Belastungsbedingungen. Zusätzlich

unterliegen übliche Baugruppen aus geschäumten Elastomeren häufig einer

schwankenden Umgebungstemperatur, was zusätzlichen Einfluss auf die Ma-

terialcharakteristik und somit auf ein adäquates Materialmodell hat.� Die kontinuumsmechanische Behandlung eines geeigneten Materialmodells

stellt eine spezifische Modellstruktur her. Die analoge Behandlung experi-

menteller Grundlagen ermöglicht eine enge Verknüpfung zwischen den Ein-

zelbausteinen des kontinuumsmechanischen Modells und der zugehörigen ex-

perimentellen Charakterisierung. Die sequentielle Durchführung hydrostati-

scher Kompressionsversuche, quasi-statischer biaxialer Zugversuche und dy-

namischer uniaxialer Zugversuche orientiert sich stark an der Modellbildung.

Die nachträgliche Ergänzung der dynamischen Zugversuche um die Variati-

on der Umgebungstemperatur vervollständigt schließlich die experimentelle

Prozedur.� Im abschließenden Abschnitt dieses Kapitels werden die genutzten experi-

mentellen Anlagen vorgestellt und erläutert. Neben dem generellen Aufbau

und der Ansteuerung der verwendeten Versuchsstände werden auch die spe-

ziellen experimentellen Methoden beschrieben, die im Rahmen der vorliegen-

den Arbeit entwickelt wurden. Dazu zählt unter anderem die automatisierte

Kalibrierung des hydrostatischen Kompressionstests, welcher bereits in einer

früheren Arbeit des Autors [198, 199] entwickelt wurde. Ein weiterer Aspekt

betrifft die Neugestaltung und Flexibilisierung der Steuerungssoftware des

biaxialen Zugversuchs sowie die experimentelle und numerische Optimierung

der Probengeometrie für den Versuchstyp.



5
Strukturelle Materialuntersuchungen

Im Rahmen der mechanischen Charakterisierung und Modellbildung ist es hilf-

reich, möglichst viele Informationen über das Material vor der eigentlichen Mo-

dellentstehung zusammenzutragen. Dieses Kapitel beinhaltet daher die grundle-

genden Eigenschaften der untersuchten Probenmaterials. Dazu erfolgt zunächst

die Charakterisierung der vorhandenen Geometrien und Produktformen, sowie die

Verdeutlichung der Unterschiede zwischen diesen. Anschließend werden die struk-

turellen Parameter wie Porenstruktur und -verteilung betrachtet.

Des Weiteren ist im Kontext der thermomechanischen Modellbildung eine Ein-

ordnung thermischer Parameter wie der Glasübergangstemperatur ebenso von Be-

lang wie eine etwaige Isotropie, die durch spezifische Herstellungsverfahren oder

-mechanismen induziert wird.

Diese Informationen liefern zwar im Rahmen einer phänomenologischen Modellie-

rung keinen unmittelbaren Mehrwert, allerdings sind sie hilfreich für die Auswahl

geeigneter Experimente und Auswertemethoden.

– 77 –
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5.1 Zum Material

Bei dem hier untersuchten EPDM-Moosgummi handelt es sich um ein kommerzi-

ell erhältliches Produkt. Laut Herstellerangaben wird es durch seine gemischtzelli-

ge Schaumstruktur charakterisiert, es beinhaltet demnach sowohl geschlossene als

auch offene Luftporen. Die Porosität ist in einem Bereich von 40 −60 % angegeben,

was einem Raumgewicht von ca. 550 kg/m3 entspricht. Generelle Eigenschaften von

EPDM sowie typische Anwendungsgebiete sind [185] zu entnehmen. Das Proben-

material wird in verschiedenen Geometrien angeboten, wobei hier drei Varianten

genauer untersucht werden sollen. Die vorliegenden Geometrien sind Membranen

zweier verschiedener Stärken sowie eine zylindrische Schnur (Rundschnur), vgl.

Abb. 5.1 - links.

Rundschnur ∅ 12 mm

Membran d = 5 mm

Membran d = 3 mm

1 mm

Abbildung 5.1: Moosgummi Rohmaterial; links: grundsätzlich vorhandene Geometrien
(Zylindrische Schnur und Membranen mit zwei Stärken), rechts: struk-
turierte Außenhaut bei Membranen

Ein Produkttyp des Werkstoffs liegt als Rundschnur mit einem Durchmesser

∅ 12 mm vor. Zur Abgrenzung der offenen Poren des Materials gegenüber dem

umgebenden Medium ist es mit einer dünnen Außenhaut versehen, die laut Her-

steller eine Dichtigkeit gegenüber Gasen bereitstellt.

Die zweite Variante des Probenmaterials liegt in Form von Membranen in zwei

verschiedenen Stärken vor. Anhand dieser Proben sollen eventuell auftretende Ska-

leneffekte innerhalb der technisch relevanten Größenordnungen sichtbar gemacht

und verifiziert werden. Auch hier wird die poröse Struktur durch eine Außenhaut

gegenüber der Umgebung abgeschirmt, wodurch ein Durchtritt des in Kontakt

stehenden Mediums durch die Membran verhindert wird. Genaue Untersuchun-

gen unter dem Lichtmikroskop zeigen jedoch eine deutlich dickere Hautschicht der

Membranen im Vergleich zum Schnurmaterial, siehe Abb. 5.2. Ein weiterer Unter-

schied ist durch die Struktur der Außenhaut gegeben. Während das zylindrische

Probenmaterial eine vorwiegend glatte Oberfläche aufweist, ist die Membranhaut

grob strukturiert, vgl. Abb. 5.1 - rechts. Der Einfluss dieser Texturierung wird im

Abschnitt 5.4 noch genauer thematisiert.



5.2. Poren und Porenverteilung 79

5.2 Poren und Porenverteilung

Zur strukturellen Charakterisierung wurden lichtmikroskopische Aufnahmen von

Probenschnitten angefertigt. Die Schnitte wurden dazu in verschiedenen Ebenen

der Membran- und Zylinderproben sowie in verschiedenen Orientierungen angelegt,

woraus sich eine augenscheinlich hohe Homogenität der Materialstruktur ableiten

lässt. Auch die unterschiedlichen Membranstärken zeigen in dieser Hinsicht ähnli-

che Ergebnisse. Die Porendurchmesser variieren wie in Abb. 5.2 dargestellt haupt-

sächlich im Bereich von 150µm bis 700µm. Ein leichter Größenzuwachs der Poren

vom Rand bis zur Mitte hin ist zwar feststellbar, allerdings ist der Unterschied

dahingehend zwischen den beiden Membranstärken marginal. Eine deutliche Ab-

weichung diesbezüglich ist hingegen zwischen den Zylinder- und Membranproben

erkennbar. Sowohl deutliche Differenzen im Hinblick auf die Porengröße als auch

auf deren Verteilung lassen erhebliche Unterschiede in den zu erwartenden me-

chanischen Eigenschaften vermuten. Während die Membranen wenige große Poren

zeigen, sind bei den Zylinderproben viele kleine Poren erkennbar.

a)

b)

c)

1 mm

1 mm

1 mm

1 mm

Abbildung 5.2: Lichtmikroskopieaufnahmen; a) Membran d = 3mm, b) Membran
d = 5mm, c) Rundschnur ∅ 12mm; Hautdicke bei Membranproben ca.
300µm, bei Zylinderproben ca. 100µm

Bei genauerer optischer Untersuchung des Probenmaterials wird außerdem das

quantitative Verhältnis zwischen geschlossenen und offenen Poren innerhalb der

porösen Struktur erkennbar. Dabei fällt zunächst auf, dass der Anteil offener Po-

ren bei den Membranproben wesentlich niedriger liegt, als bei den Zylinderpro-
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ben. In der kontinuumsmechanischen Modellierung des Membranmaterials können

daher auf die Beachtung von Wechselwirkungen zwischen den Konstituierenden

verzichtet und entsprechende Diffusionsterme vernachlässigt werden.

5.3 Porosität

Ein wesentliches Merkmal geschäumter Elastomere ist die Porosität, also das Ver-

hältnis zwischen dem Volumen der eingeschlossenen Poren und dem der gesamten

Struktur. Dieses Verhältnis liefert eine wesentliche Information über das zu er-

wartende Materialverhalten aufgrund der Existenz des Kompressionspunktes, vgl.

Kapitel 6. Der folgende Abschnitt soll Aufschlüsse über die initialen Volumenan-

teile von Porenluft nG
0 und Festkörpermatrix nS

0 liefern. Dazu werden zwei Verfah-

ren angewendet. Grund hierfür ist einerseits die Validierung des hydrostatischen

Kompressionsversuchs und andererseits eine Grobabschätzung des ursprünglichen

Luftvolumens. Darüber hinaus werden diese Untersuchungen deutliche Unterschie-

de zwischen der Rundschnur und den Membranproben offenbaren.

Als einfache und zuverlässige Methode zur Bestimmung der Porosität des Materi-

als dient die Linienmethode nach [170, 184, 222], die bereits im 19. Jahrhundert

entwickelt wurde und noch immer eine gute Näherungslösung mit einfachen Mit-

teln darstellt. Das Verfahren basiert auf optischen Aufnahmen des Mehrphasensys-

tems, weshalb erneut die lichtmikroskopischen Aufnahmen verschiedener Schnitte

und Schnittorientierungen zur Anwendung kommen.

a) b) c)

Abbildung 5.3: Anwendung der Linienmethode zur Porositätsmessung; a) Schnittdar-
stellung, b) äquidistante Linien, c) Überdeckung von Poren (LG - rot)
[184]

Gemäß Abb. 5.3 werden äquidistante Linien auf die Schnittdarstellung aufgetragen



5.3. Porosität 81

und diejenigen Bereiche der Linien, die dabei eine Pore überdecken separat gekenn-

zeichnet. In den folgenden Darstellungen bezeichnet der Index (•)G die Gasphase,

(•)S die Festkörperphase und (•)ϕ die gesamte Mischung. Die Länge der Linien-

segmente innerhalb der Poren im Verhältnis zur Gesamtlänge aller Linien ergibt

das Längenverhältnis

LL =
LG

Lϕ
. (5.1)

Die Bestimmung des Volumenanteils berechnet sich dann aus der Annahme

LL =
LG

Lϕ
=

V G

V ϕ
= VV , (5.2)

mit dem Volumenanteil VV der Poren in der Mischung [170], welcher gerade dem

initialen Volumenanteil nG
0 des Porengases gemäß Gl. (3.3) entspricht, VV = nG

0 .

Der gemessene Volumenanteil auf Basis der Linienmethode ist in Tabelle 5.1 dar-

gestellt.

Material Linienmethode Kompressionsversuch
nG

0 = VV nG
0 (= 1 − nS

0 )
Rundschnur ∅ 12 mm 0,60 0,63
Membran d = 3 mm 0,46 0,41
Membran d = 5 mm 0,49 0,43

Tabelle 5.1: Gemessene Porositäten der verschiedenen Probentypen; Vergleich zwischen
Linienmethode nach Abb. 5.3 und experimenteller Feststellung des Kom-
pressionspunktes (Abb. 5.4)

Auffällig dabei ist der deutliche Unterschied zwischen der Rundschnur- und den

Membranproben, wohingegen die Membranproben untereinander keine wesentliche

Abweichung aufzeigen. Die weiterführende Untersuchung der Porosität mit Hilfe

des hydrostatischen Druckversuchs gemäß Abschnitt 4.3.2 bestätigt schließlich die-

se große Differenz, vgl. Abb. 5.4. In Tabelle 5.1 sind den, mit der grafischen Me-

thode abgeschätzten Werten auch die Ergebnisse aus den Kompressionsversuchen

gegenübergestellt. Sie beruhen auf der Volumendehnung der Proben im Bereich des

asymptotischen Druckanstiegs am Kompressionspunkt. Dort ist das Restprobenvo-

lumen nur durch das Matrixmaterial bestimmt, die Porenluft ist nahezu vollständig

komprimiert.

Eine stimmige Materialcharakterisierung sowohl im Druck- als auch im Zugbereich

ist aufgrund der genannten Unterschiede lediglich unter Verwendung einer der vor-

gestellten Probengeometrien möglich. Die starken, strukturellen Unterschiede der
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Rundschnur

Membran

nS
0 ≈ 0,37 nS

0 ≈ 0,57

0

3

6

9

p K
[M

P
a
]

1,00,80,60,40,20,0

V/V0 [−]

Abbildung 5.4: Vergleich der Kompressionspunkte für zylindrische Probe und Membran-
probe d = 5mm im hydrostatischen Kompressionsversuch (Kammer-
druck pK über Volumendehnung V/V0)

beiden Probentypen werden auch zu deutlichen Abweichungen beim zu erwarten-

den Materialverhalten führen, weshalb auf die Verwendung des Membranmaterials

als alleinige Materialgeometrie zurückgegriffen wird. Die leichten Abweichungen

zwischen den beiden Membranstärken sind zu vernachlässigen.

5.4 Isotropie

Der Modellansatz, wie er in Kapitel 6 beschrieben wird, lässt eine Richtungsab-

hängigkeit des Materials aufgrund der Modellstruktur nicht zu, weshalb die Isotro-

pie des Materials als notwendige Eigenschaft vorausgesetzt werden muss. Da die

Auswertung der lichtmikroskopischen Aufnahmen eine durchaus homogene Poren-

struktur erkennen lässt, ist eine etwaig auftretende Richtungsabhängigkeit mecha-

nischer Eigenschaften auf die geschlossene Außenhaut zurückzuführen. Zusätzlich

weist die Außenhaut eine Makrostrukturierung in Form eines Wabenmusters auf,

was als Begründung für weitere Richtungssensitivitäten dienen kann. Die Überprü-

fung der Einflüsse der beiden genannten Faktoren lässt sich auf unterschiedliche
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Weise durchführen.

Der Einfluss der Außenhaut wird anhand eines einfachen, uniaxialen Zugexpe-

riment untersucht. Mit Hilfe der erweiterten, dreidimensionalen Dehnungsmes-

sung (Abschnitt 4.3.1) lassen sich die Hauptstreckungen in allen drei Raumrich-

tungen während eines Zugversuchs ermitteln. Die Traversenbewegung ∆ uM be-

trägt pro Zeitschritt τ einen Millimeter. Die Zugrichtung ist die e1-Richtung, vgl.

Abb. 5.5 - links.
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Abbildung 5.5: Überprüfung der Isotropie an Membran d = 3mm im uniaxialen Zug-
versuch - Einfluss der strukturierten Außenhaut; links: Probengeometrie
mit Koordinatensystem, rechts: Haupstreckungen über Maschinenweg

Die entsprechende Auswertung dieses Versuchsablaufs charakterisiert die Auswir-

kung der Außenhaut als vernachlässigbar gering, obwohl sie ca. 5 − 10% der

Membrandicke ausmacht. Dies wird anhand der genauen Betrachtung der geome-

trischen Ausgangslage klar. Die Außenkontur der Probe entlang der Schnittfläche,

also parallel zur e1-e3-Ebene, ist frei von geschlossenen Strukturen. Im Gegensatz

dazu wird die Probenoberfläche (parallel zur e1-e2-Ebene) durch die geschlossene

Außenhaut begrenzt. Dennoch kann ein nahezu identisches Materialverhalten in

den beiden Richtungen festgestellt werden, es folgt

λUA
2 ≈ λUA

3 , (5.3)
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vgl. Abb. 5.5 - rechts. Damit ist eine Erweiterung der Maschinenkalibrierung beim

uniaxialen Zugversuch nach Gl. (4.13) um die Streckung in e3-Richtung zulässig,

λ3 ≈ 1 + 2,2 · 10−2 1

mm
uM + 5,6 · 10−4 1

mm2
u2

M − 2,4 · 10−6 1

mm3
u3

M ,

≈ λ2.
(5.4)

Identische Ergebnisse können auch für Membranproben der Stärke d = 5 mm ab-

geleitet werden.

Der zweite Schritt befasst sich mit der Oberflächenstruktur der Außenhaut im Spe-

ziellen. Als geeignetes Experiment zur Evaluierung einer daraus folgenden Rich-

tungsabhängigkeit in der Membran selbst (e1- bzw. e2-Richtung gemäß Abb. 5.6 -

links) erweist sich der Biaxialversuch, genauer spezifiziert der Äquibiaxialversuch.

Der Vergleich der Reaktionskräfte in beide Zugrichtungen unter verschiedenen Ori-

entierungen der Probe liefert äußerst geringe Unterschiede. In Abb. 5.6 - rechts sind

die Messkurven für zwei um 30◦ verdrehte Proben aufgetragen.

e1

e2
e3 α

α = 30◦

x1

x2

y1 y2

Fx: Richtung x1

Fy: Richtung y1

Fx: Richtung x2

Fy: Richtung y2

0
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F
i
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]
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Abbildung 5.6: Überprüfung der Isotropie an Membran d = 3mm im äquibiaxialen
Zugversuch; links: Probengeometrie mit Koordinatensystem, rechts: Re-
aktionskräfte über Maschinenweg - Vergleich zweier zueinander rotierter
Proben

Die vorangegangen Überlegungen validieren die Modellannahme der Isotropie in

ausreichendem Maße, weshalb in später folgenden Betrachtungen auch vereinfa-

chende experimentelle Auswertungen umgesetzt werden können.



5.5. Glasübergangstemperatur 85

5.5 Glasübergangstemperatur

Im Rahmen der angestrebten thermomechanischen Materialcharakterisierung ist

die Festlegung eines gültigen Temperaturbereichs für das Modell von großer Be-

deutung. Dazu werden einerseits eine Abschätzung der typischen Temperaturen

innerhalb des Produktlebenszyklus genutzt, andererseits generelle Materialeigen-

schaften, wie die Glasübergangstemperatur.

Als Vertreter einer typischen Anwendung soll folgend von Dichtkomponenten im

Kfz-Motorraum ausgegangen werden. Die dort herrschenden Temperaturen befin-

den sich in unseren Breiten im Bereich zwischen −20◦C und 120◦C, vgl. Abschnitt

4.1.4.

Zur Ermittlung der Glasübergangstemperatur des geschäumten Materials wurde ei-

ne DSC-Messung (Differential Scanning Calorimetry [85]) durchgeführt. Die Aus-

wertung stellt sich bei diesem Materialtyp jedoch als schwierig heraus. Die Mess-

kurven bilden zwar die charakteristischen Peakwerte aus, der Bereich des Glas-

übergangs erstreckt sich jedoch über ein recht verschwommenes Temperaturfeld

um ca. −40◦C (−55◦C bis − 35◦C), wodurch eine belastbare Aussage erschwert

wird.

Da im vorliegenden Fall nur ein grobes Temperaturintervall ermittelt werden soll,

wird auf den laut Hersteller maximalen Anwendungstemperaturbereich zurückge-

griffen und auf alternative Messmethoden wie die Dynamisch-Mechanische-Analyse

(DM[T]A) oder Dilatometrie verzichtet. Auf Basis der Herstellerangaben ergibt

sich eine Spanne von −40◦C bis 120◦C, was die experimentell ermittelte Glasüber-

gangstemperatur unterhalb von −40◦C als plausibel erscheinen lässt.

Die experimentelle Untersuchung beschränkt sich in der vorliegenden Arbeit auf

Temperaturen von −5◦C bis 80◦C, was oberhalb der Glasübergangstemperatur

und somit im entropieelastischen Bereich liegt. Von ausgeprägtem viskoelastischem

Verhalten muss daher ausgegangen werden.

5.6 Diskussion: Strukturelle Untersuchungen

Dieses Kapitel gibt Aufschlüsse über generelle Eigenschaften des verwendeten Pro-

benmaterials.
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sollte zur Erstellung von Kompressionsprüfkörpern dienen, die Membran als

Rohmaterial für Zugproben. Lichtmikroskopische Untersuchungen weisen al-

lerdings auf deutliche Unterschiede zwischen den Grundformen hin, weshalb

eine genauere Kenntnis über die innere Struktur unerlässlich ist.� Die genaue Vermessung der Porengrößen und die Betrachtung ihrer Vertei-

lung unter dem Lichtmikroskop ergeben zwar eine recht hohe Homogenität

innerhalb der Geometrietypen, allerdings zeigen sich deutliche Unterschiede

zwischen zylindrischen Proben und Membranproben.� Auch im Hinblick auf die Porosität wird diese Unterscheidung ersichtlich.

Während die Porosität der Membran im Bereich der unteren Toleranzgrenze

der Herstellerangabe liegt, ergibt sich für die Rundschnur eine Porosität nahe

der oberen Toleranzgrenze. Die experimentelle Charakterisierung des Volu-

menanteils erfolgte zum einen optisch durch statistische Auswertung von

Probenschnitten und zum anderen mechanisch durch den hydrostatischen

Kompressionsversuch. Beide Verfahren liefern ähnliche Ergebnisse, weshalb

im späteren Verlauf der experimentellen Untersuchungen auf die zylindri-

schen Proben verzichtet wird und lediglich die Membranproben zur Mate-

rialcharakterisierung genutzt werden.� Die Isotropie des Materials wurde mit zwei Verfahren überprüft. Einerseits

kamen uniaxiale Zugversuche mit optischer Auswertung der Transversaldeh-

nungen zum Einsatz, andererseits äquibiaxiale Zugversuche mit zueinander

verdrehten Proben. Die Feststellung der Isotropie kann durch die ermittel-

te Gleichheit der Transversaldehnungen im ersten Fall und die Gleichheit

der Reaktionskräfte in unterschiedlichen Raumrichtungen im zweiten Fall

begründet werden.� Zur Ermittlung der Glasübergangstemperatur des geschäumten Elastomers

wurden DSC -Messungen an Membran- und zylindrischen Proben durchge-

führt. Die Auswertung der Messkurven war allerdings mit einer gewissen

Unsicherheit verbunden. Die ungefähr ermittelte Glasübergangstemperatur

dieser Tests liegt bei Tg ≈ −40◦C. Herstellerangaben zum zulässigen Tem-

peraturbereich des Materials stützen diesen Zahlenwert.
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Im Rahmen der kontinuumsmechanischen Grundlagen wurde der allgemei-

ne Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang (Gl. (3.80)) aus der Clausius-Planck-

Ungleichung (Gl. (3.75)) hergeleitet. Unter Zuhilfenahme der Argumentation von

Coleman & Noll [31] lässt sich die Gesamtspannung aus den Partialspannungen zu-

sammenfügen, wobei diejenigen der Festkörperphase wiederum in Gleichgewichts-

und Nichtgleichgewichtsanteile unterschieden werden können. Bei der Gasphase

kann von rein elastischem Verhalten ausgegangen werden, weshalb eine weitere

Unterteilung entfällt. In diesem Kapitel soll zunächst auf das hyperelastische und

anschließend auf das viskoelastische Teilmaterialmodell eingegangen werden. Die

Temperaturabhängigkeit wird anschließend durch Modifikation der bereits identi-

fizierten Parameter des Nichtgleichgewichtsanteils einbezogen. Dieses Kapitel wird

daher in drei Abschnitte unterteilt, wobei die Herleitung des hyperelastischen

Modellteils und die anschließende Parametermodifikation detailliert beschrieben

werden, da sich dort die hauptsächliche Neuerung des Modellansatzes verbirgt.

Die Erstellung des viskoelastischen Modellanteils wurde bereits ausführlich von

Koprowski-Theiß [120] erläutert und soll daher nur zusammengefasst präsentiert

werden.

– 87 –
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6.1 Hyperelastisches Teilmodell

Im Sinne der vollständigen Auswertbarkeit der Gl. (3.70) wird eine geeignete For-

mulierung der freien Helmholtz-Energie benötigt. Die Gesamtspannung des hyper-

elastischen Modellanteils reduziert sich unter der ausschließlichen Betrachtung der

Gleichgewichtsanteile zu

T = 2ρSBS

∂ψS
eq

∂BS︸ ︷︷ ︸
TS

−
(
ρGR

)2 ∂ψG

∂ρGR
I

︸ ︷︷ ︸
TG

. (6.1)

Der Index (•)S beschreibt gemäß Kapitel 3 Größen der Festkörperphase und (•)G

Größen der Gasphase. Die Variable ρGR kennzeichnet die reale Gasdichte.

Wie bereits von Koprowski-Theiß diskutiert [120, 121, 122], kann die freie Energie

der Gasphase ψG über das umparametrisierte ideale Gasgesetz ausgedrückt wer-

den, wobei hier eine reine Abhängigkeit vom aktuellen Volumen zu Grunde gelegt

ist,

ψG = p0

(
JS − 1

JS − nS
0

)
1

ρGR
. (6.2)

Der Parameter p0 beschreibt den Atmosphärendruck. Somit ergibt sich der Span-

nungsanteil aus der Gasphase zu

TG = p0

(
JS − 1

JS − nS
0

)
I, (6.3)

was physikalisch als der auftretende Porendruck interpretiert werden kann.

Aufwändiger ist die Formulierung der Partialspannung für die Festkörperphase,

da sie aufgrund der Modellkonstruktion in einen isochoren und einen volumetri-

schen Anteil zerlegt wird. Die Auftrennung ist additiv, wodurch sich eine formale

Zusammensetzung der freien Energie gemäß

ψS (BS) = ψ̂S (I
B̂S
,II

B̂S
) + ψ̄S (JS) (6.4)

ergibt. Arbeiten von Penn [176] oder Eipper [51] weisen bezüglich dieser additi-

ven Aufteilung der freien Helmholtz-Energie auf Schwierigkeiten hin, wodurch eine

generelle Gültigkeit für stark kompressible Materialien angezweifelt wird. Durch

besondere Aufmerksamkeit bei der Parameteridentifikation kann die Problematik
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eingegrenzt werden (Kap. 8).

Es ist üblich und aufgrund der physikalischen Interpretierbarkeit sinnvoll, den vo-

lumetrischen Term als Funktion der Determinanten des Deformationsgradienten

JS auszuwerten und nicht als Funktion der dritten volumetrischen Hauptinvarian-

ten, vgl. Gl. (3.93). Die Vorgehensweise wurde bereits in [51, 120, 205] erfolgreich

angewendet.

Entsprechend Gl. (3.70) wird für den weiteren Verlauf die Ableitung nach der

Prozessvariablen BS benötigt. Gemäß den Gleichungen Gl. (3.91) und Gl. (3.94)

errechnet sich die vollständige, abgeleitete freie Energie zu

ρS
0

∂ψS
(
I
B̂S
,II

B̂S
,JS

)

∂BS

= ρS
0

∂ψ̂S

∂I
B̂S

∂I
B̂S

∂BS

+ ρS
0

∂ψ̂S

∂II
B̂S

∂II
B̂S

∂BS

+ ρS
0

∂ψ̄S

∂JS

∂JS

∂BS

. (6.5)

Der Arbeit von Eipper [51] ist auch die Formulierung des volumetrischen Anteils

der freien Energiefunktion entnommen. Dieser Ansatz sorgt für einen asymptotisch

gegen Unendlich strebenden Druck im Fall der vollständigen Komprimierung der

Gasphase. Im Unterschied zu herkömmlichen kompressiblen Ansätzen tritt der

somit erreichte Kompressionspunkt bereits bei einem endlichen Restvolumen des

Volumenelements auf, das nur noch durch die Festkörpermatrix charakterisiert ist.

Die gewichtete freie Energie nach Eipper [51] ist gegeben durch

ρS
0 ψ̄

S =

ΛS

[
Jγ

S − 1 − γ ln
JS − nS

0

1 − nS
0

+ γnS
0

JS − nS
0

1 − nS
0

]

γ

(
γ − 1 +

1

(1 − nS
0 )

2

) . (6.6)

mit der Lamé-Konstanten ΛS und dem dimensionslosen Parameter γ mit der not-

wendigen Eigenschaft γ ≥ 1. Eine physikalische Interpretation des dimensionslo-

sen Parameters fällt jedoch schwer, wenngleich er für die Sicherstellung der Kon-

vexität der freien Energiefunktion notwendig ist [51]. Die Ableitung von Gl. (6.6)

nach BS, wie sie in Gl. (6.5) benötigt wird, kann unter Verwendung von Gl. (3.94)

geschrieben werden als

ρS
0

∂ψ̄S

∂JS

∂JS

∂BS
=

1

2
JS B−1

S

ΛS

[
Jγ − 1

S − 1

JS − nS
0

+
nS

0

1 − nS
0

]

(
γ − 1 +

1

(1 − nS
0 )

2

) . (6.7)

Die wesentliche Neuerung gegenüber dem Modellansatz von Koprowski-Theiß [120]

ist durch die Wahl der isochoren freien Helmholtz-Energie der Festkörperphase ge-
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geben. Im Gegensatz zu den einachsigen Zugversuchen und den daraus resultieren-

den Materialparametern des hyperelastischen Modellanteils in [120] soll hier gemäß

Kapitel 4 ein Materialmodell erarbeitet werden, das in der Lage ist, mehrachsige

Deformationszustände zu beschreiben. Bei der Herleitung der kontinuumsmechani-

schen Grundlagen in Kapitel 3 wurde daher auf die Notwendigkeit der Beachtung

einer weiterführenden Deformationsinformation hingewiesen. Dies bedingt unmit-

telbar die Durchführung multiaxialer Experimente, wie es bereits in [103] dargelegt

wurde. Im Fall des uniaxialen Zuges ist es nämlich aufgrund des fest vorgegebenen

mathematischen Zusammenhangs zwischen erster und zweiter Hauptinvarianten

I
B̂S

und II
B̂S

möglich, das resultierende Materialmodell auf die Abhängigkeit von

einer Hauptinvarianten zu reduzieren. Der ursprünglich mehrachsige Charakter

des Materialmodells wird dadurch aufgelöst. Mathematisch kann dieser Umstand

durch den Übergang von einem Mooney-Rivlin-Modellansatz [183] zu einem Neo-

Hooke-Ansatz [215] beschrieben werden.

Wiederum ausgehend von der detaillierten Ausformulierung der freien Helmholtz-

Energie (Gl. (6.4)) dient das gewählte Mooney-Rivlin-Materialmodell als die ein-

fachste Variante der Abhängigkeit von den ersten beiden Dehnungshauptinvarian-

ten. Es kann laut [159, 182] in der Form

ρS
0 ψ̂

S = ρS
0 ψ̂

S (I
B̂S
,II

B̂S
) (6.8)

= c10
(
I
B̂S

− 3
)

+ c01
(
II
B̂S

− 3
)

(6.9)

geschrieben werden und stellt damit ein spezielles Glied aus der allgemeinen Po-

tenzreihenentwicklung gemäß [183] dar,

ρS
0 ψ̂

S =

∞∑

i=0, j=0

cij
(
I
B̂S

− 3
)i (

II
B̂S

− 3
)j
, c00 = 0. (6.10)

Komplexere Materialmodelle höherer Ordnung auf Basis dieser Reihenentwick-

lung sind beispielsweise in [11, 100] dargestellt. Eine Verbesserung des klassischen

Mooney-Rivlin-Ansatzes ist hierbei durch eine Erweiterung um Terme 2. und 3.

Ordnung gegeben. Die entstehende Formulierung ist als Mischung aus einem Yeoh-

Modell [231, 232, 233] und einem Mooney-Rivlin-Modell zu deuten und wurde

erstmals von Biderman [11] genannt und wird daher in der Folge als Biderman-

Modell bezeichnet. Diese Erweiterung stellt die Möglichkeit bereit, den für gefüllte

Elastomere charakteristischen S-Schlag im Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang

abzubilden. Dies wird durch die deformationsabhängige Steifigkeit realisiert. Die so

erweiterte freie Energiefunktion des hyperelastischen isochoren Teilmodells ergibt
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sich zu

ρS
0 ψ̂

S = c10
(
I
B̂S

− 3
)

+ c20
(
I
B̂S

− 3
)2

+ c30
(
I
B̂S

− 3
)3

+ c01
(
II
B̂S

− 3
)
.

(6.11)

Die erneute Auswertung des Ausdrucks in Gl. (6.11) gemäß Gl. (6.5) und Einsetzen

der Terme aus Gl. (3.92) liefert

ρS
0

∂ψ̂S

∂BS

= J
−2/3
S c10

(
I − 1

3
IBS

B−1
S

)

+ J
−2/3
S 2 c20

(
J
−2/3
S IBS

− 3

) (
I − 1

3
IBS

B−1
S

)

+ J
−2/3
S 3 c30

(
J
−2/3
S IBS

− 3

)2 (
I − 1

3
IBS

B−1
S

)

+ c01 J
−4/3
S

(
IBS

I − BS − 2

3
IIBS

B−1
S

)
.

(6.12)

Durch Zusammenfügen der drei hyperelastischen Modellansätze aus Gl. (6.3), Gl.

(6.7) und Gl. (6.12) und Einsetzen in den Ausdruck der Gleichgewichtsspannung

gemäß Gl. (3.70) ergibt sich schließlich die hyperelastische Spannungs-Dehnungs-

Beziehung zu

Teq = p0

(
JS − 1

JS − nS
0

)
I

+ 2 J
−5/3
S c10

(
BS − 1

3
IBS

I

)

+ 4 J
−5/3
S c20

(
J
−2/3
S IBS

− 3

) (
BS − 1

3
IBS

I

)

+ 6 J
−5/3
S c30

(
J
−2/3
S IBS

− 3

)2 (
BS − 1

3
IBS

I

)

+ 2 J−2
S c01

(
IBS

BS − B2
S − 2

3
IIBS

I

)

+

ΛS

[
Jγ − 1

S − 1

JS − nS
0

+
nS

0

1 − nS
0

]

(

γ − 1 +
1

(1 − nS
0 )

2

) I.

(6.13)
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6.2 Viskoelastisches Teilmodell

Der vorherige Abschnitt behandelte die Erstellung eines hyperelastischen Modell-

anteils, welcher zur Berechnung der mechanischen Spannungen aufgrund quasi-

statischer Deformationen dient. In der Realität werden allerdings praktisch keine

derartigen Deformationen erkennbar, da immer eine endliche Prozessgeschwindig-

keit vorliegt, wodurch die Spannungsantwort selbst bei geringer Ratenabhängigkeit

des Materials vom Gleichgewichtsanteil abweicht. Diese Abweichung kann in Form

eines superponierten Teilmodells mit expliziter Deformationsratenabhängigkeit ab-

gebildet werden. In Rahmen dieser Arbeit soll nur ein grober Überblick über die

angestellten Überlegungen gegeben werden, da der Ansatz bereits detailliert von

Koprowski-Theiß [120] beschrieben wurde.

Startpunkt der Herleitung ist die Wahl einer geeigneten freien Helmholtz-Energie

für das jeweilige Maxwell-Element gemäß Abb. 3.5, wie sie bereits im Fall der Hy-

perelastizität verwendet wurde. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit soll dabei

vom j-ten Element der Reihe ausgegangen werden. Die Überprüfung der Anforde-

rungen an ein entsprechendes Modell kann durch Betrachtung der experimentellen

Modellstruktur erfolgen, vgl. Kapitel 4. Im Fall des Kompressionsverhaltens wur-

de bereits erwähnt, dass sowohl quasi-statische als auch dynamische Experimente

mit dem vorgestellten hydrostatischen Druckversuch durchgeführt werden können.

Daher liegt es nahe, die identische Ansatzfunktion für die Modellierung des hyper-

und viskoelastischen Teilmodells im Druckbereich zu wählen. Unter Verwendung

des Vorschlags von Eipper [51], den Modellparameter γ aus Gl. (6.6) auf den kon-

stanten Wert 1 zu setzen, folgt für die volumetrische, freie Energiefunktion in Ab-

hängigkeit der Determinante des elastischen Deformationsgradienten Jj
Se

des j-ten

Maxwell-Elements der Zusammenhang

ρS
0 ψ̄

Sj
neq (Jj

Se
) = Λj

(
1 − nS

0

)2
[

Jj
Se

− 1

1 − nS
0

− ln

(
Jj

Se
− nS

0

1 − nS
0

)]
. (6.14)

Die Ermittlung des Spannung-Dehnungs-Zusammenhangs gemäß Gl. (3.80) unter

Berücksichtigung zeitabhängiger Effekte erfordert die Ableitung von Gl. (6.14)

nach dem elastischen, linken Cauchy-Green-Deformationstensor Bj
Se

. Mit dem

Transfer von Gl. (3.94) auf den vorliegenden Fall ergibt sich schließlich

ρS
0

∂ψ̄Sj
neq

∂Bj
Se

=
1

2
Jj

Se
Λj
(
1 − nS

0

)2
[

1

1 − nS
0

− 1

Jj
Se

− nS
0

]

(Bj
Se

)−1. (6.15)
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Für den Zugbereich stellt sich eine analoge Behandlung jedoch als nicht zweckmä-

ßig dar, da die Identifikation an uniaxialen Zugversuchen durchgeführt wird und

die Anpassung eines Mooney-Rivlin-Modells mit uniaxialen Experimenten gemäß

Johlitz et al. [103] nicht notwendigerweise zu einem zufriedenstellenden Ergebnis

führt. Ein einfacherer Ansatz des Neo-Hooke-Typs ist daher aufgrund der vorlie-

genden experimentellen Ausstattung ausreichend und liefert die freie Helmholtz-

Energie des isochoren Nichtgleichgewichtsanteils,

ρS
0 ψ̂

Sj
neq (I

B
j
Se

) =
1

2
µj
(
I
B

j
Se

− 3
)
. (6.16)

Analog zum volumetrischen Anteil wird die Ableitung von Gl. (6.16) nach Bj
Se

zur Ermittlung des isochoren Nichtgleichgewichtsanteils der Spannung des j-ten

Elements benötigt, die durch

ρS
0

∂ψ̂Sj
neq

∂I
B

j
Se

=
1

2
µj
(
Jj

Se

)−2/3
[
I − 1

3

(
Bj

Se

)−1
I
B

j
Se

]
(6.17)

gegeben ist.

Zusammengefasst liefern die Gleichungen (6.15) und (6.17) nach Einsetzen in die

inelastischen Partialspannungen aus Gl. (3.80)2 die mechanische Spannung des j-

ten Elements gemäß

Tj
neq = 2 J−1

S

[
µj
(
Jj

Se

)−2/3
(
Bj

Se
− 1

3
I
B

j
Se

I

)]

+ 2 J−1
S

[
Jj

Se
Λj
(
1 − nS

0

)2
(

1

1 − nS
0

− 1

Jj
Se

− nS
0

)]
I.

(6.18)

Wie in den kontinuumsmechanischen Grundlagen bereits erläutert, wird die Ent-

wicklung der elastischen Größen in Gl. (6.18) über die Auswertung der Dissipa-

tionsrestungleichung hinreichend bestimmt und gemäß Gl. (3.86) berechnet. Ein-

setzen der abgeleiteten Energiefunktionen Gl. (6.15) und Gl. (6.17) in die Evolu-

tionsgleichung liefert schließlich die Differentialgleichung

(
Cj

Si

)′
S

= 2
µj

η̂j
J−1

S

(
Jj

Se

)−2/3
(
CS − 1

3
Cj

Si
I
B

j
Se

)

+ 2
Λj

η̄j
J−1

S Jj
Se

(
1 − nS

0

)2
(

1

1 − nS
0

− 1

Jj
Se

− nS
0

)
Cj

Si
,

(6.19)
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deren numerische Auswertung den jeweiligen Deformationszustand des entspre-

chenden Maxwell-Elements ergibt. In Gl. (6.19) wird mit η̂j und η̄j zwischen iso-

choren und volumetrischen Viskositäten unterschieden, was eine getrennte Identi-

fikation ermöglicht. Da das Verhalten dabei auf die Kombination aus einem kom-

pressiblen Gas und einer inkompressiblen Festkörperphase zusammengesetzt ist,

gilt die Stokessche Annahme [94] hier nicht. Das bedeutet konkret, dass die Vo-

lumenviskositäten beider Sonderfälle als nicht vernachlässigbar angesehen werden

können und einen kombinierten Beitrag in der Mischung leisten.

Bei näherer Betrachtung offenbart die Evolutionsgleichung (Gl. (6.19)) den Quoti-

enten aus dem Schubmodul µj bzw. der Lamé-Konstanten Λj und den zugehörigen

Viskositäten η̂j bzw. η̄j. In reziproker Darstellung sind dadurch die Relaxations-

zeiten r̂j und r̄j des betreffenden Maxwell-Elements gegeben, vgl. Gl. (6.21)1.

Das untersuchte Material zeigt jedoch eine ausgeprägte Nichtlinearität im raten-

abhängigen Verhalten. Eine deutliche Erhöhung der Prozessgeschwindigkeit hat

nur eine relativ geringe Veränderung der Nichtgleichgewichtsspannung zur Folge.

In [120, 121, 188] wurde als Lösung dieses Problems die Einführung nichtlinearer

Relaxationszeitfunktionen vorgeschlagen. Diese beinhalten eine explizite Abhän-

gigkeit von der Dehngeschwindigkeit, im Speziellen von der Frobenius-Norm des

Deformationsgeschwindigkeitstensors DS,

||DS|| =
√

(DS)ij (DS)ij. (6.20)

Da zusätzlich zur Dehnratenabhängigkeit noch eine explizite Abhängigkeit von

der aktuellen Dehnung für die adäquate Beschreibung des Materialverhaltens not-

wendig ist, wird genau wie bei Koprowski-Theiß [120, 121] ein weiterer Typ der

Relaxationszeitfunktion eingeführt, vgl. Gl. (6.21)3. Die zusätzliche Abhängigkeit

von der Dehnung soll zumindest für einen Teil der Relaxatoren angewendet wer-

den, wodurch die Beschreibung des Payne-Effekts generell ermöglicht wird, jedoch

nicht explizit ausgeführt werden soll. Die Zusammenstellung gemäß Gl. (6.21) dient

als Überblick über die verwendeten Relaxationszeitfunktionen. Aus Gründen der

Übersichtlichkeit wird auf eine separate Kennzeichnung als volumetrische (•̄) oder
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isochore Größe (•̂) verzichtet,

rj
1© =

ηj

µj
,

rj
2© =

1
r

j

2© +
2
r

j

2© exp
(
−kj

2© ||DS||
)
,

rj
3© =

(
1
r

j

3© +
2
r

j

3© exp
(
−kj

3© ||DS||
)) 1

||CS||
,

rj
4© =

(
1
r

j

4©
)

1

||CS||
=

ηj

µj

1

||CS||
.

(6.21)

Eine ähnliche Vorgehensweise zur Erstellung prozessabhängiger Materialfunktio-

nen wurde zuvor bereits von Haupt & Lion [81] vorgeschlagen.

Abschließend ist zu erwähnen, dass die formal korrekte Darstellung der Prozesspa-

rameter laut Gl. (3.72) um die Prozessvariable DS erweitert werden muss, da sie

explizit in den Relaxationszeitfunktionen Gl. (6.21)2 und Gl. (6.21)3 enthalten ist.

In der Dissertation von Scheffer [188] wurde im Rahmen der Herleitung der ther-

modynamischen Konsistenz dieser Formulierung jedoch aufgezeigt, dass die Ergän-

zung des Prozessvariablensatzes um die Deformationsgeschwindigkeit DS bei glei-

cher Auswertung keine Änderung der Resultate der Clausius-Planck-Ungleichung

(3.75) nach sich zieht. Aus Gründen der Übersichtlichkeit kann daher auf eine

reduzierte Darstellung der Prozessparameter zurückgegriffen werden.

6.3 Thermomechanische Modifikation

In der grundlegenden Herangehensweise zur Entwicklung des Materialmodells wird

im Anschluss an die bisher vorgestellten Überlegungen der Einfluss der Temperatur

betrachtet. Als Einschränkung werden dabei isotherme Prozesse mit homogenen

Temperaturfeldern angenommen. Aus Gründen der Einfachheit soll auf eine klas-

sische thermomechanische Kopplung, wie sie beispielsweise in Arbeiten von Höfer

[84] oder Lion [132] behandelt wird, verzichtet und stattdessen nur eine einseitige

Kopplung vorausgesetzt werden. Die multiplikative Aufteilung des Deformations-

gradienten in mechanische und thermische Anteile entfällt dadurch.

Da sowohl der vorhandene biaxiale Zugversuch, als auch der hydrostatische Druck-

versuch derzeit noch keine Temperiereinheit aufweisen, kann ohnehin lediglich der

Einfluss der Temperatur auf die Parameter des inelastischen Modellanteils unter
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einachsigem Zug beobachtet werden.

Die hier genutzte, alternative Methode geht bereits auf Arbeiten von Ferry [53]

und spätere Ausführungen von Johlitz et al. [104] zurück. Das Materialmodell wird

zunächst ohne explizite Temperaturabhängigkeit erstellt und anhand von Experi-

menten bei Raumtemperatur angepasst. Die Materialparameter des hyperelasti-

schen Anteils können im betrachteten Temperaturbereich als konstant behandelt

werden. Die Abbildung der Temperaturabhängigkeit wird daher lediglich durch die

Anpassung der Materialparameter des inelastischen Teilmodells realisiert [84]. Als

funktionaler Zusammenhang soll ein Arrhenius-Ansatz gemäß Gl. (4.4) verwendet

werden, vgl. [53, 104].

Anhand der Evolutionsgleichung des j-ten Maxwell-Elements (Gl. (6.19)) wird al-

lerdings eine Schwierigkeit bei diesem Vorgehen ersichtlich. Die Veränderung des

Schubmoduls µj wirkt sich unmittelbar auf die Relaxationszeiten aus, welche bei

der Auswertung der Evolutionsgleichungen von Belang sind. Die Konsequenz die-

ser Maßnahme besteht in der Verschiebung des Relaxationsspektrums des Ma-

terials, was die Modellierung mit Hilfe einer diskreten Relaxatoranzahl deutlich

erschwert. Im Allgemeinen ergibt sich das diskrete Relaxationszeitspektrum aus

den charakteristischen Zeiten der zugehörigen Experimente. Eine Verschiebung des

Spektrums kommt physikalisch einer Verschiebung des Gültigkeitsbereichs bezüg-

lich der Dehnraten des Modells gleich. Die von Johlitz et al. [104] vorgeschlagene

Methode umgeht die Problematik durch die identische Variation von Schubmodul

µj und zugehöriger Viskosität ηj. Dadurch bleiben die Relaxationszeitfunktionen

rj
i© und schließlich auch das Relaxationsspektrum konstant. Die explizite Tempera-

turabhängigkeit der Nichtgleichgewichtsspannung laut Gl. (6.18) wird demzufolge

einzig durch die Variation der Steifigkeit der jeweiligen Nichtgleichgewichtsfeder

bestimmt. Die formale Darstellung des Ansatzes lautet

µj(Θ) = µj
Θ0

exp

[
bj
(

1 − Θ

Θ0

)]
,

ηj(Θ) = ηj
Θ0

exp

[
bj
(

1 − Θ

Θ0

)]
,

rj(Θ) =
ηj(Θ)

µj(Θ)
=

ηj
Θ0

µj
Θ0

= rj
Θ0
,

(6.22)

mit der aktuellen Temperatur Θ, der Referenztemperatur Θ0 (Raumtemperatur)

und den ursprünglich angepassten Größen ohne Temperaturabhängigkeit (Index

(•)Θ0
). Einsetzen des Ausdrucks Gl. (6.22)1 in die Formulierung der inelastischen
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Partialspannung des j-ten Maxwell-Elements nach Gl. (6.18) liefert abschließend

Tj
neq(Θ) = 2 J−1

S

[(
µj

Θ0

(
Jj

Se

)−2/3
(
Bj

Se
− 1

3
I
B

j
Se

I

))

+

(
Jj

Se
Λj
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(
1 − nS

0

)2
(

1

1 − nS
0

− 1

Jj
Se

− nS
0

))
I

]
exp

[
bj
(

1 − Θ

Θ0

)]
.

(6.23)

Die zugehörige Evolutionsgleichung, Gl. (6.19), für den jeweiligen Relaxator bleibt

aufgrund von Gl. (6.22)3 unverändert. Durch die Annahme eines idealen Gasge-

setzes für die Porenluft und die Vernachlässigung von Gasströmungen im Rahmen

der Modellbildung treten in Gl. (6.23) lediglich Anteile aus der Festkörperphase

auf.

6.4 Diskussion: Materialmodellierung

In diesem Kapitel wurde die kontinuumsmechanische Modellierung des untersuch-

ten Moosgummiwerkstoffs auf Basis der Theorie Poröser Medien vorgestellt, die

eine Beachtung der Strukturkompressibilität des Materials ermöglicht. Durch eine

multiplikative Trennung der Deformationen in elastische und inelastische Anteile

lassen sich die resultierenden mechanischen Spannungen additiv zerlegen.� Der hyperelastische Anteil des Materialmodells setzt sich aus einem idea-

len Gasgesetz für die vorhandene Porenluft und einem hyperelastischen

Biderman-Modell [11] für die Festkörperphase zusammen. Die Anwendung

des Biderman-Modells ist durch die Betrachtung mehrachsiger Deformatio-

nen notwendig, da so der Einfluss der zweiten Dehnungshauptinvarianten

beachtet werden kann.� Das überlagerte, viskoelastische Teilmaterialmodell beinhaltet lediglich den

Anteil der Festkörperphase, weil der als idealisiert angenommenen Poren-

luft keine viskosen Effekte zugesprochen werden. Da sich die experimentel-

le Charakterisierung der dynamischen Belastungen auf den hydrostatischen

Kompressionsversuch und den uniaxialen Zugversuch beschränkt, genügt im

isochoren Anteil des Modells eine Abhängigkeit von der ersten Invarianten.
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Neben der klassischen, konstanten Relaxationszeit werden weitere, nichtli-

neare Relaxationszeitfunktionen angenommen. Diese sind abhängig von der

Dehnung, der Dehnrate oder beidem.� Der Einfluss der Temperatur wird auf den inelastischen Anteil der Material-

parameter beschränkt. Die nachträgliche Anpassung der temperaturabhän-

gigen Steifigkeitsfunktionen wird um eine identische Anpassung der Viskosi-

täten ergänzt. Durch diese Vorgehensweise wird die Konstanz der Relaxati-

onszeitfunktionen gewährleistet.� Die wesentlichen Neuerungen des vorgestellten Modells gegenüber dem Mo-

dellvorschlag von Koprowski-Theiß [120] lassen sich in zwei Aspekten zu-

sammenfassen. Der Einfluss quasi-statischer, mehrachsiger Deformationen

auf das Materialverhalten wird durch die Erweiterung der freien Helmholtz-

Energie um die zweite Hauptinvariante von BS modelliert. Durch die tempe-

raturabhängige Modifikation der Parameter des viskoelastischen Teilmodells

werden die Auswirkungen der Umgebungstemperatur auf das dynamische

Materialverhalten dargestellt.



7
Versuchsdurchführungen und Experimente

Bei der Vorstellung der verwendeten experimentellen Anlagen in Kapitel 4 wurden

nur die technischen Aspekte der Versuche beleuchtet. Die Rahmenbedingungen für

die Durchführung der jeweiligen Experimente sollen folgend kurz erläutert werden,

wobei hier nur beispielhaft einige Messkurven dargestellt werden sollen. Weitere

Messkurven sind dem Kapitel 9 zu entnehmen. In diesem Zusammenhang schließt

das Kapitel mit der Vorstellung der Besonderheiten im vorliegenden Materialver-

halten und einem ersten Interpretationsansatz der beobachteten Effekte. Zu Beginn

werden die durchgeführten Experimente beschrieben.

Allerdings werden zunächst nur diejenigen Experimente angesprochen, die später

auch tatsächlich Einzug in die Parameteridentifikation halten. Wie die Abb. 1.1

erkennbar, stellt die Anwendung als Dichtwerkstoff im Automobilbau eine Vielzahl

unterschiedlicher Anforderungen an das Material. Der zu erwartende Temperatur-

bereich einer Komponente in der Nähe des Motorraums ist sicherlich höher als

der eines vergleichbaren Bauteils an der Kofferraumklappe. Weiterhin sind die

maximalen Deformationen und auch die maximalen Deformationsraten von der

spezifischen Verwendung abhängig. Aufgrund der Fülle an verschiedenen Einfluss-

faktoren ist das hier resultierende Modell eine beispielhafte Anpassung an gewisse

Belastungsumstände. Daraus ergibt sich ein gewisser Gültigkeitsbereich, der je

nach Arbeitspunkt verschoben werden kann. Limitierende Größe hierbei ist nicht

etwa der experimentelle Aufwand, sondern die Anzahl der im Modell enthaltenen

– 99 –
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Maxwell-Elemente, vgl. Kapitel 6. Die Beschränkung auf einen bestimmten Dehn-

ratenbereich wirkt sich unmittelbar positiv auf die Simulationskosten aus. Daher

ist es sinnvoll, ein Basismodell zu entwerfen und bei Bedarf zu erweitern, was unter

anderem durch weiterführende Experimente und die entsprechende Parameteran-

passung durchgeführt werden kann.

Ein Merkmal, das bei der Betrachtung von rußgefülltem EPDM häufig auftritt,

sind ausgeprägte Relaxationszeiten [120, 188]. Das Abklingen der viskosen Span-

nungen nach einer Belastung ist auch nach 24 Stunden noch nicht vollständig

abgeschlossen (Abb. 7.1). Zur Ermittlung der Grundelastizität, wie sie als fester
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Abbildung 7.1: Relaxation im uniaxialen Zug, zeitlicher Verlauf der Reaktionskraft F ,
Haltezeit 24 h

Bestandteil in das Materialmodell (Kapitel 6) einfließt, müssen entsprechende Re-

laxationsexperimente aus praktischen Gründen abgekürzt werden [188]. Generell

kann durch Verringerung der Deformationsgeschwindigkeit auch eine anschließende

Haltezeit verringert werden. Eine alternative Methode zum schnelleren Erreichen

der Grundelastizität wurde von Scheffer et al. [189] oder Sedlan [197] vorgestellt,

hier jedoch nicht verwendet.



7.1. Experimente 101

7.1 Experimente

7.1.1 Vorbehandlung

In der hier verwendeten Methode zur Modellierung des Materialverhaltens eines

porösen Elastomers werden Entfestigungseffekte wie der Mullins-Effekt oder der

Payne-Effekt vernachlässigt. Diese beiden Spezialfälle in der Materialcharakteristik

bei (gefüllten) Elastomeren können hierbei allerdings auf unterschiedliche Weise

behandelt werden. Arbeiten von Koprowski-Theiß [120] oder Scheffer [188] haben

diesbezüglich den Beweis geführt, dass zumindest der Payne-Effekt bei der Model-

lierung der Viskositäten mit nichtlinearen Relaxationszeitfunktionen bereits durch

das Modell abgebildet werden kann, ohne diesem eine besondere Aufmerksamkeit

zu schenken. Anders verhält es sich beim Mullins-Effekt. Seine Modellierung er-

fordert zusätzlich die Formulierung einer Variable, die die Belastungshistorie des

Materials widerspiegelt [112]. Auf einen solchen Ansatz soll hier jedoch verzichtet

werden. Bei Bedarf ist eine nachträgliche Ergänzung des Modells im Rahmen einer

Schädigungsformulierung um einen entsprechenden Term möglich.

Zur Kompensation dieser theoretischen Vernachlässigung muss das Material auf

einen stabilen und reproduzierbaren Ausgangszustand gebracht werden. Dieser

wird durch die zyklische Belastung jeder unbelasteten Probe auf ein bestimmtes Ni-

veau erreicht. Aus geometrischen Gründen beschränkt sich die Vorkonditionierung

jedoch auf die Ausprägung des später durchgeführten Experiments. Die Zugpro-

ben werden demnach im Zugbereich vorkonditioniert und die Kompressionsproben

unter hydrostatischem Druck.

Das Vorkonditionierungsniveau liegt bei allen Versuchstypen bei höheren maxima-

len Dehnungen und Dehnraten als in den späteren Versuchen. Der Zeitpunkt des

stabilen Ausgangszustandes muss allerdings aufgrund der großen Relaxationszeiten

definiert werden. In Abb. 7.2 - oben ist eine Vorkonditionierung an einer uniaxialen

Zugprobe für die erste Belastung und eine Wiederholung nach einer Woche dar-

gestellt. Abbildung 7.2 - unten zeigt lediglich den ersten Belastungszyklus einer

unbelasteten Probe als Referenz und die entsprechenden Wiederholungen nach ei-

nem Tag, einer Woche und vier Wochen. Aufgrund der geringen Differenz zwischen

den Kurven nach einer und vier Wochen kann die Erholung der Probe nach einer

Woche als abgeschlossen angesehen werden.
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Abbildung 7.2: Vorkonditionierung beim uniaxialen Zug, Reaktionskraft F über Maschi-
nenweg uM für zuvor unbelastete Referenz und Wiederholungsversuche;
oben: 10 Zyklen - nach 1 Woche, unten: 1. Zyklus nach 1 Tag, 1 Woche
und 4 Wochen

Die Vorkonditionierung beim biaxialen Zugversuch besteht ebenfalls aus zehn Zy-

klen pro Achse, allerdings werden diese in fünf quasi-uniaxiale Wiederholungen

und fünf äquibiaxiale Wiederholungen unterteilt. Dadurch kann eine Vorkonditio-

nierung in den Grenzbereichen der Invariantenebene (Abb. 3.6) garantiert werden.

Der zeitliche Ablauf einer Vorkonditionierung beim Biaxialversuch ist in Abb. 7.3

- oben dargestellt. Die Auftragung der Reaktionskraft über den Maschinenweg in

y−Richtung (Abb. 7.3 - unten) ergibt einen ähnlichen Verlauf wie zuvor beim un-

iaxialen Zug. Die Auftragung zeigt im Bereich höherer, äquibiaxialer Dehnungen
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eine Ablösung der Kurve des ersten äquibiaxialen Zyklus von den weiter folgenden

Zyklen. Daraus lässt sich der Einfluss der höheren Dehnungen in den Probenar-

men erkennen. Durch die Querkontraktion im Zentrum der Probe aufgrund der

Dehnung in x−Richtung erhöht sich in den Randbereichen der Probe die uniaxia-

le Dehnung in y−Richtung. Die maximale Dehnung in der Belastungshistorie der

Probe wird dadurch leicht erhöht und es zeigt sich erneut die Ausprägung des

Mullins-Effekts.
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Abbildung 7.3: Vorkonditionierung beim biaxialen Zug an zuvor unbelasteter Probe;
oben: zeitlicher Verlauf Reaktionskraft Fi bzw. Maschinenweg ui, unten:
Reaktionskraft Fy über Maschinenweg uy für 5 uniaxiale und 5 äqui-
biaxiale Teilzyklen
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Während der Unterschied zwischen unbelasteter und vorkonditionierter Probe

beim Zugversuch deutlich zu erkennen ist (Abb. 7.2), weist der Druckversuch

nur eine relativ geringe Abhängigkeit von der Vorbehandlung auf (Abb. 7.4).

Zur Vereinheitlichung der Experimente werden die Druckproben ebenfalls zy-

klisch vorkonditioniert. Der Maximaldruck der zyklischen Belastung beträgt dabei

pmax = 12,5 MPa. Die Darstellung zeigt das gemessene Rohsignal des Kammer-

drucks pK über dem gemessenen Kolbenhub sK ohne die Durchführung einer Ka-

librierung.
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Abbildung 7.4: Vorkonditionierung beim hydrostatischen Druck, Kammerdruck pK über
Kolbenhub sK für unbelastete Referenz und Wiederholung nach einer
Woche

7.1.2 Hydrostatische Kompressionsversuche

Die Parameteridentifikation unter hydrostatischem Druck erfolgt passend zur Mo-

dellstruktur in zwei Stufen. Dabei werden zunächst die Anpassungen des statischen

Modellanteils vorgenommen und anschließend um die dynamischen Anteile erwei-

tert. Die zugehörigen Experimente werden in der Folge kurz beschrieben. Trotz

der geringen intrinsischen Ratenabhängigkeit des Versuchsstandes selbst, werden

die zugehörigen Kalibrierkurven für jeden Versuchstyp separat ausgewertet.
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Quasi-statische Kompressionsversuche

Die statischen Kompressionsversuche werden in Form eines Treppenversuchs aus-

geführt. Dieser Versuchstyp stellt eine Hintereinanderausführung einzelner Relaxa-

tionsversuche auf ansteigenden Dehnungsniveaus dar. Der Vorteil dieses Versuchs-

typs gegenüber den einzelnen Relaxationsexperimenten ist durch die reduzierte

Versuchsanzahl gegeben. Nachteilig wirkt sich hingegen die verhältnismäßig lange

Versuchsdauer aus. Die sensible Reaktion des Materials auf Temperaturänderungen

wurde in diesem Zusammenhang bereits in anderen Arbeiten erwähnt [120, 198].

Mit steigender Versuchsdauer muss daher auch gesteigerte Aufmerksamkeit auf

die klimatischen Bedingungen im Umfeld des Versuchs gelegt werden, gerade im

Hinblick auf die fehlende Möglichkeit zur Temperierung beim hier vorgestellten

hydrostatischen Kompressionsversuch. Daher muss ein Kompromiss zwischen den

Parametern Kolbengeschwindigkeit, Stufenanzahl und Haltezeit gefunden werden.

Als Kompromisslösung werden die Versuche bei einer sehr niedrigen Kolbenge-

schwindigkeit (ṡK = 0,01 mm/s → J̇S ≈ 10−5 1/s) mit relativ geringer Haltezeit

gefahren (th = 600 s). Abbildung 7.5 zeigt dabei zunächst den zeitlichen Verlauf

des Kammerdrucks in einem Treppenversuch. Der quasi-stationäre Kammerdruck

am Ende jeder Relaxationsstufe (gekennzeichnet mit Stern) wird als Stützstelle für

die Grundelastizität exportiert.
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Abbildung 7.5: Treppenversuch bei hydrostatischer Kompression zur Ermittlung der
Grundelastizität (quasi-statisch): zeitlicher Verlauf des Kammerdrucks
pK
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Nach der Kalibrierung des Kolbenhubs gemäß Gl. (4.9) und Auswertung der

Volumendehnung nach Gl. (4.12) ergibt sich schließlich die Grundelastizitätskurve

im Druckbereich wie in Abb. 7.6 dargestellt. Darin wird der Kammerdruck pK

über der Volumendehnung V/V0 aufgetragen.
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Abbildung 7.6: Treppenversuch bei hydrostatischer Kompression zur Ermittlung der
Grundelastizität (quasi-statisch): Kammerdruck pK über Volumendeh-
nung V/V0 nach Kalibrierung und Auswertung

Dynamische Kompressionsversuche

Die Experimente zur Auswertung des Dehnrateneinflusses auf das Kompressions-

verhalten des Moosgummis unterliegen einer gewissen experimentellen Besonder-

heit. Die durchgeführten zyklischen Experimente lassen sich nicht ohne Weiteres

in die Kategorien kraft- oder weggesteuerte Versuche einordnen und stellen dies-

bezüglich eine Mischform dar. In der Belastungsphase eines jeden Zyklus liegt

eine Wegsteuerung mit Anpassung der Kolbengeschwindigkeit vor. Der Endpunkt

der Belastungsrampe wird hingegen kraftgesteuert, genauer gesagt druckgesteuert

erreicht. Daher tritt bei jedem Zyklus der identische Maximaldruck pmax
K auf, wo-

hingegen der maximale Kolbenhub variieren kann. Die Abbildung 7.7 zeigt einen

Vergleich zweier Messungen für unterschiedliche Belastungsgeschwindigkeiten.
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Abbildung 7.7: Zyklische Belastung unter hydrostatischem Druck für zwei Kolbenge-
schwindigkeiten ṡK , Kammerdruck pK über Kolbenhub sK mit schein-
barer Verschiebung des Kompressionspunktes

Die Kurven weisen bei gleichem Maximaldruck eine signifikante Differenz zwischen

den Kolbenhüben auf. Die daraus resultierende, scheinbare Verschiebung des Kom-

pressionspunktes ist an den Belastungspfaden zweier Relaxationsexperimente un-

ter hydrostatischem Druck bei verschiedenen Kolbengeschwindigkeiten erklärbar

(Abb.7.8 - oben). Die Auftragung der zugehörigen Relaxationskurven zeigt den

Ursprung des Phänomens (Abb. 7.8 - unten). Durch die inelastische Überspan-

nung im Druckbereich wird der Maximaldruck bereits früher, also bei niedrigeren

Volumendehnungen erreicht, woraus auch ein niedrigerer asymptotischer Grund-

elastizitätswert an dieser Stufe resultiert. Die Differenz zwischen den asymptoti-

schen Grundelastizitäten an beiden Stufen δ peq beschreibt dabei näherungsweise

die inelastische Überspannung bei der höheren Belastungsrate. Die Entlastungs-

rampe wird danach wieder weggesteuert absolviert, wobei der Umkehrpunkt wie-

derum durch den Nulldurchgang des gemessenen Relativdrucks gegeben ist. Da

eine Temperierung der Kompressionskammer derzeit nur prototypisch umgesetzt

und erprobt wurde, treten als variierende Parameter nur die Kolbengeschwindig-

keit und der Maximaldruck auf. Als Kolbengeschwindigkeiten im Belastungspfad

werden 0,1 mm/s und 1 mm/s genutzt. Zur Vermeidung von Haftreibeffekten zwischen

Kolben und Zylinderwand werden sämtliche Entlastungspfade mit einer Kolben-

geschwindigkeit 1 mm/s durchlaufen. Für die zeitliche Auftragung von Messkurven

sei auf Kapitel 9 (Abb. 9.4 und 9.5) verwiesen.
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Abbildung 7.8: Relaxationsexperiment unter hydrostatischem Druck für zwei Kolbenge-
schwindigkeiten ṡK ; oben: Kammerdruck pK über Kolbenhub sK für Be-
lastungspfad der Relaxationsversuche, unten: zugehöriger zeitlicher Ver-
lauf des Kammerdrucks pK über gesamte Dauer des Relaxationsexperi-
ments
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7.1.3 Zugversuche

Quasi-statische, biaxiale Zugversuche

Der experimentelle Ablauf der Biaxialversuche ist eine Weiterentwicklung der Me-

thode, die bereits von Johlitz et al. [103] vorgeschlagen wurde. Die verwendete

Probengeometrie wurde im Rahmen einer experimentellen [153, 200] und einer nu-

merischen Optimierung [192] an die vorliegende Apparatur angepasst. Die Grund-

form basiert dabei auf der kreuzförmigen Überlagerung zweier Zugstäbe nach DIN

EN ISO 527-2 [43] mit entsprechender Anpassung des Kreuzungsbereichs. Durch

Vorreckung in einer Richtung und anschließendes Nachziehen der zweiten Ach-

se bis zum gleichen Dehnungsniveau entsteht ein Dehnungsmuster, das zunächst

durch einen nahezu uniaxialen Deformationszustand charakterisiert wird und einen

anschließenden Übergang hin zu einem äquibiaxialen Zustand beschreibt. Die Hin-

tereinanderausführung solcher Pendelbewegungen mit intermittierenden uni- und

äquibiaxialen Streckungen (Abb. 7.9) ergibt schließlich eine Deformationscharak-

teristik im Probenzentrum, wie sie in Abb. 7.10 in der Invariantenebene abgebildet

werden kann.
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Abbildung 7.9: Pendelversuch zur Ermittlung der Grundelastizität unter biaxialer De-
formation, Maschinenwege ui über Zeitparameter τ mit Haltezeit nach
jeder Stufe
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Abbildung 7.10: Pendelversuch zur Ermittlung der Grundelastizität unter biaxialer De-
formation gemäß Abb. 7.9, Deformationscharakteristik des Probenzen-
trums in der Invariantenebene - Verlauf entlang Zeitparameter τ

Die Auswertung der Dehnung erfolgt feldlich über DIC, vgl. Abschnitt 4.3.1. Der

Zeitparameter τ gibt dabei die zeitliche Abfolge des Experiments an, wobei das

Versuchsende bei τ = 1 erreicht ist.

Diese Form des Experiments wird in der Folge aufgrund des Erscheinungsbildes

innerhalb der Invariantenebene Pendelversuch genannt [200, 201]. Die besondere

Eignung des Experiments ist durch das breite Spektrum enthaltener Deformati-

onsmoden gegeben. Da der Biaxialversuch hier lediglich zur Anpassung des hyper-

elastischen Modellanteils verwendet wird, werden die Experimente quasi-statisch

in Form von Treppenversuchen ausgeführt, wobei hier eine Maschinengeschwin-

digkeit u̇i = 0,01 mm/s genutzt wird. Am Ende jeder Stufe werden die Aufnahme

eines Fotosatzes initiiert und die korrespondierenden Kraftmesswerte gespeichert.

Die resultierenden Messkurven bei der Durchführung der quasi-statischen Expe-

rimente sind beispielhaft der Abb. 7.11 zu entnehmen. Sowohl die Verläufe der

Maschinenwege als auch die der Reaktionskräfte sind in der kontinuierlichen Dar-

stellung eines Pendelversuchs erkennbar.
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Abbildung 7.11: Biaxialer Zugversuch, Messkurven eines Pendelversuchs nach Abb. 7.10,
zeitliche Verläufe der Reaktionskräfte Fi und Maschinenwege ui zur
Ermittlung der Grundelastizität, u̇i = 0,01 mm/s

Der Einfluss der biaxialen Dehnung auf die Materialantwort innerhalb eines biaxia-

len Experiments zeigt sich anhand von Abb. 7.12. Darin ist der Verlauf der gemes-

senen Kraft in y−Richtung über den Maschinenweg in y−Richtung aufgetragen.

Die Kräfte entsprechen den quasi-stationären Werten am Ende der zugehörigen

Haltezeit. Die unterschiedlichen Kurven ergeben sich aus einer individuellen Vor-

deformation in x−Richtung u0
x, welche in Schritten von 5 mm gestaffelt ist. Die

Referenzkurve F 0
x = 0 stellt den uniaxialen Zug an einer Biaxialprobe dar, wo-

bei die Querrichtung zur y−Achse frei bleibt. Die Sterne kennzeichnen jeweils den

äquibiaxialen Deformationszustand jedes Einzelexperiments und die Verbindungs-

linie entsprechend die theoretische Kraftantwort bei rein äquibiaxialem Zug. Die

Mehrinformation des allgemeinen biaxialen Zugversuchs gegenüber dem uniaxialen

und äquibiaxialen Zugversuch wird daraus klar ersichtlich.

Die Angabe des maximalen Dehnungsbereichs fällt bei diesem Versuchstyp aller-

dings schwer, da durch den äußerst inhomogenen Deformationszustand viele ver-

schiedene Dehnungen auftreten. Generell ist der biaxial deformierte Bereich, also

das Zentrum der Probe von besonderem Interesse. Die Maximaldehnung in dem

Bereich beträgt für das Material εmax
c ≈ 0,2 in jede Richtung. Die geringe Mittel-

felddehnung ist nur durch Anpassung der Probengeometrie zu erhöhen.
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Abbildung 7.12: Einfluss biaxialer Deformation, Reaktionskraft Fy über Maschinenweg
uy für verschiedene Vordeformationen in x−Richtung u0

x, Sterne ent-
sprechen Punkten mit äquibiaxialer Deformation, F 0

x = 0N rein un-
iaxiale Referenz; u̇i = 1 mm/s

Dynamische, uniaxiale Zugversuche

Der viskose Anteil des Materialmodells wird wie zuvor beschrieben anhand von

uniaxialen, zyklischen Experimenten identifiziert. Die Durchführung dieser Expe-

rimente erfolgt nach dem klassischen Konzept der Wegsteuerung bei konstanter

Maschinengeschwindigkeit. Diese Methode liefert eine nahezu konstante Dehn-

rate innerhalb der Be- und Entlastungsrampe. Neben der Maschinengeschwin-

digkeit (u̇M = {0,01; 0,1; 1; 10}mm/s) wird auch der maximale Maschinenweg

(umax
M = {20; 40; 60}mm) variiert. Die Auswertung der Dehnungen und der zuge-

hörigen Cauchy-Spannungen werden mit Hilfe der Maschinenwegkalibrierung Gl.

(4.13) durchgeführt, wobei beide Streckungen senkrecht zur Zugachse identisch

berechnet werden (vgl. Abschnitt 5.4). Eine exakte optische Auswertung für je-

des Experiment entfällt dadurch. Zur Verminderung des Simulationsaufwands, wie

einleitend in diesem Kapitel erwähnt, werden im Rahmen der Parameteridentifika-

tion allerdings sowohl die größte Dehnrate, als auch die größte Maximaldehnung

vernachlässigt. Die Ratenabhängigkeit der Materialantwort ist für die maximalen

Maschinenwege umax
M = 20 mm (Abb. 7.13) und umax

M = 60 mm (Abb. 7.14) dar-

gestellt. Durch die Auftragung der Reaktionskraft F über dem Maschinenweg uM

für verschiedene Geschwindigkeiten ergeben sich zwei charakteristische Merkmale.
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Einerseits die nichtlineare Abhängigkeit von der Dehnrate und andererseits der

ausgeprägte S-Schlag des Materials, welcher sich erst oberhalb von uM = 40 mm

äußert.
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Abbildung 7.13: Zyklische, uniaxiale Zugversuche, Reaktionskraft F über Maschinenweg
uM für vier Maschinengeschwindigkeiten u̇M bei Θ = 20◦C, umax
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Abbildung 7.14: Zyklische, uniaxiale Zugversuche, Reaktionskraft F über Maschinenweg
uM für vier Maschinengeschwindigkeiten u̇M bei Θ = 20◦C, umax

M =
60mm
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Zur genaueren Untersuchung des Einflusses der Maximaldehnung auf die viskosen

Eigenschaften des Materials ist in Abb. 7.15 ein Vergleich zwischen den Messkurven

bei identischer Temperatur und Maschinengeschwindigkeit für verschiedene Deh-

nungsniveaus dargestellt. Hier zeigt sich ebenfalls ein nichtlinearer Zusammenhang

zwischen dem aktuellen Dehnungsniveau und der Fläche innerhalb der Hysterese-

schleife.
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Abbildung 7.15: Zyklische, uniaxiale Zugversuche, Reaktionskraft F über Maschinenweg
uM für drei Maximaldehnungen u̇max

M bei Θ = 20◦C, u̇M = 1 mm/s

7.1.4 Zugversuche mit Temperatureinfluss

Zur abschließenden Charakterisierung der Temperaturabhängigkeit des untersuch-

ten geschäumten EPDM werden schließlich einachsige Zugversuche unter verschie-

denen Umgebungstemperaturen durchgeführt. Die Experimente sind dabei iden-

tisch zu den dynamischen, uniaxialen Zugversuchen aus dem vorherigen Abschnitt.

Die einzige Änderung bezieht sich auf die äußere Temperatur, welche zwischen

Θmin = −5◦C und Θmax = 80◦C variiert wird. Die thermische Ausdehnung konnte

in den angestellten Versuchen vernachlässigt werden. Die poröse Struktur kompen-

siert die thermische Ausdehnung aufgrund des hohen Volumenanteils der Porenluft,

die durch offene Poren an den seitlichen Schnittkanten der Proben entweichen kann.

Die Kompensation der thermischen Ausdehnung durch die innere Struktur wur-

de bereits für ein geschäumtes PVC nachgewiesen [45] und scheint eine inhärente
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Eigenschaft der Porenstruktur zu sein. Daher kann die Maschinenwegkalibrierung

gemäß Gl. (4.13) auch bei variierenden Temperaturen als hinreichend genau an-

gesehen und verwendet werden. Die beispielhafte Darstellung der Messkurven für

verschiedene Maschinengeschwindigkeiten bei einer Temperatur Θ = −5◦C (Abb.

7.16) zeigt dabei eine deutliche Aufweitung der Hystereseschleifen gegenüber dem

korrespondierenden Experiment bei Θ = 20◦C (Abb. 7.13), was dem geringeren

Abstand zur Glasübergangstemperatur geschuldet ist.
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Abbildung 7.16: Zyklische, uniaxiale Zugversuche, Reaktionskraft F über Maschinenweg
uM für vier Maschinengeschwindigkeiten u̇M bei Θ = −5◦C, umax

M =
20mm

Der Vergleich von Messkurven gleicher Maschinengeschwindigkeit und Maximal-

dehnung bei unterschiedlichen Temperaturen liefert allerdings ein unerwartetes

Ergebnis. Die Aufweitung der Hystereseschleifen und somit die Zunahme viskoser

Eigenschaften kann nicht nur bei geringeren Temperaturen entdeckt werden, son-

dern auch bei Steigerung der Umgebungstemperatur (Abb. 7.17).

Daraus resultiert ein Widerspruch zur eigentlichen Annahme eines thermorheo-

logisch einfachen Materials. Die dargestellte Materialeigenschaft wird daher im

folgenden Abschnitt einer genaueren Prüfung unterzogen.
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Abbildung 7.17: Zyklische, uniaxiale Zugversuche, Reaktionskraft F über Maschinenweg
uM für verschiedene Temperaturen Θ, u̇M = 1 mm/s, umax

M = 20mm

7.2 Experimentelle Auffälligkeiten

Die experimentelle Untersuchung des vorliegenden EPDM-Moosgummis deutet auf

zwei bemerkenswerte Charakteristiken des Materials hin. Die Besonderheiten be-

ziehen sich dabei einerseits auf die Evolution der Viskositäten bezüglich der Tem-

peratur und auf einen Schädigungsmechanismus, der in der Folge als Relaxations-

riss bezeichnet wird und zumindest phänomenologisch eingeführt bzw. vorgestellt

werden soll.

7.2.1 Temperaturabhängigkeit der Viskosität

Bei der Auswertung des Temperatureinflusses auf das viskoelastische Verhalten von

Polymeren wird häufig auf die Annahme der thermorheologischen Einfachheit des

betrachteten Materials verwiesen [79, 132, 133]. Die Annahme gilt als erfüllt, wenn

alle Relaxationszeiten des diskreten Spektrums in gleicher Weise auf eine Tempera-

turänderung reagieren. Demzufolge ergibt sich für die makroskopische Viskosität

des Materials ein monotoner Verlauf. Im Rahmen der hier vorgeschlagenen Me-

thode zur Modellierung der temperaturabhängigen Viskositäten (Kapitel 6) mit

Hilfe eines monotonen Ansatzes wie der Exponentialfunktion ist das von besonde-
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rer Wichtigkeit.

Messungen ergeben für den untersuchten, zellulären Werkstoff allerdings eine davon

abweichende Charakteristik. Statt einer monoton abfallenden Viskositätsentwick-

lung über die Temperatur ergibt sich eine parabolische Abhängigkeit mit einem

Minimum im Bereich der Raumtemperatur (Abb. 7.18). Der vorgestellte exponen-

tielle Ansatz für die Viskositäten gemäß Gl. (6.22) ist in diesem Kontext eigentlich

nicht geeignet, um das Materialverhalten vollständig beschreiben zu können. Da

sich das korrespondierende Vollmaterial jedoch wie gefordert thermorheologisch

einfach verhält (Abb. 7.18), wird der Zugang trotzdem verwendet. Eine Veran-

schaulichung ist auf Basis der Fläche innerhalb der Hysterese des ersten Zyklus

im Kraft-Maschinenweg-Diagramm darstellbar. Sie ist als Maß für die Energiedis-

sipation und somit die Viskosität des Materials zu deuten. Durch Normierung der

Fläche auf diejenige der Kurve bei Θ = 20 ◦C ergibt sich die normierte Fläche Ā1

zu

Ā1 =
A1

A1
20◦C

, (7.1)

mit der Hysteresefläche im ersten Zyklus A1 und der Referenzfläche A1
20◦C.
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Abbildung 7.18: Normierte Hysteresefläche Ā1 nach Gl. (7.1) über Temperatur; Moos-
gummi und korrespondierendes Vollmaterial

(
u̇M = 0,1 mm

s

)
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Da das Grundmaterial für beide Ausprägungen identisch ist, liegt der Verdacht

nahe, dass die Anomalie aus dem Herstellungsverfahren oder der Struktur des

Moosgummis resultiert. Eine thermisch induzierte Nachvernetzung des Materials

kommt als Erklärungsansatz für das Phänomen in Betracht. Eine weitere, mögli-

che Ursache liegt im steigenden Porendruck in geschlossenen Poren bei erhöhter

Temperatur begründet. Beide Ansätze sollen folgend genauer untersucht werden.

Eine erste, einfache Klassifizierung zur Erklärung der Viskositätszunahme ist durch

die Unterscheidung zwischen einem physikalischen, reversiblen Prozess und einem

chemischen, irreversiblen Prozess gegeben. Als physikalische Ursache kann bei-

spielsweise der steigende Porendruck und die damit einhergehende Deformation

der Luftkanäle im Material genannt werden. In dieser Form kann ein Verbin-

dungskanal zwischen zwei Poren als Austauschroute für Porengas aufgrund von

äußerer Deformation interpretiert werden. Benachbarte geschlossene Poren kön-

nen den Kanal in Folge lokalisierter, thermischer Ausdehnung verengen und somit

den Durchfluss der Porenluft erschweren. An den Engstellen tritt somit bei äußerer

Belastung eine zusätzliche Dämpfung auf, welche durch anschließende Abkühlung

wieder verschwindet und daher einen reversiblen Prozess beschreibt, vgl. Abb. 7.19.

Eine einmalig erhitzte und anschließend abgekühlte Probe müsste demnach ähnli-

che Ergebnisse wie eine nicht thermisch behandelte Probe liefern.

a) b)

F

Θ = 20◦C Θ > 20◦C
t = 0 t > 0

Abbildung 7.19: Schematische Erklärung der Viskositätszunahme durch Strömungswi-
derstand; links: unbelastete Probe bei Referenztemperatur, rechts: be-
lastete Probe bei erhöhter Temperatur

Im Umkehrschluss kann bei Veränderung einer unter erhöhter Temperatur ausge-

lagerten Probe gegenüber einer kurzzeitig erwärmten Probe auf einen chemischen

Prozess geschlossen werden. Ein klassisches Beispiel hierfür wäre die thermisch ak-
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tivierte Nachvernetzung des Matrixmaterials. Genaue Aussagen über den Vernet-

zungsgrad und die jeweiligen Veränderungen können nur über entsprechende Ana-

lysen ermittelt werden und sollen hier jedoch nicht thematisiert werden [96, 210].

Zur Ermittlung erster Erkenntnisse wurden die beschriebenen Experimente bei

einer Auslagerungs- und Prüftemperatur von 50◦C durchgeführt. Bei dieser Tem-

peratur ist gemäß Abbildung 7.18 bereits eine deutliche Erhöhung der Hysterese-

fläche zu erwarten. Als Referenzfläche gemäß Gl. (7.1) dient bei diesem Versuch

die Messung einer Probe, die 10 min bei 50◦C ausgelagert und direkt im Anschluss

zyklisch belastet wurde (Probe #1). Die Proben #2 und #3 wurden eine Stunde

ausgelagert. Die Belastung von Probe #2 erfolgte unmittelbar im Anschluss an die

Auslagerung wohingegen Probe #3 vor der Prüfung drei Tage bei Raumtempera-

tur gelagert wurde. Probe #4 wurde 18 Stunden auf 50◦C erwärmt und direkt im

Anschluss getestet. Eine entsprechende Normierung der gemessenen Flächen auf

diejenige der Referenzprobe #1 liefert die Ergebnisse gemäß Tabelle 7.1

Probe # 1 2 3 4

Auslagerungszeit 10 min 1 h 1 h∗ 18 h

Hysteresefläche Ā1 1,00 0,99 0,98 0,99

Tabelle 7.1: Einfluss der Auslagerungszeit auf die normierte Hysteresefläche bei Θ =
50◦C; ∗Probe mit drei Tagen Lagerzeit zwischen Auslagerung und Prüfung

Die Messdaten deuten nicht auf eine signifikante Nachvernetzung hin, da die

Auslagerungsdauer offenbar einen geringen Einfluss hat. Der Anstieg der viskosen

Steifigkeiten scheint ersten Untersuchungen zufolge weitgehend reversibel zu sein,

was auf einen physikalischen Ursprung hinweist, nicht auf einen chemischen.

Zur Erlangung eines genaueren Verständnisses wird die Notwendigkeit einer

eingehenderen Untersuchung deutlich. Daher soll die vorliegende Arbeit lediglich

einen Anknüpfungspunkt für künftige Arbeiten auf diesem Gebiet darstellen.

Die eigentliche Anpassung des Materialmodells wird auf den monotonen Bereich für

Θ ≤ 20 ◦C beschränkt und experimentell in den Abstufungen Θ = {−5, 15, 20} ◦C

umgesetzt. Durch eine entsprechende Wahl des Modellierungsansatzes wäre eine

vollständige Anpassung über den gesamten Temperaturbereich generell möglich.

Die physikalische Tragfähigkeit einer solchen Beschreibung ist jedoch in Frage zu

stellen.
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7.2.2 Materialschädigung

Ein weiterer bemerkenswerter Aspekt der experimentellen Charakterisierung des

Materials ist durch ein unerwartetes Schädigungsverhalten gegeben. Hier soll le-

diglich eine erste phänomenologische Beschreibung der Auswirkungen auf das Ma-

terialverhalten erfolgen. Zur Erläuterung der Besonderheit des auftretenden Ef-

fekts soll in diesem Kontext der klassische Relaxationsversuch unter einachsiger

Belastung Anwendung finden (Abb. 7.20). Die Ausführung beinhaltet einen Stu-

fenversuch, welcher aus einer Deformation auf ein gewisses Dehnungsniveau unter

Vorgabe einer bestimmten Dehnrate besteht. Im Anschluss an die Deformation

tritt eine Haltezeit auf dem konstant bleibenden Dehnungsniveau ein.
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Abbildung 7.20: Relaxationsexperiment an Moosgummi für zwei Temperaturen; Probe
bei 80◦C reißt während der Relaxation

Die Besonderheit bei der Durchführung dieser Versuche mit dem hier verwendeten

Moosgummi offenbart sich in einem häufig auftretenden Riss der Probe innerhalb

der Phase konstanter Dehnung (Abb. 7.20 - Relaxationsriss). Bemerkenswert dabei

ist, dass die Dauer, nach der der Riss auftritt, von verschiedenen experimentellen

Parametern abhängt. Im Rahmen einer ersten Untersuchung wurden daher die

Faktoren Dehnrate, Temperatur und maximales Dehnungsniveau auf ihren Ein-

fluss hin überprüft. Weitere Einflussfaktoren können zwar nicht ausgeschlossen,
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derzeit aber zumindest vernachlässigt werden. Eine Erweiterung des experimentel-

len Datensatzes um die beispielhaften Parameter Alterungszustand, Luftfeuchtig-

keit, allgemeine Lagerbedingungen oder die jeweilige Belastungsgeschichte sind in

einem zukünftigen Schritt zu erstellen.

Da der Relaxationsriss bisher nur beim Moosgummi festgestellt wurde, nicht aber

beim korrespondierenden Vollmaterial, lässt sich die Herkunft des Effekts zunächst

auf die poröse Struktur zurückführen. Allerdings wurde in [235] ein ähnliches Schä-

digungsphänomen für ein Polyamid-Vollmaterial nachgewiesen, was die Notwendig-

keit detaillierterer Untersuchungen unterstreicht.

Phänomenologische Betrachtung

Generell kann als charakteristisches Maß zur Bewertung des Einflusses eines Pa-

rameters auf das Schadensbild die Dauer der Relaxationsphase bis zum Riss die-

nen. Dazu eignen sich Relaxationsversuche auf einem definierten Dehnungsniveau.

Typisches, viskoelastisches Verhalten kann dabei im Fall der Referenztemperatur

Θ0 = 20◦C gemessen werden. Die Spannung im Material steigt zunächst monoton

bis zu einem Maximalwert an, der durch das Erreichen des maximalen Dehnungs-

niveaus charakterisiert ist, vgl. Abb. 7.20. Anschließendes Konstanthalten dieser

Dehnung bei gleichzeitiger Messung der zugehörigen mechanischen Spannung bzw.

Reaktionskraft führt im Einklang mit den klassischen Ansätzen der Viskoelasti-

zitätstheorie zu einem gesättigten Abfallen der Cauchy-Spannung T11 auf einen

asymptotischen Grenzwert, die Gleichgewichtsspannung, vgl. Kapitel 3. Diese sta-

tionäre Spannung kann, abhängig vom jeweiligen Material, nach einer spezifischen

Haltezeit gemessen werden.

Formal ergibt sich die Versuchscharakteristik auch bei veränderten Versuchs-

parametern immer wieder, wobei quantitative Unterschiede unmittelbar aus den

Versuchsbedingungen resultieren. Klassische Parametervariationen zielen hier bei-

spielsweise auf das maximale Dehnungsniveau εmax
1 , die Dehnrate ε̇1 oder die Um-

gebungstemperatur Θ ab. Die Besonderheit, die sich für das vorliegende Material

und, wie sich später vermuten lässt, sogar den Materialtyp zeigt, liegt im Riss

der Probe innerhalb der Entspannungsphase. Die Zerstörung tritt dabei nicht zum

Zeitpunkt der höchsten Belastung auf, sondern später in einer Phase geringerer

Materialbeanspruchung. Weiterhin lässt sich augenscheinlich ein Zusammenhang

zwischen der Dauer vom Erreichen der Maximaldehnung bis zum Auftreten eines

Probenrisses und den typischen Einflussfaktoren der Viskoelastizität erkennen. Als
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Maß für das Zeitintervall zwischen dem Erreichen der Maximaldehnung im Stufen-

versuch und der spontanen Zerstörung der Probe wird die Rissdauer tR eingeführt.

Als Vergleichskriterium soll tR in dieser kurzen Darstellung des Effekts genügen.

Wie sich aber bereits in ausgedehnteren Versuchsreihen diesbezüglich gezeigt hat,

ist die Größe aufgrund einer großen Streuung in den Experimenten nicht zur Cha-

rakterisierung des Effekts geeignet, sehr wohl aber zur phänomenologischen Be-

schreibung [59].

Experimentelle Abhängigkeiten

Die Darstellung der experimentellen Ergebnisse in diesem Abschnitt basiert jeweils

auf der Mittelwertbildung aus drei Versuchen mit gleichen Parametern. Aufgrund

der vorher genannten breiten Streuung der experimentellen Ergebnisse ist die An-

zahl lediglich für die Erläuterung des Effekts aussagekräftig, eine Charakterisie-

rung im Rahmen einer Modellierung setzt eine deutlich höhere Stichprobenanzahl

voraus [59]. Ein wichtiger Aspekt ist die durchgeführte Vorselektion der ausgewer-

teten Proben, da hier nur diejenigen Proben in die Mittelwertbildung einfließen,

die auch tatsächlich einen Riss aufweisen. Die Wahrscheinlichkeit des Auftretens

eines Risses skaliert jedoch ebenfalls mit den Versuchsparametern und müsste da-

her gleichsam in die Bewertung mit einbezogen werden.

Aus den Messkurven gemäß Abb. 7.21 lassen sich mit den getroffenen Annahmen

die jeweils antiproportionalen Zusammenhänge zwischen der Rissdauer tR und den

Größen Dehnrate ε̇1, Maximaldehnung εmax
1 und der Umgebungstemperatur Θ ab-

leiten

tR ˜

{
1

ε̇1
,

1

εmax
1

,
1

Θ

}
. (7.2)



7.2. Experimentelle Auffälligkeiten 123

t [s]

T
1
1

[M
P
a
]

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

4,0

10 100 1000

Riss

a)

ε̇1 = 0,003 s−1

ε̇1 = 0,3 s−1

Θ = 15 ◦C
εmax
1 = 4,7

t [s]

T
1
1

[M
P
a
]

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

1 10 100 1000

Riss

b)

Θ = 20 ◦C
Θ = 28 ◦C ε̇1 = 0,03 s−1

εmax
1 = 3,4

t [s]

T
1
1

[M
P
a
]

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1 10 100 1000

Riss

c)

εmax
1 = 1,06
εmax
1 = 1,35

Θ = 60 ◦C
ε̇1 = 0,3 s−1
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Die Messkurven resultieren jeweils aus der Variation eines Parameters bei gleich-

zeitigem Konstanthalten der beiden anderen. Der Probenriss ist durch einen Stern

gekennzeichnet. Messkurven ohne Stern bedeuten demnach einen Abbruch des Ex-

periments nach der entsprechenden Haltezeit ohne das Auftreten des Schädigungs-

effekts.

Während die Analyse der Messungen für die Einflüsse von Temperatur und Ma-

ximaldehnung relativ deutliche Ergebnisse liefert, ist die Abhängigkeit von der

Dehnrate zwar messbar, jedoch weniger stark ausgeprägt.

Die physikalische Interpretation dieses neuartigen Schädigungsbildes lässt mehrere

Zugänge zu. Der Argumentation aus dem vorherigen Abschnitt folgend, könnte

es sich hierbei um die direkte Folge von Strömungsprozessen innerhalb der Probe

handeln. Durch anfängliche Strömungswiderstände aufgrund von Temperaturerhö-

hung gemäß Abb. 7.19 ist eine nachträgliche Umverteilung der lokalen Dehnungen

denkbar. Dies entspricht dann einem lokalen Kriechprozess, der aufgrund geringer

Stegdicken innerhalb der Probe zu erheblichen lokalen Dehnungen führen kann

und nach der initialen Schädigung eines einzelnen Steges eine Kettenreaktion mit

spontanem Versagen der Struktur hervorruft. Dieser Mechanismus ähnelt dem Er-

reichen des Plastic-Collapse-Stress bei offenporigen Schäumen unter Druckbelas-

tung [110]. In dem Kontext liegt es weiterhin nahe, einen direkten Zusammenhang

zwischen der Zunahme der Viskositäten bei Erhöhung der Temperatur und dem

hier auftretenden, neuartigen Schädigungsbild herzustellen. Allerdings ist es, ganz

im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt, nicht möglich, den Effekt einzig auf den

strukturellen Aufbau des geschäumten Elastomers zurückzuführen. Wie in Abb.

7.20 erkennbar, zeigt das Moosgummi bei moderaten Versuchsparametern selbst

nach mehreren Stunden der Relaxation keinen Riss. Die Festlegung der maximalen

Haltezeit stellt demnach einen wesentlichen Aspekt bei der Untersuchung des Schä-

digungsmechanismus dar. Eine Versuchsreihe bei Raumtemperatur zeigt jedoch,

dass eine Vollmaterialprobe bei einer Dehnung ε1 = 3,4 nach einem dreimonati-

gen Relaxationsversuch intakt ist. Die Bewertung dieser Zeiträume unterstützt die

These, dass beide genannten experimentellen Besonderheiten des Materials auf die

poröse Struktur zurückzuführen sind. Dafür sprechen auch Beobachtungen, die an

anderen geschäumten Strukturen gemacht wurden und ähnliche Effekte zeigten.

Die Belastbarkeit dieser Aussage wurde anhand von Relaxationstests an anderen

porösen Elastomeren beurteilt. Dazu wurde das Relaxationsverhalten verschiede-

ner Elastomer-Blends unter den vorher beschriebenen Bedingungen überprüft, wo-

bei vergleichbare Ergebnisse abgeleitet werden konnten.

Allerdings wurde das generelle Phänomen des Relaxationsrisses auch für ein mas-
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sives Polyamid (PA66) nachgewiesen [235]. Die Charakterisierung von Einflussfak-

toren wurde dabei jedoch nicht durchgeführt. Daher kann eine endgültige Aussage

über identische Ursprünge beider Effekte nicht getroffen werden.

Ebenso wie das ungewöhnliche Temperaturverhalten aus dem Abschnitt zuvor, soll

der Schädigungsmechanismus im Rahmen der Materialmodellierung nicht berück-

sichtigt werden, da auch hier detaillierte Untersuchungen notwendig sind. Dieser

Umstand bedingt die Vernachlässigung von Relaxationsexperimenten im Rahmen

der Parameteridentifikation. Eine vollständige Erstellung einer Versuchsreihe setzt

detaillierte Informationen über die Ursachen und Grundlagen des Relaxationsrisses

voraus, was den Rahmen dieser Arbeit übersteigt.

7.3 Diskussion: Experimente und Auffälligkeiten

Das vorangegangene Kapitel beschäftigt sich einerseits mit der Erläuterung der

durchgeführten Experimente und andererseits mit einem bisher nicht beschrieben-

en Schädigungseffekt.� Die experimentelle Modellstruktur verlangt eine relativ hohe Anzahl ver-

schiedener Experimente an verschiedenen Versuchsständen. Da an diesem

Material ein ausgeprägter Mullins-Effekt festgestellt werden kann, dieser je-

doch zunächst nicht beachtet werden soll, muss eine Vorkonditionierung zur

Herstellung eines stabilen Zustands vorangestellt werden. Als wesentliche

Neuerung bei der Bestimmung der Grundelastizität im biaxialen Zugversuch

wurde der sogenannte Pendelversuch eingeführt, der die Vielzahl der zuvor

benötigten Einzelversuche zu einem Experiment kombiniert. Der Handlungs-

aufwand des Experimentators wird dadurch minimiert.� Experimentelle Besonderheiten des Materials sind im Zusammenhang mit

seiner Temperaturabhängigkeit gegeben. Die Annahme der thermorheologi-

schen Einfachheit hat sich am geschäumten Material nicht bestätigt, wo-

hingegen das zugehörige Vollmaterial durchaus dieser Annahme genügt. Ein

möglicher Erklärungsansatz nach der Durchführung erster Experimente ist

durch die Verengung von Porenkanälen aufgrund von Temperaturerhöhung

denkbar. Dadurch ist eine Viskositätszunahme bei höherer Temperatur zu

erklären.
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Eine weitere, festgestellte Besonderheit ist der Auftritt eines Probenrisses in-

nerhalb eines Relaxationsexperiments im uniaxialen Zugversuch. Durch Um-

verteilung von Dehnungen innerhalb der Stegstrukturen können lokale Defor-

mationen derart überhöht werden, dass eine spontane Zerstörung der Probe

innerhalb des konstanten Dehnungsbereichs auftritt. Der Erklärungsansatz

über den erhöhten Strömungswiderstand könnte diesen Umstand ebenfalls

erklären. Ersten Erkenntnissen nach ist der Effekt von der Temperatur, der

Dehnung und in gewissem Maße auch von der Dehnrate abhängig.

Da die genauere Untersuchung des Effekts noch aussteht, eine experimentelle

Charakterisierung des Relaxationsverhaltens unter Vernachlässigung des Ef-

fekts jedoch schwierig ist, werden zur Parameteroptimierung lediglich zykli-

sche Experimente verwendet. Die Modellierung des Schädigungsbildes liefert

einen Anknüpfungspunkt für zukünftige Projektarbeiten.



8
Parameteridentifikation

Dieses Kapitel befasst sich hauptsächlich mit der Vorgehensweise zur Anpassung

der Modellparameter an das tatsächlich messbare Materialverhalten. Die grund-

legende Struktur diesbezüglich wird bereits durch die Modellkonstruktion und

damit verbunden auch durch den experimentellen Ablauf festgelegt. Angelehnt

an die Struktur gemäß Abb. 4.4 kann mit Abb. 8.1 eine analoge Darstellung

der identifizierten Parameter angegeben werden. Die jeweiligen Parameter des

hyperelastischen Teilmodells werden darin durch das Attribut
”
statisch“ und

die ratenabhängigen Modellparameter mit dem Zusatz
”
dynamisch“ beschrie-

ben. Da die Identifikation weitgehend vergleichbar mit den Ausführungen von

Koprowski-Theiß [120] sind, werden die einzelnen Schritte lediglich angeschnitten.

Für detailliertere Beschreibungen sei daher auf [120, 121, 122] verwiesen.

Eine Ergänzung der Optimierungsstruktur muss jedoch bezüglich der Reihenfolge

vorgenommen werden. Wie bereits von Penn [176] oder Ehlers & Eipper [48, 51]

beschrieben, neigen Modelle auf Basis eines volumetrisch-isochoren Splits zu

unphysikalischen Ergebnissen im Hinblick auf die resultierende Querkontraktions-

zahl, welche sich beispielsweise aus den Lamé-Konstanten errechnen lässt. Von

Hartmann [76] wurde eine Studie über Modelltypen für kompressible Materialien

veröffentlicht, die den multiplikativen Split der Deformation umgehen, beispiels-

weise Hartmann & Neff [78]. Die genannten Modelle berücksichtigen allerdings

nur konventionelle Kompressibilität des Materials, nicht jedoch Strukturkom-

– 127 –
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Volumetrisches TM (statisch)

Isochores TM (statisch)

Volumetrisches TM (dynamisch)

Isochores TM (dynamisch)

Thermische Modifikation (dynamisch)

①

②

③

④

⑤

Abbildung 8.1: Modularer Aufbau der Parameteridentifikation in Anlehnung an die ex-
perimentelle Vorgehensweise (Abb. 4.4); ①,③-⑤: Auswertung mit konsti-
tutivem Treiber; ②: Auswertung über inverse Berechnung; TM =̂ Teilmo-
dell

pressibilität mit ausgeprägtem Kompressionspunkt. Die von Koprowski-Theiß

[120] vorgeschlagene Lösung kombiniert die Identifikation des volumetrischen

und isochoren Anteils innerhalb eines Berechnungslaufs. Somit ändert sich die

Reihenfolge innerhalb der Optimierung gemäß Abb. 8.1 nicht, lediglich die strikte

Grenze zwischen beiden Abläufen verschwimmt. Die physikalische Tragfähigkeit

der entwickelten Parameterkombination sollte dadurch zumindest innerhalb der

genannten Deformationsgrenzen gegeben sein. Das Vorgehen wird schließlich für

Parameter des inelastischen Modellanteils wiederholt.

8.1 Identifikation mit konstitutivem Treiber

Als Optimierungsstrategie bei der Anpassung der Schritte 1© und 3© - 5© gemäß

Abb. 8.1 werden ähnliche Strukturen genutzt, die sich nicht wesentlich von den

Arbeiten von Johlitz [105], Koprowski-Theiß [120] oder Scheffer [188] unterschei-

den. Diese Verfahren basieren auf der Auswertung eines konstitutiven Treibers,

also der Reduktion des Systems unter Nutzung bekannter Randbedingungen. Un-
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ter der Annahme homogener Deformationen werden die Konstitutivgesetze am

materiellen Punkt ausgewertet. Bemerkenswert ist bei dem umgesetzten Verfah-

ren die Durchführung der Anpassung. In der verwendeten Anpassungsstruktur

werden die Messkurven aus den experimentellen Daten einerseits als Referenz ver-

wendet, andererseits als Datenbasis. Die gemessene Probendehnung stellt direkt

die Randbedingung der Simulation dar und kann unmittelbar aus der Messdatei

entnommen werden. Dadurch entfällt eine aufwändige Parametrisierung des zeit-

lichen Dehnungsverlaufs und ermöglicht darüber hinaus eine flexible und schnelle

Adaption an weiterführende Versuche und Versuchstypen. Die gemessenen Span-

nungen werden zur Auswertung der Anpassungsgüte mit den berechneten Daten

verglichen.

Beispielhaft soll die Reduktion nun am einfachen Fall des volumetrischen hyper-

elastischen Teilmodells erläutert werden. Die Identifikation der hydrostatischen

Druckversuche bildet sowohl für den hyperelastischen als auch für den viskoelasti-

schen Anteil den Ausgangspunkt, was sich durch das Verschwinden der isochoren

Modellanteile sowohl in Gl. (6.13) als auch in Gl. (6.18) bei Auswertung der vorlie-

genden Deformationen motivieren lässt. Im Umkehrschluss gilt dies nicht für den

Zugversuch, wie Abb. 8.3 eindeutig beweist, da sich Zugdeformationen einerseits

aus isochoren und andererseits aus volumetrischen Anteilen zusammensetzen.

Da es sich beim Druckversuch um ein Hauptachsensystem handelt und der Kam-

merdruck in alle Richtungen gleichermaßen wirkt, vereinfacht sich die Spannungs-

Dehnungs-Beziehung laut Gl. (6.13) in Koeffizientenschreibweise zu drei identi-

schen skalaren Gleichungen, deren einzige Prozessvariable durch die Determinante

JS des Deformationsgradienten gegeben ist, gemäß

TK = p0

(
JS − 1

JS − nS
0

)
+

ΛS

[
Jγ − 1

S − 1 − nS
0

JS − nS
0

+
nS

0

1 − nS
0

]

(
γ − 1 − 1

(1 − nS
0 )

2

) . (8.1)

Darin tritt mit TK die Kammerspannung auf, die gerade dem negativen Kam-

merdruck entspricht. Die Anpassung der Parameter erfolgt durch die unmittelbare

Auswertung von Gl. (8.1) und zugehörigen Optimierungsstrategien, wie Geneti-

schen Algorithmen oder der Nelder-Mead-Methode [62, 86, 167, 179]. Im Falle der

Anpassung des viskoelastischen Teilmodells müssen zusätzlich zu den Konstitu-

tivgleichungen Gl. (6.18) noch die Evolutionsgleichungen Gl. (6.19) gelöst werden,

was numerisch durch ein implizites Euler-Verfahren umgesetzt wird. Detaillierte

Darstellungen von Struktur und Implementierung des Verfahrens sind unter ande-
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rem bei Goldschmidt [65], Johlitz [105] oder Krämer et al. [123] zu finden.

8.2 Identifikation anhand des Biaxialversuchs

Eine wesentliche Besonderheit bei der hier vorgestellten Methode zur Materialcha-

rakterisierung stellt die Auswertung biaxialer Zugversuche für strukturkompressib-

le Materialien dar. Im Bereich inkompressibler Werkstoffe haben sich unterschiedli-

che Auswertemethoden etabliert. Dazu zählen die Entwicklung von Probengeome-

trien, die eine Auswertung durch vereinfachende Annahmen ermöglichen wie bei

Johlitz et al. [103], feldlich diskrete Auswertungen an einzelnen Punkten auf der

Probenoberfläche wie bei Silberstein et al. [204] oder zweidimensionale, vollfeldli-

che Dehnungsmessungen wie bei Liu et al. [134]. Eine Vielzahl dieser Methoden

basieren auf der Dehnungsmessung in zwei Richtungen auf der Probenoberfläche

und der Auswertung einer Inkompressibilitätsnebenbedingung zur rechnerischen

Ermittlung der fehlenden Dehnungskomponente. Durch den Wegfall dieser Neben-

bedingung im Falle kompressibler Materialien muss die Dehnungsmessung senk-

recht zur Probenebene beim biaxialen Zugversuch zusätzlich durchgeführt werden.

Die grundlegenden Probleme bei der Auswertung des Versuchstyps liegen in der

Diskrepanz zwischen dem Ort der Kraftmessung und dem Ort der Dehnungsmes-

sung. Dieser Umstand bedingt die Notwendigkeit der Lösung eines inversen Rand-

wertproblems [92]. Das Zusammenspiel der genannten Fragestellungen motiviert

das gesonderte Augenmerk auf die experimentellen Grundlagen und anschließen-

den Auswertemethoden bei diesem speziellen Versuchstyp.

Die generelle Struktur der hier beschriebenen Parameteridentifikation beim biaxia-

len Zugversuch lässt sich gemäß Abb. 8.2 grafisch zusammenfassen. Die einzelnen

Bestandteile der Vorgehensweise sollen im Folgenden erläutert werden. Die gra-

fische Darstellung unterstützt die detaillierten Beschreibungen der folgenden Ab-

schnitte.
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Abbildung 8.2: Ablauf der automatisierten Parameteridentifikation beim Biaxialversuch
(∗Zufälliger Parameter? =̂ Aktueller Parametersatz zufällig gewählt oder
nach Optimierung?)
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8.2.1 Experimenteller Anteil

Kamerakalibrierung

Gemäß den Erläuterungen zum experimentellen Aufbau und Verfahren wird vor

der Durchführung und Auswertung der Biaxialversuche eine Kalibrierung des Vier-

kamerasystems benötigt, um später eine exakte vollfeldliche Dehnungsmessung am

vorliegenden, kompressiblen Material zu gewährleisten. Hierzu wird eine speziell

eingemessene Kalibrierplatte aus Glas in verschiedenen räumlichen Orientierun-

gen von allen beteiligten Kameras fotografiert. Das doppelseitig auf die Platte

aufgebrachte Schachbrettmuster ermöglicht dabei sowohl eine Erfassung von der

Probenvorderseite, als auch von der Probenrückseite aus. Eine ausführlichere Dar-

stellung des Kalibrierverfahrens findet sich in [188, 193]. An dieser Stelle soll ledig-

lich auf die Festlegung des Referenzkoordinatensystems der Kameras eingegangen

werden. Die reproduzierbare Definition des Referenzsystems ist für den späteren

Ablauf von großer Bedeutung und stellt daher einen wesentlichen Unterschied zu

den Ausführungen von Scheffer [188] dar. In der verwendeten Auswertesoftware

ISTRA 4D® wird das Koordinatensystem anhand einer Markierung auf der Ka-

librierplattenoberfläche definiert. Dabei ist zu beachten, dass die Festlegung des

Nullpunktes anhand der Lage dieses Referenzpunktes im ersten Foto der Kalibrier-

serie durchgeführt wird. Um im späteren Verlauf der Identifikation die Reprodu-

zierbarkeit der Referenzlage zu gewährleisten, wird die Kalibrierplatte zu Beginn

jeder Kalibriersequenz mit Hilfe speziell angepasster Einspannhilfen im Zentrum

der verfahrbaren Achsen des Versuchsstandes positioniert. Im Anschluss an die

erste Aufnahme kann das Kalibriertarget frei im Bildfeld verschoben und rotiert

werden, bei gleichzeitiger Speicherung der zeitlich synchronen Kameraaufnahmen.

Die eigentliche Kalibrierung des Kameraaufbaus erfolgt dann als Nachlaufrechnung

im Vorfeld der eigentlichen Versuchsauswertung.

Versuchsdurchführung

Im Anschluss an die Kamerakalibrierung folgt die eigentliche Durchführung des

jeweiligen Experiments. Die zuvor mit dem zufälligen Muster versehene Biaxial-

probe wird dazu mit Hilfe einer Zentrierhilfe in die Apparatur eingesetzt, wodurch

der Bezugspunkt der Kalibrierung reproduzierbar in der Probenmitte zu finden ist.
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Die Aufzeichnung der Bilddaten erfolgt wie zuvor bereits erläutert stereoskopisch

auf der Vorder- und Rückseite der Probe, gemäß Abb. 4.7.

3D-Dehnungsmessung

Die nachträgliche Dehnungsbestimmung auf der Probenoberfläche erfolgt manuell

in der Software ISTRA 4D® [34]. Allerdings können Projektions- und Auswerte-

parameter zwischen einzelnen Experimenten übergeben werden, sofern keine phy-

sikalische Änderung am Kamerasystem vorgenommen wurde. Der Export der Da-

ten zur weiteren Nutzung wird dabei in Form von ASCII-Dateien umgesetzt, wo-

bei auch andere Formate wie beispielsweise das HDF5-Format unterstützt werden

[34, 193]. Unter Verwendung des geometrischen Zusammenhangs zwischen Vorder-

und Rückseite der Probe, der über das gemeinsame Koordinatensystem zu be-

rechnen ist, kann zusätzlich zur feldlichen Oberflächendehnung die Deformation in

Dickenrichtung ausgewertet werden. In Abb. 8.3 ist die Determinante des Defor-

mationsgradienten JS an sieben diskreten Punkten auf der Probe im Verlauf eines

äquibiaxialen Zugversuchs aufgetragen.
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Abbildung 8.3: Volumendehnung JS beim biaxialen Zugversuch - Auswertung an sie-
ben Punkten (Marker) im Verlauf eines äquibiaxialen Experiments mit
Zeitparameter τ
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Wie der Zeitparameter τ anzeigt, steigt der Wert der Determinanten des Deforma-

tionsgradienten JS mit zunehmender Schrittzahl an. Daran wird der Einfluss der

Strukturkompressibilität auf das Materialverhalten auch im Zugbereich erkenn-

bar, wodurch die Wichtigkeit der Reihenfolge bei der Identifikation der Parameter

bestätigt wird, vgl. Abb. 8.1. Während beim hydrostatischen Druckversuch nur

volumetrische Deformationen auftreten, finden sich beim biaxialen Zugversuch vo-

lumetrische und isochore Dehnungen. Daher ist es sinnvoll, zunächst die Parame-

ter des volumetrischen Modells anhand der Kompressionsversuche zu identifizieren

und anschließend die davon abhängigen Parameter des isochoren Teilmodells an-

zupassen.

8.2.2 Numerischer (rekursiver) Anteil

Simulation

Die eigentliche Parameteridentifikation findet mit Hilfe einer inversen Berechnung

statt. Grund hierfür ist die räumliche Trennung zwischen dem Ort der Deforma-

tionsmessung und dem der zugehörigen Kraftmessung. Aufgrund der Geometrie

ist die Spannungsverteilung im Probenquerschnitt nicht eindeutig feststellbar, wo-

durch eine gezielte Auswertung über einen konstitutiven Treiber [105, 120, 188]

ausgeschlossen ist. Die daher verwendete Methode basiert auf der Finite-Elemente-

Simulation der kompletten Biaxialprobe, bzw. aus Symmetriegründen einem Achtel

davon. Die hier zum Einsatz kommende Software COMSOL Multiphysics® bietet

dabei im Speziellen den Vorteil einer gemeinsamen Schnittstelle mit Matlab®. Un-

ter Verwendung dieser Schnittstelle ist es auf relativ einfache Weise möglich, die

Parametersuche strukturiert und geführt durchzuführen bei gleichzeitiger Nutzung

der Matlab-internen Toolboxen, wie den Optimierungsalgorithmen [149]. Gerade

im Bereich der Optimierung wird dieser Vorteil noch deutlicher zum Vorschein

treten.

Die Implementierung des Modells in COMSOL Multiphysics® erfolgt auf Basis der

schwachen Formulierung der Impulsbilanz [32]. Die Ansatzfunktionen werden von

quadratischer Ordnung gewählt.

Die Struktur der verwendeten inversen Berechnung bedingt die Wahl der experi-

mentell gemessenen Reaktionskräfte als Randbedingung für die Simulation. Zur

Steigerung der Effizienz bei der Parametersuche wird zunächst nur ein Teil der ex-
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perimentell angefahrenen Stufen in der Simulation berücksichtigt. Mit zunehmen-

der Genauigkeit des ermittelten Simulationsergebnisses kann das Resultat durch

Steigerung der berechneten Stufenanzahl verfeinert werden. Im Hinblick auf die

Erstellung einer aussagekräftigen Parameterkombination muss allerdings auf eine

ausgewogene Auswahl an Deformationszuständen geachtet werden. Das Deforma-

tionsspektrum darf durch die Reduktion der Einzelstufen nicht zu sehr geschmälert

werden.

Die Bereiche der Probenklemmung werden zur numerischen Stabilisierung des Si-

mulationsmodells gesondert behandelt, vgl. Abb. 8.4 - BK . Um eine möglichst

realistische Nachbildung der Einspannsituation zu erlangen, werden die geklemm-

ten Bereiche der Probe nicht als Starrkörper angesehen, da dies mit erheblichen

numerischen Instabilitäten im Übergangsbereich zwischen den beiden Probenteilen

einhergeht.

BK

BK

BP
Fx

Fy

Abbildung 8.4: Modellgeometrie Simulation mit dem Modellbereich BP und dem ver-
steiften, aber nicht starren Klemmbereich BK

Der hier gewählte Ansatz stellt daher lediglich eine lokale Versteifung der Probe

in den Bereichen der Klemmbacken dar. Das zu Grunde liegende Materialmodell

bleibt bestehen. Die Parameter im Einspannbereich werden proportional zu den

simulierten Probenparametern vergrößert. Dadurch ergibt sich eine gewisse Nach-

giebigkeit der Einspannstellen, was dem realen Fall eines leichten Nachrutschens

der Probe sehr nahe kommt. Die Details der numerischen Umsetzung sind Scherff

[193] zu entnehmen.
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Vergleich

Die Güte der mit den gewählten Parametern durchgeführten Simulation muss im

nächsten Schritt quantifizierbar gemacht werden. Der punktweise Vergleich zwi-

schen den experimentell gemessenen Deformationen und den in der Simulation

ermittelten kommt zum Einsatz. Als Größen der Zielfunktion werden in diesem

Fall die ersten beiden isochoren Hauptinvarianten gemäß Gl. (3.90) verwendet, da

sie unmittelbar als Variablen des gewählten Materialmodells auftreten und somit

einen direkten Einfluss auf das Simulationsergebnis widerspiegeln. Auch andere

Größen wie die Hauptdehnungen oder andere Dehnungsmaße sind möglich und

softwaretechnisch umgesetzt [193].

Generell liegt die vollfeldliche Dehnungsinformation aus den experimentellen Un-

tersuchungen vor und kann verwendet werden. Eine Reduktion der zu vergleichen-

den Daten erweist sich jedoch gerade zu Beginn der Optimierung als durchaus

sinnvoll, um eine grobe Annäherung an die optimalen Parameter zu gewährleis-

ten. Mit steigender Parametergüte ist es möglich, sukzessive mehr Stützstellen für

den punktweisen Vergleich zwischen Experiment und Simulation heranzuziehen.

Ein wichtiger Aspekt bei der Wahl der Stützstellen ist jedoch durch die Forderung

nach einer ausgewogenen Rasterverteilung gegeben. Um die vielfältig auftreten-

den Deformationszustände beim biaxialen Zugversuch in die Bewertung der Para-

meterkombination einfließen zu lassen, ist die Verteilung der Stützstellen auf der

Probenoberfläche nach einer sinnvollen Strategie zu wählen. Da beispielsweise die

Bewertung des Modells lediglich an Orten vornehmlich uniaxialer Deformationen

keine wesentliche Mehrinformation gegenüber den einachsigen Zugversuchen lie-

fert, ist auf die richtige Wahl der Rasterpunkte zu achten. Eine Schwierigkeit bei

der Erfüllung dieser Vorgabe liegt in der Auswertung der Biaxialversuche begrün-

det. Obgleich die vollfeldliche Messung einer kontinuierlichen Auswertung ähnelt,

basiert sie auf der Korrelation diskreter Bildabschnitte zu verschiedenen Zeitpunk-

ten innerhalb des Versuchs. Die Kombination aus der Größe des korrelierten Bild-

segments und der Schrittweite bei der Generierung des nächsten Bildausschnitts

liefert eine gerasterte Information, die nur an den diskreten Stützstellen exportiert

werden kann. Ungenauigkeiten in der Einspannung oder unvollständige Feldin-

formationen, die aufgrund von Lichtreflexen oder unzureichenden Musterstellen

entstehen, können in diesem Kontext zu Instabilitäten in der Auswertung führen.

Diese können innerhalb der Auswertung durch flächige Interpolation der gesuchten

Größe an der Probenoberfläche umgangen werden. Eine solche Interpolation für

die Gesamtverschiebung utotal ist in Abb. 8.5 dargestellt. Dabei sind sowohl die
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fehlerhaften Rohdaten durch eine Punktwolke, als auch die interpolierten Daten

abgebildet. Zur Verdeutlichung wurde in der Darstellung ein konstanter Offset zu

den Rohdaten addiert. Die Punkte liegen als Stützpunkte der Interpolation inner-

halb der interpolierten Fläche. Gerade in der Ansicht von oben (Abb. 8.5 - rechts)

ist der Bereich am oberen Arm rechts zu beachten, der trotz fehlender Messdaten

sinnvoll interpoliert wird.
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Abbildung 8.5: Messdateninterpolation Biaxialprobe für Gesamtverschiebung utotal -
Messdaten: Punktwolke, Interpolation: Fläche; links: isometrische An-
sicht, rechts: Ansicht von oben

Wird zudem die zweifache Symmetrie der Probe genutzt um Fehlstellen aus den

Daten anderer Quadranten zu füllen, wird eine nahezu garantierte Auswertbarkeit

der Proben innerhalb einer Viertelprobe, wie in Abb. 8.4, erreicht.

Parameteroptimierung

Ein essentieller Aspekt bei der Anpassung der Materialparameter stellt die ver-

wendete Optimierungsstrategie bei der Erstellung der Parametersätze dar. Durch

die Wahl der Kombination aus der FE-Software COMSOL Multiphysics® und

Matlab® stehen in diesem Kontext bereits vielfältige Optimierungsmethoden zur

Verfügung. Der Fokus der Darstellung soll allerdings weniger auf die Optimierungs-

algorithmen selbst, als vielmehr auf die Anwendung der vorhandenen Programm-

strukturen gelegt werden. Das hier Anwendung findende Verfahren der Optimie-

rung ist detailliert in [193] dargestellt und lässt generell einen gewissen Spielraum

bei der Wahl der Einzelmethoden zu. Die Flexibilität innerhalb des Rahmenwerks
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ist gerade bei der Untersuchung verschiedener Materialtypen von großer Bedeu-

tung für den Erfolg der Parameterfindung. Bei dem hier charakterisierten Material

hat sich die Verwendung des fminsearch-Algorithmus als besonders zielführend er-

wiesen. Dieser basiert auf dem Nelder-Mead-Simplex-Verfahren aus dem Jahr 1965

[167].

Eine zusätzliche Möglichkeit der zielgerichteten Optimierung besteht innerhalb

der automatisierten Auswertung in der Kombination unterschiedlicher Optimie-

rungsalgorithmen. So ist es beispielsweise bei Stagnation der Minimierungsauf-

gabe möglich, durch veränderte Suchstrategien aus einem lokalen Minimum der

Zielfunktion zu entfliehen und neue Bereiche des Lösungsraumes zu erschließen.

Da dies aber das manuelle Eingreifen des Benutzers erfordert und nur schwer als

adaptives Verfahren umgesetzt werden kann, muss die Abhängigkeit des Opti-

mierungsergebnisses von der Wahl der Startparameter auf anderem Wege abge-

schwächt werden. Die Neigung vieler Optimierungsalgorithmen, ein lokales Mini-

mum in der Nähe des Startparametersatzes zu ermitteln wurde bereits vielfach

beschrieben und dokumentiert [24, 72]. Zur Bereitstellung einer allgemeingültige-

ren Struktur bei der Anpassung der Parameter bietet sich daher zunächst eine

separierte Startparameterstudie an. Dazu wird der gesamte Lösungsraum, also

sowohl numerisch als auch physikalisch sinnvolle Parametersätze, durch zufällig

ausgewählte Parametersätze abgerastert. Zufällig erstellte Parametersätze werden

durch den Index (•)Z gekennzeichnet. Die Anzahl NZ der zufällig erzeugten Pa-

rametersätze kann dabei abhängig vom Simulationsaufwand des vorliegenden Pro-

blems variiert werden. Nach Auswertung der NZ Simulationen können die jeweils

erreichten Zielfunktionswerte nach der Güte geordnet werden. Aus den NZ zufällig

gewählten Parametersätzen werden im Anschluss die MZ besten Parametersätze

ausgewählt und als Startparameter für MZ parallel ausgeführte Parameteriden-

tifikationen verwendet. Bei vollständiger Diversität der MZ Startparametersätze

ergeben sich demnach ebenso viele optimierte Kennwertkombinationen, die eben-

falls wieder anhand ihrer Güte sortiert werden können.

Wenn es sich dabei wie hier um eine additiv zusammengestellte freie Energiefunk-

tion handelt, ist es überdies möglich, die Parameter blockweise, also geordnet nach

Funktionsgruppen, zu bestimmen. Gerade im Falle eines Materialmodells mit vie-

len Parametern ist dies zur strukturierten Parametersuche empfehlenswert [193].

Allerdings wird auf diese Weise der Einfluss der zufällig erzeugten Startparame-

ter verringert, da einzelne Kombinationen aufgrund der kontinuierlichen Selektion

ausgeschlossen werden können.
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8.3 Diskussion: Parameteroptimierung

Das vorgestellte Kapitel erläutert die im Rahmen der Modellanpassung verwendete

Optimierungsstrategien.� Der bisher beschriebenen Modellstruktur folgend, werden die Parameter der

kontinuumsmechanisch und experimentell begründeten Modellanteile sepa-

riert identifiziert. Die Optimierung orientiert sich daher an der experimen-

tellen Vorgehensweise und unterscheidet zwischen volumetrischen und iso-

choren sowie elastischen und inelastischen Modellanteilen. Die Simulationen

in den automatisierten Parameteranpassungen basieren auf dem Import ge-

messener Deformationen und können somit einfach um weitere Experimente

ergänzt werden.� Die Anpassung der statischen Parameter des Biaxialversuchs stellt in die-

sem Zusammenhang eine größere Neuentwicklung dar und wird daher aus-

führlicher beschrieben. Die Kompressibilität des untersuchten Werkstoffs ist

diesbezüglich ein wesentlicher Aspekt und eine besondere Herausforderung.

Neben der dreidimensionalen Dehnungsmessung und dem automatisierten

Import in das Optimierungsrahmenwerk nimmt die feldliche Messdatenin-

terpolation eine wichtige Rolle ein, da so Fehlstellen in der gemessenen Deh-

nungsinformation ausgeglichen werden können. Die Stabilität des Optimie-

rungsverfahrens wird dadurch deutlich erhöht.

Eine weitere Neuerung ist durch die Festlegung der initialen Parameter ge-

geben. Entgegen der gängigen Vorgehensweise mit einem einzelnen Startpa-

rametersatz werden die besten Parametersätze aus einer definierten Anzahl

zufällig erzeugter Parameterkombinationen als Startwerte parallelisierter Op-

timierungen genutzt. Die Neigung, in lokalen Minima oder Minima im Be-

reich des Startwertes zu stagnieren, kann somit abgeschwächt werden.

Die zusätzliche Staffelung der Parameteroptimierung bei zusammengesetzten

Modellansätzen ermöglicht überdies eine weitere Effizienzsteigerung, kann

allerdings auch Parameterkombinationen ausschließen. Daher ist diese Mög-

lichkeit als optionale Variante implementiert. Weitere Modifikationen an der

Vorgehensweise sind aufgrund der flexiblen Programmierung jederzeit mög-

lich.
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9
Ergebnisse und Validierung

9.1 Ergebnisse

Die Durchführung der in Kapitel 8 beschriebenen Parameteridentifikation liefert

einen Parametersatz, der für die korrespondierenden Experimente die optimale

Anpassung bietet. Ein bedeutender Vorteil des gestaffelten Identifikationsprozesses

nach Abb. 8.1 ist die Vererbung der in einer Stufe identifizierten Parameter in

die nächste Hierarchieebene. Im Umkehrschluss wirken sich die Parameter aus der

folgenden Stufe nicht nachteilig auf die Anpassung in den unteren Hierarchieebenen

aus. So ist beispielsweise das hyperelastische Teilmodell im Druckbereich ein fester

Bestandteil der viskoelastischen Modellantwort im Zugbereich.

Dennoch muss der interpolierende Charakter des vorgeschlagenen und angepassten

Modells im Laufe dieses Kapitels überprüft werden. Im Detail beinhaltet das den

Nachweis, dass nicht nur diejenigen Experimente, die zur Optimierung verwendet

wurden, im Einklang mit dem resultierenden Modellparametersatz sein müssen,

sondern auch Experimente mit davon abweichenden Versuchsparametern.

– 141 –
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9.1.1 Parameter des hyperelastischen Teilmodells

Die Anpassung der Modellparameter beginnt, wie in Abb. 8.1 dargestellt, mit

den hyperelastischen Modellanteilen. Aufgrund der Trennbarkeit der volumetri-

schen und isochoren Deformationen werden hierbei zunächst die Komponenten des

Druckbereichs und anschließend die gestaltändernden Teile betrachtet. Gemäß Gl.

(6.13) werden demnach erst die in Gl. (9.1) blau gefärbten Parameter ausgewertet.

Für die Gleichgewichtsspannung folgt
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(9.1)

Die identifizierten Parameter sind Tabelle 9.1 zu entnehmen.

Hydrost. Druck Biaxialer Zug [MPa]

nS
0 ΛS γ c10 c20 c30 c01

0,633 0,25MPa 5 0,158 −0,09 0,018 0,095

Tabelle 9.1: Identifizierte Parameter des hyperelastischen Teilmodells

Im Fall des hydrostatischen Kompressionsversuchs lässt sich mit den gewonne-

nen Daten eine resultierende Grundelastizitätskurve im Vergleich zur zugehörigen

Messkurve aufzeichnen. Dabei wird der isotrope Kammerdruck

pK = −TK = −1

3
Tii (9.2)
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über der Determinanten des Deformationsgradienten JS aufgetragen, vgl. Abb. 9.1.

Der Vergleich der simulierten und gemessenen Kurve zeigt eine gute Übereinstim-

mung. Auch der steile Anstieg des Drucks in der Nähe des Kompressionspunktes

bei nS
0 = 0,633 wird sehr gut abgebildet.
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Abbildung 9.1: Grundelastizität bei hydrostatischer Kompression, Kammerdruck pK

über Determinante des Deformationsgradienten JS , Kompressionspunkt
bei nS

0 ; Vergleich zwischen Experiment und Simulation

Eine ähnlich anschauliche Abbildung für den biaxialen Zugversuch stellt sich dabei

als schwieriger heraus, da hierzu eine übersichtliche Darstellung eines inhomogenen

Deformationszustandes benötigt wird. Eine Möglichkeit, die Leistungsfähigkeit des

Modells unter biaxialem Zug zu überprüfen, basiert auf dem punktuellen Vergleich,

der bereits bei der Identifikationsmethode des biaxialen Zugversuchs zum Einsatz

kommt. In der quasi-statischen Simulation werden die Kraftrandbedingungen ent-

sprechend den Messdaten aufgebracht. Der rein visuelle Vergleich der ersten und

zweiten Hauptdehnung auf der simulierten Viertelprobe (Abb. 9.2, jeweils 2. Qua-

drant) mit dem gemessenen Ergebnis eignet sich nicht zur quantitativen Bewertung

des Simulationsergebnisses. Die Auftragung der Dehnung in y-Richtung über der

aufgebrachten Kraft in y-Richtung an einem speziellen Punkt (schwarzes Quadrat)

liefert die Kurve gemäß Abb. 9.3 und zeigt eine gute Übereinstimmung zwischen

Experiment und Simulation. Lediglich für höhere Lasten weichen die Kurven deut-

licher voneinander ab. In der schematischen Darstellung der Probe sind neben der

ausgewerteten Stützstelle (schwarzes Quadrat) noch die insgesamt verwendeten

Stützstellen auf der Probe markiert (rote Punkte).
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In Tabelle 9.1 wird ersichtlich, dass der Parameter c20 aus dem isochoren Anteil
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Abbildung 9.2: Biaxialer Zugversuch - Grundelastizität: visueller Vergleich zwischen Ex-
periment und Simulation (2. Quadrant) in äquibiaxialem Deformations-
zustand; links: erste Hauptdehnung ε1, rechts: zweite Hauptdehnung ε2
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Abbildung 9.3: Biaxialer Zugversuch - Grundelastizität: Dehnung in y−Richtung εyy

über Kraft in y−Richtung Fy; Auswertung an zentraler Stützstelle auf
Probe (schwarzes Quadrat); rote Punkte: für Identifikation verwendete
Stützstellen

der hyperelastischen Materialantwort negativ identifiziert wurde. Dies entspricht

auch der gängigen Praxis [232], wenngleich Hartmann in seinem Übersichtsarti-

kel [75] die Formulierung ausschließlich positiver Materialparameter innerhalb der
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Polynomreihendarstellungen gemäß Gl. (6.10) empfiehlt. Der Umstand, dass diese

Identifikation hier trotzdem genutzt wird, kann anschaulich anhand von Gl. (6.11)

motiviert werden. Die Betrachtung lediglich derjenigen Koeffizienten der ersten

Hauptinvarianten I
B̂S

zeigt, dass die positiven Terme c10 und c30 gegenüber dem

negativen Term dominieren. Der zusätzliche Parameter für die zweite Hauptinva-

riante erfüllt die Forderung nach positiven Materialparametern ohnehin.

9.1.2 Parameter des viskoelastischen Teilmodells

Der Argumentation aus dem vorangegangenen Abschnitt folgend werden auch die

Parameter des inelastischen Teilmodells sequentiell bestimmt. Auch hier werden

zunächst die volumetrischen Anteile anhand hydrostatischer Kompressionsversu-

che und anschließend die Parameter des isochoren Anteils auf Basis der uniaxialen

Zugversuche ermittelt. Der anschließende erneute Optimierungsdurchlauf anhand

beider Experimente soll die Identifikation unphysikalischer Parameter vermeiden.

Die Wahl von vier Maxwell-Elementen hat sich als zielführend erwiesen, wo-

bei hier jeweils ein Element des Typs 1 bzw. 2 und zwei Elemente des Typs

3 gemäß Gl. (6.21)1, Gl. (6.21)2 und Gl. (6.21)3 genutzt werden. Unter Be-

achtung der Tatsache, dass die Kolbengeschwindigkeit ṡK = 0,1 mm/s beim

Kompressionsversuch und die Maschinengeschwindigkeit u̇M = 1 mm/s beim

uniaxialen Zugversuch ähnliche Dehnraten hervorrufen, ergeben sich somit vier

Maxwell-Elemente für vier Dekaden in der Dehnrate. Die resultierenden Modellpa-

rameter sind in Tabelle 9.2 dokumentiert, wobei die grau hinterlegten Parameter

als vernachlässigbar identifiziert wurden. Der Index (•)Θ0
im Fall der isochoren

Steifigkeiten deutet auf die Gültigkeit bei der Referenztemperatur Θ0 = 20◦C hin.
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MWE #1 MWE #2 MWE #3 MWE #4

Typ 1© Typ 2© Typ 3© Typ 3©

µ1

Θ0
µ2

Θ0
0,31MPa µ3

Θ0
µ4

Θ0
2,8 · 10−3 MPa

r̂1

1©
1

r̂
2

2© 0,035 s
1

r̂
3

3©
1

r̂
4

3© 0,035 s

2

r̂
2

2© 215,73 s
2

r̂
3

3©
2

r̂
4

3© 245 s

k̂2

2© 1326,65 s k̂3

3© k̂4

3© 938 s

Λ1

Θ0
0,056MPa Λ2

Θ0
Λ3

Θ0
210,13MPa Λ4

Θ0
43,8MPa

r̄1

1© 22596 s
1

r̄
2

2©
1

r̄
3

3© 0,14 s
1

r̄
4

3©
2

r̄
2

2©
2

r̄
3

3© 0,026 s
2

r̄
4

3© 1,96 s

k̄2

2© k̄3

3© 116,69 s k̄4

3© 627 s

Tabelle 9.2: Identifizierte Parameter des viskoelastischen Teilmodells; MWE =̂ Maxwell-
Element

Dem Identifikationsschema gemäß Abb. 8.1 folgend werden zunächst die Identifi-

kationsexperimente unter hydrostatischem Druck dargestellt. Im zeitlichen Verlauf

ergibt sich für die geringere Rate (Abb. 9.4) eine augenscheinlich bessere Anpas-

sung als für die höhere Rate (Abb. 9.5).
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Abbildung 9.4: Viskoelastizität unter hydrostatischem Druck, zeitlicher Verlauf des
Kammerdrucks pK : Vergleich Simulation und Experiment für J̇S ≈
0,0004 1/s
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Abbildung 9.5: Viskoelastizität unter hydrostatischem Druck, zeitlicher Verlauf des
Kammerdrucks pK : Vergleich Simulation und Experiment für J̇S ≈
0,004 1/s

Durch die Auftragung des isotropen Kammerdrucks pK über der Determinanten

des Deformationsgradienten kann der Unterschied jedoch relativiert werden (Abb.

9.6). Beide Kurven nähern sich dem Kompressionspunkt und sind dort durch eine

vergleichsweise hohe Sensitivität gekennzeichnet. Rundungsfehler innerhalb der

Parameter haben hierbei bereits erhebliche Auswirkungen.
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Abbildung 9.6: Viskoelastizität unter hydrostatischem Druck, Kammerdruck pK über
Determinante des Deformationsgradienten JS (Experimente jeweils ge-
strichelt, Simulationen Volllinie)
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Die scheinbare Verschiebung des Kompressionspunktes der beiden Kurven für die

zwei Raten wird jedoch deutlich erkennbar. Im Falle der schnelleren Belastung

strebt die Spannung bereits bei geringeren Volumendehnungen gegen Unendlich.

Der zugehörige Grundelastizitätswert der Kurve liegt demzufolge deutlich unter-

halb der des langsameren Experiments (vgl. Kap. 7).

Die zeitlichen Verläufe der Anpassungsexperimente im uniaxialen Zugversuch sind

in Abbildung 9.7 für eine Maximaldehnung εmax
1 = 1,65 (oben) und εmax

1 = 2,6

(unten) aufgetragen. Die aus biaxialen Zugversuchen ermittelte Grundelastizität

weist dabei eine wesentlich niedrigere Maximaldehnung auf. Innerhalb des eigentli-

chen Gültigkeitsbereichs der multiaxial angepassten Grundelastizität (εmax
Biax < 0,6)

zeigt das Modell demnach eine sehr gute Übereinstimmung bei der Nachbildung

zyklischer Experimente. Aus diesem Grund können die größeren Abweichungen

bei der maximalen Dehnung (Abb. 9.7 - unten) in Kauf genommen werden. Bei

einer Ergänzung des Modells um weitere Maxwell-Elemente könnte die Qualität

der Anpassung in der dargestellten Belastungsart noch deutlich erhöht werden,

was jedoch auf Kosten des Rechenaufwands geht. In der dargestellten Fassung

wurde der Fokus auf die Anpassung des Maximalwertes der Spannung gelegt. Die

Temperatur beträgt in den drei Experimenten 20◦C.
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Abbildung 9.7: Viskoelastizität unter uniaxialem Zug, zeitlicher Verlauf der Cauchy-
Spannung T11: Vergleich Simulation und Experiment; verschiedene Dehn-
raten (oben/mittig), verschiedene Maximaldehnungen (oben/unten) bei
Θ0 = 20◦C
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9.1.3 Thermische Modifikation

Der abschließende Schritt im Rahmen der Parameteridentifikation ist die ther-

mische Modifikation der Nichtgleichgewichtssteifigkeiten. Die Anpassung erfolgt

mit Hilfe zyklischer, uniaxialer Zugversuche bei unterschiedlichen Temperaturen.

Dabei ist die Gültigkeit der Anpassung zunächst auf den Temperaturbereich bis

Θmax = 20◦C beschränkt, vgl. Abschnitt 7.2.1. Die zeitlichen Auftragungen in

Abb. 9.8 zeigen jeweils die Vergleiche bei einer Maximaldehnung εmax
1 = 1,65.
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Abbildung 9.8: Einfluss der Temperatur auf das inelastische Materialverhalten bei zy-
klischen Versuchen bis εmax

1 = 1,65: zeitlicher Verlauf der Cauchy-
Spannung T11; oben: ε̇1 = 0,0035 1/s, unten: ε̇1 = 0,035 1/s (Simulationen
jeweils gestrichelt, Experiment Volllinie)
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Die obere Darstellung vergleicht die Kurven für die Temperaturen Θi =

{−5; 15; 20}◦C bei einer Dehnrate ε̇1 = 0,0035 1/s. Die untere Abbildung be-

schränkt sich aus Gründen der Übersichtlichkeit auf den Vergleich der beiden

extremalen Temperaturen, da die Kurven bei Θ = 15◦C und Θ = 20◦C sehr

ähnlich sind. Demnach werden auch die Temperaturabhängigkeiten der Parameter

des inelastischen Modells gut beschrieben, wodurch das Modell in der Lage ist,

die zyklischen Experimente hinreichend abzubilden. Zusammen mit den Parame-

tern µj
Θ0

und Λj
Θ0

der einzelnen Maxwell-Elemente aus Tabelle 9.2 ergeben sich die

temperaturabhängigen Steifigkeitsfunktionen

µj(Θ) = µj
Θ0

exp

[
bj ·
(

1 − Θ

293 K

)]
,

Λj(Θ) = Λj
Θ0

exp

[
bj ·
(

1 − Θ

293 K

)]
,

(9.3)

mit den angepassten Parametern nach Tabelle 9.3. Die darin auftretenden Über-

einstimmungen zwischen den Maxwell-Elementen #1 und #3, bzw. #2 und #4

wurden nicht a priori festgelegt und ergab sich erst im Laufe der Identifikation.

MWE #1 MWE #2 MWE #3 MWE #4

Typ 1© Typ 2© Typ 3© Typ 3©

µ1

Θ0
µ2

Θ0
0,31MPa µ3

Θ0
µ4

Θ0
2,8 · 10−3 MPa

Λ1

Θ0
0,056MPa Λ2

Θ0
Λ3

Θ0
210,13MPa Λ4

Θ0
43,8MPa

b1 32,4 b2 8,4 b3 32,4 b4 8,4

Tabelle 9.3: Identifizierte Parameter der thermischen Modifikation, MWE =̂ Maxwell-
Element

Die Gültigkeit der Modifikation im Bereich der Kompression kann mit den zur

Verfügung stehenden, experimentellen Anlagen nicht überprüft werden. Eine nach-

trägliche Überprüfung kann im Rahmen weiterer Untersuchungen erfolgen. Im Zuge

der Parameteranpassung hat sich eine entsprechende Anpassung jedoch als zweck-

mäßig erwiesen und ist physikalisch tragfähig, da eine spontane Änderung der Ma-

terialeigenschaften beim Wechsel vom Druck- in den Zugbereich nicht zu erwarten

ist.
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9.2 Validierung

In diesem Abschnitt werden die ermittelten Parameter anhand einer Bauteilsimu-

lation validiert. Da die eigentliche Motivation bei dem hier verwendeten Modellauf-

bau die realistische Vorhersage mehrachsiger Spannungs- und Deformationszustän-

de ist, wird zur Validierung eine gelochte Membranprobe unter uniaxialem Zug ge-

nutzt. Hierzu wird ein Streifen der Breite 12,5mm aus einer Membran herausgelöst,

vorkonditionert und anschließend mit einem kreisförmigen Ausschnitt definierten

Durchmessers versehen. Um möglichst große Unterschiede zwischen den experimen-

tellen Parametern der Identifikationsversuche und der Validierungsexperimente zu

gewährleisten wird als Rohmaterial die Membran der Stärke 5 mm gewählt, welche

bei der Identifikation lediglich für die Kompressionsversuche verwendet wurde. Die

resultierende Probengeometrie ist in Abb. 9.9 - rechts dargestellt.

9.2.1 Simulationen in COMSOL Multiphysics®
Die Implementierung des erstellten und identifizierten Materialmodells erfolgt

in COMSOL Multiphysics® 3.5 [32]. Der Aufbau des nichtlinearen Modells ge-

schieht mehrstufig. Zur Implementierung des hyperelastischen Teilmodells wird die

schwache Formulierung des Problems genutzt und die entsprechenden Spannungs-

Deformationsbeziehungen angepasst. Die quasi-statische Simulation liefert im Ver-

gleich mit einer optisch ausgewerteten Probe bereits ein sehr ähnliches Deformati-

onsmuster. Dies wird durch die zusammengefügte Darstellung in Abb. 9.9 - links

ersichtlich. Zusätzlich ergibt die Auftragung der gemessenen Reaktionskraft FR

im Vergleich mit der simulierten Grundelastizität eine gute Übereinstimmung.

Die leichte Erhöhung der vorhergesagten Grundelastizität gegenüber dem expe-

rimentell ermittelten Verlauf ist einerseits durch den recht hohen Dehnungsbereich

im Vergleich zu den Identifikationsexperimenten und andererseits durch idealisiert

angenommene Randbedingungen erklärbar. So sind Ungenauigkeiten bei der Her-

stellung der Proben ebenso eine Fehlerquelle wie Idealisierung der Einspannstellen.

Dieser Trend des leichten Überschätzens der Reaktionskraft setzt sich auch in den

folgenden Validierungsbeispielen fort, kann aber als Folge der Verwendung des Ma-

schinenweges als Randbedingung erklärt werden.

Die Ähnlichkeit zwischen den Deformationsfeldern auf der Oberfläche der simu-
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Abbildung 9.9: Validierungsprobe uniaxialer Zug; links: Vergleich Experiment mit si-
mulierter Grundelastizität: zeitlicher Verlauf Reaktionskraft FR; links:
Messdaten mit simulierter und experimentell gemessener Dehnung εxx

in x−Richtung, rechts: Probengeometrie

lierten und der tatsächlich gemessenen Probe lässt sich aus Abb. 9.9 erahnen. Zur

genaueren Darstellung ist die lokale Dehnung εxx in x−Richtung beispielhaft an

drei Punkten der Probenoberfläche (Pi) über der Zugkraft FR aufgetragen. Grö-

Experiment
Simulation

P1

P2

P3

ε x
x
[−

]

FR [N]

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0 2 4 6 8 10 12

P1

P2

P3

ex

ey

Abbildung 9.10: Validierungsprobe uniaxialer Zug, lokale Deformationen; Vergleich Deh-
nung εxx über Zugkraft FR an drei Punkten auf Probenoberfläche (Ko-
ordinaten in mm): P1 = (0| − 4) ,P2 = (−6,5|0) ,P3 = (−15|0)

ßere Abweichungen sind lediglich im Bereich höherer Dehnungen zu erkennen. Die

großen Abweichungen zwischen den Punkten zeigt überdies die gewollte Inhomo-

genität der Probendehnung.
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Ein wesentlicher Aspekt des präsentierten Modellansatzes ist jedoch durch die in-

härente Ratenabhängigkeit des Materialverhaltens gegeben. Die Implementierung

der jeweiligen Evolutionsgleichungen basiert dabei auf der Allgemeinen Form des

PDE-Modus (PDE-Mode, General Form), also der generellen Formulierung eines

parametrisierten Differentialgleichungssatzes. Durch Einpassen der jeweiligen Evo-

lutionsgleichungen des hochgradig nichtlinearen, viskoelastischen Materialmodells

in das gegebene Koeffizientenschema bietet COMSOL Multiphysics® somit eine

elegante Methode zur Implementierung komplexer Modellansätze. Detaillierte Dar-

stellungen zur verwendeten Strategie sind [32, 120] zu entnehmen.

Bei der Zusammensetzung eines entsprechenden Modells mit dieser Vorgehensweise

werden die inelastischen rechten Cauchy-Green-Deformationen Cj
i (kl) als zusätzli-

che Freiheitsgrade in das Gleichungssystem eingearbeitet. Da somit sechs zusätz-

liche Freiheitsgrade pro Maxwell-Element hinzukommen, ist generell auf die Mini-

mierung der Anzahl beteiligter Maxwell-Elemente zu achten.

Die Überprüfung der Eignung des Modellansatzes zur Vorhersage des gemessenen

Materialverhaltens kann anhand von Relaxationsexperimenten durchgeführt wer-

den. Als Haltezeit nach dem Erreichen des gewünschten Dehnungsniveaus wird

eine Zeit von 1000 s zur Relaxation gewählt.

In Abb. 9.11 - oben wird der Einfluss der Dehnrate auf das Messergebnis und

die zugehörige Bauteilsimulation bei gegebener Temperatur Θ = 18◦C und einer

Dehnung εP1

xx ≈ 0,25 im Punkt P1 nach Abb. 9.10 ersichtlich. Aus Gründen der

Übersichtlichkeit sind Kurven für den eigentlichen Relaxationsbereich zusätzlich

in logarithmischem Maßstab dargestellt (Abb. 9.11 - unten). Die grundsätzliche

Eignung des Modellansatzes für das vorliegende Material lässt sich daraus gene-

rell erkennen. Allerdings zeigen sich im Anfangsbereich der Relaxation wesentliche

Abweichungen, die auf das Fehlen eines verhältnismäßig schnellen Relaxators hin-

weisen. Bei Betrachtung der Tabelle 9.2 fällt in dem Zusammenhang auf, dass

lediglich zwei Relaxatoren des isochoren Teilmodells verschieden von Null identi-

fiziert wurden. Die Identifikation der Materialparameter für schnelle Relaxatoren

ist demnach mit zyklischen Experimenten nur bedingt zu leisten. Die Anpassung

mit Hilfe von Relaxationsexperimenten bietet dabei beispielsweise die Möglichkeit,

den Bereich unmittelbar nach der Belastungsrampe in der Optimierung stärker zu

wichten und ihm somit größere Beachtung zu schenken. Aufgrund des besonde-

ren Schädigungsmechanismus, welcher in Kap. 7 beschrieben wurde, werden die

entsprechenden Versuche hier jedoch nicht behandelt.
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Abbildung 9.11: Relaxationsversuch Beispielprobe - Vergleich zwischen Simulation und
Experiment für drei Dehnraten; oben: zeitlicher Verlauf Reaktionskraft
FR - gesamter Versuch, unten: (logarithmischer) zeitlicher Verlauf Re-
aktionskraft FR - Relaxationsdauer ; εP1

xx ≈ 0,25,Θ = 18◦C

Eine Wiederholung der Experimente bei unterschiedlichen Temperaturen liefert

ähnliche Ergebnisse (Abb. 9.12). Das Modell berücksichtigt generell eine Tempe-

raturabhängigkeit innerhalb der inelastischen Materialeffekte. Zur genauen Abbil-

dung des Relaxationsverhaltens fehlen bei diesem Vorgehen experimentelle Daten

zur Ermittlung geringer Relaxationszeiten. Die Durchführung von Relaxationsex-

perimenten stellt dabei eine Möglichkeit dar. Allerdings ist zusätzlich der reduzier-

te Gültigkeitsbereich der vorgestellten thermischen Modifikation zu beachten. Die

Variation der Steifigkeiten der einzelnen Maxwell-Elemente ist auf den Tempera-

turbereich zwischen −5◦C und 20◦C limitiert und wird daher auch nur in diesem
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Bereich überprüft. Auch dieser Aspekt kann im Rahmen einer weiterführenden

thermomechanischen Charakterisierung des Materials ergänzt werden.
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Abbildung 9.12: Relaxationsversuch Beispielprobe - Vergleich zwischen Simulation und
Experiment für drei Temperaturen; oben: zeitlicher Verlauf Reaktions-
kraft FR - gesamter Versuch, unten: (logarithmischer) zeitlicher Verlauf
Reaktionskraft FR - Relaxationsdauer ; εP1

xx ≈ 0,25, u̇M = 0,2 mm/s

Die Wirkung der Maximaldehnung auf das viskoelastische Materialverhalten soll

schließlich mit Hilfe eines Stufenversuchs veranschaulicht werden. Dieser besteht

aus einer Abfolge von Relaxationsexperimenten bei verschiedenen Dehnungsnive-

aus. Bei diesem Versuchstyp zeigt sich eine relativ gute Übereinstimmung zwischen

der experimentellen Messung und der simulierten Referenz (Abb. 9.13), wenngleich

das Relaxationsverhalten unmittelbar nach der Belastung nur unzureichend abge-

bildet wird.
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Abbildung 9.13: Relaxationsversuch Beispielprobe - Vergleich zwischen Simulation und
Experiment für Treppenversuch mit fünf Dehnungsniveaus, zeitlicher
Verlauf der Reaktionskraft FR; Schrittweite ca. ∆εP1

xx ≈ 0,05, u̇M =
0,2 mm/s,Θ = 15◦C

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass die identifizierten Parameter eine gute

Abbildung des tatsächlichen Materialverhaltens ermöglichen, wenngleich die Band-

breite der Identifikationsexperimente stark vom tatsächlich geforderten Einsatzbe-

reich des Materials abhängt. Die Steigerung der Anzahl der Maxwell-Elemente

führt zu einem erheblichen Anstieg des Berechnungsaufwandes. Es wird jedoch

ersichtlich, dass das Relaxationsverhalten bisher nicht ausreichend abgebildet wer-

den kann, da keine derartigen Experimente zur Anpassung genutzt wurden und

so schnelle Relaxatoren unzureichend beachtet werden. Die Auslassung der Re-

laxationsexperimente ist durch den auftretenden Schädigungseffekt laut Kapitel 7

begründet. Genauere Kenntnis über die Ursachen dieses Effekts und seine Einfluss-

faktoren ermöglicht eine Beachtung innerhalb des Materialmodells. Bei erhöhter

Wichtigkeit eines speziellen Materialeffekts im Rahmen einer konkreten Anwen-

dung können entsprechende Versuche ergänzt und berücksichtigt werden. Gegebe-

nenfalls kann im konkreten Fall auf die Abbildung einer anderen Charakteristik

verzichtet werden und somit der Simulationsaufwand konstant gehalten werden.
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9.3 Diskussion: Ergebnisse

Das vorangegangene Kapitel fasst die identifizierten Materialparameter zusammen

und evaluiert die Ergebnisse an einer beispielhaften inhomogenen Probe.� Gemäß den Modellierungsgrundsätzen aus Kapitel 6 wurde im Rahmen der

Parameteranpassung ein finites, viskoelastisches Materialmodell auf Basis

der Theorie Poröser Medien erstellt und angepasst. Die Grundelastizität des

Materials wird im isochoren Anteil durch ein Biderman-Modell repräsentiert

und im volumetrischen Bereich durch einen kompressiblen Erweiterungsterm

ergänzt. Die Nutzung des isochoren Modellansatzes ermöglicht die adäquate

Beschreibung mehrachsiger Deformationen im Zugbereich und stellt daher

eine wesentliche Neuerung gegenüber bisher genannten Ansätzen dar.

Die Formulierung der viskoelastischen Modellanteile basiert auf vier zur

Grundelastizität parallel geschalteten Maxwell-Elementen. Auch hier tritt

die Aufteilung in volumetrische und isochore Anteile auf.

Die nachträgliche Ergänzung der Parameterfunktionen des inelastischen Mo-

dellanteils um eine explizite Temperaturabhängigkeit erweitert den thermi-

schen Gültigkeitsbereich auf Werte von −5◦C bis 20◦C. Die Vergrößerung

des Temperaturbereichs ist nach genaueren Untersuchungen zur Temperatu-

rabhängigkeit des Werkstoffs gemäß Kapitel 7 möglich.

Der Vergleich zwischen simulierten und experimentell gemessenen Kurven

der Identifikationsexperimente zeigt eine gute Übereinstimmung.� Die Validierung der ermittelten Materialparameter erfolgt anhand von un-

iaxialen Zugversuchen an einer gelochten Probe. Es werden entsprechende

Versuchsbedingungen gewählt, die sich von den Identifikationsexperimenten

unterscheiden. Die numerische Nachbildung der Experimente und der an-

schließende Vergleich mit den experimentell gemessenen Daten zeigen jedoch

Schwierigkeiten bei der Beschreibung von Relaxationsexperimenten. Gera-

de im Bereich kurzer Relaxationsdauer wird das Verhalten nur unzureichend

abgebildet. Die Maximalkräfte im Zuge der Belastung unterliegen dabei eben-

falls einer deutlichen Abweichung zwischen Simulation und Experiment. Die

Ergänzung der Datenbasis bei der Identifikation um Relaxationsexperimente

kann in dieser Hinsicht Abhilfe schaffen. Der Versuchstyp wurde aufgrund

des besonderen Schadensbildes bei diesem Material innerhalb der Relaxati-
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onsphase nicht zur Identifikation genutzt.

Die alleinige Anpassung eines Materialmodells an zyklische Experimente ist

demzufolge nicht geeignet, das Relaxationsverhalten innerhalb der Simu-

lation zu beschreiben. Für die zusätzliche Anpassung eines oder mehrerer

Maxwell-Elemente mit expliziten Relaxationsversuchen ist genauere Kennt-

nis über oben genanntes Schadensbild nötig. Diese Untersuchungen können

als weiterführende Arbeiten am Material angesehen werden.
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10
Fazit & Ausblick

10.1 Fazit

Ziel der vorliegenden Arbeit war die Erstellung eines Materialmodells zur Beschrei-

bung des Materialverhaltens eines geschäumten EPDM-Moosgummis. Die Beson-

derheit des Werkstoffs ist durch die Komposition eines quasi-inkompressiblen Elas-

tomers und hochkompressibler Porenluft gegeben. Hauptanwendungsgebiete die-

ser Materialklasse liegen im Bereich der Dichtungstechnik, wodurch sich besondere

Anforderungen ergeben. Hierbei kommt den Aspekten Mehrachsigkeit, Verhalten

unter Kompression, Viskoelastizität sowie deren Temperaturabhängigkeit großer

Wert zu. Bisher vorhandene Modellansätze auf Basis strukturkompressibler Werk-

stoffe beschränken sich auf die Abbildung einzelner Materialeffekte. Die vollständi-

ge und zusammenhängende Beschreibung der genannten Aspekte stellt im Hinblick

auf typische Anwendungsgebiete eine deutliche Verbesserung gegenüber zuvor ver-

öffentlichten Modellansätzen dar. Die Vorgehensweise zur Erstellung eines solchen

verbesserten und vervollständigten Modells aus mechanischer und experimenteller

Sicht bildet den Rahmen der vorliegenden Arbeit.

Die Modellbildung erfolgt auf Basis der Theorie Poröser Medien unter Zuhilfenah-

me der Aufteilung der Deformationen in volumetrische und isochore Anteile, die

ihrerseits wieder in elastische und inelastische Modellanteile unterschieden wer-

– 161 –
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den. Als theoretische Einschränkung in der Modellbildung wird die kinematische

Kopplung zwischen den Konstituierenden angenommen. Die genutzte Kombina-

tion einer inkompressiblen Festkörper- und einer kompressiblen Gasphase wird

in der Literatur als Hybrides Modell des Typs 2 bezeichnet [15]. Die wesentliche

Neuerung des vorgeschlagenen Modellansatzes beinhaltet die Beachtung des Ein-

flusses mehrachsiger Deformationen auf Basis einer isochoren Formulierung in den

ersten beiden Dehnungshauptinvarianten. Dadurch ergibt sich eine Grundelastizi-

tät, die in der Lage ist, Multiaxialität abzubilden und nicht auf Basis uniaxialer

Zugversuche zu extrapolieren. Die Formulierung der inelastischen Anteile geht auf

ein gewöhnliches Neo-Hooke-Modell mit nichtlinearen Relaxationszeiten zurück

und kombiniert damit uniaxiale Viskoelastizität mit multiaxialer Grundelastizität.

Eine weitere Neuerung gegenüber vorher beschriebenen Ansätzen ist die Einbe-

ziehung der Temperaturabhängigkeit in das Materialmodell. In erster Näherung

wird der geringe Einfluss auf den elastischen Modellanteil vernachlässigt und ledig-

lich eine Anpassung der Parameter des inelastischen Modellanteils vorgenommen.

Die gleichförmige, nachträgliche Variation der Steifigkeiten und der zugehörigen

Viskositäten der einzelnen Maxwell-Elemente stellt die Konstanz des Relaxations-

spektrums sicher und vereinfacht so die Darstellung über eine diskrete Anzahl an

Relaxatoren.

Die kontinuumsmechanische Formulierung oben genannter Materialeffekte erfor-

dert eine experimentelle Charakterisierung, die in der Lage ist, das modellier-

te Materialverhalten in hinreichendem Maße anzuregen. Dementsprechend ergibt

sich durch die Fülle an Teilaspekten auch eine Fülle an unterschiedlichen Expe-

rimenten. Ein Kernpunkt der vorliegenden Arbeit ist daher die konstruktive und

experimentelle Effizienzsteigerung aller zur Materialcharakterisierung genutzten

Versuchsstände. Der hydrostatische Kompressionsversuch, der bereits in früheren

Arbeiten des Autors entwickelt wurde, findet Anwendung bei der Ermittlung des

quasi-statischen und dynamischen Kompressionsverhaltens des Probenmaterials.

Mit seiner Hilfe kann eine belastbare Aussage über die Strukturkompressibilität

des Modellmaterials getroffen werden. Die vorgeschlagene Ergänzung zuvor veröf-

fentlichter Modelle durch einen mehrachsigen Ansatz zur Abbildung der Hyper-

elastizität ermöglicht die Vorhersage des Materialverhaltens unter realistischen

Deformationsbedingungen, die den überwiegenden Anteil tatsächlich auftreten-

der Belastungszustände ausmachen. Der hier eingeführte, automatisierte Ablauf

für die Durchführung und Auswertung der zur Anpassung notwendigen biaxialen

Zugversuche kann dabei als mächtiges und effizientes Werkzeug angesehen wer-

den. Zur weiteren Effizienzsteigerung wurde die ursprünglich von Johlitz et al.
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[103] vorgestellte Probengeometrie im Rahmen experimenteller und numerischer

Optimierungsverfahren weiterentwickelt und an die Problemstellung angepasst.

Eine besondere Herausforderung bei der Auswertung der biaxialen Zugversuche

stellt sich durch die Kompressibilität des Modellmaterials ein. Die optische Deh-

nungsmessung über Digitale Bildkorrelation kann generell mittels stereoskopischer

Anwendung auf dreidimensionale Informationen erweitert werden. Zur Überwin-

dung von Imperfektionen bei der Einspannung der Zugproben müssen diese von

zwei Seiten dreidimensional bewertet werden. Die anschließende Transformation

der beiden Auswertungen auf ein gemeinsames Koordinatensystem erfordert aller-

dings die Automatisierung genereller Abläufe bei dem vorgeschlagenen Versuchs-

typ. Das Vorgehen und die Umsetzung werden aufgrund ihrer Neuartigkeit in dieser

Arbeit ausführlich beschrieben.

Die Abhängigkeit des Materials von der Belastungsrate unter Zug wird in un-

iaxialen, zyklischen Versuchen untersucht. Die Erweiterung des Versuchs um eine

Temperierkammer ermöglicht die nachträgliche Wiederholung der Experimente bei

unterschiedlichen Temperaturen zur Anpassung der temperaturabhängigen Para-

meter der inelastischen Modellanteile.

Die Vielzahl an experimentellen Anlagen erfordert im Rahmen einer optimalen

Anpassung an die Experimente verschiedene Probengeometrien. Hier wurde be-

züglich des Rohmaterials besonderer Wert darauf gelegt, die Proben aus Standard-

materialchargen zu extrahieren. Sonderanfertigungen in der gewünschten Proben-

geometrie bergen die Gefahr unterschiedlicher Materialcharakteristiken gegenüber

Standardgeometrien. Die Verwendung unterschiedlicher Ausgangsgeometrien bei

der Materialcharakterisierung erfordert jedoch eine gewisse Vergleichbarkeit zwi-

schen diesen. Durch lichtmikroskopische Untersuchungen und Untersuchungen im

hydrostatischen Kompressionsversuch zeigen jedoch deutliche Abweichungen zwi-

schen vorliegendem Membranmaterial (ursprünglich für Zugversuche) und zylindri-

schen Proben (ursprünglich für Kompressionsversuche). Daher wurden die weite-

ren Untersuchungen nur an Membranproben durchgeführt. Weitere Tests belegten

die Isotropie des Probenmaterials. Die durchgeführten DSC -Messungen zur Be-

stimmung der Glasübergangstemperatur ergaben mit einer gewissen Unsicherheit

eine gute Übereinstimmung mit den Herstellerangaben zum maximal zulässigen

Anwendungstemperaturbereich.

Neben der Durchführung der Identifikationsexperimente zur Bestimmung der Ma-

terialparameter kamen noch weitere Experimente zur Anwendung, die bemerkens-

werte Eigenschaften des Materials hervorbrachten. Bei der Durchführung der ex-

perimentellen Charakterisierung bei erhöhter Temperatur ergaben sich zwei unge-
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wöhnliche Materialcharakteristiken. Eine Besonderheit des geschäumten Materi-

als betrifft die Temperaturabhängigkeit der Viskosität. Das inelastische Verhalten

des Kompositmaterials unterliegt einer nicht-monotonen Abhängigkeit bezüglich

der Temperatur. Das korrespondierende Vollmaterial hingegen zeigt ein Abklin-

gen viskoser Effekte zu höheren Temperaturen hin. Erste Untersuchungen zur Be-

stimmung der Herkunft des Verhaltens deuteten auf einen physikalischen, reversi-

blen Ursprung hin. Steigender Strömungswiderstand innerhalb offener Luftporen

kommt als mögliche Erklärung in Betracht, muss jedoch noch weiter untersucht

werden. Eine weitere Besonderheit liegt in einem bisher nicht genauer beschriebe-

nen Materialeffekt, der hier als Relaxationsriss bezeichnet wird. Im Detail handelt

es sich um die spontane Zerstörung der Probe im uniaxialen Relaxationsexperi-

ment unter Zug. Nach Erreichen des maximalen Dehnungsniveaus mit anschlie-

ßender Haltezeit klingen die inelastischen, mechanischen Spannungen langsam ab.

In dieser Phase des Experiments kann es unter bestimmten Umständen zu einem

Riss der Probe kommen. Ersten Ergebnissen zufolge lässt sich die Dauer zwischen

Erreichen des konstanten Dehnungsniveaus und dem Riss der Probe durch die Ver-

suchsparameter variieren. Ein Zusammenhang zwischen beiden genannten Effekten

ist nicht auszuschließen, wenngleich noch weitere detaillierte Untersuchungen not-

wendig sind. Eine Nutzung der Relaxationsexperimente innerhalb der Parameteri-

dentifikation erübrigt sich aufgrund der mangelnden Kenntnis über die Ursachen

des Schädigungsmechanismus, was die alleinige Nutzung von zyklischen Experi-

menten zur Parameteridentifikation des inelastischen Modellanteils begründet.

Die Identifikation der Parameter bei quasi-statischen und dynamischen Kompres-

sionsversuchen sowie bei dynamischen uniaxialen Zugversuchen wird anhand eines

konstitutiven Treibers durchgeführt. Die Information über die aktuelle Dehnung

in die jeweilige Raumrichtung innerhalb des konstitutiven Treibers werden aus den

Messdaten der Experimente extrahiert und interpoliert. Eine manuelle Parametri-

sierung der Deformationen erübrigt sich dadurch. Die Optimierung der Parameter

erfolgt mit Hilfe von Optimierungsstrategien wie Genetischen Algorithmen oder

dem Nelder-Mead-Simplex-Verfahren. Die Anpassung des Verfahrens auf das kon-

krete Material ist über einen Parameter innerhalb der Optimierungsstruktur rea-

lisierbar. Der Neuentwicklung der Auswertestrategie für den biaxialen Zugversuch

kommt in dieser Arbeit ein größerer Stellenwert zu. Die Gesamtstrategie star-

tet bereits im Vorfeld des Experiments mit der Kalibrierung der Kamerasysteme

und ist zur Erlangung maximaler Effizienz stark reglementiert. Die gemessenen

Reaktionskräfte werden in einer inversen Berechnung als Randbedingung für die

Simulation verwendet. Die feldliche Auswertung der gemessenen Dehnungen wird
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flächig interpoliert und als Vergleichsbasis für die Anpassungsgüte des Parame-

tersatzes verwendet. Die zufällige Auswahl von Startparametersätzen ermöglicht

die Nutzung eines breiten Lösungsraums und verringert gleichzeitig das Risiko

der Stagnation in einem lokalen Minimum. Generell kann die entwickelte Metho-

de zur Materialcharakterisierung bei unterschiedlichsten Materialtypen eingesetzt

und automatisiert durchgeführt werden.

Die Validierung der angepassten Parameter erfolgt anhand einer gelochten Zugpro-

be bei unterschiedlichen Belastungsgeschwindigkeiten und unterschiedlichen Tem-

peraturen. Die gute Übereinstimmung der simulierten mit den gemessenen Daten

wird an einigen Versuchen deutlich. Lediglich im Bereich der Relaxation ist eine

gewisse Abweichung signifikanten Ausmaßes erkennbar. Da zur Optimierung der in-

elastischen Parameter nur zyklische Experimente verwendet wurden, ist dies jedoch

erklärbar. Bei genauerer Kenntnis über den Relaxationsriss und dessen Triebkräfte

kann eine entsprechende Messkampagne durchgeführt und bei der Anpassung be-

rücksichtigt werden. Ein Modellerweiterung um eine sinnvolle Schädigungsvariable

ist in diesem Zusammenhang aber unabdingbar. Die Modellanpassung auf diesem

Wege ist qualitativ und quantitativ in der Lage, das Materialverhalten abzubilden

und trägt grundsätzlich zum Schluss einer großen Lücke innerhalb der bestehenden

Modellierungsansätze bei.

10.2 Ausblick

Mit Hilfe des erstellten Modells ist es möglich, das Materialverhalten im Bezug

auf Kompressionsverhalten, Mehrachsigkeit, Ratenabhängigkeit und Temperatur-

abhängigkeit zu beschreiben. Auf der Seite der experimentellen und theoretischen

Charakterisierung gibt es jedoch derzeit noch weiteren Untersuchungsbedarf. So

sind beispielsweise inelastische Effekte wie der Mullins-Effekt noch nicht implemen-

tiert. Eine entsprechende Datenerhebung inklusive zugehöriger Modellerweiterung

ist dabei ebenso zu ergänzen wie der Einfluss der Mehrachsigkeit auf das ratenab-

hängige Materialverhalten. Speziell dafür müssen sowohl die experimentellen als

auch die theoretischen Methoden erarbeitet werden. Bisher wurden die Kennwer-

te des viskoelastischen Teilmodells ausschließlich anhand uniaxialer Experimente

angepasst und stellen somit möglicherweise eine Schwachstelle des Modells dar.

Eine entsprechende Erweiterung der Methoden bei der Messung ratenabhängigen,

mehrachsigen Materialverhaltens ist hierzu unabdingbar.



166 Kapitel 10. Fazit & Ausblick

Auch die thermischen Einflüsse müssen noch genauer untersucht werden. Dies gilt

einerseits für den Temperatureinfluss auf das Kompressionsverhalten des struk-

turkompressiblen Werkstoffs und verlangt daher nach einer Ergänzung des Kom-

pressionsversuchs um eine Temperiereinheit. Andererseits ist auch die Erweiterung

des biaxialen Zugversuchsstandes um eine Thermokammer notwendig. Die beson-

dere Herausforderung liegt dabei in der optischen Auswertung der Versuche. Hier

muss eine Möglichkeit zur Observierung der Probe von außerhalb der Thermokam-

mer realisiert werden, was besondere konstruktive Maßnahmen im Hinblick auf ein

Vierkamerasystem erfordert.

Neben diesen konstruktiven Maßnahmen ist das Phänomen des Relaxationsrisses

aus Kapitel 7 näher zu beleuchten. Die Besonderheit des neuartigen Schädigungs-

bildes liegt im spontanen Riss einer Zugprobe im Laufe eines Relaxationsprozes-

ses bei gleichbleibender Dehnung und einer Spannung unterhalb der Maximal-

spannung. Die Dauer vom Erreichen des gewünschten Dehnungsniveaus bis zum

Versagen der Probe kann über verschiedene experimentelle Parameter beeinflusst

werden. Gerade hier könnte ein für die Industrie relevanter Grund für den alte-

rungsbedingten Ausfall von Dichtkomponenten liegen. In Zusammenhang mit dem

parabolischen Einfluss der Temperatur auf das inelastische Verhalten des Materials

ist hier noch ein breites experimentelles Feld bei der Charakterisierung von Moos-

gummistrukturen zu bearbeiten. Auch aus theoretischer Sicht ist die Konstruktion

entsprechender Modellstrukturen ein interessanter Aspekt mit Perspektive.
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Basis der Theorie Poröser Medien. Habilitationsschrift, Institut für Mecha-
nik (Bauwesen), Universität Stuttgart.

[40] Diebels, S. & W. Ehlers [1996]. ‘Dynamic analysis of a fully saturated
porous medium accounting for geometrical and material non-linearities.’ In-
ternational Journal for Numerical Methods in Engineering , 39(1), pp. 81–97.



170 Literaturverzeichnis

[41] Diercks, N. [2015]. The dynamic behaviour of rubber under consideration
of the Mullins and the Payne effect: Experiments, Modelling and Simulation.
Dissertation, Universität der Bundeswehr, München.

[42] Dikmen, E. & I. Basdogan [2008]. ‘Material characteristics of a vehicle
door seal and its effect on vehicle vibrations.’ Vehicle System Dynamics ,
46(11), pp. 975–990.

[43] DIN EN ISO 527-2 [Juni 2012]. ‘Kunststoffe - Bestimmung der Zugeigen-
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