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0.T.0'Meara ist es ifitte der flinfziger Jahre gelungen, die
symmetrisch bilinearén Gitter (Def..s. § 1.1) liber einem diskreten
kompletten Bewertungsring C mit von 2 verschiedener Charakteristik
und vollkommenem Restklassenkorper k zu klassifizieren (s.[OM],
Chap. 1%, [or 1). Doch 13Kt die Komplexitat von O'Meara's Resulta-
ten vermuten, dal schon ilber dyadischen diskreten kompletten Be-
wertungsringen mit unvollkommenem Restklassenkorper das Klassifi-

kationsprogramm heutzutage keine Aussicht auf Erfolg hat.

Im Gegensatz dazu werden wir in dieser Studie unter
arlderem die Frage beantworten konnen, wann zwei ~ ohne Hinschrsn-
kung der Allgemeinheit radikalfreie - Gitter uber einem beliebigen
Bewertungsring endlicher Hohe ([B], S. 115) dasselbe Bild im Gro-
thendieckring KG(C) aller (radikalfreier, symmetrisch bilinearerj

Gitter uUber C haben.

Bei diesen Untersuchungen xann man von den Grothen-

dieckringen zu - #dhnlich wie in [W] definierten - "Wittringen"

ubergehen, ohne wesentliche Information zu verlieren (s. §1C).
Die Elemente der Wittringe lassen sich durch Gitter reprasentiersr
wanrend wir fir die Grothendieckringe "Differenzen" von Gittern
4ben6tigen. Die Wittringe sind somit einfacher zu handhaben und

\
als der eigentliche Gegenstand unserer Theorie anzusehen.

Als Nebenprodukt unserer Uberlegungen werden sich
Beziehungen zwischen den Wittringen der verschiedeaen Restiklassen-

korper eines beliebigen Bewertungsringes endlicher Hohe ergebea
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(s 48, vgl.[Kl, § 12).

Der letzte Paragraph enthalt von den uUbrigen Paragra-
phen unabhingige Betrachtungen. Wir>beweisen ein Analogon zu
O'Méara's Kurzungssatz (EDM] 9%:14a) Uber semilokaien Ringen
(vg!.[KJS 6). Insbesondere bleibt dieser Satz von O'Meara iiber
beliebigen Bewertungsringen richtig. Weiter studieren wir Uber
disgreten Bewertungsringen die besonders angenehme Klasse der
"ausgeglichenen" Gitter (s. § 5B), die in einigen Arbeiten &on
G.L. Watson eine Rolle spielt (s.z.B. [(wa]). O'Meara's Klassifi-
kation der unimodularen Gitter ([OM] 03:16) 1lal3t sich auf diese

/
Gitfer verallgemeinern.

Uber diskret bewerteten Ringen (zumindest) lassen
sich, nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn M.Kneser,.die

in' § 2 - § 4 gewonnenen Resultate wesentlich schneller herleiten.
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§ 1 Vorbereitungen.

1 A, Bezeichnunzen. Sei C ein beliebiger Bewertungsring

(z.B, auch ein Korper), m sein maximales Ideal, L sein Quo-
tientenkoryper. ¢* bezeichne die winheitengruppe Csm von C,
Maie Wertegruppe zu einer fest gewdhlten zu C gehorigen
ngértung v i I = MPufest. (Wir schreiben M als additive
Gruppe.) Flir jedes Primidealﬂg von C bezeichne k:(Ag) den
Quotiente.nk’drper C"f/,.f des Ringes C/.(g . Fiir kim) schreiben
wir oft kiirzer k.
Unter einem symmetrisch bilinearen Gitter & Uber

(meist kurz "Gitter" genannt), verstehen wir einen freien
C-Modul # von endlichem Rang, versehen mit einer symmetrischen
bzgl. C bilinearen Abbildung B: ExE —> L, Die Bilinearformen
aller Gitter werden wir unterschiedslos mit B bezeichnen, so-
lnage dadurch keine verwirrung entstehen kann. Ein Gitter
(oder seine Isomorphieklasse) bezeichnen wir oft durch die
Wertematrix (B(hi{:hj)) zu irgend einer freien Basis
hyseessh von E. Fir cine zweireihige Matrix (: {‘5) mit

xec, pec, - «p € C*benutzen wir das Symbol A(« ,(3 ).

Wir nennen einen Vektor x eines Gitters B

primitiv, falls x nicht Vielfaches Xz eines z€E mit A€M
ist, also wenn x Anfang einer Basis von C ist. Vektoren x s o
aus £ mit B(x,x) = o nennen wir isotrop. Falls E isotrope
Vektoren besitzt, bezeichnen wir auch E als isotrop, sonst
als anisotrov.

Zu zwei Gittern & und ¥ uUber C konnen wir als

neue Gitter die orthogonale Summe EL F und das Yensorprodukt

E®@F bilden. KL F ist die direxte Summe der Foduln # und F,

versehen mit der Bilinearform (e;€& E, f.€ F)



B(e1 + £, e2'¥ £5) = B(eq,e2) + B(fq,f2).
E@F ist der Modul E ®CF, versehen mit der durch

b(e,IQf,l, e,®f,) = B(e,l,e2) B(f,l,f2)
testgelegten Bilinearform. Fur die orthogonale Summe von r
Kopien eines Gitters E schreiben wir rxJS.

Fiir jéden Teilmodul ¥ eines Gitters Etnzeichhe

W+ das Gitter aller vektoren von %, die auf ganz W senkrecht
/stehen (natirlich unter der Einschrénkung der Bilinearform
'von E). Das Gitter I heifie das Radikal rad & von B.
#ir haben eine Zerlegung E = . 3'L radE mit einem durch K bis
{auf Isomorphie eindeﬁtig bestimmten radikalfreien Gitter &'
j(d.h. rad #' = o). Sind E und F radikalfrei, so gilt gleiches
- fir B4 F und E@F. Ohne Einschrankung der Allgemeineheit setzer

wir daher alle in dieser.Note auftretenden Gitter als radikal-

frei voraus. Sofern doch einmal Radikale auftreten, werden

wir dies ausdriicklich erwghnen.

Wir nennen ein uitter & iUber C unimodular oder

auch einen nichtentarteten Raum iiber ¢, wenn B(EXE) in C

enthalten ist und die durch die Formel (x€ E, ye€E)
B(X,y) = <X, S'?( .Y)>

definierte lineare Abbildungcp von & in den Dualmodul
E¥ . - HomC(E,C) bijektiv ist. Dies ist dazu gleichwertig,
daB die Uetermidgﬁen der Yertematrizen von & Einheiten sind.
Als modulares Gitter bezeichnen .wir wie iiblich jedes zu

3 . ’ oe *
einem unimodularen Gitter M &dhnliche gitter (AL )®M mit A€ L,

G(C) sei der zssoziative und kommutative Halb-
ring der Isomorphieklassen radikalfreier Gittef_ﬁber C, mit

der orthogonalen Summe als Addition und dem Tensorprodukt



als Multiplikation; G(C) besitzt ein Einselement, reocrisen-
tiert durch das Gitter (1). Mit S(C) bezeichnen wir den Teil-

Hz1lbring (!) der isomorphieklassen unimodularer Gitter von G(C)

Zu einser abelschen Halbgrupve M bezeichne KM die
zugenorige Grothendieckgruppé. (Die Elemente von KM sind
“Differenzen" E -m von Elemehten % »y R aus M mit der Regel:
§-m = ¥-m & Bsgidbt ein § € M, so dai
in M gilt ‘§+o7_' +§’ = f' +m+ g .) Jede additive Abbidlung

——von M in eine abelsche Gruppe W 1aBRt sich schreiben als
Komposition der kanonischen Abbildung von M in KM mit genau
einem Homomorphismus KM —> W von abelschen Grurpen; in anderen
Worten: K ist der linksadjungierte Funktor zu dem Vergessens-
funktor von der Xategorie der abelschen Gruppen in die Kate-
gorie der abelschen Halbgruppen. Ist M ein Halbring, so ist

KM in natiirlicher Weise ein Ring.

| Flir den Ring KS(C) schreiben wir kiirzer K(C).

Die vimensionsfunktion auf S(C) liefert uns einen Ringhomo-
morphismus dim: X(C) —> # . Ferner haben wir zu einem be-
liedigen Hoﬁomorphiémus ¥ : C — O von (Bewertungs)<Ringen eine
Ringhomomorpnismus K(&p) : K(C) —> X(D). Dieser entsteht,
indem wir einem unimodularen Gitter & iiber C mif Bilinearform t
den mit ¢ gebildeten L-Modul E % D, mit der induzierten - wie-

derum unimodularen - Bilinearform B' zuordnen, die durch

B'(x@1, y®1) = ¢ (B(x,y))

‘(x€kE, yeE) charakterisiert wird. Ist S ein multiplikativer
Teil von C~ {0}, so erhalten wir in dhnlicher Veise zu jedem
Gitter E liber C ein Gitter Ec% S_1C = 5% tiber dem Quotienten-
ring 5-10. Diese Zuordnung induziert einen Ringhomomorphismus

von KG(C) auf n3(s~1¢).
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1 B. Der VWittring W(C).

Wir notieren die spéter benétigten Aussagen lber unimodulare
Gitter. vie Theorie von K(C) 1#Bt sich in wesentlich breiterem
Rahmen aufbauen, s. LK} . Da die Arbeit [K} noch nicht er-
schieneﬁ ist, und fur Bewertungsringe die Verhaltnisse be-
sonders einfach sind, werden wir fast alle Aussagen beweisen.
Dabei spielt die Voraussetzung, daB C Bewertungsring ist, erst

ab Lemma 1.6 eine Rolle.

Zundchst erinnern wir an den evidenten

Hilfssatz 1.1. ( [OMl , 82:15). Sei B ein beliebiges Gitter,

F ein (unter der Bilirearform von E) unimodulares Teilgittér.
Dann ist F genau dann orthogonaler Summand von E, wenn
B(F,E) € C ist. (‘< bedeutet echte oder unechte Inklusion.)
Das folgende Lemma hat filir unsere Uberlegungen
zentrale Bedeutung, wird aper erst in § 2 voll ausgenutzt wer-

den.

Lemma 1.2,  Seien &, (3, ¥ Elemente aus C mit y = o und
A: =1-xpy € G*. Dann gilt
(1.2.1) a(ok,py )L (-y) @ A(wy ,p) =

= AxdD ,0)L (-y) @ Ao, (SA).

(£ bedeutet "isomorph".)

Beweis. Wir gebhen aus von einer Basis des Gitters auf der
linken Seite von (1.2.1), die aus zwei zueinander orthogonalen

Vektorpaaren X4s Yq5 X0 yé besteht mit vWertematrizen A(u.,(&x
\
bzw.

; —o(xz' —-—X
(—-X)Q A(o(x((g) = —y _[sx ‘

Dann ist auch
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Xq +X Yo, ' =0 (3, + 35)

X2' = A-’I(X2+ Xx1)9 y2' =y2 + (AX x/|

eine Basis dieses Gitters, die gerade zu der rechten Seite

von (1.2.1) paBt. g.e.d.

Der Spezialfall ¥ = 1,K= o fihrt auf das

Letma 1.2a. (vgl. Hfs. 5.5) Fir jedes ﬁ € C haben A(o,@)
und 4(o0,0) in K(C) dasselbe Bild.
Eine orthogonale Summe von Gittern der Gestalt

A(o,@;) nennen wir ein (unimodulare) metabolisches Gitter.

Diese Gitter lassea sich auch folgendermailen charakterisgieren:

Lemnma 1.3. Ein unimodulares Gitter M gerader Dimension 2r

ist genau dana metabolisch, wenn es als Modul einen direkten

Summanden V der Dimension r mit B(V,V) = o besitazt.

Beweis. Sei Xq3+++5 X, eine Basis von VJIM besitzt eine
Linearform , die auf xﬁ den Wert 1 annimmt, auf den Xy mit
i2 2 aber den Wert Null. Da M unimodular: ist, gibt es also
einen Vektor y, @it B(xi,yq) =<5‘i,| fir i = 1,¢..7. Nach Hilfs-

satz 1.1 haben wir eine Zerlegung

- - ya
M .= (Cx,] +C_J,l)_LII ‘ |
Die Vektoren Xpgeee X, sind Basis eines dirskten Summanden
V' von M'., Durch Fortsetzung des Verfahrens zerlegt man M in
Gitter der Gestalst A(o,(B).
’ q.e.d.

Hilfssstz 1.4. Das Tensorprodukt eines metabolischen

Gitters M mit einem beliebigen unimodularen Gitter E ist

wieder metabolisch.

Beweis, Sei dim M = 2r, dim % = ma. Ist V direkter Summand

von M der Dimension r mit B(V,V) = o, so ist V@ E direkter
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Summand von §@® M der Dimension mr, auf dem die Bilinearform

von E®@ M verschwindet.

b

Zu einem Gitter © mit Bilinearform B bezeichne

-E den Modul &, versehen mit der Bilirearform -B.

Folgerung 1.5, Flir jedes unimodulare Gitter E ist EA(-E)

matabolisch,

Beweis. EL(-E)= E@® [(1) L (-’l)] = BE® A(1,0).

Die Bilder der metabolischen Gitter in K(C)
liegen nach Lemma 1.2a in der von 4(o0,0) additiv erzeugten
abelschen Gruppe # A(o,0). Nach Hfs. 1.4 ist £ A(o,0) sogar
ein Ideal von X(C). Den Quotienten von K(C) nach diesem Ideal
nennen wir den Wittring W(C) der unimodularen Gitter liber C.
Jedes Element von K(C) ist durch seine Dimension und sein
Bild in W(C) eindeutig festgelegt. Fir jedes unimodulare
Giéter % hat EL (=E) néch Folgerung 1.5 in W(C) das Bild Hull,

Die kanonische Abbildung von S(C) nach W(C) ist also surjektiv.

Die Elemente von W(C) lassen sich durch anisoimpe

Gitter représeatieren, denn es gilt

Lemma 1.5, Jedes unimodulare Gitter E 1lai3t sich in ein

anisotropes und ein metabolisches Gitter orthogonal zerlegen.

Beweig, Ist E nicht schon anisotorp, so enthZlt & einen
primitiven isotrpen Vekxtor x. s gibt eine Linearform des
C-Moduls 3, db.in x den Wert 1 znnimmt, also, da & unimodular
ist, einen Vektor y€E mit B(x,y) = 1. Nach Hilfssatz 1.1
haben wir eine Zerlegung

H = (CX + Cy)-L E! °
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Ist E' noch nicht anisotrop, so setze man das Verfahren fort.
q.e.d.

Satz 1.7. Sei C ein Xérper. 8 = 5L Mund F = F, L N

seien Zerlegungen zweier Gitter E, F in aanisotrope Gitter

Eo + Fo und metabolische Gitter M und N.

Behauptung. 3 und F haben genau dann gleiches Bild in W(C),

wenn E_2& F_ ist.
(<] o

Dies folgt, falls C eine von 2 verschiedene
Charakteristik hat, sofort aus dem Witt'schen Kiirzungssatz
(s. W] ). Fir Charakteristik 2 ist Satz 1.7 aber auch richtig,
obwohl danan in 3(C) die Kirzungsregel verletzt wird (s. [K]II)
T}.’l? 802'1)0

Fur einen beliebigen Bewertuangsring C mit Quo-

tientenkorger L erhalten wir aus Lemma 1.6 und Satz 1.7. den

Satz_1.8.  Die kanonische Abbildung von W(C) nach W(L) ist
injektiv. Ein unimodulares Gitter uber C hat genau dann Bild

null in W(C), wenn es metabolisch ist.

16.. Definition der Wittgruzpen WG(I,C).

Wir denken uns zu jedem w e [° ein urbild qa'e L* unter der

Bewertung Ay fest ausgewahlt.

Satz 1.9, ( Com] , § 91C). Jedes Gitter E iiber ¢ ist von
der Form
(1.9.1) 2 = | (w)e E..

we
mit unimodularen Gittern Emv (von denen selbstredend fast

alle Null sind).

In der Tat bleibt der klassische Beweis uber

beliebigen Bewertungsringen richtig: Die Behauptung besagt,
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dal sich E irgendwie in modulare Gitter zerlegen 1l&dBt. Sei
ohne Einschrénkung Z 4 O . Die B(x,y) mit x€E, y€EZE er-
zeugen zusarmen ein (ev. gebrochenes) Hauptideal B(E,E) =w'C
Wir suchen in E einen Vektor x mit B(x,E) = au'C. Ist
v(B(x,x)) = w, so 1aBt sich nach Hilfssatz 1.1 von E .das
modulare Gitter Cx orthogonal abspalten. Anderenfalls gibt es
ein ye & mit B(x,y) =as'. Dann 188% sich das modulare

uitter Cx + Cy abspalten. lMan setze dieses Verfahren, wenn

notig, fort. g.e.d.

Eine “erlegung (1.9.1) von E heiBt Jordan-Zer-

2 = A ¥, - fr
legung mit den unimodularen Xomgponenten Bos

Satz 1.10  (val. Com]l , 91:9).  Die Reduktionen

Ewek = Ew/,m_Ew der unimodularen Xomponenten .einer Jordan-
zerlegung (1.9.1) sind - ersichtlich nichtentartete- R&ume
uber k, die bis auf Isomorphie nur von E und dem System {uf’we
abhangen.

Beweis. FUr ein € M bezeichnen wir mit Z(4w ) das Gitter
aller xe & mit b(x,3):c- w'C.
Aus (1.9.1) folgt
R ( -
E(u):‘-:(u!)@LEM Ll (wwe E, 4

W AL
I R W) @ E/w' .] .
WS4

Reduziert mannE(&u) modwe, so entsteat ein i.a. entarteter

Reum iiber k. Dividiert man bei diesem Raum das Radikal heraus,

so erhalt man - bis auf Isomorphie- die Reduktion &, & k.

Qe€ede

Insbesondere sind die "modularen Dimensionen"

(1.11) dim ,B: = dim E_,
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flir alle 2% € I zlleine durca E festgelegt. Sei I eine Teil-

menge von |' . Wir bezesichnen E als I-unimodular, wenn fur

alle &> ¢ I die modularea Dimensionen dimwB Null sind. Die
additivé Halbgruppe der lsomorphieklassen l-unimodularer
Gitter iber C nennen wir G(I,C). Zu jedem w € I induziert die
additive Abbildung dim, : G(I',C)f-',N eine - ebenfalls mit

dim,, bezeichnete - Abbildung von KG(I,C) in %

Sind I, J und M drei weilmengen von [T mit

I +Jc M, so liefert das Tensorprodukt eine Komprosition
{(1.12) KG(I,C) x KG(J,C) ——>» KG(M,C).

Insbesondere (I = M, J = {0} ) ist jede Gruppe KG(I,C) ein
Modul tliber X(C). Ist I eine Halbgruppe, so ist KG(I,C) eine
Algebra liber K(C) (I =J = M).

Als Wittgruvpe WG(I,C) bezeichnen wir den

Quotienten von XG(I,C) nach dem K(C)-Teilmodul

H(I,C): = A(o,0)+ KG(I,C).
Die Komsosition (1.12) induziert eine entsprechende Xompo-
sition
#G(I,C) x WG(J,0) ——>  WG(M,C).
Fir die Wittalgebra WG( M ,C) Uber W(C) schreiben wir auch

WG (C ) .
Als metabolische Gitter bezeichnen wir die

orthogonzlen Sumnen von uittern der Gestalt (A ) @ 4A(x ,0)
mit X e L¥ , &« e C. sie haben, sofern alle v(A) in I
liegen, in WG(I,C) das Bild Null (s. Lemma 1.2a). Doch kann
es - in Lontrast zu 3z2tz 1.8 - auch nicht metabolische Gitter
mit Bild Null in 9#G(I,C) geben (s. § 3, Bsp. 3.2 u. Th. 3.3).
Das Analogon.zu Lemma 1.% ist i.a. falsch. Aus Hilfssatz 1.4

und Folgerung 1.5 ergeben sich aber sofort die entsorechenden
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Aussagen flr beliebige Gitter:

Hilfssatz 1.13. Das Tensorvrodukt eines metabolischen Gitters

mit einem beliebigen Gitter iliber C ist wieder metabolisch.
Insbesondere ist fiir jedes Gitter ® die Suvme B A (-E) meta-
bolisch.

Die kanonische Abbildung von u(I,C) nach #G(I,C)
ist daher surjektiv. Weiter enthalten die Ideale H(I,C) nur
Blemente, die sich durch metabolische Gitter représentieren
lassen. Unter Benutzung der Invarianten dim  mit w€&€ I sehen
wir, da3 die Gitter (w')® A(0,0) zu den w € I eine freie

/
Basis von H(I,C) als # -Modul bilden, und weiter

Satz 1.14. Bin Zlement aus KG(I,C) ist durch sein Bild in

WG(I,C) und seine modularen Dimensionen zu den we I eindeutig
festgelegt.

Wir werden vorwiegend mit den Wittgruoppen arbei-
ten Qnd die Formulierung der entsprechenden Aussagen uUber die
zugehorigen Gréthendieckgruppen i,a. dem Leser uberlassen.

Die durch die Abbildung von G(I,C) nach «G(I,C)
auf ¢(I,C) induzierte Lquivalenzrelation 1ifLt sich folgender-

mafen beschreiben:

Satz 1.15. Sei I beltebige Teilmenge von [ . Zwei I-unimo-

dulare Gitter & und F iber C haben genau dann gleiches Bild
in wG(I,C), wenn es I-unimodulare metabolische Gitter M und N

gibt mit Z.LM & FLN,

Beweis: Angenommen, E und F haben gleiches Bild in WG(I,C).
Dann diirfen sich die modularen Dimensionen beider Gitter nur
um gerade Zzhlen unterscheiden. Wir konnen l-unimodulare
metabolische Gitter M,I und N1 finden, so daB die modularen

Dimensionen von jJ.Mq und F..I.N-,1 ubereinstimmen., Nach Satz 1.14
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haben E.I.Ml und F4 N, gleiches Bild in KG(I,C). BSie werden
also nach Addition eines geeigneten Gitter T isomorph. Mit

den metabolischen Gittern M: = M, L TL(-T), N: = N

1 A T4 (-T)

I]
gilt ELM = FLN.

n.e.d.



§ 2 Zusammenhang zwischen WG(C) und '\-JG(C/;.% Vs

2 A. Reduktion von A -unimodulsren Gittern.

Sei A\ eine isolierte Unterzruvpe von [
(¢ 8 , § %.2), 4 das zu JaN gehb'.rige Primideal (4 = Menge
der A € C nit v(A) > w fiir jedes v € A ).
Fir ein A - unimodulares Gitter % iber C ist B(E,E) in der
Lokalisierung C‘f von C nachlg enthalten., Die Bilinearforn

[ :
/B von E induziert dzher eine Bilinearform B auf j“//g E dber C/g

!

‘mit Werten in dem Quotientenkdrper k(4.g_) = C@/Ag' von C/«g-

’,."Da E ein N -unimodulares Gitter ist, hat B kein Radikal.
]!

Sei I eine Teilmenge von & . Ist E ein I-uninmo-
~dulares Gitter uUber C, so ist E/Aé:h ein I-unimodulares Gitter
| uber C/? . (Wir versehen natiirlich k(g) nit der von v indu-

zierten Sewertung V. Sie hat die Wertegruppe & .) Wir haben
somit eine - ersichtlich surjektive - Reduktionsabbildung wvon
G(I,C) nach G(I,C/A} ). Unser Ziel ist die Bestimmung des kerns

der zugehodrigen Abbildung von WG(I,C) auf 'u'JG(I,C//.g Y

Sei ohne wesentliche Einschrankung der Allgemein-
heit C€ I. Die kanpbnische Abbildung von W(C) in WG(I,C) ist
nach Satz 1.8 sicherlich injektiv. Der Kern W(C,fg) der Re-
duktionsapbildung von W(C) auf W(C/ﬁg) wird dabei in den Kern

der Reduktionsabbildung von #“G(I,C) auf '.-.-'G(I,C//g ) abgebildet.

Satz 2.1. Sei I ¢ A und C&€I. Dann ist die kanonische

Sequenz
0 — W(C,ap) —> We(I,0) — ‘-v'G(I,C/g) —> 0

exaktf_

p

Zum Beweils bendtigen wir folgenden
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Hilfssatz 2.2. Sei E ein A -unimodulares Gitter uber C,

T seine Reduktion modJ?. Dann 1#%t sich jede .(orthogonale)

Zerlegung von B in Gitter Ei (i = 1...7) liften zu einer Zer-

lecung, von E in Gitter Ei'

Bewels. Indem wir dis Zerlegung von I eventuell noch ver-
feinern, kdnnen wir nach Satz 1.9 annehmen, dall alle Ei no=
dulare Gitter sind. wWir denken uns die Numerierung der sSumman-

den so gewzhlt, daf flir die Ideale Zii: = B(Ei,Ei) gilt:
'6;—4 3'5—2‘)-"' D'a—rfo

Sei Ani das Urbild von iii in Cp « Es ist B(E,E) =2i1, also

L3
B(E,%) =~ ,. ¥ir konnen ein Teilgitter £, von E finden, das

1

unter der Reduktionsabbildung von & auf E das Bildml-il,1 hat,
indem wir irgendzine Basis von E& nach E liften. Eq ist auto-
matisch modular mit der Skala B(Eq,Eq) =®,, die als endlich
erzeugtes Idezl ein Hauptideal ist. Nach Hilfssatz 1.1 ist

- - L - . ?J. . .. - g ¢
E = LqJ.Eq o« Dags Gitter Lq liegt Uber L2J....J.ur . Die

Behauptung ergibt sich durch Induktion nach r.
' qe€ede

Beweis von Satz 2.1. Sei E ein I-unimodulares Gitter, dessen

Reduktion E mod4g in WG(If%@;) das Bild Kull hat. Nach Satztd:
5ibt es ein I-unimodulares metabolisches Gitter M iber Qag,

sc daB auch & LM metabolisch isﬁ. Wwir konnen einumetabolisches
Gitter M liber C finden, dessen Reduktion moddp zu M isomorsh
ist. Die Reduktion des Gitters P: = ELM modj% laBt sich in
binare metavolische Gitter zerlegen. Wwir liften eine solche
Zerlegung von FA%.F aufgrund von Hilfssatz 2.2 zu einer Zer-
legung von F ﬁnd sehen, daB F orthogonale Sumne von Gittern
der Gestalt (y) @ A(«,[) mit X4, {Se cC, v(iy) € I ist
Diese bin“ren Gitter erzeugen alco additiv den Kern der Re-

duktionsabbildung von WG(I,C) nach ﬁG(I,C/E}). Nach Lemma 1.2



hat aber (y) @& A(« ,(3) in %G(I,C) dasszlbe Bild wie
ACy ~1

heit der Sequenz in Satz 2.1 bewiesen.

< , XP’ ) und es ist x'qo( eAg o Damit ist die #xeakt-

qec.de

2 B. Die Abbildung wvon WG(C) auf ‘»IG(C/L?,)< r‘/&> .
o

Wir wollen zuniichst den Eindeutigkeitssatz 1.10
fiir Jordanzerlegungen verallgemeinern. Sei nach wir vor A
eine isolierte Untergruppe von [ und? das zu O Bgehorige Prim-
ideal. Zu jedem & e.ers wihlen wir uns einen festen Re-
prisentaten ' in L* . Aus der Jordan-Zerlegung (1.2.1) cines
Gitters b Uber C erhilt man durch Zusammenfassen geeigneter

Summanden eine Zerlegung

(2.3) sz | (e E,

we /n
mit A -unimodularen Gittern 3, .
Satz 2.4, Die Reduktionen }i'u/AgE der O -unimodularen
' u

Komponenten Eu einer Zerlegung (2.%) héZngen bis auf Isomorphie

nur von & und dem Reprisentantensystenm '{u'} ab.

ue "

Beweis. (vzl. Bew. v. Satz 1.10). Wir bilden zu vorgegebenem
u, € F/A das Teilgitter E(uo) aller x € E nmit B(X,E)C uO' C‘S’
Die Bilincarform des Gitters (uo"q)QDE(uo) hat ihre Werte

in C,g . Indem wir dieses Gitter modulo @ reduzieren, erhz2lten
wir ein Gitter Uber Cﬁy , das 1.z. ein Radikal Yyegitzt,
Dividiert man das Radikal heraus, so erhilt man bis auf Iso-

morphie die Reduktion von E, .
(-]
Qe€ed,

Satz 2.4 legt es nzahe, iber WG(CA% ) die Algebra
der endlichen Summen von 4usdriicken €. <A> zu Elementen ¥

aus we(c/x;), A aus L™ zu betrachten, mit den Relationen



"Y'le

n ee‘lm«twdem,
tSe ACg cbra

‘§-<oz’l> = $ < AD

zu beliebigen”c,‘;f-‘v-q.( A, Uabei bezeichne 47 das 3ild
von m in k(xg) = c*g /‘ﬁ R '('TL) das dazu gehorige eindimen-
sionale Gitter, aufgefziit als Zlement von WG(C/%;). Die
skalzre Multiplikationgmit &lementen aus JG(C/g_) ist .in
evidenter Weise definiert, die Ringmultiplikation durch
SA> <> = <)./u.> {/1,/4.6 1* 3 festgglegt.
Wir nennen diese Algebra '\"JG(C/,.,g )y < P/A > __ + Sie ist das
kanonische Tensorprodukt von WG(CAy ) mit dem Grupvenring
Z[L*J iiber E_[C?*] .
N.B.2.5. Jedes Représentantensystem~£u'} von FVA, in L®
liefert eine freie Basis[< u')}von '\'.‘G(C//g ) <P/A> als
Modul Ubver WG(C/ﬁ;). Insbesondere 1lEfit sich WG(C/ég) in
kanonischer Weise als Teilring von WG(CA% )<<'W45 > auf-
fassen, so dali die Einselemente ilibereinstimmen. Besitzt YZQ
eiﬁ gegen Multiplikation abgeschlossenes Représentafensystem
in T¥ , SO ist '.-IG(C/? ) < P/A> zu den uruppenring
WG(C/% ) I: P/A] (unkanonisch) isomorvh.
Wir konnen nun Jjedenm Gitter B ﬁber.C ein Xlement
@ (3) aus 1."~JG(C/(§ ) <P/A> in folgender Weise zuordnen:
Man wihle eine Zerlegung (2.3) von k in Gitter (u') @ E mit

A -uvnimodularen E . Sei f das Bild von 1J”u/ w A 'w‘G(C/,g ).
u. u . uu

Man definiere

{
@By =2 |, &, <u'> .
we T/n
Nach Satz 2.4 erhalten wir so eine wonldefinierte Abbildung

 von G(C) auf '-;JG(C/? )< T/A'> , die nicht von der Wahl des

Reprisentahtensystems {u'} abh’ngt, @ ist additiv und multi-
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plikativ und bildet A(o,0) auf Null ab. Sie faktorisiert daher

Uber einen eindeutig bestimmten Rirnghomomorphismus

@ :wae) —>  weCrg)<Tnd>.

i@ ist ersichtlich surjektiv.j_Sei jetzt speziell? das mini-
#ale von Null verschiedene Primideal von C (sofern es dieses
éibt). Wir wollen fir diesen Fall den Kern von § bestimmen.
Dazu deuten wir den Wittring W(C) der unimodularen Gitter als
#eilring von WG(C). iach Satz 1.8 ist ja die kanonische Ab-
 bildung von W(C) in WG(C) sicher injektiv. Hs ist klar, dad
?er Kera W(ngj)der Reduktionsabbildung von %(C) auf w(cﬁg )
in Kern§ enthalten ist. In %Wahrheit sind aber beide Kerne sogar

gleich, d.h.

Theorem 2.5. Es gebe in C ein minimales von Lull verschiedenes

Primideal»tg. Sei A die zu@ gehorige isolierte Untergruppe

von ['*. Dann ist die kznonische Sequenz

0 —> W(C,4) —> WG(C) ji——% "-"JG(C/IS)<%>—’°

exzkt.

Beweis. a) Hach der Definition von@ ist klar, daid ker @

als ldeal erzeugt wird von den A -unimodularen Gittern i,
deren Reduktionen 345_3 Bild Hull in WG(C/y ) haben. Nach
Satz 2.1 (Opezialfall I = A ) ist somit Ker® das von w’(C,?)
in WG(C) erzeugte Ideal.

b)” Wir niissen einsehen, dal ':.'(C,lg) selbst schon Ideal in
"wG(C) ist. Dazu fuhren wir voribergechend folgende Bezeichnung
ein: Wir nennen zwei Gitter £ und I Uver C dquivalent und
schgéiben E ~7F, wean sie gleiches sild in WG(C) habén. Im
Bewels von Satz 2.1 wurde gezeigt (Spezialfall I = {o} ), daB
'.‘i(C,lg) additiv erzeugt wird von (iea Gittern A( [ ) mit

AE 2, [5€ C. YWir haben also zu zeigen: Fir jedes X € 42 ,
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(’l € C, XG.L* ist das Gitter (X) @ A(X ,(3) zu einem

unimodularen Gitter dquivalent.
c) Ist v(y) < v(x), so ist nach Lemma 1.2
; -1

(y)®alot,p )~ ACY T, xB3 ),
und wir sind fertig. Sei also v(y ) > v(< ). Dann liefert
Lemmz 1.2 immerhin

(¥)® A ,0) ~ (Yot He® A1, xp ).
Ist v(x ) € 2v(X ), so teilt y =1 sicher das Element N[B
und wir kxommen mit Lemma 1.2 wie zuvor zum Ziel. Ist

v(y ) > 2v(xX ), so liefert unser Lemma
(ya e a1, «B) ~ (yx™)@ alx,p).

" Ist auch noch v(y ) > 3v(«)so erniedrige man Y um weitere
Potenzen von & . Das verfahren mufl nech endlich vielen achrit-
ten abbrechen, da das bild von V(X ) in der archimedischen
uruope P/A echt positiv ist.

eCola’

Q
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§ 3 ~ Zwei Anwendungen

3A. Stabile Aquivalenz. Wir nennen zwei Gitter E und F

lber C stabil &ouivalent, wenn es ein weiteres uitter T lber C

mit EJ.TQ%FJ;T gibt, also wenn & und F gleiches Bild in

KG(C) haben. Dafiir erhalten wir aus dem soeben bewiesenen
Theorem 2.6 leicht ein Kriterium. Wir wdhlen zu Jjeder iso-
lierten untergruppe A von [ ein Repriisentantensystem
{u'}LLeerB von er3 in L*'und zerlegen die vorgegebenen
uitter % und F orthogonal in uitter (u')® £, , (u)e ¥, nit

D -unimodularen E, und F (s. (2.%), u durchlzuft P/z; )

Satz 3.1. C habe endliche Hohe ( (Bl , § 4.4). E ist genau
dann stabil dquivalent zu F, wenn gilt:
a) Flir jedes we€ [' stimmen die modularen Dimensioanen

dimwm und dimwF (s. (1.11)) Uberein.

b) Fir jedes Hrimidealfg und Jjedes u aus dem Quotienten
P/A nach der ¢ entsprechenden isolierten Unter-
gruppe A haben die nichtentarteten Riume E @ k(/ﬁl—)

und F @ k(lg,) gleiches Bild in ’n:/(k(lcg_)). (s.dazu Satzi.

Beweis. Zs ist klar, daf ein Paar stapil &dquivalenter
Gitter E, F die migenschaften a) und b) besitzt (s. Satz 2.4).
Seilen jetzt umgekehrt diese Eigenschaften vorausgesetzt.
Aufgrund von a) brauchen wir fiUr den nachweis der stabilen
Kquivalenz nur zu zeigen, dafi B und F dasselbe Bild in
WG(C) haben (s. Satz 1.14). Indem wir zu dem Gitter M:=
= 31 (-F)lUbergehen, stoden wir auf folgende hLufgabe:

Sei M ein uitter uUber C, fir das zu beliebigen
Primideal 4 von C alle Riume M @k(4p) (u € M/, & = Unter-

gruppe zutf) Bild #®ull in w(k(ﬁg)) haben. Man zeige, daB das
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ﬁild € von M in WG(C) Kull ist.

| Den geforderten Beweis fiuhren wir durch Induktion
nach der tone h von C. Flir h = o ist nichts zu tun. Sei'h» o.
.SeiAq das minimzle Primideal % o von C, /. die maximale echte
isolierte Untergruvpe von [ . ba Cﬁq die Hohe h-1 hat, kon-

nen wir die lLnduktionsvoraussetzung auf das Gitter Mu[o'm
u

iber C/q fur jedes u € WCN_ anwenden. Diese Gitter haben also
sZmtlich das Bild Null in HG(Cﬂq ). Das bedeutet zerade, daB

die in 3 2B konstruierte Abbildung

$ :wc)y —> we®qI)< VAV
unser Element § auf Null abbildet. f stammt nach Theorem 2.&
aus W(C,4). Da sich andrerseits W(C) in W(L) injtziert und
% in W(L) das Bild Null hat, (Voraussetzung zum Primideal

ﬁgz g) mu R § = o sein. q.c.d.

Jetzt 1Bt sich auch leicht ein Gitter angeben,
dz28 nicht metabolisch ist, aber trotzdem in WG(C) das Bild

Null hat.

Beispiel 3.2. (vgl. dazu Satz 5.3). Sei C diskreter Be-

wertungsring mit 2€ 4. S5eiJyr ein Primelement von C. Nach

Satz 3.1 ist das Gitter

(3.2.1) B: = 4(0C,-1) L (32)® 4(-31,1)

stabil dquivalent zu 4(o,0) L (0‘(,2)@ #(0,0), hat also in

WG(C) das Bild Bull. wWdre T metabolisch, so miilte der Raum

wm

méw?E uber Céu? nach Herauskiirzen seines Radikals die Ge-
stalt A(A ,0) mit e C/ 2 naben. (Man betrachte daszu eine

W
Jordan-Zerlempang von E mit metadolischen unimodularen Kompo-

nenten.) Wir nitten alsc aufgrund der Zecrlegung (3.2.1) eine



Isomorphie

43t ,-1) = A(?L,/u?@)

mit gecigneten }l,,u.e.c. Vergleich der VDeterminanten zeigt,
C*
'
Da 2ewmrist, 18Lt sich dies leicht widerlegen. H ist zlso

daBl 1 +3tund ﬁ - )yuarcz zleiches Bild in /0*2 haben muBten.

sicher nicht metabolisch.

3B. WG(I,C) flir konvexes I. VWir bringen eine weitere Anwen-

dung der in § 2B konstruierten Abbildung @ . Bine Teilmenge I
“von " heiBe konvex, falls I mit zwei Elementen u< v auch jedes
we [V enthdlt, fiir das u<w<v ist. Unter Ziel ist der Beweis

von

Theorem %.3, Die Hohe h des Bewertungsringes C sei endlich.

Dann ist fir jedes konvexe Ic|' die kenonische Abbildung von

@G(I,C) nach WG(C) injektiv.

KeB. 2.4. Aufgrund von sSatz 1.14 ist dieses Theorem zu fol-
gender Aussage gleichwertig: Gibt es zu I-unimodularen Gittern
¥ und ¥ uUber C ein Gitter M nit S4M = FA M, so gibt es - bei
eadlichem h und konvexem I - sogar ein I-unimodulares Gitter

M* mit BEa ' FLM.,

Wir beweisen Theorem 3.3 durch Iaduktion nach h.
Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dafl oe I is
In Falle h = o ist nichts zu zsigen. C habe jetzt eine Hdhe h>
Fir kleinere HOhen wird der Sztz als richtig vorausgesetzt.

Sei f ein Zlement von wWG(I,C), dessen Bild m in
WG(C) Null ist. ¥ werde durch das I-unimodulare Gitter & re-

prasentiert. Sein das minimale von Null verschiedene Primideal

von C, A die maximale echte isolierte Untergruppe von r;
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{11“}116(1Q> ein Repriasentatensystem von r?z> in L¥ .
Wir zerlezen E irgendwie orthogonal in Gitter (u')® Eu mit
A -unimodularen Gittern B . Dabei brauchen wir u nur die
Bildmenge'f von I in F45 durchlaufen zu lassen. Das Urbild
jedes ue'f in I ist von der Form v(u')+Ju mit einer wiederun

konvexen Teilmengen'}u von A . Jedes Eu ist Ju-unimodular.

Die Reduktionen Eu/ (s. § 2A) haben fiir

) EN
alle u€ Il das Bild wnull in WG(CAS ), denn fiur die in § 2B

definierte Abbildung
® . wc) —> WG(C/‘g Y UAD

ist § ('Vl) = 0, da sogar '7L= o ist. Nach lnduktionsvoraus-
setzuns sind aber die kanonischen Abbildungen von den
WG(Ju,CA? ) nach WG(Cﬁg ) injektiv. Jedes Gitter EuAgLE
nat also sogar Bild Kull in WG(Ju, Cﬁy ). h

Wie im Beweis von matz 2.1 gezeigt wurde, lafBt
sich fir jedes ue/f ein metabol.ische,s Ju—unimodulares
3itter M iber C finden, so dad D 4l  orthogonale Summe von
sittern der uestalt (J_)OA(CX,(& ) mit ®EAg | {5 € C,
V(S )G(ﬁl ist. ba fast alle Eu = 0 sind, konnen wir auch fast
alle Mu.= ¢ wdhlen., Indem wir zu E dle orthogonale Summe der
(u')®Mu mit ue/f addieren, repriésentierern wirf durch eine
Sunme von Gittern der uestalt (¥ )@ A(X ,(5) nit o« €42,
P E€c, v(iy)erl. |

fge"i_‘zml““;““ Jetzt 143t sich zeigen, dal ¥ im Bi1d||von H(C,4 )
nach WG(X,C ) liegt. lMan braucht dazu nur Teil c¢) des peweises
von Theorem 2.6 zu wiederholsn,itobei aber jetzt das zeichen ~v

als d.e Aquivalenzrelation "gleiches Bild in WG(I,C)" zu lesen

ist. Jedesmal, wenn dort Lemma 1.2 benutzt wird, ist man sicher



daBl alle auftretenden Gitter I-modular sind, weil I konvex
und oel ist. Da die kanonische Abbildung von ".-;'(C,A.g) nach
wG(C) injektiv ist (s. Satz 1.8) mulb §-= 0 s2in., Theorem 3.5

ist bewiesen,



§ 4 fokalisationen

L, Zusammenhang zwischen WG(C) und WG(Cap ).
" o

Sei A}ein beliebiges Primideal von C mit zu-
gehoriger isolierter Untergruppe D von ™ ., Die durch Loka-
lisation der Gitter Uber C nach der Halbgrupre 0\45 entstehende
Abbildung von WG(C) nach WG(Cg) _ist ersichtlich surjektiv.

Wir wollen ihren Kern bestimmen. Sicherlich umfaizd dieser
das Ideal P(C,D), welches die Elemente (012)-’1 mit

m € v"’l(&) in WG(C) erzeugen.

Theorem 4.1. Hat C endliche Hdhe, so ist fir jedes Prim-

ideal4g von C und die zugehdrige isolierte Untersgruppe A von (O

die kanonische Sequenz

o — P(C,A) — uWG(C) — WG(C?) —> 0
exakt.
Beweis. (s. Bem. 5.10 fir kiirzeren Beweis, falls C diskret.)

a) Seien 4&)01 zweil verschiedene Primideale von C und AC/A-
die zugehorigen isolierten Untergrupzen von I . Dann ist Cy
Bewirtungsring mit der Wertegruppe P/bs und 4] auch Primideal
von C? ‘mit zugehoriger Untergruppe A—/A . Weid man, dab

P(C, A) der Xern von WG(C) -—> WG(C? ) und P(Cﬁ-’ /\/C&) dar
Kern von WG(Cg ) —=> WG(COI) ist, so ist klar, daB P(C,A.)

der Kern von WG(C) —> NG(C¢1) ist, weil die Abbildung von
P(C,A.) nach ;:‘(C3 , M/n ) surjektiv ist. Weiter ist Theorem 4.1
inhaltsleer, falls 4 das maximale Idealm.von C ist.

Wir brauchen daher nur den Fall-zu betracnten, dzf C eine

Hohe h > o besitzt undry,das maximale Primideal unterhalbam ist.

Dies sei im folgenden vorausgesetzt.



b) Betrachten wif zundchst den Fall h = 1! (vglnw;gK]III,
Bew. v. Satz 12.2.1.) Dann ist 42 = o und A=,

Als Lanpe 1(3) eines Gitters Uber C bezeichnen wir voriber-
cehend die dnzahl der we [* mit dimwiﬂ % 0 (5. (1.11)). Als
Lange 1( ¥ ) einas ¥ €WG(C) bezeichnen wir das Minimum der
Lzngen aller Gitter, die § reordsentieren. Angenommen ﬁnsere
Behauptung ist falsch. VWir suchen im Xern der Abbildung
WG(C) —> WG(L) ein nicht in P(C, ") gelegenes Element § von

minimaler Linge 1.

g 158t sich durch ein Gitter X der Gestalt

(4.2.) d-_1 (WS E,

kce'7&p
reorsi tie Y i '} i cign Ee
prasentieren, wobei {u b e ryzr‘ ein geeignetes Repr
. * C e .
sentantensystem von Pyap in L~ ist, und die By unimodulare
Gitter sind, von dsnen genau 1 stick nicht verschwinden.
Indem wir f eventuell mit sinem eindimewsionalen Gitter tenso-
A o'=4 : : . - s - "
ol 0 =4 rieren, erreichen wir, daB E_ 4=ohlst. Jedes E hat eine Zer-

C

legung Ed}-LI‘du, so dzf Eu.':@ k lber k:\_/= anisotrop

/'\M/
und Mu®k metabolisch ist. (Man benutze Lemma 1.6 fir k

und Hfs. 2.2 fir I = {o% .) Hach Theorem 2.6 1Rt sich nun
W(Cym) als Ideal von WG(C) auffassen. Daher kdnnen wir, ohne £
zu dndern, in (4.2) die Mu mit u % o0 weglassen, wenn wir
gleichzeitig zu EO ein geeignetes Gitter addieren. Dabei ver-
grofert sich die Lange von E nicht. SchlieBlich konnen wir
bei EO einen etwa vorhandenen metaboliscien orthogonalen
Summanden weglassei. Wir konnen also annehmen, dafli in der
Zerlegung (4.2) alle wuagk:mit u #;o anisotop sind und dal

By anisotrop und von KNull verschieden ist.
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g hat in W(L) das Bild Null. Die Riume —EO® L und
Vi = —-L—- (u') @ EuQL
4 kO

haben also gleiches Bild in wW(L). Hun ist jeder Raum Eu®>L
mit u g 0 anisotrop und stellt nur &lcmente Ae L* mit
v(A)e2 dar. Nach dem Dominznzprinzip fur Bewertungen ist
V anisotrop und kann keine 3lemente mit Wert in 2 darstellen.
Da auch —30® L anisotrop ist, zuf dieser Raum zu V sogar iso-

morph sein.,

3hsbesondere derf E_ keine winneiten darstellen.
Daraus gewinn@n wir den gesuchten Widerspruch: Ea& k mui von
/
der Form T x i(o,o) sein (und k mu# Charakteristik 2 haben).
Sei U ein wLn #ull verschiedenes #lement von r'/2|.,, fur

das B, ¥ o ist (gibt's, da V # o). Wir konnen, wieder nach
0

Theorem 2.6, in (4.2) das Gitter i fortlassen, wein wir

gleichzeitig 2in geeignetes unimodulsres Gitter zu B addiecren.
_ o)

ohnz daB sich das Bild E in %G(C) Zndert. § nuf3te eine

Lange < 1-1 haben, entgegen ungserer Annahme.

¢) Wir fihren den Beweis im allgemeinen Falle durch Induktion
nach der Hohe he. Sei h>1. Dann umfaflit AP das mininele Prim-
ideal O] % o von C (evtl. Ag =0 ). € ist 2uch in dem Bewertungs-
ring Cﬁ; das minimale von wull verschiedene Primideal., A. be-
zeichne die maximale echte isolierte untergruppe von [T . Die
exakten sSequenzen aus Theorem 2.6 zu ¢ ﬁnd C% lassen sich

durch ein kanonisches kommutatives Ulisgramm verbinden:

¢

o — W(C,q) —»uG(C) > W(YRIKTHRY — o

(4.3) A\L /LJ// v
0 —> U(Chg s ) —>UG(Ch) —> wG(C/g)<Ta> 7 O



Dabei ist/(;z, die Abbildung, deren Korn wir bestimmen wollen.

Y ist die evidente Fortsetzung der erctsprechenden Abbildung/u.‘
von 'w‘G(C/q ) auf 'w‘G(C*g /o, ) zu einem Ringhomomorphismus von
WG(C/O‘ ) < S an f wG(Cg?/q YL ALY « Wir wenden auflu,'
die Induktionsvoraussetzung an und erkennen, dall Ker(¥ ) zls
Ideal erzeugt wird von den slementen ('77__2) -1 aus ‘:IG(C/oI )

zu den tsildern")-i der 'Qev"‘(A) in C“}/,o] (s¢ NeBe 2.5).

Dzher hat P(C,Q ) unter é als pild ganz Ker(Y ). DaA injek-
tiv ist (s. Satz 1.8), muB andrerseits Ker(/b.) unter @ injek-

tiv abgebildet werden. Is mul also Ker(/u.) = P(C,A) sein, c.e.

Bemerkung 4.4, Die exakte Ker-Koker-Seguenz zu dem Dia-
gromm (4.3) liefert iiberdies, daB A auch surjektiv ist. Das
kann man leicht direkt sehen: Sind o(,(?z »¥ 2lemente aus ¢

mit (5&43( 5 v(x Yye A , S0 ist das Gitter A(x “Tx ,[3) iber C

2 2 ki
isomorph zu A(Y&K , ¥~ (3) und es ist auch ¥~ P:o €q.
48, Bezichungen zwischen den Witbvimaew de+r Resthiassamborp

Sei:% das minimgle rrimideal # o von C (sofern vornanden),
D die zu«g_gchérige isolierte Unterpgrugpe von .
Indem wir theorem 2.6 und Theorem 4.1 auf den Bewertungsring C
der nohe 1 mit Yertegrucpe [iQS anwenden, gewinnen wir sofort
eine Beziehung zwischen W(L) und ﬁ(k(%})), die schon in
CK1 fﬂ\, § 12- chne Benutzung des xinges WG(Q? ) - herge-~
p—
leitet wurde.
Nach Theorem 2.6 haben wir unter Berucksichtigung
der soeben gemachten Bemerkung 4.4 eine kanonische exakte

sequ

(©)]

nz

(4:5) 0 —>4(C,ap) —> WG(Cg ) E—)‘:’-"(k(g N<Tp> = o

Dividieren wir im mi%tleren Term das lLdeal P(C‘f : I-‘/b) heraus
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welcheg die Eilemente (),2) -1 nit A € i erzeugen, so erhalten
wir den Ring W(L) (s. Theorem 4.1). Da sich W(C,*g) auch in %(L)
injiziert (s. Satz 1.8), fihrt unsere Sequenz (4.5) sofort zu
elner exakten Sequenz

A 1 s w T
0 —-‘7.‘!(0,42) —2 Y(L) =3 =2 o,

in der M der Quotient von _W(k("g )) <VWAD nach i (p(C /o))

>
ist, undw durch é induziert wird. i
Sehen wir uns die Algebra M iber W(k(ﬁg)) naher an!
Ihre Zlemente sind endliche Sumncen von Ausdricken §-<:Rf> mibt
§ € ';'1(1{(48,)), P L*und den Relationen
<nA> = () <A> , <A*> = <47,

{2 ek, me v (D), ¥ = Bild von o) in k(&e).§ Die

skalare Multiplikation und déie Rinzmultiplikation von M sind in
evidenter Vieise erkldrt. Wir schreiben fiur die Quadratklassen-
gruppe D*/ﬁ*Q eines Bewertungsringes D kurz Q(D) und sehen, daB

M isomorph ist zu dem kanonischen Tensorprodukt von W(k(g?)) mit
den Gruvpenring Z[Q(L)J liber ZEQ(C,? )I. Diese Algebra uber
W(k(xgj)) nennen wir w(k(t?)) < Q(I) > . Wir kdnnen zu der durch die
Bewertung v induzierten Abbildung von Q(L) auf lﬁ/irtﬁls einen

multiplikationstreuen Schnitt

s: F/2P+A —> Q(IL)

finden, da beide abelschen Grunspen den Bxponsnten 1 oder 2
haben. W(k(4g)) ALY ist freier W(k(sp))-Modul iber den
Elementen < s(u)y mit u € P/gm_b. Diese Algebra ist alcso

zu dem Gruppenring w(k(fg)) [T“/é[1+lg] (unkanonisch) isomorph.

Wir fassen die zuvor angestellten Uberlegungen

zusammen:
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Satz 4.6, Es gebe in C ein minimales rrimidealﬁg=# O.

i)Dann existiert ein Hinghomomorphismus.uJ von ¥W(L) auf
VJ(&i@»<(Q(L)) , der durch die folgenden beiden &igenschafiten festge-
legt ist:
a) Das Diagramm
W(Crp ) —>  W(k(«))
2 4

T

W(L) > W(k(ag)) < ALID

mit kanonidciven unbezeichneten rfeilen ist kommutativ.

b) 1+’ bildet das von eirnem sindimensicnalen Raum (A )

mit \ € I¥ ecelieferte nlement von W(L) auf <2A> ab.

ii) Die kanonische 3equenz
v e . U
o = W{C,4g) — W(L) —>W(k(pNRM)> — o
ist exakt.

Ist ¢ Bewertungsring endlicher Hohe, so kann man
durch mehrfache Anwendung dieses Satzes die Wittringe séml-

licher Restklassenkorper von C zueinander in Beziehung setzen.
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§ 5 Hrsgidnzende Betrachtungen.

S5A. Zur Abrundung unserer bisherigen Untersuchungen er-
scieint es mir angebracht, den Ieser davon zu uberzeugen, daB
dgr Kurzungssatz vcn O'Meara ([OM], 9%:14a) liber beliebigen
Bewertungsringen glltig bleibt. Dazu wirde die Aufforderung ge-
nigen, einen Blick auf den Beweis dieses Satzes in [OM] ZU Wer-
fen. Doch mochte ich die Gelegenheit benutzen, sogar uUover semi-

lokalen Ringen einen dhnlichen Kiirzungssatz herzuleiten (vgl.
(<1, § o).

Zuhﬁhhst darf C ein beliebiger kommutativer Ring ait
finselement sein. L s2l der totale Quotientenring von C, d.h.
die Lokalisierung S“qC nach der Haolbgruppe S der Nichtaullteiler
von C.

Als Gitter Uber C bezeichnen wir jeden endlicihh erzeugten pro-

jektiven C-Modul M, der mit einer symmetrischen bezgl. C bi-

linearen Form B:MrH L vers-zhen ist.

Wir wollen einige der in [K],, § 2 fiir quadritische
Formen benutzte Begriffe auf symmetrisch bilincare Formen Ubei-~
tragen. Sei M ein Gitter iber C und (f, g, A) cin Iripel aus
MxIMxC nit B(f,4) € ¢, B(g,) & C, B(f,f) = B(f,g) = o,
B(g,g) = 2A . Man rechnet leicht nach, dal die flir alle xel

durch
E(f,g,),)(x) = x + B{x,g)f - B(x,f)g - R B(x,)f

detfinierte "Siezeltransformation" B(f,z, X) von i in sich

nmit der Bilinearform B vertriglich ist.
Ist (£f,5', A') ein weiteres Tripel aus M XM x C, fiir das

L(f,g', A') definiert ist, so gilt

’A;(f7g, ;\> ° ~=ﬂ(-f,;:,;‘" A.'> = ij(f7g+g| 9 )—4' A'+B(L’g?E;l>)'
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Insbesondere hat E(f,g,A ) ein inverses, ndmlich E(f,-g,A ),
ist also ein Automorphismus von M.

VWir nennen ein Paar (Fq,f2) von Vektoren aus M

hyperbolisches vektorvaar, wenn

B(£4584) = B(£5,£5) = o,  B(£,,£) =1

und H: =qu + Cf2 orthbgonaler direkter Summand von M ist
(d.h. B(H,M)c C, s. Hfs. 1.1). 2Zu jedem § € c* vezeichnen
wir mit R(E , fq,fg) den Automorphismus von M, der f, auf
€f, und £, auf €7 'f, abbildet und die Vekvoren aus H--
festldBt. rir ein Tdeal von C bezeichne D(fq,f2,CL) die

von den Automorphismen R( €, f f2) mit € =1 nmod & und

1
E(fi,g,l) mit i= 1,2, g € ait , A€OL erzeugte Gruvps.
Anstelle von D(fq,f2,C) schreiben wir auch kiirzer D(fq,f2).
Den Automorphismus von M, der 44 elementweise festlaBt und
'f,l mit f2 vertauscht, bezeiéhnen wir mit 11(f1,f2).
Durch Ubertragung des Beweises von Teil a) und

des Lemmas 2.1 aus }X] 1 erhalten wir milhelos die Teile a)

und b) von

Lemma 5.1.  Sei <f1’f2) hyperbolisches Vektorpaar in einem

beliebigen Gitter M iliber C.

a) Istorein im Jacobson-Radikal 44 von C enthaltenes Ideal,
so operiert D(fq,fQ,Ax,) transitiv auf der Menge aller zu

(fq’fg) modulo @& kongruenten hyperbolischen Vektorpaare von M.

b) Ist C lokaler Ring, so operiert die von_D(fq,fg) und
13(f1,f2) erzeugte Gruope transitiv auf der Menge aller

hyperbolischen Vsktorpaare von C.



¢) Ist C semilokal, d.h. besitzt C nur endlich viele maximale
Ideale fuﬁ, "'4“T’ und enthalt das orthogonale Xomplement HJ'
von H: = qu + Cf2 bezgl. M einen Vektor g, fir den
B(g,E)c C und B(g,g) = 2m nit crleC* ist, so operiert
D(fq,f2) transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vektor-

paare von M,

Zum Beweis Teiles c¢) kOnnen wir den Beweis des
entsprechenden Teiles von [K] 19 Lemma 2.1 nicht unmittelbar
heranzichen, da die Siegeltransformationen sich jetzt bei
"Liftungen" weniger angenshm verhalten.

Wir gehen folgendermafien vor:
Sei

£4' = X+ X+ x, £50 = (Bf, + B0, ¢y
ein beliebig vorgegebenes weiteres hyperbolisches Vektorpazr

mit) umal) o

aus M C [Bie C (x,yeH o Wir wollea durch Anwendung von
Automorvhismen S(fi, n,A) (i = 1,2, heHJ', A€ C) auf
(fq', f2') erreichen, dal der Koeffizient &, eine ZFinheit
wird. Dann ist es leicht, dieses Paar in (fq’fa) zu uUberfinren
(s. [K] 4+ Beginn des Bew. v. Lemha 2.1). Man halte sich

im Folgenden vor Augen, daf E(fq,h,)k) den Vektor'fq' auf

-~

f,I = o(,|f,1 + o(2f2 + x mit
“’l = “1 - A-“a + B(x,h)
~ _
X, = &,
X =—u§1+x

abbildet.

Zunichst weaden wir auf (fq',f25) eine Trans-
formation h:(f,l,§>y, - 92(3,] {32‘) mit @ € C an. Dabei wzhlen

wir @ so, daB fir jedes M-, (1 = 1,000 ) gilt: g =1 mod A, )
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falls & , = 0(2 = 0 modM,, § = 0 modwm; sonst. Dadurchver-
reichen wir, daB flir das neue Paar kxeines der Idealezubi die
Koeffizienten o<,] und 0(2 beide enthilt. {Nacb jeder Transfor-
mation bezeichnen wir das aus (fq', fgf) entstehende Paer wie-
der mit (fq', f2') und die zugehorigen Koeffizienten wieder

mit “3) &i’ p M y.% Unter Benutzung einer Transformation
E(fq,‘gx, - g2o(,|0l2) mit © X ,=1 modm; , fdls 6(2$ o modd;
‘E = 0 moddui sonst (i = 1,...1), erreichen wir, da iberdies
fir ,jedes'WLi mit & 5= o moddm; der Vektor x im M, E enthalten
ist. Mit einer Transformation E(fg, g'x, - §'2o(,]o(2) annlicher
Art gelangen wir schlieBlich zu einem Paar (fq',f2'), fir das

X in jedem/W$iE' liegt. Jetzt wenden wir einen Automorphismus
E(f,l, €s, §2~z) an, mit dem in der Behaupt®g genannte

Paar (3 N ) aus H'L X C* . Dabei schreiben wir vorzg'—:— 1 mod:w.;‘
falls 0(-,] = o mod . , =0 modMm, sonst (i=1,...r). Fir das

so entstehende hyperbolische Vektorpaar ist der Koeffizient 0(,I
in der Tat eine Einheit., Damit ist der letzte Teil von Lemma i T%d

bewiesen.,

Als Norm M E eines Gitters E bezeichnen wir wie
iiblich das von den YWerten B(x,x) mit x€E in L erzeugte Ideal

von C. Ist E unimodular, so liegtmE zwischen C -und 2C.

Theorem 5.2 (vgl. [OM} , 93:14). E und F seien beliebige

Gitter, J sei unimodulares Gitter lUber C mit der Norm 2C. Es

gelte weiter eine der beiden folgenden Voraussetzungen:

a) C ist lokal.
b) C ist semilokal; E enthdlt einen Vektor g,

fir den B(g,E)<C und B(g,g) = 2m nit m € c* ist.
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Behauptung. Ist EAJ 2 FALJ, so ist E&F,

Beweis. A fortiori ist EAJA(-J) zu FALJAL (-J) isomoroh.
Bei semilokalem C ist Ja (=J) orthogonale Summe von Gittern
oev Gestalt A(2X ,0) mit A€ C. Ist (x,y) ein Paar von Vektoren
aus JL {-J) mit Wertematrix A(2A ,0) so ist (x-Ay,y) hyper-
bolisches Vektorpaar. JA(-J) ist also isomorph zu sinem Gitter
rxiA(o,o). Wir konnen uns somit auf den Fall J = A(o,0) zurick-
ziehen. Die Behauptung folgt jetzt unmittelbar aus Lemma 5.1
b) und c). i Teil a) des Lemmas wird in dieser Arbeit nicht

gebraucht.} g.e.de.

N.B. 5.3, Ist C Bewertungsring und 2 Einheit in C, so

folgt mit Satz 1.9, dald in u(C) die Kiirzungsregel gilt ( (D] ,
falls C komplett). Hat C ilberdies eandliche Hohe, so kdnnen wir
also die Gitter iiber C aufgrund von Satz %.1 weitgehend klassi-

fizieren.

Hilfssatz 5.4. ( [oM] 93:12, vgl. [K] ~, Lemma 3.4.3.)

Sei J unimodularsr orthogonalsr Summand eines Gitters E uber C,
der eine freie Basis (uq,u2) mit wWertematrix A(k ,0) besitzt
(X€ C)., Sei g eine Vektor aus dem orthogonalen Komplement J4
in E mit B(g,E)c C. Dann ist auch J': = C(u1+g) + Cu, ortho-
gonaler Summand von B (s. Hfs. 1.1) und die Xomplemente J’L

und J'+ sind isomorph.

Bewsis, Wir definieren linears Abbildungen \: Jt—J'*
und W : J**— J+ durch ‘
@(z). = z - B(z,g) u, (zed™)
und
Y(z') = z' + B(z',8) u, (z2'ed't).

(g und 4 sind zueinander invers und mit B vertraglich.
. Q_.e.d.
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Zu jedem A€ ¥bezeichne E(A ) den Teilmodul

aller x aus B mit B(x,E) €AC, versehen mit der Einschrankung

e

der Bilinearform von E.

Die NormqruopeAgﬂK}L) sei die von den Werten B(x,x) mit

x€E(A) additiv in Q.C erzeugte abelsche Gruppe.

Aus Hilfssatz 5.4 ergibt sich unmittelbar fol-

gende Prizisierung des fritheren Lemmas 1.2a:

Hiifssatz T (vgl. tOM] S. 257/258).

Das uitter 11 Uber C besitze eine Zerlezgung
M2 A(A,I,‘o)-L.....LA(lr,o).

E sei ein Gitter uUpver C mit A}E(ﬂ)l) f}ﬂ. Dann ist

BEAMESt 51 rx A(o,0).

Aufgrund dieses Hilfssatzes 18BtT sici Theorem 5.:

verallgenmeinern zu

Satz 5.6. (vgl. Cﬁ] 93: 14a.) Unter den in Theorem 5.2
angegebenen Voraussetzungen a) oder b) bleibt die dortige
behauptung richtig, falls fir das unimodulare uitter J an-

stelle von#4d = 20 nur gilt:

41 < q:ﬁ(ﬂ)MgF(ﬂ.
Bewels. J habe die Dimension r. Nach Hilfssatz 5.5 ist bei
semilokalen ¢ sicherlich ZAJL(-J) 2 ZLrxaia(o,0) und ebensc

FAJAL(-J) 2 FLrxA(o,0). Man wende Theorem 5.2 anl

~q.c.d.

Bemerkung 5.7. - Aus dem nilfssétz 5.5 ergibt sich weiter

leicht: Sind zwei unimodulare Gitter E und F ilUber einem be-

liebigen Bewertungsring stabil dquivalent (s. § 34), so sind



sie genau dann isomorph, wenn 4}1& =Q.F ist. (s. Bew. v.

Satz 5.10 weiter unten, od. [OM]} 93:16, (K] I, Satz 6.2.2.).

5B Ausgexlichens Gitter. Sei C jetzt diskreter Bewertungs-

ring, I ein Primelement von C. Wir nennen ein Gitter liber C

ausgeglichen, wenn fur alle YE Z ~ {0,1} die modularen

Dimensionen dimy E  (s. (1,11)) verschwinden. Dies 14Bt sich

auch so ausdricken: Man denke sich & in V: = E®@L eingebettet

[¥31 )

und bezeichne mit & das uitter aller x€V, fir die B(x,8)e C

. L . ~ o~

ist. E ist genau dann ausgeglichen, wenn JtE<cBec i ist.

(Bei anderen Gelegmnheiten ist es zweckmdiig, auch die zu
diessn Gittern #hnlichen Gitter als ausgeglichen zu bezeichnen.

Fir die Halbgruvpe der Isomorphieklassen aller ausgeglichenen

uitter schreiben wir anstelle von G(-{o,ﬂ% , C) kirzer G(o0,1,C)

Lenma 5.8, - Jedes ausgeglichene Gitter E hat eine Zerlsgung

m

4 = FAM in ein anisotropes Gitter F und ein metabolisches M.

Beweis., Ist # nicht schon anisotrop, so enthalt B einen

primitiven isotropen Vektor x. Sei E = 3 L (ov)®@E, eine
Jordan-zerlegung von E und x = X, + X4 die zugehorige Yerle-
gung von x. Ist X, primitiv, so konnen wir ein Y& Eo nit
B(xo,yo) = 1 finden und (nach Hfs. 1.1) von # das unimodulare
netabolische uitter Cx + Cyo abspalten. Ist X, nicht primitiv,
so mulB X4 primitiv und B(x,%) =2XC sein. Jetzt suchen wir

ein y, € B, mit B(X1,31) =Jt uad spalten von E das Jt-modulare
metabolische Gitter Cx + qu ab. Das Verfahren 148t sich,

wenn notig ' .
ig, fortsetzen a.e.4.

Dieses Lemma ist eine Verallgemeinerung von
Lemma 1.6 im diskreten rall. Entscrechend dem Satz 1.8 erhalter

wir Jjetzt



Satz 5.9. Die kanonische Abbildung von WG(0,1,C) nach #(L)
ist bijektive.e Ein ausgeglichenes uitter liber C hat genau

dann Bild Null in %G(0,1,C) wenn es metabolisch ist.

Bemerkung 5.10. Damit erhalten wir sofort einen neuen Beveis
von Theofem 4,1 im diskreten Fall: WG(0,1,C) injiziert sich

in WG(C) und es ist ersichtlich
we(c) = [(ae®)-1T _we(c) + wa(o,1,0).

Diese Zasrlegung macht evident, daB der Kern der kanonischen
Abbildung von WG(C) auf W(L) mit [Katg) - 4] WG(C) liberein-

stimmt.

Die ausgeglichenen Gitter lassen sich folgender-

nalken klassifiziexen:

Satz 5.11. E und F seien ausgeglichene uitter lber C mit

Z®L = F®L, din # = din F, QB = 4 F und ﬂE(ot) =g P ().

Dann ist E2F,

Beweis. Mit 9}0 bezeichnen wir die gemeinsame Normgruppe
von & und F, mit:n_%‘1 die von E(Jr) und F(Jr). HMit r, bezeichne
wir die Zshl dlmoﬂ = dlmob, mit T, die Zzhl dlmqﬁ = dlqu.

Das Gitter EAL (-F) hat nach Satz 5.9 die uvestalt R 4 (au)® R,
mit_unimodularen metabolischen Gittern Ri der Dimensionen 2ri,

fiir die k}Ric 4} ; ist. Dasselbe gilt fiir das Gitter PA(-r).

Viermalige Anwendung von Hilfssatz 5.5 liefert uns

FABL(-F)EZ Fir x A(o,0)Lr,x @v)® A(0,0)

und
ELFL(-r)% T4 T % A(o,o).Lr,]x @)e A(0,0).

Indem wir den Kirzungssatz Theorem 5.2 zweimal benutzen,

erhaltea wir die Behauptung EEF. qee.d



o4 -

Literature.

[Bl N. Bourbaxi, Valuations, Algébre commutative. Chap. VI,
Hermann, Paris (1964).

[b] W.H. Durfee, Congruence of guadratic forms over valuation
rings, Duke Math. J. 11, 687-697, (1944),

EK] M. Knebusch, Grothendieck- und ¥Wittringe von nichtent-
arteten symmetrischen Bilinecarformen, Teil I-IIT,
Habilitationsschrift, Hamburg (1968).

[K 1 M. Knebusch, Isometrien uber semilokalen Ringen,
Math.Z. 108, 255-268 (1969).

[QM] 0.T.0'Meara,. Introduction to quadratic forms,
Springer, Berlin-Gottingen-Heidelberg (1953).

quq 0.T.0'Meara, Intergral equivalence of quadratic forms
in ramified local fields, Am.J. Math. 79,
157-186 (1957).

Twal G.L.Watson, Transformations of a quadratic form which do
not incrcase the class-number, Proc. London Math. Soc.
(3)12, 577-587 (1962).

E{] #. Witt, Theorie der quadratischen Formen in beliebigen
Kérpern, J.r.u.angew. Math. 1/6, 31-44, (1937).

saa.*[;n‘;g&m) M 4370



	fb14-1971-02-0001
	fb14-1971-02-0003
	fb14-1971-02-0004
	fb14-1971-02-0005
	fb14-1971-02-0006
	fb14-1971-02-0007
	fb14-1971-02-0008
	fb14-1971-02-0009
	fb14-1971-02-0010
	fb14-1971-02-0011
	fb14-1971-02-0012
	fb14-1971-02-0013
	fb14-1971-02-0014
	fb14-1971-02-0015
	fb14-1971-02-0016
	fb14-1971-02-0017
	fb14-1971-02-0018
	fb14-1971-02-0019
	fb14-1971-02-0020
	fb14-1971-02-0021
	fb14-1971-02-0022
	fb14-1971-02-0023
	fb14-1971-02-0024
	fb14-1971-02-0025
	fb14-1971-02-0026
	fb14-1971-02-0027
	fb14-1971-02-0028
	fb14-1971-02-0029
	fb14-1971-02-0030
	fb14-1971-02-0031
	fb14-1971-02-0032
	fb14-1971-02-0033
	fb14-1971-02-0034
	fb14-1971-02-0035
	fb14-1971-02-0036
	fb14-1971-02-0037
	fb14-1971-02-0038
	fb14-1971-02-0039
	fb14-1971-02-0040
	fb14-1971-02-0041
	fb14-1971-02-0042
	fb14-1971-02-0043
	fb14-1971-02-0044



