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Wittgruppen von symmetrisch bilinearen Gittern 
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Hanfred K :l ~ bUSCf! 

O.T.O'Meara ist es Mitte der fünfziger Jahre gelungen, die 

symmetrisch bilinearen Gitter (Def. s. § 1.1) über einem diskreten 

kompletten Bewertungsring C mit von 2 verschiedener Charakteristik 

und vollkommenem Restklassenkörper k zu klassifizieren (s. [or·'!), 

Charp. IX, [0l:r]1). Joch läßt die Komplexität von O'i'1eara's Result il­

ten vermuten, Jaß schon tiber dyadischen diskreten kompletten Be-

wertungsringen mit unvollkommenem Restklassenkörper das Klassifi-

kationsproöramm heutzutage keine Aussicht auf Erfolg hat. 

Im Gegensatz dazu werden wir in dieser Studie unter 

adderem die Frage beantworten können, wann zwei - ohne Einschr~n-

kung der Allgemeinheit radikalfreie - Gitter über einem beliebigen 

BeVlertungsring endlicher Höhe ((B], S. 115) dasselbe Bild im Gro­

thendieckring KG(C) aller (radikalfreier, symmetrisch bilinearer) 

Gitter liber C haben. 

Bei diesen Untersuchungen kann man von den Grothen­

dieckringen zu - iihnlich wie in L'J] definierten - "'di ttringen" 

übergehen, ohne wesentliche Information zu verlieren (s. § 10). 
\ 

Die Elemente der ~ittringe lassen sich durch Gitter repräsentierer 

während wir für die Grothendieckringe rtDifferenzen rt von Gittern 

benötigen. Die Wittringe sind somit einfacher zu handhaben und 

al\ der eigentliche Gegenstand unserer 'rheorie anzusehen. 

Als Nebenprodukt unserer Überlegungen werden sich 

Beziehungen zwischen den Jittringen der verschiedenen Rest~lassen-

körper eines beliebigen Bewertungsringes endlicher Höhe ergeben 
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(§ ~B, vgl. [K], § 12). 

Der letzte Paragraph enthält von den übrigen Paragra-

phen unabhängige Betrachtungen. Wir beweisen ein Analogon zu 

0 1 fJIerara I s Kürzungssatz ([0~1] 93: 14a) über semiloka18n Ringen 

(VG1.[K]§ 6). Insbesondere bleibt dieser Satz von OlMeara über 

beliebigen Bewertungsringen richtig. Weiter studieren wir über 

diskreten Bewertungsringen die besonders angenehme Klasse der 

"ausgeglichenen" Gitter (s. § 5B), die in einigen Arbeiten von 

G.L .• Watson eine Rolle spielt ·(s.z.B. [Wal). OlfJIearals Kla.::;sifi­

kation der unimodularen Gitter ([OM] 93:16) läßt sich auf diese 
I 

Gitter verallgemeinern. 

Über 9:iskret bewerteten Ringen (zumindest) lassen 

si~h, nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn M.Kneser, die 

i~ § 2 - § 4 gewonnenen Resultate wesentlich schneller herleiten. 
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§ 1 Vorbereitungen. 

1 A. Be·zeichnun~en. Sei C ein beliebiger be~ertungsring 

(z.B. auch ein Xörper),~sein maximales Ideal, L sein QUo­

tientenkörper. u* bezeichne die ~inheitengruppe C'~ von C, 

rdie Wertegruppe zu einer fest gewählten iu C gehörigen 

B,e\.;ertung v : L ....., r v(001. ('dir schreiben r als additive 

Gruppe.) Für jedes Primideal ~ von C bezeichne k:-( Af) den 

C,tuotiente'nkörper U"f I ~ des Hinges C lAS • Für kt'W\.) schreiben 

wir oft kürzer k. 

Unter einem symmetrisch bilinearen Qitter E über 

(meist kurz I1Gitter ll genannt), -yerstehen wir einen freien 

C-Modul ~ von endlichem Rang, versehen mit einer symmetrischen 

bzgl. C bilinearen Abbildung B: E)( E ~ L. Die lülinearformen 

aller Gitter werden wir unterschiedslos mit B bezeichnen, 80-

Innge dadurch keine . verwirrung entstehen kann. Ein liitter 

(oder seine Isomorphieklasse) bezeichnen wir oft durch die 

',iertematrix (B(hi , ....... h , )) zu irgend einer freien Basi s _ J 

h1 , ••• ,hn von E. ~'ür eine z\',eireihige r'latrix (~ ~) mit 

'* 0(, E. U, ~ E. C, 1- 0( ~ E C benutzen vlir das Symbol A( 0< , ~ ). 

Wir nennen einen Vektor x eines Gitters E 

.E~tiv, falls x nicht Vielfaches :t zeines ze E mit A€M4.. 

ist, also wenn x Anfang einer basis von C ist. Vektoren x + ö 

aus E mit 13(x,x) = 0 nennen wir iS2t~. Falls E isotrope 

Vektoren besitzt, bezeichnen wir auch E als isotrop, sonst 

als anisotron. 

Zu zwei Ui ttern E und 11' über C können \'lir als 

neue \ii tter die orthogQnale Summe E.l. F und das 'l'ensorprodukt 

E® F bilde:l. JLL F ist die dire~te .summe der I"Ioduln E und F, 

versehen mit der bili~earform (e;~E, f;~ F) 
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E® F ist der Modul E ~ F, versehen mit der durch 
C. 

15(e1~f1' e 2 @f2 ) = B(e1 ,e2 ) B(f1 ,f2 ) 

festgelegten Bilinearform. FUr die orthogonale Summe von r 

Kopien eines Gitters E schreiben wir rx.l!;. 

Für jeden Teilmodul ~'l eines Gitters E bezeichne 

W..L das Gitter aller vektoren von E, die auf ganz \oJ senkrecht 

istehen (natUrlich unter der Einschränkung der Hilinearform 
! 
'von E). Das Gitter Z~ heiße das Radikal rad ~ von E. 

I 
I 

Wir haben eine Zerlegung E = EI~ radE mit einem durch E bis 
/-

lauf Isom~rphie eindeutig bestimmten radikalfreien Gitter EI 

(d.h. rad ~. = 0). Sind E und F radikalfrei, so gilt gleiches 

für .B;.1.F und E®F. Ohne Einschränkung der Allgemeineheit setzer. 

wir daher alle in dieser Note auftretenden Gitter als radikal-

frei voraus. Sofern doch einmal Radikale auftreten, \'lerden 

wir dies ausdrUcklich erwähnen. 

Wir nennen ein üitter ~ über C unimodular oder 

auch einen nichtentarteten Raum über'C, wenn B(E x E) in C 

enthalten ist und die durch die Formel (xEE, y€E) 

B( x, y) = < x, $f ( Y ) '> 

definierte lineare Abbildung ~ von ~.in den Dualmodul 

E*: = HomC(Z,C) bijektiv ist. Dies ist dazu gleichwertig, 

daß die lJetermin~en der 'derte:natrizen von ~ Einheiten sind. 

Als !!!odula~ Gitter bezeichnen. '.dr wie üblich jedes zu 
~ 

einem unirnoclularen Gitter H ähnliche Gitter Cl) ® H mit A. E. [. 

G(C) sei der assoziative und kommutative Halb-

ring der Isomorphieklassen radikalfreier Gitter über C, mit 

der orthogonalen ~umme als Addition und dem Tensorurodukt 
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als Multiplikation. G(C) besitzt ein Einselement, re?räsen­

tiert durch das Gitter (1). Mit S(C) bezeichnen wir den Teil­

Halbring (1) der lsomorphieklassen unimodularer Uitter von G(C) 

Zu einer abelschen tialbgruppe M bezeichne KM die 

zugeh~rige Grothendieckgruppe. (Die Elemente von KM sind 

"Differenzen" S -~ von ~lementen S, 1z aus M mit der Hegel: 

'S' - fl( -= 'f' -1. ~ Es gibt ein ) E. 1'1, so daß 

in H gilt ~ + 7z.' + ~ = S I +~ + \; .) Jede additive Abbidlung 

I-- von 1''1 in eine abelsche Gruppe "'iJ läßt sich schreiben als 

Komposition der kanonischen Abbildung von M in K~ mit genau 

einem Homomorphismus KJIol--!) '1'1 von abelschen Gru?pen; in anderen 

'Ilorten : K ist der linksadjungierte Funktor zu dem Vergessens­

funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen in die Kate-

gorie der abelschen Halbgruppen. Ist Mein Halbring, so ist 

KM in natürlicher Weise ein Ring. 

FUr den Ring KS(C) schreiben wir kUrzer K(C). 

Die vimensionsfunktion auf S(C) liefert uns einen Ringhomo­

morphismus dirn: K( C) ~ ~ • Ferner haben 1,olir zu einem be-

lieoigen Homomorphismus 'f: C ~ 0 von (Bevlertungs)..LRingen eine 

Ringhomomorphismus K(\f) : K(C) ~ K(D). Dieser entsteht, 

indem wir einem unimod.ularen Gitter ~ Uber C mit Bilinearform 1: 

den mit ~ gebildeten v-Modul E @ D, mit der induzierten - wie­
C 

derum unimodularen - Bilinearform BI zuordnen, die durch 

B'(XQ)1, Y01) = lf(B(x,y» 

, (x e E, y€ E) charakterisiert wird. Ist Sein mul tiplikativer 

Teil von C" {o}, so erhalten \'/ir in ähnlicher Weise zu jedem 

Gitter E über C ein uitter E~ S-1C = S-1~ über dem Quotienten­
C 

ring ~-1C. Viese Zuordnung induziert einen Ringhomomorphismus 

von KG(C) auf ~G(S-1C). 



-8-

1 B. Der Wittring ~(C). 

Wir notieren die später benötigten Aussagen über unimodulare 

Gitter. lJie Theorie von K(C) läßt sich in wesentlich breiterem 

Rahmen aufbauen, s. [1\] • Da die Arbeit [r<] noch nicht er-

schienen ist, und für Bewertungsringe die verhältnisse be­

sonders einfach sind, werden wir fast alle Aussagen beweisen. 

Dabei spielt die Voraussetzung, daß C Be\vertungsring ist, erst 

ab Lemma 1.6 eine Rolle. 

Zunächst erinnern wir an den evidenten 

Hilfssatz 1.1. ([OM} , 82:15). Sei E ein beliebiges Gitter, 

F ein (unter der Bilinearform von E) un:imodulares 'l'eilgitter. 

Dann ist F genau dann orthogonaler SUIIlmand von 'E, \venn 

B(F,E) c. C ist. Ce:::: bedeutet echte oder unechte Inklusion.) 

Das folgende Lemma hat für unsere überlegungen 

zentrale Bedeutung, wird aber erst in § 2 voll ausgenutzt wer-

den. 

Lemma 1.2. Seien 0<, ~,~ Elemente aus U mit 't ~ 0 und 

6.: = 1 - o(~~ E. Ci(. Dann gilt 

(1.2.1) A(O(,~~ )-L(-~)~A(ol6' ,~):= 

~ A(e{.6, 0)...1.. (- ~ ) 6J A( 0, (!> II ). 

(~ bedeutet "isomorph ".) 

Beweis. ---- Wir gehen aus von einer Basis des Gitters auf der 

linken Seite von (1.2.1), die aus zwei zueinander orthogonalen 

Vektorpaaren x1 , Y1; x2 , Y2 besteht mit 'dertematrizen A(O< , (3t 
\ 
bzVJ. 

- '(f ) 

- f->~ . 
Dann ist auch 
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X I 

1 

:eine Basis dieses Gitters, die gerade zu der rechten Seite 

von (1.2.1) paßt. q.e.d. 

Der Spezialfall " = 1, 0( = 0 führl auf das 

LeT,ma 1.2a. (vgl. Hfs. 5.5) Für jedes ~ E. C haben A(o, ~) 

und A(o,o) in K(C) dasselbe Bild. 

Eine orthogonale Summe von Gittern der Gestalt 

A( 0, ~) nennen wir ein (unimodulare ) metabolisches Gitter. 

Diese Gitter lassen sich auch folgendermaßen charakterisieren: 

Lemma 1.3. Ein unimodulares Gitter M gerader Dimension 2r 

ist genau dann metabolisch, wenn es als Modul einen direkten 

Summa~den V der Dimension r mit B(V,V) = 0 besitzt. 

Beweis; Sei x1 ' • • • , x ---- r eine Basis von V./I M besitzt eine 

Linearform , die auf x1 den i!iert 1 a..'1.n imm t , auf den xi mit 

i~2 aber den Wert Null. Da H unimodular' ist, gibt es also 

einen Vektor Y1 mit B(xi 'Y1) = 8 i 1 für i = 1, ••• r. Nach Hilfs­

satz 1.1 haben wir eine Zerlegung 

N = ( CX1 + c. ~Y 1 ) .J.. r'l I • 

Die Vektoren x2 , ••• ,xr sind Basis eines direkten Summanden 

V' von M'. Durch Fortsetzung des Verfahrens zerlegt man M in 

Gi t t erde r Ge s tal t A ( 0 , ~ ) • 
q.e.d. 

Hilfssatz 1.4. Das Tensorprodukt eines metabolischen 

Be\l/eis.!. Sei dirn l'1 = 2r, dirn ~ =~. Ist V direkter Summand 

von M der Dimension r mit B(V,V) = 0, so ist V9E direkter 



Summand von E~ l'1 der Dimension mr, auf dem die Bilinearform 

von EGD N verscnv.rindet. 

Zu einem Gitter E mit Bilinearform B bezeichne 

-E den I10dul L, versehen mit der Bilinearform -B. 

Folgerung 1.5. 

me.tabolisch. 

Für jedes unimodulare Gitter E ist E~(-E) 

Bevleis. E-L (-E) ~ E ® ((1).L (-1~ ~ E® A(1 ,0). 

Die Bilder der metabolischen Gitter in K(C) 

liegeYl. nach Lemma 1.2a in der von A(o,o) additiv erzeugten 

abelschen Gruppe ZA(o,o). Nach Hfs. 1.4 ist Z A(o,o) sogar 

ein Ideal von K(C). Den Quotienten von K(C) nach diesem Ideal 

nennen wir den Wittring W(C) der unimodularen Gitter über C. 

Jedes Element von K(G) ist durch seine Dimension und sein 

Bild in 'd( C) eindeutig festgelegt. Für jedes unimodulare 

Gitter E hat E~(-E) nach Folgerung 1.5 in W(C) das Bild Null. 

Die kanoriische Abbildung von S(C) nach WeG) ist also surjektiv. 

Die Elemente von '{J( C) lassen sich durch anisotrope 

Gitter repräsentieren, denn es gilt 

Lemma 1.6. Jedes unimodulare Gitter E läßt sich in ein 

anisotropes und ein metabolisches Gitter orthogonal zerlegen. 

Be'J!e i s. Ist E nicht schon a~isotorp, so enth ~ lt E einen 

primitiven isotrpen Vektor x. Es gibt eine Linearform des 

C-I'·'Ioduls 3:, cfu in x den ',I/ert 1 annimmt, also, da E unimodular 

ist, einen Vektor y~E mit B(x,y) = 1. Nach Hilfssatz 1.1 

haben wir eine Zerlegung 

E = (Cx + Cy).J. E' • 
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Ist EI noch nicht anisotrop, so setze man das Verfahren fort. 

q.e.d. 

Sei C ein Körper. E = Eo.L M und F = Fa.l.. N 

seien Zerlegungen zweier Gitter E, F in anisotrope Gitter 

Eo , Fo und metabolische Gitter H und N. 

Behauptung. E und F haben genau dann gleiches Bild in id(e), 

we;Yln E ~ Fist. 
a 0 

Dies folgt, falls e eine von 2 verschiedene 

Charakteristik hat, sofort aus dem Witt'schen Kürzungssatz 

(s. [\IJ] ). Für Charakteristik 2 ist Satz 1.7 aber auch richtig, 

ob'dohl darin in S(C) die Kürzungsregel verletzt ... lird (s. [K] lr
J 

Tb. 8.2.1). 

Für einen beliebigen Bewertungsrir.g C mit ~uo-

tientenkörper L erhalten wir aus Lemma 1.6 und Satz 1.7 , den 

Satz 1.8. ----- Die kanonische Abbildung von W(C) nach W(L) ist 

injektiv. Ein unimodulares ~itter über C hat genau dann Bild 

Null in ~(C), wenn es metaboliscb ist. 

1(.. Definition der 'dittsrutmen i,\!G(I,C). 

"';ir denken uns zu tiedem 1A)' E r ein urbild 1,a'1 E L* unter der 

Be'wertung". fe st ausge'lvähl t. 

Satz 1.9. ( em:r) , § 91C). Jedes Gitter E über C ist von 

der Form 

WEr 

mit unimodularen Gittern Ew- (von denen selbstredend fast 

alle Null sind). 

In der Tat bleibt der klassische beweis über 

beliebigen Be'l .... ertungsringen richtig: Die Behauptung besagt, 
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daß sich E irgendwie in modulare Gitter zerlege? läßt. Sei 

obne Einschränkung .3 *' 0 • Die H(x, y) mit XE- E, ye: E er­

zeugen zusrunmen ein (ev. gebrochenes) Hauptideal B(E,E) =~fC 

'dir suchen in E einen Vektor x mit B(x,E) = I\cT'C. Ist 

v(B(x,x)) = w, so läßt sich nach Hilfssatz 1.1 von Edas 

modulare Gitter Cx orthogonal abspalten. Anderenfalls gibt es 

ein y E 1!; mit B(x ,y) = 110' I. Dann läßt sich das modulare 

Gi tter Cx + Cy abspalten. Han setze dieses Verfahren, we.iln 

nötig, fort. q.e.d. 

Eine ~erlegung (1.9.1) von Eheißt Jordan-Zer-----
legung mit den unimodularen Kom ':)onenten Ew • 

Satz 1.10 (vgl. [oN1 , 91 :9). . Die Reduktionen 
1i! 

Ew~k = ~w/~Ew der unimodularen KOffiDonenten einer Jordan-

zerlegung (1.9.1) sind - ersichtlich nichtentartete- Räume 

über 'k, die bis auf Isomorphie nur von E und dem System [WI}~E 

abhängen. 

Beweis. Für ein M. e. r bezeichnen wir mit 3(.u,) das Gitter 

aller XE.!:!.; mit .ö(x,Z);c· ",'C. 

Aus (1.9.1) folgt 

E(.u. ) == ( .d. ) ® [ EM. ..L 

..L 
W<A4 

( tW I ,u..' --i ) ~ EI\.o:T -L 

(~ I\J'-") ~ EI\.t.,T J . 
Reduziert manllE(~) r.lOd'KC" so entsteht ein i.a. entarteter 

\ Raum über k. Dividiert man bei diesem Raum das H2..dikal heraus, 

so erhält man - bis auf Isomorphie- die Reduktion E.t&. (3) k. 

q.e.d. 

Insbesondere sind die "modularen Dimensionen" 

(1.11 ) dim"", E: = dirn E"", 
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für alle 'kJ" E; r alleine durch E festgelegt. Sei I eine Teil­

menge von r . Wir bezeichnen E als I-unimodular, wenn für 

alle 'l.J tj:. I die modulare:! Dime~sioncn dim w E ~\rull sind. Die 

additive rlalbgruppe der lsomorphieklassen ~-unimodularer 

Gitter über G nennen \-,ir G(I,G). Zu jedem IIAIE I induziert die 

additive Abbildung dimw : G(:r~C)~lNeine - ebenfalls mit 

dirn"""" bezeichnete - Abbildung von KG(I,C) in ~. 

Sind I, J und M drei Teilmengen von r mit 

I + J C M, so liefert das Tensorprodukt eine Komposition 

(1.12) KG(I,C) x KG(J ,C) -0+) KG(!'-1,C). 

Insbesondere (I = M, J = {o} ) ist jede Gruppe KG(I,C) ein 

Modul über K(C). Ist I eine Halbgruppe, so ist KG(I,C) eine 

Algebra liber K(C) (I = J = M). 

Als l;Jit!ß~pe 'dG(I,G) bezeichnen \oJir den 

~uotienten von KG(I,C) nach dem K(C)-Teilmodul 

H(I,C): = A(o~o). KG(I,C). 

Die Kom?osition (1.12) induziert eine entsprechende Kompo-

sition 
'iW(I,C) x II!G(J ,C) \1G (Iv! , C) • 

Für die Wittalgebra WG( r ,C) über W(C) schreiben wir auch 

l'iG( C). 

Als metabolische Gitter bezeichnen wir die 

orthogons.len SUr.1Den von Gi tt8rn der Ge stal t (A) es A( 0( ,0) 

mi t ). €:. L"", <X. E C. Sie haben, sofern alle v(;L) in I 

liegen, in ~G(I,C) das Bild Null (s. Lemma 1.2a). Doch kann 

es - in Kontrast zu 3~tz 1.8 - auch nicht ~etabolische Gitter 

mit Bild Null in ',,/G(I,e) geben (s. $ 3, Bsp. 3.2 u. 'rh. 3.3). 

Das Analogon zu Lemma 1.3 ist i.a. falsch. Aus Hilfssatz 1.4 

und Folgerung 1.5 ergeben sich aber sofort die ents~rechenden 
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Aussagen für beliebige Gitter: 

Hilfssatz 1.13. Das Tensornrodukt eines metabolischen üitters 

mit einern bellebigen Gitter über 0 ist wieder metabolisch. 

Insbesondere ist für jedes Gitter E die Su ";" me E ..L (-E) meta­

bolisch. 

Die kanonische Abbildung von u(I,C) nach iG(I,C) 

ist daher surjektiv. Weiter enthalten die Ideale H(I,C) nur 

Elemente, die sich durch metabolische Gitter repräsentieren 

lassen. Unter Henutzung der Invarianten dimw mit w€ I sehen 

wir, daß die Gitter (w')~A(o,o) zu den w € I eine freie 
I 

Basis von H(I,C) als I-Modul bilden, und weiter 

Satz 1.14. Ein Element aus KG(I,C) ist durch sein Bild in 

WG(I,C) und seine modularen Dimensionen zu den we I eindeutig 

festgelegt. 

Wir werden vorwiegend rnit den Wittgruppen arbei~ 

ten und die Formulierung der entsprechenden Aussagen über die 
-zugehörigen Grothendieckgruppen i.a. dem Leser überlassen. 

Die durch die Abbildung von G(I,C) nach WG(I,C) 

auf G(I,C) induzierte Äquivalenzrelation läßt sich folgender-

maßen beschreiben: 

Satz 1~ Sei I bel i.ebige 'reilmenge von r . Zwei I-unimo-

dulare üitter E und F über C haben genau dann gleiches Bild 

in ~G(I,C), wenn es I-uninodulare metabolische Gitter Mund N 

gi bt rni t Z.J.. ~'1 ~ F.1. N. 

Be'.·reis: Angenommen, E und F haben gleiches Bild in WG(I,C). 

Dann dtirfen sich die modularen Dimensionen beider Gitter nur 

um gerade Zahlen u~terscbeiden. Wir können l-unimodulare 

metabolische Gitter M1 und N1 finden, so daß die modularen 

Dimensionen von .s~ r.l1 und F..L N1 übereinstimmen. Nach Satz 1.14-



haben EJ.,l'-~ und F.l. N1 gleiches Hild in KG(I,C). !:5ie werden 

also nach Addition eines geeigneten Gitter T isomorph. Mit 

den metabolischen Gittern I'1: = I-l
1

-L T ~ (-'r), N: ::: N
1

..L T ~ (-T) 

gil t E J.. I'1 ~ F..L N. 
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§ 2 Zusammenhang zwischen \vG(G) und 'dG(G/~). 

2 A. Reduktion vonA -unirnodularen Gittern. 

Sei ß eine isolierte Untergru)pe von r 
( CB] , § 4.2), ~ das zu A gehö.rige Primideal ('1 = I~1enge 

der A e C mit v(/t) > ~il für jedes \-1 E A ). 

Für ein Ö - unimodulares Gitter l!j über C ist B(E ,E) in der 

Lokalisierung C
1 

von C nach~ enthalten. Die Bilinearforo 

B von E induziert daher eine BilinearformH auf E/~ E über C/~ 

mi t ·I'ierten in dem Quotientenkörper k("S-) = C'f /"g von C/"'i' 

/Da E ein 6 -unimodulares Gitter ist, hat B kein Hadikal. 

Sei I eine Teilmenge von 6. • Ist E ein I-unirno-
.. .,.. 

dulares Gitter über G, so ist ß /Aj E ein I-unimodulares Gitter 

I über C /1 . C"lir versehen natürlich k( ~) mit der von v indu­

zierten Hei'lertung v. Sie hat die Wertegruppe 6 .) l,'lir haben 

somit eine - ersichtlich surjektive - Reduktionsabbildung von 

G(I,C) nach G(I,C/~). Unser Ziel ist die Bestimmung des Kerns 

der zugehörigen Abbildung von ;,JG(I,C) auf ;iJG(I,C/-<g ). 

Sei ohne wesentliche Einschränkung der Allgemein-

heit OE. I. Die kanonische Abbildung von 'iif(C) in 'dG(I,C) ist 

nach Satz 1.8 sicherlich injektiv. lJor Kern "'J(C,~) der Re­

duktionsabbildung von \"J( C) auf 'd(C / Af) "vJird dabei in den Kern 

der Hedukt ionsabbildung von ;,iG(I, C) auf ',~G( I, C /~ ) ab ge bilde t. 

Satz 2.1. ------ Se i I C. ß und 0 e. I. Dann ist die kanonische 

Sequenz 

o ---? "d(C'1 ~ 

>--~.~~~~-~ .. _----
Zum Be'l'leis benötigen 'dir folgenden 



Hilfssatz 2.2. Sei E ein ~-unimodulares Gitter über C, 

E seine Reduktion mod "I. Dann läßt sich jede (orthogonale) 

Zerlegung von E in Gitter Ei (i = 1 ••• r) liften zu einer Zer-

le~unz von E in Gitter E .• 
1. 

Beweis. Indem wir die Zerlegung von E eventuell noch ver-

feinern, können wir nach Satz 1.9 annehmen, daß alle Ei mo­

dulare Gitter sind. ,';ir denken uns die Numerierung der ::>umman-

den so ge',·:ählt, daß für die Ideale ,(t,l.': = B(H:. ,:H;.) gilt: 
1. 1. 

Sei 4 i das Urbild von tÖii in C~ • Es ist B(E,E) = 4 1 , also 

B(E,E) = A)L1. 'dir können ein Teilgitter E1 von E finden, das 

unter der Reduktionsabbildung von E auf E das Bild E1 hat, 

indem wir irgendeine Basis von ~1 nach E liften. E1 ist auto­

matisch modular mit der Skala B(E1 ,E1 ) ;~1' die als endlich 

erzeugtes Ideal ein Hauutideal ist. Nach Hilfssatz 1.1 ist 

E ; E1 J... E1 J... • Das Gitter E1...1. liegt über E2 ..1. ••• .L Er • Die 

Behauptung ergibt sich durch Induktion nach r. 
q.e.d. 

Be'\'leis_v'2,n Satz 2.1. Sei E ein I-unimodulares Gitter, dessen 

Reduktion E mod~ in \'JG( I, C;~) das Bild Hull hat. Nach Satz1.-i~ 

gibt es ein I-unimodulares metabolisches Gitter M über C;~ , 

:-L4..')\~·~od.v..~-I'-es sc' daß auch E J.. M metabolisch ist. ~dir können ein(\metabolisches 

Gitter M über C finden, dessen Reduktion mod1 zu M isomorph 

ist. Die Reduktion de s Gitters P: ; E J.. f1 mod" läßt sieb in 

bin~re metabolische liitter zerlegen. Wir liften eine solche 

Zerle~un~ von F; aufD~rund von Hilfssatz 2.2 zu einer Zer-
o D . ~ F 

legung von F und sehen, daß F orthogonale Summe von Gittern 

der Gestalt ( ~) 0 A( d. , ~ ) mit c:I..€."f' ~ € C , v(?J) €.. I ist, 

Diese bin~ren Gitter erzeugen alGo additiv den Kern der Re­

duktionsabbildung von 'dG(I,C) nach':iG(I,C;~). Nach Lemma 1.2 
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hat aber (1) 0 A(oe.,~) in 'o'lG(1,C) dasselbe 13ild ' .. rie 

( -1 n.. ) -1 A 'X oe, X " und ec ist >f CI.. E ~ • Damit ist die i!JX3.x:t-

heit der Sequenz in Satz 2.1 bewiesen. 
q.e.d. 

2 B. Die Abbildung von ~G C auf WG < r/c., • 

Wir \'lollen zun:ichst den Eindeutiskei tssatz 1.10 

für JordEuzerlegungen verallgemeinern. Sei nach ',.;ir vor ~ 

eine isolierte Untergruppe von rund I.j das zu l::!. gehöriGe Prim-

ideal. Zu jedem .u.. € r / ß wählen ~ir uns einen festen Re-

präsentaten ~ I . L*" ln • Aus der Jordan-Zerlegung (1.9.1) eines 

Gitters ~ tiber C erhilt man durch Zusammenfassen geeigneter 

Summanden eine Zerlegung 

mit A -unimodularen Gittern 

Satz 2.4. E 
Die Redu}::tionen u/ ~ Eu der ~ -unimodularen 

Komponenten Zu einer Zerlegung (2.3) hängen bis auf Isomorphie 

nur von E und dem Re pri-isen tantensystem {u ' 1 u E. f'/ ~ ab. 

ßevleis. (vgl. 1:)e\,/. v. Satz 1.10). ·dir bilden zu vorgegebenem 

U o E r/6 das 'reilgitter S(uo ) aller x E. E mit B(x,E)c u o' C~ 

Die Bilinoarform des Gitters (uo' -1 )~E(uo) hat ihre VIerte 

in C.cs. Indem vJir dieses Gitter modulo '* reduzieren, erhalten 

wir ein Gitter über C/-<s ' das i.a. ein Radikal begitzt. 

Dividiert man das Radikal heraus, so erhält man bis auf 180-

morphie die Reduktion von E~ • 
o a.e.d. 

Satz 2.L~ legt es nahe, über \liG(C /'1 ) die Ale;sbra 

der endlichen Summen von Ausdrücken ~. < A) zu Elementen 5 
aus "~IG(C /Af,. ), A aus L~ zu bet:cachten, mit den Relationen 



l\f~e ....... -f~ 
L~Err A~(..~ 

..... 

zu beliebigenIlC~=-v-1( b.). lJabei bez,eichne ~ das .Bild 

von'Yt in ke~) = C~ 11- ' . e,.) das dazu gehörige <~indimen­
sionale Gitter, aufgefaCt als Element von ~!iGeC/~ ). Die 

" C skal~re Multiplikationlmit Elementen aus JGe I~ ) ist .in 
. t ~ 

evidenter Weise definiert, die Ringmultiplikation durch 

< A.) <r> = < A;U> [A.) f' E L'" 1 festgelegt. 

\lir nennen diese Algebra 'dGe C IAf ) < r/A > ~ . Sie ist das 
,., 

k ::> l' h T d kt \·II.T" e v IA/)) 't d G ' _<noll sc e on.sorpro u. von I'i ID1 em ruppenr1ng 

über ~ [.C~ *J. 
N.B.2.5. Jedes Repr~:ise:ltantens~{stem tu'} von r/A in L *' 
liefert eine freie BaSiS«U'>}von(,'GeCI-<g) <f1/A ) als 

Hod.ul über t,'/Ge C I~). Insbesondere läßt sich "','Ge C l-<s) in 

kanonischer "\I,1eise als 'reilring von "we C I-<g. ) ( if6 > auf­

fassen, so ciaß die Einselemente iibereinstimmen. Besitzt f'/A 

ein gegen Multiplikation abgeschlossenes Repräsentatensystem 

in L~ , so ist "';Ge C l"i ) < PI ~ ') zu dem Gruppenring 

'vIGe C l-<g ) [ r/A 1 eunkanonisch) isomorph. 

Wir kBnnen nun jedem Gitter E über C ein Element 

'P (3) aus "dGeCI<j ) < r/A ) in folgender "I~'eise zuordnen: 

r''Ian ',':911le eine ZerlegunG e2.3) von G in Gitter eu') ® Eu mit 

I::l. -unimodularen Eu. Sei ~ u das Bild von EU/}E
u 

in iiJGeC/~). 

Man definiere 

S,i,A-· < -u-' > • 

Nach Satz 2 .4 erhalten 'dir so eine wohldefinierte Abbildung 

~ von G(C) s.uf :,".;GeC/~ ) < r/A > , die nicht von d.3r i,vähl des 

Reprisentabtensystems {ur} abh~ngt. ~ ist additiv und multi-
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plikativ und bildet A(o,o) auf Null ab. Sie fo.ktorisiert daher 

über einen eindeutig bestimmten RiflGhomomorphismus 

~ : iiJG(C) ) 

~ ist ersichtlich SUrjektiv.jSei jetzt speziell~ das mini-
! ~ 
~ale von ~ull verschiedene Primideal von C (sofern es dieses 
! 
gibt). ~:,iir wollen für die S8:1 Fall den Kern von ~ be stimmen. 

Dazu deuten wir de~ Jittring WeG) der unimodularen Gitter als 
; 
~eilring von jG(G). ~acb Batz 1.8 ist ja die kanonische Ab­
I 
~ildung von WeG) in 0G(G) sicher injek~iv. Es ist klar, daß 

G 4cr Kern "d(O" ) der Reduktionsabbildung von 'd(C) auf \'J( /~ ) 
I 

in Ker I enthalten ist. In Ii!ahrhei t sind aber beide Kerne sogar 

gleich, d.h. 

Theorem 2.6. Es gebe in C ein minimales von Null verschiedenes 

FrimidealAj. Sei 6 die zu AJ- gehörige isolierte Untergruppe 

von r. Dann ist die kanonische Seauenz 

o -;> t"JG(O) :> "'".JG(O / -<g ) (% > -") 0 

exs.kt. 

~e',·.'ei§..!. a) Nac!l der Definition v(.n ~ ist klar, daß l<..er ~ 

als ideal erzeugt v/ird von den ß -unimodularen Gi tternl!;, 

d8ren Heciuktionen .s / ti1 _, Bild Null in "dG(O /A./> ) haberl . Nach 
\ ~ ~ ~ 

.satz 2.1 (8pezialfall I :;;: 6 ) ist somit Ker~ das von\~(G'1) 

in WG(C) erzeugte Ideal. 

b) 'dir oÜssF.;"n eiYlsehen, da3 '.','(O,<s-) selbst schon Ideal in 
\ 

' WG(C) ist. Dazu fUhr en wir vorUbergehend folgende Bezeichnung 

ein: Wir nennen zwei Gitter ~ und F über ° äquivalent und 

sch~eiben E ~F, we~n sie gleiches nild in ~G(G) haben. Im 

Be"deis von Satz 2.1 ·\·!Urde gezeigt (S:?ezialfa.ll I = {01 ), daß 

".'1(0, "i) aclditiv erzeugt wird von cien Gittern A(ci ,() ) mit 

0( €. ~ , ~ ~ 0. ' .. tir habe:1 aho zu zeic;en: Für jedes ()( E ~ , 



'* ~ E- List da.s Gitter ((f) 0 A( <X , (3) zu einem 

unimoaularen Gitter äquivalent. 

c) Ist v( >I ) ~ v(o< ), so ist nacD Ler.1ma 1.2 

und wir sind fertig. Sei also v(~ ) > v(~). Dann liefert 

Lemma 1.2 immerhin 

('i)~A(r:/.,~) --' ('(fo(.-1)~A(1,o(~). 

Ist v( ~ ) ~ 2v( 0( ), so t8il t ')/d.. -1 sicher das Element c)( ~ 

und wir kommen mit Lemma 1.2 wie zuvor zum Ziel. Ist 

vl 'd ) > 2v(ex), so liefert unser Lemma 

( ~ ()(.-1) 0 A(1, o(~) ,-.J 

.. Ist auc~ noch v( ~ ) > 3V(r:J.) so er!liedrige man (/ um '.'lei tera 

Potenzen von ~ • Das verfahren muß nacj endlich vielen 0chrit-

ten abbrechen, da das nild von v\~ ) in der archimedischen 

Gru;,pe r/~ echt positiv ist. 

q.e.d.· 
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§ 3 Zwei Anwendungen 

2A. StCl. bj.l~ Agui v~Üenz. Wir nennen zwei Gitter E und F 

über G stabil äou1-valens wenn es ein ','leiteres \..Ti tter T über C 

mi t E.L T ~ F ..L T gibt t also wenn Z und F gleiche s Bild in 

KG(C) haben. Dafür erhalten wir aus dem soeben bewiesenen 

Theorem 2.6 leicht ein Kriterium. VJir 'dählen zu jeder iso­

lierten untergruppe Ä von rein Repriisentantensystem 

{ u '1.0. € r/~ von r / A in L *' und zerlege~l die vorßege benen 

lTi tter E und F orthogonal in lji tter (u I )® E AA.' (u I )® P-4.,. mit 

6-unimodularen Eu und Fu (s. l2.3), u durchl&uft r'/~ ). 

C habe endliche Höhe ( CE} , § 4.4). Eist genau 

dann stabil äquivalent zu F, wenn gilt: 

a) Für jedes wEr stimmen die modularen Dimensionen 

diffiWl'.i und dirn F w ( s • ( 1 • 11 » übe re in. 

b) Für jedes ~rimideal~ und jedes u aus dem Quotienten 

r/~ nach der ~ entsprechenden isolierten Unter­

gruppe~ haben die nichtentarteten R~ume Eu®k(~) 

und FucS k("f) gleiches Bild in VJ(k(~». (s. dazu Satz1. 

Bcweis. ---- Es ist klar, daß ein Paar stabil äouivalenter 

Gitter E, F die ~igenschaftcn a) und b) besitzt (s. Satz 2.4). 

Seien jetzt umgekehrt diese Eigenschaften vorausgesetzt. 

Aufgrund von a) brauchen wir für den ~achweis der stabilen 

Äquivalenz nur zu zeigen, daß E und F dasselbe Bild in 

WG(C) haben ls. Satz 1.14). Indern wir zu dem Gitter M:= 

= 1:.1. (:-F) übergehen, sto3en ",'lir auf folgende Aufgabe: 

Sei M ein ~itter über C, für das zu beliebigem 

Primideal ~ von C alle Häume r-Iu® k( ~) (u € r/~ , A = Unter­

gruppe zU1) Bild i'iull in ·,.· .. (k( 1» haben. r·bn zeige, daß das 
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~ild ~ von M in WG(C) Null ist. 

Den geforderten Beweis fUhren wir durch Induktion 

nach der Höhe h von C. Für h = ° ist nichts zu tun. Sei'h> 0. 

Sei "9 das minimale Frirnideal =t= ° von C, I\. die maximale echte 
,., 

isolierte Untergruppe 'Ion r . lJa v /oOt die Höhe h-1 hat, kön­

M / nen wir die Induktionsvoraussetzung auf das Gitter u .Q') l'-l
u 

" b C / U er 1-t7} für jedes u € r/A anwenden. Diese Gitter haben also 

sämtlich das Hild Null in 'dG(C / -<7J ). Das bedeutet gerade, daß 

die in '~ 2B konstruierte Abbildung 

~ : 'dG(C) 

u~ser Element ~ auf Null abbildet. J stammtnacb Theorem 2.6 

aus i .. 'i( c, '9 ). Da sich andrersei ts '.,.',r( C) in lii(L) in j iziert und 

~in W(L) das Bild Null hat, (Voraussetzung zum Primideal 

~= 0, ) muß S = ° sein. d 
~ q. e. • 

Jetzt l~ß~ sich auch leicht ein Gitter angeben, 

das nicht metabolisch ist, aber trotzdem in ~G(C) das Bild 

Null hat. 

~ei~iel 3.2. (vgl. dazu Satz 5. 9). Sei C diskreter Be-

wertungsring mit 2€'Ui.. Sei::tc.. ein Primelement von C. Nach 

Satz 3.1 ist das Gitter 

(3.2.1) 

stabil ~quivalent zu A(o,o)..L (ot2 )®A(0,0), hat also in 

WG(C) das Bild Null. ~~re E netabolisch, so müßte der Raum 

E 
~2E 

sts lt 

über C~2 nach Eerauskürzen 
- - C 

A(A ,0) lIüt /LE. ~2 :'laben. 

seines Radikals die Ge-

(Man betrachte dazu eine 

00rdan-~erlecung von E mit metajolischen unimodularen KOill ] O-

nenten.) Wir hitten also aufgrund der Zcrlegung (3.2.1) eine 



Isomorphie 

mi t gee igne ten ).., ,t.L E. C. Vergle ich der Veter:ninan ten zeigt, 
/ * 

daß 1 +J'"(.. und 1 - )..fL::rc. 2 gleiches Bild in C / C*2 haben müßten. 
'--'" 

Da 2 e'\M.ist, läßt sich dies leicht \·liderlegen. E ist also 

sicher nicht 'metabolisch. 

2.~_WGUi.Q) für konvexes I. Tdir brinGen eine weitere Ar:: vJen­

dung der in ~. 2B konstruierten. Abbildung ~. Bine Teil:nenc;e I 
i 

I VO:1 r heiße konvex, falls I oi t z· .... ei EleJlenten u< v auch .jedes 

\'TE; r enthält, für das u<w<.v ist. Unter Ziel ist der BCT.veis 

von 

Theorem 3.3. Die Höhe h des Be·.,:ertun,§;sringes C sei endlich. 

Da~)n ist für jede Ei konvexe I c. r die kanonische Abbildung von 

~G(I,C) nach WG(C) injektiv. 

Aufgrund von ::>atz 1.14 ist dieses Theorem zu fol-

ge~der Aussage gleichwertig: Gibt es zu I-unimodularen Gittern 

]I"; und .tt über C ein Gitter fYj mit 3.L H ~ F..L fl, so gibt es - bei 

e~dlichem h und konvexem I - sogar ein I-unimodulares Gitter 

!."[', mi t E..I. i'I'::: F . .1.. 1·1' • 

Wir beweisen T~eorem 3.3 durch Induktion nach h. 

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit nehoen wir an, daß oE I is 

Im Falle h = 0 ist nichts zu zeigen. C habe jetzt eine Höhe h> 

~lir kleinere Höhen wird der Satz als richtig vorausgesetzt. 

Sei ~ ein Element von,'.'G(I ,C), dessen Bild 1?'2, in 

jG(C) Null ist. ~ werde durch das I-unimodulare Gitter E rc-

prtisentiert. 3ei~ das minim J le von Nu l l verschiedene Primideal 

von C, ß di'8 maximale echte isolierte Untergruppe von r.J 
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tu'SUEr/o. ein RepräsentaEensystem von r tf 11::::. in L • 

Wir zerlegen E irgendwie orthogonal in Gitter (u')SEu mit 

~-unimodularen Gittern ~ • Dabei brauchen wir u nu~ die u 

Bildmenge I von I in r/A durchlaufen zu lassen. Das Urbild 
....... 

jedes uE.I in I ist von der Form v(u')+Ju mit einer '.'liederurr 

konvexen Teilmengen 1.u von ß. Jedes Eu ist Ju-unimodular. 

....... 
alle uE I 

Die Reduktionen Eu/ A.j Eu 

das Bild l''1ull in '~JG(C /Aj ), 

(s. § 2A) haben für 

denn für die in § 2B 

1efinierte Abbildung 

~: 'dG(C) 

ist ~ ('1) = 0, da sogar 'Yl, = 0 ist ~ Nach lnduktionsvoraus­

setzun; sind aber die kanonischen Abbildungen von den 

"'/G(Ju,G/"f ) nach WG(C/~) injektiv. Jedes Gitter Eu/~ Eu 

tlat also sogar Bild i·Jull in WG(Ju ' C /1 ). 

Wie im Beweis von ~atz 2.1 gezeigt wurde, läßt 

'" sich für jedes UE Tein metabolischeß Ju-unimodulares 

}i tter Nu über C finden, so daß E -1-1'1 orthogonale Summe von . - u u 

iittern der uestalt (d) ~A( o{,~ ) mit o(e~, ~ e. C, 

..,( 6 ) E: Ju ist. Va fast alle Eu = 0 sind, können wir auch fast 

9.1le 1'1 . = 0 wählen. Indem · .... ir zu E die orthogonale Summe der . u '-' 

'" (u ') $ Hu mi t u ~ I addieren, repräsentierer: wir ~ durch eine 

3ulJme von Gi tter:l der lie stal t ('?I) ~ A( 0( , ~ ) mi t 0( E. ~ , 

i=> € C, v(~) e I. 

Jetzt läßt sich zeigen, daß ~ im Bild\\von iiJ(C,.cg ) 

nach WG(I,C ) liegt. Man braucht dazu nur Teil c) des ~eweises 

von 'rheorem 2.6 zu wiederholen, wobei aber jetzt das ;weichen,.-..,J 

als d";'o Ä<lui v8..lenzrelation "gle iches Bild in '.'/G( I, C)" zu lesen 

ist. Jedesrnal, wenn dort Lemma 1.2 benutzt wird, ist mRn sicher 



daß alle auftretenden Gitter I-modular sind, weil I konvex 

und 0 e. I ist. Da die ka~wi.1ische Abbildung von .,,,j( C, Af) nach 

;/JG(C) injektiv ist (s. So.tz 1.8) muß S = 0 sein. 11heorem 3.3 

ist bc'..,-iesen. 



§ 4 ~okalisationen 

4A. Zusammenhang zwischen WG(C) 

Sei ~ ein beliebir.;es Primideal von C mit zu­

gehöriger isoliert e r Untergruppe A von r . Die durch Loka-

lisation d er Gitter liber C nach der Halbgruppe C', entstehende 

Abbildung von VlG(C) nach 1,VG(C~) ist ersichtlich surjektiv. 

Wir wollen ihren Kern bestimmen. Sicherlich umfaßt dieser 

das Ideal P(C,~), '.'lelches die Elemente (~2)_1 mit 

"1. € v -1 (ß) in ':/G( C) erzeugen. 

Theore~~h Hat C endliche Höhe, so ist für jedes Prirn-

ideal~ von C u~d die zugehörige isolierte UnterGruppe ~ von r 
die kanonische Sequenz 

o ~ F(C, ~) ~ \:JG(C) ~ VlG(C4.j) ~ 0 

exakt. 

Be'.'veis. (s. Bern. 5.10 flir kürzeren Beweis, falls C diskret.) 

a) Seien zv/ei verschiedene Primideale von C und Ac "-

die zugehörigen isoli·3rten Untergrup;en von r. Dann ist C1-

Be, .. :·:.: rtungsring mit der l,'!ertegruppe r-; ~ w1d.er auch Primideal 

von C~ mit zug'3höriger Untergruppe /L/A. v/eiß man, d?ß 

P(C,6.) der Kern von ",,'G(O)'~ \'iG(C!f ) und ::?(C1-' A/A.) der 

Kern von ,,'jG(C~ ) ~ '>'I8-(C-o,) ist, so ist klar, daß F(C,!\..) 

der Kern von ',·.rG(C) ~ V/G(C"I) ist, '.veil die Abbildung von 

P(C,1\.) na.eh l-'(C~, "'-/6) sur,iektiv ist. 1,Jeiter ist 'rheorem 1+.1 

inha ltsleer, falls ~ das maximale Ideal I\1.\.. von C ist. 

Wir brauchen daher nur den Fall zu betrachten, d aß C eine 

Höhe h > 0 besitzt und ~ das maximale Primideal unterhalb~ ist. 

Dies sei im folßenden vorausgesetzt. 
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b) Betrach te;:1 wir zunächst den l!"'all h = 1! (vgl. :[Kl Irr, 
'----' 

Be\·l. v. Satz 12.2.1.) Dann ist A.j = 0 und ß = r. 
Als ]jängQ leE) eines Gitter<.> über C bezeichnen vlir vorüber-

gehend die ./mzahl der 1,.,re:.r mit dim\i'*o (s. (1.11)). Als 

Länge le ~) einus 5 E: iiJG(C) bezeichnen wir das I'ünimurn der 

Längen aller Gitter, die ~ renräsentieren. Angenommen unsere 

Behauptung ist falsch. 'dir suchen im Kern der Abbildung 

\i!G(C) ->'i/G(L) ein :licht in p(e, r)' gelegenes Element S von 

minimaler Länge 1. 

~ l~ßt sich durch ein Gitter E der Gestalt 

(4.2.) E = (u..')® E~ 
.<.(. ~ r/.2.r 

repräsentieren, "dobei {u' 1 c.. rJ ein geeignetes Repri-
u ~ '.2[1 

senta::1tensystem von r/2r in L ~ ist, und dio Eu unimodulare 

Gitter sind, von denen genau 1 dtlick nicht verschwinden. 

Indem wir ~ eventuell mit einem eind:h!tc'M.nonalen Gitter tenso­

rieren, erreichen wir, daß E +- ol/ist. Jedes E hat eine Zer-
0.1 . u 

legung :8.:' .. .L Hu ' so daß E '® lc über k: = C I. anisotrop 
- I.(. ..' .... ..-/ '\\t.-

und Hu®k metabolisch ist. (r-'Ian benutze T.Jemma 1.6 für lc 

und Hfs. 2.2 für I = {o 1 .) Nach '1heorem 2.6 le.ßt sich nun 

'd(C,'H4-) als Ideal von ... 1G(C) auffassen. Daher können vlir, ohne ~ 

zu ~indern, in (4.2) die r'1u mit u +- 0 weglassen, wenn wir 

gleichzeitig zu E ein geeignetes Gitter addieren. Dabei vor-o 

größcrt sich die Länge von E nicht. Schließlich können wir 

bei Eo einen etwa vorbandenen metabolischeb orthogonalen 

Su~mqnden weglasseG. Wir können also annehmen, daß in der 

Zerlegung (4.2) alle l!;u® k rni t u ::f. 0 anisotrop sind und daß 

~ anisotroD und von Null verschieden ist • .wo _ 
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~ hat in ~4(L) das Bild Null. Die Räume -};00 L und 

V: = (u') S 3 ®I, u 

haben also sleiches Bild in ~(L). Nun ist jeder Raum E ~ L u. 

mi t u =F 0 arüsot rop und stellt nur Elcmente A.€. L~ mit 

v( A.) € 2 r dar. Nach dem Dominanzprinzip für Bevlertungen ist 

V anisotrop und kanYl keine!;lemente mit Wert in 2 r darstellen. 

Da auch -.:~ 0 L anisotrop ist, ;nuß die ser Raum zu V sogar iso-o 

morph sein. 

rsbesonder,e darf Eo keine8;inheiten darstel10~. 

Do.raus ge',linYlEm .. .,;ir den gesuchten 'diderspruch: .Li; 0 k mu ß von I . 0 

der Form r x r~(o,o) sein (und k mu~~, Charakteristik 2 haben). 

Sei U o ein v;bn J'mll verschiedenes iUe:-:oent von r/2r , für 

das 1j' 
-'-"u

o • 0 ist ( gibt's, da V-ltf 0) • Wir kö:men, ','lieder n a ch 

Theorem 2.6~ in (4.2) das Gi~ter E fortlassen, we:1n 'dir 
0 

gleichzeitig ein geeignetes unimodulares Gitter zu ~ addieren 
Uo 

ohn'3 daß sich das Bild S in I, . .;G(?) ändert. 5' müßte eine 

Länge ~ 1-1 haben, entgegen unserer Annahme. 

c) Wir fUhren den Beweis im allGemeinen Falle durch Induktion 

nach der Höhe h. Sei h > 1. Dann umf,:JJ~t AS das miniuale Prim­

ide ,,11 'ot .. 0 von (J (evtl. 'f- = -9). .q ist e.uch in dem Ee'Hertl..mgs­

ring CA$- das minimale von i~ull verschiedene Primideal. IL be­

zeichne die maximale echte isolierte untergruppe von r . Die 

exakten ~equenzen aus Theorem 2.6 zu (J und C~ lassen sich 

durch ein k5nonisches kommut a tives Diagramm verbinden: 

o ~ 'd(C, Cf ) ~ ViG(C) ~ WG(C/-<i)( r/I\.) 

/\.1)L~ v~ 
o ~ 'd(C~ ,.q ) ~ 'dG(C'1) ~ i,JG( C'/.q) < r/A-) 

~o 

~o 
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Dabei ist ft. die Abbildung, deren K ~! rn '..;ir bestimmen \'Iollen .. 

y ist die evidente Fortsetzung der e e tsprechenden Abbildung~ 

von ~;',;G(C/q ) auf i,~jG(C~/'9 ) zu einem Ringhomomorphismus von 

~"'G(C I Cj ) < r/I\. ') an f VIG(C f I ~ ) < PI/\..) • ldir ','lenden auf ~ 
di~ Induktionsvoraussetzung an und erkenn'3n, d a ß Ker\.. Y ) als 

Ideal erzeugt wird von den .ßlementen (~2) -1 aus "'JG(C I<CJ ) 

zu den bildern ~ der IltE.V-1 (.~) in C"i-/lOJ (s. N.B. 2.5). 

D2.her hat p( c, 6) unter ~ als bild ganz Ker( Y' ). Da;L injek-

I 

tiv ist (s. Satz 1.8), muß andrerseits Ker(~) unter ~ injek­

tiv abgebildet ",'erden. 3s muß also Ker(ft-) = p(C,A) sein, Q..e. , 

Bemerkung '+-.4. ---------- Die exakte Ker-Koker-Sequenz zu dem Dia-

gramm (4.3) liefert liberdies, d a ß ~ auch surjektiv ist. Das 

kann man leicht direkt sehen: Sind (j., ~ ,>{ Elemente aus v 

mj_t ~€..q, v( 'X )€.ß , so ist das Gitter A( ~ -1(){ ,~) über 

isomorph zu A( '(fA , ~-2 (S) und es ist auch -X-2 ~ E: '9 . 

4:8. 

Sei ~ das minim~le ~rimideal+ 0 von C (sofern vornanden), 

ß die zu ~ gehörige isolierte Untergru?pe von r . 
Indem 'dir 'l'heorem 2.6 und Theorem 4.1 auf den He'.'lertungsring C 

der l1öhe 1 mit ':!ertcgru,::,pe r /~ an'denden, gewinnen '\;.Iir sofort 

eine Heziehung zwischen W(L) und J(k(, )), die schon in 

[Kl ' 
............. 

G , u 

~ 

leitet wurde. 

12- ohne .tlenutzung des .l:ünges l;IG(C~ ) - herge-

Nach Theorcru 2.6 haben vJir unter Berücksichtigung 

der soeben gem.achten bemerkung 4. Lf- eine kanoniSche exakte 

bcquenz 

Dividieren 'dir im mi 'ctleren Term das ldeal p( C "I' r I t:::.) heraus 
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i·lelches die Elemente (/\.2) -'1 mit A. E L* erzeugen, so erhalten 
! 

wir den Ring VJ(L) (s. ':rheorem 4.1). Da sich V,1(C,'1) auch in :J'i(L) 

injiziert (s. Satz 1.8), flihrt unsere Sequenz (4.5) sofort zu 

einer exakten Sequenz 
"lfJ 

o ~<;i(C'Af) ~ <;}(L)~iv] ~ 0, 

in der r-1 der Quotient von W(k(A.f)) <r'/ß'/ nach f' (P(C1-' f1/6 )) 

ist, und 1.f..J durch ~ induziert \vird. 

Sehen wir uns die Algebra M über W(k(~)) n~her an! 

Ihre~lem8nte sind endliche Sum[l(~n von Au s drjckel1 ~. <;t ') mit 

'f e. ';/(>.:(~)), /\. E L*und den Relationen 

<'Y( A> = C~) .<A. '> ) < A2.> == <--1 /' . 
t /t. ES L~, "1 e v-1 ( ~), ~ = Bild von'Y[ in k(~).1 Die 

skalare IvIul tiplikation und die Iün?:rnultiplik::d:;ion von 1\1 s ind in 

evidenter ~ei s e erkl~rt. Wir schreiben flir die Quadratklassen­

grU iype"l:f I D'*'2 eines BewertungsriuE:es D kurz Q(D) und sehen, daß 

M isomorph ist zu dem k anonischen Tensorprodukt von W(k(~)) mit 

dem Gruppenring 2: [Q(L)] liber Z [~(C1! )]. Diese AlDebra über 

1tl(k(1 )) ne ;'1nen v/ir \~(k( 1)) < Q(L) >. ·\.·Vir können zu der durch die 

Bewertung v induzierten Abbildung von Q(L) a uf r /.2. r+A einen 

multiplikationstreuen Schnitt 

finden, da heide abelschen Gru) pen den Exponenten 1 oder 2 

habe:}. W(k("'!)) <C2(L) ist freier \v(k(1-))-lVJodul über den 

Elementen<. s(u)) mit u ~ r/2r +,Ö. Diese Algebra ist also 

zu dem Gruppenring ':J(k(~)) [r /2 r +~ 1 (unkanonisch) isomorph. 

Wir fassen die zuvor angestelJ.ten Überle gungen 

zusammen: 
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Satz 4.6 • Es gebe in C ein iiünimnles .tTimid8o.1 ~ * o. 

.i..) Dann existiert; ein Hin r:;homo!Dor:phismus l.JJ von l~I(L) auf 

W('-(~)) <~(r.) > , der durch die folsenden beiden lügenschaften festga­

legt ist: 

a) Das Diagrar.lm 

----;> 

mit kanohi~c~e~ unbezeichneten ~feilen ist kommutativ. 

b) 1.fJ bildet das ven einem eindimensionalen R3.um (A. ) 

mi tA€. L'* gelieferte ßlement von ;:J(L) a.uf <;t> ab. 

ii) Die kanonische Sequenz 

ist exakt. 

Ist G Bewsrtungsring endlicher H5he, so kann mrnl 

durch mehrfache Anwendung dieses ~atzes die Wittringe simt-

licher Restklass8nk5roer von U zueinander in Hezi~hung setzen. 
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(') 
~ 5 Erg~nzende Betrachtungen. 

5./\.. Zur Abrundunß lL~lserer bisherigen UntersuchunGen er-

sC}leint es mir angebracht, den Leser davon zu überzeugen, daß 

dqr Kürzungssat :z; ven Olf'lec.:ra ([Ol'!J, 93:1L~a) über beliebi;;8n 

Bewertungsringen gijltig bleibt. Dazu würde die Aufforderung ge­

nügen, einen Blick auf den Beweis dieses Satzes in [OM] zu wer-

fen. Doch m6chte ich die Gelegenheit benutzen, sogar liber semi-

lokalen Ringen ei~en ähnlichen Ktirzungssatz herzuleiten (vgl. 

[K1, § 6). 

Zlln :ci'chst darf C ein beliebiger kommutativer Hing ;;1i t 

Einsel3ii1ent se:in. L sei Cior totale Quotienterlrins von C, d.h. 

-1 die Lokalisierunr:; S C nQch de r l-L:Üoi;I'U ~rpe S der t~ichtnuLltej_ler 

von C. 

Als Gitter über C bezeichnen wir jeden endlich erzeugten pro-

jektiven C-Modul M, der mit einer symmetrischen bezgl. C bi-

linearen Form 13:I'1)lf-j ~L vers,:;hen ist. 

Wir \wllen einige der in [Kl 1 , § 2 für quadr;ttische 

~'ormen benutzte BeGriffe auf symmetrisch bi lineare Formen übe-c'-

trae;en. C' • 081 1"1 ein Gitter über C und (f, g,A) ein .L'ripel 

j\1 )(.n~c mit 13(f,]'.1) C c, B(g,i1) c: c, 3(f,f) == 13(f,g) == 0, 

aus 

B(S,g) == 2A.. flan rechnet leicht nach, daß die für alle xE:l\1 

durch 

E(f,g, A)(x) = x -I- B(x,g)f - B(x,f) g - /t i3(x,f)f 

d 1,' , t 11 , ~ .' 1 t f .f- ' " e 1n1er e 01e~e rans or~a~lon --""'-----_._--_._ ... _-- E(f ,g,;A.) von 11 in sich 

~it der Bilinearform B vertr~clich ist. 

Ist (f,2;', A') ein ':,'eiteres ::i:ripel aus I"1 XM )("C, für das 

tG(f ,gI, A') definiert ist, so gilt 

;.i; (f ,g, /\) 0 i~ (f , g' , A') ==i~ ( f ,g + g I , A + ;t' + B ( g , [; I ) ) • 



Insbe.sondere hat E(f,g,A,) ein .i.nverses, nämlich B(f,-b,A.), 

ist also ein Automorphismus von M. 

Wir nennen ein Paar (f1 ,f2 ) von Vektoren aus M 

hyperbolisches ·iektor~!J.. vlenn 

und H: =Cf1 + Cf2 orthogonaler direkter Summand von Mist 

(d.h. B(H,!"1)C C, s. Hfs. 1.1). Zu jedem E E C* bezeichnen 

wir mit R(E., f 1 ,f2 ) den Automorphismus von 1-1, der f 1 auf 

e. f 1 und f 2 auf e. -1 f 2 abbildet und die Vektoren aus H.L 

festläßt. L'ür ein Tdeal.ot. von C bezeichne D(f1 ,f2 ,.Q.,) die 

von den Autor.J.orphismen R(e, ~1,f2) mit E =1 r.lOd4. und 

~(fi,g,A) mit i= 1,2, gE..Q.H-'-, Ae~ erzeugte Gruype. 

Anstelle von D(f1 ,f2 ,C) schreiben wir auch kürzer D(f1 ,f2 ). 

Den Automorphismus von M, der H~ elementweise festläßt und 
,-

f 1 mit f 2 vertauscht, bezeichnen · .... ir mit 't (f1 ,f2 ). 

Durch übertragung des Beweises von Teil a) und 

des Lemmas 2.1 aus [Kl 1 erhalten wir mühelos die Teile a) 

und b) von 

Lemma 5.1. Sei (f1 ,f2 ) hyperbolisches Vektorpao.r in einem 

beliebigen Gitter M über C. 

a) Ist ~ ein im Jacobson-Radikal +l" von C enthaltenes Ideal, 

so operiert D(f1,f2'~) transitiv auf der Menge aller zu 

(f1 ,f2 ) modulo 4 kongruenten hyperbolischen Vektorpao.re von H. 

b) Ist C lokaler Ring, so operiert die von D(f1 ,f2 ) und 

~(f1,f2) erzeugte Gru?pe tro.nsitiv auf der Menge aller 

hyperbolischen Vektorpaare von C. 



-~:; -

c) Ist C semilokal, d.h. besitzt C nur endlich viele maximale 

Ideale ~, ••• ~r' und enthält das orthogonale Komplement H~ 

von H: = Cf1 + Cf2 bezgl. M einen Vektor g, für den 

B(g,E)C C und B(g,g) = 2~ mit 4't e C* ist, so operiert 

D(f1 ,f2 ) transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vektor­

paare von M. 

Zum Be'.veis 'reiles c) können wir den Be',vei;] des 

entsprechenden Teiles von [K) l' Lemma 2.1 nicht unmittelbar 

heranziehen, da die Siegeltransformationen sich jetzt bei 

IILiftungen" 'de-:-liger angenehm verhaI ten. 

Wir gehen folgendermaßen vor: 

Sei 

ein beliebig vorgegebenes weiteres hyperbolisches Vektorpa~r 
~'/~) ~). -L. 

aus H ()(., ~ . E. C (X,y ~ H • vlir wolle:J. durch Anwendung von 
1. l- 1. 

Automorphismen .2;(fi , h,;t) (i = 1,2, hE.H,j., A.€ C) auf 

(f1 ', f 2 ') erreichen, daß der Koeffizient 0(1 eine Einheit 

wird. Dann ist es leicht, dieses Paar in (f1 ,f2 ) zu überfUhren 

(s. [KJ l' Bes inn des Be'.-T. v. Lemma 2.1). I'lan haI te sich 

im Folgenden vor Augen, daß E(f
1

,h,A) den Vektor f 1
t auf 

,.., - ,.., -
f 1 = «1 f 1 + ot. 2 f 2 + x mit 

""-J 

- A 0(2 0(1 = 0(1 + B(x,h) 

~ 

0<.2 = 0(2 

- - 0(2h x = + x 

abbildet. 

Zunächst wenden wir auf (f1 ',f2 ') eine Trans­

formation .I:;(f1 , (j-:/, - ~2 ~1 ~2) mit S € C an. Dabei wählen 

\'/ir ~ so, daß für jedes ~i (i = 1, ••• r) gilt: g =.1 mOdM(.,:) 



- ~b-

falls ()( 1 -= 0(2 '$ 0 modM4.i , <3 '5 0 mod-w..i sonst. Dadurch. er­

reichen wir, daß für das neue Paar keines der Ideale M.(,i die 

Koeffizienten 0( 1 und C( 2 beide enthält. tNach jeder 'rransfor­

mation bezeichnen v:ir das aus (f1 ', f 2 ') entstehende Paar 'die­

der mit (f1 ', f 2 ') und die zugeh~rigen Koeffizienten wieder 

mi t oli' ~ i' x, y. ~ Unter Benutzung einer rransformation 

E(f1 , sx, - ~20l1 ot 2) mit S Q( 2 =1 modM(.~ , falls (X 2* 0 mod~. 
5 =. 0 mod-w..i sonst (i = 1, ••• r), erreichen '.-,ir, daß überdies 

für jedes-M i mit ~2=o modoiM-L der Vektor x in~iE en.thalten 

ist. I"lit einer 'fransforr.J.ation E(f2 , S'x, - ~,2o(1 ()(2) ihnlicher 

Art gelangen wir schließlich zu einem Paar (f1 ',f2 '), für das 

x in jedem ~ i E liegt. Jetzt wenden wir einen Automorphismus 

E(f1 , ~g, ~21YJ.) an, mit dem in der Behauptung genannte 

.Paar (~,~ ) aus HJ.. xC .... Dabei schreiben , . .,ir vor: ~ == 1 mod.w.~ 

falls 0(1:;: 0 mod~i' ~5.0 modM4.i sonst (i=1, ••• r). Für das 

so entstehen.de hyperbolische Vektorpaar ist der Koeffizient 0<1 

in der Tat eine Einheit. Damit ist der letzte '1'eil von Lemma 5./ 

bewiesen.. 

Als Norm -1I1.E eines Gitters E bezeich::1en wir '.'I1e 

üblich das von den 'derten B(x,x) mit x~E in L erzeugte Ideal 

von C. Ist E unimodular, so liegt~t: zwischen C ·und 2C. 

'rheorem 5.2 (vgl. (01v'l1 , 93:14-). E und F seien beliebige 

Gitter, J sei unimodulares Gitter über C mit der Norm 2C. Es 

gelte weiter eine der beiden folgenden Vorausset~ungen: 

a) C ist lokal~ 

b) C ist semilokal; E enthält einen Vektor gl 

für den B(g,E)C:C und B(g,g) = 2~ mit 1t E; C* ist. 



Behauptun~ Ist E.l. J ~ F..L J, so ist E ~ F. 

Beweis. A fortiori ist E J.J -L (-J) zu F.LJ ..1-(-J) isomornh. 

Bei semilokalem C ist J-L(-J) orthogonale Summe von Gittern 

ole'V"' Gest e.lt A(2;L ,0) mit AE C. Ist (x,y) ei~ Paar von Vektoren 

aus J.L (-J) mit ','lertematrix A(2;t ,0) so ist (x- AY,y) hyper­

bolisches Vektorpaar. JJL(-J) ist also isomorph zu einem Gitter 

r~ A(o,o). Wir k5nnen uns somit auf den Fall J = A(o,o) zur~ck-

ziehen. Die Behauptung folgt jetzt unmittelbar aus Lemma 5.1 

b) und c). i ·reil a) des Lemmas 'd·ird in dieser Arbeit nicht 

gebraucht.1 q.e.d. 

N.B. 5.3. Ist C Bewertungsring und 2 Einheit in C, so 

folgt mit Satz 1.9, daß in ü(C) die Kürzungsregel gilt ([D] , 

falls C komplett). Hat C überdies endliche H~he, so k~nnen wir 

also die Gitter tiber C aufgrund von Satz 3.1 weitgehend klassi-

fizieren. 

Hilfssatz 5.4. ([or'1] 93:12, vgl. [K] . , Lemma 3.4.3.) 

Sei Junimodularer orthogonaler Summand eines Gitters ß über C, 

der eine f~eie Basis (u1 ,u2 ) mit ~erternatrix A(~ ,0) besitzt 

(0{ E C). Sei g eine Vektor aus dem orthogonalen Komplement J.l.. 

in E mit B(g,E)CC. Dann ist auch J': = C(u1 +g) + CU2 ortho­

gonaler Summand von ß (s. Hfs. 1.1) und die Komplemente J~ 

und J'..L sind isomorph. 

\Yir definieren lineare Abbildungen ~ : J.L~ J' ~ 

und "JJ: J ,..L.~ J-L. durch 

tf(z) = z - H(z,g) u2 (ZE.J..1..) 

und 
~(z') = z' + B(z',g) u2 (z'E:J1..l..). 

~ und~ sind zueinander invers und mit B verträglich. 
a.e.d. 
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Zu jedem A,e L*bezeichne B( A.) den 'reilmoö .. ul 

aller x aus E mi G B( x ,E) c it C, versehen roi t der Einschränkung 

der Bilinearform von E. 

Die ~orm0!:~Dpe ~E(A) sei die von den -~ierten B(x,x) mit 

x&E( A.) additiv in AC erzeugte abelsche Gruppe. 

Aus Hilfssatz 5.4 ergibt sich unmittelbar fol-

gende PrGzisierung des früheren Lemmas 1.2a: 

Hilfssatz 5.5. (vgl. [0I':I1 S. 257/258). 

Das l1itter J-1 über C besitze eine Zerlegung 

l'·I~ A(A. 1 ,o).J... •••• .J...A(A r ,0). 

E sei ein Gitter über C mit ..,1:(1)::» 1-H. Dann ist 

l:LLt--l ~ E.Lrx A(o,o). 

Aufgrund dieses Hilfssa~zes läßt sich Theorem 5.~ 

veral~geneinern zu 

(vgl. [ci .. ij 93: 14a.) Unter den in Theorem 5.2 

angegebenen Voraussetzungen a) oder b) bleibt die dortige 

~ehauptun.g richtig, falls für das unimodulare l1itter u an­

st'811e von -1t.J = 2<.; nur gilt: 

Beweis. J habe die Dimension r. Nach Hilfssatz 5.5 ist bei 

semilokalem<.; sicherlich E.1.JJ,.(-J) ~ ~.J..r)(A(o,o) und cbans( 

F.l. J ..L.(-J) ~ FJ..r)( A(o,o). Han wende Theorem 5.2 an! 

_ q.e.d. 

Bemerkung ~ . Aus dem riilfssatz 5.5 ergibt sich weiter 

leicht: Sind zwei unimodulare Gitter E und F über einem be-

lie bisen Be"~,rert'..lngsring stabil äquivalent (s. 8 3A), so sind 



sie genau dann isomorph, 'denn ,E =,F ist. (5. Bew. v. 

Satz 5.10 weiter unten, ode [m11 93:16, [K] I, Satz 6.2.2.). 

Sei C jetzt diskreter Bew~rtungs-

ring, ::J'L ein: Primelement von C. 'dir nennen ein Gitter über C 

ausgeglichen, wenn für alle YE. Z.... t 0,11 die modularen 

Dimensionen dim y E (s. (1,11») verschwinden. Dies läßt sich 

auch so ausdrücken: Man denke sich E in V: = E~L eingebettet 
,.J 

und bezeichne mit E das li-itter aller xE. V, für die B(x,E) c:. C 
~ .... 

ist. Eist genau dann ausgeglichen, 'denn 'J't.Ec.Ec i; ist. 

(Bei anderen Gelegnnheiten ist es zweckm~ßig, auch die zu 

diesen Gittern ähnlichen Gitter als ausgeglichen zu bezeichnen. 
-, 

Für die Halbgruppe der Isomorphieklassen aller ausge8lichenen 

lütter schreiben wir anstelle von G( {0,1~ , C) kürzer G(0,1 ,C; 

Lemma_5.8~Jedes ausgeglichene ~itter E hat eine Zerlegung 

E = F~M in ein anisotropes Gitter F und ein metabolisches M. 

Beweis. Ist ~ nicht schon a~isotrop, so enthält E einen 

primi ti ven isotropen Vektor x. Sei E = Eo-L.. (:n. )aJ E1 eine 

Jordan-Zerlegung von E und x = Xo + x1 die zugeh6rige ~erle­

guno~ von x. Ist x orimitiv, so k6nnen wir ein v ~ E mit o - "0 0 

B(xo'yo) = 1 finden und \nach Hfs. 1.1) von ß das unimodulare 

metabolische ~itter Cx + CYo abspalten. Ist xo nicht primitiv, 

so muß x1 primitiv und B(x,~) =:7(,C sein. Jetzt suchen wir 

ein Y1 E. E1 mit B(x1 'Y1) =n, und spalten von E das ~-modulare 

metabolische Gitter Cx + CY1 ab. Das Verfahren l~ßt sich, 

wenn n6tig, fortsetzen. q.e.d. 

Dieses Lemma ist eine Verallgemeinerung von 

Lemma 1.6 im diskreten Mall." Entsprechend dem Satz 1.8 erhalter 

wir jetzt 



Satz.2.9. Die kanonische Abbildung von WG(0,1 ,C) nach~i(L) 

ist bijektiv. ~in ausgeglichenes liitter über C hat genau 

dann ~ild ~~ull in ',','G( 0,1 , C) ','i'enn es metabolisch ist. 

Bemerkung 5.10. Damit erhalten ~yir sofort einen neuen be'..,eis 

von Theorem 4.1 im diskret,~n Fall: i;JG(0,1,C) injiziert sich 

in WG(C) und es ist ersichtlich 

Diese Z8rlegung macht evident, daß der Kern der kanonischen 

Abbildung von WG(C) auf Vi(L) mit [(x.,2) - 1] "'/G(C) überein­

stimmt. 

Die ausgeglichenen Gitter lassen sich folgender-

naben klassifizienen: 

Satz 5.11. E und F seien ausgeglichene uitter über C mit 

ESL == F®L, dirnol!; = diIDoF, 1 E = 4J-F und ~E(:][) =1F(~). 

Dann ist E~F. 

Beweis. Hit %0 bezeichnen wir die gemeins8..me Normgruppe 

von J:Ij und F, mitJ1.~ die von E(~) und F(:Je). I'1it r o bezeichne 

wir die ZCihl dirno~ = diIDOF, mit r 1 die Zahl dim1E = dim1F. 

Das Gitter E..1. (-F) hat nach Satz 5.9 die lre stal t Ro.J.. (01..)® R1 

mitunimodularen metabolischen üittern Ri der Dimensionen 2ri , 

für die 1-Ri C i-i ist. Dasselbe gilt für das Gitter F .1.(-.10. 

Viermalige An'dendung von Hilfssatz 5.5 liefert uns 

und 

EJ..F..1..(-.l!·)~ E..Lro)C. A(0,0)~r1" (~)SA(o,o). 

Indem '.'lir den Kürzungssatz Theorem 5.2 zweimal benutzen, 

erhal ten ·.~'ir die Behauptung E~ F. q.e.d. 
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