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Abstract: This paper introduces the notion of iterative monoides,
which are an algebraic description of the structure of formal langua-
ges. By proving some invariants concerning structure- preserving
mappings we justify this definition. Especially we exhibit, that a lan-
guage' s iterative monoides and those of its image under canonical
homomorphism as subset of the language’s syntactical monoid are
closely related.

Furthermore we try to obtain fineteness- conditions for some classes
of formal languages ( regular languages, Dyck— languages, bracke-
ted c.f. languages, c.f languages ) by taking advantage of the new
concepts.

* Dicse Arbeit wurde 1985 vom Verfasser als Diplomarbeit am Fachbereich fur angewandte
Muthematik und Informatik der Universitat des Saarlandes eingereicht. Die Themenstellung

ot von Prof. Dr. G Hotez.



Notationen

(A)

z€A (R)
BC A (R)
N

P

A.B

(VN, XS, P)

Sei M ein Monoid, A C M. Dann ist

(A) das von A erzeugte Untermonoid von M.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf der Menge M
und £ € M, A C M, so schreiben wir
z€A (R) fuirda€eA:z=a (R).

analog mit A, BC M

ist die Menge der naturlichen Zahlen,

die Menge der Primzahlen.

bezeichnet das Komplexprodukt der Mengen A und B.

A.B:={aba € A, b€ B}

Um in Kapitel 4 zwischen dem Gebrauch von ( bzw. ) als Metazeichen
und als Elementen von f(, unterscheiden zu konnen, verabreden wir,
daB die Metazeichen gemeint sind, solange nicht durch Verwendung
des Komplexproduktes oder des Konkatenationszeichens das Gegenteil

angedeutet wird.

({()-B.0)) oder (w.) )

ist unsere Notation fir kontextfreie Grammatiken.

V N ist die Menge der Nichtterminale, X die der Terminale,
§$ € V.N* ist eine endliche Menge von Axiomen und P die
Menge der Produktionen. Wir nehmen an, daB kontextfreie

Grammatiken {rei von nutzlosen Variablen sind.



Inhaltsverseichnis

Vorwort

Kapitel 1: Definitionen und einige Eigenschaften
Kapitel 2: Iterative Monoide und syntaktische Monoide
Kapitel 3: Beispiele

Kapitel 4: Iterative Monoide der Klammersprachen

Literatur

Seite

12
23
34



In der Theorie der formalen Sprachen ist es ublich, die Struktur der Sprachen mit
Hilfe von Graminatiken, Automaten o. 4. zu beschreiben.

Dieses mechanistische Vorgehen kommt der Intuition entgegen, erschwert aber die
Untersuchung von Sprachen unter algebraischen Gesichtspunkten. So ist die Suche
nach Invarianten formaler Sprachen d.h. Charakterisierungen, die unabhéangig von
speziellen Darstellungen der Sprache z.B. durch Grammatiken sind, verstindlich.
Die bekanntesten Invarianten in diesem Sinne diirften die syntaktischen Monoide
sein, die von Schiitzenberger eingefiuhrt wurden.

Bedauerlicherweise ist es u.U. sehr schwierig, das syntaktische Monoid einer Spra-
che aus einer der iblichen Darstellungen einer Sprache abzulesen. In [Ho 2] wird
gezeigt, daB es bereits fur kontextfreie Sprachen kein eflektives Verfahren gibt,
um aus einer beliebigen Grammatik eine Darstellung des syntaktischen Monoides
herzuleiten.

Um diesen Ubergang besser verstehen zu knnen, ist eine genaue Vorstellung von
dem, was die Struktur einer Sprache ausmacht, notig. In dieser Arbeit werden
formale Sprachen im Hinblick auf Muster, die ihre Struktur bestimmen, unter-
sucht. Die Untersuchung einer Sprache auf Muster ist auch aus einem anderen
Blickwinkel interessant. Der alltagliche Umgang mit natiirlichen Sprachen lehrt,
dafB die Bildung von Satzen einer Sprache durch Kopieren von Standardmustern
eine nicht unbedeutende Rolle spielt.

Um das Konzept des Musters algebraisch zu fassen, wird der Begriff des iterativen
Monoides eingefihrt. Indem gleichartige iterative Monoide in Klassen zusam-
mengefaBt werden, erhalten wir einen sehr abstrakten Musterbegrifl. Eine etwas
einfachere Version des iterativen Monoides wird unter dem Namen ” quasi-paire” in
[Bo] untersucht und dazu benutzt, eine hinreichende Bedingung dafir herzuleiten,
wann kontext{reie Sprachen regular sind. Seit 1972 scheint diese Idee aber nicht
wieder aufgenomen worden zu sein.

Nachdem im 1. Kapitel die grundlegenden Definitionen vorgestellt worden sind,
werden einige ihrer Eigenschaften in mehreren Lemmata festgehalten, um mit den
neu eingefihrten Begriffen vertraut zu machen.

Die folgenden Kapitel sind iiberwiegend der in diesem Zusammenhang interessant
scheinenden'Frage gewidmet, ob sich in gewissen Sprachen nur endlich viele Mu-
ster finden lassen, d. h. ob die Sprache nur eine endliche Anzahl von Klassen
gleichartiger iterativer Monoide induziert.

In Kapitel 2 wird der Ubergang von einer formalen Sprache als Teilmenge eines
beliebigen Monoides auf ihr Bild unter kanonischer Projektion als Teilmenge ihres
syntaktischen Monoides untersucht.

Die hier formulierten Satze gelangen in Kapitel 3 bei der Diskussion einiger Bei-
spiele zur Anwendung und sind auch dariiberhinaus von Interesse weil sie die
Definitionen aus Kapitel | rechtfertigen.

Kapitel 4 beschaftigt sich mit den Klammersprachen als einer wichtigen Teilfamilie
aoreatfreler Sprachen. Diese wurden von Mc. Naughton benutzt, um einen Algo-
rithmus zur Losung des Problemes der Strukturdquivalenz kontextfreier Sprachen
zu konstruieren,



Die Klammersprachen sind fur die Untersuchung iterativer Monoide deshalb von
Bedeutung, weil man sie als ubergeordnete Sehweise kontextfreier Sprachen auf-
fassen kann, in der die Satze der Sprache zusatzlich eine Information @ber ihre
Konstruktion gemaB der kontextfreien Grammatik tragen.

AbschlieBend werden in Kapitel 4 einige Fragen aufgeworfen, die fur die weitere
Untersuchung iterativer Monoide interessant erscheinen.

An dieser Stelle mochte ich mich besonders bei Herrn Prof. Dr. Hotz fir die inter-
essante Themenstellung, die hilfreichen Gesprache sowie die dariberhinausgehende
Unterstitaung bedanken.

Weiterhin bedanke ich mich bei Herrn Prof. Dr. Boasson fir die wertvollen Dis-
kussionen. Von ihm stammt das in Kapitel 3 angefihrte Beispiel Nr. 3.



Kapitel 1

Um uns der Definition der zentralen Begriffe zuwenden zu konnen, benétigen wir
zunachst einige technische Definitionen.

Definition 1

Sei 0 € {0,1}" und (M,0) ein beliebiges Monoid.
Unter dem Monoid M? verstehen wir die Menge M™ mit der Verknupfung o, ,
die wie folgt definiert ist:

_J . yov,...) fallso=o0,...0i-110i-1...00
(ul""'u")o"(vl""’v")'-'{(...,v.ou.,...) fallso=0,...0,-100,,1...0n

In der Folge werden wir sowohl die Elemente aus M7 als auch die aus M" als
n-Tupel bezeichnen und auch sonst keine Unterscheidung zwischen ihnen treffen.

Definition 2
Sei n € N und (M, o) ein beliebiges Monoid. Die Abbildung

Tt M T M™ = M
bezeichnet die Einfiilloperation :

("l,~~-,un+1)Vn (ul,...,v,‘):=ul OV 0ouUz...V,0Upy

Das Konzept der iterativen Monoide ist aus dem Standardbeweis des Lemmas
von Bar-Hillel abgeleitet worden. In dicsem Beweis werden—ausgehend von einer
kontextfreien Grammatik G = (V.V, X S, P) — Worte w;, w2 € X* gesucht, die
die Eigenschaft A == w, A w, fiir irgendein A € VN besitzen.

Definieren wir

My={(w,w2) | wy,wp € X*mit 3AEVN: A == w Awz},

so ist M4 ein Untermonoid von (X*)'°.

Weil diese Definition fiir unsere Zwecke zu sehr auf die gegebene Grammatik fixiert
ist, abstrahieren wir von der zugrundeliegenden Grammatik und erhalten die

Definition 3 ( Iterative o - Monoide )
Sel [ M. o) ein beliebiges Monoid, L C M formale Sprache, o € {0,1}" und w €

LWALE l‘



7 w):= {.V < M| 1).Vist Untermonoid von M7 |

2) wga N CL,
) vPC M?, Perfillt 1) und2) : NZP

oder
¥ p}

¥ € [7(w) heiBt iteratives o -Monoid der Umgebung w. Die Elemente von N
heiBen iterative n-Tupel. Die Eigenschaft 3) der Definition werden wir in der
Folge kurz als Maximalitatsbedingung bezeichnen. Zurickkehrend zu unserem
Ausgangspunkt, dem Lemma von Bar-Hillel, beobachten wir {olgendes Phanomen:
Sei G = (VN,X,5,P) wie gehabt, 4, B € VN und A == [, Bla, B = k, 1k,
fur irgendwelche ky, ko, 1, 12 € X°.

Dann ist fir (wy, w2) € M4 und (v, v2) € Mg

(k,wl 11, [-;_:wgkg) € .‘[[3
und
(ll L'xkl.kzvgl'_g) € -\'{A-

Dies erinnert uns an das Phanomen der Konjugiertheit im Zusammenhang mit den
inneren Automorphismen einer Gruppe. Wir werden diese Bezeichnung deshalb

uberneiimen.

Definition 4 (konjugierte Monoide)
Sei M ein beliebiges Monoid und ¢ € {0,1}". Zwei Untermonoide £y, P> von M?
heien konjugiert, .2, Py ~, Py g.d.w. es kLl € M7 gibt mit

(0, 1)1 ngC [):

und
kOa P;OU[C Pl

Tritft dieser Sachverhalt fiir zwel iterative o- Monoide zu, 3o tragen beide Mo-
coide die gleiche Information. Im Sinne unserer Untersuchung einer Sprache nach
Mustern sollten wir konjugierte o- Monoide also identifizieren.

Wie man leicht nachpritfen kann, ist ~, aufl

M o= U I7{w)

weI Aflangel7) -1



eine Aquivaleuz. Fir unseren angestrebten abstrakten Musterbegriif werden wir
also die Aquivalenzklassen von ~, auf M7 verwenden.

Die Anzahl dieser Aquivalenzklassen bezeichnen wir als - Index von L.

An diesem Punkt stellen sich mehrere Fragen, von denen einige in dieser Arbeit
beantwortet werden sollen.

Da wir an einem Mustervorrat, der die Sprache charakterisiert, interessiert sind.
sollten wir uns insbesondere um die Frage kiimmern, ob der o- Index fur Sprachen
spezieller Sprachklassen endlich ist. Die meiste Aufmerksamkeit werden wir dabei
den kontextfreien Sprachen und dem 10- Index, der ja auf natiirliche Weise mit
den kontextfreien Sprachen verbunden zu sein scheint, widmen.

Die Beantwortung der Frage, ob sich der o- Index andert, wenn wir von der for-
malen Sprache L als Teilmenge des Monoides M auf das Bild von L unter kano-
nischer Projektion als Teilinenge des syntaktischen Monoides ibergehen, kann bei
der Beantwortung der ersten Frage hilfreich sein und ist auch fiir sich genommen
interessant.

Bevor wir mit der Untersuchung der aufgeworfenen Fragen in Kapitel 2 beginnen,
wollen wir noch einige Lemmata zusammentragen, um uns mit den gegebenen
Definitionen vertraut zu machen.

Lemma 1
Ser M ein beliebiges Monoid, L C M,
o€ {0,1}" ue Mrr!

Ve I7(u).
Dann gilt
velY e=VleN:V 'v.. . fveN:
u\n (lLroUuogzu...oa’LVJ €L
Beweis

Offensichtlich ist

Pi=(NU(eh
ein Urnitermonoid von MY | das die Eigenschaft
uJa PC L

erfuilt. Aufgrund der Maximalititsbedingung gilt aber PV . 2

Fur die Lemimata 2 und 3 dehnen wir den Begrifl der Konjugiertheit aut beliebige

Fealimengen von Moaus.



Lemma 2

Seien ¥V, Ny & M9 swer Monoide.
Dann zilt

N~y Ny e I", f: o, ho~o b
Liist(halbseitiges) kdealvon NV,

Bewelis

" == " N, ist triviales Ideal von .V,

"= " Sei, € I} und i3 € [,. Weiterhin seien [} und [, o.E. rechtseitige
Ideale von ¥V, bzw. N,.

[1 e [3 fm— 3}lk€ .\r[" Z}LO,, [1 OJ}CC [_v
/CO‘,I;O(,}IC 1

also

thosho, Ny o, 1,0, k Ciayo,ho, [0, 62 [»C N
und umgekehrt, d.h. insgesamt ist V) ~, .V, 2
Lemma 3

Set L & M, I C L und ! beidseitiges Ideal von M. Dann sind alle o- Indizes von
L gleich 1.

Beweis

Weil L 2 [ # 9, gibt es mindestens ein iteratives Monoid in M7, Seien nun
N Nre M7 =T M “Uist Ideal von M. I’ € Ny N N,y wegen Lemma 1
und auBerdem st [' ldeal von Ny und .V, Da [’ natiirlich zu sich selbst konjugiert

ist, giit wegen Lemma 2 Vp ~, .V, g
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Kapitel 2

Wie bereits angekiindigt, wird sich dieses Kapitel mit den syntaktischen Monoi-
den formaler Sprachen beschaftigen. Um unsere Satze formulieren zu konnen,
bendtigen wir einige Definitionen.

Die urspriingliche Fassung des syntaktischen Monoides stammt von Schiitzenberger,
Eine fir unsere Zwecke interessante Verallgemeinerung findet man in [Ho).

Ist M ein Monoid o € {0,1}" und L C M formale Sprache, so ist

w=uv (L) <=>pey Yue M™ ' : (uva we€Lesuyg,veL) (4)

eine Kongruenz auf M? [Hol.

Definition 5 (syntaktische o- Monoide von L)
Bezeichnen wir mit k die Kongruenz (4), dann heit

Sg(L) := M° [k

das syntaktische o- Monoid von L.

M7 — SH(L)yw — [w

heiit kanononischer Homomorphismus.

Das Konzept des “Monoides mit Grundpunkt” wird in [Sak] ausfihrlich erortert.
Wir verstehen unter einemn Monoid mit Grundpunkt (monoide pointée, kurz p -
Monoid) ein Paar Mp, wobei M ein Monoid und P < M ist. Ein Homomorphismus
é: Mp — Ng heiBt " p - Monoidhomomorphismus”, wenn er die Grundpunkte re-
spektiert, d.h. wenn Q#~! = P ist. Mit diesen Begriffen ausgestattet, formulieren
wir das

Lemma 4
Seien o € {0,1}", Mp, Mg beliebige p- Monoide. Ist
$: Mp — Ng
p- Monoidhomomorphismus, und erweitern wir ¢ komponentenweise auf M? . so

1St
o: Mpa — .Vs..

ebenfalls p- Monoidhomomorphismus und es gilt fur alle u € V"~!:
O € [4(u) => 067" € [3(v)

fails vo = u



Beweis:
Wir wollen an dieser Stelle nur die letzte Aussage des Lemmas nachweisen. Sei
also O € 13(u). O¢~ ' istin [7(v), da Op~! die drei-Eigerschaften der Definition
3 besitzt:
1) Op ! ist ein Untermonoid von M?
2) (VPR O™ )o =00 Ta O 'oCuy, 0CQ
alsoistv ¥, 0p ' C Qo ' =P
3) Um zu zeigen, daB O¢~! maximal im Sinne von Definition 3 ist, nehmen
wir ein Untermonoid O' € M? mit v 7, O' € P und O¢~' € O’ an. Fiir
allez€ O' und alle'm €0¢~', 1 < i< gil:

vv,,(lmoa.to,...o,,‘m)EP

also auch
un ('mpo, rpo,...0, ' mg) =
(vn('mogyz0,...0,'m))p € PpC Q

Indem wir uns auf Lemma 1 berufen, schlieBen wir daraus zo¢ € O und da-
mit zugleich z € O¢~!. O’ liegt also in Op~! und damit ist auch die Maxima-
litatseigenschaft von Op~! gezeigt.
Insgesamt gilt also in der Tat

O~ € 13(v)

o

Nachdem wir zeigen konnten, daB iterative o- Monoide unter inversem p- Mono-
idhomomorphismus wieder in iterative 0- Monoide iibergehen, ist es naheliegend,
den Fall des p- Monoidhomomorphismus in Augenschein zu nehmen.

Lemma 5

Sind die Voraussetzungen von Lemma 4 erfillt und ist ¢ zusatzlich surjektiv, so
gilt fur alle v € M™L:

O € [p(v) =» 00 € [{)(vd)
Beweis
Der Beweis dieses Lemmas folgt im wesentlichen dem Schema des letzten Beweises.
1) O¢ ist Untermonoid von V7.
2) vo Ya O = (v, O)oC PpC Q.
3) Se1 O’ ¢ N7 wieder Untermonoid von Y7, vo 7, O' € Q und Oo Z O'.

= 0'¢" ' D000 ' D0



und

1y

(U Vn (),‘D—- j©

=v0 Y, 00 19

I

un O-I'b~10

=uV,.O' cQ

also

v Un OptcP
wegen der Maximalitat von O ist also
0o ' =0,
woraus sich zusammen mit der Surjektivitat von ¢
0¢p=0'¢""'p=0

und insgesamt
09 € [3(vo)

ergibt .

Die Resultate des 2.Kapitels wollen wir in einem Hauptsatz auswerten.

bendtigen wir noch die in das folgende Lemma gekleidete Beobachtung:

Lemma 6

Sei ¢ : M — ¥V surjektiver Monoidhomomorphismus,
o€ {01}

0,,0,C M°

P\, P N°

Weiterhin gelte O, ~, O und P, ~, P;.

Dazu

Dehnen wir owie in den Lemmata 4 und 5 auf M7 respektive .VZaus, so giit

ebenfalls
Ol Q ~qy Ogo

und
[’“Dh ! " [)_w) _IA

Ohne Beweis



Hauptsatz 1 (Forollar der Lemmata 4-6)
Sei M ein Monoid, L € M, o € {0.1}™ und S},(L) das syntaktische 1- Monoid
von L. Ist 0 : M — S},(L) die kanonische Projektion und dehnen wir o kanonisch
auf M7 aus, so gelten die drei folgenden Aussagen:
1) Q€ I7(v) = Qo € 7 1y(up)
2) PElLo(v) =>Vue M Pp~' € I{(u)
up = v

3) VQI,Q: EM] Q1 ~5 Q2 = Q10 ~, Q20

Beweis:

1

1) und 2) folgen wegen Lop~' = L direkt aus Lemma 4 und Lemma 3.

3) Die Richtung “== " bereitet wegen Lemma 6 keine Schwierigkeiten. Um auch
die Richtung “<==" auf Lemma 6 zuriickzufiihren, zeigen wir noch
Qe lf(u)=>Qe¢™' =Q

Dies ist aber leicht einzusehen, weil

Q9 € [71o(u9)
laut 1) und somit

Qoo' € I7()
laut 2). Weil

Qoo ' D Q

muB laut Maximalitat von Q@ Q@e¢~! = Q gelten. )

Korollar 1

Der o - Index einer Sprache L < M ist gleich dem o - Index von Lo C S (L), falls
@ die kanonische Projektion bezeichnet.

Dieser Satz gibt uns zunichst ein miachtiges Werkzeug fur die Untersuchung kon-
kreter Beispiele in die Hand, weil sich im syntaktischen Monoid einer Sprache meist
einfacher arbeiten laBt als imn urspringlichen Monoid, das die Sprache umfaBt.
Einen Hinweis auf die Machtigkeit des Satzes wird uns das nachste Korollar geben.
Dariiberhinaus verleiht dieser Satz aber auch unseren grundlegenden Definitionen
Existenzberechtigung, indem er ihnen im Sinne von Koroilar 1 Natiirlichkeit be-
scheinigt.

Versucht man. diesen Satz fir die zunachst natirlicher erscheinende Version des
iterativen Monoides, das an die Variable einer kontext{reien Grammatik gebundene
Monoid

M, = {(wl, wa) | wy,wp € X°,3AEVN: 4 = u, .4wg}

10



zu beweisen, wird man verstehen, daB dieser Satz nicht sel%s*ve-. . ilich ist.

Wir wollen noch das angekiindigte Korollar behandeln.

Korollar 2
Fir aile n € N\{0} und alle o € {1,0}" ist #¥] < 0, fails L C M regular ist.

Bewelis:
Sei
é: M — Sy (L)
die kanonische Projektion. Laut Hauptsatz 1 gilt
#M] <oc = M7, <

Da alle Monoide P € M? 4 Untermonoide von (S‘{,(L))a sind und das syntakti-
sche 1-Monoid einer reguliaren Sprache bekanntlich endlich ist, kann es nur endlich
viele Monoide in M?, geben. Die o -Indizes von L¢ C Si,(L) sind also trivial-
erweise endlich. o



Kapitel 3

Ausgestattet mit den Hilfsmitteln, die wir uns in Kapitel 1 und Kapitel 2 zu-
sammengestellt haben, wollen wir einige Beispiele untersuchen, um einige offene
Fragen klaren zu konnen. Wir werden unsere Untersuchungen hauptsichlich in
den syntaktischen Monoiden der Sprachen durchfihren. Dabei werden wir das
groBte beidseitige Ideal von S},(L), dessen Schnitt mit dem Bild der Sprache un-
ter kanonischer Projektion leer ist, als 0 bezeichnen:

Sei LC M. ¢: M — Si,(L) kanonische Projektion und [ C S}/(L) beidseitiges

Ideal mit
INLy=10

Der Reessche Quotient Si,(L) | [ ist folgendermaBen definiert:

Sy(L) I T = (Sy(L)\N]) U {0}
wobei 0 ein neues Symbol ist. Die Verkniipfung auf Sy,(L) || / wird durch

56 B { aob fallsaobg funda, b#0
0 sonst
erklart [CIif).
Es liegt auf der Hand, daB unsere Untersuchung der iterativen Monoide von dieser
Vereinfachung nicht beriihrt wird, da

€1 (SU(D)) gy = (SY(D) N D)y a6 ={Z Blszgl

surjektiver p- Monoidhomomorphismus ist, der auBerdem auf S},(L)\/ injektiv

ist. Die Aussage von Hauptsatz 1 laBt sich deshalb sinngemaB {ibertragen.

Beispiel 1 (Semi-) Dycksprache

Unser I[nteresse fur die Dycksprache bedarf sicher keiner besonderen Rechtferti-
gung, da diese Sprache in der Theorie der kontextfreien Sprachen eine zentrale
Rolle spielt. Weil wir unsere Satze fir beliebige Anzahlen von Klammertypen for-
mulieren werden,wird in der Folge kurz von der Dycksprache die Rede sein. Wir
werden hier nur stichpunktartig einige Eigenschaften der Dycksprache nennen und
fir weitergehende Informationen auf die Literatur verweisen [Ho2, Sak|

Definition 8 (Dycksprache)
Sei X = {z1,.... .} eine Menge der Machtigkeit n, .X,, eine durchschnittfremde
Menge und



eine bijektive Abbildung. Die (Semi-) Dycksprache iber n lar .. pen st di.
durch folgende Grammatik definierte kontextfreie Sprache:

mit \v,‘ =X, uLX, und
P={5=Y 55 +355+1}

z,

Es ist bekannt, daB das syntaktische 1-Monoid der Dycksprache durch die Menge
X, und die Relationenmenge

R={zz;' =1}

UU.,ke(x...‘,n){‘-‘.‘l = zxz; '}

£ kel

5 “ -1 — =1y
LJU%:,E_-\,“{:.J:M._. L, =1r,I; )

erzeugt wird. (Die letzte Gruppe von Relationen fallt weg fiir n=1) Schreiben wir
Sp fir das syntaktische 1-Monoid der Dycksprache und betrachten wir firn > 2
den Reesschen Quotienten P := S},(D) || (x1z;"'®), und die Relationenmenge

i =R
U{L‘l.l:;l = 0}

so ist .
P = .Y,‘ @] {0}/[{)

und die Abbildung
p( Na) — X X, u{0yizp:= [zl N (X . X, U {0})
wohldetiniert. p wird im Ailgemeinen als Dyckkiirzung bezeichnet.

Ausgestattet mit diesen Begriffen nehmen wir ein Lemma in Aagrifl, das sich mit
der Form iterativer Paare inM'%p beschaftigt.
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Lemma 7 :
Sel
)%,
p:i( Xa) —(Xa)
die Dyckkiirzung und
m=(m;,my) € M € ['°p_ (u).

Dann hat mp die folgende Form:

D mip=("m)7 Cm)(Pm)('mi)

2) map = ("m2) 7 (Pmi) " (PmY) T (P my)
Dabei sind 'my,* m{,> m{,! ma2 € X* und

()7 i (Xa) — (X))

der durch (£)™! = z und (2)~! = z eindeutig definierte, bijektive Antihomomor-
phismus.

Beweis
Der Beweis beruht auf einem einfachen induktiven Argument. Wir wollen ihn
dennoch ausfuhren, da.wir das Lemma in Kapitel 4 benotigen.

la) Seimyp = 1m;'lr'nl wobei ‘m,’l €(X™")* und m, € X*. Es ist klar, da8
Liinge(lmfl) < Lange(m,),

weil sonst uym¥u;miuy g D ab irgendeinem k € N.

AuBerdem ist m; = 2m,'m, weil sonst mym; =0 (D) Widerspruch

Bisher haben wir also gezeigt:

-2 1
my = "m, my m,
und aus Symmetriegriinden auch
- XY
mo, = lm: l'ml‘mg

1b) Mit dem gleichen Argument siecht man Lange(®m,) = Linge(*m:z) ein.
2a) Durch Induktion uber k > 1 zeigt man

- (4 4 o v
m:‘pzlmI 1(‘m.)“m. i=1,2

w=(mfuymf)p

= (l,nl—l(’.!ml)klml u:lm;l(:mg)klmg)p

P q

Wegen p€ X* und g€ {X"')" gibt es ko € No , fiir das 'my u;‘m;l

14



voilstandig weggekiirzt wurde. Dies gelit, weil w # 0 (D).
wo = (my uamy®) (D)
= ('m{'(ma) R(*ma)’ mz) (D)
O.E. R € (X ') und Linge(R) < Lange(*my) = Linge(*m2)
AlsomuB Rp Postfix von *m, = 2mp sein, weil sonst >m; R =0 (D)Widerspruch.

ir definieren also 2m; =: *m!?m’ mit *m! = R™!
Wir defi 1 2 1 1 1 1 P

2b) (®m})~ ! ist Prafix von *mq, weil sonst
2m'l 2m/1' R*m. =0 (D) Widerspruch
S

=1
W ir kurzen also weiter und erhalten

= Im;l('zml)l—lng(’J'n{:’)J—l
2¢) Alsoist (*mY4)~" Postfix von *m,.
Wegen Linge(*m,) = Lange(*m2) gilt:
2 2 "

mp = “m, my

(}m})”' wegen 2b)

2

'
ma

*my = (*m})"' wegen 2c)

Die Aussage dieses Lemmas ist im Wesentlichen, daB die Form der iterativen Paare
der Dycksprache verhaltnismaBig eng an die durch die kontextfreie Grammatik
vorgegebene Struktur gebunden ist. Aus diesem Grunde scheint die Hoffnung
berechtigt, endlichen 10- Index von D verifizieren zu konnen.

Lemma 8
Der 10- Index von D ist gleich 1.

Beweis

Fir den Beweis ziehen wir uns auf das syntaktische 1- Monoid der Dycksprache
zuriick. Sei also § := S! 3.(D) und ¢ : X* — § die kanonische Projektion.
Wir zeigen

Vu € (X°)%: M e 1'%y (u) => M ~10 Mo wobei { Mo} = 1'%, ((1,1,1)).

st M e [“)“)(u) beliebig gewahlt, u = (uy, up, uy), so gilt

1=uv2s M= (uy,u3)010 M 2 uz



Es ist einzusehen, da3
Im(,}((l,l.l)) = { Mo} wobei Mo = {(z,y) € (% zy=1}.

Sicher gilt deshalb (uy, u3) 019 M 010 (1, u2) C Mo. Bleibt noch (1. u2) 015 Mooy0
(uy, u3y) nachzuweisen. wozu wir wieder [.emma 1 bemuhen werden.

Durch Induktion iber ! zeigen wir
u 72 (myojgnogmaog...000my) =1

fir alle n € (1, u;) 010 Mg oy0 (uy, uy) und alle my, ..., m € M.
GemaB Lemma 1 ist deshalb (1, u2) 010 Mo o010 (u1, u3) C M.

Induktionsanfang
Sei l = 0und n = ("nuy, uz?nu,)

%
ua2n= ullnu,ugug'nugug

Induktionsschritt
l—1+1
Seim, =("m,,*m;) firi=1...1L

u V2 (my 010010 M2...010 1010 ™)
1 1 2 2
= (uy, 'n uy miua*mpus®nug, uz) V2 (Mmoo n.. . oo mi-y)
Mit ahnlicher Begriindung wie beim Induktionsanfang ist dies gleich
u72(myop...010my-y) =1 It. Induktionsannahme

Somit ist der Induktionsschritt geleistet und wir konnen zusammenfassend fest-
stellen, daB8
VM e M'PO5(u): M~ Mo

womit das Lemma bewiesen ist. o

Korollar 3

Der 10- Index der symmetrischen Dycksprache ist ebenfalls 1.
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Beweis

Die symmetrische Dycksprache wird durch die kontexifreie Gra matix G =
(V.V, X*, 5, P) mit

beschrieben. lhr syntaktisches Monoid ist die durch X, {rei erzeugte Gruppe. Des-

halb konnen wir den Beweis fiir Letnma 8 anverandert an diese Stelle ibernehmen.
o}

Ermutigt durch Lemma 6, Korollar 2 und Lemma 8 konnte man versucht sein,
einen Satz iiber endlichen 10- Index im Falle kontextfreier Sprachen mit Hilfe des
Satzes von Chomsky-Schiitzenberger zu beweisen. Dieser Satz besagt, da8 sich
jede kontextfreie Sprache als homomorphes Bild des Durchschnittes einer Semi-
dycksprache und einer reguliren Menge darstellen 1a8t, d.h.

L kontextfrei => L = (D, N R)¢,

mit LZ T, R,D, C X o X — T ist Homomorphismus. Als kritisch stellt
sich jedoch das Schneiden zweier Sprachen heraus.

Lemuma 9

Seien Ly, L. C M, 0 € {0,1}" und n € M""!.
[°0,nL,(u) = {M €J:={M AM:| M el (u)
M €Jund M D M= M= .w}

Beweis
Die Eigenschaiten 1) und 2) der Definition 3 sind schnell nachgerechnet, die Ma-
ximalitat wird ausdricklich verlangt. o

Aussagen uber die Konjugiertheit iterativer o- Monoide von L, und L, lassen sich
also nicht in solche iber die Konjugiertheit iterativer o- Monoide von L; N Lo
uberfihren. Der Grund dafiir liegt u.a. darin, daB es bisher keine Satze gibt, die
einen Zusammenhang zwischen den syntaktischen o- Monoiden von L, und L,
und dem von L, N L, herstellen.* Tatsachlich lassen sich kontextfreie Sprachen
finden, deren 10-Index nicht endlich ist.

Zwar gibt es in [Sak] einen Satz, der feststellt, daB 5!/, -/, Sty x Sty teily,
doch ist diese Aussage fiir unsern Bedarf zu schwach.
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Beispiel 2

Wir betrachten die Menge der Palindrome

P:={we {ab} | w=w"}
wobei ()% : {q, b} — {a, b} der durch a’? = a, b°" = b definierte Antihomomor-
phismus ist. Das syntaktische 1-Monoid von P, Sp. ist trivial in dem Sinne, daf§
Sp = {a,b}' 1st.
Seien namlich wy, wa € {q, b}, w, # w2. Sicher ist wyw;” € P. Wir nehmen nun
an, daB wow)? € P. O.E. gilt Lange(w,) > Lange(ws) und somit

w,? = wwy? mit w=w*?.

Sei 0.E. w € a.{q,b}". Dann ist wybw,® € P aber webw)’ g P, da bw # (bw)’?.
Somit gilt also
wy £ wo = wy £ waP).

Sp ist also endlich erzeugt; auf der anderen Seite ist die Sprache P jedoch unend-
liche Vereinigung von Klassen der syntaktischen Kongruenz.

Lemma 10
Der 10- Index von P ist nicht endlich.

Beweis

Da $p uns keine Vorteile beschert, argumentieren wir in {a,b}". Fir u, :=
(ab™a,1,1) gibt es ein Monoid M, € I'p(u,) mit {(ab"a,1),(1,ab"a)} C M,.
Ein induktives Argument liefert

M, = ((ab"a, l),(l,abna)).
Demzufolge gilt aber M, £ M, firn # m a

Das nachste Beispiel stammmt von L.Boasson. Es wird hier — mit etwas
abgeindertem Beweis -— trotzdem aufgefihrt, weil es das ‘rste Beispiel einer kon-
textfreien Sprache mit unendlichem 10- Index war und weil die hier durchgefuhrte
Argumentation auch bei einigen anderen Beispielen greift.

Beispiel 3

Sei Lo = {a™b™ ! n # m}. [. wird durch die kontextfreie Grammatik
Gz :={{S L R} {ab}, 5 P)

mit

P={S—~aSh+L+RL—al+AR—bR+b}

IR

.



definiert. Im syntaktischen Monoid der Sprache gelten die ‘ileichu- :n

aabb = ab und 0 = ba.

Lemma 11
Der 10 - Index der Sprache L. ist nicht endlich.

Beweis

Im Beweis wird ein zahlentheoretisches Argument benutzt. Den dabei verwen-
deten Satz wollen wir 'Satz des Euklid’ nennen, weil er eine Folgerung aus dem
Euklidischen Algorithmus zur Ermittlung des ggT zweier Zahlen ist.

Satz (Euklid)
Sind n, m € N teilerfremd und ist ¢ € N, so gibt es z;, 22 € Ng mit

in— Im=¢

Wir betrachten nun die iterativen 10 -Monoide der Umgebung u = (1,aab. 1). Zu
jeder natirlichen Zahl 1 o 1, also erst recht zu jeder Primzahl v > 1 gibt es ein

iteratives Monoid M, mit
(a' 1),(1,0") € M,

Wir nehmen nun an, daB M, ~;o M, fir,i' € P und 1 # i’ Laut Definition gibt
es also k, 1 € ({a, b}')‘0 mit

koo M, 019! C M, und umgekehrt.
Wegen aabb =ab (Lz) und ba=0 (L) dirfen wir o.E. annehmen, da8
k=(a"bt™),1=(1,1)

und

n€ N,m =0 oder n€ {1,0}, m € Ny
Wir betrachten den Fall & = (4", 1) und kombinieren die Elemente

(a® 1),(a". b"),(a", 1) € M,y fir j N.
Y, JE N: (u")"(a")"(a")”aab (8*)" € L.
=
Vi, JENnp +U'p+np+1# (s

Da wir 4. J € Ng beliebig wanlen durfen, wahlen wir = » = 1.
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ViR, €N 2n+ 541 £ (5i)
—
Ve, JEN:2n+1 £1ij-1'p
Widersprucii (zu Euklid)

Da man also eine surjektive Abbildung

N

~10

angeben kann, ist der 10 - Index von L. nicht endlich. a

Beispiel 3 gibt uns die Moglichkeit, einige Betrachtungen im Hinblick auf Lemma 9
anzustellen. Dort hatten wir festgestellt, daB von den 10 - Indizes zweier Sprachen
Ly und L; nicht ohne weiteres auf den 10 - Index von L; N L. geschlossen werden
kann. Betrachten wir die Sprache

Lyo:= LsU{a,b} baf{a, b}",

deren 10 - Index laut Lemmma 3 gleich 1 ist. Durch Schneiden mit der regularen
Sprache

Ly:=a"b*
erhalten wir die Sprache L., deren 10 - Index nicht endlich ist. Andererseits
erhalten wir durch Schneiden mit der regularen Sprache

Ly := {a,b}"ba{q, b}"

aus L. o wieder L., deren 10 - Index gleich 1 ist.

Eine auffallende Gemeinsamkeit der Sprachen P und L. ist, daB sich beide aus
einer nicht endlichen Anzahl von Klassen ihrer syntaktischen Kongruenz zusam-
mensetzen. Diese Beobachtung verdient sicher einige Aufmerksamkeit. Wir wen-
den zunachst einen einfachen Trick an, indem wir Lz zu Lx = t.L..1 C {a,b, %, 1}
abandern. L. besteht nur aus einer cinzigen Klasse ihrer syntaktischen Kongru-
enz. AuBerdem ist das syntaktische 1 - Monoid von L. endlich darstellbar. Die
gleichen t'berlegungen, die wir bei L, anstellten, zeigen, daB L. nicht endlichen
10 - Index haben kann.

Um weitere Schritte in diese Richtung zu gehen, werden wir die folgenden Bei-
spiele so wihlen, daB die Sprachen entweder unendliche Vereinigung von Klassen
ihrer syntaktischen Kongruenz sind oder ihre syntaktische Kongruenz nicht endlich

erzeugt ist.
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Beispiel 4

Sei L, die von Sakarovitch in seiner Arbeit {Sak] angesprc: .ene Sp he
Ly:= {a®b¥c*|z # y oder y # z}
Das syntaktische 1 - Monoid dieser Sprache ist nicht endlich darstellbar, da die
Relationen
a™be™ = g™pm ™ V(n, m) € N2
gelten. Um den 10 - Index von Lj festzustellen, gehen wir folgendermaBen vor:

Seien M\, Mz € M'°; . Da 0 = ba-= ca =cb(L3) gilt, muB einer der folgenden
sechs Falle eintreten:

1) M c(a)? 1) M, c(b)’
2) M, Ca'xb 5) Mic(c)?
3) M,Cb xc 6) M,Ca"xc

Wir nehmen ohne Einschrankung an, daB
M, € 1'% (a® b, ") fur i =1,2

und zeigen, daB M, ~ ;¢ M;, falls fir beide der gleiche Fall laut obenstehender
Fallunterscheidung eintritt. Ohne die Allgemeingiiltigkeit einzuschranken, diirfen
wir nun M;, M> C a*x b® voraussetzen, da die anderen Falle sich analog abhandeln
lassen. Ist A = maz{l + | — ki, 1 + I — k2, 0}, so gilt sicher :

(a”, b"’,c") V3 ((l,bA) 010 A‘{l) C L;
und
(a",b"‘,cl‘) Vi (M2 om(l,bA)) C Ls.
Natiirlich ist auch
(1,6%) 010 M, C M;
und .
M; o0 (1.6%) C M,

Der 10 - Index von Lj ist also durch 6 nach oben beschrankt. Bei Licht beschen,
beruht der Beweis im Wesentlichen jedoch darauf, daB nicht drei Komponenten
eines Wortes gleichzeitig iteriert werden konnen. Deshalb ist es auch nicht weiter
verwunderlich, daB man mit der Beweistechnik, die bei Beispiel 3 angewendet
wurde, unendlichen 101, 110 und 111 - Index der Sprache L; nachweisen kann.

Beispiel 5

Wir wollen noch einmal zu unserem ersten Beispiel, der Semidycksprache,
zurtickkehren. Diesmal werden wir nicht die Sprache selbst, sondern thr Komple-
ment in.X,, untersuchen. Da das Komplement L einer Sprache L und die Sprache
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dieselben syntaktischen o - Monoide besitzen, erhalten wir . feinfar” Weise neue
Beispiele fir Sprachen, die sich aus unendlich vielen Klass itret . ..a t1 hen
Kongruenz zusammensetzen. Wir nennen das Komplement uer semidychksp:ache
iiber n Klammerzypen D,. Die Untersuchung der o - Indizes von D, mit n > 1
bereitet keinerlei Schwierigkeiten, da D, das Ideal 0 der Semidycksprache enthailt.
Lemma 3 liefert uns also wieder den Wert eins fiir alle o - Indizes. Bei D, laBt

sich dieser Schlu8 nicht vollziehen und da die iterativen 10 - Monoide

' ((,),)) 3 My mit ((*,1),(1,)*) € My
und

' ((,))) 3 Mx mit ((*,1),(1,)*) € My

fir A, A" € P, A # X nicht konjugiert sein konnen — was man auf die gleiche
Weise cinsieht wie bei Beispicl 3 — erhalten wir unendlichen 10 - Index fir D,.

Zum AbschluB wollen wir die Ergebnisse dieses Kapitels interpretieren.

Lemma 9 sowie die Beispiele 2 und 3 geben einen Hinweis darauf, daB es schwierig
ist, ausgehend von den klassischen Charakterisierungen formaler Sprachen Aussa-
gen uber iterative 0 - Monoide und o - Indizes zu machen. Das liegt zum einen
daran, daB o - Indizes und iterative o - Monoide sich beim Schneiden oder Ver-
einigen zweier Sprachen unvorhersehbar dndern konnen. Andererseits kann die
Struktur einer Sprache, wie sie sich in den iterativen o - Monoiden einer Sprache
zeigt, erheblich von der durch eine erzeugende Grammatik dargestellten abwei-
chen.Wir haben dies an den Beispielen 2 und 3 gesehen, wo uns “unnaturliche”
iterative o - Monoide, d.h. solche, die man beim intuitiven Erzeugen von Worten
der Sprache nicht benutzen wiirde, unendlichen 10 - Index bescherten.

Dies 1a8t vermuten, daB es schwierig ist, Eigenschaften formaler Sprachen, die eng
mit dem Begriff der (kontextfreien) Grammatik verkniipft sind, wie dies 2.B. bei
inhdrenter Mehrdeutigkeit der Fall ist, von den iterativen o - Monoiden abzulesen.

Den besten Zugang zu den iterativen Monoiden scheinen die syntaktischen o -
Monoide zu bieten, d.h. Charakterisierungen von Sprachen mit Hilfe von Kon-
gruenzrelationen. Dieser Eindruck soll im nachsten Kapitel verstarkt werden, wo
auf einen interessanten Sonderfall kontextfreier Sprachen. die Klammersprachen,
eingangen wird.

to
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Kapitei 4

Wie bereits angekiindigt, werden in diesem Kapitel die Klammersprachen unter
dem Gesichtspunkt der iterativen 10 - Monoide untersucht. Eine Klammersprache
ist zunachst nichts anderes als eine kontextfreie Sprache L € (X u .\|)*, wobei .X
ein beliebiges Alphabet und X} = {(,)} ist, die folgenden Bedingungen genugt:

1) Lc{(}(XuX){)}
2) Ist gy (XU X)) - X der” VergiBhomomorphismus”
und p: X,' — X; U {0} die Dyckkiirzung, so istLyyp = 1

3) ZneN:Ywe(XUX): w=0(L)
w = wyvwe
Lange(w) + Lange(wz) > n
wy,us € X*
v p =1

wy,w, € X°

Klammersprachen werden in [Knuth] untersucht. Dort wird auch eine Definition
der Klammersprachen gegeben, die der obigen entspricht. Da Knuth die Konzepte
des syntaktischen Monoides bzw. der Dyckkiirzung nicht verwendet, formuliert er
die Eigenschalten 2) und 3) etwas anders. Wir wollen trotzdem seine Terminolo-
gie beibehalten und so insbesondere die Eigenschaft 3) als "bounded associates”
bezeichnen. In [Knuth] wird bewiesen, daB eine Klammersprache sich durch eine
sog. Klammergrammatik erzeugen 1aBt, d.h. durch eine kontextfreie Grammatik
G=(VN,(XuXp),s,P), sodal
V(A —w)eP:we {(}.(XUVN).{)} gl

Umgekehrt ist jede durch eine solche Grammatik erzeugte Sprache natiirlich eine
Klammersprache.

Wir wollen an dieser Stelle eine Eigenschaft von Klammergrammatiken festhalten,
die wir spiter in einigen Beweisen brauchen werden.

Lemma 12

SeiGp = (V.N, XuXi,s, P) Klammergrammatik, L = Lg, w = (.w'.) € {(}.(Xo
-‘?1)'-{)}, w # O(L) und w'pyp = 1 wobei gy, p wie oben definiert sind. Dacn
gibtes A € V.V mit A == w.

(Ohne Beweis)



Klammersprachen besitzen einige weitere Eigenschaften die de- ~7ang mit ih-
nen sehr angenehm machen. Zu jeder Klammersprache .p a8t sich eine Klam-
mergrammatik Gp finden, die Lp erzeugt und auBerdem invertierbar ist (Mec
Naughton]. Unter Invertierbarkeit verstehen wir dabei die Eigenschaft

VA =y B—-weP:iv=w => A=g7

Die Produktionen invertierbarer Klammergrammatiken lassen sich als Gleichungen
lesen. Gilt namlich 4 == wyw-w; mit 4 € V.V und w, € (Xu “2[ u Ny
fir ¢ € {1,2,3} und gibt es auBerdem ecine Produktion B — w2 € P, so mu8
A == w, Buy gelten.

Eine etwas schwichere Eigenschaft wird i.A. als Sackgassenfreiheit bezeichnet:

VS ES :S = wywaws: 35’ €8 : S = w, Aw;
w €(VNUT) firi=1,2,3
A=swfirdAeVN

Mit T soll dabei das gesamte Terminalalphabet gemeint sein.

Faktorisieren wir nun das freie Monoid(V.¥ UT)nach P aus,so gilt das folgende
Lemma.

Lemma 13
[st G =(V.V,.X, S, P) eine sackgassenfreie Grammatik, die L erzeugt, und P die
kleinste Kongruenz auf (X U VN)*, die P enthalt, so ist
Pl=Pn (X) #

eine Verfeinerung der syntaktischen 1 - Kongruenz auf X*.
Beweis
Sei (w,v) € P'. Es gibt also

wo, ..., w, € (XUVN)" mit
w = wy, w,; = v und

Vowie = wimipw! und A - m,_ € P
wio = w Aw und A —m, € P

entweder w, = w, Aw

oder w, = wim,w!,

Wir zeigen zunichst durch Induktion iber 2z, daB aus § = w
Vo<ics 1 35'€ 5 : S’ = w,

folgt.

L A. Fiir = = 0 gibt es nichts zu zeigen.



I.S. Laut Induktionsannahme gilt 35 € § S = w,. Der Voraussetzung nach
unterscheiden wir zwei Falle:
1. Fall w, = w! Aw’
wyop = wim, o wund A —m, €EP
S =% w,, folgt also direkt aus S = w,
2. Fall w, = w)m,w!
Wiy = wiAwWY
Die Sackgassenfreiheit liefert direkt § == w’ Aw".

Nun kommen wir auf die Behauptung des Lemmas zurtuck. Seien |, z; € X*
beliebig und zywz, € L. Es gibt also S € § mit § =» rywr, Da P’ eine
Kongruenz ist, gilt .

(21, 22) 010 (w, v) 010 (22, 71) € P

und unsere Hilfsbehauptung liefert S’ == r vz, fir irgendein S’ € $ und in der
Konsequenz z vz, € L. Da wir die Argumentation auch symmetrisch ansetzen
konnen, gilt sicher auch die andere Richtung und wir haben

Vz,, 22 € X*: nywr, € L <= vz € L

Dies war aber gerade die Bedingung fir syntaktische Aquivalenz o

Zum AbschluB des Exkurses wollen wir noch das Konzept der0 von den syntak-
tischen o - Monoiden ubernehmen. Dazu definieren wir

[5={w€4\’.IVS€$,I1,IQEA"Z:tlwz'z#S (P)}

[ ist natiirlich wieder ein beidseitiges Ideal von (X UV N)*, so daB wir wieder von
(Xuvy)/pP

auf den Reesschen Quotienten

((XUVN)*/P)|I iibergehen konnen.

Die besondere Bedeutung der Klammersprachen ergibt sich daraus, da8 sich mit ih-
rer Hilfe das Problem der Strukturaquivalenz kontextfreier Sprachen effektiv losen
laBt. Zu diesem Zwecke konstruiert man zu gegebener kontextfreien Grammatik G
eine Klammergrammatik G p, die neben der Information iber die Sprache auch [n-
formationen iiber durch die zugrundeliegende kontext{reie Grammatik dargestellte
Struktur enthalt. Wir sehen dies kurz an folgendern Beispiel:

Sei L. = Lg fir G = ({S.L, R}, {a,b},{35},{S — aSb+al +bR.
L —al + a,
R — bR +b})

to
(41}



Die dazugehorige Klammergramatik crhaiten wir, indem wir die rechten Seiten
der Produktionen in Klammern ecinschlieBen.

L) + (Rb)

Der Ubergang von L. auf L. p hat betrachtliche Auswirkungen auf den 10 - In-
dex. Statt unendlichen 10 - Indexes erhalten wir nun den 10 - Index 3, wie er
aufgrund der Grammatik auch zu erwarten gewesen wiare. Wir fragen uns also, ob
die durch die iterativen 10 - Monoide dargestellte Struktur der geklammerten Ver-
sion einer kontextfreien Sprache enger an die Struktur, wie sie in der zugehorigen
kontextfreien Grammatik zum Ausdruck kommt, gebunden ist, als dies i.A. bei
kontextfreien Sprachen der Fall ist. Eine erste Antwort auf diese Frage erteilt das
folgende Lemma.

Lemma 14
Sei L eine Klammersprache, die von der invertierbaren Klammergrammatik G

erzeugt wird. ist (my, my) # (1,1) Element eines iterativen 10 - Monoides M €
1'% (uy, ua, u3), so gibt es Variable Ag,..., Ap € VN mit A, # A, fir v # jund
eine Zerlegung (m, mz) (M, m2) von (my, my), so daB gilt:

1) (my, 7717) o10 (my, Mmz) V2 A, = .-\,4.1(}’) fur i € {0,...,n}

2) 3]6 {l,...,n} = (f?ll,fﬁz) Olo(l’il, ’?lg) V2 An = .4)(P)

3) 3k, leNg:VA,i=1,...,n:35€S§: ulm’{rﬁl.-{,r?lgmf_.ug =5

‘) .40 = r'r\llm;'—kugm'g'-lrﬁg

Bevor wir den Beweis in Angriff nehmen, wollen wir uns die Aussage dieses Lem-

mas genauer ansehen. Jetzt und fir das folgende Lemma ist eine graphische An-

schauung sehr vorteilhaft. Wir betrachten also zu gegebener Klammergramatik

G =(Vn, X,§, P) den Graphen §(G) = (E, K), der die Eckenmenge
E=VNu{l}

und die Kantenmenge

K :-"-{(:‘,(Ul, Uz), [})]\ - U BU'_‘ € F}

c

{(A(w,1),1)]A —we P}
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besitzt und durch die Abbildungen
Q : K - E;("L(vl)v'o')!B‘)Q =A
Z:K— FE;(A,(n,v),B)Z=E8

charakterisiert wird. Diesen Graphen beschriften wir mit Hilfe des Funktors 8,
der die freie Wegekategorie W(g) des Graphen Gin das Monoid

(vvux)/p)'°
abbildet:

. . 10 [AB; =1
0: W(g) -—‘((V‘VU .Y) /P) '{(I,(UI,UQ),y)ez = (UI.U'Z)

Aus dieser Perspektive betrachtet, sagt das Lemma nichts anderes aus, als da8
man G{G) die iterativen Paare ansehen kann, d.h. daB jedem iterativen Paar
mindestens ein Zyklus des Graphen entspricht.

Beweis(Lemma 14)

Wir bezeichnen wieder mit
p: ’?{ — \7[ U {0} die Dyckkiirzung,
P (XU -\71)' — \?1‘ den einen “ VergiBhomomorphismus”, und mit
w2 (XU .‘?l)‘ — X* den anderen " VergiBhomomorphismus”.
F(X,) ist die von X, frei erzeugte Gruppe, d.h.
F(X) = .{'l'/{.rl.c;‘ =l = iy I

Wir erweitern die Homomorphismen ggf. komponentenweise a.uf((.‘( U _fl )')lo‘
1) Weil (my, my) A (L, 1), gilt
mig1p £ 1in F(X))

und
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map1p £ Lin FLX),
da sich sonst ein Widerspruch zur Eigenschaft “bounded associates” bzw. zur
Endlichkeit der Produktionenmenge ergibe.
2) Da (my, ma)yy p ein iteratives Paar der Dycksprache ist, gilt laut Lemma 7
Ly madeus = (Car 2o ng, Yoy Vo] Hng)
mit 'n,, *n, € (X)* fir { = 1,2. Eigenschaft 1) liefert zusitzlich, daB n; # 1
i1st.

Es ist also moglich, m, fir ¢ = 1,2 in m,, m, zu zerlegen und [,k € N zu

finden, so daB

(R)‘—“ 7’711 {‘ugméﬁxgé{(}.(X’U.?J'.{)} (1)
und
R=1 (D) (2)

Worte mit den Eigenschaften 1) und 2) lassen sich gemiB einer Klammer-
grammatik laut Lemma 12 aus einem Nichtterininal ableiten, d.h.

JAg € V.V : Ay = mfugmlzﬁ'zg.
Aus 1) und 2) folgt dariiberhinaus, daf§

Yn€ N: {(r?zl rﬁl)'rﬁlmfugmérﬁg(rﬁgrig)'}-plp =1 (D)
weshalb es fur alle 1 € N, Variablen 4, € V.V mit
A, = (my m)'m, ntfugrrzf:rﬁg(r'ﬁzrﬁ:)' (P)
= (mymy ) A, (Menis)
gibt. Weil V.V endlich ist, gibt es n # j mit 4, = A,|, es gilt also

AI = I?ll ﬁil .“‘nrﬁgfiz( P)

Ist nun n:= maz(k,!{), so haben wir auBerdemn

L E] (ull us, u‘J) V3 (mly "12)"7'
= (uy, uz)oyo( g (Mymy )"k, (it
oro( (A, my)* 'y, ma(mamy ')

V2 uz



woraus wegen
.4. = ( All771|)k-I7‘7\l|u21712(7?137?12)l*' lP)

auch die dritte und die vierte Aussage des Lemmas folgen. )

Lemma 14 gibt uns nun die Mittel in die Hand, die wir bendtigen, um den fol-
genden Satz zu verifizieren. Auch bei diesem Satz scheint es hilfreich zu sein, die
graphische Darstellung einer Klammergrammatik vor Augen zu haben.

Satz 2

Ist L eine Klammersprache, so ist der 10 - Index von L endlich.

Beweis
Aufgrund der Sitze von Knuth und Mec. Naughton dirfen wir annehmen, da8 L
von einer invertierbaren Klammergrammatik erzeugt wird.
Unter einer Quelle @ in der Umgebung (u,, u3) verstehen wir eine Menge von
Nichtterminalen

Q={A..., A} C VW,
so daB es
1.) Paare (m;, my) € ((VNUXU .‘?.)‘)m gibt, mit (my,m;) ¥, Q € Q (P)
2) (wus) v2QCsS  (P)

Mg := {(my, ma)|(my, m2) V2 Q C Q(P)}

heit das “von Q ausgehende Monoid”.

Wir zeigen nun, daB es zu jedem iterativen Monoid V € M'?, eine Quelle Q C V.V
gibt, so daB:V ~;¢ Mg. Da es maximal 27V N verschiedene Quellen gibt, stellt
diese Zahl eine obere Schranke fir den 10 - Index von L dar. Die Relation < auf
.Y sei wie folgt definiert:

Zu (my, mz), (p, p2) € N sei

1 2—12”1—11”2)
(m.p)ere =g Pata, e e )

wobel *ny, %qy,'n,, 'q, € (.X;)" fir { = 1,2 (siehe Beweis zu Lemma 14)

(mi,ma)grp = ("nyPnitng, tn

(my, m2) < (p, p2) == pes Liange('n) < Linge('qy)
und
Linge('ny) < Linge(!qa)
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(.V, <) ist eine partielle Ordnung, die ein maximales Element besitzt, da
¥(m,, ma) € NV : Lange(' ny) + Lange(*na) < Lange(u, o1 p) + Liange(us ey p)

gilt. Dem Beweis von Lemma 14 entnehmen wir nun, daB es ein Element
(my, ma) = (m;my, mamz) € N gibt, mit

1) My qu My o) pE (X’l)‘

Maqamaprp € (X(1)T  firalle(q1,q2) €N

%]
~

miuzmqprp =1

Dazu nehmen wir einfach ein Element (0;,0;) € N. Der Beweis von Lemma 14
lehrt, daB es k, [ € N und eine Zerlegung (01, 02) = (0101, 6202) gibt, mit
11) 3lpxp€(X)* 516(.Yl.l)‘
Rere (X)) Ge(X)

2 6 OkUQOLagpl =1
171 2

Wir definieren, falls n = maz(k, l)ist,

My =6 (610)"F

so daB gilt
(my, mp) = (01,03)"'l eN

Da wir n auch groBer als maz(k, {)wahlen konnen und die partielle Ordnung (.V, <)
beschrankt ist, dirfen wir auch Behauptung 1) als erfullt ansehen.

3) Aus der Konstruktion von (m,, m;) foigt

VA e V‘vv(ph p2) €.V: [(ﬁlll’;‘l‘.’) 010(1’1» P)) V: ".!v:lp = 1.
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Weil 0 2 U, .n(Mipmy, meprma)' G2 Myuam,
ist

-~

Q:i={AeVN3(p,p) €N: A= (M, mz)o10(p, p2) T2 u2i P}
eine Quelle in den Umgebungen
(w1, u3) or0 (pry p2) 210 (1, 2) fur (pr, p2j €V,
die die Eigenschaft

(my, ma) o9 Voo (my, me) C Mg besitzt.

Sei nun umgekehrt (qy, g2) € Mg, d.h.
(,92) V2QcC Q@  (P)

und
(‘p.'p)EM firl <i< L

Durch [nduktion uber ! zeigen wir, daf

Mg pu'p. M €Q (P) (%)

LA.I=1
myua,m, € Q laut Definition.

LS. Il —=1+1

2~ ~ 3 o~ ~ el +1  ~ S
wi=mTpmqamy T p.. pmiqmy huz  pmaqam pr...

<@ (P) laut Induktionsannahme

(r?lllpl 7711, I?Iglmlrlg),(ql, q_\) € .‘[Q

also ist auch w € Q (P), womit der Induktionsschritt geleistet ist.

Weil Q eine Quelle in den Umgebungen
(u1, u3) 010 (p, p2) 010 (M1, M2) fiir alle (p. p2) €.V

ist, folgt aus (*), daB

~ o~ P ~ -~
w02 us € L
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Wir haben insgesamt
N ~10 J!Q

gezeigt. 3

Versteht man Klammersprachen als ubergeordnete Sehweise kontextireier Spra-
chen, denen die Strukturinformationen einer Grammatik beigefugt sind, so laBt
sich der Satz 2 so interpretieren, daB bei Kenntnis der Grammatik einer Sprache
nur noch endlich viele Klassen konjugierter iterativer 10 - Monoide moglich sind.

Damit waren wir wieder an unserem Ausgangspunkt angelangt, an dem wir einen
abstrakten Musterbegriff zur Formung von Satzen einer Sprache gesucht hatten.
Im Verlauf der Arbeit hatten wir uns nicht um die Handlichkeit dieses Musterbe-
griffes gekiimmert. Zunachst wire endliche Darstellbarkeit der Muster — Monoide
-—, die bei der Erzeugung der Sprache zur Anwendung kommen, von Vorteil. Lei-
der sind die iterativen o - Monoide i.A. nicht endlich erzeugt, wie wir dies schon
an dem einfachen 10 - Monoid

Mo € I'%p(1,1,1)

der Dycksprache sehen. Eine Losung scheint hier das Konzept der ineinander-
geschachtelten Muster zu sein, was jedoch wieder in die Nihe der kontextfreien
Grammatiken fihrt, von denen wir eigentlich abstrahicren wollten.

Ein noch wichtigerer Aspekt der Handlichkeit ist die Endlichkeit des Mustervor-
rates. In der Arbeit hatten wir schon bei relativ einfachen kontextfreien Sprachen
unendlichen 10 - Index konstatieren missen. Wie bereits gesagt, beruhte dies dar-
auf, daB unsere Definition alle Muster einer Sprache in Betracht zieht und nicht
nur Mengen von zur Erzeugung der Sprache notwendigen Mustern.

Unser letztes Kapitel bietet uns bei naherem Hinsehen aber die Moglichkeit,
bei kontextfreien Sprachen eine Unterscheidung zwischen notwendigen und
uberflissigen Mustern zu treffen und dabei stets eine endliche Anzahl von Klassen
kon jugierter Monoide zu erhalten.

Dazu nehmen wir die Klassen kon jugierter 10 - Monoide, die die mit einer gegebe-
nen kontextfreien Grammatik assoziierte Klammergrammatik liefert, und loschen
in diesen Monoiden alle Klammern aus, indem wir die Monoide mit Hilfe des
VergiBhomomorphismus’ p2 nach X* abbilden. Dieses Vorgehen beschert uns eine
Menge von Monoiden, deren Index bzgl. ~,¢ endlich ist und die zum Erzeugen
der Sprache ausreicht.

Bemerkenswert ist in dem Zusammenhang, da8 die Konstruktion unter den
ublichen trivialen Grammatiktransformationen * invariant ist. Es stellt sich
natiirlich die Frage, wie verschieden die durch diese Konstruktion fur eine Spra-
che erhaltenen Klassen sein konnen, oder, anders ausgedrickt, wie verschieden die
“Rezepte” sein konnen, nach denen eine Sprache mit kontextfreien Grammatiken

* 2.B. Einfigen zusatzlicher Nichtterminale, Ubergang auf CNF ...



erzeugt werden kann. Die Beantwortung dieser Frage wire interessant, scheint zur
Zeit aber noch sehr schwierig zu sein. Mehr Hoffnung als eine Vermutung bleibt,
da8 die zur Erzeugung einer Sprachen notwendigen Monoide bis auf Kon jugiertheit
fest sind, d.h. daB die Klassen konjugierter Monoide eine Invariante kontextfreier
Sprachen darstellen.
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