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Abstract

Let X and Y be Banach spaces and A : X D D(A) — Y a linear operator with
domain D(A). The main task in the current work is the inverse problem to determine
a solution f of the equation

Af =g

for given g € Y. In contrast to common prerequisites in inverse problems, it is
assumed that A is unbounded, i.e., that the quantity

A
Ay = sup 1AL
oxfena) I1flx

is not necessarily finite. The method of approximate inverse (Al) is proven to be ap-
plicable to such unbounded operators on Banach spaces if a mollifier meets certain
conditions not required in the bounded case. It is additionally shown that the Al
method is a regularization under certain constraints on the reconstruction kernel.
Furthermore, this work presents an extension to the principle of feature reconstruc-
tion, where the application of a linear operator to the unknown solution is directly
determined from the measured data.

Electron tomography (ET) is introduced in the current thesis as the main field of
application for the AI technique. This imaging method strives to determine the
three-dimensional structure of organic or anorganic material with the help of an
electron microscope. The derivation of a linear mathematical model shows that the
inverse problem can be reduced to two spatial dimensions. Reconstruction formulas
are deduced by means of the AI method, and for particular mollifiers and choices of
the regularization parameter, the regularization property is proven.

To verify the theoretical results, numerical reconstructions based on simulated data
are presented. Several method parameters are investigated with respect to their in-
fluence on the quality of the resulting images. In addition, numerical examples for
feature reconstruction show that derivatives can be computed in a stable manner
directly from the data. The concluding results with real measured data demonstrate
that the introduced AI method is superior compared to established methods since
typical errors in the ET data are attenuated more effectively.



Kurze Zusammenfassung

Seien X und Y Banachrdume und A : X D D(A) — Y ein linearer Operator mit
Definitionsbereich D(.A). Zentraler Gegenstand der Untersuchungen in dieser Arbeit
ist das inverse Problem der Bestimmung einer Losung f der Gleichung

Af =g

fiir gegebenes g € Y. Entgegen der {iblichen Voraussetzungen bei inversen Problemen
wird davon ausgegangen, dass A unbeschrinkt ist, d. h. dass die Grofie

A
Ay = sup 1AL
ozfena) I1fllx

nicht notwendigerweise endlich ist. Es wird demonstriert, dass sich die Methode der
approximativen Inversen (AI) auf unbeschrinkte Banachraumoperatoren iibertra-
gen ldsst, indem zusétzliche Bedingungen an den Mollifier gestellt werden, welche
im Falle beschréinkter Operatoren nicht erforderlich sind. Dariiber hinaus wird nach-
gewiesen, dass die approximative Inverse ein Regularisierungsverfahren ist, sofern der
Rekonstruktionskern gewisse Voraussetzungen erfiillt. Desweiteren stellt die vorlie-
gende Arbeit eine Erweiterung der Methode zur Feature-Rekonstruktion vor, bei der
die Anwendung eines linearen Operators auf die Losung direkt aus den Messdaten
berechnet wird.

Als Hauptanwendungsgebiet der AI-Methode wird die Elektronen-Tomographie (ET)
eingefiihrt. Dabei handelt es sich um ein bildgebendes Verfahren, das mit Hilfe eines
Elektronenmikroskops die dreidimensionale Struktur von organischen oder anorga-
nischen Substanzen untersucht. Mit der Herleitung eines linearen mathematischen
Modells wird deutlich, dass sich das inverse Problem auf zwei Raumdimensionen
reduzieren lasst. Aus der AI-Methode fiir unbeschrinkte Operatoren werden Rekon-
struktionsformeln hergeleitet, und fiir konkrete Mollifier sowie gewisse Parameter-
wahlen wird die Regularisierungseigenschaft nachgewiesen.

Zur Verifikation der theoretischen Resultate werden numerische Ergebnisse présen-
tiert, die auf der Basis simulierter Messdaten entstanden sind. Verschiedene Ver-
fahrensparamter werden im Hinblick auf ihren Einfluss auf die Qualitét der Rekon-
struktionsergebnisse untersucht. Zudem zeigen numerische Beispiele zur Feature-
Rekonstruktion, dass Ableitungen der Losung direkt aus den Messdaten stabil be-
rechnet werden konnen. Die abschliefenden Ergebnisse mit realen Messdaten de-
monstrieren, dass die eingefithrte AI-Methode bessere Resultate liefert als etablierte
Verfahren, da sie eine bessere Dampfung der typischen Fehler in ET-Daten bewirkt.
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Einleitung

Viele wissenschaftliche Disziplinen befassen sich mit dem Problem, die Auswirkun-
gen einer bestimmten Aktion oder die Entwicklung eines beobachteten Systems unter
bekannten Voraussetzungen oder Anfangsbedingungen vorherzusagen. Dabei wird
iiblicherweise davon ausgegangen, dass die Mechanismen, welche das Resultat ei-
nes realen Experiments bestimmen, hinreichend genau theoretisch verstanden und
durch mathematische Formeln beschreibbar sind. Das Ziel solcher Untersuchungen
ist es folglich, Beobachtungen eines Phénomens anhand einer bekannten Ursache zu
simulieren, ohne reale Experimente durchfithren zu miissen.

Ist jedoch umgekehrt die Auswirkung eines solchen Phénomens durch Messungen be-
obachtbar, wahrend deren Ursache unbekannt ist, spricht man von einem inversen
Problem. Fragestellungen, die auf inverse Probleme fithren, kommen in praktisch al-
len (natur)wissenschaftlichen Disziplinen vor. Die Grundbegriffe inverser Probleme,
welche im Folgenden kurz erldutert werden, finden sich zusammen mit weiterfiih-
renden funktionalanalytischen Untersuchungen und Anwendungsbeispielen in den
Biichern [Lou89, Hof99, EHN96].

Ein hdufig synonym verwendeter Begriff ist derjenige des schlecht gestellten Pro-
blems, der sich vom gegenteiligen Begriff des gut gestellten Problems im Sinne von
Hadamard [Had23] ableitet. Ein solches gut gestelltes Problem ist dadurch gekenn-
zeichnet, dass es fiir alle (zuldssigen) vorgegebenen ,,Daten” eindeutig l6sbar ist, und
dass diese Losung stetig von den Daten abhéngt. Der Nachweis dieser Vorausset-
zungen und damit der Gutgestelltheit ist generell ein essentieller Bestandteil der
mathematischen Untersuchung eines Problems. So widmet sich beispielsweise die
Theorie partieller Differentialgleichungen intensiv der Frage, welche Voraussetzun-
gen an die rechte Seite und die Nebenbedingungen garantieren, dass eine eindeutige
Loésung in einem bestimmten Funktionenraum existiert, und ob sich die Norm der
Losung gegen die Norm der Eingabedaten abschétzen ldsst. Ob ein Problem gut
gestellt ist, hdngt damit offenbar nicht nur vom mathematischen Modell des un-
tersuchten Phénomens ab, sondern ebenso von den Annahmen an die Eingabedaten
und die Losung, die durch die Wahl der Rdume getroffen werden. Dariiber hinaus ist
der Losungsbegriff von Bedeutung, d. h. die Kriterien, welche ein Losungskandidat
erfiillen muss, um als Losung angesehen zu werden.

Im Gegensatz zu Anfangs- oder Randwertproblemen bei Differentialgleichungen sind
inverse Probleme typischerweise schlecht gestellt, wodurch sie theoretisch und nu-
merisch schwieriger zu losen sind. Das folgende Modellproblem zeigt die generellen
Ursachen dieser Schlechtgestelltheit auf.
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Es seien X und Y Hilbertrdume und A : X — Y ein stetiger linearer Operator. Zu
16sen ist die Gleichung

Af =g (1)
fiir ein gegebenes Element g € Y. Da im Allgemeinen A kein surjektiver Operator ist,
existiert nicht fiir alle g € Y eine Losung f von (1). Um dieses Problem zu umgehen,
wird das Ausgangsproblem umformuliert als Minimierungsaufgabe: zu bestimmen
ist ein fT € X, so dass

J(fY9) = IAS = glly < Af = glly ~fiir alle f € X. 2)

Es ldsst sich zeigen, dass es einen solchen Minimierer des Residuums genau dann
gibt, wenn g ¢ R(A) \ R(A) erfiillt ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dass fiir
Operatoren mit abgeschlossenem Bild stets eine Losung zu (2) existiert.

Auch die Injektivitdt des Operators kann im Allgemeinen nicht vorausgesetzt wer-
den, so dass die eindeutige Losbarkeit beider Problemformulierungen nicht gegeben
ist. Durch Einschrinkung des Losungsraums auf N(A)+, das orthogonale Komple-
ment des Nullraumes, wird diese Eindeutigkeit erreicht. Dabei ist die Forderung
ft e N(A)* dquivalent zur Eigenschaft von fT, unter allen Minimierern des Residu-
ums minimale Norm zu besitzen [Lou89, Satz 3.1.1.].

Formal lésst sich nun ein Operator definieren, der eine rechte Seite g auf die ent-
sprechende Losung von (2) mit minimaler Norm abbildet. Diese Moore-Penrose-
Inverse oder verallgemeinerte Inverse wird mit A' bezeichnet [Nas87, Abschnitt 3]
und ist gegeben durch

AT R(A) @ R(A)E — N(A)L,
g— fT,

3)

wobei fT die Minimum-Norm-Ldsung von (2) darstellt.

Die dritte Eigenschaft eines gut gestellten Problems, stetige Abh#ngigkeit der Lo-
sung von der rechten Seite zu gewéhrleisten, hingt eng mit der Losbarkeit zusammen.
Nach Konstruktion ist die Moore-Penrose-Inverse A' genau dann ein beschrinkter
Operator, wenn das Bild von A abgeschlossen ist [Nas87, Bemerkung nach Theorem
5.1]. Folglich ist die Bedingung R(A) = R(A) die entscheidende Voraussetzung fiir
die Gutgestelltheit des betrachteten Problems. Da jedoch in der iiberwiegenden Zahl
der praktisch relevanten inversen Probleme genau diese Bedingung nicht erfiillt ist,
werden inverse und schlecht gestellte Probleme héufig als identisch angesehen.

Die fehlende Stabilitat der Losung in Bezug auf die Daten ist nicht nur eine theore-
tische Eigenschaft, sondern duflert sich auch praktisch im Phinomen der Fehlerver-
starkung: kennt man die rechte Seite g nur innerhalb einer (in realen Experimenten
unvermeidlichen) Fehlertoleranz §, so gibt es keine Moglichkeit, den Fehler in der
Losung f1 zu kontrollieren. Dieser Effekt lisst sich auch hiufig in numerischen Ap-
proximationen an die Losung beobachten. Um dennoch stabile Losungsverfahren zu
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finden, wird die Moore-Penrose-Inverse A’ regularisiert, d. h. durch einen Operator
ersetzt, der das Problem der Fehlerverstirkung abmildert. Formal ist eine Regulari-
sierung eine Familie (AY)y>¢ von Operatoren, die zusammen mit einer geeigneten
Parameterwahl

v =7(3,49°), lim (4, 9°)=0 (4)
—0

die Konvergenz
lim | Afg — A7¢°|lx = 0. (5)
6—0

sicher stellt. Dabei entspricht die Funktion ¢° € Y den gestérten Daten mit Feh-
lerschranke |lg — ¢°|ly < 6. Ein Regularisierungsverfahren hat somit die beiden dia-
metralen Aufgaben, einerseits Datenfehler zu kompensieren und andererseits die
Moore-Penrose-Inverse moglichst gut zu approximieren. Dies wird deutlich, wenn
bei festem 0 die Norm in (5) mit der Dreiecksungleichung abgeschétzt wird:

|ATg — A7 [lx < (AT — AM)g]lx + |47 (g — ¢°)]|x-

Der erste Summand beschreibt den Approzimationsfehler und konvergiert typischer-
weise gegen Null fiir v — 0. Der zweite Term hingegen stellt den Datenfehler dar
und strebt fiir v — 0 gegen 4oo. Fiir die richtige Parameterwahl v = (3, ¢°) ist es
also entscheidend, beide Fehlerarten moglichst genau zu quantifizieren und daraus
abzuleiten, fiir welche Wahl von v der Gesamtfehler minimal ist. Dieser Proble-
matik widmet sich ein eigener Forschungszweig, der eine Reihe von a-priori- und
a-posteriori-Strategien hervorgebracht hat, siehe beispielsweise [Lou89, Abschnitt
3.5]. In dieser Arbeit wird jedoch auf dieses Thema nicht niher eingegangen.

Ein weit verbreitetes Regularisierungsverfahren ist die Methode von Tikhonov-Phillips
[Lou89, Abschnitt 4.2], welche sich im einfachsten Fall schreiben lésst als

1= (A" A+ yidy) T A*g

mit Regularisierungsparameter v > 0. Die so gewonnene Losung ist ein Minimierer
des regularisierten Funktionals [RT09, Beispiel 5.1]

TV(f39) = |Af = gll§ + I f1%-

Die oben getroffene Annahme, dass A ein beschrdnkter linearer Operator sei, ist in
diesem Zusammenhang keine wesentliche Voraussetzung. Vielmehr lassen sich die
Konzepte der orthogonalen Zerlegung, der Moore-Penrose-Inversen und der Regula-
risierung ebenso fiir den Fall eines unbeschrinkten linearen Operators

A:X DDA — Y



iibertragen, der im Gegensatz zu einem beschréinken Operator nicht auf ganz X
definiert ist. Allerdings ist die Literatur hierzu noch recht iiberschaubar. Erste funk-
tionalanalytische Grundlagen zu Moore-Penrose-Inversen unbeschrénkter Operato-
ren auf Banach- und Hilbertrdumen finden sich in [Nas87]. Publikationen zu in-
versen Problemen mit unbeschranktem Operator behandeln zumeist eine konkrete
Fragestellung, beispielsweise die fraktionelle Ableitung von univariaten Funktionen
zur Modellierung viskoelastischer Systeme [Fen96] oder das Cauchy-Problem zur
Helmbholtz-Gleichung, das bei der Konstruktion von Lasern eine Rolle spielt [RR06].
Eine systematische Regularisierungstheorie und Parameterwahlstrategien auf Hil-
bertrdumen werden in den beiden Artikeln [RT09] und [HMWO09] hergeleitet. Eine
entscheidende Rolle in jenen beiden Arbeiten spielt das Funktionalkalkiil von A.A*
bzw. A*A [EHN96], mit dessen Hilfe eine Klasse von Regularisierungsverfahren

[T =¢"(ATA)Ag (6)

definiert wird, vgl. [RT09, Gleichung (5.1)]. Offenbar z#hlt die klassische Methode
von Tikhonov-Phillips zu dieser Familie. Fiir Verfahren dieses Typs lassen sich Feh-
lerabschitzungen und Konvergenzraten in Abhéngigkeit von einer Quellenbedingunyg,
d. h. einer angenommenen (Glattheits-)Eigenschaft der exakten Losung, nachweisen
[HMWO09]. Auch eine Erweiterung dieser Ergebnisse auf Banachraume und nichtli-
neare Operatoren [BO04, HKPS07] ist mittlerweile gelungen.

In dieser Arbeit kommt die approzimative Inverse [LM90] als Regularisierungsme-
thode zum Einsatz. Sie ist flexibler beziiglich der erwiinschten Glédttung der Losung,
ldsst sich jedoch nicht ohne Weiteres in der Form (6) schreiben, so dass sich gewisse
Ergebnisse nicht direkt tibertragen lassen. Dennoch ist es mdoglich, die approxima-
tive Inverse auch fiir unbeschrinkte Operatoren zu formulieren und grundlegende
Resultate wie Regularisierungseigenschaft, Invarianzen oder die Berechnung von Re-
konstruktionskernen herzuleiten. Die grundlegende Idee dieser Methode ist es, eine
Approximation

() =(f, 0d)x
an die gesuchte Losung f zu berechnen, wobei der Mollifier 6, als Niherung an die
d-Distribution angesehen werden kann. Durch Bestimmung eines Rekonstruktions-
kerns 17 als Losung von
A ) =87
kann die approximative Losung geméf

(@) = (g, ¥z)y

aus den Daten g = Af berechnet werden, was durch die elementare Rechnung

f(@) = (f, &) = (f, Ad)x = (Af, ¥a)y = (9, ¥y
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bewiesen wird. Dieses allgemeine Konzept kann in Hilbertraumen eingesetzt und
ebenso auf Banachrdume erweitert werden, indem Skalarprodukte (-, -}y durch Bi-
linearformen (-, -)xxy ersetzt werden. Die Berechnung von Rekonstruktionskernen
und eine Regularisierungstheorie [SS10] sowie das Prinzip der Ordnungsoptimalitéit
und die Erweiterung zur Feature-Rekonstruktion [Loull] sind in der jiingeren Li-
teratur gut untersucht. Die approximative Inverse findet erfolgreich Anwendung in
vielen praktisch relevanten inversen Problemen, die von der klassischen Computer-
Tomographie iiber elektromagnetische Streuprobleme bis hin zur Populationsbiologie
reichen [Lak10, HL12, LRSS11, Loull, GKW11, SQ05, KL11]. In dieser Arbeit wird
erstmals eine Erweiterung des Verfahrens auf unbeschréankte Operatoren vorgestellt
und Regularisierungseigenschaften nachgewiesen. Dabei zeigt sich, dass lediglich et-
was stidrkere Bedingungen an den frei wihlbaren Mollifier gestellt werden miissen
als im Fall beschrinker Operatoren.

Als zentrales Anwendungsgebiet der Methode fiir unbeschréankte Operatoren wird
die FElektronen-Tomographie (ET) vorgestellt, bei der es sich um ein bildgeben-
des Verfahren handelt, dessen mathematisches Modell demjenigen der klassischen
Computer-Tomographie dhnelt. Sie wird vor allem in den Biowissenschaften und
den Materialwissenschaften eingesetzt, wobei zwischen diesen beiden Gebieten gra-
vierende Unterschiede in den physikalischen Rahmenbedingungen bestehen. In erste-
rem sind Objekte nahezu transparent, so dass einerseits ein lineares Modell eine sehr
gute Approximation an die realen Bedingungen darstellt. Andererseits ist aber der
Kontrast gering, wodurch sich stark verrauschte Bilder ergeben. In den Materialwis-
senschaften hingegen sind typische Kontrastwerte wesentlich hoher, was jedoch auch
zu Mehrfachstreuung und damit zu Nichtlinearitéten fiihrt, die nicht mehr vernach-
léssigt werden konnen. Aufgrund dieser Unterschiede konzentriert sich diese Arbeit
auf das erstgenannte Anwendungsgebiet.

Zur Bildgebung wird in der ET ein Transmissions-Elektronenmikroskop (TEM) ver-
wendet, in dem die drehbar gelagerte Probe einem Elektronenstrahl ausgesetzt wird
und die transmittierten Elektronen auf einem Schirm registriert werden. Die entste-
henden Messungen sind eine Kombination aus Absorptions- und Beugungsmustern
desselben Objekts bei variierender Durchstrahlungsrichtung. Mathematisch l&sst sich
dieser Vorgang als Kombination aus Integralen entlang Geraden mit anschliefender
Faltung in der Ebene senkrecht zur Strahlrichtung modellieren [FO08]. Die Fourier-
Transformierte des Faltungskerns kann im Frequenzraum explizit angegeben wer-
den und héngt von einer Reihe experimenteller Parameter ab. Die am h&ufigsten
eingesetzten Verfahren, die gewichtete Riickprojektion (WBP, engl. weighted back-
projection) [Rad06], SIRT (engl. simultaneous iterative reconstruction technique)
[KS01] und TxBR (engl. transform-based backprojection) [L706], sind Methoden
zur Rekonstruktion einer unbekannten Dichte aus der (verallgemeinerten) Rdntgen-
Transformation, d. h. aus Kurvenintegralen der Dichtefunktion. Die zusétzlich auf-
tretende Faltung wird dabei nicht im Modell berticksichtigt, sondern dem Datenfeh-

vii



ler zugerechnet und durch Vorbearbeitung der Daten versucht zu korrigieren.

In dieser Arbeit hingegen wird die Faltung explizit als Teil des Vorwéartsmodells an-
gesehen, was sich letztendlich in der Gestalt des Rekonstruktionskerns niederschligt.
Dies hat den Vorteil, dass die Inversion der Faltung, die fiir sich betrachtet ebenfalls
schlecht gestellt ist, im Zuge der Rekonstruktion regularisiert und somit nicht als
separater Schritt, sondern als Teil des gesamten Verfahrens der approximativen In-
versen realisiert wird. Diese Kombination ehemals separater Rekonstruktionsschritte
hat sich bereits in verschiedenen Szenarien als vorteilhaft bzgl. der Robustheit ge-
geniiber Datenfehlern herausgestellt [HL12, Lou08, Loul0]. In diesem Fall ergibt
sich dadurch allerdings die Notwendigkeit, die Funktionenrdume anzupassen, auf
denen die Herleitung der Methode basiert. Der Faltungskern besitzt keinen kompak-
ten Triger, weshalb sich L?-Réume von Funktionen mit kompaktem Triger nicht
zur Modellierung eignen. Als Operator zwischen L2-Riumen von Funktionen mit
unbeschréanktem Trager ist die Rontgen-Transformation jedoch kein beschrénkter
Operator [Sol76], wodurch sich die Notwendigkeit ergibt, das gesamte Rekonstruk-
tionsproblem als inverses Problem mit unbeschrinktem Operator zu betrachten.
Der Aufbau der Arbeit folgt dem Prinzip, zunéchst theoretische Grundlagen sowohl
zu unbeschrinkten Operatoren als auch zur ET darzustellen und diese anschliefend
in Rekonstruktionsverfahren und numerischen Ergebnissen zu konkretisieren. Kapi-
tel 1 behandelt die Theorie unbeschrinkter Operatoren auf Banach- und Hilbert-
rdumen und fithrt das Verfahren der approximativen Inversen allgemein ein. Es
werden Bedingungen fiir die Regularisierungseigenschaft angegeben und bei spezi-
ellen Wahlen von Mollifiern nachgewiesen. Das Prinzip der Feature-Rekonstruktion
wird behandelt, und am Beispiel der zweidimensionalen Roéntgen-Transformation
werden die zuvor erarbeiteten Konzepte ndher beleuchtet. Kapitel 2 widmet sich
der mathematischen Modellierung der Bildgebung in der Elektronen-Tomographie.
Die einzelnen physikalischen Bausteine werden separat untersucht und mit Hilfe
von Approximationen und Annahmen so weit vereinfacht, dass sie sich zu einem
linearen Gesamtmodell zusammensetzen lassen. Der entstehende lineare Operator
wird schliellich mathematisch analysiert. Kapitel 3 kombiniert die Resultate aus
den beiden vorangehenden Kapiteln und leitet Rekonstruktionsformeln zur ET her.
Dabei wird zunéchst ein vereinfachtes Modell ohne Faltung betrachtet, anhand des-
sen die Regularisierungseigenschaft und die Berechnung von Rekonstruktionskernen
fiir spezielle Mollifier aufgezeigt werden. Die Ubertragung der Ergebnisse auf das
vollstdndige Modell ist aufgrund der Gestalt des Faltungskerns nur teilweise mog-
lich. Hierzu wird ein Konvergenzsatz bewiesen, der die bestmogliche Rekonstruktion
in Abhéangigkeit von einem zusétzlichen Verfahrensparameter charakterisiert. Im ab-
schlieffenden Kapitel 4 werden numerische Resultate priasentiert, welche die Eignung
der approximativen Inversen als Rekonstruktionsverfahren unterstreichen. Zunéchst
wird als einfaches eindimensionales Beispiel die fraktionelle Ableitung betrachtet
und anhand simulierter Daten gezeigt, dass die hergeleitete Methode sowohl fiir
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exakte als auch fiir gestérte Daten gute Rekonstruktionsergebnisse liefert. Im An-
schluss werden mit Hilfe eines numerischen Phantoms und daraus erzeugten Daten
die approximative Inversion des ET-Modelloperators unter verschiedenen Gesichts-
punkten untersucht. Hierzu zéhlen die Wahl des Mollifiers und verschiedener weite-
rer Verfahrensparameter, der Einfluss der Faltung und die Feature-Rekonstruktion
am Beispiel des Laplace-Operators. Schlielich wird anhand eines realen Datensatzes
verdeutlicht, dass die in dieser Arbeit vorgestellte Methode im Vergleich zu Referenz-
Verfahren gleichwertige (SIRT) bzw. signifikant bessere (WBP) Ergebnisse liefert.
Als zweites Beispiel zur Feature-Rekonstruktion wird die Korrelation der gesuchten
Losung mit einem zylindrischen ,Muster” in variierender Orientierung dargestellt.

X



Kapitel 1
Inverse Probleme mit unbeschranktem Operator

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen inverser Probleme mit un-
beschranktem Modelloperator erarbeitet, bevor das Verfahren der approximativen
Inversen als Losungsstrategie vorgestellt wird. Dabei sind die Definitionen und Sétze
stets fiir den allgemeinen Fall von Banachriumen formuliert und nur dann fiir den
Spezialfall von Hilbertraumen angegeben, wenn dadurch stédrkere Aussagen moglich
sind. Als wichtiges Beispiel wird die zweidimensionale Rontgen-Transformation als
unbeschrénkter Operator zwischen Hilbertrdumen analysiert.

1.1 Unbeschrinkte Operatoren

Sei (X, || - ||x) ein Banachraum und X’ sein algebraischer Dualraum, der zusammen
mit der Bilinearform

<-, ~>x><x/ : X x DC’ — (C,

(x, Vs =2/ (z), z€X, 2’ €X

(1.1)
das duale Paar (X, X') bildet. Die Schreibweise

A:X D D(A) — Y.

stehe fiir einen Operator A, der eine Teilmenge D(A) C X in einen Banachraum Y
abbildet. In dieser Notation bezeichnet D(A) den Definitionsbereich von A.

1.1 Definition

Ein linearer Operator A : X D D(A) — Y heiit dicht definiert, falls sein Defini-
tionsbereich D(A) bzgl. || - ||x dicht in X liegt. Die entsprechende Menge der dicht
definierten Operatoren von X nach Y sei bezeichnet mit

d(X,Y) = {A:X D D(A) — Y linear | D(A) = X}. (1.2)

Ist der Graph
5(A) = {(z, Az) |z € D(A)} C X x Y (1.3)



von A in X x Y abgeschlossen, so nennt man A einen abgeschlossenen Operator. Die
Menge der dicht definierten abgeschlossenen Operatoren sei bezeichnet mit

C(X,Y) = {A: XD D(A) — Y linear | D(A) = X, G(A) = G(A)} (1.4)

(engl. Closed). Ist hingegen G(A) lediglich der Graph eines Operators A, so heifit A
abschliefbar und A die Abschlieffung von A. Fiir die entsprechende Menge wird in

dieser Arbeit die Bezeichnung
c(X,Y) = {.,4 : X D D(A) — Y linear ‘ DA) =X, FA:G(A) = 9(.71)} (1.5)

verwendet (engl. closable). Mit ¢(X,Y) seien die stetigen linearen Operatoren von
X nach Y bezeichnet. Im Fall X = Y hat sich die Schreibweise ¢(X) statt ¢(X,X)
durchgesetzt. Bei den anderen hier eingefithrten Mengen wird analog verfahren. [

Ein stetiger linearer Operator ist immer auch abgeschlossen, und der Satz vom ab-
geschlossenen Graphen [Yos95, 11.6., Theorem 1] besagt umgekehrt, dass unter den
abgeschlossenen Operatoren jene stetig sind, die auf ganz X definiert sind.

1.2 Beispiel (Fraktionelle Ableitung [TG99, HMWO09])
Es ist bekannt [SKM93], dass die Berechnung der fraktionellen Ableitung f = Dag,
0 < B < 1, dquivalent ist zur Losung der Integralgleichung Agf = g mit

Ag : L*(R) D D(Ag) — L*(R)

st =) [ AT ser 16)

Mit Hilfe der Fouriertransformation kann der Definitionsbereich beschrieben werden
durch R
D(Ag) = {f € L*(R) ||o| P f € L*(R)}, (1.7)

und fiir solche Funktionen gilt die Darstellung

FAsf(0) = (—io) P (o). (18)

Der Operator Ag ist dicht definiert, abgeschlossen, injektiv und unbeschrénkt. Sein
Bild ist nicht abgeschlossen in L?(R) [TG99). O

Analog zum adjungierten Operator auf Hilbertrdumen ldsst sich mit Hilfe der Bi-
linearform ein dualer Operator definieren, der von Y’ nach X’ abbildet. Die zum
klassischen Fall analoge Charakterisierung wird durch die folgende Definition einge-
fiithrt.



1.3 Definition (Duale Bedingung)
Sei A: X D D(A) — Y linear. Ein Paar (2/,y') € X' xY’ erfiillt die duale Bedingung
(D) bzgl. A, falls gilt:

(Az, ¥ Vysy = (z, 2')xxx  fiir alle x € D(A). (D)

O

Da im Unterschied zum klassischen Fall der Operator A nicht notwendigerweise
beschrénkt ist, kann ohne weitere Voraussetzungen nicht ausgeschlossen werden,
dass es ein weiteres Element w’ € X' gibt, so dass (w', y’) ebenfalls (D) erfiillen. Dies
hitte zur Folge, dass es keine eindeutige Zuordnung 3’ — 2’ géibe, die zur Definition
eines dualen Operators nétig wére. Damit Eindeutigkeit sicher gestellt ist, muss die
Klasse der betrachteten Operatoren auf d(X,Y) eingeschréinkt werden.

1.4 Lemma ([Yos95, VII.1., Theorem 1])
Erfillt ein Paar (2',y’) die duale Bedingung (D), so ist die Zuordnung y' — x’ genau
dann eindeutig, wenn A dicht definiert ist.

1.5 Definition (Dualer Operator)
Sei A € d(X,Y). Der zu A duale Operator ist definiert als

A:Y >DA) — X,

Ay =2a', wobei (2/,9) (D) erfiillen. (1.9)

Der Definitionsbereich von A’ ist gegeben durch
DAY ={y €Y |I2' € X', so dass (D) fiir («/,%) gilt}. (1.10)
O

Offenbar ist A’ ein linearer Operator, da er mit Hilfe von Bilinearformen erkliirt ist.
Dariiber hinaus gilt jedoch bereits eine wesentlich stirkere Aussage:

1.6 Lemma
FEin dualer Operator ist stets abgeschlossen.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus dem Beweis von [Kabll, Satz 13.6 a)],
indem man den adjungierten durch den dualen Operator ersetzt und die dort auf-
tretende Isometrie U als Abbildung Y’ x X' — X’ x Y’ definiert. O



Fiir Hilbertrdume l&sst sich analog zum klassischen Fall ein adjungierter Operator
definieren, der eng mit dem dualen Operator verwandt ist. Seien dazu nun X und Y
Hilbertrdume mit Skalarprodukten (-, -)x bzw. (-, -)y.

1.7 Definition (Adjungierte Bedingung)
Sei A : X D D(A) — Y linear. Ein Paar (z*,y) € X x Y erfiillt die adjungierte
Bedingung (D*), falls gilt:

(Az, y)y = (z, ")y fiir alle 2 € D(A). (D¥)

0

Gemifl dem Riesz’schen Darstellungssatz gibt es isometrische, konjugiert lineare Bi-
jektionen iy : X' — X und iy : Y — Y, die auch kanonische Einbettungen genannt
werden. Mit den Bezeichnungen z’ = iy 'a* = (-, 2*)yx und y = igly = (-, y)y wird
offenbar, dass die Bedingung (D) im Hilbertraumfall &quivalent ist zu (D*), vgl.
[Yos95, VIIL.2., Definition 1]. Konsequenterweise ist dann wie im allgemeinen Fall die

Zuordnung y — x* genau dann eindeutig, wenn A dicht definiert ist.

1.8 Definition (Adjungierter Operator)
Sei A € d(X,Y). Der zu A adjungierte Operator ist definiert als

A Y 5 DAY — X,

A*y =2*, wobei (z*,y) (D*) erfiillen. (L11)

Der Definitionsbereich von A4* ist gegeben durch
D(A*) ={y € Y|Tz* € X, s.d. (D¥) fiir (z*,y) gilt}. (1.12)
O

Dass der adjungierte im wesentlichen dem dualen Operator entspricht, besagt das
folgende Lemma, das unmittelbar aus der zuvor beschriebenen Aquivalenz folgt.

1.9 Lemma
Zwischen A" und A* gelten die Beziehungen

D(A*) = iy(D(A)) und A" =ixAiy".

Beweis: Vgl. [Yos95, VII.2., Definition 1]. O



1.10 Beispiel (Fraktionelle Ableitung)
Aus der Fourier-Darstellung (1.8) ergibt sich formal die Identitét

FA(0) = (i0)P3(0). (1.13)

so dass fiir den Definitionsbereich des adjungierten Operators D(Aj) = D(Ag) folgt.
Mit Hilfe einer Variablentransformation im Skalarprodukt (Agf, g)12(r) erhilt man
die Darstellung

Asg(s) =T(8)"! /“(t_g(st;l_ﬁdt (1.14)

des adjungierten Operators. O

Zu einem Operator A zwischen zwei Hilbertraumen lésst sich der biduale Operator
A = (A*)* : X D D(A*™) — Y bilden, falls A* dicht definiert ist. Die Voraus-
setzung an A zur Bildung des Bidualen und das Verhéltnis der beiden Operatoren
beleuchtet der folgende Satz.

1.11 Satz ([Kab11, Satz 13.6])

Seien X, Y Hilbertriume und A € d(X,Y). Dann ist A* € d(Y,X) genau dann, wenn
A€ c(X,Y), d. h. wenn A abschliefbar ist. In diesem Fall ist A** wohldefiniert, und
es gilt A = A.

Eine weitere wichtige Eigenschaft betrifft die Komposition von Operatoren und de-
ren Duale. Wird ein beschrénkter Operator S von links mit dem unbeschrankten
Operator A multipliziert, so ldsst sich die Darstellung des dualen Operators (S.A)
von dem bekannten Fall iibertragen, dass beide Operatoren beschriankt sind.

1.12 Satz ([Yos95, VII.2., Theorem 3 ii)])
Seien A € d(X,Y) und S € £(Y). Dann gilt die Operatorgleichung (SA) = A'S’.

1.13 Korollar
Sind X und Y Hilbertrdume, so gilt (SA)* = A*S* unter den Voraussetzungen von
Satz 1.12.



Beweis: Zum einen gilt
DA*S") ={yeY|S'y e D(A")}
={yeY|iys 'gly € iy(D(A))} (Lemma 1.9)
iy({y € ' |iyS'y € iy(D(A))})
iy({y € ¥'|S"y € D(A)})

(
10
i)
(P(6s
D((5A

iy ) (Satz 1.12)

)*) (Lemma 1.9).

Zum anderen berechnet man ebenfalls nach Lemma 1.9 fiir alle y € D(A*S*):
AS*y = iy AligtiyS'iyty = ix(SA) iy 'y = (SA)*y
([

Waéhrend die Bildung des Adjungierten eines Operatorprodukts dem klassischen
Resultat enspricht, sofern der erste Faktor beschriankt ist, miissen fiir die Abschlief3-
barkeit bzw. Abgeschlossenheit stidrkere Bedingungen vorausgesetzt werden. Diese
beiden Eigenschaften lassen sich ausnutzen, um Aussagen iiber den Adjungierten
eines Operatorprodukts bei umgekehrter Reihenfolge der Faktoren zu treffen.

1.14 Lemma
Sei A € C(X,Y) und S € £(Y) injektiv mit abgeschlossenem Bild R(S). Dann ist
B = SA ein abgeschlossener Operator.

Beweis: Die Abgeschlossenheit des Graphen G(A) ldsst sich in Form eines Folgen-
kriteriums charakterisieren: Ist (x,), C D(A) mit z,, — = und Az, — y, so ist
x € D(A) und es gilt Az =y.

Sei nun (z,,), eine Folge in D(B) = D(A) mit z, — = und Bz, — z. Nach
dem Satz von der offenen Abbildung ist S7!: R(S) — Y stetig, und somit gilt
S7'2 « S8 'Bx, = Azx, — y. Wegen der Abgeschlossenheit von A ist zudem
z € D(A) = D(B), und es gilt Az = S~'z bzw. Bz = z. Dies zeigt die Abgeschlos-
senheit von B. OJ

1.15 Lemma
Seien X, Y Hilbertrdume und A € ¢(X,Y). Fir S € ((Y) gelte S*(D(A*)) C D(A*).
Dann ist das Produkt B = SA abschlief$bar.



Beweis: Nach [Kabll, Satz 13.6 b)] ist B genau dann abschlieSbar, wenn D(5*)
dicht in Y liegt. Laut Korollar 1.13 ist B* = A*S*, und damit liegt nach Vorausset-
zung an S* die Menge D(B*) = {y € Y|S*y € D(A*)} D D(A*) dicht in Y. O

Mit Hilfe dieses Lemmas ist es nun moglich, das Resultat von Korollar 1.13 mit
umgekehrter Reihenfolge der Operatoren zu zeigen.

1.16 Satz
Sei A€ C(X,Y) und T € £(X) mit T(D(A)) C D(A). Der adjungierte Operator T*
sei injektiv mit abgeschlossenem Bild. Dann gilt (AT)* = T*A*.

Beweis: Da die Operatoren A und 7 abgeschlossen sind, gilt A** = A und
T** =T nach Satz 1.11. Folglich lassen sich sowohl A als auch T als Adjungierte der
Operatoren C = A* bzw. § = T* schreiben. Aus Lemma 1.14 und den Voraussetzun-
gen an S ergibt sich die Abgeschlossenheit von SC, und die Anwendung von Korollar
1.13 liefert schliefflich (C*S*)* = (SC)** = SC und somit die Behauptung. O

Ein weiteres wichtiges Konzept zur Untersuchung von linearen Operatoren ist die
Zerlegung der beteiligten Rdume in orthogonale Komplemente, die mit Hilfe des
Operators definiert werden. Die Bilinearformen der Banachriume induzieren einen
Orthogonalitatsbegriff, bei dem aufgrund der Asymmetrie der Formen beziiglich
der beiden Argumente zwischen linker und rechter Orthogonalitit unterschieden
werden muss. Einige grundlegende Eigenschaften von Hilbertrdumen lassen sich so
verallgemeinern.

1.17 Definition
Zu einer Menge M C X sei der (Rechts-)Orthogonalraum definiert als

ML = {2/ € X'|(z, 2)xxx = 0 fiir alle z € M}. (1.15)

Entsprechend sei zu N C X' der (Links-)Orthogonalraum definiert als

AN ={z € X|(z, ")y = 0 fiir alle 2’ € N}. (1.16)
Ist X ein Hilbertraum, so schreibt man Nt statt *N, da in diesem Fall zwischen
Rechts- und Linksorthogonalitéit kein Unterschied besteht. ([l
1.18 Lemma

Fiir einen beliebigen Unterraum U C X gilt

Tyt =



Beweis: Der Fall U = {0} ist trivial. Sei nun U # {0}. Da (z, 2/)xxy = 0 fiir alle
r e U, 2 €U, gilt offenbar U € UL, und wegen der Stetigkeit der Bilinearform
auch U c +U*t.

Angenommen, es gibe ein z* € YU\ U. Nach dem Satz von Hahn-Banach existierte
dann ein A € X’ mit (x, N)yxy = 0 fiir alle z € U und (z*, N)yxxa # 0. Aus ersterem
folgte dann A € UL, und in Kombination mit der zweiten Aussage ergiibe dies * £ A,
also z* ¢ YUt im Widerspruch zur Annahme. Es folgt somit die Behauptung. [

Ein weiteres Lemma, das analog zum Fall beschrinkter Opertatoren auf Hilbertriu-
men gilt, betrifft den Zusammenhang zwischen dem Bild eines Operators und dem
Nullraum seines Dualen.

1.19 Lemma
Ist A € d(X,Y), so erfillen die Nullrdume und Bilder

R(AT =N(A),  R(A) = “N(A).
Beweis: Die erste Gleichheit gilt wegen

Y € CR(A)J— &V e D(A) : (Az, ¥ )yxy = 0= (z, 0)xxx
< (0,y) € X' x Y erfiillt (D)
sy eDA)und Ay =0
&y e N(A).

Die zweite folgt unmittelbar durch Anwendung von Lemma 1.18. U

In Hilbertrdumen gilt fiir abschliefbare Operatoren auch die Umkehrung.

1.20 Lemma ([Kabl1, Satz 13.8])
Seien X, Y Hilbertraume und A € ¢(X,Y). Dann gelten die Identititen

R(A)* = N(A), R(A) = N(A*)*,

Im Bereich der beschrinkten Operatoren auf Hilbertrdumen ist das Konzept der
Moore-Penrose-Inversen und deren Bedeutung fiir die Theorie der inversen Probleme
gut untersucht [Lou89, Rie03]. Die Verallgemeinerung fiir unbeschrinkte Hilbertraum-
operatoren wird im folgenden erldutert. Hierzu ist die Einfithrung einer weiteren
Notation erforderlich, vgl. [Nas87, Abschnitt 5].



1.21 Definition
Seien X, Y Hilbertrdume und A : X D D(A) — Y. Die Menge

C(A) = D(A)NNUA*T cX (1.17)

heifit Carrier von A. Der Definitionsbereich der (noch zu definierenden) Moore-
Penrose-Inversen ist gegeben durch

DA = R(A) @ R(A)* C Y. (1.18)
]

Bemerkung: Der Begriff des Carriers kommt in der Theorie der Moore-Penrose-
Inversen von beschriinken Operatoren nicht vor, da er dort mit N(A)* iiberein-
stimmt. 0

1.22 Satz (Moore-Penrose-Inverse [Nas87, Theorem 5.1])
Seien X, Y Hilbertrdume und A € C(X,Y). Mit Q und R seien die orthogona-

len Projektionen auf N(A)* bzw. R(A) bezeichnet. Die folgenden Definitionen der
Moore-Penrose-Inversen (oder verallgemeinerten Inversen) A" von A sind dquiva-
lent:

a) A" ist die eindeutige lineare Fortsetzung von (Alecay) ™" auf D(AY), so dass
N(AT) = R(A)*L.
b)
ATAAT = AT auf D(AT),
AAT - R|®(_AT),
ATA = Qlp ).

AATA = A auf D(A),
ATAAT = AT auf D(AY),
AT A und AAY sind symmetrisch.

d) Zuy € D(AY) ist Aly die eindeutige Lisung minimaler Norm der projizierten
Gleichung Ar = Ry.

e) Zuy € D(AV) ist Aty die eindeutige Losung minimaler Norm des Minimierungs-
problems || Az — y||ly — min.

f) Zuy € D(A") ist Aly die eindeutige Losung minimaler Norm der Normalglei-
chung A*(Az —y) = 0.



g) Die gleichen Aussagen wie in d), e) und f) mit der Forderung ,in C(A)“ statt
,minimaler Norm*.

Die orthogonale Zerlegung X = N(A) @ N(A)*, die eine einfache Folgerung aus dem
Projektionssatz [Yos95, IIL1., Theorem 1] ist, induziert einen stetigen Projektions-
operator Q auf X, der die folgenden Eigenschaften besitzt:

i) N(A) C R(Q),
ii) Or € N(A) fiir alle z € D(A),

iii) C(A) = D(A) NN(Q) ist dicht in N(Q).

Zudem gibt es einen stetigen Projektionsoperator R auf R(A) mit N(R) = R(A)*.
Diese Figenschaften lassen sich auch fiir allgemeine Banachrdume formulieren, und
es stellt sich heraus, dass die Existenz der beiden o. g. stetigen Projektoren hinrei-
chend ist, um eine Moore-Penrose-Inverse zu definieren, welche die Eigenschaften in
Satz 1.22 b) erfiillt. Dieser Operator héngt allerdings von den gewéhlten Projekto-
ren ab [Nas87, Theorem 10.4], und zudem ist im Gegensatz zu Hilbertrdumen die
Existenz solcher Projektionsoperatoren in Banachridumen nicht gesichert. Zwar lasst
sich stets eine orthogonale Zerlegung des Raumes angeben, aber zum einen ist der
Orthogonalitéitsbegriff ein anderer, zum anderen ist das orthogonale Komplement
eines Unterraumes im allgemeinen kein Unterraum, sondern eine nichtlineare Man-
nigfaltigkeit [A1b05]. Es lisst sich sogar zeigen, dass ein Banachraum, in dem sich zu
jedem abgeschlossenen Unterraum ein orthogonal komplementéirer Unterraum fin-
den lédsst, isomorph zu einem Hilbertraum sein muss [LT71]. Dariiber hinaus ist,
selbst wenn eine solche Moore-Penrose-Inverse existiert, nicht ohne weitere Voraus-
setzungen gesichert, dass sie auf Bestapproximationen (Teil e)) abbildet.

1.2 Das Verfahren der approximativen Inversen (Al)

In der Einleitung wurde bereits auf die Schlechtgestelltheit inverser Probleme auf-
merksam gemacht, durch die eine Regularisierung unerlésslich wird. Dabei wurde der
Begriff der Regularisierung im klassischen Sinne, d. h. fiir beschréinkte Hilbertraum-
operatoren erklirt. In diesem Abschnitt wird nun mit dem Verfahren der approxima-
tiven Inversen eine solche Regularisierungsmethode vorgestellt, die sich unter ganz
unterschiedlichen Voraussetzungen anwenden lésst.

In der urspriinglichen Fassung [LM90] werden stetige Operatoren zwischen Hilbert-
rdumen betrachtet und die Methode generell eingefithrt. Der Leitgedanke des Ar-
tikels ist dabei, im Gegensatz zu vielen etablierten Verfahren, nicht die Anderung
des mathematischen Modells durch Projektion auf einen endlichdimensionalen Un-
terraum (z. B. ART [Her80]), sondern dhnlich wie bei der gefilterten Riickprojektion
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[Nat86, Abschnitt V.1] eine kontinuierliche Darstellung der approximativen Losung,
die erst im letzten Schritt, der numerischen Umsetzung, diskretisiert wird.

Die Arbeit [SS10] erweitert das Konzept auf Banachriume und fiihrt dadurch erst-
malig ein nicht-iteratives Verfahren zur Regularisierung in Banachridumen ein. Das
besondere Augenmerk liegt dabei auf stetigen Funktionen und LP-Funktionen.

In [Loull] werden die unterschiedlichen Schreibweisen der Methode in einer ein-
heitlichen Notation zusammengefithrt und eine Verallgemeinerung des Verfahrens
vorgestellt, die es ermoglicht, die Anwendung eines Auswertungsoperators auf die
unbekannte Losung direkt zu berechnen, ohne zuvor eine Approximation an die
Losung selbst bestimmen zu miissen (,,Feature-Rekonstruktion®). Dariiber hinaus
werden Konvergenz und Ordnungsoptimalitit der verallgemeinerten Methode nach-
gewiesen.

Die generelle Idee der approximativen Inversen ist es, einen Rekonstruktionskern als
Losung des adjungierten Problems zu bestimmen, wobei ein frei wahlbarer Molli-
fier als rechte Seite fungiert. Wendet man diesen Rekonstruktionskern auf die Da-
ten des urspriinglichen Problems an, so stellt sich heraus, dass das Resultat gleich
der Anwendung des Mollifiers auf die gesuchte Losung ist. Mit Hilfe des Rekon-
struktionskerns ist es somit moglich, den Operator ndherungsweise zu invertieren.
Die Bestimmung des Kerns ist dabei zwar theoretisch genauso schwierig wie das
Ausgangsproblem, doch die rechte Seite des Hilfsproblems ist exakt bekannt und
unabhéngig von den Daten(-fehlern). Hiufig ist es sogar moglich, analytische Dar-
stellungen des Kerns anzugeben, falls der Mollifier giinstig gewahlt ist.

Die hier erwihnten Begriffe werden in den beiden folgenden Abschnitten definiert
und ndher untersucht.

1.2.1 Al in Banachrdumen

Das Hauptaugenmerk dieses Abschnitts liegt aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf
der approximativen Inversen auf LP-Rdumen mit 1 < p < oo. Das entsprechende
Verfahren auf dem Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager wird in
[SS10] ndher untersucht. Der L*°-Fall hingegen wird auch in jener Arbeit nicht be-
handelt.

Im Folgenden sei stets angenommen, dass der zu invertierende Operator A injek-
tiv ist. Wie sich herausstellt, ist dies keine Einschrdnkung, sondern eine Folgerung
aus den Bedingungen, die an einen Mollifier gestellt werden. Die folgende Definition
konkretisiert diese Voraussetzungen.

1.23 Definition (Mollifier [SS10, Definition 2])

Sei X ein Banachraum von Funktionen, deren Definitionsbereich eine offene Menge
Q c R? ist. Eine Familie {5;}128 C X' heifit Mollifier fiir X oder X-Mollifier, falls
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a) fiir jedes f € X die Familie {f7},~0, definiert durch

f’y(aj) = <f7 5;/>3C><3C/5 S Qa (119)
in X liegt und

b) die Funktionsschar {f7},~0 gegen f konvergiert gemafl

lim [[f = f"][x = 0. (1.20)
v—0

Im weiteren Verlauf wird die Schreibweise ,,Der Mollifier §7“ mehrfach verwendet
und ist als Kurzform fiir {5;};28 zu verstehen. O

In [SS10] wird eine Klasse von Faltungsmollifiern fiir LP(£2) mit beschréinktem Ge-
biet © C R? angegeben, bei denen die erzeugende Funktion in LP' (Q) liegt, wobei
p’ der zu p konjugierte Exponent ist, d. h. es gilt 1/p + 1/p’ = 1. Im Fall unbe-
schrinkter Definitionsgebiete wird dort jedoch nur unter einer zuséitzlichen Abkling-
bedingung die Eigenschaft a) nachgewiesen. Der folgende Satz gibt an, wie im Fall
X = LP(RY), 1 < p < oo auf einfache Art und Weise ein Mollifier konstruiert werden
kann.

1.24 Satz
Sein € LYRY N LY (RY) mit Jgan(z) dz = 1. Desweiteren sei ) (z) =y~ n(y'z),
und fiir f € LP(R?) gelte

(fs 00) pox(rey = f %07 ()

mit der Faltung ,+“ auf R%, s. Definition A.4. Dann ist 5} ein LP(R%)-Mollifier.

Beweis: Setzt man in der Young’schen Ungleichung (A.19) ¢ = n” und ¢ = p/
(also r = 00), so folgt fiir fast alle x € R?

[y 0d) ooy | = [F 57 (@) < Fllze 107l o -

Eine einfache Rechnung zeigt, dass [|n”|,, = A~ ||| v, und somit ist 07 ein
Element des Dualraums (LP)’. Andererseits ergibt sich mit ¢ = 1, r» = p die Unglei-
chung

L e = 11 * 0" lze < ([ fllzelln”llee = [ fllzellnll L,

d. h. Eigenschaft a) in Definition 1.23 ist erfiillt. Die Konvergenzaussage in Teil b)
wird bewiesen in [SW71, Kapitel 1, Theorem 1.18]. O
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Ist ein Mollifier 6, gewiihlt, so bestimmt man einen zugehérigen Rekonstruktionskern
Py €Y als Losung der Schar der dualen Gleichungen

APl =68), xeq. (1.21)

Das folgende Lemma zeigt, dass die Injektivitdt von A bereits eine notwendige Vor-
aussetzung fiir die Losbarkeit dieser Gleichungen ist.

1.25 Lemma
Sei 6, ein Mollifier gemdp Definition 1.23. Zudem gelte 6, € R(A') fiir fast alle
x € Q. Dann ist A injektiv.

Beweis: Fiir ein beliebiges Element f € N(A) und v > 0, x € Q, gilt

<f, 5;>.’)C><JC’ = <f, A/w;>x><30 = <-’4f’ ¢;>‘d><‘é’ = 0.

Somit ist fY = 0 fiir alle 4 > 0. Nach der Approximationseigenschaft (1.20) im
Banachraum X gilt jedoch limy_ || f — f7||x = 0 und somit f = 0. O

Mit Hilfe des Rekonstruktionskerns lésst sich nun der Operator definieren, nach dem
das Verfahren der approximativen Inversen benannt ist.

1.26 Definition (Approximative Inverse [LM90])

Eine Familie {wz}lég C Y, deren Elemente zu einem gegebenen Mollifier §; fiir alle

xr € Q, v > 0 die Gleichung (1.21) erfiillen, heiit Rekonstruktionskern bzgl. 63 zur
Approzimation von A~'. Die Operatorfamilie {A"},>0, definiert durch

A’Yg(gj) = <gv T/Jg>‘j><1j’, g€ 137 (122)

heift approzimative Inverse zu A bzgl. 6. O

1.27 Beispiel (Fraktionelle Ableitung)
Der Operator Ag ist injektiv, weshalb die Theorie dieses Abschnitts angewandt
werden kann. Hilbertrdume sind selbstdual, daher konnen Elemente des Dualraums
X" = L?(R)" als Funktionen aufgefasst werden. Zur Bestimmung eines Rekonstruk-
tionskerns ist die Gleichung
A = o]

zu losen. Durch Fouriertransformation beider Seiten ergibt sich nach (1.13)

(i0) P Fy) = F6)

und somit

F) = (i0)P Fo).
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Diese Formel lisst sich zur Berechnung von 9, problemlos numerisch auswerten. Die
Approximative Inverse von Ag zu 47 ist schliefllich gegeben durch

() = (g, 62 pacm) = /R o(s) 42 (5) ds.
]

Die folgenden einfachen Eigenschaften der approximativen Inversen ergeben sich
unmittelbar aus den Definitionen von A und &, [SS10].

1.28 Lemma
Die Operatoren AV sind linear als Abbildungen Yy — {f : Q@ — R}. Ist g = Af fir
f€D(A), so folgt

A’Yg(x) = (fa 5¥>xXx' = fW(ZL‘), T € Qa

und damit A7g € X sowie limy_,0 A7g = f.

Beweis: Die Linearitidt von AY entspricht der Linearitdt von (-, -)yxy im ersten
Argument. Aus der Gleichungskette

AVg(x) = (g, VD) yxy = (AL, D) yxy = (f, AU xxw = (f, 0 )xxxr

folgt die behauptete Darstellung, und die beiden restlichen Aussagen sind Konse-
quenzen der Definition von d; als Mollifier gemif Definition 1.23. g

Nach Konstruktion bildet somit jeder der Operatoren A7 das Bild R(.A) auf X ab.
Dass fiir ein beliebiges g € Y die Funktion A7¢g in X liegt, ist hingegen nicht ge-
wihrleistet, und falls dies gilt, muss AY : Y — X nicht notwendigerweise stetig
sein.

Die bisherige Formulierung (1.22) setzt voraus, dass im Falle einer numerischen
Umsetzung des Losungsverfahrens, welches durch den Operator A” reprisentiert
wird, als Eingabedaten g = Af vorliegen. Typischerweise treten jedoch sowohl bei
der mathematischen Modellierung als auch bei der Messung der tatséchlichen Daten
Fehler auf. Erstere ergeben sich durch Approximationen, bei letzteren handelt es sich
vor allem um technisch oder physikalisch bedingte Ungenauigkeiten im Messprozess.
Im Ergebnis liegen statt ¢ gestdrte Daten g2 vor, die im allgemeinen nicht mehr im
Bild von A enthalten sind. Um auch in diesem Fall gute Approximationen an die
gesuchte Groe f zu erzielen, muss A7 eine Regularisierungseigenschaft erfiillen, die
im folgenden definiert wird.
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1.29 Definition (Regularisierung [Lou89, Definition 3.3.1])

Seien g € R(A) und (¢°)s>0 C Y mit [|g — ¢°|ly < J. Eine Familie (A?),~0 von
Operatoren AY : Y — X heiBt Regularisierung von A~!, wenn es eine Parameterwahl
v = (6, ¢%) gibt mit lims_,q (6, g°) = 0, so dass

. _ 8
lim [ A~1g — A7) gy = 0.

O

An dieser Stelle liegt es auf der Hand zu fragen, ob das zuvor eingefiihrte Verfahren
der approximativen Inversen eine Regularisierung gemé&f Definition 1.29 darstellt.
Der folgende Satz gibt die Bedingungen an, unter denen diese Frage positiv beant-
wortet werden kann.

1.30 Satz ([SS10, Theorem 1])
Die approzimative Inverse (AY)~~o zu A sei eine Familie stetiger linearer Operatoren
A7 Y — X, deren Norm sich gemdfs

[ A [ly—c < 17

gegen eine von vy abhdngige Konstante [7 abschdtzen lisst. Weiterhin gelten die Be-
zeichnungen von Definition 1.29. Der Regularisierungsparameter v = ~y(0) sei so
gewdhlt, dass fiir § — 0 die beiden Bedingungen

v(8) =o(l), 1O =o(s7Y)
erfillt sind. Dann folgt fir g € R(A) die Konvergenz

lim || A~ g — A" g%y =0,
0—0
d. h. die approzimative Inverse ist eine Regularisierung von A~!.

Die abstrakten Bedingungen in Satz 1.30 lassen sich konkreter fassen fiir den Fall,
dass X und Y Lebesgue’sche Madume sind. Der Raum X bestehe nun aus LP-
Funktionen auf einer Menge Q C R? mit p € [1, 00[. Fiir den Definitionsbereich der
Funktionen in Y wird eine allgemeinere Struktur zugelassen (z. B. Tangentialbiindel),
welche die Betrachtung einer grofieren Klasse von Operatoren A ermoglicht.

1.31 Korollar (vgl. [SS10, Lemma 2])

Seien X = LP(Q) und Y = LI(S) fir einen Mafraum (S,pn) und p,q € [1,00][.
Weiterhin sei 1, € Lq,(S) ein Rekonstruktionskern zum LP-Mollifier §;. Dann gilt
mit

7@ =( [ wepre)”, es.
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dass die Bedingungen
¥(8) = 0(1), N3Pl gy =06 (5 —0)
hinreichend dafiir sind, dass A7 eine Regularisierung von A~! ist.

Beweis: Mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung (Satz A.9) und der Holder-Ungleichung
ergibt sich

1/p
145l = ([ 14g() o)
Q

_ ( || Lo ant)

1/p . '
< [([awcran)a: (Minkowski-Ungl)

= [1a@I( [ )" e
= [ la)Ir()as

< lgllzacs) HT;HLq’(s) (Holder-Ungl.).

P 1/p
dm) (Definition von A7)

Somit ist [|AY|y_—x < HrgHLq/(S), und mit Satz 1.30 folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Bei Rekonstruktionskernen, die vom Mollifier eine Faltungsstruktur
erben (siehe z. B. Satz 1.45), ist r) eine Konstante, d. h. die Norm in Korollar 1.31
ist unbeschrinkt, falls p(.S) = oo. Fiir solche Kerne muss die Abschétzung von [|.A7|]
wie beispielsweise in Lemma 1.46 mit anderen Mitteln nachgewiesen werden. U

Gegenstand der abschliefenden Betrachtung in diesem Abschnitt ist eine wich-
tige Erweiterung der approximativen Inversen, die unter dem Stichwort Feature-
Rekonstruktion [Loull] bekannt ist. Bei dieser Variante interessiert man sich nicht
fiir die unbekannte Funktion f an sich, sondern fiir eine ,analysierte“ Version Lf,
wobei £ : X D D(L) — W ein linearer Analyseoperator ist. So lassen sich z. B. V f
bzw. Af als Eingabedaten fiir Algorithmen zur Kantenerkennung verwenden oder
w * f zur Erkennung eines Musters, das durch die ,,Schablone* w représentiert wird.
Die Vorteile der direkten Berechnung von L£f aus den Daten im Vergleich zur ge-
trennten Ausfiihrung von Rekonstruktions- und Analyseschritt liegen zum einen im
Bereich der numerischen Effizienz, vor allem aber in der Stabilitit der Berechnung,
was in [Loull] verdeutlicht wird.

Sei nun W ein Banachraum, £ € d(X, W) und & ein W-Mollifier. Fiir f € D(L) und
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52 € D(L') gilt offenbar
<£f7 5¥>W><W’ = <f7 £/5;>x><x’7

d. h. ersetzt man im urspriinglichen dualen Problem (1.21) die rechte Seite durch
L'67, erhdlt man durch Lésung von

AYET = £'87, zeq (1.23)

einen Rekonstruktionskern zur Approximation von Lf.

1.32 Definition (£-Approximative Inverse)

Eine Familie {1115 ’7}128 C Y, die zu einem gegebenen W-Mollifier §; fiir alle z € €,
v > 0 Gleichung (1.23) erfiillen, heifit Rekonstruktionskern bzgl. 83 zur Approzima-
tion von LA~L. Die Operatorfamilie {A“7}.~0, definiert durch

APYg(x) = (g, U5 Myxy, g €Y, (1.24)

heifit L-approzimative Inverse zu A bzgl. §;. O

Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass A%7 eine Regularisierung von £A~! ist, sofern
die Bedingungen von Satz 1.30 mit A" statt A7 erfiillt sind. Dies bedeutet konkret,
dass mit den Bezeichnungen aus Definition 1.29 die Konvergenz

lim [|LA™g — A5 0|y = 0
6—0

gilt. In Abschnitt 1.3.2 wird anhand einer konkreten Klasse von Analyseoperatoren
L auf Hilbertrdumen am Beispiel der 2d-Rontgen-Transformation dargelegt, wie sich
die Rekonstruktionskerne in diesem Fall berechnen lassen und wann die Bedingungen
fiir die Regularisierungseigenschaft erfiillt sind.

1.2.2 Al in Hilbertrdumen

Bisher war stets die Annahme giiltig, dass A injektiv ist und somit ein dicht defi-
nierter inverser Operator A~! existiert. In Hilbertriumen kann auf diese Vorausset-
zung verzichtet werden, denn nach Satz 1.22 existiert zu jedem abgeschlossenen und
dicht definierten Operator eine Moore-Penrose-Inverse A', welche die Rolle von A~!
iibernimmt. Zudem kann das Verfahren der approximativen Inversen dahingehend
verallgemeinert werden, dass der Mollifier nicht mehr im Bild von A* liegen muss
wie zuvor in (1.21).

Sei dazu 6, ein X-Mollifier. Gesucht ist nun ein Rekonstruktionskern als Losung des
Problems

A% — 0]lx — min, @€ Q,

17



das sich dquivalent schreiben ldsst als

AT =087, 1€Q (1.25)

mit dem orthogonalen Projektor Q auf R(A*) = N(A)+. Eine weitere dquivalente
Formulierung ist

AAY) —60) =0, z€Q, (1.26)
vgl. Lemma 1.20. Offenbar gibt es eine Losung v, dieser Normalgleichung genau
dann, wenn 67 € R(A*) ® R(A*)* gilt. Mit Hilfe dieser Formulierung lisst sich die
approximative Inverse folgendermaflen verallgemeinern:

1.33 Definition (Approximative Inverse II)
Eine Familie {¢7})20 mit (1.26) fiir alle = € ©Q, v > 0 heift Rekonstruktionskern
bzgl. 67 zur Approzimation von Af. Die Operatorfamilie {A7}, 50 definiert durch

Alg(z) = (9. ¥}y, g€, (1.27)
heiflt approzimative Inverse zu A bzgl. 5. O

Auch der Begriff der Regularisierung ldsst sich ausdehnen.

1.34 Definition (Regularisierung II)

Seien g € R(A) und (¢°)s=0 C Y mit [|g — ¢°|ly < J. Eine Familie (A?),~0 von
Operatoren A" : Y — X heiit Regularisierung von A', wenn es eine Parameterwahl
v = (6, ¢%) gibt mit lims_,0 (6, g°) = 0, so dass

. S
lim |ATg — A7) g1y = 0.
U

Hiufig findet man eine Variante dieser Definition, in der die Bedingung g € R(.A)
ersetzt ist durch g € D(AT), d. h. die exakten Daten diirfen Anteile besitzen, die
nicht im Bild des Operators liegen. In obiger Version werden solche Modellfehler, die
senkrecht auf dem Bild stehen, nicht beriicksichtigt. Da es jedoch ohnehin nicht mog-
lich ist, sdmtliche Modellfehler, tiber deren Struktur sich i. a. nur wenig sagen lésst,
bei der Rekonstruktion zu eliminieren (Anteile in OR(A) konnen nicht kontrolliert
werden), wird obige, etwas schwichere Form der Regularisierung angewandst.

1.35 Korollar (Analogon zu Korollar 1.31)

Seien X = L?(Q) und Y = L?(S) fiir einen Mapraum (S, ). Weiterhin sei 1y ein
Rekonstruktionskern zum X-Mollifier 53. Dann gilt mit

7= ([ k) ses,
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dass die Bedingungen
¥(8) =o(1), 7|25y = 0(67) (6 —0)
hinreichend dafiir sind, dass A" eine Regularisierung von AT ist.

Beweis: Zu zeigen ist lediglich, dass || ATg — AVg|lx — 0 fiir g = Af € R(A). Da
Projektoren in Hilbertrdumen selbstadjungiert sind, ergibt sich

AVg(x) = (g, ¥2)y = (f, Al = (f, Qo)

Nach Konstruktion von d; folgt die Behauptung. O

Im néichsten Schritt ist das Produkt B = S.A eines dicht definierten und abge-
schlossenen linearen Operators A mit einem stetigen, injektiven linearen Operator
S Gegenstand der Betrachtung. Ist B abschlieBbar und damit B* dicht definiert,
dann gibt es ohne weitere Voraussetzungen eine Moore-Penrose-Inverse (B8*)f, die
jedoch (auch bei stetigen Operatoren) im allgemeinen nicht mit der Komposition
(S*)T(A*)T iibereinstimmt. Insofern kann man nicht erwarten, dass der Rekonstruk-
tionskern zur Inversion des zusammengesetzten Operators B sich durch sukzessive
Losung der Teilprobleme ergibt. Der folgende Satz zeigt, dass unter gewissen Vor-
aussetzungen die Minimierungseigenschaft erhalten bleibt.

1.36 Satz

Sei A € C(X,Y), und S € £(Y) sei so gewdhlt, dass B = SA abschlieflbar ist (vgl.
Lemmata 1.1/ und 1.15). Desweiteren sei 0 ein X-Mollifier mit o3 € D((A*)T) =
R(A*) @ R(A*)L. Es gelte

ufl = (A4,
Sl = wl.

Dann ist 1) ein Rekonstruktionskern zur Approzimation von BT.

Beweis: Nach Konstruktion ist S*¢ = (A*)767. Aufgrund von Satz 1.22 f) liegt
r = A*S*1 — 61 in N(A), also insbesondere in D(A) = D(B). Daher gilt 0 = Br =
Br = B**r, das heifit ¢} erfiillt die Normalgleichung

B*(B*y)] — 1) =0

und somit die Bedingung (1.26) fiir einen Rekonstruktionskern. O
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Der néchste Satz zeigt, wie sich die Eigenschaft eines Mollifiers, durch Translation
erzeugt zu werden, auf den Rekonstruktionskern iibertrigt, sofern der Operator A
eine Vertauschungsrelation mit der Translation erfiillt. Durch die Ausnutzung dieser
Struktur lésst sich das Problem der Bestimmung des Rekonstruktionskerns fiir jedes
x € Q auf das Bestimmungsproblem fiir ein xg € €2 reduzieren. Fiir den allgemeine-
ren Fall von Banachrdumen gilt eine analoge Aussage [SS10, Lemma 1].

1.37 Satz (Vertauschungsrelationen, vgl. [Loull, Theorem 3.5])
Sei A € C(X,Y). Zu jedem x € Q gebe es T,} € £(X) mit T} (N(A)) = N(A) sowie
T.2 € £(Y), so dass die Vertauschungsrelation
TIA = A*T2
gilt.
a) Ist 63 = T ein X-Mollifier und erfiillt ¢7 die Normalgleichung
A(AT$T =) =0
s0 ist Pl = T2¢Y ein Rekonstruktionskern zur Approzimation von At
b) Seidy = T2nY mit T2 € {(W) ein W-Mollifier. Fiir £ € c(X, W) gelte
LT3 = Ticr,
List $*7 die Normalgleichung
A(A*GET — L97) = 0,
dann ist 1/15 Y = T2 ein Rekonstruktionskern zur Approzimation von LAT.

Beweis: Nach Konstruktion gilt im Fall a)

A(A* ] = 8)) = A(A T2 = T,)
= AT (A" — 1)
=0,

da mit 7 = (A*¢? —n?) auch T.lr in N(A) liegt. Teil b) beweist man analog, indem
man zusétzlich die Vertauschungsrelation fiir £* anwendet. U

1.38 Beispiel (Fraktionelle Ableitung)
Fiir den stetigen Translationsoperator 7, f(s) = f(s — t) gilt mit der Darstellung
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(1.14) des Adjungierten Aj; die Vertauschungsrelation
ABTl / 7']L 3)’8*1 dr
- / fr—t)(r—s)?tdr
=Ir(p)! Oof(r)(?“+t— )P~ dr

s—t
— A5f(s 1)
=T, A5 f(s).

Wahlt man nun geméfl Satz 1.37 einen Mollifier

6{(s) =T (s) =" (s — 1),

mit 77 € R(Aj) so vererbt sich diese Verschiebungsstruktur auf den Rekonstrukti-
onskern. Lést namlich ¢7 € D(Aj) die Gleichung

A" =,
was nach (1.13) gleichbedeutend ist mit
91(0) = (i0)°¢(0),

so ist ¢} = T ¢? ein Rekonstruktionskern zu &;. Die Rekonstruktionsformel zur
Losung von Agf = g erhélt man nun gemif

(fs 012wy = (9, T, ") 2wy (Lemma 1.28)

:Amgw&—wm

=g*7(t)
mit f(t) = f(—t) und der 1d-Faltung gemif Definition A.4. Andererseits gilt

@) = T ey
/f )eT(s—t)d
— fre),

d. h. die Approximation an die gesuchte Losung ergibt sich als

[l=fed =g,
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1.3 2d-Roéntgen-Transformation (RT)

Die zweidimensionale Rontgen-Transformation bzw. die bis auf Parametrisierung
dquivalente Radon-Transformation dient in vielen Arbeiten zu inversen Problemen
als Anschauungsbeispiel, da sich an ihr typische Phdnomene, analytische Struktu-
ren und numerische Schwierigkeiten gut aufzeigen lassen. Diese Arbeit fasst sie als
unbeschréinkten Operator auf und untersucht ihre Eigenschaften im Hinblick auf
die Theorie im vorhergehenden Abschnitt. Dariiber hinaus spielt die 2d-Réntgen-
Transformation eine entscheidende Rolle im mathematischen Modell der Elektronen-
Tomographie in Kapitel 2, weshalb eine umfassende Betrachtung an dieser Stelle
sinnvoll erscheint.

1.3.1 Analytische Eigenschaften

Eine umfassende Abhandlung iiber die Rontgen-Transformation als unbeschrénkter
Operator findet sich in den beiden Arbeiten [Sol76] und [SSW77], die als Basis fiir
diesen Abschnitt dienen. Die dort erarbeiteten Resultate werden hier fiir den zwei-
dimensionalen Fall, der spater in Abschnitt 2.7 wieder aufgegriffen wird, formuliert
und ergénzt.

1.39 Definition (2d-Réntgen-Transformation)
Sei 8} = {6 € 8! |62 > 0} der obere Halbkreis und

T2 ={(6,b) |0 € 8L, be F} (1.28)

das entsprechende Tangentialbiindel. Die 2d-Rdntgen- Transformation sei definiert
geméf

PQ::X:D@(PQ)—)%

) (1.29)
Paf(0,0) = / fA0+0b)dN, (0,b) €T

R
als Abbildung zwischen den Hilbertriumen X = L?(R?) und Y = L?(72). Der De-
finitionsbereich ist dabei der in (A.3) definierte Raum S(R?) der schnell fallenden
Funktionen auf R2. O

Die folgenden Eigenschaften von P, finden sich in [Sol76] bzw. der einschligigen
Literatur zur Réntgen-Transformation [Nat86, Nat04] und zur Approximation in
Hilbertraumen.
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1.40 Satz (Eigenschaften und Inversionsformel der RT)
Die Rontgen-Transformation besitzt folgende Figenschaften:

a) D(Pz) liegt dicht in X.
b) N(P3) = {0}, d. h. Py ist injektiv.
¢) Po ist abschliefsbar mit Definitionsbereich
D(P2) = {f € L*(R?) | |¢| 7V f € LA(R*)}.
d) Der adjungierte Operator ist gegeben durch
Pys:YDD(P;) — X

Psg(z) = | 9(6,1lpz)df, = eR?

s,
wobei Mgz = z — (z, 6)0 und
D(P3) = {g € L*(T%) | IP3 9|l 12(2) < oo}
e) Fiir f € D(Ps) und g = Paf gilt die Inversionsformel
f=(2m) ' APAL

mit

(A*F) (€)= [CPF(Q),  Fohjg(8, 8) = |BI° Fog(6, B).

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

Hierbei bezeichnet () die Fourier-Transformation von (-) und Fy, die FT auf T?

beziiglich der zweiten Variablen, vgl. Definitionen A.1 und A.3.

Bemerkungen:

a) Fiir f € D(Py) lisst sich die Funktion Py f nicht mehr notwendigerweise durch
das Integral (1.29) darstellen, da die Integrierbarkeit iiber Geraden nicht garan-
tiert werden kann, siehe [Sol76, Remark 2.6]. Aus diesem Grund ist auch die

naheliegende Definition

D(Ps) = {1 € 2R | [ IPaf6.) Bz01) 40 < o0}

nicht ohne weiteres moglich.

b) Aus der Injektivitit von Py folgt nicht die Injektivitit von Ps.
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c) Ohne die Zusatzforderung der globalen Integrierbarkeit in der Definition von
D(P;) liegt fiir g € L*(T?) die Funktion Pjg lediglich in L2 (R?) [Sol76, Lemma
4.1].

d) Es gilt (P2)* = P5 [Kabll, Satz 13.6 c)].

e) Eine Verallgemeinerung [Sol76, Theorem 4.4] der Inversionsformel lésst sich mit
Hilfe der Rdume

Do ={f € *(R*)|[¢|°f € L*(R*)}, a€R,

herleiten. Fiir a > 0 stimmen sie mit den Sobolev-Riumen H%(R?) iiberein, und
zudem ist 971/2 = @(ﬁ) Gilt f € @(a71)/2 N @,1/2 (a > 1) bzw. f € Da/2,1
(a < 1), so folgt fiir g = Pof die Identitiit

f _ (27T)_1A1_a/27351\z/29-
Im Falla=2,d. h. f € D(Py) N H /2 ergibt sich die klassische Inversionsformel

f=2n) " 'PiAyg.

1.41 Satz )
Zu ¢ € R?2\ {0} sei ¢ derjenige Einheitsvektor senkrecht zu ¢, der in 8# liegt. Dann
qgilt fiir g € D(P3):
* N 1 — N
(P39) () = (2m)"" <™ Fog (C, €)-
Beweis: Es wird gezeigt, dass die Behauptung im distributionellen Sinne gilt. Sei

dazu w = u die Fourier-Transformierte einer reellwertigen Funktion u € S(R?).
Dann gilt nach Definition von P und der Verschiebungsregel (A.10):

7929 dz—// (6,b) Po@(6,b) dbdo
81 o0+

= [ [} Fist0.0) 7 P09y as s

Da nach (A.8) mit w = u(—-) auch Paw reellwertig ist, folgt
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Fy ' Paiw(0, B) = FyP2w(0, B) (nach (A.9))
= (2m)"* F2w(B) (nach (A.27))

= (2m)"” w(—p) (nach (A.8))

= (2m)"* @(=p) (Def. von w)

= (2m)"2 w(B) (nach Satz A.2 c)).

Unter Verwendung der Transformationsformel aus Lemma A.8 erhélt man

Pig(z)@(2)dz = (2m)"? / Fog(0,8) w(B) dB b

1
st Jot

=0 [ 17 R e dc.

R2

Dies zeigt die Behauptung im distributionellen Sinn, und wegen Pjg € L?(R?) gilt
sie auch im klassischen Sinn. O

1.42 Korollar
Der Definitionsbereich von P35 besitzt die Darstellung

D(P;) = {g € L*(T%) |8 /* Fog € L*(T°)}.
Beweis: Mit der Definition (1.32) von D(P;) ist g € D(P5) dquivalent zu
Pigc L*(R?) &
00 >/ 1P59(2)|? dz
-
- [ IPsar @ ac (nach (A.5)
=% / 1| 72| Fpg(C, )2 dC (nach Satz 1.41)

= 277/ / 18]~ Fog(8, B)* dB df (nach Lemma A.8).

0

Aus diesen Erkenntnissen lidsst sich unmittelbar eine Inversionsformel fiir den ad-
jungierten Operator herleiten.
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1.43 Satz (Inversionsformel des Adjungierten)
Sei f ="P5g fir ein g € D(P3). Dann gilt

g= (277)_11\11)/2 EAl/Qf.

Beweis: Da f = Pig in L*(R?) liegt, ist A72f € D(P,) nach (1.30). Zudem ist
nach [Sol76, Theorem 2.4] der Operator

V= (2r) APy LA(R?) — LA(T?)

eine Isometrie. Mit den Projektionssétzen fiir P und Pj ergibt sich

FVALL0,8) = 8](Mf) (8) (mach (A.27))
= 1617(5)
= (2m)* Fyg(6, B) (nach Satz 1.41).
Durch Anwendung von (27)~" *Fy ! erhilt man die behauptete Identitiit. O

Bemerkung: Analog zu Punkt e) in der Bemerkung nach Satz 1.40 lisst sich auch
fiir P5 eine Schar von Inversionsformeln herleiten, die unter stérkeren Regularitéts-
annahmen an g giiltig sind. Da diese jedoch im weiteren Verlauf nicht von Belang
sind, werden sie nicht explizit angegeben. O

Ein weiterer Aspekt, der im Hinblick auf die approximative Inverse eine wichtige
Rolle spielt, ist die Vertauschung der RT mit Translationsoperatoren. Das folgende
Lemma weist die Voraussetzungen von Satz 1.37 fiir Py nach.

1.44 Lemma
Fiir ein beliebiges z € R? erfiillen die Translationsoperatoren

T f(w) = f(z—w),  Tg(0,b) = g(0,1lpz — b) (1.35)

mit gz = z — (z, 0)0 die Vertauschungsrelation TrP; = P3T2, und der Nullraum
N(Py) ist invariant unter T} .

Beweis: Nach Satz A.2 f) gilt

FiT29(0,8) = e 2107 Fog(0, ),
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weshalb D(P;) invariant ist unter 72. Fiir g € D(P}) gilt
PiT2g(w) = [ T2g(6. M) do
S+

:/ 9(0,11pz — Ilpw) dO

1
S+

_ / 9(0.T05(z — w))

8

+
=Pag(z —w)
= T Psg(w).

Da offenbar T! eine Isometrie definiert, ist f € N(Py) = R(P;)* dquivalent zu
0=/, Piglx =(T.f, PiT2g)x

fiir alle g € D(P3). Wegen der Invarianz von D(P3) unter T2 folgt f € R(P;)* <

Trf € R(P3)*, d. h. N(Py) ist invariant unter T!. O

1.3.2 Al zur 2d-Rontgen-Transformation

Nachdem nun die wichtigsten analytischen Eigenschaften bekannt sind, wird das Ver-
fahren der approximativen Inversen fiir die Rontgen-Transformation konkretisiert.
Nutzt man die Vertauschungsrelation, die zum Ende des vergangenen Abschnitts
hergeleitet wurde, so ergibt sich mit dem folgenden Satz eine Rekonstruktionsfor-
mel vom Typ gefilterte Riickprojektion, d. h. Filterung (=Faltung) der Daten mit
anschlieender Riickprojektion (Anwendung des adjungierten Operators).

Notation: Zur Vereinfachung der Schreibweise sei ab jetzt Py die Abschliefung der
2d-RT.

1.45 Satz (AI zur 2d-RT mit Faltungsmollifier)
Sei 67 = T!nY ein L?(R?)-Mollifier. Die Faltung ;, bzgl. der Variablen b sei erkldrt
wie in (A.25). Dann ist die Operatorfamilie {Py }>o definiert durch

P39 =Ps(g* ¢7)

eine approzimative Inverse zu P, sofern g+, ¢7 € D(P3) fir alle g € L*(T?) gilt
und @7 die Normalgleichung

Pa(Pa¢? —n7) =0

lost.
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Beweis: Aufgrund der Sitze 1.37 und 1.44 ist 1] = T?¢" ein Rekonstruktionskern
zu Pa. Der entsprechende Operator P, ldsst sich darstellen als

Pyg(2) = (g9, 1) 12(72)
- / / 9(6,0)T2¢7(8,b) dbd6
51+ L

:/ / 9(0,b)¢" (0, gz — b) dbdo
st Jot

_ / g% ¢7(0.TIgz) d6
1

84

= P3(g 0 ¢7)(2).
O

Ob das hier hergeleitete Verfahren eine Regularisierung darstellt, hangt laut Satz
1.30 entscheidend davon ab, wie sich die Norm der approximativen Inversen ab-
schéitzen ldsst. Das folgende Lemma leitet eine allgemeine Abschétzung her, und der
darauf folgende Satz liefert fiir spezielle Mollifier die angestrebte Regularisierungs-
eigenschaft.

1.46 Lemma (Normabschitzung der ATI)
Gilt Fyh € L>®(T?) sowohl fiir h = ¢" als auch fiir h = Ag1/2¢7, s0 st gxp? € D(Py)
fiir alle g € L?(T?). Die Norm der approzimativen Inversen lisst sich abschitzen

gemdyf
P3| <27 sup [B]77%|Fe7(0,5)l.
(6,8)€72

Beweis: Fiir ¢ € L%(7?) ist unter obigen Voraussetzungen an ¢” das Produkt
(270)"/2 Fyg- Fy¢” ein Element von L?(T?), und dasselbe gilt fiir (2%)1/2fbg-fbA;1/2¢7.
Dabher lasst sich der Faltungssatz anwenden und mit Korollar 1.42 nachweisen, dass
g *p @7 € D(P5). Fiir die FT von P, g gilt dann nach Satz 1.41

(PIg) (Q) = (P5(g % ¢")) (C)
= (2m)2|¢|7 (g 5 67)(C, €)
= 27(¢| " Fpg(C, Q) Foo " (€, €,
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d. h. die Norm von P, lisst sich abschitzen gemi8

IPaliem = [ | I(PIoT (@R aC
:4”2/ ICI721Fog(C, €) Fod (€, C)I* d¢
R2
= 472 1 F,9(0,8) Fod? (6, 8)>dp do
W/Si/%\m Fog(6, 8) Fod (6, B)[2 B

< A4n? sup {|,3‘71|}—b¢7(0uﬁ)|2}”}—bgH%2(‘J’2)‘
(0,8)eT72

Mit || Fogllr2(2) = |9l 2(52) folgt die Behauptung. O
Zur weiteren Konkretisierung des Verfahrens wird nun die erzeugende Funktion des

Mollifiers festgelegt. Als Beispiele werden die folgenden Funktionen von z € R?
betrachtet:

n (z) =7 ' xB, (2), (1.36)

13 (2) = (2W72)1W, (1.37)
V() — 2\—1 _ ﬁ

n3(2) = (2777) eXp< 272). (1.38)

Hierbei stellt xp. die charakteristische Funktion der um Null zentrierten Kugel mit
Radius 7 dar, und J; ist die Bessel-Funktion erster Art mit Index v = 1 [AS72].
Alle drei Funktionen besitzen Integralwert 1, und n] sowie 7] sind Elemente von
L'(R?) N L?(R?). Folglich sind die Bedingungen von Satz 1.24 erfiillt und die ent-
sprechenden Elemente J, ; = 7;17];7 tatséichlich Mollifier im Sinne von Definition 1.23.
Die Funktion 7] ist kein Element von L', so dass sie im strengen Sinne keinen Mol-
lifier erzeugt. Dennoch wird sie hier aufgrund ihrer einfachen Struktur als Vergleich
betrachtet.

Die Anwendung von 5;”1 entspricht per definitionem einer (ungewichteten) lokalen
Mittelung der Funktion iiber eine Kreisscheibe mit Radius ~, durch 5;72 werden ge-
méB (1.40) rdaumliche Frequenzen verworfen, die betragsmiiflig grofer sind als 4,
wihrend der Gau-Mollifier 6 5 gleichzeitig eine glittende Mittelung durchfiihrt und
hohe Frequenzen in einer glattén Art und Weise dampft. Die Fourier-Transformierten
sind bekanntermafien gegeben durch
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" Moliifier 1,y=10 —— Mollifier 1, y=1.0 ——
Mollifier 2, y=0.4 Mollfier 2, y=0.4
05 | Mollifier 3, y=0.6 —— | N Mollifier 3, y=0.6 ——
’ 0.15 F \\ |
04 | 1
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02| E
005 | \ g
01 b 1
\\
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2| 1<l

Abbildung 1.1 — Graphen der Mollifier (1.36)—(1.38) wund ihrer Fourier-
Transformierten (1.39)—(1.41). Der Parameter ~ ist jeweils so
gewdhlt, dass sich im Frequenzraum fiir alle drei Mollifier etwa die
gleiche Breite ergibt.

R TGI/S)

E@%— i (1.39)
1 (¢) = (2m) " xm, . (O), (1.40)
— 2112

13(¢) = (2m) " exp ( . |2<| ) (1.41)

Mit diesen Darstellungen lassen sich die erzeugenden Funktionen der Rekonstrukti-
onskerne explizit angeben, und auch die Regularisierungseigenschaft kann nachge-
wiesen werden.

1.47 Satz (Al als Regularisierungsverfahren)
Die Funktionen qﬁ], Jj €{1,2,3}, definiert durch

Fod](0,8) = (2m)""18|n)(8), 0 €8k, Bebr,

erfiillen P53 ¢]7 = 77;’. Die dadurch definierten approzimativen Inversen 73; ; stellen

Regularisierungsverfahren zur Approzimation von P;r dar, falls der Regularisierungs-
parameter v gemdaf
Y(6) =0(%), 0<qg<2

gewdhlt wird.
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Beweis: Die Eigenschaft (j);-y € D(P;) ist nach Korollar 1.42 erfiillt, falls das Inte-

gral
/m 18172 Fy07(0. )| dB = /9 [EEHEIRE

konvergiert, denn der Wert ist wegen der Rotationssymmetrie der Mollifier unab-
héngig von 6, und das Integral iiber S}F ergibt lediglich den Zusatzfaktor w. Fiir

j =2 und j = 3 ist die Konvergenz aufgrund der Darstellungen (1.40) und (1.41)
offensichtlich. Die Asymptotik |Ji(r)| ~ r~"/? fiir r — oo und die Stetigkeit des

Integranden sichert die Konvergenz auch im Fall j = 1. Somit folgt nach Satz 1.41
unmittelbar P3¢ = n).

Fiir die obere Schranke der Operatornorm in Lemma 1.46 gilt

2n sup |87V F0) (0, 8)| = 2m)" sup |B]V2[n)(B)]

(0,8)€72 (0,8)eT?
= (27r)_1/2 sup w; (1)
r>0
;
N\
mit den Funktionen o ‘
J m
wi(r) = 29 AG0L |
(’}/7") 06 “(\ \\
.
wa(r) = rl/QX[O,'Y_l](T)’ | \‘
2,.2 0'4‘L |
w3(r) = 7’1/2 exp < N 7274 >’ “‘\ N
02 ‘\ \ .
die sich aus den Gleichungen (1.39)- IRVAR.
(1.41) ergeben. Im Folgenden wer- | \ / \\ aVaN A
den die Suprema dieser Hilfsfunktio- 0, “ . | 1?‘(‘] - 20 A\VAVERV
nen abgeschétzt.

25 30
r

Abbildung 1.2 — Graph der Funktion
s 21Ty (r)] /7

i) Wegen wq(0) = 0 = lim, oo w1 (r) und der Asymptotik von Ji(r) fiir r > 1
muss das erste lokale Maximum von 7 ~ 2|.J;(r)|/r/? bereits das absolute

Maximum sein, dessen Funktionswert sich anhand des Graphen in Abbildung
1.2 grob gegen 1 abschiitzen lisst. Es folgt supwy (1) < vy~ "2

ii) Die Funktion wy nimmt ihr Maximum offenbar an der rechten Intervallgrenze
an, d. h. supwy(r) =y~ /2
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iii) Das einzige lokale Maximum von ws liegt bei 7 = (v/27)~! und ist wegen
w3(0) = 0 = lim, o w3(r) auch das globale Maximum. Der Funktionswert
an dieser Stelle ist w3(7) = (2e)~74~~"2,

Folglich gilt fiir die entsprechenden approximativen Inversen die Abschitzung

173

27j

<ey

mit Konstanten ¢; = ¢y =1 und ¢3 = (26)*1/ 1. Mit der vorausgesetzten Parameter-
wahl v(0) = O(89), 0 < g < 2 ergibt sich daher die Asymptotik HP;’(;S)H =o(67 1) .

Nach Satz 1.30 ist damit P, ; eine Regularisierung zur Approximation von 73; O

Zuletzt wird nun anhand eines wichtigen Beispiels aufgezeigt, wie das am Ende
von Abschnitt 1.2.1 skizzierte Verfahren der Feature-Rekonstruktion auf die 2d-
Rontgen-Transformation angewandt werden kann. Die Aufgabe besteht darin, eine
Approximation an Lf aus den Daten g = Ps f mit Hilfe eines Rekonstruktionskerns
Y%7 zu berechnen.

Sei dazu £ ein Operator, der im L?-Sinn formal die Eigenschaft

(L) (¢) = ulQ)F(©), (1.42)
erfiillt. Fiir den Definitionsbereich eines solchen Operators gilt offenbar
D(L) = {f € L*(R?) |u- f € L*(R)}. (1.43)

Die reellwertige Funktion w sei dabei lokal beschréankt und von hochstens polynomi-
ellem Wachstum fiir || — oo, so dass S(R?) C D(L) gilt. Es lisst sich zudem leicht
zeigen, dass L in diesem Fall selbstadjungiert ist.

Zwei wichtige Vertreter dieser Klasse von Operatoren sind Faltungsoperatoren mit
integrierbarem Kern und Differentialoperatoren, die sich als £ = p(—iV) mit einem
reellen Polynom p schreiben lassen, beispielsweise £ = —i0; oder £ = —A. Solche
Analyseoperatoren spielen in der Bildverarbeitung eine wichtige Rolle. So werden
Faltungen zur Mustererkennung eingesetzt, indem die Korrelation f * x mit der cha-
rakteristischen Funktion x eines Templates berechnet wird, das eine bestimmte Form
und Ausrichtung hat. Dieses Verfahren nennt man template matching [Ros03]. Die
Funktion w in (1.42) ist dabei gegeben durch u = 27. Differentialoperatoren kom-
men vor allem bei der Kantenerkennung zum Einsatz. Die partiellen Ableitungen
0;f oder auch Af fungieren dabei als Eingabedaten fiir Verfahren wie den Canny-
Algorithmus [Can86] oder den Marr-Hildreth-Algorithmus [HMS80]. Ist £ = p(—iV)
ein solcher Operator, so lisst sich seine Anwendung im Frequenzraum als eine Mul-
tiplikation mit u = p schreiben, vgl. Satz A.2 e).

Mit der Rechenregel fiir Translationen in Satz A.2 f) folgt die Vertauschungsrelation

(TAL8) (€) = e u()o(¢) = u(Q)(T¢) (C) = (LT ¢) (C)
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fiir £* = £, d. h. die Voraussetzungen von Satz 1.37 b) sind mit W = X und 7! = 72
erfiillt. Es geniigt demnach, das Hilfsproblem

P3¢~ = Lo (1.44)

zu losen, woraus sich dann mit wzﬁﬂ = 7;2¢£"7 ein Rekonstruktionskern zur Appro-
ximation von £”P§ ergibt. Insgesamt lédsst sich mit den bereits zuvor angewandten
Techniken der folgende Satz herleiten, der die wichtigsten Punkte des Falles £ = idy,
nédmlich Darstellung des Kerns, Rekonstruktionsformel und Normabschétzung der
approximativen Inversen, auf Analyseoperatoren £ mit der angegebenen Struktur
(1.42) iibertrégt.

1.48 Satz
Sein? = ?7] fiir j € {2,3}. Dann erfillt die Funktion ¢*7, definiert durch

Fod©7(0, 8) = (2m) "Bl u(B) 17 (B),

die Gleichung P3¢~ = Ln. Die Operatorfamilie {PQL’V}ADO mit
Py7g="Pi(g# 7). g€ LX(T?)

ist eine L-approximative Inverse zu P, und es gilt

1Pyl < (2m)7* sup [B]">u(B) [7(B)]-
€T?

)

Beweis: Wegen des hochstens polynomiellen Wachstums von u sind die Funktio-
nen 77]7 (j = 2,3) Elemente von D(L), und die Argumentation im Beweis von Satz
1.47 ldsst sich direkt auf ¢ {ibertragen, um die Identitit P;¢” = L1 nachzuwei-
sen. Dass Pf 7 eine L-approximative Inverse zu Po definiert, ergibt sich analog zu
Satz 1.45, indem man dort gb} durch qzbf’7 ersetzt. O

Bemerkung: Aufgrund der lokalen Beschrinktheit von w ldsst sich die Regulari-
sierungseigenschaft fiir PQL 7 mit n” = ny leicht nachweisen, indem man die Kon-
stante c2 im Beweis von Satz 1.47 ersetzt durch ¢y = supj¢|<, [u(()]. Beim GauB-
Mollifier 77 ist solch eine allgemeine Abschétzung nicht moglich. Hier ldsst sich nur
fiir konkrete Wahlen von u eine Aussage treffen. Bei der Funktion 7] hingegen kann
nicht davon ausgegangen werden, dass sie ein Element von D(L) ist, da die Fourier-
Transformierte nur langsam féllt. Aus diesem Grund ist der Fall j = 1 in obigem
Satz nicht beriicksichtigt. O
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Kapitel 2

Mathematische Modellierung der
Elektronen-Tomographie (ET)

Ziel dieses Kapitels ist es, ein mathematisches Modell der FElektronen-Tomographie
herzuleiten, auf welches die in Kapitel 1 entwickelte Theorie angewandt werden kann.
Bei der ET handelt es sich um ein tomographisches Verfahren, bei dem zur Bildge-
bung ein Transmissionselektronenmikroskop (TEM) eingesetzt wird. Transmission
bedeutet hierbei, dass die bildgebenden Elektronen die Probe durchdringen und von
einem dahinter angebrachten Detektor registriert werden. Zudem wird die Probe
nicht wie beim Rasterelektronenmikroskop Punkt fiir Punkt mit einem fokussierten
Strahl abgetastet, sondern gleichméfig auf der gesamten Fléche bestrahlt.

Der Strahlengang der Elektronen ist in Abbildung 2.1 schematisch dargestellt. Je-
des einzelne Elektron wird zunéchst durch ein starkes elektrisches Feld beschleunigt,
passiert eine Reihe von Linsen und Blenden und trifft auf die Probe, an der es ge-
streut wird. Anschliefend wird es wiederum durch Linsen und Blenden so abgelenkt,
dass auf dem Detektor schlieflich ein vergroflertes Bild entsteht.

Fiir die Wechselwirkung des Elektrons mit der Materie des Préparats wird ein linea-
res Modell auf Basis der Born-Approximation entwickelt. Die Wirkung des Linsen-
und Blendensystems lasst sich mit Hilfe der Wellenoptik beschreiben als Faltung mit
einer Funktion, deren Eigenschaften von den Parametern des Mikroskops abhéngen.
Die resultierenden ,jexakten® Daten beschreiben die Wahrscheinlichkeit eines Elek-
trons, an einem bestimmten Punkt auf dem Detektor aufzutreffen. Die endliche Zahl
der Realisierungen dieses Zufallsexperiments bewirkt schliellich, dass als Daten eine
verrauschte Approximation an die exakte Wahrscheinlichkeitsverteilung gemessen
wird.

Um die dreidimensionale Struktur des bestrahlten Objekts berechnen zu kénnen,
wird eine Vielzahl solcher zweidimensionaler Aufnahmen erzeugt, wobei in jeder
Messung eine andere Orientierung der Probe zum Elektronenstrahl vorliegt. Dies
wird dadurch erreicht, dass eine drehbare Halterung zur Befestigung der Probe ver-
wendet wird.

Die physikalische Beschreibung des gesamten Vorgangs der Bilderzeugung im TEM,
welche in diesem Kapitel erfolgt, gestaltet sich als recht komplex. Aus diesem Grund
ist sie in mehrere separate Schritte aufgegliedert.

34



Elektronenquelle < w

Kondensorlinse

Probenhalterung Objektivblende /
T Objektivlinse
Zwischenblende || X || X Streulinse
P Zwischenlinse
|XQ DX' Projektorlinsen
Okular X an = )

d Bildaufnahmesystem

=]

Abbildung 2.1 — Schematischer Aufbau eines TEM mit vergroBerter Skizze des Pro-
benhalters

2.1 Wechselwirkung von Elektronen mit Materie

Der Zustand eines Elektrons, das auf die zu untersuchende Probe trifft, 14sst sich
beschreiben als monochromatische ebene Welle mit Wellenzahl x > 0 und Ausbrei-
tungsrichtung w. Es wird durch elastische oder inelastische Stéfe mit den Hiillenelek-
tronen der Atome in der Probe gestreut, wobei das Probenmaterial niherungsweise
als inhomogenes Kontinuum betrachtet werden kann. Die fiir diesen Streuvorgang
mafgebliche physikalische Grofle ist der komplexe Brechungsindex n = nq + ing/k
(n1 > 0, ng > 0), dessen Realteil wie in der klassischen elektromagnetischen Beu-
gungstheorie elastische, d. h. energieerhaltende Verdnderungen der Wellenfront be-
schreibt, wihrend der Imaginérteil die dissipativen Vorgéinge zusammenfasst. Bei
quantenmechanischen Streuprozessen beschreibt die besagte Welle den Zustand ei-
nes einzelnen Elektrons. Diese Welle besteht aus einem gestreuten und einem un-
gestreuten Anteil, welche beide in den als quellenfrei angenommenen Auflenraum
abstrahlen. Mathematisch lasst sich dieses physikalische Modell beschreiben durch
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die Helmholtz-Gleichung mit Sommerfeldt- Abstrahlbedingung

AY(z) + K2n(z)y(z) =0, xcR3
=+ s
wl(x) _ ein(w,x)
tim r (ints(a) — oas(a)) =0, 7= |
rg&r(zmbsx —8r¢sm>— , =\,
wobei die letzte Bedingung gleichméfig bzgl. der Richtung x/|x| gelten soll [Col03].
Unter hinreichenden Glattheitsbedingungen an n und den Rand des kompakten Tri-
gers supp(n — 1) der Kontrastfunktion f = n — 1 ist die eindeutige Losbarkeit des
Systems (2.1)—(2.4) im klassischen Sinn garantiert [CK93]. Mit Hilfe dieser Kontrast-
funktion, per definitionem gleich der Differenz zwischen den Brechindices von Objekt

und Vakuum, ldsst sich obiges Problem &quivalent umformulieren zur Lippmann-
Schwinger-Integralgleichung

(id = Gp)v = ¥ (2.5)
mit
Gy0(a) = [ Gla) £(0) vl dy (2.6
e (inlo — g1
_exp(ik|r —y
G(z,y) = P p— (2.7)

sowie dem Identitdtsoperator id. Zunéchst lésst sich leicht zeigen, dass die einfallende
Welle 9; der homogenen Gleichung

A + K2y = 0

geniigt und somit das in (2.1)—(2.4) eingefiithrte Modell bei Abwesenheit eines Streu-
objekts die richtige, d. h. physikalisch sinnvolle Losung liefert. Damit lésst sich Glei-
chung (2.1) umformen zu

At + 5295 = — K2 f (i + s).

Nun verwendet man die retardierte Green’sche Funktion des Helmholtz-Operators
im Vakuum, d. h. diejenige Lésung G von

AyG(x7 y) + K2G(x7 y) = _6$7 (28)

welche die Abstrahlbedingung (2.4) erfiillt. Mit Hilfe dieser Funktion, die gerade
durch die Kugelwelle (2.7) gegeben ist, ldsst sich mit der Darstellung

Ys(z) = 6:(y) ¥s(y) dy

R3
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durch Einsetzten von (2.8) die Gleichung

o) = [ Glaay) S0 0l dy

fiir das Streufeld und damit (2.5) fiir das Gesamtfeld herleiten. Das hier dargeleg-
te Prinzip, dass jeder Punkt des Streuobjekts als Emittent einer Kugelwelle (2.7)
aufgefasst werden kann, nennt man auch das Huygens-Fresnel’sche Prinzip [BW99,
Abschitt 8.2].

Unter der Bedingung ||G|| < 1 ist der lineare Operator id — Gy invertierbar, und der
inverse Operator ist gegeben durch die Neumann-Reihe

(id—Gp) =) Gy
=0

die in diesem speziellen Fall auch hdufig Born-Reihe genannt wird. Das Feld v lasst
sich folglich im konvergenten Fall darstellen als

)= (id—Gp) i =D G, (2.9)
=0

wobei die Anwendung von Q’ﬁf als [-fache Streuung der einfallenden Welle gedeutet
werden kann [BW99, Abschitt 13.1.4]. Daran erkennt man unmittelbar, dass die
Beziehung zwischen Streuobjekt f und resultierender Welle ¢ nichtlinear ist.

2.2 Wellenoptik

Bei der Kirchhoff’schen Beugungstheorie, die in diesem Abschnitt angewandt wird,
betrachtet man Wellen, die eine feste Ausbreitungsrichtung w € 82 haben und sich
in dieser Richtung von einer Ebene zur néichsten weiterbewegen. Um eine Welle
vollstdndig zu beschreiben, geniigt es, zu jedem (signierten) Abstand A € R die
zweidimensionale Wellenfunktion wuy(w,:) = s, () anzugeben, wobei J()(w) =
Aw + wt die um Aw verschobene Hyperebene senkrecht zu w darstellt. Die prizise
Definitionsgleichung fiir u)y lautet

up(w,v) = p(Aw +v), vew. (2.10)

Die Verianderung einer Welle beim Ubergang von einer Ebene zur nichsten wird im
Rahmen der Nahfeld-Approximation [BW99, Abschnitt 8.3.3] beschrieben durch den
Fresnel-Propagator oder das Fresnel’sche Beugungsintegral

Byu(w,v) = /L ba(w,v —t)u(w,t)dt

= by %y u(w,v), vEw (2.11)
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mit
__t RE W2
by(w,v) = s exp( ] ), (2.12)

wobei A den Abstand zwischen den beiden Ebenen darstellt. Zur Definition der Fal-
tung %, siehe (A.24). Der Faltungskern by wird auch als PSF (engl. point spread
function) des Beugungsoperators bezeichnet. Mit Hilfe funktionentheoretischer Me-
thoden (vgl. [Jon03]) lasst sich zeigen, dass die Fourier-Transformierte F,by beziig-
lich der Variablen v € w (vgl. (A.15)) gegeben ist durch

1 i
Fobr(w,v) = o e exp ( ~ 5 \1/\2). (2.13)

Diese Fourier-Darstellung einer PSF wird haufig als CTF (Engl. contrast transfer
function) bezeichnet. Mit dem Faltungssatz (A.20)

FoByu(w,v) = 2nF,by(w, v) Fyu(w, v)

und der aus (2.13) folgenden Identitét |2mwF,by| = 1 ergibt sich daraus unmittelbar
[FoBrull 2@ty = [Foullr2@ry, was nach der Parseval’schen Gleichung bedeutet,
dass By die Gesamtintensitét [|u|?, (wt) Ciner Welle nicht veréndert.

Im idealisierten optischen System eines Elektronenmikroskops sind sdmtliche opti-
sche Elemente, die Einfluss auf die Elektronenwelle nehmen, in Ebenen angeordnet.
In Abbildung 2.2 sind die Abstéinde Ag, Ap und Ap skizziert, die im Verlauf dieses
Abschnitts eine Rolle spielen. Dabei beziehen sich diese Abstédnde jeweils auf die
Linsenebene, an welcher die Streutheorie im spéteren Abschnitt 2.4.1 endet und die
in diesem Abschitt behandelte Wellenoptik beginnt. Desweiteren bezeichne u, die
an der Hyperebene H), ankommende Welle, wiahrend u;f die von H) ausgehende
Welle symbolisiert.

Beginnend mit einer Wellenfunktion u; in der Linsenebene (A = 0), ldsst sich mit
Hilfe der Fourier-Optik zeigen, dass sich die Wirkung der Linse auf die Welle u in
guter Ndherung als Multiplikation

1K
2\B

+

ug (w,v) = exp ( |U\2) ug (w, v)

mit einem komplexen Phasenfaktor beschreiben ldsst [Goo05, Abschnitt 5.1]. Den
Ubergang zur darauf folgenden Blendenebene liefert der Beugungsoperator By:

- _ +
Uy, = Bygug -

Die Blende wiederum lisst die Welle innerhalb der Offnung unverindert und absor-
biert sie im restlichen Bereich, was sich beschreiben lasst als Multiplikation mit der
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Objekt

Y Ui+ s Linse Blende

einfallende transmittierte

Welle Welle Detektorschirm

Abbildung 2.2 — Skizze des idealisierten optischen Systems im TEM. Die einfallende
ebene Welle wird durch das Objekt gestreut, durchliuft das Linsen-
Blenden-System und trifft auf den Detektor.

charakteristischen Funktion yp der Blendentffnung;:

u';B = XB u;B.
SchliefSlich pflanzt sich die Welle zum Detektor fort, der sich im Abstand Ap — Ag
zur Blende befindet. Dieser Vorgang wird erneut mit Hilfe des Beugungsoperators
dargestellt:

— T = +

u=uy = B,\D_)\Bu/\B.

Trifft man nun die vereinfachenden Annahmen, dass die Blende zum einen in der
Brennebene der Linse liegt und zum anderen kreisférmig ist, so ergibt sich insgesamt

fiir die Wirkung des optischen Systems (zur Herleitung siche Anhang B.1)
u(w,v) = h(v) (po *v uo)(w, m™'v), (2.14)

wobei m > 0 der Vergréflerungsfaktor der Optik ist und der von v abhéngige Vor-
faktor h sowie die Optik-PSF po definiert sind durch

_ b k(s +Ap) R
h(v) gm e exp <2()\D ~n) ] > (2.15)
und
7 . A )
Fopo(w,v) = - m~72 e exp (TKSMQ) Xrs (|V]) eizn (V) g—ze(I]) (2.16)
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Die Funktion x,, ist hierbei die in (B.7) beschriebene skalierte charakteristische
Funktion der Blende, und die letzten beiden Faktoren in (2.16) stellen Korrektur-
terme dar, welche eingefiihrt werden, um Linsenfehler und Abweichungen vom Ideal
einer perfekten Elektronenquelle zu beriicksichtigen. Details hierzu finden sich in
[HK94, Abschnitt 65].

2.3 Detektion eines Elektrons

Der bisherige Teil, in dem die Verinderung einer Welle auf dem Weg durch das
Mikroskop behandelt wird, betrachtet nur ein einzelnes isoliertes Elektron, denn
nach den Gesetzen der Quantenmechanik wird durch die Wellenfunktion der Zu-
stand eines Teilchens beschrieben, der mit dem umgebenden System interagiert.
Durch Anwendung eines Messungsoperators kann daraus eine Wahrscheinlichkeits-
aussage iiber den Wert einer bestimmten physikalischen Messgrofie getroffen wer-
den, die diesem Operator entspricht. In unserem Fall ist u(w,-) die Einschrinkung
einer Wellenfunktion auf die Detektorebene H, (w). Daher beschreibt die Intensitdit
I(w,v) = |u(w,v)|? die Dichtefunktion der Wahrscheinlichkeit, dass das betrachtete
Elektron an der Stelle v durch die Ebene dringt. Die Aufteilung des zweidimensio-
nalen Detektors in Pixel D; fiihrt zu den diskreten Wahrscheinlichkeiten

pj = P[Elektron trifft auf Pixel D;] = / Idv = |Dj|I(w,vj), (2.17)

J

wobei v; der Mittelpunkt von Dj; ist. Um nun aus einzelnen Realisierungen eine
Né&herung an die Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmen zu kénnen, muss eine
hinreichend grofie Zahl von Realisierungen vorliegen. Die Probe wird also mit einer
gewissen Dosis NV an Elektronen bestrahlt, die in den einzelnen Detektorpixeln, auf
welche sie treffen, gezéhlt werden. Ist hierbei nj, die Anzahl der Pixel und n = N/n,,
die Zahl der Teilchen, die anteilsméflig auf ein einzelnes Pixel entfallen, so gehorcht
die Wahrscheinlichkeit, in der tatsédchlichen Messung | Elektronen am Pixel j zu
zéhlen, einer Poisson-Verteilung

N,
P(Z;=1)= e (2.18)

mit Erwartungswert und Varianz \; = np;. Dies zeigt, dass sich die Standardabwei-
chung in Relation zum Erwartungswert wie O(n~"?) verhiilt und damit das Bildrau-
schen im Verhéltnis zum Signal mit zunehmender Elektronendosis abnimmt. Es ist
also im Hinblick auf die Bildqualitét vorteilhaft, die Probe mit moglichst vielen Elek-
tronen zu bestrahlen. Aus praktischen Griinden sind der Gesamtdosis jedoch enge
Grenzen gesetzt [Lut06], so dass Bilder in ET-Messreihen typischerweise ein star-
kes Rauschen aufweisen. Letztendlich lésst sich ein EM-Bild nach entsprechender
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Normierung als eine Intensitéitsverteilung I = |u|? auffassen, die mit Poisson- und
Gauf’schem Bildrauschen belegt ist [SDCC04].

2.4 Approximationen

Prinzipiell wére es nun mdoglich, die Bausteine aus den Abschnitten 2.1 bis 2.3 zu-
sammenzusetzen, um ein vollsténdiges Modell fiir den Zusammenhang zwischen einer
Kontrastfunktion f und der resultierenden Intensitdt I am Detektor zu erhalten. Da
jedoch sowohl bei der Streuung als auch bei der Detektion nichtlineare Ausdriicke
auftreten, wére dieses Modell zu komplex zur Entwicklung von effizienten Losungs-
verfahren fiir das inverse Problem. Eine Linearisierung ist in jedoch beiden Teil-
problemen moglich fiir den Fall, dass das betrachtete Objekt ein schwacher Streuer
ist.

2.4.1 Linearisierung der Streuung

Die abstrakte Bedingung der schwachen Streuung schlégt sich zuallererst in der For-
derung |G|l < 1 nieder, die fiir die Losungsformel (2.9) unerlésslich ist. Ersetzt man
diese Minimalbedingung durch ||G¢|| < 1, so lésst sich die Losungsformel approxi-
mieren durch die Linearisierung

= G ~ U+ G, (2.19)
=0

welche auch bekannt ist unter dem Namen Born-Approzimation erster Ordnung
[BW99, Abschnitt 13.1.4]. Physikalisch kann die Vernachlissigung der Terme hohe-
rer Ordnung dahingehend gedeutet werden, dass jedes Elektron hochstens einmal
am Objekt gestreut wird und somit das Material fiir Elektronenstrahlung nahezu
transparent ist. Offenbar ist die Durchlédssigkeit umso geringer, je mehr Streuzen-
tren vorhanden sind, d. h. je grofler Dichte und Ordnungszahl des Materials sind
und je dicker die Probe ist. Wahrend in den Materialwissenschaften héufig Metalle
und sonstige schwere Nuklide untersucht werden, bei denen Mehrfachtstreuung nicht
ausgeschlossen werden kann, kommen bei organischen Materialien in biologischen
Anwendungen typischerweise nur leichte Atome vor, so dass dort von schwacher
Streuung ausgegangen wird. Zudem nimmt die Transparenz nahezu aller Materiali-
en mit wachsender Wellenzahl zu, weshalb ein TEM generell mit hohen Beschleu-
nigungsspannungen (iiber 100 kV) betrieben wird. Eine quantitative Bedingung fiir
die Giiltigkeit der Born-Approximation findet sich in [KS01, Abschnitt 6.2.1], Feh-
lerabschitzungen werden in [Nat04] hergeleitet.

Um einen Ubergang zur Wellenoptik zu schaffen, wird nun die gleiche 2d-Geometrie
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eingefiihrt, die sich an der Ausbreitungsrichtung w orientiert. Dazu sei in Anlehnung
an (2.6) der Streuoperator definiert durch

Uf(w,v) =k | Gsw+uv,y)e™ Y f(y)dy. (2:20)
R3

Dieser liefert im Rahmen der Born-Approximation wegen
ws — w — wl — gfwl — /RS G(’y) eiH<UJ7y> f(y) dy

fiir gegebenes f und festes w das auf die Linsenebene 3y (w) = Asw + w' einge-
schriinkte Streufeld 15. Analog zum Projektionssatz (A.28) fiir die Rontgen-Trans-
formation lésst sich fiir diesen Operator eine Darstellung im Frequenzraum ange-
ben, die unter dem Namen Propagationssatz bekannt ist [NWO01, Theorem 3.1]. Fiir
|v| < K gilt die Darstellung

Folf(w,v) =irx?(m/2) 2 ePsa Do () "L f ((a(v]) — k)w + V), (2.21)

wobei a(s) = (k? —s?)"2. Prinzipiell ist es moglich, basierend auf dem Propagations-
satz den Operator U zu invertieren, indem man analog zur Herleitung der Inversi-
onsformel fiir die Rontgen-Transformation vorgeht (vgl. [Nat86, Theorem 2.1]). Fiir
den 2d-Fall gelang dies bereits 1982 [Dev82], jedoch gibt es bis dato fiir die dreidi-
mensionale Transformation kein vergleichbares Ergebnis. Aus diesem Grund wird als
weitere Approximation das Argument von f geméB a(|v|) = k vereinfacht. Im Ergeb-
nis erhilt man aus (2.21) aufgrund des Projektionssatzes (A.28) die ndherungsweise
Identitét N N
Fl(a(v]) = k) + v) ~ () = (27) 2 F, P f(w,v)

mit der 3d-Rontgen-Transformation
Psf(w,v) = /R fOw +v) dA, (2.22)
so dass sich letztendlich der vereinfachte Propagationssatz
Folf(w,v) ~ “;2 e MDa(ly|) " F, Py f(w,v)

ergibt. Durch Anwendung der inversen Fourier-Transformation und des Faltungs-

satzes ergibt sich damit fiir das Streufeld uso = ’Lﬂs’g{AS in der Linsenebene die
Darstellung
uso =Uf = psxy Psf (2.23)
mit
ik i 1
fvps((.U,l/) - 47 e Sa(‘yl)a(‘y‘)_ : (2'24)
7r

In diesem vereinfachten Modell ist also das Streufeld bis auf eine Phasenkorrektur
durch die Streu-PSF pg identisch mit der geradlinigen Projektion der Kontrastfunk-
tion entlang der Ausbreitungsrichtung w der Elektronen.
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2.4.2 Linearisierung der Intensitdt

Bereits bei der allgemeinen Formulierung des Streuproblems wird die Gesamtwel-
le als die Summe aus einem ungestreuten und einen gestreutem Anteil betrachtet.
Die Born-Approximation im vorangehenden Paragraph geht von einem schwachen
Streufeld aus, und die Beugung im optischen System moduliert lediglich die komple-
xe Phase, nicht die Amplitude (den Absolutbetrag) der beiden Teilwellen. Folglich
gilt auch fiir den Anteil der gestreuten Welle am Detektor, dass dieser im Vergleich
zum ungestreuten Anteil klein ist. Die Gesamtintensitéit ldsst sich somit unter Ver-
nachlissigung des quadratischen Streuterms |ug|? approximieren durch

I = |u; + us|* = ui]* + 2Re(Tus). (2.25)

2.4.3 Behebung der Unterbestimmtheit

Eine typische Schwierigkeit bei Beugungsproblemen stellt die Tatsache dar, dass
Phase und Amplitude einer Welle nie gleichzeitig gemessen werden kénnen. Wie
in Abschnitt 2.3 erortert, kann lediglich die Gesamtintensitit ndherungsweise be-
stimmt werden. Im Hinblick auf das spéater betrachtete inverse Problem liegt also
zur Rekonstruktion der gesuchten komplexen Grofe f lediglich eine reelle Messgrofie
I vor, d. h. das Problem ist unterbestimmt, solange weder zusétzliche Annahmen an
die Kontrastfunktion noch das Vorliegen zusétzlicher Daten vorausgesetzt werden
konnen. Die Generierung zusétzlicher Daten, beispielsweise durch Variation der Ab-
bildungsbedingungen [MDB09], ldsst sich wegen der Beschrankung der Gesamtdosis
bei organischem Material bisher nicht realisieren, da bereits bei einer relativ gerin-
gen Elektronendosis merkliche Schéden an der Probe zu verzeichnen sind [Lut06].
Stattdessen hat sich die Annahme eines konstanten Amplitudenkontrastverhéltnisses
(ACR, engl. amplitude contrast ratio)

Im(f) = pRe(f) (2.26)

in den Biowissenschaften durchgesetzt. Der Wert der Konstanten p ist a priori unbe-
kannt und muss entweder durch Schitzung festgelegt oder aus den Daten bestimmt
werden [ZPSF97]. In Kapitel 4 wird der Einfluss dieses Parameters auf die Qualitéit
der Rekonstruktion untersucht. Es stellt sich heraus, dass erst bei grober Uberschéit-
zung des Wertes gravierende Auswirkungen in Form von Artefakten festzustellen
sind, so dass eine ungefahre Schitzung als ausreichend erachtet werden kann.

2.5 Gesamtmodell der Erzeugung eines Einzelbildes

Die Bausteine, die in den vorangehenden Abschnitten entwickelt wurden, kénnen
nun zu einem Gesamtmodell fiir die Erzeugung eines Bildes im Elektronenmikro-
skop zusammengefiigt werden. Innerhalb der Linsenebene H)(w), der Schnittstelle
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zwischen den Abschnitten 2.1 und 2.2, ergibt sich ein Gesamtfeld
up(w, v) = P(Asw +v),

das in einen ungestreuten Anteil u;o und einen gestreuten Anteil ug o zerfallt. Fiir
ersteren ergibt sich aus (2.3) die konstante Funktion

i (w,0) =t (Asw + v) = eirlndsrt) = s,

Zur Bestimmung des ungestreuten Feldes am Detektor ist nach (2.14) die 2d-Faltung
PO *u Ui zu berechnen, die sich schreiben lésst als

PO *y ui,O(wv ’U) = ei’f)\s /L po (wa v — t) e_i<07t> dt = 27T€iﬁ/\s fvpo (wv 0)
w

Der ungestreute Anteil am Detektor ist somit

ui(w,v) = h(v)(po *v uig)(w, m™ ') (nach (2.14))
= 27h(v) €S Fypo(w, 0)
- _Qim_l/Qh(v) (nach (2.16)).

Das Streufeld am Detektor ergibt sich, indem man die Formel (2.14) fiir die Wirkung
der Optik auf das Streufeld (2.23) anwendet:

us(wa U) = h(“)(PO *u U’S,O)(w7 m_lv)

= h(v)(PO *y PS *v P?)f)(wa mil ) (227)

Um die Skalierung des zweiten Arguments zu umgehen, wird statt f die (isometrisch)
dilatierte Kontrastfunktion

fm(x) = D" f(z) = m™ " f(m " x)
betrachtet. Unter Ausnutzung der Vertauschungsrelationen von D™ mit der Faltung
und der Rontgen-Transformation (siche Anhang B.2) ergibt sich fiir den Zusam-
menhang zwischen der Kontrastfunktion f, und dem Streufeld am Detektor die
Gleichung
Us(wa ’U) = mil/Qh(v)(p *y P3fm)(w7 v)a
wobei die komplexe PSF des Gesamtsystems gegeben ist durch
p(w7 ’U) = m72p0 *v PS(W, milv)'
Im Frequenzraum gilt zunéichst nach Satz A.2 g) fiir Dilatationen, dass
]:vp(w’ V) = m_lvaT(po *y pS)(Wv V)
= m_lpql/m}—v (pO *u pS)(w> V)
= Fu(po *v ps)(w, mv),
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wobei D, die 2d-Dilatation bzgl. der Variablen v ist. Verwendet man nun die Dar-
stellungen (2.16) und (2.24) der beiden CTFs, so lisst sich die Gesamt-CTF explizit
angeben als

Fup(w,v) = Xqo.5) (1)) o([v]) €2 (2.28)
mit
KTB
= m’
_ ’ﬁ 1/2 —1 _—ze(ms)
o(s) = 5 m"* a(ms) "t e,

(ms)?

a(s) = Ag (a( s)— K+ P ) + zp(ms).
Daraus ergibt sich mit der Linearisierung ( 5) fiir die Intensitét
I(w,v) = 4m~ ()2 + 2|h(v)|* Re(2im ™! (p #y Ps fin)(w, v))

— 4m ™~ () (1 - Im((p o ngm)(w,v))>

_ m*2(1 — Tm((p ngm)(w,v))), (2.29)

da |h|? = (4m)~! nach (2.15). Um den Imaginirteil-Ausdruck aufzulésen, werden p
und f,,, in Real- und Imaginérteil aufgespalten, wodurch sich unter Verwendung der
Annahme (2.26) eines konstanten ACR die Gleichung

P *y PSfm = (Rep + iImp) *y ((1 + iN)P3(Refm))
= ((Rep — pImp) + i(Imp + pRep)) *, P3(Refm) (2.30)

ergibt. Damit ldsst sich schliefllich das folgende lineare Gesamtmodell der Bilderzeu-
gung aufstellen.

2.1 Satz
Sei fre = Refy, die dilatierte Phasenkontrastfunktion und

Py =Imp+ pRep (2.31)

die Gesami-PSF des Modellsystems bei konstanter ACR. Dann gilt fiir die Daten-
funktion g(w,v) = 1 — m?I(w,v) die Darstellung

g(w7 U) = Pu *v P?)fre(wa ’U). (232)

Dabei lisst sich die PSF p,, im Frequenzraum schreiben als CTF

Fopu(w,v) = (2m) " xpo,r (V1) 0u(v]) sin (au(|v])) (2.33)
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KTB

R (2.34)
MAB
0u(s) = m?K2(1 + 1) 7% a(ms) L e (ms), (2.35)
ms)?
a,(s) = As <a(ms) - Kk+ (2n)> + zp(ms) + arctan(p). (2.36)

Beweis: Die Behauptung bzgl. der Datenfunktion ergibt sich unmittelbar aus
(2.29) und der Identifikation des Imaginérteils in (2.30) als (Im p+pRe p)*, Ps(Re fi)-
Zum Beweis von (2.33) verwendet man die Eigenschaft der Fourier-Transformation,
gerade reellwertige Funktionen auf gerade reellwertige Funktionen abzubilden (Satz
A.2 ¢)). Daraus folgt sofort, dass die Aufteilung von p in Real- und Imaginérteil bei
Fourier-Transformation erhalten bleibt, d. h.

Re(Fup) = Fo(Rep), Im(F,p) = F,(Imp).

Es ergibt sich nach der Definition (2.28) der komplexen CTF

Im(F,p) + pRe(F,p) = (27) " xjo sy (1) e(Iv) (sin (a(lv)) + prcos (au(|v)) ).
SchlieBlich liefert die trigonometrische Identitét

sin(¢) + pcos(¢) = (1 + p?)/?sin (¢ + arctan(p))

die Behauptung. O

Bemerkung: Die im Frequenzraum definierte PSF (2.33) ist nach Satz A.2 d)
auch im Ortsraum rotationssymmetrisch, sie hiangt also nicht von der Richtung w
ab. Im speziellen bedeutet dies physikalisch, dass der Fokus im gesamten Bereich
der Probe unabhéngig von deren Ausrichtung konstant ist. In der Realitét gibt es
jedoch Abweichungen von dieser Idealisierung, welche mit Bildverarbeitungsmetho-
den aus den Daten geschétzt werden kénnen [WTO03, ZPSF97]. Der sich daraus
ergebende variable Fokus wiirde sich hier in einer PSF niederschlagen, die eine tat-
sichliche Abhéngigkeit von w aufweist und zudem nicht verschiebungsinvariant ist.
Der Einfachheit halber kommt in dieser Arbeit das Modell mit konstantem Fokus
zur Anwendung. 0

Nachdem die recht aufwindige mathematische Modellierung der Bilderzeugung im
Mikroskop abgeschlossen ist, steht nun die Frage an, wie dieses Modell erweitert
werden kann, um einen Zugang fiir tomographische Methoden zu ertffnen. Welche
Moglichkeiten mathematisch sinnvoll und praktisch umsetzbar sind, erortert der
folgende Abschnitt.
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Abbildung 2.3 — Lage der Ebenen im Raum bei den verschiedenen Tiltschemata.
Links: Single-axis. Mitte: Dual-axis. Rechts: Konischer Tilt. Bild-
quelle: [LCB*05].

2.6 Variation der Objektausrichtung

Bisher war die Einfallsrichtung w € 82 stets eine Konstante innerhalb der Herleitung
eines mathematischen Modells fiir die Entstehung eines einzelnen EM-Bildes. Um
aus solch einer 2d-Information die Phasenkontrastfunktion fr. mit tomographischen
Verfahren rekonstruieren zu konnen, wird w variiert, d. h. das Objekt wird aus ver-
schiedenen Richtungen bestrahlt. Dabei werden im Gegensatz zur CT nicht Strah-
lungsquelle und Detektor um das Objekt gefithrt, sondern das Objekt relativ zur
festen optischen Achse (=Elektronenstrahlrichtung) des Mikroskops rotiert. Da die
Lange des Strahlenwegs und damit die Absorption innerhalb der Probe mit wach-
sender Neigung zunimmt, kénnen nur bis zu einem maximalen Drehwinkel Daten
aufgenommen werden. Technisch realisieren lassen sich bis dato folgende Abtastkur-
ven:

e Single-Axis-Tilt: Bei dieser einfachsten Variante wird die Probe um eine Achse
gedreht, die senkrecht auf der optischen Achse steht. Da Single-Axis-Proben-
halter zur Standardausstattung eines tomographiefihigen TEM gehoren, ist
diese Art der Abtastung am weitesten verbreitet. Die Richtungen w durchlau-
fen hier die Kurve

T = {w = (0,5in(9),cos(9)) € 82| =¥ <9 <y },

und die Menge, auf der die Daten vorliegen, lésst sich darstellen als Tangenti-
albiindel von I'g,,
Tea = {(w,v) |w € Tga, v €wt }.

o Multi-Axzis-Tilt: Bei dieser Methode werden mehrere Single-Axis-Messreihen
mit unterschiedlichen Drehachsen nacheinander ausgefiihrt. Sie eignet sich vor
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allem fiir robustere Proben (in Kunstharz) [XDGS07], da bei gleicher Dosis pro
Bild die Gesamtdosis auf ein Vielfaches steigt. Mathematisch gesehen unter-
scheidet sich diese Methode nicht vom Single-Axis-Tiltschema, da jede einzelne
Tilt-Serie isoliert betrachtet werden kann.

o Konischer Tilt: Die Probe wird zuerst um einen festen Winkel 9y gedreht und
anschliefend in der Ebene des Probentriigers rotiert. Die zuldssigen Richtungen
w beschreiben somit eine Kurve

Ter = {w = (sin(do) sin(¢), sin(dg) cos(¢), cos(¥p)) |0 < ¢ < 27 }.

Die Geometrie der resultierenden Transformation ist komplizierter als bei Single-
Axis, da sie nicht mehr ohne weiteres auf zwei Dimensionen reduziert werden
kann (vgl. Lemma 2.2). Erste Ergebnisse in Form von lokalen Rekonstrukti-
onsalgorithmen und mikrolokaler Analysis finden sich in [QBCO08].

Im folgenden Abschnitt wird die Single-Axis-Abtastung ndher untersucht, die in den
beiden erstgenannten Féllen auftritt. Die entsprechende Roéntgen-Transformation
mit variabler Richtung ist gegeben durch

Peaf(w,v) = /Rf()\w +u)d),  (w,v) € Tea.

2.7 Mathematische Untersuchung des Vorwartsmodells

Vor der Umformung des Gesamtmodells in eine Operatorform wird die Rontgen-
Transformation in einer Form parametrisiert, die sich als mathematisch giinstig er-
weist. Fixiert man die erste Komponente von x € R3, so lisst sich Py, auffassen als
2d-Transformation bzgl. der beiden {ibrigen Komponenten, wie das folgende Lemma
zeigt.

2.2 Lemma
Fir f € S(R3) mit fs = f(s,-), s € R gilt

’Psaf(wy U) = P2fs(0> b)
mit w = (0,0) und v = (s,b).

Beweis: Da sich offenbar jedes w € Ty, schreiben liisst als w = (0, 6) mit 6 € 8 ist
die erste Komponente v; = s von v € w' beliebig, und die beiden restlichen bilden
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einen Vektor b € #+. Es folgt
Paf (w,0) = / F(M0,0) + (5.)) dA
R
:/f(s,)\H—i-b)d)\
R

= PQfs(a’ b)

O

Obiges Lemma zeigt, dass die Rontgen-Transformation Ps, eigentlich nur eine 2d-
Transformation ist und die x;-Koordinate als Funktionsparameter aufgefasst werden
kann. Diese Tatsache ldsst sich dadurch beriicksichtigen, dass der Bildraum mit eben-
dieser Struktur ausgestattet und fortan die dquivalente Transformation P untersucht
wird. Um die zweidimensionale Theorie aus Abschnitt 1.3 anwenden zu konnen, sei
hier uneingeschrankter Tilt vorausgesetzt.

2.3 Definition
Sei X = L*(R3) und Y = L?(T), wobei

T=RxT?={(s,0,b)|seR, 68, bebt} (2.37)
das dreidimensionale Single-Axis- Tangentialbiindel ist. Der Operator
P:XDD(P) —Y,

(2.38)
P(s.0,b) = /Rf(s,)\Ger) A\ = Paf,(6,b)

sei als Single-Azis-Rintgen- Transformation (SA-RT) bezeichnet. Thr Definitionsbe-
reich ist der Schwartz-Raum D(P) = S(R3). O

Die Darstellung der AbschliefSung ldsst sich vom 2d-Fall in Lemma 1.40 iibertragen.

2.4 Satz
Der Operator P ist abschlieSbar mit

DP) = {f € L*(R*)|[¢|"/*f € L*(R?) fiir f. a. s € R}.

Beweis: Zuniichst wird gezeigt, dass der Graph G(P) abgeschlossen ist. Sei dazu
{fu}n eine Folge in D(P) mit f, — f € X und Pf, — g € Y. Zu beweisen ist, dass
f€D(P)und Pf = g.

Fiir f. a. s € R gilt per definitionem f,, s € D(P2). Damit folgt aus f, s — fs € L?(R?)
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undE frns — gs € L?(T?) wegen der Abgeschlossenheit von Py, dass fs € D(P2)
mit Ps fs = gs. Dies impliziert die Abgeschlossenheit des Graphen von P.

Ist desweiteren f € D(P), so gibt es mit dem gleichen Argument wie in [Sol76,
Theorem 3.4.] eine Folge in S(R?) mit f,, — f und Pf,, — g. Somit lisst sich jede
Folge in G(P) sich durch eine Folge in G(P) approximieren.

Schliefllich folgt mit [Sol76, Lemma 3.1.], dass S(R?) C D(P), d. h. P ist eine
Erweiterung von P. O

Eine Reihe weiterer Darstellungen und Eigenschaften, die fiir Py gelten, konnen mit
der gleichen Technik der Fixierung von s auf P iibertragen werden. Der folgende
Satz, auf dessen Beweis hier verzichtet wird, fasst die wichtigsten zusammen.

2.5 Satz (Eigenschaften und Inversionsformel der SA-RT)
Die Single-Axis-Rontgen- Transformation erfillt folgende Eigenschaften:

a) D(P) liegt dicht in X.
b) P ist injektiv.
c) Ist f(s,-) € L*(R?), so gilt der Projektionssatz
FyPf(5,0,8) = (2m) *F. f (5, 6)
fir alle 0 € 81+ und fast alle B € 6+.

d) Der adjungierte Operator P* :Y D D(P*) — X ldsst sich darstellen als

Prg(s,z) = / 95,0, Tp2) 40 = P3u(2) (2.39)
81

+

mit lpz = z — (z, 0)0 und
D(P*) = {g € L*(T)||8]"/*Fogs € L*(T?) fir f. a. s € R}. (2.40)
Im Frequenzraum nimmt der adjungierte Operator die Form
F.Pg(s,¢) = (2m)7I¢) ™ Fog(s, ¢, Q) (2.41)
an, wobei f derjenige Finheitsvektor senkrecht zu ¢ ist, der in 8_1F liegt.

e) Fiir f € D(P) und g = Pf gilt die Inversionsformel

f=@mn) AP (2.42)
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mit
FAZS (s, Q) = [CI*Ff(s,Q), Fohig(s,0,8) = |B"Fog(s,0,5).  (243)
Ist entsprechend g € D(P*) und f = P*g, so lautet die Inversionsformel
g = (2m) 'APAY . (2.44)
f) Die Translationsoperatoren
T f(s,w) = f(s,z2—w),  T?g(5,0,b) = g(s,0,1lpz — b) (2.45)
erfiillen fiir jedes z € R? die Vertauschungsrelation
Tip* = P72,
Zudem kommutiert P* mit dem Translationsoperator
T29(0,0,b) = g(s — 0,0,b). (2.46)
Mit Hilfe dieser Transformation lsst sich das gesamte Single-Axis-Vorwértsmodell

in Operatorschreibweise zusammenfassen. Zur Verbesserung der Lesbarkeit wird fol-
gende Festlegung getroffen.

Notation: Ab jetzt bezeichne P die Abschlieffung der Single-Axis-RT und f statt
fre den dilatierten Phasenkontrast.

2.6 Definition (Modelloperator der ET)
Der stetige selbstadjungierte Faltungsoperator C sei definiert durch

C: LQ(‘I)—>L2 (7),

(2.47)
(5.0.D) // —,0,b— ) g(0,6, 8) dBdo,
oL
k#(sveab) :pp(w,v), W = (079)7 v = (Sab)‘ (248)
Der unbeschriankte Operator
A=CP:XD>DA —Y (2.49)

mit Definitionsbereich
D(A) = D(P) = {f € L*(R®) | |¢|~ 2}, € L*(R?) fiir f. a. s € R},

sei bezeichnet als Modelloperator der Single-Axis-Elektronentomographie. Mit ihm
lasst sich die Datengleichung (2.32) in die simple Form Af = ¢ bringen. Nach
Korollar 1.13 ist der adjungierte Modelloperator gegeben durch

A* =P*C.
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Der stetige Operator C besitzt eine Pseudoinverse, die sich explizit angeben lésst.

2.7 Lemma
Die Pseudoinverse C' ist ein Faltungsoperator mit Kern k:L, welcher die Gestalt

kL(s,G,b) :pL(w,), w=1(0,0), v=_s,b),
-1
Folw,v) = m) x5 (1¥1) (2u(I1) sin (a(1v) )

besitzt, wobei die Funktionen o, und o, sowie die Konstante R in Satz 2.1 definiert
sind.

Beweis: Die Normalgleichung nimmt aufgrund der Selbstadjungiertheit von C und
der Darstellung (2.33) unter Fourier-Transformation bei verkiirzter Schreibweise die
folgende Gestalt an:

0=F,C(Ch—g)
= X[o,r) 0 Sin(ayu) Fy(Ch — g) (nach (2.33))
= Xo,r)] Ou Sin(y,) (X[()’R] op sin(ay,)Foh — Fug).

Sie ist offenbar genau dann erfiillt, wenn der Klammerausdruck fiir fast alle v = (o, )
mit |v| < R verschwindet. Damit hat jede Losung h der Normalgleichung die Form

Fohlov) = (oull) sin (au(v) ) Fogleov), vl <R

wobel w = (0, ). Der Klammerausdruck in dieser Definition verschwindet lediglich
auf einer Nullmenge und liisst sich daher im Sinne von L2-Funktionenklassen in-
vertieren. Wegen Gleichung (A.5) besitzt unter allen Losungen diejenige minimale
Norm, welche fiir |v| > R verschwindet. O

Zuletzt wird eine Vertauschungsrelation fiir C bewiesen, die zusammen mit der ent-
sprechenden FEigenschaft von P in einer Vertauschungsrelation fiir den Modellope-
rator A resultiert.

2.8 Lemma
Die Translationsoperatoren TY und T2 aus Satz 2.5 f) erfillen die Vertauschungs-
relationen

TIC=CT,  TAC=CTA
Damit gilt fir den Modelloperator A die Relation

7;07;1./4* — .A*7;07;2
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Beweis: Die erste Aussage folgt mit k,(s,0, —b) = k,(s,0,b) = k,(—s,0,b) durch
einfache Umparametrisierung des Faltungsintegrals. Die Vertauschungsrelation fiir
A ergibt sich aus der Kombination der Relationen fiir C und P*. O
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Kapitel 3

Rekonstruktionsverfahren zur ET

3.1 Vereinfachtes Modell ohne Faltung

In diesem Abschnitt wird das Verfahren der approximativen Inversen zunéchst auf

das vereinfachte Modell A = P(= P) angewandt, das die Faltung mit der CTF (2.33)
nicht beriicksichtigt. Da dieser Operator fiir fixiertes s € R nach Lemma 2.2 mit der
2d-Rontgen-Transformation iibereinstimmt, kénnen die Ergebnisse aus Abschnitt 1.3
zum Rekonstruktionsverfahren und zur Regularisierung analog iibertragen werden.
Als Definitions- und Bildriume werden wiederum die Hilbertriume X = L?(R3) und
Y = L?(T) betrachtet.

3.1.1 Rekonstruktionsformel und -algorithmus

Das Hilfsproblem zur Bestimmung eines Rekonstruktionskerns v, € Y zur Approxi-
mation von P lautet

P(P*pi —07) =0 (3.1)
mit einem zuvor festgelegten Mollifier 57 € X. Mit den Darstellungen von P bzw. P*
ldsst sich das Problem (3.1) durch Fixierung der ersten Komponente o in (,6,b) € T
bzw. (0,¢) € R3 umschreiben zum entsprechenden 2d-Problem. Das folgende Lemma
prézisiert diese Aussage.

3.1 Lemma
Seien f,(¢) = f(0,¢) und g-(6,b) = g(0,0,b) fir f € L*(R3) und g € L*(T). Dann
ist (3.1) dquivalent zu

PP, — 0L,) = 0.

Fir die zugehorige approrimative Inverse PV gilt die Darstellung

Pg(z) = /R (Gos 07 ) 1252 o,

d. h. sowohl das Hilfsproblem als auch die Rekonstruktionsformel reduzieren sich auf
den 2d-Fall.
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Beweis: Aus den Darstellungen (2.38) und (2.39) folgt unmittelbar die erste Aus-
sage. Die Rekonstruktionsformel ergibt sich geméfl

73"/9( ) g’ @Zﬂ L2

/// (0,0,b)¢)(0,0,b)dbd0 do
81 0L

= /(gg, ¢2,0>L2(72) do.
R
O]

Diese Rekonstruktionsformel lédsst sich unmittelbar in der folgenden kontinuierlichen
Form als Algorithmus umsetzen. Eine Diskretisierung der einzelnen Berechnungs-
schritte liefert dann eine Anleitung zur numerischen Implementierung des Verfahrens
am Computer. Fiir den Mollifier wird angenommen, dass er im Bild des Adjungierten
liegt, so dass die Inversionsformel direkt angewandt werden kann. Diese Bedingung
ist in den spéteren konkreten Beispielen stets erfiillt.

3.2 Algorithmus (Approximative Inverse zu P)
Gegeben:

e Daten g = g(o,0,b) € L*(7)
o Mollifier 67 € R(P*) (z € R3)
Vorberechnung:
e Rekonstruktionskern 17 = (QW)*lA;/QPAi/Zél nach Formel (2.44)

Rekonstruktion:

Fiir alle x € R3:
Fiir alle o € R:
Berechne das Skalarprodukt

Fl(z) = (g, w;Z)Lam):/ / 9(0,6,b) 1 (0, 6,b) dbdé.
st Jor
Integriere iber R:  f7(x) = [ 3 (x)do O

Sei nun 47, = T'ed, ein Mollifier mit Faltungsstruktur beziiglich der Variablen z.
Lost die Funktion wlg das Hilfsproblem

7)2(7);103,0' - 63,0') =0,
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so wird nach Satz 1.37 und Lemma 1.44 durch ¥7, = T2wls,, = = (s,2), ein
Rekonstruktionskern definiert. Die Rekonstruktionsformel fiir P nimmt daher nach
Satz 1.45 die Form

Prg(s,2) = /R P3 (g0 #p w)o)(2) do (3.2)

an.

3.3 Algorithmus (AI zu P mit Faltung bzgl. z)
Gegeben:

e Daten g = g(o,0,b) € L*(7)
o Mollifier el » € R(P5) (s,0 € R)
Vorberechnung:
e Rekonstruktionskern wy , = (27T)_1A11)/2P2A1/26’8y,g nach Satz 1.43

Rekonstruktion:
Fiir alle x = (s,2) € R3:
Fiir alle o € R:
Fiir alle 6 € 51+:
Berechne die 1d-Faltung Glg = gy *p wz,g.
Werte die Faltung an der Stelle b = 1lpz aus.
Integriere tber S}F:

/G (0,11pz) dO

Integriere tiber R: f7(s, z) fR s O

Die Abschitzung der Norm von P7 kann nun ebenfalls aus dem 2d-Fall in Lemma

1.46 hergeleitet werden. Das folgende Lemma behandelt zunéchst den allgemeinen
Fall.

3.4 Lemma
Es sei Fyh € L*°(T?) mit h = w3, bzw. h = A;szg fir fast alle s,0 € R erfiillt.
Dann folgt mit
(s,0) =2m sup |82\ Fyul (6, 5)
(6,8)€T2
die Abschitzung
1P < 17 ey
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Beweis: Wie im Beweis von Lemma 1.46 zeigt man, dass aufgrund der Vorausset-
zungen fiir fast alle s und o die Eigenschaft g , wi, € D(P3) erfiillt ist. Nach der
Rekonstruktionsformel (3.2) gilt

P91 72 gs) ://
)

Fiir den Integranden bzgl. s erhélt man mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung (Satz
A.9) die Abschétzung

J.

2
dzds.

/ P (g 0 w),)(2) do
R

2dz < (/}R< - P35 (g0 *b wzyg)(z)}2dz>1/2da>2

2
< ( / 27rufbA;1/2wz,c,uW>Hgaumz)da)

2
_ ( /R rws,a)rrgoumm)da) ,

wobei die zweite Ungleichung aus Lemma 1.46 mit wg , statt ¢7 folgt. Man erhilt
fiir das obige Integral durch nochmalige Anwendung der Minkowski-Ungleichung

schliefllich
1
IP7gll L2 @3y < </ (/ r7(s,0))1 90 |l 12 (72) da)2ds>2
—\Jr \JR

1
v 2 2 2
< [ ([0 an s 5) o

R R
/R 170l 2y | 9ol 22y do

/ P (g0 4 w5)(2) do
R

< I z2@2ylgll 2 ()

Ist der Mollifier auch beziiglich der ersten Variable vom Faltungstyp, d. h.
&S o(2)=n0"(s — 0,2) = TP (0, 2), (3.3)

gilt also insgesamt d; = TT.!n” mit den Translationsoperatoren 77 und T.! aus
Satz 2.5 f), so tibertréigt sich diese Eigenschaft direkt auf den Rekonstruktionskern
geméf

wl ,(0,b) = ¢"(s — 0,0,b) = T ¢ (0,0,b), (3.4)
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d. h. der Rekonstruktionskern ergibt sich insgesamt als 17 = TOT2¢". Fiir den
Klammerausdruck in der Rekonstruktionsformel (3.2) erhéilt man in diesem Fall

(902002 )0.) = [ 0(0.8) 07,000~ ) a5

= [ o006~ 000 -5)as,

Wendet man nun den Operator P35 an und integriert bzgl. o, so lassen sich die beiden
Faltungen mit der Schreibweise (A.26) zusammenfassen, und mit der Darstellung
(2.39) des Adjungierten P* ergibt sich die kompakte Formel

Plg =P (g% ¢7). (3.5)
Zur Bestimmung eines Rekonstruktionskerns geniigt es nun, das Hilfsproblem
P(P*¢" —1) =0 (36)
zu l6sen.
3.5 Algorithmus (AI zu P mit Faltung bzgl. s und z)
Gegeben:
e Daten g = g(o,0,b) € L*(7)
o Mollifier 7 € R(P*)
Vorberechnung:
e Rekonstruktionskern ¢7 = (27r)_1A;/2'PA,12/2177 nach Formel (2.44)

Rekonstruktion:

Fiir alle x = (s,2) € R3:
Fiir alle 0 € S}P
Berechne die 2d-Faltung GV = g %, ¢7.
Werte die Faltung an der Stelle v = (s,Ilpz) aus.
Integriere tber 8}’_:

(s, 2) = G7(s,0,11yz)d6

)

0

Die Norm der entsprechenden approximativen Inversen P7 kann mit Hilfe der Fourier-
Transformation abgeschétzt werden.
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3.6 Lemma
Es gelte F,h € L*°(T) sowohl fiir h = ¢ als auch fiir h = Ab_l/QQW. Dann folgt

1P| < 2m)2 sup |87 Fue? (0,6, B).
(0,0,8)€T

Beweis: In Analogie zum Beweis von Lemma 1.46 folgt mit der Frequenzraum-
Darstellung (2.41) von P* und der Rekonstruktionsformel (3.5)

Hp’yg”%%]}@) = H-FSFZP’YQH%%R?’)

= H-FS-FZP*(Q *y ¢’Y)H%2(R3)

= [ [ emd R A 67) (0. O acdo
R JR2

- / / @ IC| 21 Fog (0, Q) PIFd (0,6, )2 dC do
R JR2

- / / / (@n 18| Fog(0.8, ) 2| Fod (0.6, B)> AB A8 do
R S},r 6L

< (271')3 sup |ﬁ’71’]:v¢'y<0-707/8)|2 H‘Fng%Q(‘T)

7,0,8)eT

und damit die Behauptung. 0

3.1.2 Bestimmung eines Rekonstruktionskerns

Die Betrachtungen in diesem Abschnitt beschrénken sich aus Griinden der Darstell-
barkeit auf den Fall, dass der Mollifier sowohl bzgl. s als auch bzgl. z eine Fal-
tungsstruktur aufweist. Der Rekonstruktionskern lisst sich wie bei der 2d-Réntgen-
Transformation im Frequenzraum explizit angeben, sofern die Mindestanforderung
¢ € D(P*) erfiillt ist. Auch die Regularisierungseigenschaft lisst sich analog zum
2d-Fall nachweisen.

3.7 Satz
Fiir z = (s,z) € R? seien
1 (s,2) = 277°) " X[y 01 (8) XB, (2), (3.7)
1 . PN AT G P
na(s,z) = (27r2'y3) Lsine(y7Ls) w, (3.8)
2
V() — 2\—3/2 _ @
ne (z) = (277%) exp ( 272) (3.9)
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erzeugende Funktionen von L?(R®)-Mollifiern mit Fourier- Transformierten

M (0,¢) = (27%) "2 sinc(y0) Jli?f" : (3.10)
m(0,0) = (27) VX 1/y1/2(0) X8y, (O), (3.11)
-~ 2
() = 2m) " esp (- 11, (312)

wobei & = (0,¢) € R3. Dann erzeugen die durch
Fot)(0,0,8) = 2m)" |8l e)(0,8), o€R, 98, feot

definierten Funktionen Rekonstruktionskerne w;’j = 7;07;2%7 zur Approzimation von
Pt. Fir die Norm der approzimativen Inversen gilt

1Pl < ey

mit c; = ca = 1, c3 = (2¢)~*, d. h. die Parameterwahl v(8) = O(67), 0 < ¢ < 2
liefert ein Regularisierungsverfahren.

Beweis: Die erzeugenden Funktionen (3.7)—(3.9) sind jeweils Tensorprodukte einer
Funktion von s € R und einer Funktion von z € R?. Deshalb kann fiir festes s der
Beweis von Satz 1.47 analog iibertragen werden. Die Fourier-Transformierten der
1d-Anteile,

(0) = (2m) " sinc(r0),

(o) = (27T)71/2X[71/'y,1/'y] (o),

() = 2m)exp (- 120,

) wh) =h)

erfiillen die Gleichung

@m)sup |7 (o)) =1, j=1,2,3,
oc€eR

so dass die Behauptung folgt. O

Bemerkung: Formal ist als 1d-Mollifier auch die Delta-Distribution, d. h. keine
Glattung in der ersten Komponente, zuléssig, da ihre Fourier-Transformierte be-
schriankt ist. Auf diese Art und Weise funktionieren die herkémmlichen Verfahren,
bei denen eine Folge von separaten 2d-Problemen gelost wird. Gerade bei stark
verrauschten Daten erweist sich die zusétzliche Glédttung in x-Richtung jedoch als
vorteilhaft, wie beispielsweise Abbildung 4.23 zeigt (Vergleich mit WBP, bei dem
keine z-Glattung stattfindet). O
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3.2 Volistandiges Modell der ET

Nach der Betrachtung des vereinfachten Modells wird nun die AI-Methode fiir das
komplette Modell A = CP der Elektronen-Tomographie konkretisiert. Als Folge der
komplexeren Struktur des Operators ergeben sich hier zusétzliche Schwierigkeiten,
da die Moore-Penrose-Inverse A" nicht mehr explizit angegeben werden kann. Zudem
ist aufgrund der Nullstellen der CTF der formal exakte Rekonstruktionskern eine
unbeschrinkte Funktion. Sowohl aus theoretischer als auch aus numerischer Hinsicht
miissen die Singularitdten vermieden werden. Im Ergebnis erhélt man eine Approxi-
mation an einen Rekonstruktionskern, der eine schwéchere Form der Regularisierung
erfiillt.

3.2.1 Rekonstruktionsformel und -algorithmus

Das allgemeine Hilfsproblem zur Bestimmung eines Rekonstruktionskerns fiir A lau-
tet

A(A T — 67) = 0. (3.13)

Aufgrund der in Lemma 2.8 gezeigten Vertauschungsrelation fiir A* ist nach Satz
1.37 bei einem Ansatz der Form d; = TX2T!'n7 ein Rekonstruktionskern gegeben
durch ¥ = TPT2®Y, z = (s, 2), falls die Funktion ®” Lésung von

A(A*®Y — ) (3.14)
ist. In diesem Fall hat die Rekonstruktionsformel fiir AY geméf

[T =A"g="P" (g%, ®7) (3.15)

dieselbe Struktur wie (3.5). Diese Analogie zwischen P7 und A7 erlaubt es, die
Normabschéatzung fiir die approximative Inverse des vollstédndigen Modells direkt
aus Lemma 3.6 zu {ibernehmen.

3.8 Lemma

Es gelte F,h € L*°(T) fir h = ®Y und h = A;l/Qqﬂ. Dann folgt

A7 < (2m)72 sup  |B|7V2|F.®(s,0,5)|.
(s,0,8)eT

3.2.2 Bestimmung eines Rekonstruktionskerns

Wendet man den Projektionssatz auf die Bestimmungsgleichung (3.14) der erzeu-
genden Funktion ®7 € D(A*) des Rekonstruktionskerns an, so ergibt sich analog
zum Beweis von Lemma 2.7 die Bedingung

(2m) 2181 X (0.5 0u sin(ar,) Fu®Y (0,0, 8) = 77(0, ), |v| <R,
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wobei das Argument |v| = [(o, 8)| der Funktionen x[o |, 0, und «, zur Verbesserung
der Lesbarkeit weggelassen wurde. Ein solcher Minimierer ist offenbar gegeben durch

qu)’y(av 97 ﬁ) = (27T)_1/2|B| X[O,R] Q;l Sin(aﬂ)_l ﬁ(aa /8) (316)

Dieser Ausdruck definiert keine wesentlich
beschrinkte Funktion, und auch die Vor- ]
aussetzung ®7 € D(A*) ist nicht erfiillt, \ | ‘
so dass sich die Regularisierungseigenschaft \ | \
des resultierenden Verfahrens nicht nach- s} / \
weisen ldsst. Um dieses Problem zu umge- \ /

hen, wird geméf \_/ &
sin(a) {el sign(sina) , |[sina| <e h

(sina)™! , sonst / \

(3.17) °f | ‘x

eine abgeschnittene Version des rezipro- | I U
ken Sinus definiert, die stetig ist bis auf :
die Nullstellen des Sinus, an denen sie a
das Vorzeichen wechselt. Fiir das Pro-
dukt mit der Sinusfunktion gilt offen-
bar

Abbildung 3.1 — Graph der Funkti-
on a — sin®(«) fiir e = 0.1.

r(a) = sin(«) sin®(a) =

e llsinal , |[sinal<e
€ [0,1].

1 , sonst

Nun lisst sich eine im Frequenzraum beschrinkte Funktion ®7¢ definieren durch

Fo@7(0,0,8) = (21)" 18] Xpo.ry (V1) 0u([v]) st (e (W) 7 (0, ). (3.18)

Obwohl dies kein Minimierer der Residuumsnorm ist, kann 7€ als Approximati-
on an einen Erzeuger eines Rekonstruktionskerns angesehen werden. Wie gut diese
Approximation ist, wird im folgenden Lemma néher untersucht.

3.9 Satz
Seien f € D(A), g = Af undn” eine der Funktionen 77;7 aus Satz 8.7. Dann gilt fiir
fr=fx*xnY und AVg = P*(g %, D7) die Abschitzung

17 = A gl ey < IF 7 2are

M€ = (R3\ Br)U S
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Dabei ist S¢ das Gebiet, auf dem der reziproke Sinus abgeschnitten ist, und R die
Konstante aus (2.34).

Beweis: Mit dem Projektionssatz (2.41) fiir P* und den Darstellungen von C und
Fp®7€ folgt die Gleichung

17 = A Gl Zagny = 2m) 2T 17 — (A7) 2

= (n)? [ IR {1 = xom (16D (€D}

Die Funktion o g verschwindet definitionsgeméf aulerhalb der Kugel Br. Deswei-
teren ist innerhalb von Bgr der Ausdruck 1 — r¢ genau dort gleich Null, wo keine
Abschneidung des reziproken Sinus stattfindet. Somit reduziert sich der Integrati-
onsbereich in obiger Gleichung auf die Menge M€. Da zudem stets |1 — X[0,R] e <1
gilt, folgt die Behauptung. O

3.10 Korollar
Im Grenzfall v — 0 gilt

ili% Hf’Y - A’Y’CQH%Q(Rs) < HfHLQ(ME)

Beweis: Aus der punktweisen Konvergenz 77(€) = (2r)~*2 fiir v — 0 und der
Tatsache, dass |f77|? eine integrierbare Majorante ist, folgt die Aussage mit Hilfe
des Satzes iiber die majorisierte Konvergenz [Yosida, Abschnitt 0.3]. ([l

Der Operator A" erfiillt eine schwéchere Form der Regularisierungseigenschaft. Bei
der iiblichen Abschiatzung des Rekonstruktionsfehlers mit der Dreiecksungleichung
ergibt sich

If = A < IIf = F1 + 1T — Avgl| + A (g — ¢,

wobei der mittlere zusétzliche Term in Satz 3.9 abgeschétzt wird. Eine Normab-
schitzung des rechten Summanden liefert das folgende Lemma.

3.11 Lemma
Es gilt die Ungleichung

A < 2me™t sup |81 20u(Iv]) "0 (0, B)

(0,0,8)€T
lv|<R

mit v = (o,f).
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Beweis: Analog zu Lemma 3.8 gilt die Abschéitzung

AT < (2m)7% sup |87V F, 87 (0,0, B)|.
(0,0,8)€T

Aus der Darstellung (3.18) und mit |sin®| < ¢! folgt die Behauptung. O

Insgesamt kann nun nicht mehr davon ausgegangen werden, dass eine Konvergenz
der Form

lim A7(5),egt5 =f

0—0

vorliegt, selbst wenn der Parameter e ebenfalls abhéingig von ¢ gewéhlt wird. Der
Fehlerterm, der auch im Grenzfall nicht verschwindet, entspricht nach Korollar 3.10
der Fourier-Transformierten der Losung an denjenigen Stellen, an welchen der rezi-
proke Sinus abgeschnitten wird. In den numerischen Rekonstruktionen macht sich
dieses Verhalten in Form von ringférmigen Artefakten bemerkbar (siche z. B. Abbil-
dung 4.16). Zudem zeigt sich in den numerischen Beispielen, dass eine passende Wahl
des Parameters € wichtig ist fiir die Qualitdt der Ergebnisse. Vor allem die Fehlerver-
starkung nimmt bei einem zu kleinen Wert signifikant zu. Andererseits deuten die
Resultate in Abschnitt 4.2.2 darauf hin, dass keine Anpassung an das Fehlerniveau
notwendig ist, so dass eine addquate Wahl von e fixiert werden kann.

3.3 Rekonstruktion von Features

Ahnlich wie am Ende von Abschnitt 1.3.2 wird nun das Problem betrachtet, eine
yanalysierte Version“ Lf der unbekannten Funktion f aus den Daten g = Af direkt
zu berechnen. Dazu sei £ : X D D(L) — X mit X = L*(R3) ein dicht definierter
Bildanalyseoperator, der sich im Frequenzraum formal als Multiplikation

(Lf) =uf (3.19)

mit einer reellwertigen, lokal beschrinken und hoéchstens polynomiell wachsenden
Funktion u schreiben ldsst. Wie zuvor im 2d-Fall wird £ durch die Festlegung

D(L) = {f € L*(R®) |u- f € L*(R®)} (3.20)

des Definitionsbereichs zu einem selbstadjungierten Operator, der folgende Vertau-
schungsrelation erfiillt:

3.12 Lemma
Der Operator L kommutiert mit den Translationsoperatoren TY und T} aus Satz 2.5

f)-
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Beweis: Gemif der Rechenregel fiir Translationen in Satz A.2 f) ist D(L) invariant
unter Translationsoperatoren. Da zudem Multiplikationen im Frequenzraum offenbar
kommutieren, ist die Behauptung gezeigt. O

Aufgrund dieser Vertauschungsrelationen lassen sich die Ergebnisse, die fiir den Fall
L = idy hergeleitet wurden, unmittelbar auf die Feature-Rekonstruktion iibertra-
gen. Ist wie zuvor &7 = TX2T!'7 ein Mollifier vom Faltungstyp, wobei zusitzlich
nY € D(L) gelte, so ergibt sich sofort, dass Q,ZJf” = TIT2®%7, x = (s, 2), ein Rekon-
struktionskern zur Approximation von LA ist, falls

AA LY — L) =0 (3.21)

erfiillt ist. Somit erhélt man die Formel zur Feature-Rekonstruktion, indem man in
(3.15) die Funktion ® durch ®*7 ersetzt, d. h.

ALY g = P* (g %, BE). (3.22)

Auch die Berechnung des Rekonstruktionskerns gestaltet sich einfach, denn aus der
Ersetzung von 77 durch £n7 in der Normalgleichung (3.14) ergibt sich im Frequenz-
raum die Darstellung

Fo®57(0,0, B) = u(o, B)F,® (0,0, 8) (3.23)
mit der Losung ®7 von (3.14), dem Hilfsproblem ohne Analyseoperator.
Die wichtigsten Beispiele solcher Analyseoperatoren, ndmlich Faltungs- und Differen-

tialoperatoren, wurden bereits in Abschnitt 1.3.2 kurz vorgestellt. Unter Anpassung
an die 3d-Situation ergibt sich

Lf=k+f = u=(2n)"% (3.24)
fiir einen Faltungsoperator mit Kern £ und
Lf=p(—=iV)f = wu=p (3.25)

fiir reelle Polynome von —¢V. Da in der Praxis die Daten diskret vorliegen, kann es
numerisch von Vorteil sein, statt der exakten Ableitungen Differenzenquotienten zu
verwenden. Beispielsweise besitzt die mit (—i) multiplizierte zentrale Differenz fiir
die Ableitung in Richtung v,

Lf(x) = —i(2h)™* (f(:v + hv) — f(x — hv))
im Frequenzraum den Reprisentanten
u(€) = (2ih) 1 (&) — &) = psin(h(g, v)).

Auf analoge Art und Weise lassen sich beliebige Differenzenformeln auch fiir héhere
Ableitungen oder Formeln hoherer Ordnung im Frequenzraum darstellen.

65



Kapitel 4
Numerische Ergebnisse

4.1 Fraktionelle Ableitung

Eleakte Daten
mit 5 % Rauschen
15 mit 40 % Rauschen

% osf b\(\m

il |

| ‘*\Aava
Tt
| %%WWW%WMWWMWW*
0 frpttalatey -
-0.5 I I I I
: 5 10 15 “
S

Abbildung 4.1 — Transformierte g = Agx|_1,1) fiir 8 = 0.4 als exakte, schwach gestor-
te und stark gestorte Version.

Als erstes einfaches Beispiel wird die approximative Inverse zur Berechnung der frak-

tionellen Ableitung einer univariaten Funktion betrachtet. Das zu l6sende Problem
ist die Bestimmung von f aus Daten g = Agf mit

sty =1 [ Y

_wmdt, SGR,

vgl. Beispiel 1.2. Als numerisches Phantom dient die charakteristische Funktion
J = X[=1,1) des Intervalls [—1,1], deren Fourier-Transformierte gegeben ist durch
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f(T) = (2/m)"? sinc(7). Nach (1.7) liegt f in D(Ag), falls das Integral

~ 2
LrRmPar=2 [ e sinc(r) ar
R T Jr
2 —28 ) . 2 2 —28-2 | 2
== 7| |sinc(7)|* dr + — 7] |sin(7)]* dr
I7]<1 N—— ™ N —

™ [r|>1
<1 <1

2 2
< / ]T\_z’g dr + / \7’|_26_2 dr.
T J|r|<1 ™ J|r|>1

konvergiert. Beim zweiten Integralterm ist dies der Fall fiir alle 5 > 0, wihrend der
erste Term formal

[ e [0B7EE L 14
Ir|<1 [111(7')](1) , 1-28=0

ergibt und somit fiir 5 < 1/2 endlich ist.
Die transformierte Funktion g(s) = Agf(s) kann analytisch berechnet werden:

e s<—1: Agf(s)=0

o —1<s<1:
T (B)Asf(s) = / (=0
s+1
= Pt de
0
=AM (s+1)
e s> 1:

Die drei Fille lassen sich zur geschlossenen Darstellung

g(s) (max{s + 1,0}% — max{s — 1,0}6), seR (4.1)

1
~ BT(B)

fiir die Datenfunktion zusammenfassen.
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Funktionswert

GéuB—Rekénstruktiénskern, ~‘y= 0.3
Wiener-Filter, o. = 2.04

Funktionswert

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
t
(a) Ortsraum
12 ‘ — ‘ 1 ‘ —— ‘ ‘
GauB-Rekonstruktionskern, y=0.3 ——— GauB-Rekonstruktionskern, y=0.3 ——
Wiener-Filter, . = 2.04 ——— Wiener-Filter, . = 2.04 ———
L ,
08 [ i
b=
[
3
0.6 g S
£
Z
04} 1
02 B
) ) ) ) p ) ) ) ) ) ) )
-40 -30 -20 20 30 40 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
T T
(b) Frequenzraum: Realteil (¢) Frequenzraum: Imaginérteil
Abbildung 4.2 — Funktionsgraphen des AI-Rekonstruktionskerns (y = 0.3) und des

Wiener-Filters (o = 2.04)
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Zum Test des numerischen Verfahrens werden sowohl exakte Daten verwendet als
auch Daten, die durch 5% bzw. 40% additives weiles Rauschen gestort sind, sie-
he Abbildung 4.1. Um die Ergebnisse einordnen zu kénnen, wird neben dem Al-
Verfahren eine Tikhonov-Regularisierung verwendet, die in [HMW09, Abschnitt 4.1]
dargestellt ist. Die Wahl des Verfahrensparameters « erfolgt hierbei, wie in jener
Arbeit vorgeschlagen, geméf

o= 626/(p+/6’), p=25.

Sowohl die approximative Inverse als auch die Tikhonov-Regularisierung kénnen als
Multiplikation der Fourier-Transformierten g der Daten mit einer Funktion aufge-
fasst werden. Nach der Berechnung in Beispiel 1.38 ist dieser Faktor im ersten Fall
gegeben durch

(2m)"2 64(0) = (2m)"2(i0) & (o).

Bei den folgenden Resultaten wurde der Gau3-Mollifier

2
(o) = 2m) P esxp (— 020
eingesetzt. Im zweiten Fall des Tikhonov-Verfahrens ist der multiplikative Faktor
gegeben durch den Wiener-Filter [HMWO09]

: _ (o)’

w(s;a,f) = 1T a0

In den Abbildungen 4.2(a)-4.2(c) sind diese Funktionen illustriert. An seinem Graph
im Frequenzraum zeigt sich, dass der Wiener-Filter die hohen Frequenzen wesent-
lich langsamer dampft als der Gaufl-Rekonstruktionskern, bei dem signifikant mehr
Gewicht auf den niedrigen Frequenzen liegt. Beide Funktionen besitzen den Wert
0 an der Stelle 7 = 0 und damit verschwindenden Mittelwert. Folglich ist damit
zu rechnen, dass der Mittelwert des Phantoms nicht korrekt rekonstruiert werden
kann. Da die Nullfrequenz laut (1.8) in den Daten ohnehin singuldr und damit als
Information nicht verwendbar ist, hdngt es von der Verteilung der Sampling-Punkte
um den Ursprung herum ab, in welche Richtung und wie stark der rekonstruierte
Mittelwert vom tatséchlichen Wert abweicht.

Die Ergebnisse der Rekonstruktionsverfahren sind in Abbildung 4.3 dargestellt. Bei
exakten Daten kann in beiden Verfahren der Regularisierungsparameter sehr klein
gewihlt werden (v = 0.03, a = 0.06), da lediglich numerische Instabilitédten vermie-
den werden miissen. Abbildung 4.3(a) zeigt, dass die Tikhonov-Regularisierung zwar
den Funktionswert 1 besser approximiert, die Rekonstruktion jedoch zum Rand des
Intervalls [—1, 1] hin zu friith abféllt und damit den Verlauf des exakten Graphen we-
niger gut nachbildet als das Al-Verfahren. In beiden Rekonstruktionen mit gestorten
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f(t)

0.8

0.6

Al-Regularisierung, y= 0.03 ——
Tikhonov-Regularisierung, . = 0.06 ———

' Exakte Lésung J—

-3 -2 -1 0

(a) Rekonstruktionen mit exakten Daten

14 . . — . 14 .
Exakte Losung —— e
Al-Regularisierung, y=0.1 ——— Al-Regularisierung, y=0.3 ——
Tikhonov-Regularisierung, o0 = 0.52 ——— Tikhonov-Regularisierung, o0 = 2.04 ———

12 B 12

ol [\ | ol

0.8 |- B 0.8 |-

= o6l : E =

-4

(b) Rekonstruktionen mit schwach gestérten

Daten

-4 -3 -2

(c) Rekonstruktionen mit stark gestérten Daten

Abbildung 4.3 — Vergleich der Rekonstruktionsresultate von approximativer Inverser
und Tikhonov-Regularisierung mit exakten und gestérten Daten
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151 ‘ ‘ ‘ ‘ " Exakte ‘Lésung
b N = 1000 Datenpunkte
N = 1001 Datenpunkte

151 ‘ ‘ ‘ ‘ " Exakte ‘Liﬁsung
b N = 500 Datenpunkte
N =501 Datenpunkte

Gewichteter Mittelwert aus N = 1000 und N = 1001 ——

Abbildung 4.4 — Einfluss der Verteilung der Datenpunkte auf den Mittelwert. Bei
gerader Anzahl N an Punkten ist die Frequenz 7 = 0 enthalten,
bei ungerader Anzahl nicht. Fiir die Berechnungen wurden schwach
gestorte Daten und der Gauf3-Mollifier verwendet.

Daten zeigt sich hingegen, dass die AI-Methode sowohl im Approximations- als auch
im Fehlerdampfungsverhalten iiberlegen ist. Gerade bei stark gestorten Daten hat
sich auch in anderen Anwendungen gezeigt, dass der Gaufl-Mollifier besonders gut
zur Rekonstruktion geeignet ist [Loul0, GKW11].

Inwiefern die Ergebnisse durch die Wahl der Sampling-Punkte beeinflusst werden,
zeigt Abbildung 4.4 anhand von Rekonstruktionen mit schwach gestérten Daten. Ist
die Frequenz 7 = 0 in den Daten enthalten, was hier fiir gerade Anzahlen N der
Fall ist, so liegt der rekonstruierte Mittelwert unterhalb des tatsédchlichen Wertes.
Bei ungerader Anzahl an Punkten und damit nicht vorhandener Nullfrequenz liegt
die rekonstruierte Funktion stets iiber der exakten Losung. Zudem zeigt sich durch
Erhohung der Punktdichte keine Annédherung an die exakten Funktionswerte, ledig-
lich die Form der approximativen Losung wird verbessert. Die beste Rekonstruktion
ergibt sich durch Mittelung zweier Rekonstruktionen, von denen eine mit geradem
N und eine mit ungeradem NN berechnet wurde.

4.2 ET: Simulierte Daten

Die in Kapitel 3 hergeleiteten Algorithmen werden nun an konkreten Beispielen ge-
testet. Im ersten Teil werden ausgiebige numerische Tests mit simulierten Messdaten
durchgefiihrt. Durch die Vergleichbarkeit mit der exakten Losung bietet sich hier die
Moglichkeit, einzelne Aspekte des Vorwirtsmodells und verschiedene Verfahrenspa-
rameter getrennt voneinander zu untersuchen. Zur Auswertung der Daten in diesem
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Abbildung 4.5 — XYZ-Ansicht des numerischen Phantoms (4.2).

und im folgenden Abschnitt wurde die Software IMOD [KMM96] verwendet.
Basis fiir die Rekonstruktionen mit simulierten Daten ist das numerische Phantom

N
=Y fixs, (4.2)
j=1

eine gewichtete Summe charakteristischer Funktionen von Kugeln, deren Radien
und Mittelpunkte zufillig gew#hlt sind. Sie liegen innerhalb eines Quaders, der aus
1024 x 1024 x 256 Voxeln mit einer Kantenlénge von jeweils 8 pm besteht. Die Ge-
wichte f; sind ebenfalls zuféllige Werte zwischen 1 und 10. In Abbildung 4.5 ist eine
XYZ-Ansicht des Phantoms, d. h. eine Zusammenstellung von Schnitten senkrecht
zu den Koordinatenachsen, dargestellt. Hierbei zeigt das grofle Bild einen Schnitt
senkrecht zur z-Achse, das obere einen y-Schnitt und das rechte einen z-Schnitt. Die
Positionen der Schnitte innerhalb des Volumens sind durch die weiflen Markierun-
gen am Rand des grofien Teilbildes bzw. durch das Fadenkreuz in der rechten oberen
Ecke angedeutet.
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Abbildung 4.6 — Simulierte exakte Messdaten fiir variierenden Drehwinkel . Links:
¥ = —90°. Mitte: ¥ = —46°. Rechts: 9 = 0°.

Dieses Phantom entspricht der dilatierten Phasenkontrastfunktion f. in Satz 2.1,
der gesuchten Grofle innerhalb des Vorwértsmodells mit konstantem Amplituden-
kontrastverhéltnis. Es sei an dieser Stelle betont, dass fiir die Erzeugung der si-
mulierten Daten die mathematischen Modelle aus Abschnitt 2.7 verwendet werden,
d. h. die Auswirkungen der Approximationen,
die zu diesen Modellen fithren, sind nicht Gegen-
stand der Untersuchungen in dieser Arbeit. Zudem
hat sich im Verlaufe der numerischen Berechnun-
gen in [KL11] gezeigt, dass sich keine messbaren
Unterschiede ergeben, wenn statt der Rontgen-
Transformation P der Propagationsoperator aus
[NWO01, Theorem 3.1] verwendet wird. Zur Validi-
tit der Born-Approximation in der Elektronenmi-
kroskopie gibt es bislang kaum quantitative Ana-
lysen [Nat04]. Als gesichert gilt jedoch die qua-
litative Aussage, dass biologische Priparate auf-
grund der geringen Ordnungszahlen der beinhalte-
ten Elemente bei hinreichend diinnen Proben kei-
ne Mehrfachstreuungseffekte aufweisen, wihrend = Abbildung 4.7 — Gestorte
metallische Proben in den Materialwissenschaften = Daten, ¢ = 0°.

generell Mehrfachstreuer sind.
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4.2.1 Vereinfachtes Modell ohne Faltung
Der erste, exakte Datensatz (s. Abbildung 4.6) besteht aus n = 90 Einzelbildern

g; = 1- m2Pf<'79j7')7

0; = (sin(9;), cos(d;)), 79j:—g+jz, j=0,....n—1,
n
die mit Hilfe der Formel
2 _ (2 b2 2 b2< 2
PXBQ(S,G,b)Z{ o* = (24 b)), sTH[b"<e
0 , sonst

fiir die Rontgen-Transformation einer Kugel mit Radius ¢ und der Translationsinva-
rianz von P analytisch berechnet werden. Aufgrund der Tatsache, dass die gestorten
Daten mit Hilfe der Intensitit I =

1 — m2g (siehe Satz 2.1) erzeugt wer-
den, entsprechen die exakten Daten hier
ebenfalls der Intensitét, damit die Bilder
optisch vergleichbar sind. Der Einheits-
vektor 6 durchlduft den gesamten Win-
kelbereich der oberen Halbsphére von
—90° in 2°-Schritten bis +88°. In Abbil-
dung 4.6 sind drei Einzelbilder zu sehen,
die den Drehwinkeln —90°, —46° und 0°
entsprechen. Dariiber hinaus wird ein
Datensatz erstellt, der aus den exakten

Daten durch Hinzufiigen von weilem
Rauschen und Poisson-Rauschen her-
vorgeht. Der so entstehende Gesamt-
Datenfehler betriigt etwa 50% des Si- Halbebene durch horizontale Spiegelung
gnals. ergibt.

Zur Rekonstruktion werden die drei Links: C-Mollifier, v = 3 - 10-°. Mitte:
Mollifier aus Satz 3.7 verwendet. Als  B-Mollifier, v = 1.2 - 107°. Rechts: G-
Abkiirzungen werden die folgenden Na-  Mollifier, y = 1.8 - 1072,

men verwendet:

Abbildung 4.8 — Rekonstruktionskerne
im Frequenzraum. Dargestellt ist nur die
Halbebene ¢ < 0, da sich die positive

C-Mollifier fiir (3.7) als Produkt charakteristischer Funktionen,
B-Mollifier fiir (3.8) aufgrund der bandbeschrinkenden Wirkung und

G-Mollifier fiir (3.9) mit der Gauss’schen Glockenfunktion als Erzeugenden.
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Abbildung 4.9 — XYZ-Ansicht der Rekonstruktion mit exakten Daten und G-
Mollifier, v = 6 - 1076,

Die entsprechenden Rekonstruktionskerne fiir das Modell ohne Faltung werden er-
zeugt durch die Funktionen

fu¢;{(0,9;ﬁ) = (27r)—1/2|/3’5j(0,ﬂ), j=1,2,3. (4.3)

Abbildung 4.9 zeigt eine XYZ-Ansicht der Rekonstruktion des Phantoms aus ex-
akten Daten mit Hilfe des G-Mollifiers. Séamtliche Details sind gut zu erkennen, es
treten lediglich Artefakte (strahlenférmig im x-Schnitt) auf, die von der relativ ge-
ringen Anzahl der Projektionen, d. h. der groben Diskretisierung der Halbsphiire 81 ,
herriihren.

Die Rekonstruktionen mit den beiden tibrigen Mollifiern sind fiir exakte Daten op-
tisch kaum von der abgebildeten zu unterscheiden, bei Verwendung von gestorten
Daten zeigen sich hingegen deutliche Unterschiede. Wie in Abbildung 4.10 erkennbar,
ist lediglich in der Rekonstruktion mit G-Mollifier das Rauschen effektiv gedampft,
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Abbildung 4.10 — 2-Schnitt von Rekonstruktionen mit gestorten Daten. Links: C-
Mollifier, v = 3 - 1075, Mitte: B-Mollifier, v = 1.2 - 107°. Rechts:
G-Mollifier, v = 1.8 - 1075.

Abbildung 4.11 — XYZ-Ansicht einer Rekonstruktion mit lediglich der Hilfte des ex-
akten Datensatzes (—90°< 9 < 0°).
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wiahrend gleichzeitig relevante Details erhalten bleiben. Im linken und mittleren Bild
sind bereits kleine Kugeln oder Objekte mit geringem Kontrast kaum vom Hinter-
grundrauschen zu unterscheiden. Dieses Ergebnis bestétigt die Resultate in [Loul0],
die ebenfalls die besondere Eignung der Gaufunktion zur Regularisierung bei stark
gestorten Daten unterstreichen.

In vielen praktischen Anwendungen, zu denen auch die Elektronen-Tomographie
zéhlt, stehen nicht die Messungen aus Richtungen aus der gesamten Halbsphére
0 e S}r zur Verfiigung, sondern lediglich aus einem Teil, z. B.

81 = {0 = (sin(0¥), cos(¥) | — o <6 <)} (4.4)

In diesem Fall spricht man von einem Limited-Angle-Problem, das fiir die Radon-
Transformation bereits 1986 eingehend untersucht wurde [Lou86]. Prinzipiell kann
die Winkelbeschrinkung in den Modelloperator integriert werden, doch bei dessen
Inversion ergeben sich numerische Schwierigkei-

ten, da seine Singuldrwerte wesentlich schnel-

ler fallen als beim Problem mit vollstindi-

gen Daten und infolgedessen die Fehlerverstér-

kung zunimmt [Lou86, Theorem 4.4]. Sowohl [

die Berechung eines speziellen Limited-Angle-
Rekonstruktionskerns [Die99] als auch die Fort-
setzung der Daten in den fehlenden Bereich
[Lou80] fiihren lediglich zu leichten Kontrastver-
besserungen, nicht jedoch zur Minderung der Ar-
tefakte, die in Abbildung 4.11 vor allem im z-
Schnitt (rechtes Teilbild) zu sehen sind. Wie es
auch theoretisch zu erwarten ist [Qui93], kénnen Abbildung 4.12 — Feature-
Dichtespriinge nur an jenen Stellen rekonstruiert Rekonstruktionskerne im Fre-
werden, zu denen es eine tangentiale Richtung in quenzraum. Links: B-Mollifier,
den Daten gibt. Aus diesem Grund ist in diesem v = 6-1075. Rechts: G-Mollifier,
Beispiel nur die Hilfte der Berandung der Kreis- 7= 107"

scheiben exakt rekonstruiert.

Zuletzt wird das Prinzip der Feature-Rekonstruktion am Beispiel des Operators
L = —A demonstriert. Wie zu Beginn von Abschnitt 3.3 gefordert, lédsst sich dieser
Operator als Funktion £ = p(—iV) mit dem reellen Polynom p(¢) = |¢|? = £24+£2+¢2
schreiben. Somit gilt im Frequenzraum formal die Darstellung

(LF)(©) = (Lf) (€)= 6P f(©),
und der Definitionsbereich ist gegeben durch

D(L) = {f € L*(R®)| €[] € L*(R?)}.
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Abbildung 4.13 — z-Schnitt von L-Rekonstruktionen. Links: exakte Daten, G-
Mollifier, v = 107°. Mitte: gestoérte Daten, B-Mollifier, v = 2-107°.
Rechts: gestérte Daten, G-Mollifier, v = 3 - 1075.

Sowohl F- als auch G-Mollifier sind Elemente von D(L), wie sich an deren Frequenz-
raumdarstellung leicht ablesen ldsst. Fiir den C-Mollifier gilt dies nicht, da seine
Fourier-Transformierte nicht schnell genug fillt.

Um nun einen Feature-Rekonstruktionskern zu bestimmen, ist aufgrund der Vertau-
schungsrelation aus Lemma 3.12 das Problem

P(P*65" —Ln)) =0, j=2,3

zu 16sen, d. h. in Gleichung (4.3) wird 77]7 durch En]- ersetzt. Mit der Frequenzraum-
Darstellung von L ergibt sich somit

Fod£(0,0,8) = (2m) (0% +18%) 18] 0] (o, B). (45)

In Abbildung 4.12 sind diese Funktionen illustriert. Die Regularisierungseigenschaft
kann &hnlich wie im klassischen Fall £ = id gezeigt werden. Der Beweis des folgenden
Satzes ist in Anhang C ausgefiihrt.

4.1 Satz
Die L-approzimative Inverse, definiert mit Hilfe der L-Rekonstruktionskerne, die
von den Funktionen ¢§’7 erzeugt werden, ist im Falle L = — A fiir die Parameterwahl

1) =00, 0<q<:

ein Regularisierungsverfahren.
Aufgrund der zusétzlichen ,aufrauenden” Wirkung des Laplace-Operators muss er-

wartungsgemafl der Regularisierungsparameter grofler gewahlt werden als bei der
herkémmlichen Rekonstruktion. In Abbildung 4.13 ist erkennbar, dass sowohl F- als
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auch G-Mollifier zur Feature-Rekonstruktion mit £ = —A geeignet sind, wobei wie-
derum der G-Mollifier Fehler besser dampft und die entsprechende Rekonstruktion
zur weiteren Verwendung, beispielsweise in der Kantenerkennung, eher geeignet ist.

4.2.2 Vollstindiges ET-Modell

Im Folgenden wird nun zur Erzeugung der Daten das volle Vorwirtsmodell

auf dasselbe numerische Phantom f an-
gewandt. Wie im ersten Fall werden ein
exakter und ein stark verrauschter Da-
tensatz erzeugt, von denen jeweils die
zentrale Projektion (¥ = 0°) in Abbil-
dung 4.15 zu sehen ist. Im Vergleich zu
den Daten ohne Faltung in den Abbil-
dungen 4.6 und 4.7 kann eine sichtba-
re Verwischung der Rénder beobachtet
werden, die von einem signifikanten Ein-

fluss des Faltungsoperators zeugt. Abbildung 4.14 — Rekonstruktionsker-
Zur Bestimmung der Rekonstruktions- ne mit CTF-Inversion im Frequenzraum
kerne werden hier die erzeugenden (Halbebene ¢ < 0). Links: C-Mollifier,
Funktionen gb}”e (j =1,2,3) mit v = 4.5-107°. Mitte: B-Mollifier, v = 1.8-

107°. Rechts: G-Mollifier, v = 2.7 - 107°.
Fo®) (0,6, 8) = (2m) 18] xj0,r)(IV]) u (V)" sin (au () ] (0, 8)  (4.6)

verwendet (vgl. Abschnitt 3.2.2), die in Abbildung 4.14 dargestellt sind. Sofern nicht
anders angegeben, wird fiir den Abschneideparameter € der Wert 0.05 gewéhlt.

Die Rekonstruktionen mit exakten Daten ergeben eine dhnliche Situation wie zuvor
ohne CTF: zwischen den verschiedenen Mollifiern gibt es kaum feststellbare Unter-
schiede in den Ergebnissen. In allen drei Féllen sind sdmtliche Details gut zu erken-
nen, und die Artefakte durch die grobe Diskretisierung des Winkelbereichs sind eben-
falls zu sehen. Hinzu kommen ringférmige Artefakte, die von der ndherungsweisen
Inversion der Faltung herriihren. Exemplarisch ist in Abbildung 4.16 ein Ausschnitt
der Rekonstruktion mit B-Mollifier dargestellt. Verwendet man gestorte Daten, so
zeigt sich ein noch gréferer Regularisierungsbedarf im Vergleich zum vereinfachten
Modell ohne CTF. Bereits anhand des Erscheinungsbilds des Rekonstruktionskerns
zum C-Mollifier (Abbildung 4.14, linkes Bild) wird deutlich, dass hier die hohen
Frequenzen extrem verstiarkt werden und die zugehorige Rekonstruktion konsequen-
terweise vollig unbrauchbar ist. Dieses Verhalten ist damit zu erkldren, dass der
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Abbildung 4.15 — Simulierte Messdaten mit CTF. Links: exakte Daten. Rechts: ge-
storte Daten.

exponentiell wachsende Faktor e* im Term g;l in (3.18) erst weit auerhalb des re-
levanten Frequenzbereichs durch die charakteristische Funktion x|z abgeschnitten

wird. Der ddmpfende Faktor 7] (o, ) fillt hingegen nicht schnell genug, um dieses
Anwachsen der hohen Frequenzen zu verhindern. Bei den beiden {ibrigen Mollifiern
stellt dies kein Problem dar (vgl. Abbildung 4.14). Dennoch ergeben sich deutliche
Unterschiede im Regularisierungsverhalten: wiederum ist der G-Mollifier durch die
stirker gliattende Wirkung dem B-Mollifier iiberlegen, (vgl. Abbildung 4.17).

Bei der Inversion der Faltung kommt nicht nur 7, sondern auch dem Abschneidepa-
rameter € im reziproken Sinus (3.17) eine regularisierende Funktion zu, d. h. bei der
Wahl eines Wertes muss zwischen Approximation und Fehlerdampfung vermittelt
werden. Verwendet man einen zu grofien Wert (Abbildung 4.18, linkes Bild), d. h.

Abbildung 4.16 — z-Schnitt der Rekonstruktion mit exakten Daten und B-Mollifier,
v =4-107° (Detailausschnitt).
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Abbildung 4.17 — z-Schnitt von Rekonstruktionen mit CTF-Inversion bei gestorten
Daten. Links: B-Mollifier, v = 1.8 - 10~°. Rechts: G-Mollifier, v =
2.7-107°.

schneidet man die Polstellen zu ,,frith* ab, so wird die Faltung nicht effektiv inver-
tiert, und es bleiben CTF-Effekte in der Losung zuriick. Die Wahl eines zu kleinen
Wertes fithrt andererseits zu einer inadédquaten Fehlerddmpfung, da zu grofles Ge-
wicht auf wenige Frequenzbereiche gelegt wird (Abbildung 4.18, rechtes Bild). Der
Wert ¢ = 0.05, der in den zuvor dargestellten Rekonstruktionen verwendet wurde,
hat sich hier als guter Kompromiss herausgestellt.

Eine weitere Grofle mit potentiellem Einfluss auf die Qualitdt von Rekonstruktio-
nen ist das Amplitudenkontrastverhaltnis (ACR) u, welches als Modellparameter in
die CTF (2.33) eingeht. Da es lediglich in einer konstanten Verschiebung des CTF-
Profils resultiert und bis auf einen konstanten Faktor keine Verdnderung der CTF-
Amplitude bewirkt, ist eine adéquate Parameterwahl wichtig fiir die Approximation,
nicht jedoch fiir die Fehlerddmpfung. In Abbildung 4.19 sind daher approximative
Losungen mit exakten Daten illustriert. Mit g = 0, d. h. bei verschwindendem Ima-

Abbildung 4.18 — z-Schnitt von Rekonstruktionen mit G-Mollifier. Links: exakte Da-
ten, € = 0.5, v = 6 - 107°. Rechts: gestoérte Daten, ¢ = 0.01,
v =2.7-107°.
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Abbildung 4.19 — z-Schnitt von Rekonstruktionen aus exakten Daten mit ,falschem®
ACR und G-Mollifier, v = 6 - 1076. Links: u = 0. Rechts: pu = 1.
Die Daten wurden mit @ = 0.2 berechnet.

ginérteil der komplexen Kontrastfunktion (reines ,,Phasenobjekt“) ergibt sich ein
etwas iiberglattes Bild mit leichten Artefakten, wihrend die Wahl p = 1 (Phasen-
und Amplitudenkontrast gleich gewichtet) starke ringformige Artefakte produziert.
Bei der Berechnung der Daten wurde der Wert p = 0.2 verwendet.

Abschliefend wird auch innerhalb dieses Modells die Feature-Rekonstruktion an-
hand des Operators £ = —A mit dem G-Mollifier getestet. Wie zuvor wird ein
L-Rekonstruktionskern berechnet, indem zur Funktion (4.6) wiederum der Faktor
p(€) = [£|? multipliziert wird. Auf eine explizite Darstellung der entstehenden Funk-
tion wird hier verzichtet. Abbildung 4.20 zeigt deutlich, dass eine approximative
Berechnung von —Af auch im Modell mit CTF und mit gestorten Daten gut funk-
tioniert.

Abbildung 4.20 — z-Schnitt von Feature-Rekonstruktionen mit G-Mollifier. Links: ex-
akte Daten, v = 1075, Rechts: gestorte Daten, v = 4.5 - 1075,
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Abbildung 4.21 — Einzelbild ¥ = 1° aus dem Filopod-Datensatz. Links: ganzes Bild.
Rechts: umrahmter Detailausschnitt.

4.3 ET: Reale Messdaten

In diesem zweiten Teil werden reale Messdaten als Eingabe fiir das Verfahren der ap-
proximativen Inversen verwendet. Es handelt sich um cryo-elektronenmikroskopische
Aufnahmen einer Dictyostelium-Zelle, die am Max-Planck-Institut in Martinsried
entstanden sind [MT07]. Das Hauptaugenmerk der zitierten Arbeit liegt auf der Be-
stimmung der Orientierung von Aktin-Filamenten innerhalb der Zelle, speziell in ei-
ner Region, in der sich ein sog. ScheinfiiBchen ( Filopodium, s. Abbildung 4.21 rechts)
bildet. Der Durchmesser eines Filaments betrigt lediglich 6 Nanometer, so dass ei-
ne hohe Auflésung benotigt wird, um Objekte voneinander trennen zu koénnen und
Orientierungen eindeutig festzulegen. Der gesamte Datensatz besteht aus 61 Einzel-
bildern einer Grofle von 2048 x 2048 Pixeln, wobei jedes Pixel des realen Detektors
eine Seitenldnge von 30pm besitzt. Unter Beriicksichtigung eines Vergroflerungsfak-
tors von m = 36527 ergibt sich folglich eine theoretisch erreichbare Auflésung von
0.8 nm, die jedoch aufgrund des Datenfehlers nicht realisiert werden kann. Abbil-
dung 4.21 belegt, dass zum einen der Kontrast im Vergleich zum Hintergrund gering
ist, und dass zum anderen ein relativ starkes Rauschen in den Bildern vorliegt. Des-
weiteren ist der Winkelbereich eingeschrinkt auf den Bereich —55°< ¢ < 65° bei
dquidistanter Zerlegung, genauer gesagt entspricht das j-te Bild dem Drehwinkel
¥; = —55°+7 - 2°. Die Kombination dieser Umsténde macht die Rekonstruktion zu
einer groffen Herausforderung.

Abbildung 4.22 zeigt, dass es trotzdem gelingt, mit Hilfe der approximativen Inver-
sen eine detailreiche Rekonstruktion zu erhalten, bei der das Bildrauschen effektiv
gedampft ist. Die Berandung der Zelle ist sehr gut zu erkennen, und ebenso he-
ben sich die Aktin-Filamente sowie die kreisférmigen Organelle deutlich vom Hin-
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Abbildung 4.22 - XYZ-Ansicht einer Rekonstruktion mit G-Mollifier, v = 6 - 107°.
Die Positionen der Schnitte innerhalb des Volumens sind mit weiflen
Markierungen am grofien Teilbild bzw. mit dem Fadenkreuz in der
rechten oberen Ecke angedeutet.

tergrund ab. Der Kontrast im z-Schnitt (grofiles Teilbild) ist ausreichend, um die
einzelnen Objekte voneinander trennen zu konnen. Am x-Schnitt (rechtes Teilbild)
zeigen sich hingegen die Limited-Angle-Effekte: Die obere und untere Berandung des
Filopodiums (oben/unten im y-Schnitt, links/rechts im z-Schnitt) ist nicht sichtbar
in der Rekonstruktion, da der Elektronenstrahl aufgrund des beschrinkten Dreh-
winkels niemals tangential zu diesen Dichtespriingen ist. Um das Al-Verfahren in
Relation zu etablierten Methoden zu setzen, wird die obige approximative Losung
verglichen mit zwei weiteren Rekonstruktionen, die mit der IMOD-Software un-
ter Verwendung desselben Datensatzes berechnet wurden. IMOD unterstiitzt zum
einen weighted backprojection (WBP) [Rad06], eine direkte Methode, und zum an-
deren SIRT, ein iteratives Verfahren [KSO1, Abschnitt 7.3]. Bei ersterem handelt
es sich um eine Variante der gefilterten Riickprojektion, bei der die Filterung wie
im Falle der hier vorgestellten Al-Methode im Frequenzraum vorgenommen wird.
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Abbildung 4.23 — z-Schnitt von Rekonstruktionen (Detailausschnitt). Links: Al-
Methode, G-Mollifier, v = 6 - 10~°. Mitte: SIRT, 4 Iterationen.
Rechts: WBP.

Das SIRT-Verfahren ist eine Abwandlung der algebraischen Rekonstruktionstech-
nik (ART) [KSO01, Abschnitt 7.2], bei der nicht jede Projektion einzeln zum Update
verwendet wird, sondern die Updates aller Projektionen gemittelt werden. Beide
Methoden gelten innerhalb der biologischen Wissenschaften als Standardverfahren
und koénnen daher als Referenz angesehen werden. In Abbildung 4.23 zeigt sich,
dass Al und SIRT vergleichbar gute Ergebnisse liefern, wihrend WBP signifikant
schlechtere Bilder ergibt. Der visuelle Eindruck, den die Rekonstruktionen mit AT
bzw. SIRT vermitteln, sind dabei recht unterschiedlich. Das AI-Bild wirkt glatter
und weniger verrauscht, wiahrend bei SIRT der Kontrast moglicherweise etwas besser
ist. Beziiglich des Detailreichtums sind beide als gleichwertig einzuschétzen. Beriick-
sichtigt man als zusétzliches Bewertungskriterium die Berechnungszeit, so lasst sich
bei der hier verwendeten Auflésung von 2048 x 2048 x 600 Voxeln feststellen, dass
die Berechnung einer WBP-Rekonstruktion mit IMOD 8 Minuten dauert, wihrend
eine einzige SIRT-Iteration bereits 48 Minuten in Anspruch nimmt. Da zudem das
Al-Verfahren bis auf die Berechnung des Kerns identisch ist mit WBP, gilt dort bei
geschwindigkeitsoptimierter Implementierung dieselbe Aussage, dass im Vergleich
zu SIRT eine auf 1/6 reduzierte Berechnungsdauer erreicht werden kann. Als Bei-
spiel zur Feature-Rekonstruktion wird die Korrelation (Faltung) der Losung mit
einem Zylinder-Template betrachtet. Diese Prozedur ist die Basis des template mat-
chings [Ros03], bei dem anhand der Korrelation der Losung mit einem Template in
unterschiedlichen Orientierungen automatisch entschieden wird, wo sich mit hoher
Wahrscheinlichkeit ein Objekt entsprechender Form und Ausrichtung befindet. Die
spezielle Wahl eines Zylinder-Templates, d. h. der charakteristischen Funktion eines
Zylinders, eignet sich zur Detektion von Aktin-Filamenten, da diese nahezu zylin-
derformig sind.

Der L-Rekonstruktionskern fiir £f = kx f ergibt sich nach (3.24) aus der urspriingli-
chen erzeugenden Funktion, indem die Frequenzraum-Darstellung mit (27)%?k mul-
tipliziert wird. In Abbildung 4.24 sind beispielhaft 6 solcher Korrelations-Rekon-
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Abbildung 4.24 — Korrelations-Rekonstruktionen mit einem Zylinder-Template (Ra-
dius 6 nm, Linge 40 nm), G-Mollifier, v = 3-10~°. Von links oben
nach rechts unten: 0°, 30°,..., 150° Rotation des Zylinders in der
z-y-Ebene.

struktionen abgebildet, bei denen das Zylinder-Template in der z-y-Ebene rotiert.
Hier zeigt sich, dass durch die zusétzliche regularisierende Wirkung der Faltung ein
kleinerer Regularisierungsparameter gewahlt werden kann. Folglich wird durch die
Kombination von Rekonstruktion und Analyse in diesem Fall der ,,Umweg" iiber die
stiarker zu regularisierende herkémmliche Rekonstruktion, die anschliefend nach-
tréglich durch die Analyse geglittet wird, vermieden und stattdessen ein passender
Regularisierungsparameter fiir beide Schritte gewahlt. Es ist zu erwarten, dass hier-
durch deutlich detailliertere Korrelationsbilder méglich sind.
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Anhang A

Notationen und Grundlagen

A.1 Notationen

In der gesamten Arbeit wird, wann immer moglich, ein festes Schema bei der Benen-
nung der Variablen verwendet. Dabei wird unterschieden nach dem Definitionsgebiet
der Variablen sowie nach urspriinglicher und Fourier-transformierter Funktion. Die
folgende Tabelle listet die regelméflig verwendeten Variablen auf.

Variable | Element von | Im Fourierraum
T,y R? £ 1
s R o
2 R? ¢
w 82
0 8t
v, t wt CcR? v, T
b 0+ C R? B

Tabelle A.1 — Variablenbezeichnungen mit Definitionsgebiet und Entsprechung im
Fourierraum.

Fiir Funktionen f, die auf einer Teilmenge von R? definiert sind, gilt der Ubersicht-
lichkeit halber die Notation

f(z) = f(s,2) statt f((s,2)), z=(s,2)€R. (A.1)
Ebenso wird die Kurzschreibweise
g(w,v) = 9(8, 0, b) statt g((O, 9)7 (87 b))v w = (07 9) € 827 U= (87 b) € w™ (A2)

fiir eine Funktion g verwendet, die auf dem Tangentialbiindel T definiert ist, vgl.
Definition 2.3.
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A.2 Grundlagen

A.2.1 Fourier-Transformationen

Zur Einfithrung und Untersuchung der Fourier-Transformation wird zumeist der
Schwartz-Raum (oder Raum der schnell fallenden Funktionen) verwendet. Er ist
definiert als

S(RY) = {f: R = C| | fll % < oo fiir alle j, k € Nd},
11l = sup |270" f(z)|.

z€R4

(A.3)

Die folgende Definition und die Aussagen des darauffolgenden Satzes beziehen sich
allesamt auf schnell fallende Funktionen.

A.1 Definition (Fourier-Transformation auf R%)
Die Fourier-Transformation (FT) auf R?, ist definiert als

F(&) = Ff(g) = (2m) =" N f(z)e 6 da. (A.4)

Die Dach-Notation f oder auch beispielsweise (A f)A bezeichnet dabei immer die
Fourier-Transformation auf R¢ mit passendem d, im Gegensatz zur unten definierten
FT auf Hyperebenen, fiir die stets eine Operatorschreibweise verwendet wird. U

A.2 Satz (Eigenschaften der Fourier-Transformation [SW71)])
Die folgenden Eigenschaften gelten fir die FT auf R%:

a) Der Operator F ist wegen
1flL2®ay = 11l 2ray (A.5)

fortsetzbar als Isometrie auf L?(R?). Desweiteren gilt fir 1 < p < 2 und den dazu
kongjugierten Exponenten p' = p/(p — 1) die Hausdorff-Young’sche Ungleichung

1F1 o ey < €@, D 1l oy (A.6)

Zusammen mit der elementaren Abschitzung || f||lz < (20)~72|f|l1: folgt, dass
sich F stetig fortsetzen lisst als Operator F : LP(R?) — L (R%) fiir allep € [1,2].

b) Als L?-Isometrie erfillt F die Identitit F*F = idz2(gay, d. h. der inverse Ope-

rator ist gegeben durch

F () = (2n) / £(6) €59 e = F(—a). (A7)
R4
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Damit ergibt sich einerseits
F2f(x) = F2f(x) = f(~x) (A.8)

und andererseits

F Y =7FF. (A.9)

Aus obiger Gleichung leitet man unmittelbar die Regel

/ F(©)g(6) ae = / f(@)7(x) dz (A.10)
Rd Rd

zur LVerschiebung des Daches® ab.

¢) Fiir eine reellwertige Funktion f gilt Ff(—=§) = Ff(&). Ist hingegen f gerade,
d. h. f(—x) = f(z), so ist Ff reellwertig. Beide Aussagen zusammen ergeben,
dass mit f auch Ff reellwertig und gerade ist.

d) Ist f rotationssymmetrisch, so gilt diese Figenschaft auch fiir ]?

e) Im Zusammenhang mit der Differentiation gelten die Rechenregeln

F(0;1)(&) = i&F f(£)

Flaif)(§) = i0; Ff(§)-
f) Fir die Translation T®f(x) = f(x — a) gilt die Vertauschungsregel

FTUf(€) = e " Ff(6).
g) Die Dilatation D f(z) = |a|~"?f(a™'z) erfillt die Gleichung
FD* =D/ F.

Jede Hyperebene in R? ist mittels Rotation isometrisch isomorph zu R™, wobei m
die Dimension der Hyperebene ist. Diese Tatsache ermoglicht die Definition einer
Fourier-Transformation auch von Funktionen auf beliebigen Hyperebenen. Die im

folgenden auftretenden Funktionen seien dabei schnell fallende Funktionen auf ihrem
jeweiligen Definitionsgebiet.

A.3 Definition (Fourier-Transformation auf Hyperebenen)
Sei H,, eine m-dimensionale Hyperebene in R%. Die Fourier-Transformation einer
Funktion h auf H,, ist definiert als

Fonh(a) = (27)~"2 / ha)e @D da,  a € H. (A11)
Hom

In dieser Arbeit treten vier spezielle Hyperebenen auf, zu denen jeweils Fourier-
Transformationen definiert werden.
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a) Die 1d-FT entlang der ersten Koordinatenachse sei bezeichnet mit Fs, da s stets
als Variable fiir die erste Koordinatenrichtung verwendet wird. Sie kommt zum
Einsatz sowohl fiir Funktionen auf R? geméf

Fsf(o,z) = (27?)_1/2/ f(s,z)e7%ds, o €R, z€R? (A.12)
R
als auch fiir Funktionen auf 7 (siehe Definition 2.3):

Fsg(0,0,b) = (277)—1/2/ g(s,0,b)e"*ds, oc€R, 08, beot. (A.13)
R

b) Die 2d-FT beziiglich der letzten beiden Koordinatenrichtungen sei definiert als

F.f(s,¢) = (2n)~! » f(s,2)e ™02 dz, seR, ¢ eR2 (A.14)

¢) Zu einem beliebigen Richtungsvektor w € 82 ist die 2d-FT auf der Normalebene
wt gegeben durch

Fglwm = @07 [ gwoeian pewt. (A1)

wt

d) Ist g eine Funktion auf 7 und 6 € S}r ein Richtungsvektor in R?, so ist die 1d-FT
auf 0+ gegeben durch

Fog(s,0, ) = (2m) 2 / o(s,0,b)e BV db, scR, §eSL, Bebt. (A16)

GL

Der Kurzschreibweise (A.2) fiir einen Vektor v = (s,b) € w’ = (0,6)~ folgend, wird
die Zusammenfassung F, der beiden 1d-Transformationen F; und JF; geschrieben
als

Fog(o,0,8) = (2m) 1 / / g(s,0,b) e 45:0) =178 qp ds. (A.17)
R Jo+

O

Aufgrund der isometrischen Isomorphie von Hyperebenen H,, zu R™ lassen sich
sdmtliche Aussagen aus Satz A.2 auf die Fourier-Transformation J,, iibertragen,
indem man R? durch H,, und d durch m ersetzt.
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A.2.2 Faltungen

Wie zuvor bei der Fourier-Transformation wird die Faltung zunichst auf R? einge-
fithrt und ihre Eigenschaften untersucht, bevor die entsprechenden Operationen auf
Hyperebenen eingefiihrt werden.

A.4 Definition
Die bilineare, kommutative und assoziative Operation ,,*“, definiert durch

fxh(x)= y fh(z —y)dy, x€ R?, (A.18)

wird als Faltung bezeichnet. ]

Die folgenden fundamentalen Eigenschaften der Faltung kommen in dieser Arbeit
an zahlreichen Stellen zum Einsatz.

A.5 Satz (Eigenschaften der Faltung [SW71, Theorem 2.6 / Kapitel 5])
Seien p,q,r € [1,00] mit p~' 4+ ¢~ = 1+ r~L. Seien weiterhin f € LP(R?) und
h € LY(RY). Dann ist die Faltung f * h ein Element von L"(RY), und es gilt die
Young’sche Ungleichung fiir Faltungen

1S * hllpr@ay < fllzogay 1Pl La(ra)- (A.19)

Sind speziell f € L'(R?) und h € LP(RY), 1 < p <2, so ist f x h € LP(RY), und es
gilt der Faltungssatz ~ R

(f h) (&) = (2m)" F(€) h(&) (A.20)
fiir fast alle &€ € RY.

Auch die Faltung lisst sich auf einer beliebigen Hyperebene in R? definieren, indem
diese als Definitionsgebiet der beteiligten Funktionen interpretiert wird und Integra-
tion sowie Punktauswertung auf der gleichen Hyperebene stattfinden. Im folgenden
werden Faltungen auf den speziellen Hyperebenen aus Definition A.3 eingefiihrt, zu
deren Kennzeichnung dieselben Subskripte verwendet werden.

A.6 Definition (Faltung auf Hyperebenen)
Die Faltung bzgl. der ersten Koordinatenrichtung ist gegeben durch

f*sh(s,z) = / f(o,2)h(s —0,2)do, s€R, z€R? (A.21)
R
fiir Funktionen auf R3 bzw.

g*su(s,0,b) = / g(0,0,b)u(s —o0,0,b)ds, seR, 0¢c 81+, bebt (A.22)
R
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fiir Funktionen auf 7. Entsprechend ist
I * h(s,z):/ f(s,O)h(s,z—¢)d¢, seR, zeR? (A.23)
R2

die Faltung bzgl. der beiden letzten Komponenten. In der Hyperebene w' mit w € 82
ist die Faltung erklért durch

g *y u(w,v) = / gw,v)u(w,v —v)dy, vewt. (A.24)
wt
Schlieflich definiert

g*pu(s,0,b) = / g(s,0,8)u(s,0,b—B)dp, scR,0ec8, be o+ (A.25)
QL

die Faltung auf der Hyperebene 6. Wie zuvor in (A.17) bei der FT steht die Kurz-

schreibweise

g %0 u(s,0,b) = /R/QL 9(0,0, B) u(s — 0,0,b— B) dB do (A.26)

fiir die Faltung auf w' mit der speziellen Wahl w = (0, 6). O

Die Aussagen in Satz A.5 lassen sich analog zur FT auf Hyperebenen iibertragen,
indem man den entsprechenden Stellen R? durch die Hyperebene und d durch ihre
Dimension ersetzt.

A.2.3 Zwei Lemmata zur Rontgen-Transformation

Viele Aussagen im Zusammenhang mit der RT lassen sich fiir schnell fallende Funk-
tionen leicht herleiten und durch einen stetigen Grenziibergang auf gréfiere Funk-
tionenklassen iibertragen. Zur Betrachtung der RT als unbeschrinkten Operator
ist es wichtig, die Voraussetzungen solcher Aussagen moglichst schwach zu halten,
d. h. moglichst grofle Funktionenklassen einzuschlieen. Die folgenden Resultate sind
daher in einer moglichst allgemeinen Form formuliert und aufgrund der oben einge-
fithrten Notation fiir 2d und 3d getrennt dargestellt.

A.7 Lemma (Projektionssatz [Sol76])
Sei 0 € 8 beliebig und f € L'(R?). Dann gilt

FoPaf(9,8) = (2m)7 J(8) (A.27)
fiir fast alle B € 0+. Ist w € 8% und f € L*(R3), so folgt
FoPsf(w,v) = (2m)" f() (A.28)

fiir fast alle v € wt. Hierbei ist Py die RT aus Definition 1.39 und Pz die analog
definierte 3d-RT in (2.22).
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Das folgende Lemma liefert eine niitzliche Transformationsformel zwischen den In-
tegralen iiber das Tangentialbiindel 72 und iiber den dazu gehérigen Euklidischen
Raum R2. Die allgemeine Fassung findet sich im zitierten Artikel.

A.8 Lemma ([Sol76, Lemma 2.1])
Sei g nichtnegativ und messbar auf R?. Dann gilt

/51 /9L Iblg(b) dbdf = /R2 g(z) dz.

Die gleiche Aussage folgt unmittelbar fiir g € L*(R?).

A.2.4 Minkowski-Ungleichung fiir Integrale

Ein méchtiges Hilfsmittel aus der Integrationstheorie ist die Minkowski- Ungleichunyg,
welche fiir allgemeine Mafirdume formuliert werden kann. Sie stellt sich als sehr
niitzlich fiir die Abschitzung der Norm von Integraloperatoren heraus.

A.9 Satz (Minkowski-Ungleichung [HLP52, Theorem 202])
Seien (S1, 1) und (Sa, n2) Mafrdume und ® : Sy x So — R eine messbare Funktion.
Dann gilt fir 1 < p < oo die Ungleichung

A

wobei im Fall p = oo die auftretenden p-Normen durch oco-Normen ersetzt werden.

P p p
du2<y>] </ [ [ 6l )] dia),

/ B (e, y) dpu (x)
S1
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Anhang B

Ergdanzungen zu Kapitel 2

B.1 Wellenoptik: Berechnung der PSF

Sei eine Wellenfunktion ug in der Linsenebene gegeben. Der Ubersichtlichkeit halber
wird die Abhéngigkeit vom Richtungsargument w nicht explizit angeschrieben. Die
Hilfsfunktion j sei definiert durch

i) =exp (Do), per (B.1)
Man zeigt leicht, dass folgende Eigenschaften gelten:
=1, (B
J(B1;-) - J(Bas ) = 3 (B + B2; ), (B
j(Bar) = j(@®8;-), a€R, (B.
J(Bio =) = j(B;0) j(B5t) e, (B
(B

Der Fresnel-Propagator (2.11) ldsst sich unter Verwendung von Eigenschaft

umschreiben zu

1 &

Bu(v) = 207 ) el /L u(t)j(§;v—t)dt

K KA (K. 1 (K. —i15{v,t

=-5e ](A,v)%/OJLJ(A,t)u(t)e At gy
K RN (K (K K

= =5 " i(50) Fo (%) w) (5 0)- (B.6)

Die ersten beiden Schritte in Abschnitt 2.2 werden zusammengefasst zur Multiplika-

tion mit der Linsenfunktion und anschlieender Beugung. So erhélt man die Welle

uy = By (7 (553 ) uo)
in der Blendenebene. Aufgrund der Darstellung (B.6) ergibt sich mit Eigenschaft
(B.2)

K K T (K - (K K
ua(v) = = (5 0) Fo (501G ) wo) (3 v)

K IKAB ;[ K

—ge ](E;v)fvuo(ﬁv).
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Die beiden restlichen Schritte lassen sich zusammenfassen zur Multiplikation mit der
charakteristischen Funktion der Blende und erneuter Beugung, woraus sich

w=Bx(Xpoe) (|- uz), A=Ap—A

fiir die Welle in der Detektorebene ergibt. Obige Gleichung lisst sich umformen zu

u(v) = Bx(x[o,r)(| - |) u2) (v)

= Mg )f(xg)xmmm-nw)@v)
B _Z)\ (5w / v) X[0.r5) (V1) w2(v) e 340 dw.

Setzt man die Darstellung von us ein und beachtet Ag + A = Ap, so erhélt man

K2 1

S e (550) 5 [ ) Mo (VD (5:0)
: Fvuo(g v)e~ X gy,

Daraus folgt mit der Substitution ¢ = (k/Ag)v, d¢ = (x/Ag)*dv und der Schreib-
weise

Xrg = X[0,sr5 /5] <B7)
die Umformung

A 1
u(v) = — )]\3 mADJ(,\vv)z/Lj(§§)fg)j(>g§)fC)XrB<‘C|)

T
A
- Foup(Q) eilTB@’O d¢.

Um die ersten beiden Terme im Integral zu vereinfachen, wird zunéichst die Multi-
plikationseigenschaft (B.3) angewandt, mit der sich aus Agp + A = Ap die Identitét

i) 3(85) =i (5%)

ergibt. Aus der Eigenschaft (B.4) und dem skalierten Argument der beiden j-Terme
erhélt man

(35528 ) =5(me)

Zuletzt wird die Linsen-Abbildungsgleichung
111
AB As  Ap

aus der geometrischen Optik eingesetzt, aus der sich die Vereinfachung

j(e3ms) = (%)
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ergibt. Mit der Bezeichnung m = Ap/As = A\/Ap, die als Vergroflerungsfaktor der
Optik aufgefasst werden kann, reduziert sich schliefflich die Darstellung der Welle u
zu

. . 1 . P
u(v) = —m~! e“‘)‘DJ(g;v) o /L](/LS; 1/) Xrg (|V]) Fouo(v) e {

1

v, V) dv
= h(v)/ Fupo (V) Fyup(v) ell=m=lo, ) qp,
UJL

= h(v) po * up(—m ')
mit

h— _% m71/2 ein(/\s+/\D) j(%; .)’
T 1y .
Fopo(v) = ——m P2 ey (V) 5 (385 v).
Der hier hergeleitete Faltungskern po entspricht der PSF einer perfekten Optik,
d. h. einer Optik ohne Abbildungsfehler, und stimmt mit (2.16) bis auf die beiden
Zusatzfaktoren iiberein, die fiir die Beriicksichtigung solcher Fehler benttigt werden.
Zudem wird das hier noch auftretende Minuszeichen vor m~!v dort weggelassen, da
es lediglich eine Spiegelung bewirkt, die in der Praxis nicht auftritt.
Die Verteilung der Konstanten auf A und pg ist so gewéhlt, dass der spéter hergelei-

tete Zusammenhang zwischen Datenfunktion und Intensitéitsverteilung die einfache
Form g = 1 — m?I annimmt.

B.2 Streufeld am Detektor: dilatationsfreie Darstellung
Das Streufeld am Detektor ldsst sich geméf (2.27) schreiben als
s (w, v) = h(v) (D %y Pf)(w, m™ ) (B.8)

mit der PSF p = po %, ps, die sich aufgrund der Gleichungen (2.24) und (2.16) im
Frequenzraum darstellen lésst als

Foblw,v) = xrg (I¥]) 8(v]) ) (B.9)

mit
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Die isometrische 2d-Dilatation Dg(w,v) = m~tg(w, m~v) lisst sich gem#f
Dy (B *0 9)(w,v) = m™ Py g(w,m ™ v)

=m! / plw,m v —t) g(w,t)dt
wt

! m=2p(w, m™ v — m™) g(w, m ™) dt
wt

_ / p(w,v — ) Dlg(w, ) dt
wL

=p*, D)'g(w,v).

:m_

mit der Faltung vertauschen. Hierbei ist p(w,v) = m~2p(w, m~'v) die skalierte PSF,
welche im Frequenzraum durch (2.28) représentiert wird.
Auch fiir die Rontgen-Transformation gilt eine solche Vertauschungsrelation:

DMPf(w,v) = m P f(w,m v)
=m~ [ f(A o) dA
m /Rf( w+m )
:m_g/f(m_l()\w—l—v))d)\
R

_ / O + ) dA
R
=m PP frn(w, v)

mit der dilatierten Funktion f,,, = m~="/2f(m~1.).
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Anhang C
Beweis von Satz 4.1

Analog zu Satz 3.6 und mit der Darstellung (4.5) der £-Rekonstruktionskerne gilt
die Abschitzung

< —1
1PEY|| < (2m) 2| Fuly 205 | oo
= 271B*(o + |B12)1] (o, B) (C.1)

fiir die Norm der L-approximativen Inversen zu den Mollifiern (5; o J= 2,3.
B-Mollifier: Fiir die Fourier-Transformierte gilt

"7;(0‘7 6) = (27[-)_3/2)([—1/7,1/7] (U) XBi /4y (B)a
und somit ist die rechte Seite in (C.1) gegeben durch

sup  (2m)"2(8]"2(0® + |BI*) X[=1/4,1/4)(0) X8, ., (B)
(0,0,8)eT

= (2m) 722y,
G-Mollifier: In diesem Fall ist

—

2 0.2 2
ni(,8) = (2m) P exp (- M)

2
und folglich

( I s \ﬁ|2)>

sup  (2m) 72|82 (0* + |B[?) exp 5

(0,0,8)€T

= sup f(z,y)
z,y=>0

mit

2(,.2 2
Yzt +y
f(wvy) = ($2+y2)\/37exp<—<2)>, x,yZO
Eine elementare Rechnung zeigt, dass die Hilfsfunktion f neben dem Ursprung, der
keine Maximumstelle sein kann, einen kritischen Punkt bei z = 0,5 = /5/27~!

besitzt. Die Hesse-Matrix an diesem Punkt ist gegeben durch das Vielfache
5

H(z,y) = <_(2€)5’Y2)1/4.I2
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der Einheitsmatrix, was sich ebenfalls durch eine einfache Rechnung ergibt. Diese
Matrix ist offenbar negativ definit, so dass der kritische Punkt (z,y) eine lokale
Maximumstelle ist. Da f fiir £ — oo oder y — oo und fiir y = 0 verschwindet,
ist (z,y) die globale Maximumstelle von f. Der entsprechende Funktionswert ist

gegeben durch
o 5\Y4 _
f@g) = () 7

2e
Es folgt insgesamt die Normabschétzung

c, _5
IPFY) < ey

mit passenden Konstanten c¢;. Somit ist die Bedingung
1277 = o(67)

erfiillt, wenn ¢ < 2/5 gilt. O
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