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B Á���»4� � �ð�n����» ¥ � � ¥ �{�����{¸6ö��Û��ÁA�Â� � ��»�� � ���{�M�~¡J� ¤ ��¸ � ��¼ ¥ � �=¸��Û����� ��»Ü¿×� �a��Á�� � ��� ¸=��¾i�{��»���� � � ·����¾i�²ÆH¸=�{�J�{��¸��n�M� � ¥ Á=� ¢� ¸��Û�DC �n���;E ¤ � �Â�Û� �Ñ�FB Á��û¼ � ��� ¤ »��n¸b�Â�i���{»Ì�Â��� ¥ �X�ÂÁ=�Å� ���GC �Û� � ·Ñ�~½cÊ������ ¡�Ë·Û�{¾ �ÂÁ � �z�Û»z�J� »��{¸�� � � � ¤ ��¡J� ¤ ��¸=�{¸	¸��«¾ � �Û�8� �M�Â� �
H ���Û���i�Û�M�Â�{�Ìº � ·4���1� ��¸��{� �Â��¾ � ¦ �6�ÂÁ=��»�=��� ¡�·Û�{¾;¿×� � »���¡�·Û� ¿×� ��� ¤ ¾��n��� ¥ � ·¯»���¾ ¤ · � �Â�Û� ��»n�IB Á=��¾ � ���A¿×� ¥{¤ » �£¿³�ÂÁ=��» � �Ì�Â� ¥ ·�� �Û»~� �i��Á�� � �������£Ë�=��� � �Â� ¸��Û» ¥ ���n���GJ � �Â���«���£¿ » ¤=¥ Á �Â� � ��»�� � ���n���Å¡ð� ¤ ��¸ � �Ì¼ ¥ � �=¸��Û����� ��»c�Û� ¥ � �LK ¤ � ¥ �Â�Û� �1ö��Û�ÂÁ�»��«¾��¥ Á=� »��n� ¸=��» ¥ ���û�Â�GJ � �Â�Û� � �£¿X��Á��y�~½cÊNM ¤ » ¤ � ·�·¶¼POr� � � ¦ Æ��X� ¥ � ·�»�� � H ���¶�Â��¸��RQð�{���{� ¥ �{» �����ÂÁ�� ¥ � »���£¿X��Á�� � ¥ Á��U¢� ¸��Û�DC �{� �;E ¤ � �Â�Û� �TS²�UB Á��������{»��{�M�Â�n¸�¸��Û» ¥ ���n�����Â� � ��»�� � ���{�M�i¡J� ¤ ��¸ � ��¼ ¥ � ��¸��¶�Â�Û� ��»¼H�Û�{·�¸ � � ¤ � ¥ � ��¸=�Û�Â�Û� � � ·Û·Û¼1»Ì� � ¡�·Û��� ¤ ¾��n��� ¥ � · » ¥ Á��{¾i� � ��¸ � ��� ¥ � ¾��=·��n���{·¶¼	���WV¯� ¥ �Â�Û� �HÆ�¿×���{� � ���Á�� ¡ð� ¤ ��¸ � �Ì¼ �
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À � �M¼c��ÁM¼H»�� ¥ � ·M����� ¡�·Û�{¾i» � ����¸=�{» ¥ ���Û¡ð�n¸Ý¾ � �ÂÁ=�{¾ � �Â� ¥ � ·Û·Û¼�¡M¼ � � � �Ì�Â� � ·«¸��dQ³�n���n����� � ·£�]E ¤ � ����� �MÕ�~½cÊeSaö�Á�� ¥ Á��Û»~¸�� H �=�{¸ �«� � � ¤ ��¡J� ¤ ��¸��n¸ ¸��«¾ � �Û�Ñ�ÜõÐ¿Ñ� ����ö � �M�Â»~�Â�z»�� ·¶º ��» ¤�¥ Áiö�Á�� ·Û�²ÆH»�� � ¥ ��ûº � · ¤ �Â�Û� �3����� ¡�·��n¾�»Å� ¤ ¾��n��� ¥ � ·�·¶¼gf4�«��� H ��»Ì�iÁ � »A�Â�8¾ � ¦ �y�Û� H �=�Û�Â�y¸=��¾i�{��»���� � � ·Î�.B Á��y»�� � ��Ë¸ � ��¸ � ������� � ¥ Á	�Û»z���b���n»��Â��� ¥ �Ý��Á�� ¥ � ¾�� ¤ � � ����� � � ·�¸�� ¾ � ����¡M¼����M�Â����¸ ¤=¥ ���hC � �Ì�Â� H ¥ � � ·4¡ð� ¤ ��¸�Ë� ��¼ ¥ �«��¸��Û����� �=» � � � ¡�»�� ��¡����hC�· � ¼«�{��»{� ó ¤ ����Á��{�i�J� »�»���¡�·Û�F¾i�n��Á��H¸�»i��Á � � ¥ � ��¡J� � �=��·��Û�{¸ � ���¡J� ¤ �=¸ � ��¼ò�{·Û�{¾i�{�M� ¾i�n�ÂÁ=��¸�»iMkj Ê ÀlSiM ¥ ¿��nmÒ¨«�poqS�� �[��� H �=�Û�Â�Å�{·��n¾��n�M�c¾��û�ÂÁ��H¸�»rM×õ�Ê ÀlSiMÕ»��{� ¿×� �� ÷=� ¾��=·��,mÒ¨«ªpoqSû��õ����ÂÁ��Û» � � �J�{� ör�c¿×� ¥{¤ »�� ���ÂÁ=� � ������� � ¥ Áò�£¿ Ô ±²®ÕØ sutûØ Ô ´wvû°Lx�­Jµ Ô ±zy{t§°C­Jµ«Ø ®ÞØÎ°C­ Ùû�õÐ¿z��Á��b�Û���Û��� � · ¸ � � � ��»�» ¤ �=�ð� �Ì�Â�n¸ �Û� �PH ���¶�Â�b¸=� ¾ � ����|}f�� �=� ¥ � � ¥ � ��»���� ¤�¥ ��¡ð� ¤ ��¸ � �Ì¼¥ � ��¸��¶�Â�Û� ��»4MkjuOr»~Sy� ���T| ö��¶�ÂÁ �ÂÁ���� ¡�K�� ¥ ���Ûº �1�Â� � ���=��� ÷ ��¾ � �Â�b��Á��1� ÷=� ¥ �ò»��«· ¤ ����� � �«¿Ý�ÂÁ��ö�Á=� ·��§ÆH»�� � ¥ �������«¡�·��n¾�fM���{»������ ¥ �Â�n¸����&|K� � ¤�¥ Á7jFOr» � ��� ¥ � ·�·Û�{¸òÔ v Ù °C±;v{Ø ­��ivû°Lx�­Jµ Ô ±zyit§°C­Jµ«Ø ®ÞØÎ°C­ ÙMc�}jFOr»�S��¶¿��ÂÁ��û¼y¼��Û�{·Û¸ � öP�{·�· ÆH�J� »��n¸�M×�����¶�Â� � ·�S�¡ð� ¤ ��¸ � �Ì¼�º � · ¤ � ����� ¡�·Û�{¾�M×õ�je�c��Szf�ö�Á=�{���z»��«¾��� �{���n��C«¼�����» � ¡�»�� ��¡ð�n¸ � �K�ÂÁ�� ¡J� ¤ �=¸ � ��¼«�ÅõÐ¿ �ÂÁ�� � ������� ÷ ��¾ � ���A»�� · ¤ �Â�Û� � ¥ � ��� ¥ ��¸��n»c� �.|;ö��¶�ÂÁ��Á��6� ÷=� ¥ �Å»�� · ¤ ����� ��fÑ� ���6���û¿×�{��»z������Á��{»���juOr» � » ®Õ± Ô ­ Ù��=Ô ±~�û­¯®�vû°LxH­Jµ Ô ±zy.t§°C­Jµ«Ø ®ÕØÎ°C­ Ù�M�B�jFOr»�Sû�� ¿ ¥ � ¤ ��»��pfH��Á��{»��[¡J� ¤ ��¸ � ��¼ ¥ � ��¸��¶�Â�Û� ��»�»�Á=� ¤ ·�¸i·�� � ¸6�Â� �r� �û´ ´�� � ° Ù ��µ MÕ�Û���Û��� � ·qS�¡J� ¤ �=¸ � ��¼ º � · ¤ ��=��� ¡�·Û�{¾F�9��¸�¸��¶�Â���«� � ·�·¶¼gf£�Û� ��»�¸��n»��Û� � ¡�·Û� �ÂÁ � �~��Á���jFOr» � ��� ´�°=t Ô ´ �Û�i»�� � ¥ � � ��¸ � � �4�Â�Û¾�� ��� � ·�·�� ö¿×�«� � ���;� ¥ �Û�{�M�[� ¤ ¾i�{��� ¥ � ·Ñ��¾i��·Û�{¾i�{�M� � ����� �³�õ�����Á���»r� � �J�{�röP� »�Á � ·Û·ð���nºH���ûö ��Á��c»�� � �Â�c�£¿Ü��Á�� � �Ì� � ��¸�öP�c»�Á � ·�·³�=���{»��{�M�X��� ¥ �{�M�X¸��ûº �{·Û� ��Ë¾i�{�M��» �«¿IB�jFOr» ¿×� �r��Á��[����¾i�ûË�¸=�{�J�{��¸��n�M� � ¥ Á�� ¢�«¸����DC«�{� �;E ¤ � �Â�Û� �Ñ� � �Û� ¥ �}E ¤ � ��� ¤ ¾ ¾i� ¥ Á � ��� ¥ � ·�=��� ¡�·Û�{¾i» � ��� ��¼H��� ¥ � ·�·¶¼ �J� »��n¸ � � � ö�Á=� ·���»�� � ¥ ��f~�ÂÁ�� � ¥ � ����� ¥ ���b¿×� ��¾ ¤ · � ����� ���«¿�jFOr» ��» �«¿� � � � ¾i� ¤ �M����¾i�ð�«��� � � ¥ �c¿×� �X� ¤ ¾��n��� ¥ � ·�»��Û¾ ¤ · � �Â�Û� ��»{� ½ ¤ �Ý�����ÂÁ=�Ýö � º«�²ÆH·Û� ¦ � ¥ Á � � � ¥ ���{�K�«¿a�ÂÁ��� ¥ Á�� ¢� ¸=���DC �n�A�]E ¤ � �Â���«� �ÂÁ�� ¥ � ��»Ì�Â� ¤�¥ ����� � � �=¸ ¥ � ���n¿ ¤ · ¸=��» ¥ ���û�Â�GJ � �Â�Û� � �£¿�B�jFOr» ���;E ¤ �����n» »��J�ûË¥ � � · ¥ � ���£���X� ör�ûº �{�;fÑ¾i� »����«¿4��Á��Å�Û¸�� � »X�����{»��n�M�Â�{¸1Á��n��� ¥ � ����¼F� º �{�X�Â���£�ÂÁ��n��·Û����� � ���nº �«· ¤ ����� ��;E ¤ � �Â�Û� ��» ·Û� ¦ �Kö � º �Ý� � ¸��RQ ¤ »���� �y�;E ¤ � �Â�Û� ��»�mü�U�poÎ�þ �����{¾ � � ¦ �ÂÁ � � � ¥ Á��U¢� ¸��Û�DC �{��Æ���¼H�ð�[�]E ¤ � ����� ��» � ·Û»�� � ���ð� � � ��� �£�ÂÁ��n� H �n·�¸�»P�«¿ � �=��·�� ¥ � ����� �Ñ�B Á=�n¼ � ����»��r¿×��� ¾ � �=Ô ± Ô vû°C´ Ø¡t£¢���¤]x Ô ®ÞØÎ°C­ MÕ�~ÊeS4¾i��¸=�{·�»Üö�Á�� ¥ ÁiÁ � º ��¡J�{�n�6ö��Û¸��{·¶¼ ¤ »��{¸6¿×� � �ûÆMö � ¼ö � º ������� � � C � ����� �������«¡�·��n¾�» ���1º � ���Û� ¤ » � ���=·�� ¥ � �Â�Û� � � ��� � »;f �«�¥C��Ü»��n��»�¾i� ·Û�gC«¼¦m úpokfemÒùpokfÜ� �=�Â� ¥ »� ��¸1��· � »�¾ � ��ÁM¼H»�� ¥ »�M ¥ ¿��³�ÂÁ��6���n¿×�{���{� ¥ �{»Ý���§mýÃ?o�S²� õ�� ¤ ��¸��{�Ìö � �Â�{� � ¥ � ¤ »���� ¥ » ��Á��n¼ � ���J� � � � »ö��Û¸�� � �DC ·Û� � ������� ÷ �Û¾ � ����� �8���F��Á����X�{·Û¾�Á��«·Û��J �;E ¤ � �Â�Û� ����� ¥ ¼H·��Û��¸���� ¥ � · ¥ �H� ��¸��Û� � ���{» � ��¸ � ���¥ � ·�·Û�{¸ � ØÕµ�� Ô ­��«´G� �=Ô ± Ô vû°C´ Ø¡t&��¤]x Ô ®ÕØÎ°C­ Ù�mý¨CÈ�oÎ�
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B Á�� x Ù x Ô ´ Ù ®Þ± Ô ®��¡��y �«¿ �{¾i��·Û�Ä¼H�Û�DC&B�jFOr»P¿×� �P»�� ·ÛºH�Û�DC � ö�Á�� ·��§ÆH»�� � ¥ �K�=��� ¡�·Û�{¾ � ¤ ¾i�{��� ¥ � ·�·Û¼¥ � ��»���»���»~�«¿ H ��»�� ¸��n���¶º��Û�DC � �©Ô ­ Ô ´µy£®ÕØ¡tr¶­·�¸ � ����Á�� � ����� H ¥ � � ·H¡ð� ¤ ��¸ � �Ì¼ �¹B Á=�{»���B�jFOr» � ��� ��¼H��Ë� ¥ � ·Û·Û¼Ý��� �HÆ�·�� ¥ � ·��Û�i����¾i��MÕ�«¿ � ¾i�{¾i� ��¼ Æ���¼H�J�]�£S � ��¸ ¥ � � ¡J� � �=����� ÷ ��¾ � �Â�n¸6¡�¼ � ·�� ¥ � · ÆH����Æ��Â�Û¾��juO[�«óa�Û� � ·Û·Û¼gfU��Á�� ¥ � �M�Â�Û� ¤ � ¤ »¹juO ¾ ¤ »���¡J�r¸��Û» ¥ ���n���GJ{�n¸Å�Â� ¤ »��P�Û��ö��Û��Á � �Å���M�Â�n�����«�Ü¸=��» ¥ ���û�Â�GJ � �Â�Û� ��£¿��ÂÁ��6�~½cÊ ��B Á�� � � � ·Û¼���� ¥ B�juO ¿×� ���ÂÁ�� � ¥ Á�� ¢� ¸=���DC �n�c�]E ¤ � ����� �òö � »c�Û��¸��n�ð�n��¸��{�M��·Û¼b¸=�{���¶º �n¸¡M¼y»��nº«�{� � · � ¤ �ÂÁ��«��» ¿×��� ¾gº � ����� ¤ » � ���=·�� ¥ � �Â�Û� � H �n·�¸�»ºmÒ�pokfwm ÇpokfImý¨��;o¡fwm � ªpokfIm � �pokfwmÒ� ÃLoÎ�þ Á���·Û� ¥ � �M�Â��� ¤ � ¤ »}B�jFOr»K¿ ¤ ·Û·Û¼�»�� ·Ûº«�Å�ÂÁ��Å����� ¡=·��{¾ �«¿ ¥n¤ �������DC ��Q���Á��Å»�� � ��� � ·Ü¸�� ¾ � ���F¿×� ���Á�� � � � ·Û¼���� ¥ � · �]E ¤ � ����� �­f��ÂÁ=�{����� ¤ ¾��n��� ¥ � ·�¸��Û» ¥ ���n���GJ � �Â���«�ò�Û»�¿ � ��¿×��� ¾ �����¶º�� � ·Î��¹X�©�Â����� öÿ�ÂÁ��»Ì� � �=¸ � ��¸©»��Â� � �Â�;C«¼F��»��Â��¸��{���Ûº � H ��»Ì�[��Á��&B�jFO ¿×� ���ÂÁ=� � � � ·Û¼��Â� ¥ �;E ¤ � �Â�Û� �­f��ÂÁ��n�©�Â��¸���» ¥ ���n�Â�RJ{��¶�»f � ��¸ �Â� ¤ »��ò�Û�6�Û� ¥ � ����� ¥ �Â�Û� � ö��Û�ÂÁ »��«¾�� � ���=��� ����� � ����� ¤ ¾��n��� ¥ � · » ¥ Á=�{¾i�F¿×� � ��Á��©�~½cÊ �B Á=�Å¸��û¿×� ¥ �[�«¿4��Á���» ¤ » ¤ � · � ������� � ¥ Á©�«¿4¸���» ¥ ���û�Â�RJ{���hC ¥ � �M�Â��� ¤ � ¤ »�B�jFOr»iM µ«Ø Ù tû±��û®ÞØd¼L��µU¶­·�¸ ÙLS ��»��Á � � ��Á��K�Û�����{�r¸���» ¥ ���û�Â�RJ � ����� ���£¿ �ÂÁ�� �~½cÊ �«¿ �Â�n�F¸=���n» ���«� � ¾ � � ¥ ÁD�A�ÂÁ=�K¸���» ¥ ���n�Â�RJ � ����� � �«¿��ÂÁ��B�juOr»{�,B Á��{��� � ���A��ör�U½iÔ¿¾ °C± � ±§°�v{´G� ½ÅÙi�£¿P��Á��{»���� ÷ �Û»������DC ¥ � �=»���»Ì�Â�n���z¸��Û» ¥ ���n���GJ � �Â�Û� ��»c�«¿P�ÂÁ��¥ � �M�Â�Û� ¤ � ¤ »�B�jFO[Í� � Í¹B Á���¸=��» ¥ ���û�Â�GJn�{¸�B�juOr»A¿×� �z��Á�� � ¥ Á=� ¢� ¸��Û�DC �n�A�]E ¤ � ����� � �«¿ �Â�n�	¸��{»Ì�Â���Ä¼��ÂÁ=��»�� � ¡���·Û�Û��¼1�«¿�ÂÁ=�rö�Á�� ·Û�²ÆH»�� � ¥ � H �=�Û�Â�r¸��RQð�{���{� ¥ � » ¥ Á��n¾��£�~Ê��¥C��Ü�ÂÁ�� ¤ � ¥ � ��¸=�Û�Â�Û� � � ·�»�� � ¡���·Û�Û��¼ �«¿���Á�� ¤ ��Ë¸��n��·Û¼H�Û�DC�Or� � � ¦ Æ��X� ¥ � ·�»�� ��» ¥ Á��{¾i�[�Û»~¸��{»Ì�Â��� ¼«�{¸4m � ªpo � ��¸i�ÂÁ��X� º �n� � ·Û·J� ¤ ¾i�{��� ¥ � ·¯» ¥ Á��n¾����» ���{��¸=�{���n¸©� �=·Û¼ t§°C­Jµ«Ø ®ÕØÎ°C­ Ô ´ ´µy Ù ® Ô v{´G� mÒÇpokfIm � ªpokfwmÒ�£È�o¡f`m È�¨?oÎ�� ¨�Í¹B Á�� � º � �Û· � ¡�·Û� ¸���» ¥ ���û�Â�RJ � ����� ��»X�«¿ ���{�b» ¤ Q³�n�K¿×��� ¾ ±���µ�xAt~��µ Ô t~tWxH± Ô tWy M×��� ¥ � ¾i� � ����»��«�ò�Â��ÂÁ=��¸���» ¥ ���û�Â�RJ{�{¸ ö�Á�� ·Û�²ÆH»�� � ¥ � �=��� ¡�·Û�{¾�S � ��¸ �Û��¸ ¤�¥ ��� ¤ ¾��n��� ¥ � · ���;V¯� ¥ �Â�Û� ��» � � ��Á���¡ð� ¤ ��¸�Ë� �Ì¼gf�� � ���Â� ¥{¤ · � ��·¶¼�ö�Á=�{� ¤ »��Û�DC ¥ � � ��»���C ���Û¸�»{�õ��F��Á���» � � �ð�n� ör� ¸��Û» ¥{¤ »�»����y¸��û� � �Û· � ��� ¥ �{�M��·Û¼y¸��ûº �n·�� �J�{¸ � ������� � ¥ ÁUM H ��»��X� ¤ �Â·��Û���{¸y�Û�4mÒ�Lo�Sö�Á=� ¥ Á �Äº«�{� ¥ � ¾i�{»i¡ð�£�ÂÁ �ÂÁ��8Ù ® Ô v{Ø ´ Ø ®�y � ±Â°�v{´G� ½ MÞ� �?S � ��¸ �ÂÁ�������� ¡�·Û�{¾ �«¿ ±���µ�xTt~��µ Ô t~tWx�± Ô tWy
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B Á=� Ø ­¯®��û±²ØÎ°C± � ±§°�v{´G� ½ ��� � ¸�»

ßáà£âIãwä�å à Ð¨ æ â ø/ç�Mcèwé�ê¿S â é ªi÷/è�÷�ÏFé êuìäª�é
â M�èwé§ª%S ä+â�î McèÂSzé
â�� MÕªhé�ê¿S ä M
��� â S]MÕªhé�ê¿SWé
â	� MkÏFé�ê¿S ä M
�­ù â S]MkÏFé�ê¿SzïMÞ¨�� ¨gS

����� ùc¸��{�=�«�Â�[��Á���� Ø ±ûØ¡t§ÖH´G�û®k� ®�°p�����Wx ½iÔ ­¯­ ½iÔW�¯Ù � �P�ÂÁ���¡ð� ¤ ��¸ � �����n»]f � ��¸ ��Á��n¼ � ����� ¡=� � �����n¸ ¡M¼»�� ·ÛºH�Û�DCA�ÂÁ��c��öP� ��� ®��û±²ØÎ°C± � ±§°�v{´G� ½ÅÙ Í
ß�à��Lã`ä�å à Ð¨iæ � ø§ç°ù � é èlì/ÏFé ê ìäªhé� M�èwé§ª%S ä ªhé� MkÏFé�ê¿S ä�� M�ê¿SWé ê ì�ªhé � MÕª%S ä ªhé� M���é�ê¿S ä ªhé

M���ù � S;Mcê¿S ä�� � MkÏFé�ê¿Szé
MÞ¨��ý�%S

� ��¸ � � � ·��gC � ¤ »�·¶¼y¿×� �!���§� � �Û� ¥ �z�ÂÁ��A�J�«���{�M�Â� � ·��Û» ¥ � ��»�� � �M�c���ò�ÂÁ��A� ÷ �Â�{����� �������«¡�·��n¾�»;fJöP� ¥ � �»�� ·Ûº«�X��Á��{¾ � ÷ �=·�� ¥ �Û��·Û¼A¡M¼6�ÂÁ=��Ä � ��· � ¥ �X¾i�n�ÂÁ=��¸ � ��¸i�ÂÁ ¤ »r�«¡=� � �Û�i��Á�����ör�A¡J� ¤ �=¸ � ��¼6�«�ð�n� � ��� ��»����� ùÅ���n�{¸��n¸©�Û�PMÞ¨�� ¨gS²�ÅB Á��Û» ��¸�� � ��» ��·Û· ¤ »Ì�Â� � �Â�n¸y���Fóa�GC ¤ ���A�«�

problem

(explicitly solvable) right

input:

exterior

L

output: v (0,t)x

ψboundary data      (0,t)

interior problem

x
0

left exterior problem

(x,t)ψ

Iψ

ψ

"$#
%�&Iÿ`ü '(� � ¥ Á=� ¢� ¸��Û�DC �n�;�;E ¤ � �Â�Û� �cÍ Or� ��»Ì�Â� ¤=¥ �Â�Û� � ��¸�� � ¿×�«�x�Â� � ��»�� � ���{�M�¡ð� ¤ ��¸ � �Ì¼ ¥ � �=¸��Û����� ��»
B Á��&Ä � �=· � ¥ �K�Â� � ��»�¿×� ��¾ � �Â���«���«¿ � ��»�C �¶º �n�F¡M¼)� M�èwé+*?S ä�, ð- � Mcèwé�ê¿S/.�021 ã43 êzéMÞ¨��ÒÈ£S



´z©�¬D®ÂÇÂ«`ÈWÉ?ÇÂ®ÂÊ�«�¬�ËD¯�²�«�±ÂÇÂ®%Ì�³A¯�«�±­ªG¬Dª�¯�«`È 5
ö�Á=�{��� öP��»��n�6* ä87 ø ß�9 f 9 ë�õ ô�f � ��¸ 7 ì ª���» H=÷ �{¸­f�ö��Û��Á1��Á��6��¸�� � �Â��· � ���{�K�J�{�Ì¿×� ��¾ �ÂÁ��·Û��¾i�Û� 7;: ª=� ��� ö ��Á�� ���GC«Á���� ÷ �Â�{����� � �=��� ¡�·Û�{¾ MÎ¨��ý�%Sr��» ��� � �=»�¿×� ��¾��n¸F���)�<�=� ø ß ¨à!> *rø ß çTùà@? )��ä ªhé èlì�ÏFé)� M�ÏFé+*?S ä )� M�*?SWïMÞ¨�� ÃgS
� ��� ¥ �c�Û�Â»r»�� · ¤ �Â�Û� ��»rÁ � º«�c�Â�6¸�� ¥ ��� � »�� � »uè : � MÕ»���� ¥ �Kör� Á � º � â Máïdé�ê¿S ë.Ï Ð MÕõ ô�S¿SWf=öP� � ¡=� � ���)� Mcèwé+*?S ä . 0!A B 0�C�DE<F 1�GHCJI ùELK
F � 0NM K )� M�*?SzïMÞ¨��ýÇ%S
���n� ¥ � �ÂÁ=��Ä � �=· � ¥ �²Æ���� � ��»Ì¿×� ��¾i�{¸F½K�Û��� ¥ Á=·��n��Æ��Â�ÄÆ���� ¤ ¾ � ��� � �J�{� � �Â�«�L�­ùÅ��� � ¸=»O�­ù � M�*?S ä )� � MkÏFé+*?S ä�å�P ¨

à . 0�CRQ S AP *rø ß çTùà )� M�*?SWéMÞ¨��UTgS
� ��¸V���X��» ¥ � · ¥n¤ · � �Â�{¸ � � � ·���C � ¤ »�·Û¼ �&���n����f AW ¸=�{���«���{»c�ÂÁ=�i¡=� � � ¥ Á��«¿ �ÂÁ�� »¿E ¤ � ���6�����«�cö��¶�ÂÁ�=� �����;C � �Â�¶º � ��� � ·Ñ� � ���U�
�[�F���Mº �n��»���Ä � ��· � ¥ �K��� � ��»Ì¿×� ��¾ � ����� � ¼H�Û�{·�¸=»���Á�� ±²Ød�CÖH®�¶­·�¸ � �Fè ä Ï Í

â	� MkÏFé�ê¿S ä�å�P ¨
àYX .�0�C Q S .�0�CJI ùE ã 33 ê , ã- â M�ÏFé[ZTS/. C I ùE]\W ê å Z 3 ZDïMÞ¨��ýú%S

� ��¾i��· � ��·Û¼�f �ÂÁ�� ´G�cÁ²®�¶­·�¸ � �Fè ä ª6�Û» � ¡=� � �����n¸ � »
â�� MÕªhé�ê¿S ä P ¨

à^X . 0�C Q S 33 ê , ã- â MÞªhé[ZASW ê å Z 3 ZhïMÞ¨��ýù%S
B Á=�{»��PjFOr» � ��� ­³°C­T� ´�°=t Ô ´[Ø ­ ê � ��¸ �«¿Å¾��n¾�� �Ì¼ Æ���¼H�ð�pf[�ÂÁ ¤ »F���;E ¤ �����Û�DC �ÂÁ��1»���� � � C ���£¿ � ·Û·�=���nºH�Û� ¤ »Ý����¾i��·Û�nº«�{·�» � �Å��Á���¡J� ¤ ��¸ � ��¼���� � � ¤ ¾i�{��� ¥ � · ¸��Û» ¥ ���n���GJ � �Â���«�Ñ���g»�� ¥ � ��¸3¸=�R� ¥{¤ ·¶��¼�Û�©� ¤ ¾i�{��� ¥ � ·�·Û¼���¾i��·��n¾��n�������DClMÎ¨��ýú%S~fnMÞ¨�� ùgSX��»X�ÂÁ��Ý¸���» ¥ ���n�Â�RJ � ����� �ò�«¿��ÂÁ=�Å»��Û�DC ¤ · � � ¥ � �Mº �«· ¤ ����� �¦ �{�����{·Þ�P� »���¾i��·�� ¥ � · ¥{¤ · � �Â�Û� �	»�Á=�Äö�» ��Á � ��MÞ¨�� úgSÝ��»A�;E ¤ �Ûº � ·Û�{�M� �Â�b��Á�� Ø ½�� ��µ Ô ­�t~�7vû°Lx�­Jµ Ô ±zyt§°C­Jµ«Ø ®ÕØÎ°C­ m � �poÞÍ

â M�ÏFé�ê¿S ä�å P à¨ X ._C Q S , ã- â�� M�Ï�é¿ê å ZAS/. 0�CJI ùE \W Z 3 ZhïMÞ¨��¶� ª%S
Ä � ¦ �nö��Û»��pfIMÎ¨��ýù%Sr��» �;E ¤ �Ûº � ·Û�{�M� �Â�

â MÕªhé�ê¿S ä P à¨ X ._C`Q S , ã- â�� MÕªhé[ZTSW ê å Z 3 ZhïMÞ¨��¶� �?S
ûiü°ý�þ9ÿ�� ¨�� ¨.MÕõ���Á=� ¾���C �{���n� ¤ »�B�jFOFSa��B Á��iMÕÁ�� ¾i�gC �n���{� ¤ »~SeB�juO�MÞ¨�� ùgS~ö � » ¸��{���Ûº«�{¸y¿×� �¾i�H¸��{·Û���DCA��Á��Ý»��Û� ¤ � �Â�Û� �yö�Á��{��� � �ò�����¶�Â� � ·ðö � º �Ý¿ ¤ � ¥ ����� �ò��»�» ¤ �=�ð� �Ì�Â�n¸b�����ÂÁ�� ¥ �«¾�� ¤ � � ����� � � ·¸=� ¾ � ���4m ªhé~Ï¹o¡f � ��¸ò�¶����»�·�� � º��Û�DC �ÂÁ��Û»�¸�� ¾ � ����ö��¶�ÂÁ�� ¤ ��¡J�{�Û�DC6���WV¯� ¥ �Â�{¸©¡ � ¥§¦ �PõÐ¿ � �F��� ¥ � ¾��Û�DCö � º � ¿ ¤ � ¥ �Â���«� â Ccb Mcê¿Sr��»FC«�Ûº �n� � � �ÂÁ�� ·Û�n¿ � ¡J� ¤ ��¸ � ��¼4M×�«�¥C�� � ���RC ÁM� �Â� � º �{·Û���DC6��· � ���Kö � º �=Szf¯�ÂÁ���Û��Á�� ¾i�gC �n���{� ¤ »FB�jFOd â MÕªhé�ê¿S å�â Ccb MÕªhé�ê¿SRe � ä P ¨

à^X . 0�C`Q S 33 ê , ã- â MÕªhé[ZTS å�â Ccb M�ZTSW ê å Z 3 ZhéMÞ¨��¶�Ä¨gS
Á � »i����¡J�������n» ¥ ����¡J�{¸ � �,è ä ª=�§B Á���»i��» �ÂÁ=��B�juO�MÎ¨��ýù%SÅ¿×� ��¾ ¤ · � ���{¸3¿×� � â MÞªhé�ê¿S åÜâ Ccb Mcê¿S»���� ¥ �Å�ÂÁ=�iB�jFO ö � »c� �=·Û¼ò¸��{���Ûº �n¸8¿×� �K� ¤ ��C � �Û�DC ö � º«� ¿ ¤ � ¥ ����� �=»{��B Á��6����Á=� ¾���C �{���n� ¤ »�B�jFO�Û» ¸��{» ¥ ����¡J�{¸ � ��¸ � � � ·¶¼�Jn�{¸F���y¸��û� � �Û·Ñ���Um È�oÞ�



´z©�¬D®ÂÇÂ«`ÈWÉ?ÇÂ®ÂÊ�«�¬�ËD¯�²�«�±ÂÇÂ®%Ì�³A¯�«�±­ªG¬Dª�¯�«`È f
ûiü°ý�þ9ÿ�� ¨��ý�4MÞó � ¥ �Â� ���GJ � �Â���«�TS_��õÐ�Ý»�Á�� ¤ ·Û¸�¡J�6���«���{¸���Á � �c��Á�� � ¥ Á�� ¢� ¸=���DC �n� �]E ¤ � ����� � ¥ � �¿×�«��¾ � ·�·¶¼6¡ð�c¿ � ¥ �Â� ���GJ{�n¸����M�Â�6·��û¿ � � ��¸F���RC ÁM� �Â� � º«�{·Û·����hCAö � º �n»iM ¥ ¿��Im Çpo�S²Íg �

�Dè å P ¨
à .�0�CRQ S P ��Dê ø ß çTùà@h g �

�Dè ø P ¨
à .�0�C`Q S P ��Dê ø ß ç°ùà@h â¦ä ª�éMÞ¨��¶� �%S

� ��¸����y�ÂÁ�� �J�«�Â�n�M�Â� � ·üÆ�¿×���{� ¥ � »��£Íg �
�Aè å�P ¨

à .�0�C Q S P ��Dê h g �
�Dè ø P ¨

à .�0�C Q S P ��Dê h â¦ä ªhéMÞ¨��¶�UÈ£S
ö�Á=�{���c��Á��c�Â�{��¾ P 33 ê â Í ä �W X 33 ê , ã- â M�ZASW ê å Z 3 ZMÞ¨��¶�ÄÃgS
¥ � �F¡ð�c�Û�����{�������û�Â�{¸ � » � ¿×� � ¥ �Â���«� � ·nM �Ð Sr�Â��¾i�K¸��n���¶º � �Â�Ûº«�«�
Õ`YRÕ­Yji ØNk�kml�×n^°8]Ø�_ \ Ø�8»8l^Tór:=ôIØ Z Ù6n@o Y þ������ ög� ¤ ���	���b�ÂÁ�� ¸���» ¥{¤ »�»����«�3�«¿��ÂÁ�� öP�{·Û·üÆ�J� »��{¸����n»�»K�£¿�MÞ¨�� ¨gSû��B Á��A� ÷ ��»����{� ¥ �A�«¿ � »�� · ¤ �Â�Û� ���Â� ��Á�� � ½ � ¥ Á��U¢� ¸����hC �{���]E ¤ � ����� �©ö��¶�ÂÁF�ÂÁ��B�juOr»}MÞ¨�� úgSzfÂMÎ¨H� ù%Sa�Û» ¥ ·�� � �4¿×���«¾ �ÂÁ=� ¤ »��{¸ ¥ � �=»��Â� ¤�¥ ����� �³�~ó��«�4���;C ¤ · � ���{��� ¤ C Á��Û���Û��� � ·H¸ � � � f��«�¥C��â î ëqpr�WMÞªhé~Ï�SzfJ��Á��Ýö�Á��«·��²Æ�»�� � ¥ �A»��«· ¤ ����� � â M�èwé�ê¿S�ö��Û·�· » � �Â�Û»�¿ ¼��ÂÁ���B�jFOr» � ��·�� � »������ � ör� � ¦»��{��»��«���ÿ¾�� ���c¸��n� � ��·Û�{¸y¸��Û» ¥n¤ »�»���� �F��» �����{»��{�M�Â�n¸b���Um � ªpoÞ�õÐ� ���n¾ � �Û��»Ý��� ¥ Á�� ¥§¦ �ÂÁ�� ¤ ���GE ¤ �n���{»�»6�«¿ �ÂÁ��y»�� · ¤ �Â���«�­fa�Þ�ý�£�Üö�Á��û�ÂÁ��n�A�ÂÁ��{B�juOºC«�Ûº �n»A���Û»�����©»�� ¤ ���Û� ¤ »z»�� · ¤ �Â�Û� ��»n�yõ��	� ��¸=�{�Ý���©����� º � ¤ ���Û¿×� ��¾�¡ð� ¤ ��¸��n¸����{»�» �«¿ts â Máïdé�ê¿S s M D F - � M K ���4êKör�ö��Û·�· ���{�n¸3�ÂÁ���¿×� ·Û·�� ö����hCò»���¾i��·���·��{¾i¾ � ö�Á�� ¥ Á »Ì� � ���{»A��Á � �A��Á�� ¦ �n�����n· �«¿ �ÂÁ���½K�Û��� ¥ Á�·��û�ÌÆ����CÆ�X� ¤ ¾ � ����� �J�{� � �Â�«�u. Ccvxw�y^z 32{�3 êP��»r�«¿I� ° Ù Ø ®ÕØ�À��c®�y � � �����ÂÁ=�z»��{��»�� �«¿a¾i�{¾i� �Ì¼ �;E ¤ � �Â�Û� ��» MÕ»��n��f�£� C=�Imü� T?o�S²�¹�»��Û�DCÝ��Á��}| ´ Ô ­�t§ÖA�û±��û´­��¤]x Ô ´ Ø ®�y ¿×� �P��Á��}Ä � �=· � ¥ �X��� � ��»Ì¿×� ��¾ � ����� � �ÂÁ=��¿×� ·Û·�� ö����DC ·Û�{¾i¾ � ¥ � �¡J�c»�Á=�Äö��³Í~ üTý}ý�þ�¨H�ýÈPMFmÒ�Lo�Sa�6� °C± Ô ­Ay � ì;ªN� ´G�û®�� ë�p��S MÞªhé��}S � Ø ® Ö1® ÖA�7��� ®��û­ Ù ØÎ°C­�� Mcê¿S ä ª ÁU°C±

ê ì��6� ¶ÑÖA�û­
ôX�@��._C Q S , ð- �� M�ê¿S 33 ê d , ã- � M�*?SW ê å * 3 * e 3 ê �/ú ª�ïMÞ¨��¶� Ç%S

þ �Û�ÂÁ���Á���»r·��{¾i¾ � ör�c»�Á � ·Û·Ñ��� ö ¸=�{���¶º � � ���n»��Â�Û¾ � �Â��¿×�«�r�ÂÁ���ÏnÐ�ÆH�=� ��¾g�«¿Ü»�� · ¤ �Â�Û� ��»P��� �ÂÁ��� ¥ Á�� ¢� ¸=���DC �n� �]E ¤ � ����� �PMÎ¨H� ¨gS§��þ � ¾ ¤ ·Û�Â�Û��·Û¼lMÎ¨H� ¨gSr¡M¼ �â Í�âeâIãwä ßáà¨ �âeâ	�=��å ßà ç7Mcèwé�ê¿S�� â � Ð é ª,÷1èl÷�ÏFé êuì�ª�ïMÞ¨��¶� TgS
õ��M���]C � � �Â�Û�DC6¡�¼�� � ����»�� �Fª,÷1è�÷�ÏFf � ��¸�� � ¦ �Û�DC �ÂÁ�� ��� � ·Ñ� � ����C �¶º �{»

� ã4, M- � â Máïdé�ê¿S � Ð 3 è ä à ô���� ß �â Mcèwé�ê¿S â	� Mcèwé�ê¿S<�� ��� M��� -��
ä�å P ¨ àX ô�����. CRQ S �â MkÏFé�ê¿S/. 0�C I ùE ã 33 ê , ã- â MkÏFé[ZAS/. CJI ùE \W ê å Z 3 Z��
å P ¨ àX ô��@��._CRQ S �â MÞªhé�ê¿S 33 ê , ã- â MÕªhé[ZTSW ê å Z 3 Z���ï

MÞ¨��¶� ú%S
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ËA¯�²Â«�±ÂÇÂ®%Ì4³A¯�«�±�ªq¬Dª�¯�«­È �
�X� öÿ���M�Â�;C � � �����DC6�Û�ò�Â�Û¾�� � �=¸ � ���=·Û¼H���DC[Ä �{¾i¾ � ¨��ÒÈ�¿×� ���ÂÁ=�Ý»�� ¥ �«��¸b�Â�n��¾ � ��¸ � � � � � ·��gC«� ¤ »·Û�{¾i¾ � ¿×� � �ÂÁ�� H ��»����Â�n��¾ ¼H�Û�{·�¸=» �ÂÁ�� �{»Ì�Â�Û¾ � ���s â M�ïRé�ê¿Sxs M D F - � M K ø�s â�î s M D F - � M K é êuìäªhïMÞ¨��¶� ù%S
B Á=��»r�Û¾��=·����n» ¤ ���RE ¤ �{���n»�» �«¿Ñ��Á��K»�� · ¤ ����� �6�Â�Ý�ÂÁ�� � ¥ Á�� ¢�«¸����DC«�{�rõ�j��c���=ÊnE ¤ � �Â�Û� ��MÞ¨��Û�Uù%S ���;V¯� ¥ �Â»��Á�� ¿ � ¥ �A�ÂÁ � �A»�� ¾�� �«¿ �ÂÁ��y�Û���Û��� � ·�¾ � »�»Å� �A� � ����� ¥ ·Û��¸=�{��»��Û��¼q�¹Mcèwé�ê¿S ä � â Mcèwé�ê¿Sx� Ð ·Û� � º �n»A�ÂÁ��¥ � ¾i� ¤ � � �Â���«� � ·�¸�� ¾ � ����mÒªhé�Ïno4¸ ¤ ���Û�DC ��Á�� �nº«� · ¤ ����� �³�zõ��8��Á��Aö�Á�� ·Û�²ÆH»�� � ¥ � �=��� ¡�·Û�{¾�fÂè¦ë õ ô�fs â Mcê¿Sxs M D F�� �2K ��» �£¿ ¥ � ¤ ��»�� ¥ � ��»��{��º«�{¸Ñ�óa��� � ·�·Û¼�faöP� � ¸=¸����n»�»6�ÂÁ��{E ¤ �n»��Â�Û� � �«¿���Á��yör�n·�· ÆH�ð�«»��{¸=���{»�»��«¿X�ÂÁ=� � ¥ Á�� ¢� ¸=���DC �n� �]E ¤ � ����� �MÞ¨�� ¨gS[ö��Û�ÂÁ����=Á�� ¾i�gC �{�=�{� ¤ »�B�jFOr»{M ¥ ¿��Üô��{¾ � � ¦ ¨�� ¨�Sû� þ�� � »�» ¤ ¾��6�ÂÁ � �Ý��Á����Û� ¥ �«¾��Û�DC�ö � º«�¿ ¤ � ¥ ����� � â CUb M�ê¿S �Û»FC �Ûº«�{� � � �ÂÁ=�z·Û�n¿ ��¡J� ¤ ��¸ � ��¼y¡M¼
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Discrete Schrodinger Equation
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Schroedinger: t=0.004

new discrete TBC
discretized TBC (Mayfield)
discretized TBC (Baskakov & Popov)
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Schroedinger: t=0.006

new discrete TBC
discretized TBC (Mayfield)
discretized TBC (Baskakov & Popov)
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Schroedinger: t=0.008

new discrete TBC
discretized TBC (Mayfield)
discretized TBC (Baskakov & Popov)
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Schroedinger: t=0.01

new discrete TBC
discretized TBC (Mayfield)
discretized TBC (Baskakov & Popov)
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Schroedinger: t=0.01

discretized TBC (Mayfield)
discrete TBC
discrete TBC: M=5
discrete TBC: M=4
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Schroedinger: t=0.01

discretized TBC (Baskakov & Popov)
discrete TBC
discrete TBC: M=35
discrete TBC: M=30
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Schroedinger: t=0
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Schroedinger: t=0.002
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Schroedinger: t=0.004
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Schroedinger: t=0.006
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