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Summary

l'or a phrase structure grammar 9? defininy a formal lan-
. X \ i i A 7 7}
ruace L © &7 the analysis vroblem recguires to rind to a
. * ; . . . :
civen word w ¢ 4 the derivations according to @ if there

axists onz, or to state, that w ¢ L oth-ruise.

A simple procedure to solve this prcblem [or contextiree
craumers is the LR(k) - aljorithm [3]. -or Lu(.) - . rammars
it solves the problem in linear time. Sut i g} is not of
type Li(k), then deadlociks can come up nnc¢ therefore thc

alrorithm is supposed to be unefficient in taics case.

In the following we develop a method to estimate tne pro-
bability of deadlocks anc¢ the averapge analy:=is time. It
can be shown, tnat the L:2(%) - algoritiu. is eiificient also

for graumars, that arc not of type Lux(ik).



ninleitung

Ist g eine Chomsky-Grammatik, die eine formale 3vracne

. ¥ - . \ L s e

L e 4 definiert, dann besteht das Analyseproblem fur
. ¥ o A

g} darin, zu we€ §* zu entschieiden, ob w € L ist,

und in diesem rall die Ableitungen fur w zu rinden.

sin einfaches Verfahren, das das analyseprociem fur die
‘lasse der~ kontextireien Grammatiken lost, is: der Li(k)-
nlgorithmus [3]. iUr .irammatiken vom Typ Lu(k) kann man

damit das aAnalyseproblem sogar in Lincarzeit losen.

Ist nun g} nicht vom Typ Lik(k), dann konnen wihrend der
analyse Sackgassen auftreten, was zu der Vermutung fakrt,
dap der Algorithmus fur solche “rammatiken nicht menr sehr
rffizient ist. Um seine rrauchbarkeit in solchen rallen

oeurteilen zu xonnen, muf man die fol. enden “razen klaren :
. iy . . o L nF
— Wie haufig treten bei der Analyse eines vortes we g
uberhaupt Sackgassen auf ?

—~ Weclche Analysezeit benotict der LR(k)-Alporithmus fur
£
we 47 7

=i

n der folsenden sirbeit entwickeln wir !iethoden, die es
erlauben, abzuschatzen, wic rroj die Wahrscheinlichkeit
fur das Autftreten von Sackgassen bel der analyse eines
“ortes W€ ﬂn ist, und wie lan:;e die analyse eines sol-

cnen dortes durcaschnittlicn dauert.

Jaraus kann mon entnenmen, la das Li(k) - Jerfahren durch-
aus auch fur Grammatiken effizient sein wann, die nicnt

vom Typ LR(k) sind.
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I, sackgassen bei der Analyse nacn dem L2(0) - Jerfainren

Prazisierung des Problems und lLosunvsansatz

Jdir betracnten eine Chomsky-reduzierte [1] rammatik

%} = (ﬁﬂ 4, 3’, a>

Darin bezeichnet [ das VYariablenalochabet
4 das Terminalalonabet
»r das Produlitionensysten
o das aAxiom .

: ¥ ; : e G e -
wit a bezeichnen wir das freie ionoid uber dem alphavet #

; - ; ; +
und e ist das neutrale blement darin. .5 sei & = g-—{s},
Ist f = x — y eine rroduktionsregel aus #, dann bezeici-

nen wir mit 4 (f) = x und mit %(f) = y die linke bzw. die

rechte Seite der Produlttion .
su fe & vetracnten wir nun die ilenge

w ¢ (7ud) ﬁ 4(i) = g und es ;"ibt
R(F) = wq | eine kanonische ‘eduktion :

wav - wi (£)v 4«

iibei sind e— und - die Pelationen, die aus iden Jela-

tionen —%» und = durch Spiegelunpg entstehen. Jum ~epriiis

der wanonischen Reduktion vergleicne man etwa [l] .

ian kann zeiyen, dap die llencen R(f) rezula sind. ..it
ihrer ililfe iann man bekanntlich LR(C)-tirammatiken wie

folgt charalcterisieren [1] :

Satz ; Wkine kontextfreie, Chomsky-reduzierte ‘ra.matik Q?
ist senau dann vom .yp L:R(0U), wenn fur alle

Produktionen f, 5 € P ~ilt:



R(E)- ¥ A w(p) = ¥ ralls f#£g
R()-#" A nw(sy = ¢

sezeichnunyg : Ist wq € R(f) , = 4(f), dann boazeichnen

1

. L , - S
wir q als ein Handle des YWortes wqv , wovei v 4 ist.

Die Mengen ©V(f) enthalten also diejenifen anfangsworter,
die der L2(C) - Algorithmus gelesen haben muB, um ein Handle
zu entdecken. Die iussaze des Zatzes ist, daB bei der ..na-
lyse stets hochstens ein -andle in jedem Scaritt gsefunden

werden kann.

st nun @ nicnt vom Typ LR(U), dann kann es vorkowmen,
W
da@ im Verlaui der Analyse ein Hor%\mit melireren ..andles

erzeugt wird. s ist dann w = mit w2€ 4* und

wlwa

W, € (P = L J [;{(f)-ﬂ-* e H(fr)] U , ![L{(fﬁ)- 3+n-."(1‘)]
f.,ochp fe

té#g

In diesem Fall kann der L2(0U)-Alorithnuus in eine Sack:asse
seraten ; dann namlich, wenn von den in rrage kommenden randles

&

ein ralscies ausgewahlt wird.

'3 1st nun vor allem von Interesse, zu wissen, wie wahrsciein-
o 2 : c it 5 n .
lich es ist, dap man bei der analyse von we 4 zu einem

W _ p . * .
dort uw = uju, gelangt mit wu,€ 4% uni u, € JCP).

vieses Problem soll nun moslichst unabhan ir von de- sne-
ziellen Korm der Froduktionen < € 9 bveantwortet werien.
s liegt die Vermutung nahe, daf ein Zusammenhans besteht
zwischen der Anzahl der Worter in H(#®) und der zgesuch-
ten wahrscheinlichkeit. An einer einfachen Voruberlegung

wird dies bereits deutlich :



us sei QW P) = 4* . Dann kann der LR(Q)-Algorithmus hdch-
stens im ersten Reduktionsschritt mehr als ein lHandle vor-
finden. In diesem Ffall gilt fur die Wahrscneinlichkeit q{n),
dal man bei der inalyse von u € in zu einem Wort w mit

nehr als einem randle gelangt :

|y, 4% A 4™
KS

Q(I’l) =

hier kann man also die lerechnung von q(n) zuruckfuhren
auf das Problem, zu berechnen, wieviele Worter der Lange n
es in einer repularen Sprache giot. Im all:iemeinen sind die
‘usammennange nicht mehr so einfach. Man kann aber auf ahn-
liche Weise auch fur beliebige kontextfreie (irammatiken

brauchbare Aussagen gewinnen.

Sackrassen beil der Analyse kontextfreier Grammatiken

YWir betrachten eine Grammatik Q? mit den oben angegebenen
figenschaften und verlangen zusatzlich, das die Produktio-

nen f€ P von der ¥orm sind f = X — uv mit X € 7 und

U,VG ﬁu;.

Diese Zinschrankunsen dienen nur der Vereinfachung der fol-
penden Uberlezungen. Sie haben keine grundsatzliche Bedeu-

tung fur die erzielten iLrgebnisse.

bezelchnung : P = {fl,....,fr} se¢i das Produktionen-
system von Q} . Zine kanonische <eduktionstiolge ul-H— u24~"
o 0l L hei Bt normiert, wenn sie die i{olpgenden Bedin-
cungen erfullt :

i) Ist u. = a.b.c. und u. = a.X.c. fur ein i€ [1: m—l]
i 1 4 i+l i e

und ist f. X.—=b. , dann gilt flir alle f _€ P
ji 1 i k

mit a b, € R(fk) r k= §y



ii) i"alls a;b, = gh ist, und g€ R(L) fur ein f e'P,

dann ist h = g,

Anschaulich heipft eine kanonische Reduktionsfolpe also

normiert, wenn der LR(O)-Algorithmus, der sie erzeugt,

in jedem Schritt das erste mopliche Handle reduziert

und zwar mit derjenigen Produ'<tion, die von allen in

Frage kommenden den kleinsten Index besitzt. i‘an sieht :

Lilfssatz: Zu jedem w € (716%)* :ibt es renau eine
normierte, kanonische “eduxtionsfolre
w:wl-#— wadr— SR MR B WOIL maximaler Lange.

Wir untersuchen zunachst die folgende rProblemstellung :

ie eben sei w € ('ﬁu%n s0 daf es dazu ein ule 4* gibt

und eine kanonische Reduktionsfolge u, <+— u_<— ¢.. e— |

1 2 s
mit u_ = w . Gesucht ist

2
Wahrsciheinlichkeit dafur, daB der
pln) = LR(O)-Alrorithmus von w ausgehend nicit

zu einem w' € M(P). 4% celangt.

Wir prazi sieren diese l'ragestellunp weiter, indem wir
einen reeirneten Wahrscheinlichkeltsraum @(n) definie-

ren., Lbs sei

W hat die zijpenschaften

@(n) = = (Woqeeew )
1 b Y Vs ib, 31 B8 Y. 499 W)

=-
~—r

ms ist s =1 , |wl[ = n und fur i€ [1 - "] ist
. *
w. € (Mud) .
i
ii) Wy E e AW ist cine normierte,kanonische Reduktion
und es gibt ein ue€ 4* und eine kanonische leduktion

Wt oo @— W

1



-

iii) wcjé l J R(E). 4% i dals W ist niciht weiter

fep
reduzierbar.
. , . x . . ;
iv) “u jedem w e (FLUP mit |w|=n , zu dem es ein
* ) . . .
u e # Zibt und eine kanonische ‘eduktion u o;— W,

existiert ein We®@n) mit W= (wye..) .

krlauterung : @(n) enthalt zu jedem w ¢ (HUh", das aus
cinem terminalen Wort u durch eine kanonische Reduktion

hervorzeht, genau eine kanoniscine Reduktionsiolge und zwar
die eindeutiz bestimmte, die mit w Dbeginnt, normiert ist

und maximale Lange nat.

ss ist nun klar, dap der LR(U)-Algorithmus rencu dann bei
der Analyse von w ein w' mit mehreren ‘andles erzeugt,
wenn die mit w beginnende Reduktionsfolge in @n) die
Gestalt hat : (wl,...,wi,...,ws) mit w, = w und

wi € W('p)- #—x .

als o-Alrebra auf dem Stichprobenraum @(n, wahlen wir die totenz-
menge von @(n) und als Waarscheinlichiieitsmap darauf die
Gleichverteilung. rur die Wahrscheinlichkeit eines tlemen-

tarereignisses we @n) gilt also stets:

—— = o) = : .
|47 II ) R(£FATOY) |+|4"|
rep
es sel nun
Anzahl der We®n) von der Form
z(n) = W= (wl,...,ws), fur die ein i existiert,

i€ [l:s] mit wie m(gg)--'r”[



__z(n)

Wegen p(n) = 1 -
| @(n)|
konnen wir die Berechnung der gesuchten Grofe p(n) zuruck-
fihren auf die Berechnung der Grogen z(n) und |&n)|.
Abschatzung von z(n) : Ist (wl,...,wcj € @n) und fur ein
=]

ie ﬁ_:s] W, € MmPy. 4%, dann ;ilt entweder i) oder

ii) :

i) ©s gibt ein 1€ [2: 5] mit W, e Py, ¢*

ii) w,€ M. ¢*  una w & WP g
Wir benutzen im

A(n) :[(wl,...,ws) € @n)

a(n) =|a(n)l
T =7
N =7

fur alle

folgenden noch einige Bezeichnungen

i€ [2 i sJ
: Bs sind
W, cP)-4* une fir

ic [2 : sJ ist wi¢ nr-4x

Ist k(x) = {w € (Nuh | x *""'w} fir alle xe ¥, dann

setzen wir fest :

k = max |k(x)l

xel
Da es nun hocnstens k
wWwe @n)

fur

zu einer lolie we @(n)

wir z(n)

z{n+l) =

Durch Auflosen dieser Rekursion mit dem startwert

erhalt man
n

z(n) =

i=2

Zi: a(i)-kn_i

Moglichkeiten gibt, um eine

rorizusetzen,

a(n+l) + z(n)+k

‘olge

erhalten

die folgende Reltursionsformel :

z(1) = ©
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Man uberlegt sich leicht, dapf man ganz analoge Abschatzun-
gen herleiten kann, wenn die Produktionsregeln nicht von

der speziellen Yorm sind, die oben vorausgesetzt wurde.

Die Grofe k entnimmt man leicht aus dem Procuktionen-
system, wahrend zur Bestimmung von «(i) iein einfaches
Yerfahren zur Verfugung stent. £s senugt jedoch oft, dap

man die Zeziehung
ali) Slmfp)- i*n (%uq)i‘

benutzt, wobei man die regulare YMenge H(?) und damit auch
| ) - #* A (Wu4)1| effektiv aus dem Produktionensystem

mewinnen kann.

Abschatzung von |@(n)|:  Zu £€ Poetrachten wir die re-

gulare lenge

S(f) = {w}{')(:'q',(f), wZ(f) € R(f)}

wie R(f) kann man auch &(f) direkt aus % ableiten.

. 1 . YL
an sieht, dap w € (FLud) genau dann aus einem uc #
durch eine kanonische “eduktion nervorgeht, wenn 1) oder

ii) erfullt sind:

2 n
i) we ¢
ii) w = uv mit v € :’}{* und ué€ L_J 5(1)
fep
Damit konnen wir |Q(n)| berechnen als die Ainzahl der Wor-

ter der Lange n in der repularen lMenge

L_J s(e)- 4% 0 ¢F

felp

Ls #1ilt daher



Wir konnen nun auf die ursprungliche rragestellung zuruck-

kommen und die Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit dafur, dap bei der LW(C)-

(n) =
4 we 47 ein w eWUP). §* enstent.

Analyse von

berechnen. Dazu sei

Anzahl der W= {(w w_) € @in,) mit le 4)

l,o-.‘

s{n) = .. 3
fiir die ein 1€ [1 : s] existiert mit wiEﬂT(W)-gi

Mit diesen tezeichnungen erhalten wir

q(n) = 1w ._S..(_n_)_- — A _.Z_.El_)_
n n
1L T
n
also g(n) = 1 - -——];n— i a(i)k T
- 1=2

Bdemerkung ;

C} sei nun eine lineare Grammatik, d.h. unter :den obigen

Voraussetzungen sind alle ¥Produktionen von der rorm:

% =>4y
oder X —> Ya
oder X —» ab mit X,Y € 7 una a,b € ¢

Da (y Chomsky-reduziert ist, kann man jedes wort wlz.w,) mit
(=
_ * s : . ¥
Wy oW, € 4 und % €7 aus einem _eeigneten Jort ue ¥

‘ewinnen,und wir erhalten somit

|@n)| = n.T"ten

und pin) = 1 - '"'H“:L'E;l . E ali)x"t
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Beispiel 1:
Wir betrachten die Grammatik Cgf = (72, $,7, S) mit :

T - {A,Al,ﬂa, ),rsl,s}
4— = {a,b,C}
w = {fl,....,fg}

dabei gilt : fl = S5 == Ac f6 = A2 = b
1‘2 = S -+ aB 1'7 = B -— Blb
ffﬁ = A - aAl 1‘\5 B Bl —» ab
f.L+ = Al—*—' Aab fi) = B — b
f5 = AE——- Ab

ms ist d‘{((g) = {anbanc l n = 1} i {anbn |n > l]

(g ist fiir kein k vom Typ LR(k). wir verechnen N #M):

:.{(i'l} = {1'.C }
R(E) = {am}
R(f5) = (a"a) |n= 1}
R(I"br‘) = {anAEb ] n= 1
%(1’5) = {anA b | n= 1
R(fg) = {arb | n=1

;:-‘
]
-J
~—
il
~~
ol
=
8 5
-
o
=
v
) | f
' e S’ S S e

{
=
=
1}
T
.
i
-
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In diesem kFall ist z(n)

1

s(n) = | BUP). 4* A 4" |

Mr n =2 folgt somit :

n-2
_ z(n) 3 i
g(n) = 1 - = _1_5H.Z3
i=0
_ S 1
a(n) = — + > 3m

deispiel 2:

Wir betrachten die folgende kontextfreie Grammatik g = <ﬂ, - 3 7], a)

mit :
W= {a,t,0}
12{\{1(!)!""3{}
# = {te0enntg )
dabei sind fl = o —V
f2= (p""""(a.)
F.. = —
3 L ¥
fb,z T — TX®
f5= a — T
f6= a —® 0+ T

Grammatiren dieser Art werden in Programmiersprachen ver-
wendet, um arithmetische Ausdricke zu definieren, die un-
vollstandige «lammerung und Vorrangregeln zwischen den Ope=-

ratoren zulassen.

(} hat nicht die in II verlangte Normalform. Um jedoch
an einem Beispiel vorzufiuhren, wie sich die obigen Uber-

legungen auch in anderen Fallen anwenden lassen, legen wir
diese l'orm der Produktionen zugrunde und modifizieren die

obigen Abschatzungen entsprechend. Zunachst berechnen wir #WKP):
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Iis seien Y

B = [yl(ye(...(ys( | s=2, y; € Y}U{s}

{s,a+, TX, a+‘rx}

it e haben wir dabei das neutrale zlcment in (Hu¥)* ve-

zeichnet. Damit ist

R(fl) BeVYe [V}

R(z,) = Bev-{()

n

R(fs) = B {0, a+9)}
R(£,) = B-{txe, a+rxw}
R(f5) = B- {1 }

R(£g) = B-{a+1}

= (P = 53-{th,a+‘rxV}

Berecunung von z(n)

lis sei B(n) = |2~ (AT l
w(n) = | A @]
tilun ist aber B = B-{(,a+(,T7’-(,a+rx(}U[E}

und daher gilt fir n= 5 :

8{n) = 2(n-1) + 2p(n-3)+ a(n-5)
und p{o) = (1) = p(2) = 1

8l3) = 3

pl) = 5

Die allgzemeine relle Losung der Differenzen;leichung

8(n+5) - B(n+k4) - 23(n+2) - g(n) = 0



: - n ; . i
ist von der Form B(n) = q .const , wobei q die einzige

reelle Nullstelle des Polynoms

p(x) = x? - :»cLt o S = 1

ist. Man rechnet nach, dap gilt:

ey B0 169
L= Tgs T A< 73

Unter Beachtung der Anfangsbedingungen erhalt man fur n = 5

die folgzende Abschatzung fur 5(n) :

. n :
0,4731 - (—1—9%%—) < g(n) < 0,4375. ( 10669“)
flun gilt aber fir n = 5: u(n) = 8(n-3) + 0(n=-3) und
daraus erhidlt man fur n = 10:
n P
0,1171 - ( 19§58 ) < u(n) < 0,1182. (-15(—’:9—-)

Jie aAnfangswerte fur u(n) berechnet man leicht direkt :

w(0) = u(1) = u(2) = 0
plEl = ol = T

phS) = .2

wi(6) = &

u(?7) = 6

w(8) = 11

w(9) = 20

Mit  k(x) = {u € (3’?3\)"1-)3 I X - u} iuir x € Jl ernalten wir:

max {}k(a)l,lk(w)l,|k(1)l} = 6



il

Damit erhalten wir fur =z(n) die folpende Rekursion :

zn+1) = aln+1) + bHz(n-1)

n
also ist z(2n+l) < Ez::a(ai+l)-6n-i
i=2
n
z( 2n ) < Z:: a(2i)- ghes
i=2
HuR 18t al i) < [’332(‘39)- 4* A (’)‘Zuff-)i I
1
a.h. «(i) < 2:: p(i).5+7d
i=0

169

fur 1i=10 folgt: ali) = [0,0106 - O,Ubﬁa-(ﬂuga—) ]-51

fur 1=10 errechnet man leicnt direkt :

a(0) = a(l) = al2) = 0O a(6) < 164
a(3) =1 a(7) < 826
allt) = 6 alo) < 41l
a(5) < 32 al9) < 20725

Das ergibt fur n = 5 die folgende Abscuatzung fur z(2n) :

v

z(2n) < 25%.0,0140 - 6™.0,0939 - 3".0,0642

Die ‘estimmung von z(n) fur unperade n und fur n=2,4,0,0

bereitet keine Schwieripkeiten und wird daher uberpgangen.

serecchnung von _|Q(n)| :

Hach II pgilt:
| Q) | = [[LJ s 80 g*] a@uH”
P ey
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Nun ist S(fl) = 5(12} = DY {w}
= B {@ y Wb , THY , A+ TK(D}
8(f5) = 8(2,) = #-{c , (m}
S(f5) = 5(f6) = B-{a}

Yezeichnet man mit (i) die Anzahl der Worter der Lange i

in der Sprache

L) s(o)
fep

dann gilt fur i= 5:

n{i) = 3B(i-1) + 3p(i=-3) + 8(i-=5)
ro 41 P 3;
und somit 1,1048 ( 19"6“’ ) < n{i) < 1,1257. (__1%?__)

fur 1 = 10 . Auperdem ist leicht zu schen, daB fur i < 10 gilt:

n(0) & O n(5) = 19

nild = w(2) = 3 n(6) = 34

n{3) =& & n(7) = 61

(k) = 12 n(8) = 90

71(9) = 180
n

Wegen |QAn)| = 2:% n(i)-Sn_i + 5n erhaltel. wir daraus :

i=

|gn)| - 511, {1,7966 _ ()?59;4:79(";76?]1’1

babei ist n = 10 vorausgesetzt. Der rall n <« 10 Dbereitet
keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Wir verzichten daher

auf die Durchrechnung.

asus den aAbscaatzungen fur [@(n)l und z(n) kann man nun

die gesuchten Wahrscheinlicnkeiten p(n) und q(n) berechuen.
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fur n= 5 gilt:

25" . 0,0140 - 6" . 0,0939 - 3" . 0,064
7

25" . [1,7966 - 0,5949(30—)n]

p(2n) = 1

n

. w H
; / 4
p{2n) = 0,9922 + 0,5 - —é%m) b 0,03 (-é-gﬁ)

Auferdem erhalten wir fur n > 5 :

n

5

q(2n) > 0,9860 + 0,09 . (—é%—)n + 0,06 - (35.

semerkung ; Die Wahrscheinlichkeiten p(n) und q(n) sind
im allgemeinen verschieden. p(n) ;ibt die Wanrscheinlich-
zeit fur das Auftreten von Sactrassen an, wenn man in einer
kanonischen Reduktion bei einem Wort der lLance n  startet.
q(n) zibt die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten von
Sack-assen an, wenn man bei einem terminalen Wort der Lange

n startet.

Hinen einfachen Zusammenhang zwischen diesen beiden Wahr-

scheinlichkeiten scheint es nicht zu geben. Das hangt ver-
mutlich daran, dap ceim srzeusen einer
formalen Sprache neben dem Avleitungsorozel noch ein weite-
rer, wesentlich verschiedener hinzukommt, namlich die Aus-

wahl terminaler Worter.
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II. Mittlerer Zeitbedarf fur die L :(0O)=-Analyse

Die bisherigen Untersuchungen uber das Auftreten von Sack-
gassen bei der LR(O)-inalyse haben gezeigt, dap man fur viele
Lirammatiken durchaus erwarten lann, dafl Sackgassen bei der

Analyse sehr selten auftreten.

Um ein zuverlassiges Kriterium fur die Erauchbarkei: des
LR(C)=-Verfahrens zu naben, untersuchen wir nun, wie lange
die Losung des Analyseproblems fur eine iegcbene Grammatik

g' durchschnittlich dauert.

Wir setzen dezu voraus, dap 9? Chomsky-reduziert ist und alle

’roduktionen von der Form sind

X —=w

) , - 2 - e _
mit Xe€ 2 und we@ d)°. biese kinschranikung hat kelne
rrundsitzliche Bedeutung fur das folgende. Sie vereinfacht

nur die =echnung.

Weiter verwenden wir die folgenden Bezeichnungen ;
ZU
— Hine R-Tolge der Ordnung‘ﬁ\\ist eine Folge

¢ = (wn,...,wr)

wobei w. € (o) ist thr ie |m:n] und W € £*,

W ee— ... W eine kanonische le“uittionsiolse und

n
W nicnt weiter reduzierbar ist.
e

— Wir sagen w komme auf der m-ten tbene in der l-Iolge §

vor, wenn me€ [n: r] ist und w = W

5 ’ \ ¥ ; : ; ;
- lst L C (ﬂu% eine formale Sprache, dann bezeich-
nen wir mit [LJr die Anzahl der Zlemente weg L

mit |w[=1r .
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Wir untersuchen zunachst das fol;ende ‘'eilproblem :

Gierpeben sei eine Grammatik inie oben. sesucht ist die
Anzahl der Reduktionsschritte, die ein L2(U)-Automat aus-

fihren mu3, um 2lle R-Folgen der Ordnung n 2zu erzeugen.

Dazu komme w e (HU¥)™ in einer R-rolge der Ordnung n 2u gg

£

auf der m-ten Lbene vor. Dann kann man w 7enau dann mit
L o o ¥ .
der Produxtion f € ® reduzieren, wenn w € 2(I).-%" ist.

Dies ist eventuell auf mehrere Arten moglich und zwar auf
m

Y |l a@o®T] 4% o qu)

r=2

verschiedene Weisen. Variiert man nun uber alle R-Folgen
der Ornuns n , dann kann man auf der sbene m die Pro-

duxtion f auf hochstens
m

(o ey . mm=r
[U.(I)Jr iy

r=2

verschiedene Arten anwenden. Jede dieser anwendunﬁsmaglich—
keiten kann nun menrfach benutzt werden. um abzuschatzen,
wie oft dies moglich ist, ordnen wir den 2-I'oclgen der Ord-

nung n einen Graphen zu.

. . ; N CE oL
Seine Knoten seien die #orter w € (Lud) ¥, die in den R-

Folgen der Ordnung n vorkommen.

Jer Graph besitzt genau dann eine xante u -—>v , wenn
es eine RW-Folge der Ordnung n gibt, in der v auf der

m-ten obene und u auf der (m+l)-ten sLbene vorkommen.

.5 sei wie fruher fur x € 2 definiert: ki(x) = {u Ix -—11}

und k = nmx“hhdl xE?zy




s

,

Da die R-T'olgen kanonische Redutitions

dap hocnstens k

richtet sind.

lanten auf ein und denselben Knoten

folgen sind, ist klar,

0 -
£e

Man sieht : der LR(O)-Algorithmus benutzt iede Anwendungs-

moglichkeit der Produktion f

n-m

auf de

k mal. Es gibt daher hochstens
m
)[Rl T
r
r=a

roslichkeiten, ein wort auf der m-ten

tion f 2zu reduzieren.

frage kommenden rroduktionen und alle

r m-ten “bene hochstens

bene mit der Produk-

Summiert man nun nocn uber alle in

moslicnen nbenen in

den R-folgen der n-ten Ordnung, dann erhalt man eine obere
Sehranke fur Anzanl $(n) der insrgesamt auszufuhrenden
Analysescnritte :
n n
o p T M-r | N-m
S{n) = ~ Z Z [HI) o 0 ade i
ngQ m=2 r=2
Dies kann man leicht umformen zu
n n F aA
. [u(i)} p oA
s = ) hy ) et (2
fe r=2 m=r T
n E‘T‘] n
& 1 D (RN A [\( ) r el
5(n) £ —— ) -
T=k i ;
Y fe®P r=2 r=2

Jamit erhalten wir auch eine obere Schranke fur die mittlere

Anzahl der Analyseschritte, die fur
forderlich ist : ks gilt
n
o5 oy - s T
) tin) = iy < Tk B

W € #n hochstens er-

[R(1)] ,

)



=20

Daraus erhalt man nun einije interessante rolgcrungen :

Satz e s seil T ¢ IN —= IR, eine Abbildung mit

[R(0)] _
e t(n) fur alle f€P und
! fur alle re [O:n]
bDann gilt :
. : o T. |
i) falls ki=<T 48t t(n) < — ” n- t(n)
H Bt
; ; o ¥l 2
ii) falls k = T ist: t(n) < ek (n"=-3n+3) « 1(n)

Hewels :
i) Wegen k <= T erhalt man aus @& :

i i L [R (f )}r [ K\t 1
T t(n) = -—E‘-_—k— Z Z _........I:...._...... \Ll _(H'I'—_) }

TeR p=2 T

iln) = lfT'}{f—-r(nMn-l)

ii) Wegen k = T erhalt man aus @(-):

n k()]

T T e skl T
f—l-|

fE-?’ r=2~2

n
t(n) < %] -t (n) Z(n-r)
r=2

t(n) < %] (n) . -(P=2)(n=1)

N



Korollar :

Beweis :
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g,sei eine metalineare Grammatik und k < 7T
Dann gilt :

e 2-N. |'P]

t(n) < — *(n-1)

Fur alle Produktionen f € ?® , die nicnt Startpro-

duktion sind, ist Z(f)e #.-7 v I-¥#

Somit gilt :
R(f)e %00 .01 4

und fir alle r € IN folgt daraus

LS PR NN
TI‘ Tl" L

Setzt man dies in die Abschatzung i) des obigen
Satzes ein, so erhalt man :
2.1.|P|

t(n) < —_— . (n-1)
L - X




Beispiel 3: Wir betrachten die Grammatik @ = <?f, ¢, 7’,X> mit :
{x, v}
(av5,¢)

77
¥

1}

7= {fl’fa’fa'fa}
Dabei gilt : fl = X — a¥

f2 = X —= cc

f3 = Y — Xb

f}_‘_: Y — a¥Y

Man sieht : aﬂ(gﬁ‘) = { aceb™ I n=mx=>=20 }

AuBerdem ist die Grammatik (} nicht eindeutis und somit fur

kein k vom Typ LR(k). Die iMengen &(f,) sind:

R(f1)= {anY lne 1}
R(f) = {a'cc | n=1}
R(fB) = {a" | n> 1 }

R(£,) = {anY | n= 2}

e WP

1

{a"t |n= 2}

Zunacihst kann man daraus die wWahrscueinlichkeiten o{n) und

q(n) Dberechnen: ks ist

A(n) = {(wl,...,ws) € &(n) w) = aalu mit u e#x}
al{n) = 3 Bn_5 fur n = 3
al2) = G

k = 2



Daraus erhalten wir die gesuchten Abschatzungen fur p(n)
und q(n);
X . i-3% _n-1i
&s ist : p(n) > 1 - - ——— e E:: 3 .2 (rur
2.n_}n«l
i=3
n
1 1 s y.2
= p(n) => 1 = o [—-"3 i (__,,.5) ]
n . .
und q(n) > 1 - —-%r- 51-3.2n—1
3 Gy
8 1 ( g 4%
= >
qg(n) 5 * i \3 )
Wegen k<= 17 erhalten wir weiter aus dem norollar :
—_— 2e2elt ;
¥ 0} = oo - (n=1) = 16-(n-1)
3=2
Legt man die Abschatzung des Satzes selbst zugrunde, dann
#ilt sogar wegen
Bk, 2
¥ -2
e Z.b 2 _
t(n) < i3 (n=-1) 5 = &(n-1)
Beispiel L+ Wir wollen nun noch die mittlere Analysezeit

fur die in Beispiel 2 definierte Ausdruckssprache berech-

nen. Da die Produktionen in 9 nicht die verlan;te lormal-

form besitzen muP die Abschatzung fur S(n) geeipnet mo-

difiziert werden :



ol

Auf der m-ten Ebene konnen wir wie fruher genau auf
Z [z m-r
) [R(£)] .7
fe? r=2
verscniedene

Weisen mit den FProduktionen f € Preduzieren.
Jede dieser Moglichkeiten kann nun noch in me:nreren R-Fol-

zen angewandt werden, in unserem ¥all jedoch in hochstens
n-m

6 d

verschiedenen R-Folgen der Urdnung n .

Somit ernalten wir :

n-m
2

S(n) < - Z:i 2__ﬁ(f{]roﬁm'r-k

m=% r=1 feP

1 1B [R(fﬂ s i ol [R
s(n) < —i— { A - [y
T— Vk féﬂa I‘:l PR

hun ist aber Vk < T und daher folgt

S(n) < X . LR(??]

Z::._____Z [ 1 _(JEi)n+l}.Tn+l
T-Vk z:;% pr L &

fe r=1 -

Aus der Definition der Mengen R(fi)

in Eeispiel 2 ent-
nehmen wir leicht :

[R£))] = 8(r-3) + 28(r-3) + B(r=7)
[R(£,)], = B(r-1) + 28(z-3) + B(r-5)
[R(f3)]r = B(r-1) + B(r-3)



-

B(r=3) + p(r-5)

[Rez],
[Re£)],
[R(£)]_ = B(r-3)

E(r=1)

Wegen t(n) = 5(n): 1" erhalten wir daraus :
n
t(n) < Tr__ . . {5[3(1‘-1) + 68(r=3) + B(r-7) + 4B(r-5)}
=ik Lz wF |

_____ .[1 _(i%;>n+l}

159 \© ~ 5
Nun ist aber B(r) < 0,48?5( 9{)) und Vi < - und

somit erhalten wir aus der obigen Ungleichung durch Einsetzen

dieser Werte

t(n) <= 2

Jemerkung ;: Das Beispiel zeigt, daB das LR(O)-Verfahren im
Mittel bereits nach 2 Schritten die Lntscheidung dbringen
. . n u «

kann. Das heift, daB we 4 - oﬂ(g) im allgemeinen sehr

schnell ausgeschieden wird.

Line andere Fragestellung ware, wie lanpge die Analyse im

sittel dauert, wenn man nur Worte we X (F) vorgibt. se-

zeichnen wir diese Analysezeit mit +t(n), dann gilt offen-

bar

?(“';1'5‘ < 5(n) -
I.ﬂ(Q})n ¥ I

4s ist jedoch klar, dap diese Abschatzung im allremeinen
nicint scharf genug sein kann, insbesondere dann, wenn £L(G)

eine Sprache von geringer Dichte ist.
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III. Ubertragung auf das Li(k)-Verfahren

Die obigen Untersuchungen basieren auf einer Charakterisie-
rung von LR(O)-Grammatiken durch die regularen Mengen R(f)
fir fe'® . In [1, Seite 204] wird eine analoge Charak-
terisierung von LR(k)=-Grammatiken hergeleitet, die anstelle
der Mengen R(f) durch eine endliche Anzahl regularer
Mengen P(f,t) ersetzt, wobei t € 4}{ ist. Wie die R(f)
kann man auch die Mengen P(f,t) ecffektiv aus dem Produk-
tionensystem gewinnen. Damit lassen sich die hier fur das
LR(0O)-Verfalren gewonnenen srgebnisse direkt auch fur das

LR(x)=Verfahren formulieren.

Herrn Professor Dr.G.Hotz, Herrn Dr.(.haufholz sowie :errn
Dr.R.Kemp danke ich fur zahlreiche Anregungen und esprache

bei der kntstehung dieser Arbeit.
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