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1. Einleitung

Die kontext-freien Sprachen sind ein wichtiges Gebiet sowohl
der theoretischen als auch der praktischen Informatik. Be-
sondere Aufmerksamkeit wurde der Komplexit#dt von Analyse-
algorithmen gewidmet.

Lewis, Hartmanis und Stearns [2] erzlelten die ersten Resultate:
Jede kontext-freie Sprache kann mit Speicheraufwand 0(logzn) auf
einer deterministischen Turingmaschine analysiert werden, es gibt
kontext-frele Sprachen, die mit O(log log n) erkannt werden kdnnen
und O(log log n) Speicherplatz ist zum Erkennen einer jeden nicht-
regulidren Sprache ndtig. Neuere Resultate von Sudborough [9] und
Monien (8] lassen vermuten, daf die obere Schranke von O(Ingn),
wenn lberhaupt, dann nur sehr schwer zu verbessern ist. Sie
zeigten, daBs aus der Existenz eines allgemeinen deterministischen
Analysealgorithmus der Speicherkomplexitdt O(log n) die Gleich-
heit der deterministischen und nichtdeterministischen kontext-
sensitiven Sprachen folgt, also eine L&sung flir Myhill's berllhmtes
lba-Problem.

Allerdings ist es denkbar, dafR groBSe Teilklassen der kontext-
freien Sprachen, z.B. die deterministischen Sprachen, mit loga-
rithmischem Platzaufwand erkennbar sind. Erste Resultate in dieser
Richtung wurden von Hotz und Messerschmidt [5] und Mehlhorn [6]
erzielt. Sie zeigen, daB Dycksprachen bzw. Klammersprachen Band-
komplexit¥#t log n haben.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit unteren Schranken fiir die
Bandkomplexit&t von deterministischen Sprachen . Die von Lewis,
Hartmanis und Stearns angegebene kontext-freie Sprache der
Bandkomplexitit O(log log n) ist n#mlich inherent nichtdeter-
ministisch. Wir erhalten folgende Resultate.



Definition: Eine kontext-freilie Sprache L heiBt

stark nicht-requlir, falls es Worte u,v,w,x,y gibt,
”

80 daB L n uv™ wx>y nicht regulir ist.

Hauptsatz: Das Wortproblem einer jeden stark nicht-reguldren
kontext-freien Sprache bendtigt O0(log n) Speicherplatz unendlich
oft.

Filr einige Familien von eindeutigen kontext-freien Sprachen
kdnnen wir zeigen, daB jede nicht-requldre Sprache sogar
stark nicht-reguldr ist. So erhalten wir:

Korollar: Sei L ¢ a” b™ kontext-frei aber nicht reguldr. Dann
hat das Wortproblem fiir L die Bandkomplexitdt O(log n).

In diesem Fall ist log n sowohl eine untere als auch obere
Schranke fir die Bandkomplexitdt. Die obere Schranke folgt aus
dem Satz von Parikh. PFiir die Klasse der strikten Realzeit-
sprachen (strict realtime languages von Harrison und Havel [3] )
erhalten wir nur eine untere Schranke.

Korollar: Sei L eine nicht-reguldre strikte Realzeitsprache.
Dann hat das Wortproblem filr L mindestens die Bandkomplexitdt
O(log n).

Diese Resultate weisen auf einen Antagonismus im Konzept
"Einfachheit"” hin. Einfache Erzeugungsalgorithmen (strikt Real-
zeit) k&énnen keine ganz einfachen (Bandkomplexitdt O(log log n))
Sprachen erzeugen.Dies hat fcoloenden Grund: Die Funktion log n
ist die am schwidchsten wachsende band-konstruierbare Funktion.
Sprachen geringerer Bandkomplexit#dt milssen also die erkennende
Maschine bei der Benutzung des Bandes leiten, um zu hohen Ver-
brauch zu vermeiden. Diese Steuerfunktion verlangt eine Aus-
druckskraft, die von den einfachsten Generierungssystemen nicht
gelelstet werden kann.

Wir mchten den Herren Prof. G. Hotz und J. Messerschmidt fiir
viele nlitzliche Diskussionen danken.



2. Vorbetrachtungen

Wenn wir im folgenden von 'Turingmaschine' reden, meinen
wir damit eine deterministische Turingmaschine mit einem

Eingabeband, auf dem sie nur lesen darf,und beliebigem
Speicher (z.B. eine k-Band Turingmaschine, eine TM mit
mehrdimensionalem Speicher, eine RAM oder einen Ballon-
automaten). Sei L : [N + IN eine Abbildung. Wir sagen,
eine Turingmaschine hat die Bandkomplexitdt L, falls beil
keiner Eingabe der Linge n die Anzahl der im Speicher be-
nutzten Zellen L(n) Ubersteigt.

Sei I das Eingabealphabet einer Turingmaschine M. Wir sagen,
M erkennt T ¢ I, wenn M zu jeder Eingabe w ¢ I* ent-
scheidet,ob w € T oder nicht.

Es sei L : IN * IN eine Abbildung. Wir nennen eine formale
Sprache T L-erkennbar, wenn es eine Turingmaschine der
Bandkomplexitdt L(n) gibt, die T erkennt.

Wir beschridnken uns zundchst auf kontext-freie nicht-reguld¥re
Teilmengen von { a}® - {b)*, wobei { a,b} ein zwelielementiges
Alphabet ist, und zeigen , daB man zum Erkennen einer solchen
Sprache mindestens O(log n) Speicherplatz bendtigt.

Es gilt also der folgende Satz:

Satz: Es sel { a,b} ein zweielementiges Alphabet. L: IN - IN sel
eine Abbildung mit
&;g sup I%éﬁ%— = 0. Dann ist jede L-erkennbare kontext-freie

Teilmenge von { a}* - {b)* regulir.
Ferner ist jede kontext-freie Teilmenge von{&f{p{ in O0(log n)

Platz erkennbar.

Eine Verallgemeinerung des Satzes ist das folgende Korollar:



Korollar: Es sel ] ein Alphabet, L C Z*' sel kontext-frei
und es gebe Worter u,v,w,x,y € E* mit : T := {ule{ v} {w}-
{x}*-{y} n L ist nicht reguldr. Dann bendtigt man zum
Erkennen von T mindestens O(log n) Speicherplatz.

Beweis: Es ist klar, daB T als Durchschnitt einer kontext-freien
mit einer reguldren Sprache wieder kontext-frei ist. Damit ist
auch T = {alpl [uviwxjy e T} kontext-frei und nicht regulir.
Zum Erkennen von T' braucht man also nach unserem Satz mindestens
O(log n) Speicherplatz. Es sei nun M eine Turingmaschine,die T
erkennt. Nun konstruieren wir eine Turingmaschine M' fiir T':

Zunidchst {lberpriift M', ob die Eingabe aus {aI*- {b}* ist. Da dies
eine reguldre Menge ist, wird dafilr kein Speicherplatz benttigt.Liest
nun M' das erste a, so verhdlt sie sich wie M bei der Eingabe von
u und bleibt auf a stehen. Fiir jedes weitere a simuliert M' M bei
der Eingabe von v. Beim ersten b verhdlt sich M' wie M bei der
Eingabe von w, bleibt auf b stehen, dann wird bei jedem b M bei

der Eingabe von x simuliert. Am Ende des Wortes verhdlt sich M' wie
M bei der Eingabe von y. Es ist klar, daf die Simulation von M

in der endlichen Kontrolle 'gesteuert' werden kann und daher keinen
weliteren Speicherplatz verbraucht. M hat also den gleichen Speicher-
bedarf wie M' und damit auch mindestens O(log n).



3. Definition, Hilfssitze

Wir ftthren den Bewels des Satzes {ilber Lemmata, die bis auf
2

das erste Aussagen illber gewisse Teilmengen von\No sind.

Da wir im folgenden nur formale Sprachen betrachten, die Teil-
mengen von {al . {bf*sind, identifizieren wir eine solche
Sprache L mit { (n,m) |nnbm € L}Clﬂg . Diese Zuordnung ist
offensichtlich eindeutig. Wir beschdftigen uns alsoc mit Teil-
mengen vonlng und Ubertragen die Begriffe “formale Sprachen",

"kontext—-frei","reguldr" usw. auf diese Teilmengen.

Zuniichst bendtigen wir einige Definitionen:

Def. 1: Seilen a,ﬂl,...,BkG 'N’; (ne N ) endlich viele Vektoren.

Dann wird L(u;Bl,...,Bk)c.lug definiert durch

L(a’sl,...'Bk) = {a+n181+.lo+nk8k | nlgloi'nk € ‘No }

Teilmengen vonlNg dieser Art heiBen lineare Mengen, endliche
Vereinigungen davon halblineare Mengen.

Wir interessieren uns im folgenden nur filr den Fall n = 2.

Def. 2: Eine lineare Teilmenge L(u:Bl,...,Bk) C |N§ heiBt

x-(y~)}regullr, falls es ein r € IN gibt mit (r,o0)€¢ {Bl"“'Bk}

((eo,x)e { 81:---:Bk}).

Eine lineare Menge der Form L{a;(r,0),(0,s8)) uelNg : r,selNo

heist Gitter und wird auch mit G(a; r,s) bezeichnet.

Bemerkung: Da ein Gitter G((al.uz):r,l) offenbar der Sprache

% r* % s, *
{a”} -{a”} +{b "} +{b"} entspricht, ist jedes Gitter regulir.



Def. 3: Eine Teilmenge K ctNg heift Kegel, falls es
c,/C, € Q und my,m; € @ v{=} gibt (@, ={x €@ [ x 2 0}) mit
m, < m., und
2
l

kK = {(x,y) € INJ

m,x+C, 2 y 2 m x+cl}.

1

K heiBft entartet, falls m, =m,

x-requldr , falls m, =0
y-reguldr , falls m, = L

Die Geraden g9, = { (x,y) € Qi | v = mix+ci} (i=1,2) heiBen
Begrenzungsgeraden von K.

Fﬂr'a,81,82¢£INg bezeichnen wir mit K(a;Bl,Bz) den Kegel, dessen
Begrenzungsgeraden durch a verlaufen und die die Richtung von Bl
bzw. 82 haben.

Es sei T eine lineare Menge. Dann bezeichnen wir mit K(T) den
kleinsten T enthaltenden Kegel.
Wie man leicht sieht ist

K(L(GFBII"'IB}()) = K(G?Bipsj) wobel ﬁ"_

der Vektor aus {Bl,...,Bk} mit der stdrksten und Bj der mit der
schwdchsten Steigung ist.

Es ist also auch K(T) genau dann x-(y-)reguldr, wenn dies fir T gilt.

T = L(0;B reeesBy) e
(x-reguldr) =

Die Bewelsidee zu unserem Satz ist folgende:

Ist L eine kontex-frele Teilmenge vonlNg ; 80 existiexren nach

n
dem Satz von Parikh lineare Mengen T.,...,T_ mit L = () T,.
1 n i=1 1
Da wir zeigen, daB alle sowohl x- als auch y-reguldren
linearen Mengen reguldr sind, k®Ynnen wir diese o.w.E. aus

Tl""'Tn ausschlieBen. Aus den restlichen konstruieren wir



einen x-reguldren Kegel Kl und einen y-reguldren K, mit:

EB gibt Gitter Gll'...'GISI' Gzl;ooopczsz

mit

Ln Kl = (Gllu...uG

) n K
15l 1

2
Dabei wird Kl(Kz) sc gewdhlt, daB8 die Steigung seiner oberen
(unteren) Begrenzungegeraden 91(92) héchstens die des Vektors

aus der Vereinigung der'Erzeugendensysteme' von TyreeedTy ist,
der die kleinste (gr8B8te) Steigung # o (¥« ) hat. Zu K1 n L(K211L)

liefern also nur noch die x-(y-)reguldren Mengen aus Tl""'Tn
einen Beitrag und fiir diese 148t sich zeigen, das sie "im wesent-
lichen" nur aus einem Kegel geschnitten mit endlich vielen

Gittern bestehen. Sei nun G = Gnu...uGlsl J G21u...u6282.

G ist offenbar reguldr. Aus der Nichtregularitidt von L folgt

die von G \L oder L \G. Beide Mengen liegen 'im wesentlichen'
zwischen den beiden Geraden g, und 9, und aus einer Turing-
maschine M, die L erkennt, 148t sich eine Turingmaschine M' mit
gleichem Platzbedarf konstruleren, die G \L bzw. L\ G erkennt.
Ist der Platzbedarf von M und damit der von M' kleiner als

O(log n), so liegt aber ein ganzes Gitter in der von M' erkannten
Sprache, wie man aus Lemma 1 sieht. G\L und L\ G k8nnen aber beide
kein Gitter mehr enthalten, da beide keine Elemente mit K1 oder
K, gemeinsam haben. Somit muB8 der Platzbedarf von M mindestens
O(log n) sein.

Wir bewelsen zundchst ein Lemma Uber Sprachen cjﬂg , die mit
weniger als O(log n) Platzbedarf erkennbar sind.

Lemma l: Es seil Tezug und es existiere eine Turingmaschine M

der Bandkomplexitét L, die T (d.h. {anbm|(n,m)e T}) erkennt, wobei

Ap H2= - o



- 8 -

Dann gibt es filr alle 0 < ¢, S c (clrcz € Q) ein N € IN, so das flr

1 2
alle (n,m)€ T mit ¢,n Sms c,n und n 2 N gilt:

(n + klnl , M+ kzm!) €T fiir alle kl,kzeINo.

Beweis: Im folgenden wollen wir unter einem Maschinenzustand
von M ein Paar aus SxK verstehen, wobeli S die Menge der Zusténde
und K die der Speicherkonfigurationen ist. Eine Konfiguration
von M ist also vollstlndig beschrieben durch Angabe des Ma-
schinenzustands und der Stellung des Lesekopfes.

Die Maschine akzeptiere nun eine Eingabe arhr

Beh. 1: Ist die Anzahl der Maschinenzustdnde,die M nach der

Eingabe von a"b™ annimmt kleiner als min(n,m), so wird auch

n+k1n1 m+k2ml
a b fir alle kl,kzelNo akzeptiert.

Beweis (informal): Wir geben der Maschine a"™ ein. Mit a-Lauf
bezeichnen wir einen Lauf des Lesekopfes zwischen Wortanfang

und Grenze zwischen a's und b's (gleich in welcher Richtung),
ohne daB eine Begrenzung (Wortanfang, Grenze a's - b's) mehrfach
iberlaufen wird.

Bsp.:
q;.;‘A...-. R "W\.M'. 4 oo e - -
hgh‘( Q"l"_f i ¢ - » ']G. b] . e . {[b—[__‘
it S

p— |

Vka, des LeseKopfes




Beh. la: Beli Eingabe von a"p™ beginne ein a-Lauf mit dem
Maschinenzustand z, und ende mit dem Maschinenzustand Z,.
Dann filhrt die Maschine auch einen im Zustand z, endenden a-Lauf

aus, wenn man den Lesekopf im Zustand z, am Anfang des Wortes

n+k1n!

2 b™ heginnen 148t (k, € IN, beliebig).

Beweis: Da es mehr a's als Mas & ar o - K ‘R
schinenzustdinde gibt, wird bei
einem a-Lauf mindestens ein Zu- P """ |12

z
stand z an verschiedenen Stellen ::D‘

angenommen, atwa an der i-ten (:—— e :
und (i+k)-ten Stelle. Nt B

| |

Wir lberlegen uns nun, daBrfﬂr jedes s eINO die Maschine einen
im Zustand z, endenden a-Lauf ausflihrt, wenn man den Lesekopf

an den Anfang des Wortes a’'®KL™ gsetzt, wihrend die Maschine
sich im Zustand %, befindet.
: S Mol

.“4

Ses e
=3 0% ok i oR o~ o [ 1
soe a
C::AD - A
d: 2
2
C——- t'(—jb, .

. f
A,","",;Qﬂa_“" T tsthii & ;;c:k vertalt gf'.d},rﬁo{ie_ Measel inve 3!2_54'—1«—

Von der (i+sk)-ten Stelle ist nun der Lauf des Lesekopfes bis
zur Grenze zwischen den a's und b's wieder der gleiche und es
werden auch dieselben Zuastinde von der Maschine angenommen.

Damit wird die Grenze zwischen a's und b's auch im Zustand 12
erreicht.
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Mit crossing sequence zwischen zwei Stellen i,i+l1 des
Lesebandes wollen wir, ¥hnlich wie in [4] , die Folge

der Maschinenzustidnde,in die die Maschine beim Uberschreiten
dieser Grenze jeweils ilbergeht. Nur betrachten wir hier nicht
nur Zustdnde der endlichen Kontrolle, sondern Paare aus SxK.

n+k1nl

Beh. lb: M erzeugt bei a b™ an der Grenze zwischen a's und

b's fiir alle klEINQ die gleiche crossing sequence.

Beweis: Wir zeigen zundchst, daB die ersten Glieder der crossing
sequences {bereinstimmen.

Die Grenze zwischen a's und b's wird am Ende des ersten a-Laufs
zum ersten Mal erreicht. (Es ist klar, daB sie iiberhaupt einmal
erreicht wird, denn sonst wilrden mit a™b™ auch alle Worte aus

a® - {a,b)* akzeptiert.)

Vor Beginn des ersten a-Laufs verhdlt sich die Maschine offenbar
bei allen Eingaben gleich, da der Lesekopf noch nicht {iber eine
gewisse Stelle k Sn hinausgekommen ist. Zu Beginn des ersten
a~Laufs ist die Maschine also bei allen Eingaben obiger Form im
gleichen Zustand und aus Beh. la folgt, daB sie es dann auch

am Ende dieses a-Laufs ist.

Als ndchstes zeigen wir:

Stimmen bei allen Eingaben die i-ten Glieder der betrachteten
crossing sequences {lberein, so stimmen auch die (i+l)-ten
iberein.

Es k&nnen bei Eingabe von ap" die folgenden Fille auftreten:

A, _ 2. '
o™ [ 1 a™ [ _§

e e : 1.:“-
=5 0

Biea
Ziaa

oy




3.
g N & S B BT}
i i a = ; N
't; -
N SRR =T Y R
,,_S" P~
At IR i RN I A s

i

-

=t s

D

In den F¥llen 1 und 2 verh#lt sich M offensichtlic% dg das

Wortende nicht erreicht wird, bei allen Eingaben a  + b™

gleich.

Im Fall 3 ebenfalls,da nur b's gelesen werden, deren Anzahl

bei baigenlEingaben gleich ist. Im Fall 4 findet bei Eingabe
n+x.n

von a £ bm(xleIN) nach Beh. la ein a-Lauf statt und am Anfang

des Wortes wird ebenfalls der Zustand z erreicht. Bel dem
darauf folgenden mit z beginnenden a-Lauf in umgekehrter Richtung
wird ebenfalls 21+1 erreicht (Beh. la).

Damit stimmen also die crossing sequences bei allen Eingaben

n+k1nl
a b™® dUberein.

Sel Z der Maschinenzustand, bei dem der Lesekopf diese Grenze
zum letzten Mal lberschreitet (Eingabe: anbm).

Drei Félle sind nun mdglich:

.. 2 |
ar B % ol [

TR

T
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In den Féllen 2 und 3 folgt aus obigen Uberlegungen, im

Fall 1 aus Beh. la, das die Maschine bel Eingabe von

n+k. nl!
a 1 b gleichen Endzustand h&dlt und mit a™™ auch

n+k1nl =
a b akzeptiert fir alle klEIINO. Dabel werden

ebensoviele Maschinenzustdnde angenommen wie bei Eingabe
von a™p™ also auch weniger als m. Analog zuEkVtheri en1
zeigt man nun, daf fiir jedes kzelNo auch an 1 bm -
akzeptiert wird.

Zum Beweis von Lemma 1 ist nun noch zu zeigen:

Beh. 2: Sind die Voraussetzungen von Lemma 1 erfiillt, so

gibt es ein N&€ IN mit:

Fir alle n 2 N und m € N mit ¢;m < n S ¢,m nimmt die Maschine

bei Eingabe von a"p™ weniger als min(n,m) verschiedene Maschinen-
zustinde an.

Beweis: Da }4j yeilk = O ist, gibt es zu jedem k > O @in Ke N
mit k°L(n) < logn ¥n 2 K.

Nun gibt es bei einer Eingabe der Linge ! offenbar h8chstens

rL(Z)

s-qu)q . verschiedene Maschinenzustdnde, wobei

8 = Anzahl der inneren Zustdnde von M
q = Anzahl der Kopfe von M auf dem Arbeitsspeicher
r = Mdchtigkeit des Alphabets von M.

Soll Beh. 2 nicht gelten, so muf es eine komponentenweise gegen w
2
auf INO geben mit c:'_mj s nj s czmj

V’je IN ,
und zu jedem j € IN einen a jb j akzeptierenden Lauf von M, beil
dem mehr als min(nj,mj) verschiedene Zustinde angenommen werden.

strebende Folge ({ni'mi))ielN

Also Ll )
o2 r 3 : min (n my) mit tgengtmg ¥ieow

h|
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Da (1+¢2) nj 2 lj und (1+-£; ) mj 2 lj

1
1+
<

2 g 1y ¥ie N

1
=) fir ¢ = min (-i-,'?z' ’

L(la)
.- L (lj)q .z 3

ﬂ._? log 8 + g-log L(Zj) + L(lj) log r 2 log ¢ + log lj

Da lim Zj & « muB8 auch gelten:

j-hu

lim L(lj) = ® , wenn die Ungleichung fir alle je IN
> gelten soll.

=> es gibt also ein c¢' >o mit

c' L(lj) 2 log lj fiir hinreichend groBe j ¢ IN

und somit ist

lim sup Ellil 2—£ > o
jre log lj al

d.h. es gibt eine nicht gegen o konvergierende Teilfolge von

( L(i) )
log i 1 €N

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir haben im Bewels von Lemma 1 eine deterministische Turing-
maschine verwendet. Es geht aber aus dem Beweis hervor, das

diese Voraussetzung nicht erforderlich ist. Gibt es némlich einen
a™p™ akzeptierenden Lauf einer nichtdeterministischen Turing-

maschine,flir die die Voraussetzungen von Lemma 1 gelten, so gibt
n+k1nl m+kom!
es auch einen a b akzeptierenden Lauf flr alle

kl 'kz e 'No
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Wir sehen auSerdem am Bewelis, da8 weder die Art des
Speichers noch die des Zugriffs auf den Speicher von Be-
deutung sind, sondern lediglich die Anzahl der mdglichen
Speicherzustinde. Das Lemma 1 und damit der Satz gelten
daher fiilr Maschinen mit beliebigem Speicher, wie z.B.
k-Band-Turingmaschinen, Turingmaschine mit mehrdimensionalem
Speicher, Pushdown~-Automaten (auch 2-Weg) oder Random-
Aceess-Maschinen (dabei wird Speicherbedarf definiert als

max. Anzahl der benutzten Register - log (gr8s8te in einem

Register vorkommende Zahl)).

Lemma 1 ist fllr den Bewels des Satzes sehr wesentlich. Mindest-
Platzbedarf O(log n) sogar filr nichtdeterministische Turingmaschinen
zum Erkennen linearer nichtregullirer Teilmengen vonlug 148t sich
schon aus Lemma 1 folgern. Also z.B. flr

{anbm|ne1N}, {anbm|m<n} oder

{a"bm | cln <mg czn} .

Zum Beweis des Satzes fllr beliebige kontext-freie nichtregulire

Teilmengen von lNg bendtigen wir noch einige Hilfss#dtze ilber

lineare Teilmengen vonlmg:

Lemma 2: Flir eine x-(y-)reguldre nichtentartete lineare Menge
T ¢ lﬂg gilt:

Es gibt einen x-(y-)reguldren nichtentarteten Kegel K und Gitter

GI'.--'GP mit K N T=Kn (GlU‘».sUGp)c

Beweis: (fllxr x-reguldres T).
Sel T = L(qgsl,....sn}. B = (bl'bz) sel der erzeugende Vektor

mit der grBsten Steigung. 32 = (bi,o) sel einer mit Steigung O.
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Wir zeigen munidchst:

Beh. 1: Es gibt ein Gitter G mit T n G = K(T) n G.
] ]
Beweis: Wir wihlen G = G(a;b by, byb;)
L}
Talls b, $ O ist, andernfalls G = (a;b;,b,).

Zu zeigen ist: K(T) N"nGCT

Sei also § =(d,,d)eK(T) n G.
=> 1)}n1,nzemo mit 6§ = u+n1'\'1 +r1272
[ ] 1
wobel Y]. = (bl‘ber) r Yo = forbzbl )

d,~-a b
2 92 < 2
4

2) dzz a, und -
173

wobel a = (al ,az)

Aus 1) folgt: dy, -a; = n,b,b,

N
"
=
[ ]
o
[ 8]
o
- -

d2 ~-a

Aus 2) folgt somit:

L]
nybyb, 2 b,
e 2
n,b,b, by
also n1 2 n,

Wie man leicht sieht,ist

§ = o + nzblﬁl + (n; = ny) blﬂz
und da nzhi € IN, und nach dem vorherigen (nl-nz)bl € IN,,

ist § € T.

Wir wollen im folgenden einen Vektor 6, ¢ lNg von 62 [ mg aus
erreichbar nennen, wenn s n,,n, € N, gibt mit 62 - 61 + nlal + nyB,.
also wenn 8§, € L(6,18;, ,B,):
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L} [ ]
Seli nun 1r:= blbl sz-b2b1

Flr u,v e INO sel

u,v " (al + ur, a, + vs)
(Also Py,v €C Vu,v £ INOJ

Sei Iu,v der Inhalt der "Masche" von G mit der linken unteren
Ecke pu,v

et et m——

‘ T P T Puane
- '-*“-1"*’*)3'- e B B ). o T
- . = TR : - L el s Ihl* et : g
me e AN e sl g R,
| - . - 4 ' ‘ ‘
- l t
= .L ROV [N LY i - >
| : )  Qudwr Qatlae)r

Also Iu,v = Cal+ur, a1+(u+1)r] x [a2+vs, a2+(v+1)s]
L
Es sei I, o= (I, . AT - Pyn € [o:r] x [o:s]

Man berlegt sich leicht:
Bﬂh. 2: Ist P.

u',v' von p u,v aus erreichbar, so ist
] ]

Iu,v < In',v'

Es gibt nun ein (uo.vo) € mg mit

L} ] 1 -
I“o'vo = Iu,v filr alle u,ve INO mit:

Py,v ist von p“o"’o aus erreichbar.
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Denn gibe es ein solches (uo,vo) nicht, so k¥nnte man durch
Induktion mit Hilfe von Beh. 2 eine unendliche Kette

] L}
Iul,vl quZ'VZ g .+ finden.

Da aber Il'x,vc [o:xr] x [o:8] Yu,ve IN,

also Teilmengen einer endlichen Menge sind, ist dies nicht
mdglich.

Seien also Uy vy mit obiger Eigenschaft gewdhlt.

Wir setzen nun K = K(Puo'vo= 81.82)-

Beh. 3: Sei x & K. Dann gibt es u,v € IN mit x e Iu 9 und
’
pu,v

Beweis: Sei x = (xl,xz) .

Zunichst berlegt man sich leicht, das

X,~a X,—a
1. % 2 “2
X € IU',V' mit u' = [ T ] v' ﬂ[ s J .

Dann zeigen wir:

Ist fiur ein u,v e W € YK, (=Komplement von K),

Pu,v
so ist I o \{ Py41,v} € ¥K

3 ! ; b f

iy T -
s,
7

Pav Py K L

v
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. vs y 8
Pu,v e ¥k =) da a, + vs ) a, , gilt gg > 3
d.ho V>u
_— v+1l2>au
v+1>u+1l
veau+1

d.h. von den vier Ecken von Iu o kann h#chstens die linke
[
untere auf dem Rand von K liegen.

Man Uberlegt sich leicht, das8 dann
Iu,v\{ Pu+1, v € K

Liegt also x in KA I, o mit p, o ¢ K

8o ist X = Pu+1,v € K also x € Iu+1,v'

Wir kommen mun zum eigentlichen Beweis von Lemma 2:

Sei I ={X. ,... }
uopvo 1’ l"xp

Wir setzen fiir 1 = 1,...,p:

G, = G(p, + Xy x,8)

o’'Vo

Beho 4: TN K = (GIUQ--UGP)(\ K.

C: Sel x € Tn K . Dann gibt es nach Beh. 3 ein

2
(u,v) € !No mit Pu,v € K und x ¢ Iu,v. Nun ist aber jedes

€K von p aus erreichbar (da jedes Py € K(T) von o

P'IJ.,V U. 'V

]
o’’o 'V
aus erreichbar ist (Beh. 1) und K nur eine Verschiebung von K(T)

um den Vektor (uor.vos) ist).

' g ]
Nun ist aber Iu,v Ius,vo

=>3Jie (1,...,plmit

g = pu,v'xi
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Also: X=X +p =p

- UiV + x4 + ((u-uo)r,(v-vo)s)

also x € Gi'

D: Sel x € Gj N K fir ein j € {1,...,p}

.—-.) 3u,ve IN, mit x € Iu,
Beh.3

und Pu,v ist von P

o o

aus erreichbar

Also ist X~ Py,v = xj

=) L puo'vo = p“o'vo+ Xy € T nach Def.

'=-'> 3n1'l¢l,nke INO mit

von aus erreichbar:
Da Pu,v puo'vo u r ar

' ' - = n' '
3nl'n2 mit Pu,v Puo,vo nlsl + n282
Also X = puo'vo + xj + Pu_,v - Py v

" 'O

= o + (nl+ni)l31 + (n2+n5) 82 + n383 A nke‘k

Also xe T.
Eine Verallgemeinerung von Lemma 2 ist

Lemma 3: Sei I;clNg kontext-frei und nicht-reguldr. Dann gibt es

einen x-reguldren nichtentarteten Kegel K, und einen y-reguldren

nichtentarteten Kegel K, und Gitter Gll"“’Glsl' G21,...,G2sz

(81,82 € IN) mit
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Beweis: (Wir konstruieren KI;R2 wird analog konstruiert)

Sei L = Tlu ...\JTn die Zerlegung von L in lineare Teilmengen.
(Nach dem Satz von Parikh 148t sich jede kontext-freie Teil-
menge von Ng 80 zerlegen).

Dabeil seien

Ty seeer Ty {x-rogul&r
nichtentartet

T1+1,..., Tj ¥-regullir aber nicht
X-reguldr

Tj+1,..., Ty weder x- noch y-regullr

oder x-reguldr und entartet

Offenbar enthdlt der Durchschnitt zweier nichtentarteter
x-reguldrer Kegel K; und K, wieder einen n.e. x-reg. Kegel Ky

4

Ebenso enth#lt das Komplement eines nicht x-reguliren Kegels K
oder das eines entarteten x-regulliren Kegels eiren nichtent-
arteten x-reguldren Kegel K'.

...._.._,,-..‘\ -
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Aus beidem folgt durch Induktion:

Der Durchachnitt endlich vieler Teilmengen vonlNg, die entweder
n.e. x-reguldire Kegel oder Komplemente nicht x-regqulirer Kegel
sind, enthdlt einen nichtentarteten x-reguldren Kegel.

n n
Also auch: ¥« U K(Tg)) n r-i\ R’(Tr) = (‘\ ‘eK(Ts)
(owE: Lig) B=i+l rm] s=i+1
-
n N Ky
i=1

(f(’('l‘r) sel dabel der nach Lemma 2 zu T, konstruierte Kegel)

Kl sel ein solcher darin enthaltener nichtentarteter x-regulérer
Kegel.

(r) (x)

Seien G,"". ..Gj die nach Lemma 1 zu 'i'(‘rr) gehdrigen Gitter
r

(r-lpoonpi)-

Sei s, = % j, und G = G(l)
1 r=] r .11 1
. (1)
G = G
131 j1

cC: Seli a € LN K

—_— 1

nach Konstruktion existiert ein pe {1,...,1i} mit x ¢ Tp

AuBerdem ist x & %’(Tp)
=) 31 <rsj, mt xeGI(_P’
Lemma 2
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%

5: seixe U 6,
S 1=1

| =>3dp, g : g jp mit X€ Gép’

~
auBerdem : x € K(Tp)

x €T cC L.

Lemma 2 P

Analog zeigt man L A K, = (621u...UG2' ) n Ky.
Wir zeigen nun noch: 2

Lemma 4: Es sel L C Ich, kontext-frei und nicht-requlir.
Dann gibt es eine komponentenweise gegen o2 strebende Folge

((ngsmy)) e in L und c,,05 €Q, mit 03Ny S my S Cyny Vi € IN.

Beweis: Sel L =T, v...uT, eine Zerlegung von L nach dem
Satz von Parikh in lineare Teilmengen. Da L nicht-regullr ist,
existiert ein 1€ {1,...,k} mit: T; ist nicht-regulér. Dann

knnen aber nicht alle erzeugenden Vektoren von T, die Steigung o
oder » haben, denn sonst wire Ti eine Vereinigung von Gittern.

Sei also g = (bl,bz) ein erzeugender Vektor von Ty mit

b
0<-2 <® und w sei der 'Eckpunkt' von T,
by
Wir wdhlen
(njmj) =+ 18  Vie m
und b2
c,,C, € Q bel. mit o <¢ <= <¢_<oo,
172 15 2
1l

Man {iberlegt sich leicht, das ((ni,mi)) komponentenweise

ie IN
gegen ¢ strebt und dag von einem bestimmten Index k an gilt:

[ ] L ]
clnj < mj < czn:" u

Diese Teilfolge bezéichnen wir mit ((ni'm:l.”ie N
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Sie erfilllt offenbar die Beh. von Lemma 4.

3. Der Bewels des Satzes

Sel also nun L clNg kontext=freli und nicht-reguldr und wir
nehmen an, L werde mit weniger als O(log n) Platzbedarf erkannt.

Seien K1 und Ky, Gll""'Glsl""'Glsz Kegel und Gitter mit den

in Lemma 3 beschriebenen Eigenschaften. Es seien

s -]
i=1 =1
L, := G\ L L, = L\ G

Zundchst nehmen wir an,

L sei regulir.

2
====)»L1 ist nicht-reguldr, da L = (G \‘Ll)\J L, nicht-regquldr ist.

L, ist aber nach Koreollar 5.6.2 S. 182 in [1] kontext-frei.

=————) Es gibt cyrey € Qp- { o} und eine Folge (‘“1'm1)’1e.n in L,

Lenma 4 mit den in Lemma 4 beschriebenen Eigenschaften.
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Es seien fir 1 = 1,...,&1 “11'(“11'1’11) » ¥14,8,4 8O gewdhlt,

daB8 Gy = (&4:r)4.8)4),

und fﬁr j = 1;.-0'32 [+ ] 2j-{321'b21); rzjyszj 80, das

sz = (“zj; rzj '32:])'
Wir widhlen nun k € IN so groB, das

1. n 2 max x
x i’l,....sl 14

2. m b max 8.,
k
j=1,.-.'52 2j

3. ny 2 1. Komponente der Punkte auf der linken
Begrenzungsgeraden von K,

4. m = 2, Komponente der Punkte auf der rechten Be-
grenzungsgeraden von Kl

5. n 2 N, wobei N nach Lemma 1 die zu Ly gehtrige Konstante
ist. Wird nimlich L mit weniger als O(log n) Platz-
bedarf erkannt, so gilt dies auch fiir das Komplement
von L und auch fir L, als Durchschnitt von ‘L mit
einer regulidren Menge.

DaLlf\Klf\Gchlf\L=¢

und Ll NEKyNG, = ¢ , gibt =3 flur (nk.mk) 3 M8glichkeiten:
1. (nk,mk) 4‘_ K, Vv K,

2. (“k'mk) € K3 n ‘{’.Gl

3. (nklmk’ € Kz mn {Gz

Auferdem existiert ein st mit J ¢ (1,2} , B8 € 1"“":)
und (nk,mk) € st.
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zu 1l.) a) J=1

=>3Jk e Nmit n = a,_ + k&,

AuBerdem ist (nk + t-nk!, mk) € 1‘1 Vt € INO
(Lemma 1)

Da n, 2 rg nach Vor., gilt: g l nk!
also ist auch (nk + tn, !, mk) € G g Vt € IN,

Da m, grbB8er als die untere Begrenzung von K, ist,
knnen wir durch hinreichend groBes t erreichen, daB

(nk + tnkl, mk) € Kl

Es gibt also ein t € IN mit:
(n + tnpl,m) € Ly n K;N G,
L1 N Kl NG = &

Widerspruch!

B) j=2 : analoger SchluB mit der 2. Komponenten.

zu 2.) (n,mp) € Gy =) (N ,m) € G\ G, = G,

nun zu Fall 1. ) analoger Schlu8 mit der
2. Komponenten

zu 3.) Wie 2.) mit 1. Komponente .

Wir erhalten also in jedem Fall einen Widerspruch, L, kann also
nicht reguldr sein, wenn die Annahme, da8 L mit weniger als
O(log n) Platzbedarf erkannt wird, richtig sein soll.

Es gibt nun in L, eine Folge ((ni.mi))ie IN und ¢,,%, €@ mit
den Eigenschaften aus Lemma 4.
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Widhlen wir ké& (N hinreichend grco8, so ldst sich mit Lemma 1
S

schlieBen, dal das Gitter G = ((nk,mk);nk!,mkl) Teilmenge

von L2 ist.

Es ist aber der Durchschnitt eines nichtentarteten Gitters
mit einem nichtentarteten Kegel immer nichtleer.

Also L, N K1:>an1+¢

Aber LN K€ LNK, cGC nach Lemma 1

2 1

Dies ist ein Widerspruch und die Annahme, L benStige weniger
als O(log n) Speicherplatz, ist falsch, womit unser Satz

bewiesen wire.
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5. Anwendung auf Familien von deterministischen Sprachen

In diesem Abschnitt wenden wir unsere Ergebnisse auf Familien
von deterministischen Sprachen an. Die Notation wird von
Valiant (0] Ubernommen.

Definitjon: R, ist die Menge, der in Realzeit mit leerem
Speicher akzeptierbaren Mengen, d.h. L € R, + falls es einen
deterministischen Kellerautomaten gibt, der keine €-2Ziige
macht und L mit leerem Speicher akzeptiert.

Harrison und Havel [3] untersuchten die Klassen der Realzeit
und strikten Realzeitsprachen. Die Klasse R, liegt zwischen
diesen beiden Familien.

1

Satz: Sei L € Rl nicht-reguldr. Dann bendtigt das Wortproblem
fir L unendlich oft logarithmischen Speicherplatz.

Bewelis: Sel also L € R1 nicht-reguldr. Wir werden zeigen, das
L dann sogar stark nicht-reguldr ist.

Sei A ein deterministischer Kellerautomat, der L mit leerem
Speicher akzeptiert und keine £-Zlige macht. Wir k&nnen o.B.d.A.
annehmen, da8 A beli jedem Ulbergang héchstens 1 Zeichen schreibt
[40) « Sei m=1Isll .1I"Ml , wo S die Zustandsmenge von A
und " das Kelleralphabet von A ist. Da L nicht-requlir ist, gibt
es ein Wort z € L, so das die maximale Li&nge des Keller, die

widhrend der Rechnung von A -auf z auftritt, m2 tibersteigt.

Wir kdnnen z schreiben als z = z, zz Zg mit:
(1) z, % €
(2) Der Keller von A ist leer, wenn A z, bzw. z,25 gelesen hat.

(3) Der Keller von A ist niemals leer, wenn A in z, liest und

die Linge des Kellers erreicht n > mz, wdhrend A in z, liest.
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Fir o € 1 < n definieren wir:

L—8chreibend (1) = der lingste Préfix u von z,z, mit

1) nachdem A u eingelesen hat, betrigt
die Lidnge des Kellers 1
2) die Linge des Kellers erreicht n, bevor
und sie wieder i annimmt.

zlﬁlchend (1) = die kilrzeste echte Verlingerung t von
zschr'oibend (1) mit:

nachdem A t gelesen hat, betridgt die Linge
des Kellers i .

Beispiel
L'c‘mer H
des B
Kelless
2

=
Z

PR | -
_Zg L b‘“ (1) ZQ-SC'!(\-J(

1)

Sei nun sschreibend (1) (z?chreibend (1)) der Zustand von A

(das oberste Kellerzeichen), nachdem A z8chreibend (i) gelesen hat.

slbschend (1) und E}GSChend (1) sind analog definiert. Wegen

n > n? gibt es 1i,J mit 1 < j, so das gilt:
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gschreibend (1) = gschreibend )

schreibend (1) schreibend 4)

& 2

glbschend (1) = g lYschend 1)
Elﬁschend (1) =z 18schend 3)
w4hle nun u,v,w,x,y so, daB gilt:

4 @ zschre:l.bend ) ,

gSchreibend (3) = zSchreibend ) v,
zlﬁschend(j) - zschreibend (3) w,
zl&schend(i) z11’.Sac:hend (3) x wnd

" = zlbschend (1) y

Wir betrachten A auf den WSrtern der Gestalt uvPwxdy.
Sei L' = uv*wx*y NnL.

Beobachtung 1: Fir jedes p € IN gilt : uvPwxPy e L.

Beobachtung 2: Fir jedes q € IN existiert ein Py € IN, so

das fiur alle p ) Po gilt: uvPwxdy é L.

Bewels: Seil p > g. und setze A auf uvPwx® an. Nachdem A
uvPwx? gelesen hat, betrigt die Linge des Kellers

i+ (jJ-1) «» (p=-q). Da A keine £-Zllge vornimmt, kann es die
Linge des Kellers durch Lesen von y htchstens um |y| Symbole ver-

ktirzen. Also ist uvPwx9y ¢ L, falls 4 + (J - 1) - (p - q@ > Iyl.

Beobachtung 3: L' ist nicht-reguldr.

Beweis: Sei L" ={aPb9; uvPwx9 € L'} . Es 1ist leicht zu sehen,
das mit L' auch L" regullir wlre. L" ist aber wegen 1) und 2) nicht-
regulir.
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Wir haben also nun gezeigt, daB L stark nicht-reguldr ist.
Also bendtigt das Wortproblem von L unendlich oft loga-
rithmischen Speicher.

Mit einem dhnlichen Argument kann man zwigen, das8 das Wort-
problem fiir jede nicht-regqulire strikt deterministische
Z8hlersprache logarithmische Platzkomplexitdt hat. Die

strikt deterministischen Z#hlersprachen sind Sprachen, die
durch einen deterministischen Z#hlerautomaten akzeptiert
werden, der stehen bleibt, falls der Speicher einmal leer wird.
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6. Schwach wachsende Band-konstruierbare Funktionen

Im vorhergehenden Abschnitt zeigten wir, daB das Wort-
problem filr nicht-regulldire strikte Realzeitsprachen
mindestens logarithmische Bandkomplexitdt hat. Harrison
und Havel [3] gaben eine einfache grammatikalische
Charakterisierung dieser Sprachklasse an. Die erzeugen-
den Grammatiken sind eine Teilmenge der kontext-freien.
Unser Resultat liefert also folgendes Paradox: Um eine
ganz einfache Sprache (= eine Sprache der Bandkomplexitdt
log log n) erzeugen zu kdnnen, bendtigt man einen relativ
starken Erzeugungsmechanismus.

Zond -
y,uarge,;layh

der
eiu'FaC'-« sku
Rickd

Hv;aﬂtv\ = !OJH
SPm che

L—!UJ '.3 L]

1 1 I ! =
Vegqular Shrikie koulenb -  Coufent -
Realzed fei deuwsihi v

Wir wollen im folgenden versuchen, diesen Antagonimus aufzuklidren.

Prinzipiell sind bei einer platzbeschrinkten TM zwei Arbeits-
weisen denkbar.

(1) Die Grfe des Arbeitsspeichers wird am Anfang der Rechnung in
Abhdngigkeit von der Linge der Eingabe bestimmt. Fllr Worte gleicher
Linge ist der Speicherbedarf also gleich, die Bandomplexitidt ist
durch eine band-konstruierbare Funktion gegeben.

(2) Der Speicherbereich wird in Abhdngigkeit vom bisherigen Verlauf
der Rechnung dynamisch erweitert. Das Eingabewort steuert also die
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dynamische Erweiterung des Speicherbereichs. Wir wollen diese
Strategie an einem Beispiel erliutern.

Beispiel:

W={#B(1) # B(2) % B(3)# ... #8(n)¥ ; n natlirliche Zahl };
dabei ist p (1) die Bin#rdarstellung der natlirlichen Zahl i.

W kann mit O(log log n) Speicherplatz akzeptiert werden: Dazu
lberpriift man sequentiell von links nach rechts, ob die Zeichen-
reihen zwischen den Markierungen aufeinander folgende Bin#érzahlen
sind. Dazu braucht man die beiden Worte nur Bitweise vergleichen:;
in einem Z¥hler (in Bindrdarstellung) speichert man die Position
des Bits, das gerade verglichen wird. Jedesmal wenn die Lidnge des
Zdhlers nicht mehr ausreicht, verldngert man ihn um ein Bit.

Das Eingabewort steuert also die dynamische Verlidngerung des
Zdhlers.

Im ersten Fall ist die Bandkomplexitdt durch eine band-konstruier-
bare Funktion gegeben.

Def.: Eine Funktion £ : N— IN heiBft band-konstruierbar, wenn es eine
eine off-line deterministische TM gibt, die an der Eingabe o™ ge-

nau f(n) Speicherzellen benutzt.

Es gilt nun der folgende Satz:

Satz: Sei f band-konstruierbar und sei lim inf R >0.
n +e log log n
Dann gilt sogar 1im inf £ so.
n +« log n
Beweip:

Wir benutzen ein Lemma von Jan Messerschmidt 7] .
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Lemma: Es gibt eine natilrliche Zahl M, so das fir alle
n,me IN gilt

n+md>M :> n=m &=) n=m (mod k)

fir alle k S 4 log (n+m)

Beweis: Sei n= m(mod k) fir alle k < 4 log (n+m).

Dann ist n= m(mod P), wo P das Produkt aller Primzahlen
S 4 log (n+m) ist.

Nach dem Satz von Gauss §ibt es ungefdhr Primzahlen < s .

log s
Also gilt:
fr— 8
I P 2 (Aog 8!
pss p
P Primzahl (/2 log s’

2 (% log s)
4 ) 1og (5 )

> 272 log 8 2 log s

2(32 log s)oil.og 8 --log 2 log =)

8/4
2 2

fiir hinreichend grofe s, Mit 8 = 4 log (n+m) erhalten wir P 2 n+m

£(n)
: _ , = ¢c)»o0.
Sei also nun f band-konstruierbar mit 1im inf A:g log n

Wir definieren eine Sprache L € a* ¥ der Bandkomplexitdt £.
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Eingabe a’p™

(1) Grenze den Arbeitsbereich der Lénge 1 = f(n+m)
auf dem Band ab.
1/c |1
(2) Teste, ob filr alle k = |4 gilt:

n=m (mod k).

(3) Falls ja, dann akzeptiere anbm.

Seli M so gewidhlt, daB8 f(n+m) 2 c . log log(n+m) £fir
n+m 2 M. Dann gilt fir n#m = max(M,Z‘)

m 1/c|f (n+m)
ab™€e L =) n=m (mod k) fir alle k S|4

—> n=m (mod k) fir alle k sE:lfc__] c-log log(n+m)

= (log (n+m))?2

=) n=m (mod k) fiur alle k S 4-log(n+m)
__> n=m

Demnach ist L im wesentlichen die Sprache a"b”.
Wir wissen aber bereits, daf das Wortproblem fiir

anbn die Bandkomplexitst log n hat. Also gilt

um tng T 5 0.

An diesem Beweis sieht man folgendes. Um die Sprache

a™"; n e IN} zu erkennen, braucht man bei der Eingabe a™p™
nur n= m (mod k) flir alle k £ 4-log(n+m) nachzupriifen.

Dies wird man so durchfilhren, daf man sukzessive gridBSere Werte
von k durchprobiert und auch sukzessive den Speicher erweitert.
Falls n # m ist,wird man ng‘_:_ m(mod k) f£fiir ein k £ 4.log(n+m)
feststellen. In diesem Fall kommt man also mit einem Speicher-
platz der Gr¥s8e O(log logf(n+m)) aus. Wenn allerdings n =m
ist, dann besteht das Paar (n,m) slmtliche Teste der Form

n= m(mod k). Man mu8 also auch ein Abbruchkriterium vorsehen.



- 35 -

Die Bandkomplexitdt dieses Abbruckkriteriums ist
O(log (n+m)).

Da der Logarithmus eine band-konstruierbare Funktion ist,
erreicht man die Bandkomplexitét O(log(n+m)) auch mit der
ersten Strategie. In diesem Fall bringt also die Strategie
der dynamischen Erweiterung des Speichers keine Verringerung
der Bandkomplexitdt: Die Struktur des Eingabeworts a”b™

ist zu einfach, um die dynamische Erweiterung des Speichers
effizient zu steuern.
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7. Eine Sprache der Bandkomplexitdt O(log log n) Uber
einem einelementigen Alphabet

In diessm Abschnitt untersuchen wir die Frage, ob die Aus-
sagen in den vorhergehenden Abschnitten best mSglich sind.
Wir zeigen, dag man in unserem Hauptsatz die Voraussetzung

"1, kontextfrei®” nicht weglassen kann.

Sei L = {anx die kleinste Zahl g, die n nicht teilt, ist
eine Zweierpotenzi.

Fir n ¢ IN seli g(n) die kleinste Zahl, die n nicht teilt. Nach
dem Lemma in Abschnitt 6 gilt: g(n) = O0(log n). Der folgende
Algorithmus akzeptiert L.

g&—1;

repeat g&gq+l; mé&nmod q until m ¥ Oy
1f q ist eine Zweierpotenz then accept
else reject.

Flir festes g kann die Repeat-Anweisung in Platz O(log gq) aus-
gefilhrt werden. Da q(n) der maximale q Wert ist und g(n) = O(log n),
genligt also O(locg log n) Platz, um L zu erkennen.

Es bleibt zu eeigen, daB L nicht regqulir ist. Die Menge der
Zahlen mit g(N) = 2K 1at durch

= m 4+ 2mN
gegeben, wo m das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen
1,...,25-1 ist. Dann ist L =UL,.

Nehmen wir nun an, das L reguldr ist. Dann ist L endliche Vereinigung

von periodischen Mengen: L = LJ si+tfﬂ fiir J endlich. Fiir
ieg

hinreichend grofes k wird m, von jedem t, geteilt. Sei also k ge-
nligend groB. Wegen m €& L gilt auch m, € l1+tiIN fir ein 1 € J.
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Wegen t, |m, gilt also auch 2m, € s,+t; N C L. Flir unendlich

viele k gibt es aber Primzahlen zwischen 2% una 2k+1; fur

solche k ist 2m, ¢ L. Widerspruch.

Satz: L = {In} die kleinste Zahl g, die n nicht teilt, ist eine
Swuicrpotonl} ist eine nicht-regullire Menge der Platzkomplexitit
O(log log n).

Fiilr unendlich viele n ist natlirlich gq(n) sehr klein; etwa g(n) = 2
fir alle ungeraden n. Die Bandkomplexit¥it der L erkennenden Prozedur
erfillt also nicht die Voraussetzungen des Satzes von Abschnitt 6.
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