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1« Einleitung und Uberblick

Eines der Hauptprobleme, welche die Beschleunigung einer
Rechenanlage erschweren, ist die gegeniiber der Geschwin-
digkeit moderner Rechenwerke relativ lange Speicherzugriffs-
zeit. Zwar gibt es Ansidtze flir neue Speichermedien, die
mit den heutigen arithmetischen Einheiten mithalten konn-
ten, doch sind solche Speicher zur Zeit noch unerschwing-
lich und werden auch auf lange Sicht wesentlich teurer
bleiben als konventionelle Kernspeicher. AuBerdem wird
gleichzeitig mit der Entwicklung neuer Speichermedien

die Beschleunigung der arithmetischen Einheit betrieben,
so daBl die Speicherzugriffszeit auf Dauer ein Engpall blei=-
ben wird, den man auch durch Verwendung von Look-ahead-
und Streaming-Prinzipien hochstens abschwachen kann,

Aus Kostengrinden ist es deshalb bei einer realen Rechen-
maschine notwendig, die Kapazitdt des relativ teuren
Kernspeichers klein gegeniiber dem praktisch unbegrenzten
Fassungsvermogen der billigeren Hintergrundspeichermedien
(Platte, Band, Trommel) zu halten.

Die Motivation dafiir ist neben technischen Restriktionen
die Tatsache, daB Hintergrundinformationen im Vergleich
zur Gesamtzahl der wdhrend des Programmlaufs angeforder-
ten Daten relativ selten benotigt werden, wodurch bei
geeigneter Programmierung der Zeitverlust durch die lan-
geré Zugriffszeit zum Hintergrund im Mittel nicht sehr
stark zu Buche schlégt.

Eine Erweiterung dieses Prinzips bietet sich durch Aus-
dehnung dieser Speicherhierarchie mittels Einfigen von
weiteren Stufen an. Man bezeichnet die neu hinzukommenden
inneren Stufen der Hierarchiie als Pufferspeicher (PSP).
Je weiter eine Stufe vom eigentlichen Rechenwerk (Central
Processing Unit, CPU) entfernt steht, desto grofer muB
ihr Fassungsvermogen sein, wenn das Prinzip sinnvoll an-
gewandt werden soll; gleichzeitig wird die Zugriffszeit
mit dem Abstand vom Rechenwerk anwachsen,
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Das Prinzip arbeitet in
der Weise, daB die als
nachste benotigte Infor-
mation (d.h. der Inhalt
der Adresse eines Befehls
oder eines Rechendatums)
in der nachsthoheren Stufe
gesucht wird, sofern sie
in der niedrigeren nicht
vorhanden ist.

Wird die Adresse, welche
die gewiinschte Information
enthalt, erst auf der Stufe
i 1 gefunden, so wird sie
nicht nur in die CPU, son-
dern auch in die Stufen
i=1,eee 41 Ubertragen; damit
ist, wenn die Pufferspei-
cher mit aktuellen Daten
gefillt sind, jede Stufe

in der nachsthoheren ent-
halten; (dies gilt noch
nicht bei einem Kontext-
wechsel, d.h. etwa beim
Beginn eines neuen Pro-
gramms. In diesem Fall
enthalten alle PSP wert-
lose Informationen, die
zunachst durch aktuelle
Daten zu ersetzen sind;
dies wird als Einschwing-
vorgang bezeichnet.)

ist wahrend des Einschwing-

vorgangs kein Problem, danach muBl jedoch ein Teil der
Information eines oder mehrerer PSP niedrigerer Stufe
durch die neue verdréngt werden, genauer gesagt: mit der
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neuen Information ausgetauscht werden. Von der Art dieses
Nachladeprozesses hingt die mittlere Geschwindigkeit der
Rechenanlage entscheidend ab, da groBe Fehlraten (Wahr-
scheinlichkeit dafilir, daB die bendtigte Adresse nicht im
PSP niachsthoherer Stufe zu finden ist) zu einer groflen
Zahl von langsameren Nachladeoperationen fuhren.

Durch ungeschicktes Nachladen kann es vorkommen, dall gerade
die Information wieder benotigt wird, die erst kurz zuvor
aufgrund der Austauschkriterien der gewdhlten Nachlade-
strategie verdriangt wurde. Jedoch ist man gegen solche
Effekte auch bei Verwendung der bestmoglichen Strategien
nicht gefeit. Mit Leichtigkeit lassen sich Programme an-—
geben, die eine beliebig vorgegebene Nachladestrategie

als katastrophal erscheinen lassen. Die Frage ist, was man
im Mittel bei "sinnvollen" Programmen erreichen kann,
sofern sich iiberhaupt definieren 1aBt, was unter "sinn-
voll" zu verstehen ist.

Der Grund fiir die Einfiihrung einer Pufferspeicherhierar-
chie ist in erster Linie darin zu sehen, daB erfahrungs-
gemdB die meisten Programme aktive und weniger aktive
Bereiche (sowohl der Rechendaten als auch der Befehle)
haben; die aktiven Bereiche (Denning Eﬂ spricht wvon
"working set") &ndern sich widhrend des Programmlaufs,
nach Denning relativ langsamn.

Dieser Effekt ist auf die Schleifenstruktur der meisten
Programme sowie auf andere Programmiergewohnheiten zurick-
zufiihren, Man hofft deshalb auf eine relativ geringe Fehl-
rate, sobald die Pufferspeicher mit relevanten Informa-
tionen gefillt sind.

Bereits hier sei bemerkt, daB man unter Verwendung auf-
wendiger Prinzipien die Fehlrate bel festem Nachlade-
prozell weiter verringern kann, beispielsweise durch eine
Reihe vorausschauender Zugriffe (Look-ahead-Prinzipien)
oder durch gleichzeitiges Suchen in allen hoheren Stufen
der PSP-Hierarchie. Solche Varianten sndern jedoch an den

qualitativen Aussagen nur wenig.
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In der vorliegenden Arbeit lassen wir solche Varianten
aulBer acht und beschaftigen uns nur mit der Struktur
eines einzigen PSPj; ferner wird praktisch unbegrenzte
Kernspeicherkapazitat vorausgesetzt, so daB die Probleme
mit dem Nachladen von Hintergrundinformationen, wofir im
Gegensatz zu KSP und PSP nur mittlere Zugriffszeiten
angegeben werden konnen, entfallen.

Entscheidend fir den Zeitgewinn, der sich durch die Ver-
wendung eines Pufferspeichers erzielen l&aB8t, sind in er-
ster Linie zwel Punkte:

8. das Verhdltnis der Zugriffszeiten von PSP und KGSP

b die (mittlere) Fehlrate P.

Die Geschwindigkeit des Pufferspeichers gegenuber dem
Kernspeicher héngt neben technischen Restriktionen im
wesentlichen von dem vertretbaren Kostenaufwand ab.

Wir bericksichtigen diesen Faktor nicht, da sein Einflull
leicht zu iliberschauen ist.

Die Fehlrate hédngt ihrerseits von verschiedenen Grofl3en
ab und zwar von:

1. der GroBe des Pufferspeichers

2. der GroBe der Nachladeeinheit
(das Nachladen erfolgt blockweise, da der Zugriff zu
einem Block praktisch ebensoschnell vollzogen werden
kann wie zu einer einzelnen Adressej; ferner befinden
sich wegen der vorausgesetzten Existenz von aktiven
und inaktiven Bereichen mit hoher Wahrscheinlichkeit
in der Nzhe eines gerade bendtigten Datums weitere
Daten, auf die in naher Zukunft zugegriffen wird. Wir
denken uns daher PSP und KSP als in gleichgroBe Blocke
eingeteilt und tauschen nur ganze Bldcke aus).

3. der Art des Nachladeprozesses

4, der Struktur des durchschnittiichen Programms,
d. h. von den Eigenschaften der zeitlichen Folge der
Zugriffe zu Daten und Befehlen. Diese Zugriffsfolgen
hingen wesentlich davon ab, ob es sich um Zugriffe auf
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Daten (in den Akkumulator) oder Befehle (ins Befehls-
register) handelt. Die Trennung von Programm-— und
Rechenspeicher wie in [8] und entsprechende Aufteilung
des Pufferspeichers ist deshalb sinnvoll,

Von besonderer Bedeutung ist der letzte Punkt, der alle
anderen (insbesondere die Giite der Nachladestrategie)
in starkem MalRe beeinfluBt. Trotzdem ist gerade dieser
Punkt bei fast allen bisher veroffentlichten einschla-
gigen Arbeiten (vgl. z. B. Eﬂ und das dort angegebene
umfassende Literaturverzeichnis) entweder unberiicksich-
tigt geblieben oder nur angedeutet worden.

Das Problem liegt darin, dal Aussagen uUber die Programm-
struktur sehr schwierig sind und sich fiur spezielle Pro-
gramme sofort durch Gegenbeispiele widerlegen lassen.

Unter Vernachlassigung dieses Punktes ist es gelungen,
eine Reihe von mehr oder weniger einleuchtenden Strate-
gien herzuleiten bzw. nachtridglich zu motivieren. Bei-
spielsweise wird haufig (etwa in Gelenbe [jj ) angenom-—
men, dafll ein Programm in Datenblocke Iy 12,... eingeteilt
werden kann, auf die mit - wdhrend des Rechenlaufs kon-
stanten - Wahrscheinlichkeiten Bq, 82,... unabhangige
Zugriffe ausgefihrt werden. Der Existenz von aktiven und
inaktiven Bereichen wird dadurch Rechnung getragen, dal
die Bi verschieden sein konnen, doch bleibt durch die
vorausgesetzte Konstanz dieser Werte jede zeitliche
Anderung unberiicksichtigt,

Unter diesen Voraussetzungen ist die Optimalitat der Aus-
tauschstrategie A (alle Bldcke bis auf einen werden fest
mit den Programmblocken besetzt, denen die hochsten Wahr-
scheinlichkeiten Bi zugeordnet sind; alle Austauschpro-
zesse beziehen sich auf einen einzigen Block des Puffer-
speichers) intuitiv sofort einleuchtend, da das Verdran-
gen eines der m-71 fest besetzten PSP-Blocke zu einer
Erhohung der mittleren Fehlrate im nachsten Schritt fihrt;

vorausgesetzt ist hierbei o.B.d.A. Bqaﬂg ...EBm_q>Bm23m+12... .
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Auch das Working-Set-Model von Denning {2] und andere
Arbeiten (z. B. Belady [4] , Aho und Ullman [5] ,

Kilburn [6]) sowie Strategien wie FIFO (first in, first
out: Austausch des Hltesten Blocks) und LRU (least
recently used: Austausch des zeitlich am l&ngsten nicht
benutzen Pufferspeicherblocks) versuchen die unterschied~
liche Aktivitdt von einzelnen Programmteilen zu beriick-
sichtigen., Die Bedeutung dieser Strategien liegt vor allem
in ihrer einfachen Realisierbarkeit, wodurch sie Uber-
legenheit iiber viele spezielle Austauschverfahren gewin-
nen, die zZu einer geringeren Fehlrate fiihren, aber kom-
plizierter und daher wesentlich schwerer zu implemen-

tieren sind.

Die Nichtberiicksichtigung von Programmstrukturen und
zeitlichen Anderungen der Zugriffswahrscheinlichkeiten
zu den Programmadressen und -bldcken ist jedoch sicher
eine zu starke Vereinfachung, wie zum Beispiel das
Ergebnis von Gelenbe zeigt, wonach die Fehlraten fiir
FIFO und RAND (random-Nachladen) unter den oben ange-
gebenen Voraussetzungen gleich sind,

In der vorliegenden Arbeit versuchen wir, das Programm-
verhalten mehr als in den Vorgingerarbeiten zu beriick-
sichtigeﬁ. Auf dieser Basis wird zundchst eine Formel

fiir die GroRe der Fehlrate hergeleitet., Durch Minimi-
sieren dieses Wertes ergeben sich optimale Austausch-
kriterien, Dies geht natiirlich nicht ohne einschrinkende
Voraussetzungen, Die wichtigste davon ist, daB die Ver-
teilung der CrdRBe der Datenspriinge (Differenz der Adresse
des aktuellen Datums und der Adresse des zugehdrigen
Vorgingerdatums, vgl. Abschnitt 2) sowohl fiir den Pro-
gramm- als auch fiir den Rechenspeicher bestimmte charak-
teristische Eigenschaften hat, die im Laufe der Rechnung
erhalten bleiben, Weiter miissen wir fordern, daB aufein=-
anderfolgende Datenspriinge voneinander unabhidngig sind
und einer Art von Markow-Eigenschaft geniigen. Wir legen
also andere Voraussetzungen zugrunde als Denning, Gelenbe
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und andere. Entsprechend unterschiedlich sind auch die
resultierenden optimalen Strategien.

Im Gegensatz etwa zu der Strategie AO wird in dieser
Arbeit gezeigt, daB unter relativ schwachen Voraussetzun-
gen iliber die Gestalt der Datensprungverteilungen der
folgende Austauschprozel zu einer minimalen Fehlrate
fithrt, also in unserem Sinne optimal ist:

Ist ein Datum nicht im Pufferspeicher 2zu
finden, so sind alle Blocke aus der Nach-
barschaft dieses Datums im Kernspeicher
in den Pufferspeicher zu laden, sofern
sie sich nicht bereits im Pufferspeicher
befinden,

Abschnitt 3 der vorliegenden Arbeit enth3dlt die exakte
mathematische "ormulierung dieser Nachladestrategie.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dieser Strategie
und AO liegt bereits darin, daB der AustauschprozeB
sich auf mehrere Bldcke gleichzeitig (im Extremfall auf
den gesamten Pufferspeicher) erstrecken kann,

Intuitiv 1Bt sich unsere Optimalstrategie dadurch moti-
vieren, daB durch das starke Uberwiegen kleinerer Daten-
spriinge mit hoher Wahrscheinlichkeit ein groBerer Teil
des Pufferspeichers inaktiv geworden ist, wenn ein Datum
nicht im PSP zu finden ist.
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2. Die Verteilung der Datenspriinge in Programm- und

Rechenspeicher

2.1, Grundlagen

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt, beschrinken wir

uns in der vorliegenden Arbeit auf eine PSP-Stufe zwischen
Kernspeicher und Rechenwerk, Programm- und Rechenspeicher
werden wegen der vollig unterschiedlichen Struktur von

Befehls-~ und Rechendatenfolgen voneinander getrennt.

Programmspeicher TT Rechenspeicher R
PSP 1 PSP 2
Akkumulator ot
CPU

L————-~-—-—-~~Befehlsregisf’er

Viele Untersuchungen haben fiir beide PSP-Typen Giiltigkeit.
Wir werden deshalb allgemein voraussetzen, daB jeder der
beiden Pufferspeicher aus n Blocken der GroRe k besteht
und daB ein Programm jeweils a > n Bliécke (von [[ bzw. R)
fiir Befehle bzw., Rechendaten bendtigt. In speziellen
Fédllen wird der Speichertyp zur Kennzeichnung als Index
verwandt.

Als erstes definieren wir den Begriff der Fehlrate:

Definition 1:

Sei X _ pseeosX_13X3.00 die Folge der Adressen von Befehlen
bzwe von Rechendaten, die ein Programm nacheinander
bendtigte B_l.;e403B_13B,eee seien die zugehdrigen Kern-
speicherbldcke,




-9 -

¥ bezeichne das Datum, auf das als nichstes zugegriffen
werden soll (d.h. Zugriffe auf X_pyeeesX_j bereits aus-
gefilhrt). x heift aktuelles Datum,

X B pseeesB_ sei der Inhalt des PSP beim Aufruf von Xx;
wir setzen hier wie im folgenden voraus, daB der Puffer-
speicher mit Daten des gerade laufenden Programms gefiillt iste

z = z(x) € X heiBt zugehdriges Vorgingerdatum von x,
wenn gilt: |z - x| s lu - x| fir alle u € X,
Gibt es mehrere Elemente mit dieser Eigenschaft, wird

eines davon durch einen Zufallszahlengenerator ausgewdhlt,

P:=P(x¢ PSP | z & PSP ) heiBt Fehlrate.
Q := 1 - P bezeichnen wir als Vorhandenrate,

Bemerkung:

as Wir nehmen generell an, dal der Speicherbereich fiir
Befehle bzw, Daten eines Programms zusammenhingend ist,

b, Beim PSP des Programmspeichers setzen wir immer
Z = X_q, wir verzichten hier also auf eine eventuell
mogliche andere Wahl mittels eines Zufallszahlen-
generatorse

¢. Die Differenzen x - z der Adressen von aktuellen Daten
und zugehorigen Vorgingerdaten bezeichnen wir als
Datenspriinge.

Wir beschdftigen uns nun mit Modellen fiir die Verteilung
der Datenspriinge in Programm- bzw, Rechenspeicher und mit
hieraus resultierenden Strategien, die zu mdglichst grofBen
Werten fiir die Vorhandenrate Q fiihren,

Definition 2:

y7r bzw{ yR

bezeichne die Verteilung der Datenspriinge
von Programm- bzw. Rechenspeicher,

yi:=P(x-z=i) i & £

In Abschnitt 2.2, wird die Gestalt von y " bzw. y® niher

diskutiert. Wir kommen nun zu den fiir die folgenden Unter-
suchungen entscheidenden Voraussetzungen:
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Voraussetzungen iiber die Gestalt der Datensprungverteil-

lungen:

1. Die Datenspriinge werden als unabhidngige Zufallsvariable
interpretiert, die aus einer diskreten Verteilung y
stammen, welche die in Abschnitt 2.2. angegebenen
charakteristischen Eigenschaften wdhrend des Programmn-
laufs beibehalt; agﬁ diesem Grund verzichten wir bei

den Verteilungen y' und yR auf einen ZeitindeX,

2s § 1= Wk,Z,%,7)

Dies ist eine Art Markow-Eigenschaft, die strenggenommen
nicht erfiillt ist,

242, Diskussion der Verteilungen y7r und yR

Wir versuchen im folgenden einige Charakteristika der
Verteilung der Datenspriinge in Programm- bzw. Rechen-
speicher anzugeben, die erfahrungsgemil bei der Mehr-
zahl der Programme in &hnlicher Form zu beobachten sind.

2e2¢1e Rechenspeicherverteilung yR

Es darf bei vielen Programmen angenommen werden, daB
Vorwdrtsspriinge im Mittel etwa ebenso wahrscheinlich

sind wie gleichgrole Riickspriinge. Fiir einfache Variablen
ist diese Forderung weitgehend erfiillt; bei anderen
GrofBen, z. B. bei Feldelementen, hingt die Gililtigkeit
dieser Annahme auch davon ab, ob es sich um ein iibersetz-
tes oder um ein handgeschneidertes Programm handelt,
Compilierte Programme bearbeiten Schleifen ofter von
unten nach oben (zahlreiche kleinere Vorwirtsspriinge,
anschliefRend groBer Riicksprung), bei Maschinenprogrammen
ist es oft umgekehrt wegen der in vielen ¥&llen einfache=-
ren Endabfrage (durch das Programmieren einer Schleife

in der Form, daB die Abfrage auf Null erfolgt, spart man
eine Reihe von Maschinenbefehlen pro Zyklus; bei in prob-
lemorientierten Sprachen geschriebenen Programmen werden
Schlei fen meist nicht in dieser Weise programmiert, da man

hier nur einen unwesentlichen Zeitgewinn erzielt, der zudem
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noch in den meisten Fdllen auf Kosten der Ubersichtlich-
keit des Programms geht),

Mit Abstand am hdufigsten sind Spriinge der L&ngen + 1

und O; erstere entstehen zum Beispiel als Folge der
linearen Fortschaltung in Aufwdrts- bzw., AbwiArtsschleifen,
Letztere treten dann auf, wenn eine Adresse zZweimal bend-
tigt wird und der diese Adresse enthaltende Block des
Pufferspeichers nicht zwischen dem ersten und dem zweiten
Aufruf des Datums aufgrund der Kriterien der Nachlade-
strategie ausgetauscht wurde.

Weiter darf angenommen werden, daR die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Sprung, der iiber eine - programmabhingige -
GroBe hinausgeht, mit wachsender SprunggréBe abnimmt,
GroBe Spriinge werden hauptsdchlich durch die Schleifen-
struktur des Programms und die Indexdnderungen der darin
vorkommenden Felder verursacht, und wir nehmen an, daR
Schleifen mit wachsender GroBe immer seltener werden
abgesehen von den UnregelmidRigkeiten, die dadurch ver-
ursacht werden, daf als Laufgrenzen von Schleifen "runde"
Zahlen bevorzugt werden,

Fiir sehr kleine Werte der SprunggroBe gilt diese Argumen-
tation nicht mehr, da so kleine Schleifen selten vorkommen,
doch wird diese Liicke durch die erfahrungsgemdB sehr hiu-
fige Verwendung von einfachen Variablen, die etwa als
real- oder integer-Block zusammenhingend abgespeichert
sind, weitgehend ausgeglichen.

Steht das zugehorige Vorgidngerdatum z in der Nidhe des
Randes des fiir die Daten des Programms reservierten Spei-
cherbereichs, so ist die Symmetriebeziehung (y; & y.i)
mehr oder weniger stark verletzt, Im Extremfall (z steht
ganz am.Rand) sind nur Vorwirts- bzw., nur Riickspriinge

>
moglich, Erhalten bleibt aber die Eigenschaft y? = yiE]

sowie y_? 2 y—il?-i fiir i 2 1.

Bei vielen Untersuchungen ist nur die Verteilung des
Sprungbetrags h von Bedeutung. (hi = P( |x -2 =41 ).
Die Beziehung hY 2 h; R, fiir 1 2 1 ist fir den gesamten
Bereich, den ein Programm im Rechenspeicher belegt, gut
gesichert,



- 1D -

Wir setzen deshalb im folgenden voraus, daB die Werte h?
fiir i ; 1 monoton fallen und daB die Verteilung yR im
wesentlichen symmetrisch ist, sofern das Vorgdngerdatum z
des aktuellen Datums X nicht zu nahe am Rand des fiir die

Rechendaten des Programms reservierten Speicherbereichs steht.

T

2.2.2. Programmspeicherverteilung y

Unabhingig davon, ob es sich um ein ilibersetztes oder ein
handgeschneidertes Maschinenprogramm handelt, sind hier

die Spriinge der Linge +1 mit weitem Abstand dominierend,

Grofkere Vorwdrtsspriinge sind sehr selten; sie kommen
praktisch nur zu Beginn und am Ende von bedingten Anwei-
sungen in der zweiseitigen Form vor, Die Linge dieser
Spriinge hingt vom Umfang der bedingten Anweisung ab;
kiirzere Spriinge sollten erfahrungsgemiBl etwas hdufiger
sein als langere,

Riickwdrtsspriinge sind nur nach Beendigung eines Schlei-
fendurchlaufs oder als Tolge eines goto-Befehls zu
erwarten; Riickspriinge unterhalb einer programmabhingigen
GrdBe sind praktisch ausgeschlossen, da derart kleine
Schleifen im allgemeinen sinnlos sind,

Spriinge der Linge Null sind selten; sie sind nur dann
moglich, wenn ein Befehl des Programms mehrmals bendtigt
wird und der alte Block noch im PSP des Programmspeichers
steht,

Wir setzen fiir die Untersuchungen des nichsten Abschnitts
der Arbeit voraus, daB die oben skizzierten charakteristi-
schen Eigenschaften der Verteilung y7T(Dominanz der
Spriinge der Lidnge +1, alle anderen Spriinge demgegeniiber
praktisch vernachlidssigbar) wihrend des gesamten Pro-
grammlaufs in gleicher Form zu beobachten sind.

Bemerkung:

In einem einzigen Fall (das Vorgingerdatum z steht am rech-
ten Rand des fiir die Befehle des Programms reservierten
Speicherbereich) ergibt sich ein abweichendes Bild (nur
Riickspriinge moglich). Wir lassen diesen Fall auBer acht,
verzichten also auf eine eventuell bessere Nachladestra-
tegie, da er auRerordentlich selten vorkommt,
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3, Bestimmung von optimalen Nachladestrategien

Wir berechnen zunichst die Vorhandenrate Q, d.h. die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daR sich das aktuelle Datum

im Pufferspeicher befindet; wir konnen davon ausgehen,
dafl} das zugehorige Vorgidngerdatum noch im Pufferspeicher
steht (vgl. Definition 1). Durch Maximieren des Ausdrucks
fir @ = Q(k,z,x%,y) erhalten wir optimale Nachladestra-
tegien,

Die Urbilder von x und z im Kernspeicher seien £~ 1 (x)
bzw, f'1(z). Bezeichnen wir die Blocke des Kernspeichers
der Reihe nach mit B]""’Ba sowle den aktuellen Inhalt
des Pufferspeichers mit C = {01,...,Cn}(es ist

Cief {81,...,Ba} fiir alle i, da wir den Einschwingvor-

gang als beendet vorausgesetzt haben), so gilt:

Q=P(xeC| zeC)

a
g p(r 1 (x)eB; A B €C | z€C)
o I3

a a
=ZE p(f"‘(x)éBiA Bi_eoAf"‘(z)éBm | z€ec)
i=1 m=1

a a

= § T P(Bs€ cl f'1(X)EBi/\ £=1(z)e B,N2Z€EC) o
i=1 m=1

p(r~N(x)€B; | £ (z)eB A z€C) -

P(t71(z)eB, | z €c)

Zur Abkilirzung setzen wir:

Wy q e P( B{€C | f"](x)eBiA t=1(z)eB, A z€C )
Q5 := PO 71 (x)€Bs; | £7(2)eB A zec )
ry  :=P( £=1(z)€B, | z€c)

Die Gr&hen Qi,j geben die Wahrscheinlichkeit dafiir an,
daB das aktuelle Datum im Kernspeicher i Bl&cke vom zuge-
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hérigen Vorgingerdatum (dieses steht in Block Bj) ent-
fernt ist.

Unter etwas stirkeren Voraussetzungen iiber die Verteilung

¥y lassen sich die GroBen Qi,j in geschlossener Form an-
geben, doch ist eine solche Darstellung fiir die Herlei-
tung einer optimalen Nachladestrategie nicht erforderlich.
Insbesondere spielt die BlockgrdBe k hier keine wesentliche
Rolle mehr; sie beeinfluBt zwar die Zahlenwerte der Qi,j’
nicht aber die GroRenordnungsrelationen, die zwischen den
einzelnen Qi,j bestehen; die GroRe von k hat daher hoch-
stens geringen EinfluB auf die Wahl der Nachladestrategie.

Die Werte 2 geben den Belegungsgrad der einzelnen Kern-
speicherblocke an; wir setzen T ¥ QG Tir m 2 lseew,8
voraus (das Programm soll also keine i{iberfliissigen Blocke
reservieren), doch sind die von uns angegebenen Strate-
gien auch dann optimal, wenn einer oder mehrere der Werte
Ty Null sinde Da wir verlangt haben, daB die Datensprung-
verteilungen ihren Typ widhrend des Programmlaufs nicht
dndern, sind Werte r, = O hochstens an den Rindern des
fir das Programm reservierten Kernspeicherbereichs zu

erwarten., Am einfachsten ist es, die r_ als gleichver-

mn
teilt (rm = 1/a flir alle m) anzunehmen; diese Bedingung
ist fir eine zwar stark eingeschrinkte, aber jedenfalls

nichtleere Klasse von Programmen erfiillt,

Mit den oben eingefiihrten RBezeichnungen erhalten wir
fiir Q die Beziehung:

a a

9= Z:: Eij wm,i°Qi~m,m'rm

i=1 m=1

Wir werden zeigen, daft die optimale Strategie unabhingig

von den Werten r, ist (r_, > 0 vorausgesetzt), Die Bestim-

mung einer optimalen Nachladestrategie l3uft im wesentlichen
auf die Festlegung der Elemente der Matrix W = (wy 4) hin-

-
aus. Diese Wahrscheinlichkeiten charakterisieren den Nach-

ladeprozel entscheidend,



L.emma 1:

Vor:

= 18 -

Cié {Bl’cto,Ba} fﬁri = 1’...’11
(deh. Einschwingvorgang beendet)

a

Beh: S Wy g =D fir r = 1,40e5a (Summenbedingung)

Bew:

H

Gesucht sind nun Strategien, die unter Beriicksichtigung

-

i=1
a

. ¥p.3
i=1
a
R =) ’ o)

P( Bieclf (x)EB;ALT (2) €EB. A 26C )
1=1
a n

> BB =yl £ €At (2)e B Az EC)
i=1 J=1
n

s
~
(@]

.
1

1 -1
Bilf (x)EB;At™1(z)€B Az €C)

('
I

der Formel fiir Q, der Summenbedingung und der zusidtzlichen

Restriktionen O £ wm,i » T'p 59 fir alle i,m = 1,,+452

zu einer maximalen Vorhandenrate fiithren.

Block von f'](z)

¥ i Ve
PSP £ (Cy5e00,C))

Kern=-
speicher
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Aus der Formel fiir die Vorhandenrate Q wird ersichtlich,
daBl die Teilsummen

a e
L._ wl’i.Q’i-l’]}rl fir 1 = 1,00.,&
1=

unzbhingig voneinander maximiert werden konnen., Hieraus
ergibt sich, daB die GroBRe der Koeffizienten r, ¥ 0

keinen Einflufl auf die optimale Strategie hat.

Die Wahl der Koeffizienten Wp 4 hidngt von der GrofRe der
b

Zahlen Qi—m p 1n der Weise ab, daB groferen Qi_m - auch
» ’

groBere Werte w zuzuordnen sind (bei optimaler Stra-

m,i
tegie). Unter Beriicksichtigung der Summenbedingung und
der Restriktionen 0 5wy ; £ 1 ergibt sich damit das

3
folgende Ergebnis:

Satz 13

a. Die Zeilen der Matrix W = (wm i) kdnnen unabhidngig
H]
voneinander optimiert werden,

Ist fiir Zeile m° die Belegungsrate r ° = 0, so konnen

m

die Werte wpy- 120003 beliebig gewihlt werden,
H

wW._..*°
ohne daB® die Vorhandenrate Q sich dndert.

b, Ist (Ql:m’wh:k1) § $ FH G (Qa:m’wm:ka) eine Umordnung

der Folge (Q1—m,m’wm,]) Dt (Qa—m,m’wm,a)
. . D - -
mit der Eigenschaft Qi,m = Qi+1,m fir 1 = 1,e6eya~1,
dann erhdlt man eine maximale Vorhandenrate
QUax = Q(wm:i . Qi:m y T'y) durch die folgende Wahl

der Elemente der Matrix W:

’ J- 1 fiiri = 1,...,!1
W =
m,ki 1_ 0 W L=l eseyd
Lat Qn:m > Qn+i,m fiir m = 1,052 , dann ist die

Matrix W bei optimaler Strategie eindeutig bestimmt,

Im Falle Qn,m # Qn+1,m flir mindestens ein m gibt es
mehrere Strategien, die zur gleichen optimalen Vorhan-
denrate @ fiihren,



. TR o

Unter etwas stirkeren Voraussetzungen (deren Realitédt
im AnschluB® an Satz 3 diskutiert wird) ergibt sich die

folgende Aussage:

Satz 2:¢
pa > o £ . ; <
Vor: Qi,r = Qj,r und Q—i,r = Q-j,r fir O =31 <L J = &
r = 1,-..,3.
Q = Q'(wm’i’Qi"m’m’rm) mit:
i wm,i falls m ¥ me
W ; " m=m 1 byt
. " - ﬁ mo’l O ’ # L]
Byt Wy , *td falls m - A
o2 > und d >0
Wi - ad oder my = b>c
\ O’C
Beh: @ 2 Q

Beweis:

Der Beweis dieser Aussage ist eigentlich bereits in
Satz 1 enthalten., Trotzdem fiihren wir ihn hier durch:

a & a

pe [} Y-i v
Q@ = E_J / "m,i%-m,mTm * wmo,iQi-mO,mOrmO
m=1 di=1 1=
mm 14b,e
+ . o (w + d) + o (W |
Tm, ( Qb—mO’mO my, b ) Qc_mo’mo mo, ¢ Y J
= Q* 7 Qo no = Qong,m,)*d
Wegen d > O ergibt sich damit:
. >
U2Qe & Q. = Q. V Ty =0
b My, I C-ly,my m

Diese Bedingung ist aufgrund der Voraussetzungen gerade
er fu..llto

Unter denselben Voraussetzungen wie in Satz 2 ist die Koef-
fizientenmatrix W bereits in weiten Grenzen festgelegt, wie
der folgende Satz zeigt:
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Satz %
> 2 o <. . <
Vor: Qi,r = Qj,r und Q-i,r = Q—j,r fir 0 =1<4€ J = a
I = 1,....,&1
Beh:

Fiir die optimale Strategie Q ., = Q(Wm,i’Qi—m,m’rm) gilts

a. Wm,m = 1 fﬁr m = 1,.;..,&
< . £
b i o= Wik = 1 (1 = j<k = a)
g Wi 1 = 1 filr 1 = j'l'},ooo,k“-l
)
Co er——-o fﬁrl:m+1’.o.,a fallS rLm
y
Wr’m = 0 =
“’r’l = O n l = 1,l.°’m-1 L r> m

ds Hochstens zwei Elemente der Matrix W sind pro Zeile von
Null bzw. Eins verschieden, und zwar stehen diese, wenn
vorhanden, zwischen den beiden Nullbldcken (von denen
einer leer sein kann) und dem Einsblock,

e. Die Linge LE des Einsblocks ist entweder n-1 oder n.

res gibt genau zwei von Null und Eins ver-
Lp = n=1 & | schiedene Elemente in der betrachteten
(Zelle von W, die sich zu 1 addieren,

Ly = n < Alle Elemente der betrachteten Matrix-

u

LZeile sind entweder Eins oder Null,

fe AuBerhalb eines Streifens der Breite 2n+1 um die Haupt-
diagonale stehen in jedem Fall nur Nullen,

e W. . = 1 filr die Paare (i,j) mit:

i <. £ . <
1 =i =<J =n oder a-n+1=’j§'

TN

i a

Beweis:

g. ergibt sich aus c¢. und der Summenbedingung, Die ilibri-
gen Aussagen folgen sofort aus Satz 1 und Satz 2,

Bemerkung:

a., s kann in Ausnahmefillen (rm = 0 flir mindestens ein m

oder bei Gleichheit von mehreren Q3 r) mehrere Matrizen
3
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W geben, fiir die man dieselbe optimale Vorhandenrate
Qmax wie fiir die Matrix W von Satz 3% erhidlt, Wir be=-
trachten diese jedoch nicht, da die hieraus resultie-

renden Strategien wesentlich schwerer zu realisieren
sind,

b, Bs gibt in jedem Fall eine optimale Strategie, bei der
alle Elemente von W Null oder Eins sind. Ist nidmlich
LE = n=1 fiir eine Zeile von W, so kann man die beiden
von Null und Eins verschiedenen Elemente a und b dieser
Zeile (at+b = 1 nach Satz 3.,e.,) beliebig wihlen (insbe-
sondere also als Null bzw, Eins), ohne Q... zu &ndern,

Ce Die Matrix W hat folgende schematische Gestalt:

I—’-I_q ® o & ¢ 08 ,I’IO O & & » o0 e 5 s 0 0 @ O
1 2 0 "
g 1 . 0 5
e, " 0
R -
.1 e
O -
OO 1 : (5“) ¢
‘w..___ i ) . (#) L] .
> . L ] . - OO
. 1 0
. 1
. 1 (-
0 , Wy
0 .1t
O 1
O * o 0 ® 9 ° @ ..-...‘0'1 ,i e & & & 8 /] ,ll

Die Elemente w in den Bereichen ( % ) lassen sich mit den

m,i

bisher .getroffenen Voraussetzungen noch nicht eindeutig

festlegen, da ibre Wahl von der GroBe der Werte Q; , im
?

Vergleich zu den Werten Q_j . (i,3 2 0) abhingt.
]

Bevor wir Voraussetzungen angeben, durch die alle Elemente
von W festgelegt werden, diskutieren wir die Voraussetzun-
gen der Sdtze 2 und 3,
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Diskussion der Voraussetzungen der Sdtze 2 und 3:

Wir zeigen, dal eine geringfiigige Verschiriung der von
uns angenommenen Eigenschaften der Datensprungverteilungen

y‘n‘ und yR

>
ausreicht, um die Bedingungen Qi - Qj & und
> 11 { . ’u ,a Kl
i = i = 5= . o & i) -
Q-l,s Q_J,S fir O 1< J und | ya zZu verifi

zieren,
Wir formen zundchst den Ausdruck fiir Q;  etwas um:
3

Da bei unserer Strategie stets das aktuelle Datum in den
Pufferspeicher geladen wird, wenn es nicht schon dort
steht, ist P(z€ C) = 1. Damit wird:

Q 4 = p(r~1(x)e Bi g | £=1(z) eB)

k
_ Tp(f”(x)esim/\ 7' (2)=b €B) / P(£™'(2)€ By)
r=1

e

- pee=1¢ ~i . "
=y p(e7' )€ By, [ £ (2) = v €eBy) - b,

e &

&
=Y P( ik-r+1 £y S (i41)kr ) .+ p,

H

—_—

mit p; = P(£7'(z) = b;€B_) / P(£7'(2)€ B.)
. & <
Es ist also 0 = p; = 1 und py +1... + P o= Te
Vorausgesetzt wurde ferner P(f~ (z)éEBS) % O (sonst trivial);
weiter haben wir der Ubersichtlichkeit halber auf den an
sich notwendigen IndeX s bei den Werten p; verzichtet.
k (141 )kw=r

Qi, S = / ) YJ 4 pr
] J=ik=r+1
kel k J
= Yik * j..___. [yik”k'*'j ) j Pr & yik‘*'k"'j ej pl"]
J=1 I'=k=3j+1 r=1

Unter der Voraussetzungen, daB die RBldcke des Programms
"symmetrisch" belegt sind und daB groBere Spriinge nicht
wahrscheinlicher sind als kleinere, kann man nun zeigen,

dal die Voraussetzungen der Sidtze 2 und 3 erfiillt sind.



Lemma 2
Ae VOP: pr = pk“r+1 fﬁr n = 1,o¢o’k
> > - >
Yi = Yy4q und y_4 = y_4.q fird =1
> > :
Beh: U,s = U1, W04 Qy 5 = Qjar,s fir 1 > O
b, Vor: wie in a.
zusdtzlich: Yo §>yk sowie
y-j - yk+j fiir j = 1,oo,k‘1 (S * 1)
Beh: Q4 o - Q. g fir 5 = 2,40¢,2
’

Ce Vor: wie in a,
zusdtzlich: y, < Y. Sowie
Yj g y_k_j fiir j = 1,.e,k“1 (S * a)

> 52
Beh: QO,S = Q-1,s filr 8 = 15600 5a~1

de Vor: wie in a. k+ |(k=1)/2)
zusdtzlich : Yo 2 ; ‘ i
i=k
Beh: Q 2 Q
i ¢ ™% R
e, Vor: wie in a. k+[(k—1)/aj
zusdtzlich : y, §‘> Yoi
isk
Beh: Q 2 Q
* ¥,a T ¥=1,a
Beweis: J
Def
Nach Voraussetzung gilt: ; Py = S P. = Tj
Damit wird: r=k- =J+1 r=1
Qi,s - Qi+‘i,s
k=1
= > (Yei-1)x+i ¥ T(a+1)k=-j = Tik+j ~ y(:1.+a)k—j) £
Loy 2 K~ k]
=1

Yk T Y(i+)k
Teil a, des Hilfssatzes ist damit aufgrund der Vorausset-
zungen bewiesen,

QO,s i
= yO = Ik + E (yk-j + yk—j = Yj - y2kuj)'Tj
5=
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L(k=1)/2] k-1 k
Z‘% - FjemgI* Z *p Glgewepe)
j=1 i=j+1 J=1 1.=3+1

T Yo = Vi

Sind die Voraussetzungen von b, erfiillt (der Fall s = 1
mufl gesondert behandelt werden), so sind alle 3 Hauptterme
dieser Differenz nichtnegativ. Dies beweist b, .

Fir die Aussage c¢. l3uft der Beweis analog.

Bei d, ist die filir b. geforderte Voraussetzung nicht zu
erfiillen, da mindestens einer der Werte Yoj den Wert
Null hat. Entsprechendes ist bei e. der Fall, Da der erste
der 3 Hauptterme in der obigen Summe auf Jjeden Fall nicht-
negativ ist, ist die Beziehung QO,I = Q1,1 aber erfiillt,
wenn gllt
Yo = Vi Zyk_ A Py o

L= J#1

Diese Unglelchung ist insbesondere im Falle

k+ |(k=-1)/2]

Yo = E yy erfillt,
i

Bei e. ist die Argumentation entsprechend.

Bemerkung:

aes Die in Lemma 2 getroffenen Voraussetzungen sind in den
meisten Fdllen sowohl fiir die Rechenspeicherverteilung yR
als auch fiir die Verteilung yﬁ-der Datenspriinge im Pro-
grammspeicher erfiillt, Bei yﬂ-ist allerdings die fir d.

und e. zusatzlich vorausgesetzte Beziehung

k+ [(k=1)/2) k+ |(k-1)/2]
- - 35 -
Yo = ¥ bzw. Ty = Y_i sehr fraglich.
i k i=k

QO 1 = Q] ; und QO & 2 Q_ 1,a gilt trotzdem, da in den ent-
sprechendon Differenzen Jewells der Summand yi(Ty_; = 1y)
auftritt, der nach unseren Voraussetzungen iiber die Gestalt
von yﬂralle anderen Summanden erschligt.

b. Da sich die meisten UnregelmifRigkeiten, die dadurch ent-

stehen, daB die Voraussetzung iiber das monotone Abklingen
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der Verteilungen yTrbzw. yR nicht fir alle Yi exakt erfiillt
sind (vgl. dazu auch die Diskussion in Abschnitt 2.2.),

durch die Summationen wieder aufheben, kann man einen groBen
i'eil der Voraussetzungen im Spezialfall erheblich abschwi-
chen oder sogar ganz weglassen., Dies gilt nicht zuletzt fiir
die Voraussetzung p, = Pi_p+7s die zwar intuitiv einleuchtend
ist, aber nicht leicht {iberpriift werden kann. Man beachte
auch, daf die Abschitzungen im Beweis von Lemma 2 bei vielen
speziellen Verteilungen y sehr grob sind. In diesen F3llen
ist es nicht gravierend, wenn die geforderten voraussetzungen
nicht in allen Einzelheiten erfiillt sind.

Wir untersuchen jetzt, unter welchen zusitzlichen Voraus-
setzungen an die Struktur der Datensprungverteilungen sich
die durch Satz 3 noch nicht festgeleglen Elemente der
Matrix W in der Weise eindeutig bestimmen lassen, daf sich
eine optimale Nachladestrategie ergibt:

Sind die Adressen des (Programm- bzw, Rechen-) Speichers
fortlaufend mit 1,...,a*k durchnumeriert und ist z = b.k+r
b€{0,s0s,a=1}, 0 £ r £ k-1 (d.h. steht z in Block By,, des
Kernspeichers), so ist die Beziehung yiix ¥, fiir die Werte
3, 2 min (a<k-z , z=1) im Falle der Rechenspeicherverteilung
recht gut erfiillt, Auch fiir den Programmspeicher ist sie
mit Einschrénkungen vertretbar, abgesehen davon, daBl hier
Y12 ¥4 gilt,

Legt man diese zusitzliche Voraussetzung zugrunde, so gilt
i o £ R
Qj,b+]'"'Q-j,b+1 fiir 2 = j = min (b,a-b) .

Lemma 3%:

<
Vor: z = bek#+r ; y; = y_; fiir i = min ( a*k=%Z,z-1 ) wie eben ;

]

Pp = Piopsq fUr r = 1,000,k (ebenso wie in Lemma 2) .

= £ , £
Beh: Qj,b+1 A Q-—j,b+1 fir 1 = jJ = min (b,a-=Db)

Beweils: k=1 k J

k-1 L A
e + 4 .
Q.i,s = Y-ik 4'2L_4Ly"ik-k+j ). Pt Vogekey)  Pr]
Jz=1 r=k~j+1 r=]
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k-1 J
= J+ik +> [yll{.*—k—- 5 Pr * Yik- k+;j'_y__l pr:,
J= 3= r=k-j+ ~j+1 =1
k
§ : w )
= Y4ik [31k+k-3¢L__ T Yike -k+j /[ . pr]
r=k=j+1

- Qi,s

Diese Beziehung gilt, solange der Sprung nicht von Block

s = b+l auf einen Block erfolgt, der aulBerhalb des reser-
vierten Speicherbereichs liegt, also fiir 1 €3 % min(b,a=b).

Die durch Verbindung der Aussagen von Lemma 2 und Lemma 3
Zu gewinnende Beziehung

<L o W )
Qi,ssz,s fir 0 = |i] € |j| = min ( s-1 , a=-s+1 )

ist fiir die Verteilung yR

speichers gut erfiillt, da yR den Voraussetzungen der beiden

der Datenspriinge des Rechen=-

Hilfssitze weitgehend geniigte.

Fir yTrgilt zwar Q1,S + Q.1.5 aufgrund der von uns voraus-
H
gesetzten Struktur dieser Verteilung, doch gilt auch hier

wegen der Dominanz von y, im allgemeinen Q1,s » Q+? .
Pty

. &
sowie Q-1,s = Qja,s'
Wir diirfen daher annehmen, daB die obige Beziehung fiir
beide Speichertypen (eventuell mit relativ geringfiigigen

"Schmutzecken") erfiillt iste.

Unter dieser Voraussetzung sind wir nun in der Lage, alle
Elemente der Matrix W in der Weise festzulegen, daB sich
eine optimale Vorhandenrate Q = Q,,, ergibt. Dariiber hinaus
5 JG'{O 1} fiir alle i und alle j

wdhlen kann; dies ist von groﬂer Bedeutung fir die Imple-

werden wir zeigen, daB man w.

mentierung der hieraus resultierenden Nachladestrategie.
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Satz L:

Vor:

£
Yows 9 ,a

tir 0 £ |1l £ |j} = min ( s-1 , a-s+1 )

5 € ﬂ,...,a}

Beh: Die durch folgende Matrix W beschriebene Strategie

sts

ist optimal:
a. n = 2t+1 fir t € I, (n = Blockzahl des PSP)
1ofir j=1,1i@1, .. , i@t @<{O®,0}
Wi,j“{o sonst

Dabei sind die Operationen (&) und (& wie folgt

definiert:
. £
y () __.{Wi,i+m falls i+m = a
1.i(m
W . Ft i+m
i,i+m-n 32l 3
Cw. falls i-m 2 1
& _ 4 i,i-m
i,iom~

L¥i,iemm " Am LT

b, n = 2t+2 fiir t e ]NO :

(1 falls j = 1,1®@ 1, voo , 1@t @ €{®,0 }
1 " § = i+t+] und i-t-1 < 1

1 n j = i=t=1 und i+t+1 > a

.37, falls § = i+t+] und 1 £ dmtel < itte

i+t falls J =1 t un L & i=t- i 1 = a
v, N § = d-t=1 und 1 S i-t-1 < i+t+1 = a
iot-1

.0 sonst

Die Werte ui+t+1

sondern an folgende Bedingungen gebunden:

und Vit sind nicht frei wahlbar,

Uipgey =0 Vypp =1 falls Qp g 5 2 Qpyq g
Yisgey 51 Vg =0 " Qg1 € Ctur,
Wiabnl T Bopuy = 1 o Qaplg, i T Qi

Es gibt also eine optimale Nachladestrategie mit
der Figenschaft wy € {o;1F fiir 1,3 = 1,.0.0,a &

Der Bewels dieses Satzes folgt unmittelbar aus den Aussagen
der Sitze 1 - 3%,
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Die durch # gekennzeichneten Matrixelemente sind nach

Satz 4. b, in Abhingigkeit von den entsprechenden Wahr-

zu besetzen,

1,]

scheinlichkeiten Q.
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