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Abstract

This work was aimed at providing new deterministic numerical methods for the Boltz-
mann equation equipped with the following features: they should have a computational
cost comparable with prevailing stochastic algorithms (Monte Carlo methods) while pro-
ducing superior numerical results with respect to accuracy. A parallel scheme for the
spatially non-homogeneous Boltzmann equation based on an operator splitting method
is presented. The transport step is carried out using the well-known explicit and impli-
cit upwind difference schemes and the Essentially Non-Oscillatory (ENO) or Weighted
Essentially Non-Oscillatory schemes (WENO) in one or two space dimensions. The colli-
sion step is treated by efficent approximate computation of the collision integral on the
uniform grid based on the representation of the collision integral developed in [32]. The
spatial domain of simulation is bounded and deterministic numerical approximations of
different types of boundary conditions, e.g. diffuse or specular reflection, are discussed.
Furthermore, a new example for scattering kernels with adsorption time dependence is
given. The operator splitting method allows an efficient parallelization and the numerical
results obtained for the heat transfer problem between two parallel plates (in one and two
space dimensions) in the case of Maxwell pseudo-molecules as well as for the simulation
of shock profiles using the BGK collision model are presented.

Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war die Bereitstellung neuer numerischer Methoden fiir die Boltz-
mann-Gleichung, die die folgenden Merkmale besitzen: Sie sollten beziiglich der Rechen-
zeit in einem mit den zur Zeit dominierenden stochastischen Verfahren (Monte Carlo me-
thods) vergleichbaren Rahmen liegen, aber eine wesentlich hohere Genauigkeit aufweisen.
Ein paralleles Verfahren fiir die rdumlich inhomogene Boltzmann-Gleichung, das auf ei-
ner Operator-Splitting-Technik basiert, wird vorgestellt. Die Transportphase wird durch
die bekannten expliziten und impliziten Upwind-Differenzenverfahren und Essentially-
Non-Oscillatory-(ENO)- bzw. Weighted-Essentially-Non-Oscillatory-(WENO)-Verfahren
in ein und zwei Raumdimensionen modelliert. Der Kollisionsschritt wird mit einer effi-
zienten numerischen Berechnung einer Approximation des Kollisionsintegrals auf einem
gleichméfligen Geschwindigkeitsgitter behandelt, welche auf einer Darstellung des Kolli-
sionsintegrals beruht, die in [32] entwickelt wurde. Das Simulationsgebiet ist beschréinkt
und wir werden die deterministische numerische Approximation verschiedener Randbe-
dingungen, wie z.B. diffuse Reflexion oder Spiegelreflexion, diskutieren. Weiter wird ein
neues Beispiel fiir Streukerne mit Adsorptionszeitabhéngigkeit gegeben. Die Operator-
Splitting-Technik erlaubt eine effiziente Parallelisierung und die zugehorigen numerischen
Ergebnisse, die wir fiir das Wéarmeleitungsproblem zwischen parallelen Platten (in einer
und zwei Raumdimensionen) im Falle des Maxwell-Pseudo-Molekiil-Kollisionsmodells wie
auch fiir die Simulation eines Schockprofils, wobei hier das BGK-Kollisionsmodell genutzt
wird, erhalten, werden vorgestellt.
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1. Einleitung 7

1 Einleitung

Ludwig Eduard Boltzmann (geb. 20.02.1844 in Wien, gest. 05.09.1906 in Duino bei Triest)
formulierte 1872 im Rahmen seiner Tétigkeit als Professor fiir mathematische Physik an
der Universitdt Graz in seiner Arbeit ,Weitere Studien iiber das Wiarmegleichgewicht
unter Gasmolekiilen“ [11] erstmals die spater nach ihm benannte Boltzmann-Gleichung.
Er stellte damit eine der fundamentalsten Gleichungen der kinetischen Gastheorie auf,
die Mathematiker und Physiker bis heute beschéftigt. Die Existenz von Losungen und
die damit zusammenhéingenden Abbildungseigenschaften des Kollisionsoperators stellten
schon immer eine Herausforderung dar und sind immer noch Gegenstand aktueller For-
schung [29], [17], [39], [61], [63], [13], [19]. Die physikalischen Anwendungen der kinetischen
Theorie reichen von der Luft- und Raumfahrttechnik (Modellierung der Umstrémung von
Raumflugkorpern, insbesondere die Wiedereintrittsphase in die Erdatmosphére) iiber die
Vakuumtechnologie und die Modellierung von Grenzschichten bis hin zur Halbleitertech-
nologie. Die numerische Behandlung der Boltzmann-Gleichung spielt dabei eine grofle

Rolle.

Der Bereich der Numerik der Boltzmann-Gleichung ist aufgrund ihrer sehr hohen Komple-
xitédt von stochastischen Partikelverfahren dominiert. Das bekannteste unter ihnen ist die
DSMC-Methode (Direct Simulation Monte Carlo). Sie wurde in den 1960er Jahren von G.
A. Bird entwickelt [4]. Nanbu stellte 1980 [42] ein stochastisches Verfahren zur Simulation
von Gasstromungen vor, das auf einer Approximation der Boltzmann-Gleichung beruht.
Dieses wurde in [2] modifiziert. Das so entstandene Verfahren besitzt eine mit der DSMC
vergleichbare Effektivitdt und wurde in den Arbeiten [43], [44] und [10] weiterentwickelt.
Weitere Verfahren, die auf stochastischen Prozessen beruhen finden sich in [21], [33] und
[40]. Verfahren, die auf gewichteten Partikeln beruhen, wurden in den Arbeiten [52], [53]
und [54] vorgestellt.

Auch wenn stochastische Verfahren naturgemifl Probleme hoher Komplexitéit besser be-
wéltigen als deterministische, haben sie Nachteile wie stochastische Fluktuationen. Die
rasch steigende Rechenleistung moderner PCs ermdglicht es, deterministische Verfahren
zur numerischen Losung der Boltzmann-Gleichung einzusetzen. Die Entwicklung effizi-
enter deterministischer Verfahren, die vertretbare Rechenzeiten aufweisen, gestaltet sich
allerdings sehr schwierig. Im Fall der rdumlich inhomogenen Boltzmann-Gleichung ist man
daher auf Parallelrechner angewiesen.

Eine der ersten diskreten Versionen der Boltzmann-Gleichung wurde von J. E. Broadwell,
D. Goldstein und B. Sturtevant [12] vorgestellt. In den folgenden Jahren wurden viele
verschiedene Moglichkeiten untersucht, zu einer solchen diskreten Version der Boltzmann-
Gleichung zu gelangen [45], [55], [6], [49], [46], [48], [47], [30]. Auf diesen Studien aufbauend
wurden erste deterministische numerische Verfahren zur Losung der Boltzmann-Gleichung
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entwickelt. A. V. Bobylev und S. Rjasanow betrachteten ein deterministisches, auf der
Fouriermethode basierendes numerisches Verfahren im Falle von Maxwellmolekiilen [7],[9]
und dem Hartkugel-Modell [8]. L. Pareschi und G. Russo [50], [51] studierten eine Spek-
tralmethode fiir die Boltzmann-Gleichung. In [1] prisentierten K. Aoki, S. Kosuge und S.
Takata ein Differenzenschema fiir Gasgemische. Diese Arbeiten waren dabei auf die rdum-
lich homogene oder zeitlich stationédre Boltzmann-Gleichung konzentriert. Der néchste
natiirliche Schritt ist die Kopplung der fiir die rdumlich homogene Boltzmann-Gleichung
entwickelten Verfahren durch die sogenannte Operator-Splitting Technik mit deterministi-
schen Verfahren fiir den Transport. In [37] wurde dies fiir ein Upwind-Differenzenschema
zur numerischen Behandlung des Transports und das von A. V. Bobylev und R. Rjasanow
in [9] entwickelte Verfahren fiir die Kollisionen getan. F. Filbet und G. Russo [23] kom-
binierten ein voll konservatives Schema [22] fiir den Transport und das von L. Pareschi
und G. Russo in [50] und [51] entwickelte Verfahren fiir die Kollisionen und fiihrten eine
Parallelisierung des Algorithmus durch.

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung von effizienten deterministischen Methoden und
Algorithmen zur numerischen Losung der rdumlich inhomogenen Boltzmann-Gleichung.
Sie entstand im Rahmen meiner Tétigkeit als Projektbearbeiter des Projektes , Effektive
deterministische Numerik der Boltzmann-Gleichung® der Deutschen Forschungsgemein-
schaft an der Universitéit des Saarlandes in den Jahren 2001 bis 2004. Verfahren, die zum
einen mit den oben genannten, zur Zeit dominierenden stochastischen Verfahren beziiglich
der Rechenzeit in einem vergleichbaren Rahmen liegen, aber eine wesentlich héhere Ge-
nauigkeit aufweisen, galt es zu identifizieren bzw. neu zu entwickeln. Dabei spielte die
Diskretisierung und computertechnische Umsetzung der verschiedenen, in der kinetischen
Gastheorie iiblichen Randbedingungen eine wesentliche Rolle. Bei der Identifizierung ge-
eigneter Verfahren zur Losung des Transportschritts erwiesen sich aufgrund der speziellen
Struktur dieser Randbedingungen nur Verfahren als geeignet, die in den Randpunkten des
Berechnungsgebietes nur Werte bzgl. der in das Berechnungsgebiet hineingehenden Cha-
rakteristiken benotigten. Die sehr effizienten Verfahren wie Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff
und Beam-Warming, die auf einer Approximation der Ortsableitungen verschiedener Ord-
nung durch zentrale Differenzen beruhen, und die Centred-Essentially-Non-Oscillatory-
(CENO)- und Centred-Weighted-ENO-(CWENO)-Verfahren erwiesen sich daher als un-
geeignet, so dafl ich mich auf Upwind-Verfahren wie Upwind-Differenzen- und ENO-Roe-
bzw. WENO-Roe-Methoden konzentrierte. Weiter war aufgrund der hohen Komplexitét
der Berechnung des Kollisionsschritts, gerade in bezug auf rdumlich zweidimensionale
Probleme mit vielen Ortszellen, in denen eine Kollision durchgefiihrt werden muf, eine
Parallelisierung des Verfahrens unumgénglich.

Die vorliegende Arbeit hat den folgenden Aufbau. Zunéchst stellen wir in Kapitel 2
die Boltzmann-Gleichung vor und diskutieren ihre wichtigsten Aspekte wie die Figen-
schaften des Kollisionsintegrals, Maxwell-Verteilungen, Gleichgewichtslosungen und das
H-Theorem. Wir besprechen die Randbedingungen fiir die Boltzmann-Gleichung, stellen




das ihnen zugrundeliegende Konzept des Streukerns vor, geben einige gédngige Beispiele
solcher Streukerne und diskutieren deren Eigenschaften. AnschlieSfend geben wir ein Bei-
spiel fiir neue Streukernmodelle, die im Gegensatz zu den zur Zeit verwendeten Beispielen
eine Abhéngigkeit von der sogenannten Adsorptionszeit besitzen. Schliellich diskutieren
wir die Abbildungseigenschaften des Randoperators.

Im folgenden dritten Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die Theorie hyperbolischer
Systeme partieller Differentialgleichungen und diskutieren in diesem Rahmen die Begriffe
der klassischen und schwachen Losung, sowie der Entropieldsung solcher Systeme und
das Verfahren der verschwindenden Viskositédt. Im Speziellen betrachten wir dann Syste-
me mit konstanten Koeffizienten in einer Raumvariablen und kldren den grundlegenden
Begriff der charakteristischen Kurven. Wir betrachten dann Randbedingungen fiir hyper-
bolische Syteme und erlautern die Begriffe der Randentropieungleichung und des Raumes
der moglichen Randzusténde fiir den rdumlich eindimensionalen Fall. Diese fiihren zu
einem Konzept, solche Randbedingungen zu finden, die zu gut gestellten Anfangsrand-
wertaufgaben fiithren. Wir kldren dann die gegebenen Begriffe am Beispiel von Systemen
mit konstanten Koeffizienten.

Im Kapitel 4 approximieren wir mit Hilfe der Geschwindigkeitsraumdiskretisierung die
Boltzmann-Gleichung durch ein hochdimensioniertes System hyperbolischer partieller Dif-
ferentialgleichungen und zeigen, inwieweit die in Kapitel drei diskutierten Begriffe und
Eigenschaften auf dieses System iibertragbar sind. Wir machen einen Vorschlag fiir eine
Entropiefunktion fiir dieses System, das auf dem Boltzmannschen H-Funktional basiert.

In Kapitel 5 stellen wir die klassische Operator-Splitting-Technik vor und erldutern ei-
ne Modifikation dieser Technik, die auf Strang zuriickgeht. Im Anschlufl besprechen wir
die numerischen Verfahren zur Modellierung der Freiflugphase. Hierbei diskutieren wir
zundchst die numerische Umsetzung klassischer Differenzenverfahren fiir dieses System.
Anschlieflend stellen wir die Essentially Non-Oscillatory-(ENO)-Roe- und Weighted ENO-
(WENO)-Roe-Verfahren vor. Schlieflich diskutieren wir ihre Anwendung auf das System
der Freiflugphase. Dann stellen wir das Verfahren zur numerischen Modellierung des Kol-
lisionsschrittes vor, das von I. Ibragimov und S. Rjasanow in [32] entwickelt wurde und auf
einer geschickten Darstellung des Gewinnterms des Kollisionsoperators beruht. Es erlaubt
eine effiziente numerische Berechnung des Kollisionsterms. Wir besprechen schliellich die
numerische Umsetzung der in der kinetischen Gastheorie iiblichen Randbedingungen in
einer und zwei Raumdimensionen und nehmen zuletzt eine Parallelisierung der Algorith-
men vor.

Im sechsten Kapitel préasentieren wir die numerischen Ergebnisse in einer und zwei Raum-
dimensionen.

Zuletzt folgen in Kapitel 7 eine kurze Zusammenfassung der Arbeit und ihrer wichtigsten
Ergebnisse und in Kapitel 8 ein Ausblick auf zukiinftige Moglichkeiten, die sich aus dieser
Arbeit ergeben.
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2 Die Boltzmann-Gleichung

Die raumlich inhomogene Boltzmann-Gleichung [15], [14]

% (t,ZL‘,U) + <Ua fo(t,x,v» = %Q(fv f)(t,mjv),

wobei (-,-) das Standardskalarprodukt im R? bezeichnet, beschreibt die zeitliche und
raumliche Evolution der Massenverteilungsdichte

R X QxRS =R, (t,7,0) — f(t,z,v)

eines verdiinnten Gases, wobei  C R, d = 1,2, 3 ein beschriinktes Gebiet bezeichnet,
dessen Rand so beschaffen ist, daf} in jedem Punkt x € 0f) eine eindeutige, in das In-
nere von (2 gerichtete Normale v(z) € RY, d = 1,2,3 existiert. Weiter bezeichnet ¢ die
sogenannte Knudsen-Zahl, welche proportional zur mittleren freien Weglénge zwischen
Kollisionen ist. Sie ist eine Integro-Differential-Gleichung mit einem linearen Transport-
operator auf der linken Seite, der auf die Ortsvariable x und die Zeit ¢ wirkt, und einem
quadratischen Integraloperator

QU )w) = / / B(o, 0., €) (f(0))£(v)) — F(0)f(v.)) dedv, (2.1)

auf der rechten Seite, der ausschliefllich auf die Geschwindigkeitsvariable v wirkt und die
Variablen ¢, x nur als Parameter enthélt. Dabei bezeichnen

e v, v, € R3 die Geschwindigkeiten vor einer Kollision,
e ccS?={weR?: |w|=1} CR? einen Einheitsvektor,

e de das Oberflichenmafl und dv, das Lebesgue-Maf bzgl. der jeweiligen Integrations-
variablen,

e v/, v, € R? die Geschwindigkeiten

1 1
v = 5(1} + v + ‘u‘€>7 U>Ik = 5(’0 U~ ‘U‘e),

welche die Beziehungen

v+, =0+ (Impulserhaltung) und
02+ |u > = V]2 + U2 (Energieerhaltung)

erfiillen,
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e und u = v — v, € R3 die Relativgeschwindigkeit.

e Weiter bezeichnet B(v,v,,e) den Kollisionskern. Er hiangt von dem jeweiligen Mo-
dell der Interaktion zwischen den Gasteilchen ab und hat fiir physikalisch relevante
Modelle die Form

B(v,v,,¢) = |u|o <|u|, <@|2|e>) , (2.2)

wobei 0 : RT x [—1,1] — R™ den sogenannten differentiellen Streuquerschnitt be-

zeichnet.

Durch Hinzunahme einer Anfangsbedingung
f(O,l‘,U) = f0($’,v), fO 1 x R?} - Ra—v (ZL‘,U) - fO("L‘av)

und einer Randbedingung der Form

ft,z,0)[{v,v(x))| = / /R(t, T, 2,0 — ) f(t — 7, 2,0") (v, v(z))| drdv’,

{v'eR3:(v/ ,v(x))<0} O

x € 09, (v,v(z)) >0,

erhalten wir ein Anfangsrandwertproblem, das wir in den néchsten Kapiteln ndher unter-
suchen wollen.

Dabei beschreibt der sogenannte Streukern R(t,T,z,v" — v) die Wahrscheinlichkeits-
dichte eines Streuereignisses am Rand. Seine Form hingt vom gewéhlten Gas-Rand-
Interaktionsmodell ab. Weiter ist v(z) die in das Innere von 2 gerichtete Normale an
den Rand 0f2 im Randpunkt x, 7 die sogenannte Adsorptionszeit, v die Geschwindigkeit,
mit der ein Teilchen aus dem Rand 0f) austritt, v" die Geschwindigkeit, mit der das Teil-
chen zuvor in den Rand 0f) eingetreten war, und dv’ wieder das Lebesgue-Maf3 bzgl. der
Integrationsvariablen v’.

Gehen wir davon aus, daf§ die Massenverteilungsdichte f nicht vom Ort abhéngt, d.h.
f = f(t,v) gilt, so ist (v, V,)f(t,v) = 0, und wir erhalten mit der Substitution ¢ = et und
Weglassen von ~die rdumlich homogene Boltzmann-Gleichung

0
a (t,?}) = Q(fa f)(tvv)'

Sie ist natiirlich noch mit einer Anfangsbedingung der Form

f(0>U> = f(](U), fO : Ri - R(J)rv v fO(v)

Zu erganzen.
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Zunéchst werden wir die wichtigsten Eigenschaften der Boltzmann-Gleichung wie die Kol-
lisionsinvarianten, die Kollisionskerne zu unterschiedlichen Kollisionsmodellen, die Boltz-
mann-Ungleichung und Maxwell-Verteilungen vorstellen. Anschliefend betrachten wir das
sogenannte H-Theorem und werden die physikalisch relevanten makroskopischen Grofien
wie Dichte, Impuls, Energie usw. definieren und Erhaltungsgleichungen fiir diese formu-
lieren. Dann werden wir die Randbedingungen fiir die Boltzmann-Gleichung diskutieren.
Wir leiten sie dabei aus der Wahrscheinlichkeit eines Streuereignisses am Rand des Be-
rechnungsgebietes her. Anschliefend diskutieren wir die Eigenschaften der Wahrschein-
lichkeitsdichte dieser Streuereignisse, des sogenannten Streukerns, geben einige Beispiele
solcher Streukerne fiir verschiedene Gas-Wand-Interaktionsmodelle an und stellen kurz das
Konzept der Akkomodationskoeffizienten vor. Der Streukern besitzt in seiner allgemeinen
Definition eine Abhéngigkeit von der sogenannten Adsorptionszeit. Diese bezeichnet die
Zeit, die die Teilchen in der Wand, mit der sie interagieren, verbleiben und wird in der
Regel mit 7 bezeichnet. In der bisherigen Praxis werden nur solche Kerne verwendet,
in denen 7 vernachléssighar klein gegeniiber der fiir die Evolution des Gases relevanten
Zeit ist, und man den Streukern als von ihr unabhéngig betrachten kann. Es wird hier
ein neues Beispiel fiir Streukerne mit 7-Abhéngigkeit vorgestellt. Abschlielend betrachten
wir die Abbildungseigenschaften des die Randbedingung beschreibenden Operators und
geben ein H-Theorem am Rand an.

2.1 Eigenschaften des Kollisionsintegrals

Eine der bemerkenswertesten Eigenschaften des Kollisionsintegrals ist die Existenz von
Kollisionsinvarianten. Im folgenden geben wir ihre Definition und stellen ihre Eigenschaf-
ten vor.

Definition 2.1.1 (Kollisionsinvarianten)
Eine Funktion ¢ : R® — R heifit Kollisionsinvariante zum Kollisionsterm Q(f, f), falls
fir jedes positive f, fir das Q(f, f) existiert und Q(f, f)¢ integrierbar ist,

O(v) + ¢(v.) = (V) + 6(vy).
fast tiberall im Geschwindigkeitsraum gilt.

Satz 2.1.2 (Kriterium fiir Kollisionsinvarianz)
Eine Funktion ¢ : R® — R ist Kollisionsinvariante zum Kollisionsterm Q(f, f), falls fiir
jedes positive f, fir das Q(f, f) existiert und Q(f, f)¢ integrierbar ist, gilt:

/ QU ) (0)(v) dv = 0.

Der Beweis findet sich in [15], Seite 34-36.
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Satz 2.1.3 (Die Gestalt der Kollisionsinvarianten)
Eine stetige Funktion ¢ : R — R ist genau dann Kollisionsinvariante, wenn es a,c € R
und b € R? gibt mit

6(v) = a+ (b, v) + clv].
Dieser Beweis ist zum Beispiel in [3], Satz 2.20, Seite 48-50 zu finden.

Korollar 2.1.4 (Basiskollisionsinvarianten)
po=1, ¢; =v;, j=1,2,3, ¢4 = |v|* sind Kollisionsinvarianten.

Diese Sétze gelten fiir alle Kollisionskerne B(v, vy, e), die die Gestalt (2.2) besitzen. Diese
sind je nach gewihltem Interaktionsmodell, das die Kollison zweier Teilchen beschreibt,
d.h. je nach dem Potential der Interaktion, unterschiedlich. Wir wollen daher hier einige
Beispiele fiir den Kollisionskern angeben.

Beispiel 2.1.5 (Kollisionskerne)

e Hartkugelmodell: Hier gehen wir von einem Gasteilchenmodell harter Kugeln mit

gleicher Masse und gleichem Kugeldurchmesser dx aus. Der Kollisionskern ist in
diesem Fall durch

d2
B(|ul, p) = IK‘U‘, drx Durchmesser der Kugeln,

gegeben.

e r~“-Potential: Hier wird vorausgesetzt, daf$ das Interaktionspotential zweier Teil-
chen sich wie r—% «a > 1, verhdlt, wobei r den Abstand der beiden interagierenden
Teilchen bezeichnet. Der Kollisionskern hat dann die Gestalt

B(Jul, 1) = [ul"™"*ga(u)

mit a > 1, p = cos(f) = (u,e)/|u|, und einer gegebenen Funktion g,, welche eine
nichtintegrierbare Singularitat fir p — 1 der Ordnung

galp) = O ((1 = p) =)
besitzt.

e Abgeschnittenes r~“-Potential: Abschneiden der Funktion g, so dafs
Ja € Ll([_lv 1])

qgilt.
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o Maxwell-Pseudomolekiile: Hier ist der Kollisionskern in der Form

B(lul, ) = ga(p)
gegeben.
e VHS-Modell (Variable Hard Spheres): Der Kollisionskern hat hier die Form
B(|u|, ) = Cylu|*, =3 <A < 1.
Dieses Modell beinhaltet das Hartkugelmodell fiir A\ = 1 und die Maxwell-Pseudo-
molekiile fir A = 0.

Abschlieflend wollen wir untersuchen, fiir welche Funktionen der Kollisionsterm verschwin-
det, d.h wir suchen positive Massenverteilungsdichten mit

Q(f. f)=0.
Eine Antwort auf diese Frage liefern die folgenden Sétze.

Satz 2.1.6 (Boltzmann-Ungleichung)
Sei [ eine positive Funktion, so daf$ In(f)Q(f, f) integrierbar ist. Dann gilt

/ n(£)Q(f, f) dv < 0. (2.3)

R3

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn In(f) eine Kollisionsinvariante ist. Dies ist
dann dquivalent zur Existenz von a,c € R mit ¢ <0, da f in L'(R3) liegt, und b € R3, so

dafs
f=exp(a+ (b,v) +clv]’) (2.4)

qgilt.
Der Beweis wird in [15], Seite 42-43 durchgefiihrt.

Setzen wir dann ¢ = —3, 8 € RT und b = 230 mit © € R? konstant, so kénnen wir (2.4)
umformen und erhalten mit einer Konstanten A € Rt

f = Aexp(~Blo — o). (2.5)

Eine Verteilungsfunktion mit der Gestalt (2.5) wird Maxwell-Verteilung genannt. Dies
fiihrt dann zu der Beantwortung unserer obigen Frage durch den Sachverhalt:

Satz 2.1.7
Seien die Voraussetzungen von Satz (2.1.6) erfillt, dann gilt:

Q(f. f) =0 f ist eine Mazwell-Verteilung, d.h. f = Aexp(—3lv — 9|?).
Der Beweis wird in [15], Seite 43 gegeben.
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2.2 Das H-Theorem

Multiplizieren wir beide Seiten der Boltzmann-Gleichung fiir positives f mit In(f) und
integrieren anschlieBend in Bezug auf v iiber ganz R?, so erhalten wir

oH
E + <V$,I> - 87

H:/fln(f)dv, I:/vfln(f)dvundS:%/ln(f)@(f,f)dv.
R3 R3 R3

Die Boltzmann-Ungleichung (2.3) impliziert:
S <0 und es gilt: § = 0 genau dann, wenn f eine Maxwell-Verteilung ist,

womit sich das sogenannte H-Theorem im réumlich homogenen Fall beweisen 148t.

Satz 2.2.1 (Das H-Theorem im riumlich homogenen Fall)
Sei f eine Losung der raumlich homogenen Boltzmann-Gleichung

of

Dann ist 'H eine in der Zeit monoton fallende Grofle, es sei denn f ist eine Mazxwell-
Verteilung.

Der Beweis ist in [15], Seite 49-51 zu finden.

2.3 Die makroskopischen Erhaltungsgrofien

Das Gas sei durch eine Massenverteilungsdichte f beschrieben. Dann ergeben sich die
physikalisch relevanten makroskopischen Groflen aus den ersten 13 Momenten von f und
Kombinationen von ihnen. Diese Gréflen sind

e die Dichte:
pltoa) = [ fta0)do
R3

e der Impuls:

m(t,x) = /vf(t,:z:,v) dv,

RS
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e der Impulsflufl:
M(t,x) = /vaf(t,x,v) dv,

R3

e der Energieflufl:
1
tia) =5 [ oloP st ao)do

R3

e die mittlere Geschwindigkeit:

e die innere Energiedichte:

w(t,x) = (trM(t,z) — p(t, )|V (¢, 2)]*),

2p(t, x)

e die Temperatur:
2
T(t,z) = gw(t,:c),

e der Druck:
p(t,x) = p(t,x)T(t, x),
e der Spannungstensor:

P<t7 .T) = M(t7 LC) - p<t7 $)V(t7 l’)V(t, x)T7
e und der Warmefluivektor

q(t,z) = y(t, ) — <M(t,:c) + <%trM(t,x) - p(t,x)ywt,x)ﬁ) 1) V(t, ).

Hierbei bezeichnet I die Einheitsmatrix.

Wenden wir die obigen Gleichungen auf eine Maxwell-Verteilung an, so zeigt sich, daf§ in
(2.5)

3
2

v=V, f=1/(2T) und A = p/(27T)
gilt.
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SchlieBlich erhalten wir durch Multiplikation beider Seiten der Boltzmann-Gleichung mit
einer der elementaren Kollisionsinvarianten, anschlielender Integration bzgl. v {iber ganz
R3 und Ausnutzen der Definitionen von p, v, P, ¢ und w die folgenden Erhaltungsgleichun-
gen:

Op = 0
5 > 5, (PVi) =0 (2.6)
0 2.0 ‘
57 (OVi)+ Do —(pViVi+ Py) =0, j=1,2.3 (2.7)
i=1 v
o1 °L 9 1 >
a(§pW|2 +pw) + ) o (pVi(§|V|2 +w)+ > VP + qi> = 0. (2.8)
i=1 ¢ j=1

Die 5 Gleichungen (2.6), (2.7) und (2.8) enthalten neben den 5 Unbekannten

p, Vi, 7= 1,2,3 und w die Unbekannten Fj;, 7,5 = 1,2,3 und ¢;, 7+ = 1,2,3 und stellen
somit kein abgeschlossenes Gleichungssystem dar. Um sie zu losen, brauchen wir Ab-
schluirelationen. Eine Moglichkeit, solche Abschlufirelationen zu finden, ist der Fall, in
dem gezeigt werden kann, dafl die Massenverteilungsdichte f in jedem Punkt x nahe an
der entsprechenden Maxwell-Verteilung liegt, so dal ¢; und der anisotrope Teil von P;;
vernachldssigt werden kénnen. Durch néherungsweises Setzen von ¢; = 0 und P;; = pd;;,
wobei wie oben p(t,z) = p(t,z)T(¢,x) und T(¢,x) = Zw(t,x) gilt, und wir demnach
p(t,x) = 2p(t, x)w(t, x) baw. Pyj = 2p(t, x)w(t, x)d;; erhalten, ergeben sich die Eulerglei-
chungen der Fluiddynamik:

ap 0
i=1 v
0 9 2 ‘
i=1 !
o 1 N 1 L2
5 (GAVI +pw)+ ) o <pV,~(§|V|2 +w)+ ) Vig (t,x)w(t,x)&j) =0. (2.11)
i=1 v j=1

Im rdumlich homogenen Fall sind Dichte, Impuls und die Spur des Impulsflusses bzgl. der
Zeit konstant und somit durch die Anfangsverteilung f, gegeben, woraus wiederum die
Konstanz der Temperatur, der mittleren Geschwindigkeit, der inneren Energie und des
Drucks folgt. Aus dem H-Theorem ergibt sich in diesem Fall der folgende Satz:
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Satz 2.3.1 (Relaxation zu einer Maxwell-Verteilung)
Es sei far eine Maxwell-Verteilung, die zu jedem Zeitpunkt die gleiche Dichte, mitttlere
Geschwindigkeit und Temperatur wie die Anfangsverteilung besitzt. Dann gilt:

tlim H= Hf]\/] = /fM ln(fM) dv.
R3
Weiter gilt

Der Beweis ist zum Beispiel in [15], Seite 50-51 zu finden und ist nicht trivial.

2.4 Die Randbedingung fiir die Boltzmann-Gleich-
ung

Die mathematische Modellierung der Gas-Wand-Interaktion ist mit vielen Problemen wie
Adsorption, chemischen Reaktionen, lonisierung, Verschiebung oder Herausschlagung von
Wandmolekiilen, Kondensation usw. verbunden, so daf§ eine in physikalischem Sinne exak-
te Modellierung nicht moglich ist. Daher wird eine Modellierung im Sinne von Wahrschein-
lichkeitsdichten angewendet. Alle mikroskopischen physikalischen Vorgénge der Interakti-
on werden so in einer Streuwahrscheinlichkeitsdichte zusammengefafit, dem sogenannten
Streukern

R(t,7,z,v" —v).

Er bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsdichte, dafl ein Teilchen die Oberfliche 02 am Ort x
mit einer Geschwindigkeit v’ zur Zeit ¢ trifft und nach einer Adsorptionszeit 7 am gleichen
Punkt x mit einer Geschwindigkeit v aus der Oberfldche austritt.

o0

Mit einigen Idealisierungen wie der Betrachtung eines monoatomaren Gases, das auf eine
unbewegliche Interaktionsoberflache trifft, konnen wir die Randbedingung wie folgt her-
leiten:

Wir setzen voraus, dafl €2 ein zusammenhéngendes Gebiet mit einem hinreichend glatten
Rand ist, so dafl in jedem Punkt z € 0 eine eindeutige in das Gebiet 2 hineingerichtete
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Normale v(z) existiert. Das Oberflichenelement in diesem Punkt z mit der Normalen
v(x) sei mit dS(v(x)) bezeichnet. Es sei dann

dp = f(t,z,v)[(v,v(x))| dtdS(v(z)) dv, = € 0Q, (v,v) >0

die Massendichte der Teilchen, die mit einer Geschwindigkeit in einer Umgebung von v aus
einem Oberflachenelement dS(v(z)) der Oberfliche 02 im Zeitintervall ¢ 4 dt austreten.
Analog sei

dp' = f(t —7,2,0) |V, v(x))| dt dS(v(x)) dv', x € 9Q, (v, v(z)) <0

die Massendichte der Teilchen, die in die Oberfliche durch das gleiche Oberflichenelement
mit einer Geschwindigkeit in einer Umgebung von o' vor der Adsorptionszeit 7, d.h. im
Zeitintervall (¢t — 7,t — 7 + dt), (7 > 0), eingetreten sind. Dann gilt zum Zeitpukt ¢:

t
du = / /R(t,T,x, v — v)drdvdy, x € 99Q, (v, v(z)) > 0.
{v'€R3:(v/ v(z))<0} O
Setzen wir dy/ und dp ein, so ergibt sich:
¢
ft,z,v)[(v,v(z))| = / / R(t,7,x,v" — v)f(t — 7, 2,0")| (v, v(x))| drdv’,
{0/ €R3:(v/ ,u(z))<0} O

x € 09, (v,v(x)) > 0.

Mit der weiteren Idealisierung, dafl die Streuereignisse an der Oberfliche momentan und
statistisch unabhéngig sind, kénnen wir R(t, 7, z,v" — v) als von f(t,z,v) unabhingig
betrachten. Gilt weiter, daf§ 7 sehr viel kleiner als die bzgl. der Entwicklung von f cha-
rakteristische Zeit ist, so gilt f(t — 7, z,v") = f(t,x,v"). Mit

t
R(t,z, v —v) = /R(t, 7,2, — v)dr
0

gilt schlieSlich

f(t,z,v)|(v,v(z))]| = / R(t, x,v" — ) f(t, x, 0" )|V, v(x))|d,
{v'eR3:(v" v (2)) <0}

x € 0, (v,v(x)) > 0.
Im Weiteren wollen wir die Integrale iiber den Halbraum

{v e R®: (v/,v(x)) <0} bzw. {veR’: (v,v(x)) > 0}
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/ ... dv bzw. / oo dv

(v',p(2))<0 (v, (2))>0

abkiirzen. Wenn x nur als Parameter vorkommt, schreiben wir einfach

/ ... dv bzw. / ... dv.

(v',v)<0 (v,v)>0

einfach mit

Die Randbedingung lautet dann, wenn wir die Variablen, die nur als Parameter vorkom-
men, auch in den beteiligten Funktionen weglassen,

ft,v)[( / / (t, 7,0 — v)f(t —7,0) |, v)|drdv, (v,v) >0

(v',v)<0

bzw., wenn zusétzlich auch ¢ nur noch als Parameter vorkommt,

f(v) / R — ) f ()|, v)]dv', (v,v) > 0.

2.5 Der Streukern

In diesem Abschnitt wollen wir die Eigenschaften des Streukerns R bzw. R néher be-
stimmen, die zu physikalisch sinnvollen Eigenschaften des Gas-Wand-Interaktionsmodells
fiithren.

Als erstes sollte, da es sich bei R bzw. R um Wahrscheinlichkeitsdichten handelt, Nicht-
negativitit gefordert werden. Es soll demnach gelten:

R(t,7,2,v" —v) > 0= R(t,z,v" — v) > 0. (2.12)

Dann sollten auch alle Teilchen, die auf die Wand treffen, spétestens zum Zeitpunt ¢
wieder aus der Wand austreten. Dies fiihrt zu der folgenden Normierung:

/ / (t,7,0" = v)drdv=1= / R(t,v" — v)dv=1. (2.13)

(v,v)>0 (v,v)>0

Und schliellich sollte der Streuprozefl mikroskopisch umkehrbar sein, d.h. es sollte gleich-
wahrscheinlich sein, dafl ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit v’ am Ort x zur Zeit ¢
auf die Oberflache trifft und nach einer Adsorptionszeit 7 am gleichen Punkt x mit ei-
ner Geschwindigkeit v wieder aus der Oberflache austritt, oder dafl ein Teilchen mit der
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Geschwindigkeit —v am Ort x zur Zeit ¢t auf die Oberfliche trifft und nach einer Adsorp-
tionszeit 7 am gleichen Punkt x mit einer Geschwindigkeit —v’ wieder aus der Oberfléche
austritt. Dies fiihrt zur Forderung der Reziprozitét. Es sei die Massenverteilungsdichte
an der Wand durch die Maxwell-Verteilung

(1)
i) = e p( Lt

gegeben, wobei C' ein Normierungsfaktor ist, der sich aus der Bedingung (2.13) berechnen
148t. Dann soll gelten:

‘<U’, V>‘wa (UI>R(t> T, v — U) = ‘<_U7 V>|wa(_U>R(t7 T,V — _U,>
o [0 s (VYR 0 = 0) = [0, D) fas (—0)R(E, 0 — —0). (2.14)

Aus der Normierung und der Reziprozitét folgt die Erhaltung des Gleichgewichts, d.h. es
gilt:

t

far, (V) [{v, )| = / /R(t,T, v — ) far, ()|, V)| drdy’, (v, v) >0

(v, v)<0 O
= fu, (V)|[{v, V)] = / R(t,v" — v) far, (V)W V) drdv', (v,v) > 0. (2.15)
(v',v)<0

Beispiel 2.5.1 (Beispiele fiir Streukerne)
e Diffuse Reflexion:
R =) = fu, (v)|(v, V)]
e Spiegelreflexion:

R — v) =d6(v—v" 4 2v(v,v))

e Konvexkombination der beiden: Sei 0 < o < 1 der Akkommodationskoeffizient der
Gas-Wand-Interaktion, dann gilt:

R — v) = afy, (0)|[{v,v)] + (1 —a)d(v — v + 2v (v, v)).

e Cercignani-Lampis Model: v, = (v,v), v, = (v,t ), t Tangentialvektor an die Ober-
fliche OS2

2
R —wv) = ;anat@ — )2, -

exp <—ﬁw (vz + (1=, )v)? N |, — (1 — at)v£|2)) ‘

y Oét(2 - at)

21 — a,u,v),
Ao | By——" ),

ay
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mit By, = (2T,) 7Y, T, Wandtemperatur und

o(w) = 5 [ exp ycos(e) do

0
(modifizierte Besselfunktion erster Art und nullter Ordnung).
Hierbei bezeichnen o, a,, und oy die verschiedenen Akkommodationskoeffizienten.

Das Konzept der Akkommodationskoeffizienten ist eine Moglichkeit, Streukerne analy-
tisch aus einem idealisierten Gas-Wand-Interaktionsmodell zu gewinnen. Sie héngen im
allgemeinen von der Verteilungsfunktion f ab und sind nicht einfach zu berechenen. Wir
wollen hier nur feststellen, dafl die Akkommodationskoeffizienten die Anpassung einer
physikalischen Groéfle an den Wandzustand angeben. Dabei bedeutet ein Wert eines Ak-
kommodationskoeffizienten von 1 vollstéindige Anpassung an den Wandzustand und ein
Wert von 0 eines Akkommodationskoeffizienten entsprechend keine Anpassung. So be-
zeichnet «, z.B. den Akkommodationskoeffizienten des Impulses in Normalenrichtung,
a; den Akkommodationskoeffizienten des Impulses in Tangentialrichtung und « den Ak-
kommodationskoeffizienten der Dichte. Eine ausfiihrliche Darstellung des Konzeptes der
Akkommodationskoeffizienten findet sich in [15] in Kapitel 8.3.

Beispiel 2.5.2 (Neuer Typ: Streukerne mit Poisson-verteilter 7-Abhingigkeit)
Fiir 0 < 7 <t definieren wir

R(t,7,x,0" — v) := ¢

=1 etR(t,x,v' — )

mit einem der Streukerne R(v' — v) aus Beispiel 2.5.1. Dann gilt wegen

die Nichtnegativitit (2.12), Normierung (2.13) und Reziprozitit (2.14), woraus die Er-
haltung des Gleichgewichts folgt.

FEine Verallgemeinerung dieses Konzeptes bilden Streukerne mit einer mazimalen Adsorp-
tionszeit Tz -

Sei 7 € (0, Traz), dann definieren wir

e*T

R(t, 7, 2,0 — v) = = G_Tmax)R(t,x, v =) 0<t< Thae

0 t > Tomax
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Wegen
Tmax

6—7'

—dr =1
(L= emar) ™

0
folgt auch hier die Nichtnegativitat (2.12), Normierung (2.13) und Reziprozitat (2.14),
woraus wiederum die Erhaltung des Gleichgewichts folgt.

Betrachten wir hier den Fall, daff 7 sehr viel kleiner als die bzgl. der Entwicklung von f
charakteristische Zeit ist, so gilt f(t — 7,z,0") =~ f(t,z,v"), und wir erhalten in beiden
Fdllen die vorherige Randbedingung ohne Adsorptionszeit T.

Dieser Vorschlag fiir eine Einfiihrung adsorptionszeitabhdngiger Streukerne kénnte An-
wendung in der Modellierung von physikalischen Wand-Gas-Interaktionen finden, in de-
nen die Teilchen zeitlich begrenzt an der Wand haften. Kennt man dann die durchschnitt-
lichen Adsorptionszeiten durch Messungen oder theoretische Erwdgungen, so kénnte fir
Tmaz dann das Mazimum der gemessenen Adsorptionszeiten oder die durchschnittliche
Adsorptionszeit gesetzt werden.

2.6 Abbildungseigenschaften des Randoperators

Betrachten wir wieder die Randbedingung ohne 7-Abhéngigkeit

f(v / R — o) f(V)|,v)|dv', (v,v) >0

und erweitern den Term auf der rechten Seite mit fys, (v) > 0 bzw. den Term auf der
linken Seite mit fuy, (v') > 0, so ergibt sich

f(v)
fo, (V)

f( ) / /
far, (v / R(v wa( >wa( V(W )Y, (v,v) >0,

(v',v)<0

woraus durch Division durch fy, (v)|{v,v)| > 0 auf beiden Seiten

f(U) . o f(v’) .
wa(U) a wa<U>|<U7V>‘<UIZ<O R( >wa<U/)wa< )|< ) >‘d s < > >>0
hervorgeht. Setzen wir .
flv
+(y) =
9" (v) (o)
und
o () = L0
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so erhalten wir daraus durch die Substitution v — —v’

* SR — —v' = v)p~ (v )W )| dv', (v, v
610 = s [ R =00 I () >0

 fu,
(v',v)>0

Definieren wir schliefllich den linearen Randoperator

1
Bl¢](v) i= —— / R(—v" — v)op(V) far, (V) |V, V)| dv',
60 = 5o (=0 = )60 far ()]0 )

(v ,v)>0

so gilt beziiglich des Mafes
At = far ()0, )
nach [16] die folgende Abbildungseigenschaft des Randoperators B

1B[9)|| o ((o,y>0.d0) = 1]l Lo ((oy>0,du) P > 1.

Weiter gilt nach [15], Seite 233, die Symmetrie von B bzgl. des Skalarproduktes

(6, 0) = / B(0)(W) far (0)] (v, )] do,

(v,v)>0

d.h.
(¥, B[¢])+ = (B[Y], 0)+

und die Ungleichung
(BlY], BlY])+ < (¥, ¥),

wobei das Gleichheitszeichen gilt, falls R eine Deltadistribution ist oder bei allgemeinem
R die Funktion 1 konstant ist. Letztlich wollen wir noch ein H-Theorem am Rand
vorstellen, das in [16] wie folgt formuliert wird:

/ ¢ In(¢p")dp < / ¢~ In(¢™)dp.

(v,v)>0 (v,v)>0
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3 Hyperbolische Systeme von
Erhaltungsgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir die theoretischen Grundlagen hyperbolischer Systeme parti-
eller Differentialgleichungen bereitstellen. Nach deren Definition klaren wir den Begriff der
starken oder klassischen Losung eines mit solchen Systemen verbundenen Anfangswertpro-
blems. Die Problematik, dafl solche klassischen Losungen im allgemeinen nicht existieren,
fithrt uns auf den grundlegenden Begriff der schwachen Losung oder der Losung im dis-
tributionellen Sinne. Dieser verallgemeinerte Losungsbegriff solcher Anfangswertprobleme
148t auch Unstetigkeiten der Losungsfunktion zu, wenn sie gewisse Bedingungen, die soge-
nannten Rankine-Hugoniot-Bedingungen, auf den Unstetigkeitsoberflichen erfiillt. Uber
die Uneindeutigkeit schwacher Losungen werden wir den Begriff der Entropiefunktion
und der Entropielésung kennenlernen, die wir durch die Methode der verschwindenden
Viskositéat finden kénnen. Und wir werden sehen, wann eine stiickweise stetig differen-
zierbare Funktion eine Entropielosung ist. Schliefllich werden wir uns mit Systemen mit
konstanten Koeffizienten beschéftigen und den Begriff der charkteristischen Kurven bzw.
Charakteristiken kennenlernen. Wir werden Randbedingungen fiir hyperbolische partielle
Differentialgleichungen betrachten. Nach der Definition des mit diesen Gleichungen ver-
bundenen Anfangsrandwertproblems (ARWP) und der Definition klassischer und schwa-
cher Losungen werden wir iiber die sogenannte Randentropieungleichung die Verbindung
der Randwerte und der sich wieder aus der Methode der verschwindenden Viskositét erge-
benden schwachen Losung herstellen. Wir werden den Raum der moglichen Randzusténde,
die zu einem im Hadamard’schen Sinne gut gestellten Anfangsrandwertproblem fiihren,
definieren, anschlieffend fiir Systeme mit konstanten Koeffizienten in einer Raumdimensi-
on die in diesem Raum befindlichen Randzusténde berechnen und zu einer in diesem Fall
sehr einfachen Darstellung der Randbedingung gelangen.

3.1 Definition und Notationen

Es sei k,p € N, M C R” offen, dann bezeichnen
o C'(M)={u: M — R: u stetig differenzierbar } und
e Ol M)={u: M —>R:ueC"(M)Asupp u C M ist kompakt }.
o I[st M zusitzlich Lebesgue-mefibar bzgl. Lebesgue-Mafles i so ist

L® (M) =qu: M —R:u p-meBbar A [|ul|peopg) := ess sup |u| < oo p und
M
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o [>®

loc

(M) = {u: M — RP: u prmeBbar A ||ul| =) < 00, YK C M kompakt } .

Definition 3.1.1 (hyperbolisches System)
Seip e N, DCRP offen, d=1,2,3 und u : Rf x R — D eine vektorwertige Funktion
in (CHRY x R))". Weiter seien
f,q: DR, 1<I<din (C'(D))".
Das System
0
Gi(60) + 3 5 fi(u(n,0) = a(u(t,2)) (3.1

heifit hyperbolisch, falls gilt:
Yu € D,Vw € R : w # 0 hat die Jacobimatrix

L (20
D(u,w) = lzlwlsz(u), Dfj(u) = ( Dy, )ngp

p reelle Eigenwerte A\;(a,w), i = 1,...,p und p zu ihnen gehérende linear unabhingige
FEigenvektoren r;(u,w), i =1,...,p.

Sind die Eigenwerte zusdtzlich verschieden, so heifst das System strikt hyperbolisch.

Die Funktionen f;, 1 <1 < d heiffen FluB3funktionen, die rechte Seite q wird Source-
oder Quellterm genannt.

Dieses System wird mit einer Anfangsbedingung der folgenden Form ergénzt
u(0,2) = ug(x) Vo € RY, uy: R — D. (3.2)

Definition 3.1.2 (klassische Losung)

Es seien die Voraussetzungen von Definition 3.1.1 erfillt. Weiter sei das System (3.1)
hyperbolisch. Eine Funktion u € (C’l(]Rar X Rd))p, die fiir gegebenes uy : RY — D das
Anfangswertproblem (3.1), (3.2) punktweise erfillt, heifst klassische Losung.

Eine grundlegende Eigenschaft dieses Anfangswertproblems ist, dal aulerhalb eines klei-
nen Zeitintervalls im allgemeinen keine klassische Losung existiert, auch wenn die An-
fangsverteilung uy eine sehr glatte Funktion darstellt. Dieser Sachverhalt kann sehr leicht
am Beispiel der skalaren hyperbolischen Gleichung in einer Raumdimension gezeigt wer-
den. Fiir Details sei auf [27] verwiesen.
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3.2 Schwache Lésungen

Es seien die Voraussetzungen von Definition 3.1.1 erfiillt und ¢ € (C} (Rf x Rd))p, dann
gilt mit Hilfe des Greenschen Satzes:

0 = //<%u(t,x)+2%fl(u(t,x))—q(u(t,a:)),q§> dadt

=1 ot

_ /((Ox) $(0, z) d:p_//< >dxdt
//i<f“a, >d4’3dt—// a,¢) dd

0 Rd

_ //<<u,%>+§;<fl,a%¢>+< )d:pdt+/ J2)) dr
:7/<<u,%¢>+l§;<ﬁ,%¢>+< )M / 2 de.

Die letzte Form ist aber auch fiir u € (Lﬁfc

(R x RY))” sinnvoll. Wir definieren demnach:

Definition 3.2.1 (schwache Losung)
Es seien die Voraussetzungen von Definition 3.1.1 erfillt, jetzt sei aber

€ (L

loc

(RS x R%))”

und das System (3.1) sei hyperbolisch. Ist u(t,z) € D fast tberall erfillt und gilt fir
gegebenes ug € (L2, (RY))” und fiir alle Testfunktionen ¢ € (CF (R x RY))”

loc

d

Z / <<“% >+Z<fai‘b> o ¢>> dodt + / (uo(2). 6(0,)) dz =0,

dann heifit u schwache Losung des Anfangswertproblems (3.1), (3.2).

Bemerkung 3.2.2 Jede klassische Losung ist nach obiger Konstruktion auch eine
schwache Ldsung.

Definition 3.2.3 (stiickweise C'-Funktionen)
Seip € N, D C RP offen, d = 1,2,3. Eine vektorwertige Funktion u : RS x R? — D heifst
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stiickweise C*, falls folgendes gilt:

Es existiert eine endliche Anzahl n € N von glatten orientierbaren Oberflichen
Y CRE xR i=1,...,n

im d + 1 dimensionalen (t, z)-Raum mit Normalen v; = ((v3)e, WVi)ays - - > (Vi)ay) T,
1=1,...,n und den Eigenschatften:

n p
I ue (ol ((Rg <)\ () 2)) |

i=1
2. ¥Yi=1,...,n hat u eine Sprungunstetigkeit, d. h.

Juf(z,t) = lim u((t,z)+ew).

e—0,e>0

Satz 3.2.4 (schwache Lésungen und stiickweise C'-Funktionen)

Seipe N, DCRP offen, d =1,2,3 und u: Rf x R? — D eine vektorwertige stiickweise
Ct-Punktion. Dann ist u genau dann eine schwache Lésung des Anfangswertproblems
(3.1), (3.2) , wenn gilt:

1. u ist eine klassische Losung von (3.1) in (R§ x RY)\ U X; und erfillt fast iberall
i=1

2. ¥i =1,...,n qilt auf der Unstetigkeitsoberfliche ¥; die Rankine-Hugoniot-Be-
dingung:

(uf — Z —fi(u})) )z = 0. (3.3)

Der Beweis findet sich in [27], (Seite 16,17).
Bemerkung 3.2.5 Schwache Lésungen sind im allgemeinen nicht eindeutig.

Dies kann leicht am Beispiel der Burger-Gleichung

%u(t ) + ;x <1< (t, @)2) —0 (3.4)

nachgepriift werden. Setzen wir die Anfangsbedingung

. — u x <0 w £ u
0 — ur l‘>0’l Ty
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erhalten wir eine schwache Losung, wenn wir die Unstetigkeit sich mit einer Geschwin-
digkeit s = %(ul + u,.) ausbreiten lassen. Dies ergibt dann

), x<st
u(t,x)—{u“ x> st

Eine einparametrige Familie von schwachen Losungen, die die Rankine-Hugoniot-Beding-
ung erfiillen, ist in der folgenden Form gegeben: Sei a > max(u;, —u,) konstant, s; = “*
und sp = %54 dann ist

ug, T < s1t
—a, sit<x <0
a, 0<x<ssot
Uy, T > Sot

u(t, ) =
eine schwache Losung der Burger-Gleichung (3.4).

3.3 Entropiefunktionen

Betrachten wir nun die zusétzliche Erhaltungsgleichung fiir eine klassische Losung u von
(3.1) der folgenden Form:

Fuar
UF:D—-RecC'D), 1<1<d, d=1,2,3

gelte
SN
Z prll = (DU(u), q(u)). (3.5)
Dies ist erfiillt, falls
DU*(u)Dfy(u) = DFf (u), 1<1<d (3.6)
gilt, wobei

DU:< 0 U) s DF[Z< 0 F[) undel:<w)
Mi ) 1<icp i) 1<icy Ok /) 1<ineyp

die ersten Ableitungen der jeweiligen Funktionen bezeichen. Denn nehmen wir an, dafl u
eine klassische Losung von (3.1) ist und fithren wir die Differentiation aus, so ergibt sich:

) 9
5 V(W + 1218—@%) =

<DU > + i <DFl 8?61 > =

=1
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(v, (=35 2t o) )+ 55 oriwn n)
< (Zsz —U+q >>+Z<DFl §u> -
(DU, q(u << gDUT )Dfy(u *ZDFI ) ai > _
<DU,q(u>>+<é DF(u) - (DUT )Dfi(u ),;xl > -

(DU(u),q
Dies fiihrt zu der folgenden Definition:

Definition 3.3.1 (Entropiefunktion)

Sei D C RP, p € N offen, d =1,2,3 und u : Rf x R? — D eine klassische Lisung von
(5.1). Eine Funktion U : D — R, U € CYD) heifit Entropiefunktion des Systems von
Erhaltungsgleichungen (3.1), falls Entropieflisse

F,:D—R, F,eC'(D), 1<1<d,
existieren, so daf$ die folgende Gleichung gilt:
DU” (u)Dfy(u) = DFf (u), 1 <1 <d.
Bemerkung 3.3.2
o Falls die Gleichung (3.6) gilt, erfillt jede klassische Losung die Gleichung (3.5).

o Fiir schwache Lisungen gilt dies im allgemeinen nicht. Eine stiickweise C*-Funktion,
die eine schwache Lisung ist, mufS ¥i =1,...,n auf der Unstetigkeitsoberfliche ¥;
die Rankine-Hugoniot-Bedingung (3.3) erfillen. Fine Ldsung von (3.5) hingegen
mufS Ve =1,...,n auf der Unstetigkeitsoberfliche 3; eine analoge Sprungbedingung
der Form

(U(w) = Uluy ) (@) + Y (Fi(uf) = Fu(w))) (1), = 0 (3.7)

erfiillen. Diese ist aber im allgemeinen nicht mit der Rankine-Hugoniot-Bedingung
vereinbar. Dies kann durch Ersetzen der Gleichung (3.7) durch eine Ungleichung
der Form

(U(w) = Uluy ) (@) + Y (Fu(u) = Fi(wy)) (1), <0

=1
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behoben werden.

o Im skalaren Fall (p = 1) ist jede konvexe Funtion U € C*(D) eine Entropiefunktion.

3.4 Die Methode der verschwindenden Viskositat

Es sei m, k,p € N, M C R* offen und N/ C R™ offen, dann bezeichne (C*2(M x N))”
den Raum der Funktionen, die bzgl. der ersten Variablen aus M einmal und bzgl. der
zweiten Variablen aus N zweimal stetig differenzierbar sind mit Werten in RP.

Definition 3.4.1 (klassische Losung des viskosen AWP)
Seip € N, D CRP offen, d = 1,2,3, € > 0 ein Parameter und u. : RT x RY — D eine
vektorwertige Funktion in (C*(R$ x RY))?,

f,q:D—R € (C' (D))", 1<1<d
und das zugehirige System (3.1) hyperbolisch. Erfillt u. punktweise fir gegebenes

uy. : R — D das sich durch Erweiterung um einen Viskosititsterm —eAu. aus (5.1)
ergebende parabolische Anfangswertproblem

0 0 J
aua + 121 8—901ﬂ(u€) —cAu. = q(u.) z€RY t>0 |
u. (0, z) = u.(z) zeRY t=0

dann heifit u. klassische Losung des sich aus (3.1) ergebenden viskosen Anfangswertpro-
blems zum Parameter .

Satz 3.4.2 (Methode der verschwindenden Viskositiit)

Sei d = 1,2,3 und das System (3.1) hyperbolisch. Weiter besitze das System (3.1) eine
konvexe Entropiefunktion U : D — R € C*(D) mit Entropiefliissen

Fi:D—-R, 1< 1 < d Fiir jedes € > 0 sei u. eine klassische Lésung des sich aus
(3.1) ergebenden viskosen Anfangswertproblems zum Parameter €, und diese Familie von

Losungen erfiille

w0, 7) = ug.(z) =2 uy(x)

requldr. Gilt
”ueH(Loo(RgX]Rd))p S C

und
u. — u fire—0f i in RS x R?
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mit einer von € unabhdngigen konstanten C' > 0, dann ist u. eine schwache Ldsung von
(3.1) und erfillt die Entropiebedingung

d
8
— (DU
)+ (u),q)
im distributionellen Sinne auf R x RY. Das heift, es gilt:

/ A ( 8t¢+2 +(DU(w). q(w) ¢) dadt + [ Ulao(@)6(0, ) do = 0,

0 Rd R4
ngeCé(RaLde), ¢ > 0.

Der Beweis lisst sich auch hier analog zum Beweis in [27], (Seite 28), fiir Systeme ohne
Sourceterm q durchfiihren, wobei die auf Sourceterme verallgemeinerten Definitionen der
klassischen und schwachen Lésungen verwendet werden.

Bemerkung 3.4.3
Fiir die Ezistenz solcher ausreichend glatter Lisungen (u.), € > 0 sei auf [25] und [28]
verwiesen.

Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 3.4.4 (Entropiel6sung)

FEine schwache Lésung u von (3.1), (3.2) heif§t Entropieldsung, wenn u fir alle Entropie-
funktionen von (3.1) und fiir alle Testfunktionen ¢ € C} (Ri{ X Rd), ¢ > 0 die folgende
Ungleichung erfillt:

T 8 & P
// Ul 56+ > Fi(w): 56+ (DU, q(w) ¢ dmdt+/U(u0(x))¢(0,a;)dx20.
=1

0 Rd Rd

Satz 3.4.5 (Entropielésung und stiickweise C''-Funktionen)

Seipe N, DCRP offen, d =1,2,3 und u: R{ x R? — D eine vektorwertige stiickweise
C-Funktion. Dann ist u genau dann eine Entropieldsung des Anfangswertproblems (5.1),
(3.2), wenn gilt:

1. u ist eine klassische Losung von (3.1) in (R§ x RY)\ Ui, &;, wenn
Y CRE xRY i=1,...,n,n €N

die zu u gehorenden glatten orientierbaren Unstetigkeitsoberflichen bezeichnen und

erfillt fast tberall (3.2).
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2.¥i =1,...,n gilt auf der Unstetigkeitsoberfliche ¥; die Rankine-Hugoniot-Be-
dingung:

(uf —uy ) () + Z (fi(uf) = fi(u;)) (1) = 0.

3. Yi=1,...,n gilt auf der Unstetigkeitsoberfiiche ¥; die Sprungbedingung:

(Uuf) = Uu;)) () + Y (Fuuf) = Fi(u;) (1), <0

fir alle Entropiefunktionen von (3.1).

Die gleiche Argumentation wie im Beweis zum Satz (3.2.4), der sich in [27], (Seite 16,17)
findet, wobei auch hier die um Sourceterme erweiterten Definitionen von klassischen,
schwachen und Entropielosungen genutzt werden miissen, fiithrt hier ebenfalls zum Ziel.

3.5 Hyperbolische Systeme mit konstanten
Koeffizienten in 1D

Wir betrachten ein hyperbolisches System mit d = 1, f = A, wobei A € RP*P eine
konstante Matrix ist, und q = 0. Das heifit (3.1), (3.2) hat die Gestalt

9, 9,
au(t,az) + A%u(t,x) =0 >0, VzeR

u(0, x) = ug(x) Vr e R

(3.8)

Wir nehmen an, dafl das System strikt hyperbolisch ist, d. h. A hat p verschiedene reelle
Eigenwerte
A< A <L <A

Dann ist A diagonalisierbar und es gibt p rechte Eigenvektoren
I'l,I'27...,I'p
mit
Arp =My, 1 <E<p
bzw. linke Eigenvektoren
| P O
mit
A =)\11, 1<i<p.
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Bezeichnen wir nun mit R = (riry...r,) die Matrix mit den rechten Eigenvektoren als
Spaltenvektoren, so gilt fiir die Jacobimatrix

Df = A =R AR = A = diag(\1,..., \,),

wobei bekannterweise R~ = (111, ...1,)7 gilt. Da die Eigenwerte verschieden sind, bilden
die {r;}i1<i<, eine Basis von RP und es gilt mit einer geeigneten Normierung und der

Verwendung des Kronecker-Symbols 17ty = d§;,, 1 <4,k < p. Setzen wir nun

u:Zwiri, wi:liTu, 1§Z§p7

so ergibt sich mit w = (w;)1<i<, = R™'u und A = RAR™! durch

0 0 0 0
— A—u= — A—w =
8tu+ aIu 0= 8tw+ aIlw 0

ein entkoppeltes System, so dafl wir eine explizite Darstellung der Losung des Anfangs-
wertproblems (3.8) herleiten kénnen. Setzen wir (wg); = 17ug, 1 < < p, so erhalten wir
aus dem entkoppelten System

wi(t,r) = wi(t,x) = (Wo)i(z — \t) = 1 ug(z — Nit), 1 < i <p,

und somit ist die Losung gegeben durch

szt:p Zl ug(z — \b)r

Die Entropiefunktionen in diesem Fall liefert der folgende Satz:

Satz 3.5.1 Flir ein lineares strikt hyperbolisches System in 1D, d.h. f(u) = Au mit einer
konstanten (p x p)-Matriz A mit reellen verschiedenen Eigenwerten

M <A< <A S 0< A <0 <A,
haben alle konvexen Entropiefunktionen bzw. deren Entropiefliisse die Form
U= Z¢J aj(u)), F= FO+Z>\J¢] aj(u))
7j=1

wobei u die Zerlegung u = p _ o (a)ry, a;(u) € R besitzt, Fy € R eine Konstante ist
und die ¢j, 1 < j <p beliebzge konvexe Funktionen in C?(R) mit Werten in R darstellen.

Der Beweis dieses Satzes ist in [18] zu finden.
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3.6 Charakteristische Kurven

Definition 3.6.1 (Charakteristische Kurven im 1D-skalaren Fall)
Die charakteristischen Kurven einer hyperbolischen Gleichung

0 0
() o f(u(t0) =0, t>0, xeR (3.9)

u(0,z) =ug(z), z€R (3.10)

sind die Losungen der Differentialgleichung

%'I(t) = fl<t7 u(x(t))),
wenn t" die Ableitung der Flufifunktion f und u eine klassische Losung von (3.9) bezeichnet.
Satz 3.6.2 (Gestalt der Charakteristiken)

FEs seiu eine klassische Losung von (3.9), (3.10). Dann sind die charakteristischen Kurven
von (3.9) Geraden in der (t,x)-Ebene, entlang derer u konstant ist.

Der Beweis dieses Satzes wird in [27], Seite 12f gegeben.
Im Falle von hyperbolischen Systemen mit konstanten Koeffizienten (3.8) héngt die Lo-

sung
Zwltx Zl ug(x — \t)r

nur von den Anfangsdaten ug in den p Punkten x —\;t, 1 <i < pab.Vi=1,..., perfiillt
die Gerade x(t) = x¢ + A;t dabei

—a(t) = A = (Df (w (¢, 2(2)))); ,
wenn wir die i-te Gleichung des entkoppelten Systems

0 0
aw—i—A&EW—O

in den charakteristischen Variablen w = (w;)1<;<, = R 'u betrachten. Diese lautet dann

0

0

ox

und es gilt (f(w)), = \w;. Diese Kurven sind demnach jeweils die charakteristische Kurve
der i-ten Gleichung des entkoppelten Systems. Dies fiihrt zu der folgenden Definition:
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Definition 3.6.3 (i-te Charakteristik)

Fir 1 < i < p wird die Kurve x(t) = xo + A\t, mit \; i-ter Eigenwert der Matriz
A € RP*P des strikt hyperbolischen Systems mit konstanten Koeffizienten in 1D (3.8), i-te
Charakteristik genannt.

Auch hier gilt:

Satz 3.6.4

Es sei w eine klassische Lisung des entkoppelten Systems (3.8). Dann sind die i-ten
charakteristischen Kurven, 1 < i < p, von (3.8) Geraden in der (t,x)-Ebene, entlang
derer die Komponente w; der charakteristischen Variablen konstant ist.

Diese Aussage ist eine direkte Folgerung aus Satz 3.6.2 und Definition 3.6.3.
Bemerkung 3.6.5

e Im Falle eines strikt hyperbolischen Systems verlaufen durch jeden Punkt der
(t,x)-Ebene p verschiedene charakteristische Kurven.

e Die i-ten charakteristischen Kurven spielen eine wichtige Rolle bei der Formulie-
rung von Randbedingungen fiir hyperbolische partielle Differentialgleichungen. Die-
sen Sachverhalt werden wir im nédchsten Kapitel ndher untersuchen.

3.7 Randbedingungen fiir hyperbolische Systeme in
1D

Definition 3.7.1 (klassische Losung des homogenen viskosen ARWP in 1D)
Seip € N, D C RP offen, € > 0 ein Parameter, u. : Rf x Rf — D eine vektorwertige
Funktion in (CY2(R x RJ))", f: D — RP € (C* (D))", g = 0 und das zugehérige System
(3.1) hyperbolisch. Erfillt u. punktweise fir gegebenes

u. : Rt — D,
das sich durch Erweiterung um einen Viskositdtsterm
—eAu,

aus (3.1) ergebende parabolische Anfangsrandwertproblem

0 0

— —f —eA =

8tu€+8:c (u.) — eAu, 0 x>0,1t>0
u. (0, x) = wp.(zr) z>0,t=0 > (3.11)
u.(t,0) = go.(t) t>0

dann heifst u. klassische Lisung des sich aus (3.1) ergebenden viskosen Anfangsrandwert-
problems zum Parameter c.
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Die Verbindung zu dem nichtviskosen Anfangsrandwertproblem wird auch hier durch die
Methode der verschwindenden Viskositéit hergestellt.

Satz 3.7.2

FEs sei q =0, d =1 und das System (3.1) hyperbolisch. Weiter besitze das System (3.1)
eine konveze Entropiefunktion U € C*(D) mit Entropiefluff F : D — R. Fiir jedes € > 0
sei u. eine klassische Losung des sich aus (3.1) ergebenden viskosen Anfangsrandwertpro-
blems zum Parameter ¢, und diese Familie von Lisungen erfiille

w0, 7) = ug.(z) =2 uy(x)

und
e—0

u.(t,0) = go-(t) — 8o(?)
requldr. Gilt

lo

||u€||(W1’§(R+><R+))p <C
mit einer von € unabhdngigen konstanten C' > 0 und
i f[ue = ull 2y, @ smey” =0,

dann ist u eine schwache Ldsung von

0 0

Tu+ 2t -

50t 5 (u) 0, z>0,t>0 . (3.12)
u(0, z) = ug(x), ©>0,t=0

D.h. es gilt

]o 70 <“’%¢>+<f’a%¢> dedt + /OO (uo(2). 6(0.2) dw = 0.

Vo € (Cy (R x RY))”.
Weiter erfillt u die Entropiebedingung

0 0
= = <
6tU(u) + aIF(u) <0

im distributionellen Sinne auf R§ x RT. D.h. es gilt

70]0 (U(u)%qb + F(u)a%lgb) dxdt + fU(uO(x))gb(O, ) de >0,

Vo € Cj (R xRY) ¢ > 0.

Diese Entropieldsung erfiillt entlang von Unstetigkeitskurven in RS x RT die dazugehdrige
Rankine- Hugoniot-Bedingung (3.3).
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Der Beweis dieses Satzes ist in den Arbeiten [35],[38] und [59] zu finden.

Die Verbindung zwischen dem Randwert u(0%,¢) der schwachen Losung u von (3.12) aus
Satz 3.7.2 und dem Randwert go(t) zeigt der folgende Satz:

Satz 3.7.3 (Randentropieungleichung in 1D)
Fiir jedes t > 0 ist der Randwert u(t,0%) der Grenzfunktion u aus

Jimg JJue — “||(L%OC(R+xR+>)" =0

in Satz 3.7.2 mit dem Randwert go(t) durch die Randentropieungleichung

Uu(t,0)) — U(go(t)) — DF(go(t)) (f(u(t,0")) — f(go(t))) <0 (3.13)
fiir alle Entropiefunktionen U mit jeweiligem Entropieflufl F von (3.1) verbunden.
Der Satz wird in (Ref.[18]) bewiesen.

Wir kénnen demnach fiir die schwache Losung u von (3.12) aus Satz 3.7.2 am Rand nur
solche Werte zulassen, die die Randentropieungleichung (3.13) fiir alle Entropiefunktionen
U mit jeweiligem Entropieflufl F von (3.1) erfiillen. Dies fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 3.7.4 (Menge der mdoglichen Werte am Rand)
Fiir jeden Zustand g in D C RP, p € N sei die Menge E(g) der mdaglichen Werte am
Rand definiert als die Zustinde u in D, fiir die

U(u) — U(g) — DF(g) (f(u) — f(g)) <0
fir alle Entropiefunktionen U mit jeweiligem Entropieflufs F von (3.1) gilt.

So kénnen wir die Randbedingung durch u(¢,0%) € £(go(t)) ersetzen. Im Falle eines In-
tervalls, d.h. x € (0, 1), ergeben sich die Randbedingungen in x = 1 analog zu

u(l-,t) € £(gi(t)). Ein gut gestelltes Anfangsrandwertproblem in 1D hat somit die Ge-
stalt

(0 0
au(t,x} + a—xf(u(t,x)) = 0 O<z<l1,t>0
u(0, z) = ufr) O0<z<l, t=0
u(t,0m) € &(go(t))
( u(t,17) € E(al))

fiir beliebige Zustédnde g1,g, € D C R?, p € N und den dazugehorigen Randentropieun-
gleichungen

U(u(t,07)) — U(go(t)) — DF(go(t)) (f(u(t,0%)) — f(go(t))) <0
bzw.
U(u(t,17)) = U(gi(t)) — DF(gi(t)) (fu(t,17)) — f(g1(t))) <0

fiir alle Entropiefunktionen U mit jeweiligem Entropieflufl F von (3.1).
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3.8 Randbedingungen fiir lineare Systeme mit kon-
stanten Koeflizienten in 1D

Der folgende Satz liefert in diesem Falle den bekannten Sachverhalt, dal Randbedingungen
nur fiir die in das Gebiet hineingehenden Charakteristiken vorgeschrieben werden kénnen.

Satz 3.8.1 Wir betrachten ein lineares strikt hyperbolisches System in 1D auf dem Inter-
vall [0, 1], d.h. f(u) = Au mit einer konstanten (pxp)-Matriz A. Die reellen verschiedenen
Figenwerte von A seinen durch

AM< A< . <A <0< A1 <. <A

gegeben. Dann ist £(go(t)) durch den affinen Raum, der go(t) enthdlt und von den ersten
m Figenvektoren zu den michtpositiven Eigenwerten aufgespannt wird, gegeben. D.h. es
gilt
E(go(t) = {go(t) + Zajrj, a;eR, 1<5< m} :
j=1

Analog ist £(g1(t) durch den affinen Raum, der g,(t) enthdlt und von den letzten p —m
FEigenvektoren zu den positiven Eigenwerten aufgespannt wird, gegeben. D.h. es gilt

p
E(gi(t) = {gl(t> + > ary, g €R m+1< Sp}.
j=m+1

Zum Beweis dieses Satzes sei auf [18]verwiesen.

Einen anderen Zugang liefert die Betrachtung des entkoppelten Systems in den charakte-
ristischen Variablen w = (wy, ..., w,)7:

0 0

AT 0
(5 1)

A =diag{A, .. A, i 0,0 =1,---,m},
A+:diag{>\m+1,...,)\p, )\Z>O7Z:m+1,’p}

W:(f)

Wir sortieren durch

mit

und
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um, wobei w* die charakteristischen Variablen zu den positiven bzw. nichtpositiven Ei-
genwerten bezeichnen. Die Randbedingung ist dann nach [27], Seite 423ff, in der folgenden
Form gegeben:
w(t,0) =Btw=(0,¢) + g*(¢)
{ w(t,1) =B w(1,t)+g (¢t) ’

wobei B* € R((P=m)>xm)) ynd B~ € R™P=™) gilt. Setzen wir (w™); = 17u, 1 <i <m,
(wh)y=l'uy m+1<i<p,R = (r;...r,) und R" = (r,,,11...1,), so erhalten wir

(3.14)

w(1,t) = B wi(l,t)+g (¢
sRw(l,t) = RBwi(l,t) +tR g (¢)
sRw (Lt)+R'wi(1,t) = RB wi(l,t) +R g () + R w(1,t)
= RB wi(l,t)+ R g (1) +R"w'(1,7)
gi(t) + Riw(1,1)

p
u = gi(t)+ Z a;rj, a; = (wh);,
j=m+1

und somit gilt:

u(t, 1) € £(gi(t), &1(t) =R B"w'(1,1) + R7g" (t)
bzw. analog

u(t, 0) € E(go(t)). go(t) =R B w (£,0) + R"g" (1)

Bemerkung 3.8.2

Die Behandlung von Randbedingungen im Falle eines linearen hyperbolischen Systems in
zwel Raumdimensionen ist sehr viel komplezer. Deren Analyse erfolgt tiber die sogenann-
ten "normal modes”. Diese sind Elementarwellen

u(t,zy,25) = ¢(x)e"™ ™ neR, s€C, i’ =1,

die durch Anwendung einer Fourier-Transformation in xo und einer Laplace-Transfor-
mation in t (Re(s) < 0) auf das betrachtete hyperbolische System eingefihrt werden.
Diese Betrachtungen fiihren letzlich auf die ,uniform Kreiss condition® als notwendige
und hinreichende Bedingung dafir, daf§ das Problem im Hadamard’schen Sinne korrekt
gestellt ist. Eine kurze Darstellung der Konzepte und Ideen finden sich in [27]. Fiir eine
ausfiihrliche Darstellung sei auf [31] und [{1] verwiesen.
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4 Verbindung zwischen der
Boltzmann-Gleichung und
hyperbolischen Systemen

In diesem Kapitel zeigen wir, wie durch die Geschwindigkeitsraumdiskretisierung der
Boltzmann-Gleichung ein hochdimensionales hyperbolisches System partieller Differen-
tialgleichungen entsteht. Wir diskretisieren auch die Randbedingung fiir die Boltzmann-
Gleichung und zeigen, daf sie in 1D die aus der Theorie der hyperbolischen partiellen
Differentialgleichungen geforderte Struktur einer Randbedingung aufweist. Schliellich ge-
ben wir noch eine Entropiefunktion, die auf dem Boltzmannschen H-Funktional basiert,
und den dazugehorigen Entropieflufl fiir dieses System an.

4.1 Diskretisierung des Geschwindigkeitsraumes

Zur numerischen Losung der Boltzmann-Gleichung wéhlen wir zunéchst eine Diskretisie-
rung des Geschwindigkeitsraumes. Die Verteilungsfunktion

fRE x QxR =R, (t,7,v) — f(t,z,v),

wobei  C R?, d = 1,2,3 ein beschriinktes Gebiet bezeichnet, dessen Rand so beschaffen
ist, dafl in jedem Punkt x € 0f) eine eindeutige, in das Innere von 2 gerichtete Normale
v(z) € RY, d = 1,2,3 existiert, hat im allgemeinen keinen kompakten Triiger, ist aber
gewoOhnlich aulerhalb einer Kugel

B (V)={veR’:|v-V| <L}
vernachléssigbar klein. Zur numerischen Behandlung wollen wir daher annehmen, daf3

supp f(t,z,") = Br(V), t >0, v € R?,

~1

V= ﬁ/%(:ﬂ) dx, Vo(z) = /vfo(a:,v) dv /fo(x,v) dv
Q R3 R3

gilt. Wir kénnen uns dann bei Integrationen iiber den Geschwindigkeitsraum auf die Kugel

Bp (V') beschrianken. Es ist allerdings von groflem Vorteil den Wiirfel

CL(V)={veR:|v,-V;| <L, j=1,23}
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statt der Kugel B (V) C CL(V) zu betrachten. Es sei nun n, € N eine gerade natiirliche
Zahl, dann bezeichne C,,, die folgende Menge dreidimensionaler Indizes

Cm:{kGZ?’:—%gkmg%,m:1,2,3}. (4.1)

Wir fithren die Schrittweite h, = 2L/n, im Geschwindigkeitsraum ein und betrachten die
folgende Menge diskreter Geschwindigkeiten

Co(V)=A{v; =V +hyj, je€C,} CCL(V). (4.2)

4.2 Ein hyperbolisches System als Approximation an
die Boltzmann-Gleichung

Die im vorherigen Abschnitt gegebene Geschwindigkeitsraumdiskretisierung {iberfiihrt die
in der Geschwindigkeitsvariablen v € R? kontinuierliche Boltzmann-Gleichung in ein ge-
koppeltes System von partiellen Differentialgleichungen in ¢ und = der Form:

%fj(t,:c) + (v, Vo fj(t,2)) = % (@n ((Niecn,» (Niecn,)); s G € Cnys

wenn wir mit (f)jec,,; [fi(t,z) = f(t,z,v;), j € Cy, eine Approximation an die Vertei-
lungsfunktion f und mit (Qp,) jec,,, €ine Approximation an den Kollisionsterm Q(f, f) auf
dem Gitter C, (V) bezeichnen. Verwenden wir mit Hilfe der bijektiven Indextransforma-
tion
o:C,, —{1,2,....(n, + 1)}, 5= (j1, J2, J3)" — o(j),
o M o Cony

o(j)=i= (]3+ 7) + (ny, + 1) ((]2+ 7) + (ny +1) <j1 +7))

folgende Bezeichnungen mit p = (n, + 1)3:

u(t,z) = (ur(t,x), us(t, z),. .., uy(t, x))T = (fi(t,z), fat, ),. .., fo(t, x))T cRP

und

a(w) = () = = (Qnlw W), (@), (Qulu,w),)" € B
erhalten wir

Dot + 3 L (ot ) = ). i =1, (43)

bzw. mit

fi(uw) = (v (t2), .. ()t @) = ()i fi(t2), - (p)ufy(t )"
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l

Das System ist hyperbolisch, da die (vi)l € R, 1 <1 < psind und fiir die Jacobimatrix
folgendes gilt:

d
w) = szsz( = diag (Z wy(v1); Zwl Up) ) )
=1

Die Eigenwerte sind dann

d

Ai(u,w) = Zwl(vi)l, i=1,...,p

=1

und somit Yu € D und Yw € R? : w # 0 reell. Die zugehérigen Eigenvektoren sind
ri(u,w) =e;, i =1,...,p und somit linear unabhéngig. Da die (v;);—1,., nicht paarweise
verschieden sein miissen, ist das System im allgemeinen nicht strikt hyperbolisch.

4.3 Diskretisierung der Randbedingungen fiir die Boltz-
mann-Gleichung in 1D

Die Randbedingung

ft,z,0)|(v,v(@))| = / R(t, v — v) f(t, z,0)| (v, v(2))] dv’
(v ,v(z))<0
x € 09, (v,v(x)) >0
geht durch eine Approximation auf dem Gitter C, (V) in die folgende Form iiber:

1

S0 = )

hy > wj (Rn)jj [ (¢, ) [{vy, v(2))]

J'€Cny {vjr,v(2))<0

x € 09, (v,v(x)) > 0.

Hierbei bezeichnet ((Rp)jj1); yicc, eine Approximation an den Streukern R(t, z,v" — v)
auf dem Gitter C, (V') und dle w; Gewichte einer 3D-Quadratur. Sei nun z € [0,1] C R.
Wir setzen mit p = (n, + 1)* wie vorher

u(t,z) = (u(t, x), us(t, x), ..., uy(t, ZL‘))T = (fi(t,x), fa(t, ), ..., fp(t, ZL‘))T c R?
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mit der bijektiven Indextransformation
0 Gy = AL (e + 1P}, = (1o, j3) " — o)

70 =i= (ot 5) + ot 0 (G 5) ot ) (i )

und berticksichtigen, daf§ das System (4.3) bereits diagonalisiert ist, d.h. R = I gilt. Weiter
bezeichne
u(t, ) = w(t,x) = (ui(t, @), us(t, 2), . . ., um(t, ) = (fi(t,2), folt,2), ..., fult,2))"

bzw.
ut(t,z) = wH(t,z) = (Upmsr(t, ), Umso(t, ), ... up(t, )T
= (a1 (t,2), fsa(t ), folt )"

die zu (v;); <0, 1 <i <m bzw. (v;); >0, m+ 1 <1i < p gehorigen Komponenten von
u. Sortieren wir die Komponenten von u geméafl

= (W),

so ist die Randbedingung in 1D durch

1 .
ui(t,0) = By Y wi(Ra)arta (t,0)|(vi)al, it (vi)1 >0
|(vi)1] W
bzw. ]
ui(t,1) = hy Z wir (Rp)iwwy (t, 1)[(vi ], @2 (vi)1 <0
1C i1y )1>0
oder
1 m
+ _ 3 - -
bzw.

p

1
U; t,l = —hg Wyr R ”/qur t,l Vit )11, izl,...,m
( ) |<v2)1| i/;—l ( h) i ( )|( )1|

gegeben. Setzen wir schliellich

B = (|(Uli)1|hiw(Rh)ii'|(Uz")1|)

m+1<i'<p, 1<i<m
und .
B = (ki (Radul ,
(Vi) 1<i’<m, m+1<i<p
so sehen wir, dafl dies die geforderte Randbedingung (3.14) fiir hyperbolische lineare
Systeme in 1D mit g(¢,0) = g(¢,1) = 0 ist.
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4.4 Eine EntropieFunktion fiir dieses System

Setzen wir als Entropiefunktion fiir u; > 0, Vi € {1,...,p}
P
u) =h’ Z wit; In(w;)
i=1

als numerische Approximation des Boltzmannschen H-Funktionals H = / fIn(f)dv auf

R3
dem Gitter C,(V') und als Entropiefliisse

p
Fi(u) = hizwi(vi)lui In(u;), 1=1,2,3,
i=1

als numerische Approximation der Fliisse

Fi= [ufn(p 1=1.2
R3
wobei die w;, 1 < i < p wieder Gewichte einer Quadratur bezeichnen, dann ist U eine
Entropiefunktion mit Entropieflufl F. Denn es gilt:

DU(u)" Dfy(u) = hf’} (wi(In(uy) +1), ..., wy(In(u,) + 1)) diag((v1)i, - - -, (vp)1) =
By ((wi(n(uy) + 1) (01)i) 5 - -, (Wp(In(up) +1)(wp)1)) = DFj(u)”

bzw.
P d
il “F —
g7V > R
)
B <h3 E wiu; In(u; ) + E (9:161 <h3 ?1 wi(vi)u In(u; ) =
d D 8
3 3 _
;1 hywi(In(u;) + Uz + ZE 1 ZE 1 how; (v;);(In(u;) + >3$z =

N——
(1=
—~
S
~
[

p a p
3. (In(w,) + 1)—u, Swi(In(w;) + 1
;hvwl( n(y;) + 1) 8tul+;hvwl( n(u;) + 3
P B d B
3 _
Z-Zl hiwi(In(u;) + 1) (auZ + ;(vz)la—xlul -

<hi<wi<ln<u@->+1>>@gp,(%ume)za%ui) > ~ (DU(u).q(u)).
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5 Numerische Verfahren zur
Modellierung der
Boltzmann-Gleichung

Wir wollen zur numerischen Loésung der Boltzmann-Gleichung das bekannte Verfahren
des Operator-Splittings anwenden. Dies kann in der folgenden Form dargestellt werden.

Wir setzen zunéchst die Anfangsbedingung
f(to,z,v) = f(0,2,v) = fo(z,v), 2 €Q, v R

dann fiihren wir in der Zeitdiskretisierung auf dem Zeitintervall [0, 7], T € R*,
T
tn:nht, n:O,...,Nt7 h’t:_7 Nt EN,
Ny

fiir n = 0 bis n = N; jeweils die folgenden Schritte aus:

1. Freiflugphase: Wir l6sen das folgende Anfangsrandwertproblem im Zeitintervall
(tn7tn+1]

(0
ot
f'trcms(tn7 T ’U) (

ftmns(t,l‘, U) + <1), fotmns(t’x’ U)> =0, te (tmtn_’_l], r€eQ, veE R3

r €N, veER?

ftrans(t x, U

)
/ R(t, 2,0 — 0) [ (4,2, 0) |, v)]
v)<0

t € (tytnia], €0, veRY: (v,v) >0

\

2. Kollisionsphase: Dann l6sen wir fiir jedes x im Innern von €2 das Anfangswertpro-
blem im gleichen Zeitintervall (¢, ¢,.1]

0 1
afwl(t,x,v) = EQ(fCOZ(t,x,v),fwl(t,x,v)), t € (tnytny1], T€Q, vER?
f60l<tn7xuv> = ftrans(thrl’x’U)’ T e Qa v E R?)

und setzen
ftngr, 2, 0) = [ tpsr, z,0), 2 €Q, veER?
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Wir spalten demnach jeden Zeitschritt in zwei unabhéngige Teile auf; die Freiflugphase
und die Kollisionsphase. Die numerischen Verfahren zur Modellierung der einzelnen Pha-
sen wollen wir in den folgenden Abschnitten vorstellen.

Dieses Operator-Splitting ist nach [5] von der Ordnung 1 in der Genauigkeit, da die
Operatoren der einzelnen Schritte nicht kommutieren. Wollen wir eine héhere Ordnung
erreichen, so kénnen wir diesen Algorithmus nach dem von Strang [60] vorgeschlagenen
Splitting-Verfahren modifizieren, das nach [5] eine Ordnung von 2 in der Genauigkeit be-
sitzt. Dieses Strang-Splitting-Schema hat die Gestalt:

Wir setzen zunéchst wieder die Anfangsbedingung
f(to,z,v) = f(0,2,v) = fo(z,v), v €Q, v R
dann fithren wir fiir n = 0 bis n = N, jeweils die folgenden Schritte aus:

1. Freiflugphase mit halber Zeitschrittweite: Wir 16sen das folgende Anfangs-
randwertproblem im Zeitintervall (¢, ¢, 1=t t +hy)
(

)
ST 0) + (0, Vo f T (L ,0) = 0, 4 (bt ) 7€ Qv E R

frrans(t, xv) = ( reQ, velR?

ftrans(t z, U

)
/ R(t,@,0 — 0) fr (1,2, )|, v)]
v)<0

t € (tn,tysa], © €09, veR: (v,v) >0

\

2. Kollisionsphase: Dann lésen wir fiir jedes x im Innern von  das Anfangswertpro-
blem im Zeitintervall (¢,,t,.1], d.h mit ganzer Zeitschrittweite ,

1
%fwl(t,x,v) = —Q(fwl(t,x,v), fwl(t,x,v)), t € (tn,tny1], 7€Q, veER?
€ )

felty, r,v) = frem s, @,v), v €Q, v e R3
3. Freiflugphase mit halber Zeitschrittweite: Wir l6sen das folgende Anfangs-
randwertproblem im Zeitintervall (¢, 1 toi1)
(

0
aftrans(tvxav) + <vaxftran8(t7xav)> = 07 le ( n+17tn+1]7 YIS Q7 v e Rg

frrans(t, x,v) = f tpi1, 1,0), v €Q, veR

ftrans(t7 x, U) —

[ R = o) |00 o

(v, v)<0
t € (tpy1 tnn], €00, vE R3: (v,v) >0

1
(v, v
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und setzen
ftngr, 2,0) = fr(t, 1, 2,0), 2 €Q, vER.

Zur numerischen Behandlung der Freiflugphase betrachten wir die Gleichung
Ocf;(t, ) + (), Vo fi(t, 2)) = 0, j € Ch,

als Approximation an den Transportoperator der Boltzmann-Gleichung auf dem Gitter
Cy (V). In einer Raumdimension hat sie die Gestalt

Ocfi(t,x) + (v;)10. fi(t,x) = 0, j € Cp,.
Wir bezeichnen mit
fit = fi(tn, )

die Approximation an f;(¢, ) in der Zeitdiskretisierung auf dem Zeitintervall
0,7], T € RT

T
tn:nht, 'I’L:O,...,Nt, ht:_

N; e N
Nt’ tE

und der Ortsdiskretisierung auf dem Intervall [0, 1]
0:,1‘1 SI‘Q S SZL‘Nx—i—l:]-, hxi:xi—i—l_l‘ia izl,...,Nx, NxEN
In zwei Raumdimensionen ergibt sich mit x = (z,x2) analog

O fi(t, w1, w2) 4 (v5)102, f5(t, 21, T2) + (v)200, f;(t, 21, 22) = 0, j € Oy,

und wir bezeichnen mit

]nzk ~ fi(tn, 214, T2y)
wieder die Approximation an f;(¢,z) in der Zeitdiskretisierung auf dem Zeitintervall
0,7], T e Rt

T
tn:nht, ’I’L:O,...,Nt, ht:ﬁ’ NtEN

t
und der Ortsdiskretisierung auf dem Rechteck [a, b] X [¢,d] C R?

a:x11§x12§...§x1]\[11+1:b, hmli:x1i+1—x1i, izl,...,le, le GN,

C= X9 §x22§...§x2Nx2+1:d, Py = Togs1 — Tog, K =1,..., Ny, Ny, €N,

Wir werden in diesem Kapitel zunéchst das bekannte o-Schema fiir das Upwind-Differ-
enzenverfahren in 1D und 2D vorstellen. Anschliefend wollen wir die Essentially-Non-
Oscillatory-(ENO)- und Weighted-Essentially-Non-Oscillatory-(WENO)-Verfahren und

deren Anwendung auf die obige Approximation des Transportoperators besprechen. Wir
beschranken uns dabei auf rdumlich ein- und zweidimensionale Betrachtungen, aber die
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Aussagen, die wir vorstellen werden, gelten analog auch in drei Raumdimensionen. Wir
stellen dann das Verfahren zur Modellierung des Kollisionsschritts vor. Dieses basiert auf
einer Darstellung des Gewinnterms des Kollisionsoperators, wodurch dieser sehr effizient
zu berechnen ist. Sie findet schliellich in einem Eulerverfahren bzw., um bessere Genau-
igkeiten zu erreichen, in einem Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung zur numerischen
Behandlung des Kollisionsschrittes Anwendung. Wir werden anschlieSend die numerische
Behandlung der Randbedingungen der Boltzmann-Gleichung diskutieren. Wir iiberfithren
dabei die in der Variablen v kontinuierliche Randbedingung durch die Diskretisierung im
Geschwindigkeitsraum in eine diskrete Randbedingung auf dem Geschwindigkeitsgitter
Cy(V) aus (4.2). Kern dieser Diskretisierung bildet die Approximation der fiir verschie-
dene Gas-Wandinteraktionsmodelle gegebenen Streukerne auf C, (V). Zuletzt besprechen
wir die Moglichkeiten die numerischen Verfahren zu parallelisieren.

5.1 Differenzenverfahren zur Modellierung der Frei-
flugphase

Als erstes Verfahren wollen wir das klassische o-Schema fiir das Upwind-Differenzen-
verfahren vorstellen und auf den Transportoperator in 1D anwenden. Dieses besitzt fiir
j € C,, aus 4.1 die Form:

Firt=1,..., N, + 1 fithren wir den folgende Schritte aus:
1. Gilt (v;); < 0 berechnen wir

1.1. falls ¢ < N, ist:
i = £ fih = £ [ = I}
’27’2 — . . i ) 1 _ J,t J5? )
ht (U.])l 9 h;m + ( U) hml

2. Gilt (vj); > 0 berechnen wir,

2.1. falls 7 > 2 ist:

[t = 1 R fi = ffi
Lot DI (), i Jgiml 1— Jai Jaizl)
ht (Uj)l ’ hmifl * ( 0> h:vifl

Mit den bidiagonalen Matrizen

(1= (vhpto k=i, i#N,+1

1 k=i=N,+1

1<i k< Nap+1 (hito  k=i+1, i# N, +1

A7 = (aly 1<ik<N,+1,

J

L 0 sonst
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( 1 k=i1=1

1+(’Uj)1hht g /{;:Z, Z7§1
+ i+ o wi—1 .
Aj = (afk )1§i,k§Nz+1 - h . ‘ 1<i k<N, +1
—(ihgtmo k=1-1i#1

L 0 sonst

(1+(hps(l—0) k=4, i# N, +1

1 k=i1=N,+1

BT =

J (bglg)lgi,ngz+l - l<i k< No+1,

SOl =0) k=it liA N1

0 sonst

( 1 k=i=1

(V)= (1= 0) k=i, i#1

Bf = (b)), _ 1<ik<Na+1,
j 1<i k<N, +1 1= (ht=(1—0) k=i—1,i#1
0 sonst

\

sowie
f]n = (f]??z)lil ..... Ngz+1

konnen wir den Algorithmus auch in der der Matrixschreibweise
Ay . By . (vj)1 <0
1 f] = n 7o y J € Cnva
Aj B: (Uj)l >0

j
darstellen.
In zwei Raumdimensionen hat es fiir j € C,,, aus 4.1 die folgende Gestalt:

Firi=1,...,N,, + 1 fithren wir die folgenden Schritte aus:
1. Firk=1,..., N, + 1 fithren wir die folgenden Schritte aus:

1.1. Gilt (vj); <0, berechnen wir, falls ¢ < N, ist:
1.1.1. Gilt (vj)2 <0, berechnen wir, falls k¥ < N, ist:

fn-i-l _ fn n+l _ rn+l fn o fn
j7i7k .]7Z7k — (,U )1 .o J7Z+17k j7i7k + (1 _ O.) ( J7Z+17k ]727k)
hy ’ ha:u‘ hwu‘

n+1 _ fn+l n _ fn
’ hmk hmk




5.2. Essentially Non-Oscillatory (ENO) Rekonstruktion 51

1.1.2. Gilt (v;)2 > 0, berechnen wir, falls & > 2 ist:

fn+1 __ fn n+1 _ fn+l fn _ fn
- J

ht hxlz’ hﬁlz’
ntl ol no_

I +(1—J)<M>'
hx2k71 hx2k71

1.2. Gilt (vj); > 0, berechnen wir, falls ¢ > 2 ist:
1.2.1. Gilt (v;)2 < 0, berechnen wir, falls k£ < N, ist:

fn+kl_ ik n+kl_ nHk ik~ i
jviv jviv jviv j7i717 jviv j7i71>
ot TP = () ro | 22— 2 ) L (1 —0 BN A A e
ht ( .])1 h ( ) < h )

T17—1 T17—1

n+1 _ fn+l n _ fn
’ hwzk hmk

1.2.2. Gilt (v;)2 > 0, berechnen wir, falls k& > 2 ist:

jvivk j?iv jvivk J71717k jvivk ]727171{3
e R Sy el 2 N P
t z14—1 z14—1

TL‘Jrkl_ 'n'Jrkll fnk_fnk 1
+ (U‘)Q .o 750y Jyt,k— + (1 . O') ( s, 7,0,k— ) .
’ h$2k—1 hmk—l

Das Schema ist fiir 0 = 0 rein explizit und fiir ¢ = 1 rein implizit.

5.2 Essentially Non-Oscillatory (ENO) Rekonstruk-
tion
Gegeben sei ein Gitter in 1D der Form
a=T1, 25, Ty 1,Tyy1 =b, I; =[x, 1,2 1, i=1,...,N

mit Zellmittelpunkten

Schrittweiten
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und der maximalen Schrittweite von

Ar = max Aux;.
1<i<N

Weiter seien die Zellmittelwerte

G =g = —— [ @) de, i=1,... N
g(xl)_gl_Al'l/:; g(g) 571_ PR

einer Funktion g(x) gegeben. Gesucht werden die Werte von g an den Intervallgrenzen,
d.h die Werte 9(%7%) und g(xH%), i=1,...,N. Um diese zu bestimmen, nehmen wir
an, dafl g integrierbar ist und betrachten eine Stammfunktion

von g, wobei wir den linken Randpunkt des Ortsgitters als untere Grenze wéahlen. Wir
kénnen den Wert der Stammfunktion an den rechten Intervallgrenzen G(z,, 1 ) durch die
Zellmittelwerte ausdriicken. Es gilt

% $j+% 7 ) .
Gla) =3 [ o= 3 giday i= 1 N,
=172 j=1

_1
2

Da wir die Zellmittelwerte von g kennen, kennen wir auch die Stammfunktion G an
den Zellrdandern exakt. Die Idee ist, die Stammfunktion G von g durch ein Polynom k-ten
Grades zu interpolieren und dieses anschlieend zu differenzieren, um eine Approximation
k-ter Ordnung in der Genauigkeit von g auf dem Intervall I;,7 € {1... N} zu erhalten
und somit die gesuchten Werte von g mit der gleichen Ordnung % in der Genauigkeit
zu approximieren. Sei i € {1...N} gegeben, dann gehen wir folgendermafien vor: Die
Interpolation bzgl. einer Zelle I; wird auf einer Schablone, die aus r Zellen links und s
Zellen rechts der Zelle I; besteht, durchgefiihrt, wobei dann k — 1 = s+ r gelten muf}. Sie
sei durch

S@)={Lir,. . Liy. .., Liss}
bezeichnet. Bezeichnen wir weiter das eindeutige Polynom vom Grad hochstens k, das G
an den £+ 1 Punkten
xifrfév . ..,xi+s+%
interpoliert mit P;(x) und dessen Ableitung mit p;(x), so gilt
1 Tith 1 Ti+d

Az, pi(§)d¢ = Ar, P{(§) dx =
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j=t—7r,...,1+s.
Somit ist p; ein eindeutiges Polynom hochstens vom Grad & — 1 = s + r mit

1 T. 1
ij IIJ+2pi(§)df:gj’j:i—?“,...,i+3,
i

(S

und wir erhalten
pi(z) = g(x) +O(AzY), v €L, j=i—r ... i+s,
da nach den bekannten Resultaten aus der Aproximationstheorie
Pl(x) =G (2)+O(Az"), v €L, j=i—r,....i+s

gilt. Setzen wir nun g+ = pi(z; 1) und g L = pi(xi_%), so haben wir die gesuchten

Werte bzgl. der Zelle I; gefunden und es gilt
g('ri+%> = g;% +O(Az*) bzw. g(‘rif%> = g 1 +0(Az"),
Die Werte von p;(x) in den Intervallrindern ergeben sich aus der Lagrange-Form des

Interpolationspolynoms

k

k
ZG Ti_ r+m—— H T

m— 1=0, 1otm Vimr+m—% T Lier4i-4

L= Xipyi-1

[e=]

Ziehen wir auf beiden Seiten die Konstante G(xi%f%) ab, verwenden die Identitét
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leiten auf beiden Seiten ab und beachten

so ergibt sich

‘R‘
—_
E"‘?‘
—_

p(@i1) = ) (1 5(t), k)Gioriy, baw. p(z;_1) = > ¢;j(r —1,5(0), k)girty,

<
Il

o
<
Il

o

wobei . i i
Zz:o, I#m Hq:o, q;ﬁm,z(%# - xi—r—&-q—%)

Cj<rvs(i>7k>: Z :

k
mogr1 =0, l#m(xifrerf% - xifr+lf%>

gilt.

Schliefllich ist die Schablone S(7) zu suchen. Hier wollen wir die Schablone so wéhlen, daf
g auf ihr moglichst glatt ist. Dazu betrachten wir die Newton-Form des Interpolationspo-
lynoms

k J—1
Pz<x) = Z G[xi—r—%7 cee 7xi—r+j—%] H (.’L‘ - xi—r+m—%)7
=0 m=0
wobei
G[(El_i_%, ey {L'H_]_%] - G[I‘Z_%, e ,ZEZ_’_]_%:I
G[l‘l_%,,l‘l_i_j_%] = ,
LTivjr—1 = Tl
G[xi—%] = G(%‘—%)

die dividierten Differenzen von G bezeichnen und bilden die Ableitung, um p;(z) zu er-

halten:
j—1 -1

k
MTSEED e TRTNEN D S | M C T )
j=1

m=01=0, l#m
Aufgrund der Eigenschaften

GU) (&)
Glaigs- o Bigyg] = gt
fiir ein € in der Schablone mit z; 1 <& <x;,; 1, falls & glatt ist, und
1
Gty ias-3] = Ol

falls G eine Unstetigkeit auf der Schablone besitzt, bilden die dividierten Differenzen ein
Maf3 fiir dir Glattheit der Funktion G bzw. deren Ableitung g auf der Schablone. Die Idee
der Essentially Non-Oscillatory Rekonstruktion ist die eines adaptiven Schablonenaufbaus
um so diejenige Schablone zu identifizieren, auf der die Funktion G bzw. deren Ableitung
am glattesten ist.
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Dies liefert den folgenden Algorithmus:
Wir beginnen mit der Schablone

Sa(i) = {Li} = {z; 1, w31}
Jetzt gibt es zwei Moglichkeiten, entweder nehmen wir /;_; , d.h. den Punkt =z, 3, oder

Ii11, d.h. den Punkt z; 13, 72U S (i) hinzu. Wir wahlen den Punkt fiir den die dividierte
Differenz
G['rif—a L1, szr%]

(MY
N[

bzw.

G[%—%a‘”w;axwg]
den kleineren absoluten Wert hat, d.h. auf der die Funktion glatter ist. So erhalten wir
die Schablone

S3(i) = {L;, Liy1} = {z,_ 1T 1, Ty 3 }
oder

53(2) = {[i,l, [i} = {xF%,:L’ 1, :L’H }
Diese Prozedur wiederholen wir, wobei pro Schritt jeweﬂs ein Punkt in Abhéngigkeit der
Relation der Betrége der dividierten Differenzen zur Schablone hinzugenommen wird, bis
die benétigte Anzahl von Punkten in der Schablone erreicht ist. Haben wir so das Gitter
gefunden, nutzen Wir die Lagrange-Form des Interpolationspolynoms um die gesuchten
Werte 9\ , bzw. g Ly 7u berechnen.

Wegen der Eigenschaft
Ghi—%?‘%‘—f—%] = Gi;
und da in der Darstellung von p(z) nur dividierte Differenzen der Stufe 1 und hoher

vorkommen, konnen wir die dividierten Differenzen der Stammfunktion G auch ohne ihre
Kenntnis mit Hilfe der dividierten Differenzen von g in der Form

g[l’@', o 7~Ti+j] _ g['riJrh e 7xi+j] - g[xla v 7xi+j71]
Litj — Ti
glzi] = gi

berechnen.

Es bleibt noch zu bemerken, dafl es vorkommen kann, daff wir am linken bzw. rechten
Rand des Gitters, bei der Rekonstruktion in randnahen Punkten, wie auch in den Réndern
! bzw. x5 1l selbst, Mittelwerte der zu konstruierenden Funktion g fiir Mittelpunkte
iy 1< 1 bzw. xi, © > N benotigen. Dort werden dann sogenannte virtuelle Mittelpunkte
mit den Mittelwerten von g in den Randpunkten gesetzt, d.h wir setzen

g(x;)) =g =g, i < 1bzw. g(z;) = g: = gn, @ > N.
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5.3 Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO)
Rekonstruktion

Bei der Weighted ENO Rekonstruktion ist die Idee, nicht nur eine Rekonstruktion auf einer
der moglichen Schablonen zu nutzen, sondern eine Konvexkombination mit geeigneten
Gewichten von allen Rekonstruktionen auf allen Schablonen. Sei wieder i € {1,..., N}
gegeben, dann berechnen wir

k—1
gfi)% = " ¢;(r,S(0), k)Fiorijs 7=0,... k=1

J=0

und bilden
E—1
Giry = D_wros
r=0

Die Kunst ist hierbei natiirlich, die Gewichte w,, » = 0,...,k — 1 richtig zu wéhlen. Sie
miissen zunéchst offensichtlich die Bedingungen

erfiillen. Ist die Funktion g auf allen Schablonen glatt, konnen wir die Gewichte genau
bestimmen, denn dann gibt es genau r Konstanten mit

b= Zd,gjf = g(w1) + O(AZ™ )

und wir erhalten mit
wyp=dp +O(Az* ), r=0,... k-1

die gewiinschte Genauigkeit. Hat g aber Unstetigkeiten, so sollen die Gewichte auf den
Schablonen, auf denen diese liegen, moglichst klein, am besten sogar Null sein. Ein weiteres
Kriterium ist, dafl sie moglichst effizient numerisch berechnet werden kénnen. Dies fiihrt
zu der folgenden Wahl von Gewichten:

Qy

— r=0,...,k—1
S

Wy =

mit J
ap=-——"——=7=0,...,k—1,
(e+ )2
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wobei € > 0 gilt, um eine Division durch Null zu vermeiden, und (3, der sogenannte
Glattheitsindikator der Schablone S,(i) ist. Ist g auf S,(i) glatt, so gilt 8, = O(Az?),
hat g aber eine Unstetigkeit auf S,.(i), so gilt 5, = O(1). Dies bedeutet dann iibertragen
auf die Gewichte: w, = O(1), falls g glatt ist auf S,(i), und w, = O(Az?), falls g eine
Unstetigkeitsstelle auf S,.(i) besitzt. Eine mogliche Art der Glattheitsmessung bildet die
folgende Wahl von Indikatoren:

Dies stellt die Summe von skalierten L?-Normen der Ableitungen des Interpolationspo-
lynoms p,(z) iiber dem Intervall (x;_1,z,,1) dar. Der Faktor Az*~ wurde dabei zur

1—=)

Entfernung jeder Az-Abhéngigkeit derQAble?tungen eingefiihrt.

5.4 Finite-Differenzen-ENO-Roe- und Finite-Differen-
zen- WENO-Roe-Verfahren

Zur Anwendung dieser Rekonstruktion auf eine hyperbolische partielle Differentialglei-
chung betrachten wir in 1D die skalare Gleichung:
0 0

au(t, x) + %f(u(t,x)) =0,

wobei
u:Ry xQ—D, (t,x) — u(t,z)

eine Funktion, mit €2 C R ein Gebiet und D C R offen, bezeichnet, und

f:D—R

glatt ist. Wir wollen auf diese Gleichung ein Finite-Differenzen-Verfahren der Form

n+1 n
u —u’ ~ o
(3 7 n n N
—_— 4+ (f.l—f‘ 1):() 1=1,...,N
he gy Vb ) TR T e
anwenden. Hierbei bezeichne, fiir ¢ = 1,..., N, u? =~ u(t,,x;) eine Approximation an
u(ty,,z;) und h,; = ;1 — ;1 die Ortsschrittweite. Weiter sei, fiir : = 0,..., N,
Mmoo flm n
fz+% Nf(ui_r,...,ui+s)

eine Approximation an den numerischen Fluf3 f zum Zeitpunkt ¢ = t,, wobei dieser
Lipschitz-stetig und konsistent mit dem physikalischen Fluf f ist, d.h. es gilt
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Wir sehen hier, da wir eventuell u? fiir + < 1 bzw. fiir ¢ > N benoétigen. Dies wird mit
der Einfiihrung virtueller Mittelpunkte z;, 7 < 1 bzw. z;,7 > N gelost; wir setzen dann
jeweils uf’ = uf,¢ < 1 bzw. u? =uy,t > N. Firi=0,..., N erhalten wir fin—l—l durch eine
ENO- bzw. WENO-Rekonstruktion mit i

g(x;) = f(u(t", x;)), i=1,...,N.

Um Stabilitéat zu gewéhrleisten brauchen wir ein Upwind-Verfahren. Daher berechnen wir
fir e = 0,..., N die sogenannte Roe-Geschwindigkeit

) — )

o, -

Ist u,; = uf, so gilt f(uf;) = f(u}'), und wir setzten @, , = 0. Auch hier ist es notwendig
2
zur Berechnung der Roe-Geschwindigkeit in den Randpunkten des Ortsgitters auf die

Werte von ug bzw. uy,g in den virtuellen Mittelpunkten zy bzw. xy.; zuriickzugreifen.
Gilt, fir  =0,..., N, a1 =0, so setzen wir fz‘n+l =91 andernfalls setzen wir
2 2 2

mo o+

fz'+§ “ 9L

Im Falle von linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten der Form
0 0

au@?x) + %f(U.(t, LE)) = 07

wobei
u:R xQ—D, (t,x) = ult,z) = (w(t,z),...,u,(tx))

eine vektorwertige Funktion, mit {2 C R ein Gebiet, p € N und D C RP offen, bezeichnet,
und

f:D—RP u(t,r) — Au(t,z), A € RP*?

gilt, gehen wir folgendermaflen vor: Wir berechnen die Eigenwerte, sowie die rechten und
linken Eigenvektoren der Jacobimatrix Df = A und gehen zum System in den charakte-
ristischen Variablen iiber. Dies ergibt dann mit

R AR = A = diag(A, ..., \)

Auf dieses entkoppelte System konnen wir den obigen Algorithmus des skalaren Falles
komponentenweise anwenden. Dabei wird die Roe-Geschwindigkeit durch den Eigenwert
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A; der Jacobimatrix Df = A ersetzt, wobei [ die [-te Komponente in den charakteristischen
Variablen w;, 1 <[ < p bezeichnet.

Im zweidimensionalen Fall betrachten wir die Gleichung

(t,x) + ifl(u(t,az)) + if2(11(t,:1:)) =0,

au 8.’171 8372

wobei
w: R xQ— D, (t,z) — u(t,x)
eine Funktion, mit 2 C R? ein Gebiet, D C R offen und z = (1, z2)7, bezeichnet, und

leDﬁR,lzl,Q

glatt ist. Das Finite-Differenzen-Verfahren hat dann die Form

n+1

n
Bk~ (fr, -1
.1 — 1. 1
ht h i—5.k i+5.k

1 m m .
>+m<fi,ké—f“ﬁ%):o,z:l...Nl,k:zl...Ng.

Hierbei bezeichne fiir ¢ =1,..., Ny und k = 1,..., Ny u; ~ U(ty, 1,4, Toy) eine Approxi-
mation an u(t,, r1;, re;) auf dem Ortsgitter

a=T11,T18, L1y, L, Ty 1 = b, €= Ty1,T93,.. Loy, 1, Ty, ] =d

mit Zellmittelpunkten

) 1
Ty = 5(%2‘7% 1), i=1,... N1, a9y = 5@2;@7% +aopy1), k=1,..., Ny

und den jeweiligen Ortsschrittweiten in z;- bzw. x9-Richtung
hxli :IL‘MJF% —IL‘M;%, 1= 1,...,N1, hx2k :1‘2k+% _l‘Qkf%a k= 17”‘7]\/'2'

Weiter sei fiir e =0,...,Nyund £ =0,..., N,

r ~ F n n

fz’+%,k ~ f1<ui—r1,k7 ) uz‘+sl,k)
bzw.

¢ ~ F n n

fz’,kJr% ~ f2<ui,k—r27 ) uz‘,k+52)

eine Approximation an die numerischen Fliisse fl, [ = 1,2 zum Zeitpunkt ¢t = ¢,,, wobei
diese Lipschitz-stetig und konsistent sind, d.h. es gilt f;(u,...,u) = f;(u). Auch in zwei
Dimensionen brauchen wir eventuell ug'y firi < 1 oder k < 1 bzw. fiiri > N; oder k > Ns.
Wir setzen analog zu einer Dimension in den virtuellen Zellmittelpunkten zq;, ¢ < 1 oder
Tog, k < 1 bzw. x1;,1 > Ny oder g, k > Ny jeweils ufy = uy,;, 1 < 1loder u?; =uly, k <1
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n __ n y n  __ n
bzw. uiy = uR, .4 > Np oder ufy = uj'y,, k> No.

Fir¢:=0,...,Nyund £ = 0,..., Ny erhalten wir frjr durch eine ENO- bzw. WENO-
Rekonstruktion mit

g(ws) = fi(u(t™, w1, w9;)), i=1,..., Ny
und flnk L1 analog durch eine ENO- bzw. WENO-Rekonstruktion mit

g(l‘k) - f2(u(tn7x1iax2k))7 k= 17 ey NZ-

Um Stabilitdt zu gewéhrleisten, brauchen wir wieder ein Upwind-Verfahren. Daher be-

rechnen wir ¢ = 0,...,N; und k£ = 0,..., Ny die Roe-Geschwindigkeiten in x- bzw.
xro-Richtung

o B ) — fi()

Girge Ul — Ui
bzw.

b (uP41)) — B2(uiiy))

Ykt Ul — W
Ist u?,, , = uiy bzw. uly,, = ufy, setzten wir wieder a}' L = 0 bzw. a” ik = 0. Auch

hier ist es notwendig, zur Berechnung der Roe—Geschwmdlgkelten auf die Werte
Ug,k, UN;+1,ks k=0,...Ny+ 1 bzw. U;,0, Ui Not1 1=0,...N;+1
in den virtuellen Zellmittelpunkten

(10, T2r), (T1ny41,T2k)s K =0,... Ny + 1 bzw. (x1;,22), (T1;,Tan,11), ¢ =0,... Ny +1

zuriickzugreifen. Gilt fiiri = 0,..., N,,, a” it 2 > 0, so setzen wir f 1k =Y 1 andernfalls
2

setzen wir fJr E= g . Gilt analog fir £k =0,..., N,,, dak% > 0, so setzen wir

f; x =9 1 andernfalls setzen wir f gk+—

Im Falle von linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten der Form

0 0
u(t7 xlaxZ) + —fl( (ta xl)'IZ)) + anQ(u(ta xlaxQ) == 07
2

9
o e

wobei
u:R xQ—D, (t,z) = u(t,z) = (u(t,z),...,u,(tx))

eine vektorwertige Funktion, mit 0 C R? ein Gebiet, p € N, D C R? offen und
x = (21, 22)T, bezeichnet, und

f,:D—RP u(t,z) — Ap(t,z), Ay, e RP*? [ =1,2
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gilt, fithren wir ein sogenanntes Dimensions-Splitting durch. Das heif3t, wir rekonstruieren
zuerst komponentenweise den FluB Aju mittels des oben genannten Verfahrens fiir Sy-

steme in 1D in den charakteristischen Variablen bzgl. A;. Wir fithren komponentenweise
eine ENO- bzw. WENO-Rekonstruktion des Flusses

g =R"Aju=R'A R R 'u=Aw,

mit
R{'AR; = Ay = diag(\Y, ..., AD)
und
W1<t7 xy, .ﬁUQ) == Rflu(ta €1, x?)

durch, wobei )\1(1 , 1 <1 < p die Eigenwerte von A bezeichen. Geméfl des oben diskutier-

ten ENO- bzw. WENO-Roe-Verfahrens erhalten wir so f( ll)k, 1=0,...Ny, k=1,... Ny

in den charakteristischen Variablen von A;. Anschheﬁend transformieren wir mittels
1 k_R1f<j1k, i=0,...Ny, k=1,...N,

zuriick. Dann fithren wir analog komponentenweise eine ENO- bzw. WENO-Rekostruktion
des Flusses

go = R;lAzu = R;lAQRQREIH = A2W2
mit

R;'AsR; = Ay = diag(\?, ..., A?)

p
und
W2<t7 €y, .ﬁUQ) == Rglu(ta €, x?)

durch, wobei )\1(2)7 1 < < pdie Eigenwerte von Ay bezeichnen. Wir erhalten analog durch

Verwendung des obigen ENO- WENO-Roe-Verfahrens f(ki)l, 1=1,...Ny, k=0,...N,

in den charakteristischen Variablen von Ay und transformleren mittels

£ =RofY? i=1,... Ny, k=0,... N,

zuriick. So erhalten wir die Flufirekonstruktionen fi+%7k, 1=20,...N;, k=1,... Ny und

~

f. kil t=1,...Ny, k=0,... Ny und konnen das Verfahren

2

n+1 n
W, — UWg

1/ . 1 /s ) .
ht +hxlz (fl—%,kﬁ_ Z+%7k“>+h (ka;_%_ Z,k}-}—%) :()7 Zzl,Nl, kzl,NQ

bilden.
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5.5 ENO-Roe- und WENO-Roe-Verfahren zur Mo-
dellierung der Freiflugphase

Im Falle einer Raumdimension ist das System der Freiflugphase durch
8tfj<t7x) + (vj>1amfj(t7 .T) = 07 1< .] <p

gegeben, und es gilt
£ = ((vj)1fi(t2))i<i<ps

und somit ist die Jacobi-Matrix
Df = diag((v;)1, 1 <j <p)
schon diagonalisiert. Wir setzen demnach fiir
g(z;) = (vj) Thi=1.. Ny +1

und fiithren eine Rekonstruktion mit ENO- oder WENO-Verfahren durch, um 91 bzw.
g;; , fire=1,..., N, + 1 zu erhalten. Gemé&fl den Vorgaben des Roe-Verfahrens gehen

wir fiir : = 0,..., N, + 1 wie folgt vor:
Gilt (v;)1 > 0, so setzen wir

andernfalls, d.h. (v;); < 0, setzen wir
4

Gilt (v;); = 0, so ist g(z;) = 0, somit 9,1 = 0 und g;jrl = 0 und somit f@.”# = 0.
2 2 2
Abschliefend berechnen wir den Upwind-Schritt

n n h m m .
fj’;rlz ]’Z+h—;(flé_fl+%>’ Zzl,...,Nx+1.

In zwei Raumdimensionen ist das System der Freiflugphase durch
8tfj<t7 .771,372) + (Uj>1a$1fj(t7 X1, 1’2) + (Uj>2a$2fj(t7 X1, 1’2) = 07 1< J < p
gegeben. Die Fliisse

fi = ()1 f5(t, 1, 22) )1<icp Dzw. £ = ((v))2f5 (¢, 21, 22) )1<i<p
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haben mit
Df, = diag((vj)1, 1 <j <p) bzw. Dfy = diag((vj)2, 1 < j <p)
auch schon diagonalisierte Jacobi-Matrizen. Wir setzen zunéchst jeweils fiir ein
Ee{l,...,N,, +1}
g(l‘z) = (Uj)lfjr,bi,kv 1= 1, N le + 1
auf dem 1D-Gitter
Z; :l‘li,i: 17---7Nx1+1

und rekonstruieren in 1D mit ENO- oder WENO-Verfahren, um 91 bzw. g;:L 1
fir e =0,..., N, + 1 zu erhalten. Dann setzen wir fiir © = 0,..., N,, + 1 wieder gemaf

dem Roe-Verfahren

fin-i-%,k ~ i b
falls (v;); > 0 gilt, andernfalls, d.h. (v;); < 0, setzen wir

o
fi-l—%,k - gz’+%'

Gilt (vj)1 =0, so ist g(;) =0, somit g._, =0 und 9:1 = 0 und somit f”Jrl . = 0.
(3 3 7 3 K3 2

Anschliefend wird

9(xr) = (v3)2f7 1

jeweils fiir ein i € {1,..., N, + 1} auf dem 1D-Gitter

Tk = Top, k=1,..., Ny, +1

gewahlt und wiederum mit ENO- oder WENO-Verfahren in 1D rekonstruiert. Wir erhalten
analog G bzw. g;rJrl fir k=1,..., N, + 1. Gilt hier dann anlog fiir k =1,..., N,, +1
2 2

(vj)2 > 0, so wihlen wir

bk = 9y
andernfalls d.h. (v;), < 0, fallt die Wahl auf

~

n _ .t
fi,k+% = It

Gilt (v;)2 = 0, so ist g(zy) = 0, somit g, = 0 und g]:rl = 0 und somit fl_"H%
2 2 )

Abschlieflend berechnen wir den Upwind-Schritt in zwei Raumdimensionen

he (s 5 he (- .
n+l _ rn t t
T2k

T1g

i=1,...,Nyy+1, k=1,... N, +1.

= 0.
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5.6 Verfahren zur Approximation des Kollisionsterms

Das in den numerischen Berechnungen des Kollisionsterms zur Anwendung kommende
Verfahren wurde in [32] entwickelt und basiert auf der Aufspaltung des Kollissionsterms
in der Form

Q(faf)IQJr(f?f)_Qi(f?f)

und der getrennten numerischen Berechnung der beiden Teile.

Bei der Berechnung von Q" (f, f) spielt die folgende Darstellung die entscheidende Rolle.
Es gilt

Q(f, /() = Fyeo /T(u, WFZy lf (2 =) f(z +w)] (u,y) du| (v), (5.1)

R3

wobei

MO:dewwﬂaz/ﬁwwM@m
R3
die Fouriertransformation und

F |99 ) =

R

3

die inverse Fouriertransformation bezeichnet. Der Kern T'(u, y) ist mit

{u, €)

Jul

ﬂww=8/B@MwM”“”Wau=aM@=
SQ

gegeben, wobei B den Kollisionskern bezeichnet. Diese Darstellung enthélt zwar eine
neunfache Integration statt einer fiinffachen Integration in der urspriinglichen Form (2.1),
aber es ist keine Integration iiber die Einheitssphére einbezogen. Der Kern 7" héngt nicht
von f ab und kann daher je nach Geschwindigkeitsdiskretisierung und Kollisonsmodell
in einem Preprocessing-Schritt berechnet und abgespeichert werden. Die beiden Fourier-
transformationen sind durch die Verwendung der , Fast Fourier Transform (FFT)“ sehr
effizient berechenbar. Der Kern 7'(u, y) hidngt nicht wirklich von sechs Variablen ab. Selbst
im allgemeinsten Interaktionsmodell des r~*-Potentials ist er nur von |u|, |y| und (u,y)
abhéngig. Der Kollisionskern ist in diesem Fall in der Form

B(lul, 1) = [u]"" e ga(p), a>1

gegeben, wobei g, eine gegebene Funktion des Streuwinkels bezeichnet. Im Falle des va-
riablen Hartkugelmodells ist er sogar durch

T(u,y) = 2" 7Chlul sinc(fully|)
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gegeben, wobei
sinc(z) =sinz/z, z € R

gilt, und in diesem Modell der Kollisionskern die Gestalt

B(lu|, ) = Cplul*, =3 <A <1

hat. Das heift, er hingt dann nur noch von zwei skalaren Gréflen |u| und |y| ab. Dies
ermoglicht eine sehr viel effizientere Berechnung als im vorhergehenden Fall.

Definieren wir die folgenden Funktionen:

g (u,2) = f(z = u) f(z + )

und
9P (u,y) = F2L, [9W(u, 2)] (u,y),

so gilt
supp g(l)(u, )= Br(V—u)NB(V +u)

mit B (V) ={v € R?: |v — V| < L}. Daraus folgt
supp g (u, ) = 0, |u| > L

und somit gilt schliefllich
sSupp 9(2)(u7 ) = (2)7 ”U,’ > L.

Die Integration bzgl. u iiber R?® in (5.1) kann demnach auf die Kugel By (0) bzw. vor-
teilhafter auf den Wiirfel C7(0) = {v € R?: |v;| < L, j = 1,2,3} beschréinkt werden. Die
zugehorige Menge diskreter Geschwindigkeiten sei auch hier mit

Cu(0) = {u; = hvj, j € Cn,}
gewahlt. Die Diskretisierung des Integrationsbereichs der Fouriertransformation sei mit
Cy = {yj = hyj, J € C;Tv}
gewéhlt, wobei ], fiir die Menge dreidimensionaler Indizes
C

ny

{keZ3:—%<km§%, m:1,2,3}

steht. Es soll die Beziehung
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gelten. Die Berechnung des Gewinnterms Q*(f, f)(v) besteht schliefilich aus der Integra-
tion von g (u,y) iiber C1(0) bzgl. u

4 (y) = / T, )9 (u, y)du
Cr(0)

und einer abschliefenden Fouriertransformation

QT (f, Nw) = Foesy [9¥9 ()] (v).

Diese Berechnung kann mit dem folgenden Algorithmus realisiert werden: Sei C, (V') die
Menge der diskreten Geschwindigkeiten aus (4.2)

1. fiir alle y; € C

1.1. setze g®(y;) =0
1.2. fiir alle uy € Cy(0)
1.2.1. fiir alle z, € C, (V) setze

9D, 21) = (2 — wi) f (21 + wi)

1.2.2. berechne

h3 ,
9% (ug, ;) = 73)3 > we gy, z)

(2
ZZGCU(V)

1.2.3. berechne

(3)(

g9 (y;) = g¥(y;) + W T (ur, y;) 9 (ux, y;)

2. fiir alle vy, € C,(V') berechne

QY (f. ) (we) = h > wyeru) g@) (g,

y;€CY

Die wy, k € C,,, Cy, Indexmenge aus (4.1), in 1.2.2., 1.2.3. und 2. stehen fiir die Gewichte
einer Quadraturformel auf den gleichméBigen Gittern C,(V), C,(0) und C,. In unseren
Tests wurde die Trapezregel benutzt, welche die formale Genauigkeit von O(n;?) besitzt
und sehr leicht zu implementieren ist. Eine Wahl von genaueren Quadraturen wie der
Simpsonregel wiirde weder den numerischen Aufwand noch die praktische Realisierung
des Algorithmus tangieren.

Der Schritt 1.2.1. kann sehr effizient ausgefiihrt werden, da die punktweise Multiplikation
nur fiir Punkte z € supp ¢ (ug, -) berechnet werden mu8.
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Der aufwendigste Schritt des ganzen Algorithmus ist 1.2.2.. Er kann auch in der Form

(2)

Z wye "y O 9 (ug, 21), y; € C,

leCy,,

g (Uk,yj) = (

geschrieben werden, so dafl dieser Schritt fiir jedes uy eine FFT und eine Multiplikation
mit der Diagonalmatrix

D = diag {e_“yf"/), jecC }
erfordert.

Die Realisierung von 1.2.3. ist offensichtlich, die Werte von T'(uy, y;) kénnen vorher be-
rechnet und gespeichert werden.

Der letzte Schritt des Algorithmus kann in der Form

QT (f, f)(uy) := hie'sV) wietne ®) 6@ ()

Jecy,

geschrieben werden. Dies erfordert demnach eine FFT und eine Multiplikation mit der
Diagonalmatrix D*. Der numerische Aufwand ist dann im Vergleich mit den vorherigen
Schritten vernachléssigbar.

Im Falle des Variable Hard Sphere (VHS) Modells, in dem T'(u,y) durch
T(u,y) = 2" 7Cx|ul *sincfully])

gegeben ist, 148t sich der Algorithmus sehr viel effizienter gestalten. T'(u,y) héngt hier
nur noch von den Betrédgen |u| und |y| der Variablen ab. Auf dem Gitter C,(0) x C,(V)
besitzt er die Darstellung

2
T(ug, y;) = Ty = 2wl k[ sine (== [k||])-
n’U

Wir betrachten die geschickte Speicherung von 7" in der Form
T = Tiwp2, 1>

Anschliefend zerlegen wir die Indexmenge C,,, in Klassen der Form

3
ino’

Coy = | Clin, Clyy = {k € Z?: k> =m},

v

m=0

wobei die Klasse Cly 0q s leer ist, da die Gleichung k% + k3 + k2 = 7 mod 8 in Z? laut
Zahlentheorie keine Losung besitzt. Durch eine Modifizierung des Algorithmus, um diese
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Klassenstruktur ausnutzen zu kénnen, erreichen wir eine Reduktion des numerischen Auf-
wands. Details zu den notwendigen Modifikationen und der dadurch gewonnenen Effizienz
finden sich in [32]

Der Verlustterm Q~(f, f)(v) besitzt die Darstellung

Q@ (F.D0) = 10) [ Buallo = v.)s()
R3
mit
Bua(lu) = [ Blal. ) de
SQ
Auch hier kann die Integration auf den Wiirfel C, (V') beschréankt werden. Wir berechnen
zunéchst den linearen Integraloperator vom Faltungstyp

g(v) = / Buoa(lo — v.]) f(v.) dv.

CL(V)

und multiplizieren punktweise f(v) mit g(v) auf dem Gitter C, (V). Die gleiche Diskreti-
sierung wie vorher liefert

glo) =hy D wiBualhulk = i) f(v.,),
Vs, €Cy(V)

so daf hier eine Multiplikation einer dreistufigen Block-Toeplitz-Matrix mit den Elemen-
ten

hiBtot(th{; - .]|>7 k:.] € Cnv
mit dem Vector (w; f(vs;))jec,, durchgefiihrt werden mufl. Zuletzt bilden wir noch
Q(f, f)(ve) = f(vr)g(v), k € Cp,.

Der numerische Aufwand féllt hierbei im Vergleich zu dem der Berechnung von Q% (f, f)
nicht ins Gewicht.

5.7 Verfahren zur Modellierung des Kollisionsschritts

Wir wollen hier mit
fEe®y)P, p=(n, +1)°

die Approximation der Verteilungsfunktion f auf dem Gitter C, (V') in einer inneren Zelle
der Ortsdiskretisierung zum Zeitpunkt ¢ = t,, bezeichnen. In 1D wire dies

([T )1<j<p filr ein d mit 1 <4 < N, +1




5.8. Numerische Behandlung der Randbedingungen 69

und in 2D
(f;fz,k)lgjgp fur ein Paar i, k

mit der Eigenschaft, daf§ die Zelle der Ortsdiskretisierung mit Mittelpunkt (z;, x2;) nicht
zum Rand des Berechnungsgebietes €2 gehort. Das einfachste Verfahren zur Berechnung
des Kollisionsschritts ist das explizite Eulerverfahren der Form:

in jeder inneren Ortszelle fiihren wir folgende Schritte durch:

fro=Je
o= Mo
T = Conserve(f™)
feo=

wobei h; die Zeitschrittweite bezeichnet. Conserve steht fiir den in [7], [8] und [9] ent-
wickelten und getesteten Momenterhaltungsalgorithmus, der auf der Fouriertransformati-
on basiert und eine notwendige Korrektur am Vektor f™ zur numerischen Erhaltung der
Momente von f™ vornimmt. Die formale Genauigkeit dieses Verfahrens liegt bei O(hy);
diese ist im Vergleich zu der Genauigkeit der Berechnung von Q(f, f), welche O(n,™?)
betrégt, nicht ausreichend. Die numerischen Tests zeigen, dafl die Konvergenz von O(h;)
dominiert ist. Es ist demnach sinnvoll, eine Diskretisierung in der Zeit von zweiter Genau-
igkeitsordnung zu wihlen, wie z.B. ein Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung in der
Form:

in jeder inneren Ortszelle fiihren wir folgende Schritte durch:
"= Je
s n ht n rn
Fred = st g
€
x R R |
[ = QU )
T = Conserve(f™)
Bo=
5.8 Numerische Behandlung der Randbedingungen
Wir wollen die Randbedingung

ft,z,v)[{v, v(@))| = / R(t,z,v" = v)f(t, 2, o) (v, v(2))| dv/

(v ,v(z))<0

x €0, (v,v(z)) >0
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in ihrer diskreten Form

1

Moo 2 wrRuudy o)l vi@)]

J'€Cny (vjr,v(2))<0

fj(t7 l‘) =

x €09, (vj,v(x)) >0

auf dem Gitter C,(V') aus (4.2) betrachten. Hierbei bezeichnet (R}) wieder die Approxi-
mation an den Streukern R(¢,z,v" — v) auf dem Gitter C,(V'), und die w; die Gewich-
te der Simpson-Quadratur in 3D. Wir gehen wieder von den dreidimensionalen Indizes
j' € C,, aus (4.1) zu den eindimensionalen Indizes ¢ = 1,...,p = (n, + 1)* iiber und
setzen wieder

u(t, ) = (uy(t,z), us(t, ), ... uy(t, )" = (filt,z), folt,x), ..., fo(t,x))" € RP.

Der Ubergang erfolgt wieder mit der bijektiven Indextransformation

0:Cny — {1, (ny + 1)*}, 5= (j1, J2, 3)" — o(j)

cr(j):i:(j3+%)+(nv+1)((j2+%)+(”v+1)<jl+%))'

Die Randbedingung ergibt sich dann zu

-
[ (v, v(2))]

u;(t, ) = h? Z wir (Rp)iinwyr (t, ) (v, v(2))|, @2 (v, v(x)) >0, = € I.

(v ,v(x))<0

Die verschiedenen Randbedingungen sind dann, wobei wir  und ¢ weglassen, da sie nur
als Parameter vorkommen:

e Spiegelreflexion:

Analytisch ergibt sich durch Einsetzen des Streukerns
R —v) =dv—0v + 20V, v))
die Randbedingung zu
f(w)=f =v-2v(v,v)), (v,v) > 0.
Daraus ergéibe sich formal die diskrete Randbedingung zu

f] = fj/:vj/ZUj*QV@j,l/)) <Uj7 V) > 0.
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Hier zeigt sich folgendes Problem: Wir brauchen den Index j’, der zu der Geschwin-
digkeit
vy =v; — 2v(v;, V)

gehort; aber
vj — 2U<Uj7 V>

muf nicht wieder auf dem Geschwindigkeitsgitter C, (V') liegen. Dieses Problem
kénnen wir wie folgt beheben. Wir bilden um jeden Geschwindigkeitspunkt v; in
Cy(V) den Wiirfel

1 1
Cy, = {UER3:vjm—§hv < Up gvjm+§hv, m:1,2,3}, VjeC,,.

Gilt dann fiir v = v; — 2v(v;, V)

v e U Cy;,

JECn,
so folgt aus der Disjunktheit der .,
v' e Cv; fiir ein 7.

Wir erhalten die diskrete Randbedingung in der folgenden Form:
oder mit Hilfe der Indextransformation ¢ in der Form:

Uo(j) = Ug():

Wir permutieren demnach die Eintrdge von u unter der Beriicksichtigung des oben
beschriebenen Verfahrens. Gilt aber

Ve |J a,

jECW«v
SO setzen wir
fi=0
bzw.
ug(j) = O.

Dies ist zuldssig, da wir den Tréger der Massenverteilungsdichte f als Teilmenge
von C, (V') angenommen haben. Die diskrete Randbedingung lautet demnach

Uy falls 35 - Vo-13) — 2U(Vs-133), V) € C'Uj .
w; = , 1 (v, vy >0,

0 sonst
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o Diffuse Reflexion:
(Ri)iir = R(vir — vi) = far, (vi)|(vi, v)|

__Cc _w>
wa(U)_(szw)Sep< 2T, )

wobei C' ein Faktor ist, den wir aus der Normierung

/ RV —v)dv=1

(v,v)>0

mit

berechnen miissen. Mit
1

h3 ;|2
. Zi:(vi,n>>0 Wi €Xp (_ ‘2UTLJ) |<Ui7 V>|

3
(27Tw)2

ist die diskrete Randbedingung dann

U; = v exXp | — Witz |[\Vir s V) |y, T 0 (U4, V .
Gl " eatt P\ ),

¢ Konvexkombination zwischen Spiegelreflexion und diffuser Reflexion:

Hier ist die diskrete Randbedingung, fiir 0 < a < 1, gegeben durch

1 C |Ui|2>
U; = & hi exp (— wy i [{vy, v
[(vi, V)| (27 T,) 2 2T, .,:<Z [(vir, V)]

i’:(vyr,v) <0

Uy falls 35 - Vo—13) — 2U{Vs-1(3), V) € Cv}
+(1— )
0 sonst
i:(v,v)y > 0.
e Absorption:
(Rp)iw = R(t, z, vy — v;) =0
u; =0, 1: (v, v) >0
o Inflow:

Schlieflich wollen wir noch einen Einflu} in z € 9€) numerisch modelliern. Wir
setzen dazu die diekrete Randbedingung in x € 0f2 in der folgenden Form:
[vi=Vin|®
U = pig,e< *Tin ), i (v, v) >0,
(2nTin)2
wobei pin, Tin und Vj, die Dichte, die Temperatur und die mittlere Geschwindigkeit
des einstromenden Gases darstellen.
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5.9 Parallelisierung der numerischen Verfahren

Durch die Ortsdiskretisierung haben wir das Berechnungsgebiet in 1D in N, + 1 Orts-
Zellen bzw. in 2D in (N, 4+ 1) x (N, + 1) Ortszellen zerlegt. Wéhrend zur Modellierung
der Freiflugphase eine Verkniipfung der Verteilungsfunktion f in den einzelnen Ortszellen
notig ist, gilt dies fiir den Kollisionsschritt nicht. Thn kénnen wir véllig unabhédngig in
jeder Ortszelle separat durchfiihren, ohne eine Kenntnis der Verteilungsfunktion in allen
anderen Ortszellen zu haben. Darin liegt der grundlegende Ansatz der Parallelisierung.
Wir ordnen jeweils jeder Ortszelle einen Prozessor des Parallelrechners zu, vorausgesetzt
es sind mindestens so viele Prozessoren wie Ortszellen vorhanden. Andernfalls miissen wir
die Berechnung in mehreren Teilen auf den jeweils zur Verfiigung stehenden Prozessoren
durchfithren, wodurch dann die Berechnungszeit dementsprechend vergroflert wird. Gehen
wir von einem PC-Cluster aus, bei dem jeder Prozessor iiber einen eigenen Arbeitsspei-
cher verfiigt, konnen wir den folgenden parallelen Algorithmus durchfithren. Zu Anfang
erzeugen wir im Arbeitsspeicher jeden Prozessors die Anfangsverteilung in jeder Ortszelle
in Form eines in 1D zweidimensionalen Feldes f;; bzw. in 2D dreidimensionalen Feldes
fj.ik Dabei soll j fiir die Geschwindigkeitsdiskretisierung und ¢ bzw. ¢,k fiir die Orts-
diskretisierung stehen. Jeder Prozessor verfiigt so iiber alle Daten aller Ortszellen. Den
Rechenschritt der Freiflugphase sowie den Randbedingungsschritt fithren wir dann auf
allen Prozessoren aus. Der Kollisionsschritt wird nur in der dem Prozessor zugeordneten
Ortszelle ausgefiihrt, wiahrend die Daten der Verteilungsfunktion f der anderen Ortszellen
unveréndert bleiben. Nach Beendigung der Berechnungen dieses einen Kollisionsschritts
sendet die Prozessoreinheit die neuen Daten an alle anderen Prozessoren und iiberschreibt
dort jeweils die von diesen unangetasteten Daten der Verteilungsfunktion dieser Ortszelle.
Danach verfiigt jede Prozessoreinheit iiber die neuen Daten aller Verteilungsfunktionen
nach dem Kollisionsschritt in allen Ortszellen, und wir kénnen mit dem Rechenschritt
der Freiflugphase und dem Randbedingungsschritt fortfahren, die wir wieder auf allen
Prozessoreinheiten ausfithren. Haben wir demnach so viele Prozessoren wie Ortszellen zur
Verfiigung, benotigen wir theoretisch nur die Zeit eines Kollisionsschrittes eines Single-
Prozessor-Rechners zur Durchfiihrung aller Kollisionsschritte aller Ortszellen. Dies wird
in der Praxis nicht ganz erreicht, da bei groflen Dimensionen der auftretenden Felder das
Senden der Daten einige Zeit in Anspruch nimmt. Aufgrund des extrem hoéheren Auf-
wands des Kollisionsschritts auch gegeniiber dem Rechenschritt der Freiflugphase, wirkt
sich eine Parallelisierung der ENO- bzw. WENO-Rekonstruktion nur maginal aus, so dafl
wir den Rechenschritt der Freiflugphase nicht parallelisieren und auf allen Prozessoren
ausfithren. Laufzeitmessungen bzgl. der Beschleunigung durch die Parallelisierung werden
wir in den numerischen Ergebnissen diskutieren.
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6 Numerische Ergebnisse

6.1 Numerische Tests in 1D

Das erste numerische Beispiel, das wir modellieren wollen, ist das eindimensionale Wérme-
iibergangsproblem.

=T, =T,

e Gas T e
............ .
o

z=0 r=1

Auf den folgenden Seiten sind die numerischen Ergebnisse der verschiedenen von uns dis-
kutierten Verfahren wie das explizite Upwind-Differenzenverfahren, das implizite Upwind-
Differenzenverfahren, das ENO-Roe- und das WENO-Roe-Verfahren abgebildet. Als Me-
thode zur Behandlung des Kollisionsschritts wurde das Runge-Kutta-Verfahren zweiter
Ordnung eingesetzt. Es wurde der Kollisionskern des VHS-Modells mit A = 0, d.h. des
Maxwell-Pseudomolekiil-Modells verwendet. Die Kopplung erfolgte mit dem einfachen
Operator-Splitting. Die Berechnungen wurden jeweils mit 41 Ortszellen und 16 Geschwin-
digkeitspunkten in einer Dimension des Geschwindigkeitsgitters durchgefiihrt. Als Rand-
bedingung in den Punkten z = 0 bzw. x = 1 wurde eine diffuse Reflexion gew&hlt mit einer
Wandtemperatur von 7; = 1.0 bzw. T, = 3.0. Als Anfangsverteilung wurde im ganzen
Berechnungsgebiet eine Maxwell-Verteilung mit der Dichte p(0,z) = py = 1.0, x € [0, 1],
der Temperatur 7(0,z) = T, = 2.0, x € [0,1] und einer mittleren Geschwindigkeit
V(0,z) = Vo = (0, 0, 0)T, = € [0,1] gesetzt. Die Abbildungen zeigen den berechne-
ten Verlauf von Dichte und Temperatur im Vergleich zur DSMC. Einen Vergleich der
zur Stabilitédt jeweils benotigten Zeitschrittweiten und der Zeitschritte zur Erreichung des
stationdren Zustandes, sowie ein Vergleich der Rechenzeiten der Verfahren untereinander
und ein Vergleich der Rechenzeiten in Bezug auf Einprozessor- bzw. parallele Mehrpro-
zessorrechnung finden sich in Tabelle (6.1).
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Verteilungsfunktion

fahren:

m x

00140 280 4.20

7.00,

F7.0-560-4.20-2.80-1.40-

00140 280 420 5.60

7.00

010

7.0-5.60-4.20-2.50-1.40-1

00 1.40 240 4.20 560

L7.0-5 eu—ﬁ’%\am a0-

.00 140 2.60 4.20 5.60

0.025,0.225, 0.475, 0.725, 0.85, 0.975 fiir das ENO-ROE-Ver-

7 A AV

ALK

i)
i

700

F7.0-560-4.20-2.80-1.40-

00140 280 420 5.60

7.00
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Querschnitt der Verteilungsfunktion in der (v, 0,0) Ebene in den Punkten
x = 0.025,0.225,0.475,0.725,0.85,0.975

fiir das ENO-ROE-Verfahren:

0.1 T T T T T T T 0.1 T T T T T T T
0.08 |- - 0.08 |- -
0.06 - / \ . 0.06 - .

// \\
0.04 - / \ 1 0.04 |- /\ 1
/ \\ \
// \ / \
0.02 - - 0.02 | \\ -
0 1 L 1 1 | E—— | 1 0 1 I | 1 1 - 1 1
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6

01 T T T T T T T 01 T T T T T T T
0.08 - - 0.08 -
0.06 |- - 0.06 |- -
0.04 - - 0.04 | -
0.02 | /\ . 0.02 | 7 .

0 1 i 1 1 1 —— 1 0 1 J,—//I/ 1 \I\;,L L
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6

01 T T T T T T T 01 T T T T T T T
0.08 - - 0.08 -
0.06 |- - 0.06 |- -
0.04 - - 0.04 | -
0.02 - - 0.02 - -

0 1 L \I'\—A 1 0 1 J////l///r |7n\\|\'—74 1
6 4 2 0 2 4 6 6 4 2 0 2 4 6

Hier zeigt sich die Asymmetrie zur Achse v; = 0, die sich aus dem Wérmestrom zwischen
den beiden Platten ergibt.
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‘ scheme ‘ N, —1 ‘ prcs ‘ hy ‘ timesteps ‘ time
Upw. Diff. 39 39 | 1/2000 40000 | 413 m 44 s
Upw. Diff. 39 1| 1/2000 40000 [ 7940 m 9 s
Impl. Upw. Diff. 39 39 | 1/1500 30000 | 448 m 43 s
Impl. Upw. Diff. 39 1| 1/1500 30000 | 4697 m 15 s
ENO Roe 39 39| 1/600 12000 8 m 5 s
ENO Roe 39 1| 1/600 12000 | 747 m 53 s
WENO Roe 39 39 | 1/300 6000 71 m 51 s
WENO Roe 39 1| 1/300 6000 | 498 m 52 s

| DSMC | 1000 | 1] — | -] 81 m 30 s|

Tabelle 6.1: Vergleich der Rechenzeiten der verschiedenen numerischen Verfahren

Hierbei bezeichnen die einzelnen Spalten

e N, — 1: Anzahl der inneren Ortszellen der Raumdiskretisierung, in denen eine Kol-
lision durchgefiihrt wird

e prcs: Anzahl der verwendeten Prozessoren
e h,: Zeitschrittweite

e timesteps: Anzahl der bendtigten Zeitschritte zur Erreichung des stationédren Zu-
standes

e time: benotigte Rechenzeit

Das Upwind-Differenzenverfahren, das 40000 Zeitschritte und somit 40000 Kollisions-
schritte benotigt, hat die grofite Beschleunigung durch die Parallelisierung. Dies bedeutet,
daf in diesem Fall der Kollisionsschritt die Rechenzeit dominiert. Diese Dominanz féllt
bei den anderen Verfahren, die mehr Rechenzeit zur Durchfithrung des Rechenschritts der
Feiflugphase benotigen weniger stark aus, was sich in der Beschleunigung durch die Par-
allelisierung niederschlégt. Insgesamt benotigen aber die wesentlich stabileren ENO-Roe-
bzw. WENO-Roe-Verfahren, da sie eine viel gréflere Zeitschrittweite zulassen, eine signi-
fikant kleinere Rechenzeit und liefern eine bessere Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
der DSMC. Weiter macht sich die Kommunikation zwischen den einzelnen Prozessoren
bemerkbar.

Ein weiterer numerischer Test ist die Modellierung einer Schockwelle, hier werden wir das
BGK-Modell heranziehen. Wir betrachten hierbei folgende Gleichung:

% (t,z,0) + (v, Vo f(t,z,0)) = C¢ (fu[f(t, z,0)] — f(t,x,0)),
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wobei fy[f(t, x,v)] die Maxwell-Verteilung mit der Dichte, Temperatur und mittleren
Geschwindigkeit bezeichnet, die sich aus den Momenten von f(t,z,v) ergeben. Cy ist die
Kollisionsfrequenz, sie ist durch

Cp = cpT'™°

gegeben, wobei p die Dichte und 7" die Temperatur ist, die sich aus den Momenten von
f(t,z,v) ergibt. ¢ ist der Exponent aus dem Viskosititsgesetz des Gases, es gilt zum
Beispiel 6 = 0.5 im Hartkugelmodell und 6 = 1 im Maxwell-Pseudomolekiil-Modell. Die
Konstante ¢ hdngt vom gewéhlten Gas ab und ist ein physikalischer Parameter.

Der numerische Test wurde fiir das Hartkugelmodell, d.h. § = 0.5, durchgefiihrt. Die Kon-
stante ¢ wurde mit ¢ = 62.83 gewihlt. Fiir die Berechnungen wurde das Strang-Splitting
verwendet. Die Freiflugphase wurde mit dem ENO-Roe-Verfahren modelliert. Als Rand-
bedingung haben wir in z = 0 einen Inflow mit der Dichte p; = 1.0, einer Temperatur von
T; = 3.0 und einer mittleren Geschwindigkeit von V; = (3v/5,0,0)” vorgegeben. Daraus
ergeben sich die Werte des Inflow in z = 1 aus den Rankine-Hugoniot-Bedingungen zu
pr =3.0, T, = 11.0 und V, = (+/5,0,0)7. Als Anfangsbedingung setzen wir eine Maxwell-
Verteilung mit p;, 7; und V} in der linken Halfte des Berechnungsgebietes, d.h. fiir z < 0.5
und eine Maxwell-Verteilung mit p,, 7. und V, in der rechten Hilfte des Berechnungs-
gebietes, d.h. fiir x > 0.5. Die Berechnungen wurden jeweils mit 41 Ortszellen und 32
Geschwindigkeitspunkten in einer Dimension des Geschwindigkeitsgitters durchgefiihrt.
Als Zeitschrittweite wurde hy = 1/4000 gewihlt. Zur Erreichung eines stationiren Zu-
standes waren 63000 Zeitschritte notig. Die Abbildungen zeigen den berechneten Verlauf
von Dichte und Temperatur im Vergleich zur DSMC.




83

6.1. Numerische Tests in 1D
Dichte
3.5 T T T T T T T
DSMC ——
ENO-ROE scheme, BGK -------
3L
25 ]
//
o ]
15 F ,// i
05 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
Temperatur
12 T T T T T T
DSMC ——
ENO-ROE scheme, BGK -——----
10 |
/
{
i
8 /
(‘
[
/
/
/
6 f |
[
4t /
2 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9




84 6. Numerische Ergebnisse

6.2 Numerische Tests in 2D

Hier haben wir zwei numerische Tests durchgefiihrt. Betrachtet wurde auch hier das
Wirmeleitungsproblem im Quadrat (0, 1)2. Im ersten Test wurde auf der Kante z = 0 bzw.
x =1 eine diffuse Reflexion mit einer Wandtemperatur von 7'(0,y) = 1.0, y € (0,1) bzw.
T(1,y) = 3.0, y € (0,1) vorgegeben. Auf der Kante y = 0 bzw. y = 1 wurde eine Spie-
gelreflexion als Randbedingung gesetzt. Im zweiten Test wurde auf der Kante x = 0 bzw.
x = 1 eine diffuse Reflexion mit der Wandtemperatur 7'(0,y) = sin(27y) + 2, y € (0,1)
bzw. T(1,y) = sin(2ry) + 2, y € (0,1) gewéhlt. Auf der Kante y = 0 bzw. y = 1
wurde wie im erstem Test eine Spiegelreflexion vorgegeben. Als Anfangsverteilung wur-
de in beiden Tests im ganzen Berechnungsgebiet eine Maxwell-Verteilung mit der Dichte
p(0,2,y) = po = 1.0, (z,y) € [0,1]?, der Temperatur T(0,z,y) = Ty = 2.0, (x,y) € [0, 1>
und einer mittleren Geschwindigkeit V' (0,z,y) = Vo = (0, 0, 0)T, (z,y) € [0, 1]* gesetzt.
Als Methode zur Behandlung des Kollisionsschritts wurde in beiden Tests das Euler-
Verfahren eingesetzt. Es wurde jeweils der Kollisionskern des VHS Modells mit A = 0,
d.h. des Maxwell-Pseudomolekiil-Modells verwendet. Die Kopplung erfolgte beidemal mit
dem einfachen Operator-Splitting. Die Berechnungen wurden jeweils mit 16 Ortszellen in
jeder Raumrichtung und 16 Geschwindigkeitspunkten in einer Dimension des Geschwin-
digkeitsgitters durchgefiihrt. Die Abbildungen zeigen den berechneten Verlauf von Dichte
und Temperatur.
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7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die in der Geschwindigkeitsvariablen kontinuierliche raumlich in-
homogene Boltzmann-Gleichung mittels einer dquidistanten Geschwindigkeitsraumdiskre-
tisierung durch ein grof3 dimensioniertes hyperbolisches System partieller Differentialglei-
chungen in der Ortsvariablen x und der Zeitvariablen ¢ mit konstanten Koeffizienten
approximiert.

Eine auf dem Boltzmannschen H-Funktional basierende Entropiefunktion fiir dieses Sy-
stem wurde vorgestellt.

Die in der kinetischen Gastheorie iiblichen Randbedingungen wurden auf dem oben ge-
nannten Geschwindigkeitsgitter diskretisiert und es wurde gezeigt, daf sie in einer Raum-
dimension die in der Theorie der hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen {ibliche
Struktur besitzen. Die Probleme, die sich bei Spiegelreflektionen aus der Aquidistanz
des Geschwindigkeitsgitters ergeben, wurden diskutiert und eine Losung dieser Probleme
vorgeschlagen. Zudem wurde, im Gegensatz zu den bisher verwendeten Streukernen, ein
Beispiel fiir adsorptionszeitabhéingige Streukerne der Randbedingung fiir die Boltzmann-
Gleichung gegeben.

Auf einer Operator-Splitting-Technik beruhend, wurden verschiedene, aus der Numerik
der hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen bekannte Methoden auf ihre An-
wendbarkeit auf das oben genannte hochdimensionierte System partieller Differentialglei-
chungen untersucht. Dabei erwiesen sich nur sogenannte Upwind-Verfahren aufgrund der
spezifischen Randbedingung der Boltzmann-Gleichung als geeignet. Es wurden daher das
o-Schema, das fiir ¢ = 1 ein rein explizites und fiir 0 = 0 ein rein implizites Upwind-
Differenzen Verfahren liefert, die Essentailly Non-Oscillatory (ENO)-Roe- und Weighted
ENO-Roe-Verfahren zur Modellierung der Freiflugphase auf die hier gegebene Situation
in der Numerik der Boltzmann-Gleichung {ibertragen und angewendet.

Diese wurden dann durch die einfache Operator-Splitting-Technik sowie durch das Opera-
tor-Splitting nach Strang [60] mit dem von I. Ibragimov und S. Rjasanow [32] entwickelten
Verfahren zur Modellierung des Kollisionsschritts gekoppelt.

Die neu entstandenen deterministischen Verfahren zur numerischen Losung der raumlich
inhomogenen Boltzmann-Gleichung wurden parallelisiert und auf einem PC-Cluster mit
insgesamt 48 Prozessoren fiir Standardbeispiele der kinetischen Gastheorie in ein und zwei
Raumdimensionen getestet.

Im Rahmen der Arbeit enstand eine vielseitige Software, die es erlaubt, verschiedene
Kollisionsmodelle, Gas-Wand-Interaktionsmodelle und Transportverfahren auf Einprozes-
sorsystemen wie auch auf Mehrfachprozessorsystemen mit parallelen Rechenalgorithmen
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zu testen. Es ist zudem eine flexible Arbeitsumgebung mit vielseitigen graphischen Ein-
und Ausgabemoglichkeiten entstanden. In ihr kann man bequem per Mausklick verschie-
dene Kollisionsmodelle, Randbedingungen, numerische Verfahren zur Losung des Trans-
ports und der Kollision und im Parallelmodus die Anzahl der gewiinschten Prozessoren
auswéahlen. Eine graphische Ausgabe der makroskopischen Gréfien wie Dichte und Tem-
peratur in ein und zwei Raumdimensionen zur Uberwachung wihrend der Rechnung steht
ebenfalls zur Verfiigung wie auch ein Plotter zum Vergleich der Daten in ein und zwei
Raumdimensionen (siehe Abbildungen 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.6 und 7.7).

N J" :il.g X
File Help
./'?xfi\g i @ é é }Z_Dfree:ﬂ EF.
- e -
input. domain graph nin stop plotter plotterzD Processors exit
input data
fmethod for the free flow | UpwindENO A
lambda in the VHS Modell | 0.0D0
jconstant for the collision frequency | 62.83
jdelta for the collision frequency | 0.5
cullisi_on maodelling method | ExpIBGK
operator splitting technigue StrangSplitting
| Directory for the Resultsarchive ENOD2
§{_|fﬂx for the result file |
{limestep for the resulls output | 100
ftimestep for the graphic output |3
fmemory of the computer in MB 1500
) /
=1 =

timesiep: [

Abbildung 7.1: Hauptbedienungsfenster in 1D
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Abbildung 7.2: Eingabefenster fiir verschiedene Parameter; hier die der Randbedingung

am linken Rand des Berechnungsgebietes in 1D
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Abbildung 7.3: Graphische Ausgabe der Temperatur zur Uberwachung wihrend der Rech-
nung in 1D
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I

Abbildung 7.4: Plotter zur Darstellung interessierender Daten zum Vergleich verschiedener
Ergebnisse in 1D
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Abbildung 7.5: Hauptbedienungsfenster in 2D
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Abbildung 7.6: Graphische Ausgabe der Temperatur zur Uberwachung withrend der Rech-
nung in 2D
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Abbildung 7.7: Plotter zur Darstellung interessierender Daten zum Vergleich verschiedener
Ergebnisse in 2D
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8 Ausblick

In dem betrachteten hyperbolischen System (4.3)

d
sind die im Transportterm enthaltenen Matrizen

fi(u) = (v (t2), ... (Wt 2)" = (()ifi(t2), - (p)ufy(t @)

bereits diagonalisiert, und damit liegt das System bereits in der Form der charakteristi-
schen Variablen vor. Die in dieser Arbeit entwickelten Algorithmen wéren auch in der
Anwendung auf einen allgemeineren Fall mit konstanten Matrizen denkbar, z. B. im Fall
eines Galerkin-Petrov-Verfahrens. Wir machen den folgenden Ansatz fiir f € V, wobei V
einen Funktionenraum bezeichnet:

flt,o0) = fultz,v) =Y fi(t,2)0;(v

jeJ

(v)w(t,2)) = qi(u), i=1,...,p, p= (n, +1)% n, €N, gerade

QJ‘QJ

mit einer endlichen oder auch unendlichen Indexmenge J. AnschlieBend betrachten wir
den von den ¢;(v), j € J aufgespannten Funktionenraum V, = {¢;(v), j € J} und
verlangen, dafl er die Approximationseigenschaft

inf ||f— fullv—0, fr h — 0, Vf eV
fh€Vy

besizt. SchlieBlich bilden wir das Residuum des obigen Ansatzes beziiglich der Boltzmann-
Gleichung

Resy(t,z,v) = %fh(t, x,v) + (v, V) fu(t,x,v) — %Q(fh(t, z,v), fr(t,z,v)) €W,

wobei W einen Funktionenraum bezeichnet, und berechnen das Dualitétsprodukt (-, )yyscw:
mit sogenannten Testfunktionen v; € W', Vi € J. Verlangen wir Orthogonalitit beziiglich
dieses Dualitéatsprodukts, so ergibt sich das folgende System partieller Differentialgleichun-
gen.

S 6. s o fy( 1) + (w5, s, V) 1) =

jeJ jedJ

=3 S QU ) B i (w D fulet) Vi€ (81)

jeJ keJ
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Fiihren wir die Bezeichnungen
A= (ai,j)igJ,jeJ = (<¢jv ¢i>WXW')i€J,j€J

Tl = (ﬂivj)iejd‘ej = (<Ul¢j7 ¢i>WXW’)Z‘€J7J‘€J 5 l= 1, 2, 3
Ci = ((Q(9), ), Vi)wxw) je g pes» VI EJ
f=(f)jes
a(f) = (ai(f));e, = (F7Cif) i € J
ein, so erhalten wir fiir (8.1)

3

0 0
Ao £ 1)+ > Tla—xlf(:c, t) = q(f).

Ist J endlich, und kénnen wir durch geeignete Wahl der ¢;, 7 € J und v, ¢ € J gewéhr-
leisten, dafl A invertierbar ist und die Fluimatrizen T;A ! nur reelle Eigenwerte besitzen,
so wiirden wir durch die Variablentransformation u = Af ein hyperbolisches partielles
Differentialgleichungssystem in x und ¢ mit konstanten Koeffizienten erhalten. Es wiirde
dann

f(z,1) +ZT18—$IA 'Af(z,t) = q(A1Af)

Qu (z,t +ZT1A 1iu(yc t)= (u"(A™H)TC;A 'u)

o o ieJ (8.2)

gelten, und wir kénnten auf (8.2) die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren anwenden.
Die hier auftretenden Matrizen héngen nur von der Geschwindigkeit v ab, sie kénnten
analytisch oder numerisch fiir einmal gewéhlte Ansatz- und Testfunktionen in einem
Preprocessing-Schritt berechnet und abgespeichert werden. Da fiir die ENO-Roe- und
WENO-Roe-Verfahren die Eigenwerte von T;A~! benétigt werden, miiiten auch diese zu-
vor berechnet werden. Es sind demnach solche Ansatz- und Testfunktionen zu wéhlen, die
die Berechnung dieser Eigenwerte analytisch oder numerisch zulassen. Natiirlich miifite
auch die Anfangsbedingung und die Randbedingung noch in derselben Form beziiglich
des Dualitatsproduktes derselben Ansatz- und Testfunktionen geschrieben werden. Der
Hauptvorteil eines solchen Algorithmus wére, dafl kein Operator-Splitting benotigt wiirde,
und die aufwendigen Berechnungen des Kollisionsintegrals numerisch fiir jede Kombina-
tion von Ansatz- und Testfunktionen nur einmal berechnet werden miiiten und dann
gespeichert werden konnten. Mit einer Datenbank fiir verschiedene Wahl von Ansatz-
und Testfunktionen und Dimension des Problems konnten die benotigten Werte, einmal
berechnet, immer wieder aus dieser ausgelesen werden. Dies wiirde eine erhebliche Be-
schleunigung der Berechnungen bewirken.
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