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Kapitel 1

Einleitung

... €5 1st von einer gewdohnlichen Seifenblase viel mehr zu lernen,
als Menschen, die nur damit spielen, zumeist vermuten. “
(Sir Charles Vernon Boys, [Bo, S. 19])

1.1 Herkunft des isoperimetrischen Problems

Eines der einfachsten und faszinierensten Spielzeuge fiir kleine Kinder ist
wohl der Klassiker , Pustefix“. Schillernde Seifenblasen, an denen man sich
kurze Zeit erfreuen kann und die dann wieder dem Sprichwort geméf zerplat-
zen. Dieses Naturphénomen und die Erforschung durch Kinder ist bereits auf
alten etruskischen Vasen dargestellt (siche [HT, 5]). Nicht nur bei Seifenbla-
sen, auch bei Einzellern, bei in Ol schwebenden Wassertropfen und vielen
weiteren Beispielen aus der Natur ist die isoperimetrische Eigenschaft der
Kugel zu erkennen:

Die Kugel hat unter allen Koérpern des gleichen Volumens die geringste
Oberflache.

Ebenso gibt es die isoperimetrische Figenschaft des Kreises:

Unter allen ebenen Figuren gleichen Flécheninhalts hat der Kreis den ge-
ringsten Umfang.
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Vom Wortursprung aus dem Griechischen her bedeutet isos gleich und pe-
rimetron Umfang. Gesucht ist beim isoperimtrischen Problem somit unter
allen Figuren gleichen Umfangs die mit gréfftem Flédcheninhalt. Das in der
Ebene duale Problem ist unter allen Figuren gleichen Flacheninhalts die mit
kleinstem Umfang zu finden.

Eine Verallgemeinerung dieses Problems, welches ganz natiirlich in der Praxis
auftaucht, ist auf alten Stadtpldnen zu erkennen. Der Stadtkern ist oftmals
innerhalb einer runden Stadtmauer zu finden, es sei denn, die Stadt liegt
an einem groflen Fluss oder einem Gewésser. In diesem Fall hatte man eine
natiirliche Begrenzungslinie, die keine Baukosten verursachte und ebenfalls
oft gut zu verteidigen war.

Oder denken wir an den so alltéglichen Vorgang des Geschirrspiilens. Unter
optimalen Bedingungen kénnen wir einzelne Seifenblasen auf der Wassero-
berflache finden, die sich, wenn sie nahe genug an den Rand kommen, dort auf
einmal ,,andocken“. Dabei entsteht aus einer ungefihren Halbkugel eventuell
eine Viertelkugel (je nach Form des Spiilbeckens). Auch in Glédsern lassen
sich beim Spiilen faszinierende Formen von Seifenblasen entdecken, die von
Ecken regelrecht , angezogen® zu sein scheinen.

Dies motiviert bereits, die Frage nach einem optimalen Gebiet (also der Sei-
fenblase) nicht nur in der Ebene oder dem Raum zu stellen, sondern auch
in einer Halbebene bzw. einem Halbraum (vgl. Wasseroberflidche) oder so-
gar moglichst allgemeinen Gebieten (vgl. die Seifenblase in einem beliebigen
Glas). Dabei wird nur der Teil des Randes gemessen, welcher im Innern der
Menge liegt, analog zur Stadtmauer die nicht am Fluss entlang gebaut wurde.

1.2 Der Inhalt der Arbeit

Das Hauptziel besteht darin, die Existenz isoperimetrischer Gebiete im Pa-
raboloid zu zeigen und damit ein Ergebnis von Benjamini und Cao aus dem
Jahr 1996 in natiirlicher Weise auf eine hohere Dimension zu verallgemeinern.
Dies wird erreicht, indem die Existenz in einer groflen Klasse von Mengen ge-
zeigt wird, zu der insbesondere das Paraboloid dazugehort. Daneben werden
auch einige Resultate von Ritoré und Rosales aus dem Jahr 2004 mitbehan-
delt.
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1.3 Der Aufbau der Arbeit

Das Kapitel 2 wird zunéchst einen kurzen Uberblick iiber das isoperimetri-
sche Problem in der Geschichte geben, angefangen vom ersten Beweisversuch
durch Zenodorus bis hin zum ersten vollstdndigen Beweis durch Weierstraf.
Mit Hilfe der Theorie der Mengen von endlichem Perimeter wird danach das
isoperimetrische Problem exakt formuliert werden. Im Anschluss an eine kur-
ze Darstellung zweier verwandter Probleme werden wir dann viele Beispiele
kennenlernen, wie isoperimetrische Gebiete aussehen kénnen bzw. in welchen
Féllen die Gestalt noch weitgehend ungeklért ist. Insbesondere werden wir
auch feststellen, dass bereits die Existenz isoperimetrischer Gebiete in unbe-
schrankten Mengen in den meisten Féllen noch vollig unklar ist.

In Kapitel 3 behandeln wir erneut Beispiele. Im Unterschied zum vorherigen
Kapitel betrachten wir aber nur unbeschréankte Mengen, in denen keine iso-
perimetrischen Gebiete existieren. Die jeweils ausgenutzte Eigenschaft, um
die Nicht-Existenz zu beweisen, gibt uns dann Hinweise auf mégliche Vor-
aussetzungen fiir die Existenz von isoperimetrischen Gebieten. Deshalb tragt
dieses Kapitel auch das Wort Heuristiken im Titel; denn daraus stellen wir
Vermutungen an, welche Forderungen wir an die Mengen stellen sollten.

In Kapitel 4 werden wir die Hinweise aus dem vorherigen Kapitel aufgreifen,
indem wir zwei geometrische FEigenschaften formulieren, die von den Ge-
genbeispielen nicht erfiillt wurden. Der sich anschlieBende Existenzsatz wird
dann zeigen, dass dies in der Tat bereits geeignete Eigenschaften sind, um
auf isoperimetrische Gebiete schliefen zu konnen.

In Kapitel 5 wird zum Abschluss dann nochmal ein etwas genauerer Blick auf
das Paraboloid geworfen. Insbesondere werden einige Regularitétsaussagen
bewiesen wie Beschranktheit und Abschéatzungen an den topologischen Typ.

In Kapitel 6 wird nur eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse in Deutsch
und Englisch gegeben.

Im Anhang A werden grundlegende Eigenschaften von BV-Funktionen und
Caccioppoli-Mengen zusammen getragen. Insbesondere wird dort ein spezi-
eller Approximationssatz diskutiert, welcher in der géangigen Literatur nur
selten zu finden ist.
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Der Anhang B schliellich behandelt bereits bekannte Regularitétssidtze aus
der Literatur. Durch eine genaue Analyse der Beweise werden wir erkennen,
dass diese teilweise in einer viel grofleren Allgemeinheit gelten, als sie meist
formuliert werden.

1.4 Danksagung

Ich mochte an dieser Stelle zuerst Herrn Prof. Dr. Michael Griiter nennen, un-
ter dessen Anleitung ich die Ergebnisse dieser Arbeit fand. Ich danke ihm fiir
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Literatur fiithrten. Leider hat er die Fertigstellung der Ausarbeitung nicht
mehr miterleben kénnen.

Ich danke Herrn PD Dr. Michael Bildhauer, der mich danach weiter betreute,
sowie Herrn Prof. Dr. Martin Fuchs.

Ebenso gilt mein Dank Frau Christa Peters, die mir nicht nur bei Fragen zu
ETEX, sondern in vielen Situationen an der Universitédt geholfen hat. Frau
Dr. Alice Keller und Herrn Roland Miiller gilt mein besonderer Dank fiir
Hilfe in vielen Fragen zur deutschen Rechtschreibung.

Am Schluss, aber wie es so schon heifit: nicht zuletzt, gilt mein Dank auch
meiner Familie und meinen Freunden, ganz besonders Hildegard.



Kapitel 2

Das isoperimetrische Problem

In diesem Kapitel werden wir zunéchst einen Blick auf die Geschichte des iso-
perimetrischen Problems werfen, insbesondere auf den ersten Beweisversuch
im antiken Griechenland. Danach werden wir das Problem mathematisch ex-
akt formulieren, wobei es fiir uns ,,das® isoperimetrische Problem gar nicht
geben wird, sondern immer das isoperimetrische Problem fiir ein konkret ge-
gebenes Gebiet. Nach einem kurzen Exkurs iiber zwei verwandte Probleme
behandeln wir danach viele Beispiele, in denen das isoperimetrische Problem
jeweils mehr oder weniger vollstindig gelost ist.

2.1 Die Geschichte

Einer der Ersten, der sich mit einem Beweis der isoperimetrischen Eigen-
schaft von Kreis bzw. Kugel beschéftigte, war der griechische Mathematiker
Zenodorus, der etwa 200 bis 140 v.Chr. gelebt hat (siehe [CR]). Sein Aufsatz
, Uber isometrische Figuren® ist leider nicht erhalten, wird aber von Pappus
(etwa 290 bis 350 n.Chr.) in seinen acht Biichern ,,Synagoge® (zu deutsch et-
wa ,Sammlung®) zur griechischen Geometrie aufgegriffen. Demnach bewies
Zenodorus:

Unter allen Polygonen gleichen Umfangs und gleicher Seitenzahl hat das
requldre Polygon den gréfsten Flicheninhalt. Der Kreis hat einen gréfieren
Flacheninhalt als jedes requldre Polygon mit gleichem Umfang.

5



6 Das isoperimetrische Problem

Die Kugel hat grofieres Volumen als jeder regelmdafige Korper gleicher
Oberfliche. Von zwei verschiedenen regelmdf$igen Kérpern gleicher Ober-
fliche hat der mit der grofieren Seitenzahl das grifsere Volumen.

Dabei sind die regelméfBigen Korper natiirlich die fiinf platonischen Korper
Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder.

Leider hatte der Beweis eine Liicke, die erst Weierstrafl im 19. Jahrhundert
schlieflen konnte.

Der zweite Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft des Kreises in der Ebe-
ne wurde im Jahr 1842 von J. Steiner (siche [Ste]) verdffentlicht. Auch in
diesem Beweis gab es eine erst Jahre spéter erkannte Liicke: Die Existenz
einer Losung wurde angenommen, aber nicht bewiesen. Erst als erkannt wur-
de, dass Variationsprobleme im Allgemeinen keine Losung besitzen miissen,
wurde diese Liicke geschlossen, so dass der erste vollstdndige Beweis fiir die
isoperimetrische Eigenschaft des Kreises auf Weierstrafl und fiir die Kugel auf
H.A.Schwarz zuriickgeht (siehe [Sch]). Alle diese Beweise beinhalten bereits
Verfahren, die sich im Laufe der Zeit als sehr niitzlich erwiesen: Symmetrisie-
rungen. Damit war das isoperimetrische Problem in der Ebene und im Raum
vollstandig gelost.

2.2 Die exakte Fragestellung

Bisher wurde meist von Flacheninhalt und Volumen gesprochen: Zu gege-
benem Volumen wurde ein Gebiet in unserer gegebenen Menge () gesucht,
dessen Lebesgue-Mafi L" gerade dem vorgegebenen Volumen und dessen
Flicheninhalt "' des Randes innerhalb von () minimal ist. Diese Begriffe
sind jedoch zunéchst in ihrem engen klassischen Verstdndnis ungeeignet, da
die richtigen Konvergenzbegriffe dazu fehlen.

Als geeigneter Kontext haben sich insbesondere die Mengen von endlichem
Perimeter oder Caccioppoli-Mengen erwiesen. Eine kurze Zusammenstellung
der wichtigsten Eigenschaften findet sich im Anhang A.

Die korrekte Formulierung des isoperimetrischen Problems zu einer gegebe-
nen Menge (2 ist daher fiir uns:
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Es sei 2 C R” offen. Eine Lésung des isoperimetrischen
Problems zum Volumen V mit V' € [0, L™(2)] ist eine Men-
ge E C Q mit L"(E) =V und

Definition 2.2.1. FEine Menge E C ) dieser Gestalt, dass heifit mit

LME) =V und
[10oel= it [ Do,

9 L (H)=V ¢

heifst isoperimetrisches Gebiet zum Volumen V' in €.

Bemerkung 2.2.2. Betrachten wir zunéchst einmal eine offene und be-
schrinkte Menge 2 C R"™ mit Lipschitz-Rand, und ein V' € [0,L"(Q)]. Zu
einem beliebigen Punkt y € Q betrachten wir die Kugeln B, (y) N 2. Deren
Volumen wachst monoton und stetig mit dem Radius. Daher gibt es eine Ku-
gel Br(z)N$2 mit Volumen V. Diese hat endlichen Perimeter, das Infimum in
der Definition besitzt also einen endlichen reellen Wert. Daher existiert eine
Minimalfolge von Caccioppoli-Mengen (vgl. Bem. 2.2.4) Ey, mit L"(Ey) =V

und
/|Ds0Ek| — = nf /|D¢H|-
0 L(H)=V &

Nach A.1.10 gibt es eine in L'(Q) konvergente Teilfolge, also eine Menge F
mit ¢p, — ¥E und L"(E) = V. Nach A.1.6 ist [ |Dyp| < I, somit also

J |Deg| = I und die Menge E ist ein isoperimetrisches Gebiet zum Volu-
Q

men V.
Wenn wir nun die Beschranktheit von €2 nicht mehr fordern, dann gilt die
obige Argumentation nur noch lokal. Wir finden also eine Menge E mit

[ |Dog| < I, aber es konvergiert ¢p, —— @p nur noch in Li .(Q2)! So-
Q

k—oo loc
mit ist nur L"(E) <V, und die Argumentationskette bricht an dieser Stelle
ab.
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Der Fall einer unbeschrinkten Menge € ldsst sich also nicht mit der direk-
ten Methode der Variationsrechnung behandeln, denn unsere Schwierigkeit
besteht genau darin, zu zeigen, dass L"(F) =V gilt.

Bemerkung 2.2.3. Wie wir im Folgenden noch sehen werden, sind die iso-
perimetrischen Gebiete im ganzen R" die Kugeln. Aber beispielsweise die
Menge

By(0) U G{(i,0,0, ..,0) eR"}

unterscheidet sich von der Menge B;(0) weder in Volumen noch in Perime-
ter, ist also ebenfalls nach unserer bisherigen Definition ein isoperimetrisches
Gebiet. Mit einem isoperimetrischem Gebiet erhalten wir daher eine Vielzahl
solcher Gebiete, die sich von dem gegebenen nur auf Nullmengen unterschei-
den. Dies mochten wir eingrenzen, um Mengen wie die obige auszuschlieflen.
Aufgrund von A.1.14 fordern wir fiir isoperimetrische Gebiete daher immer,
dass sie in der Form der dort beschriebenen fquivalenten Menge F gegeben
sind, dass also

0 < L"(EN B,(x)) < L™(B1(0))p" (2.1)

gilt fiir alle x € OF und alle p > 0.

Allerdings ist damit noch keine Eindeutigkeit gegeben in dem Sinne, dass
sowohl die Menge B;(0) als auch die Menge B;(0) diese Bedingung erfiillen,
eine Mehrdeutigkeit, die wir aber zulassen werden. &

Bemerkung 2.2.4. In der Formulierung des isoperimetrischen Problems
kann man sich ohne Einschrinkung direkt auf den Fall zuriickziehen, dass
sowohl E als auch H Caccioppoli-Mengen sind. Fiir eine Menge H ist dies
sofort klar, da andernfalls der Perimeter unendlich wird. Um einzusehen, dass
auch E endlichen Perimeter hat, geniigt es, eine einzige Caccioppoli-Menge
des erforderlichen Volumens anzugeben. Dazu betrachtet man die Kugeln
vom Radius » um den Nullpunkt und schneidet diese mit 2. Das Volumen
dieser Mengen ist damit eine monotone und stetige Funktion, die von Null
gegen L"(Q)) wichst, insbesondere existiert eine solche Menge, die Volumen
V' hat. Diese Menge ist somit eine zuléssige Menge endlichen Perimeters fiir
die rechte Seite, somit hat F also endlichen Perimeter. &

Bemerkung 2.2.5. Hier und im Folgenden steht Volumen fiir das n-dimen-
sionale Maf} in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit und Fléacheninhalt
fir das (n — 1)-dimensionale Maf. Im Fall des R™ ist das Volumen also
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durch das m-dimensionale Lebesgue-Mafi L™ und der Flacheninhalt durch
das (n — 1)-dimensionale Hausdorff-Mafi H"~! gegeben. Fiir glatte Mengen

wird der Flécheninhalt des Randes von E auch durch den Perimeter [ |Dypgl
R’ﬂ
gemessen, bzw. der Flacheninhalt des Randes von £ im Innern einer Menge (2

wird durch [ |Dpg| gemessen. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich im

Q
Anhang A. &

Bemerkung 2.2.6. Im Rahmen der Regularitétstheorie stellt man spéter
wieder fest, dass fiir die so gefundenen Losungen auch die klassischen Begriffe
wie z.B. Flacheninhalt Sinn ergeben. Wir werden im zentralen Existenzsatz
aber bereits direkt zu Beginn eine Approximation durchfiihren kénnen, so
dass wir mit glatten Mengen operieren und daher auch Begriffe wie z.B.
Flacheninhalt benutzen kénnen. &

Erst im Jahre 1976 wurden von Almgren in [Al], im Rahmen einer weit
allgemeineren Klasse von Problemen, Sétze hergeleitet, die als Anwendung
unter anderem ein Existenzresultat fiir Losungen des isoperimetrischen Pro-
blems beinhalten. Speziell betrachtet Almgren Mengen, die unter Lipschitz-
Abbildungen ein bestimmtes Verhalten zeigen, was neben dem isoperimetri-
schen Problem auf eine Vielzahl geometrischer Variationsprobleme zutrifft.
In dieser Arbeit wurde auch bereits in dem allgemeinen Kontext auf die Frage
nach der Regularitéit eingegangen. Spéter konnten die Ergebnisse im Spezial-
fall des isoperimetrischen Problems fiir die innere Regularitit von Gonzalez,
Massari und Tamanini in [GMT] und fiir die Randregularitét von Griiter
in [Gr2| stark verbessert werden. Insgesamt ergibt sich dabei das folgende
Ergebis (vgl. [Ro2, Thm. 1]):

Satz 2.2.7. Es sei () eine n-dimensionale kompakte Riemannsche Mannig-
faltigkeit (eventuell mit Rand) und Volumen V(). Dann ezistiert fir alle
t zwischen 0 und V() eine kompakte Menge E C  mit Volumen t, de-
ren Rand X = OF wunter allen Mengen dieses Volumens den Fldcheninhalt
minimaert.

Der Rand ¥ ldsst sich zerlegen in eine abgeschlossene singuldre Menge mit
Hausdorff-Dimension mazimal n — 8 und einen requldren Teil, der eine glat-
te eingebettete Hyperfliche mit konstanter mittlerer Krimmung ist. Falls
YN O # & ist, muss X senkrecht auf den Rand auftreffen.
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Bemerkung 2.2.8. Hierbei sind die beiden Fille t = 0 und ¢ = V() nicht
enthalten, da in diesen Féllen das Problem trivialerweise bereits von £ = &
bzw. E = Q gelost wird. Die Randflache ist somit jeweils leer und hat Maf
0.

Aus formalen Griinden, um einige Bedingungen spéter einfacher formulieren
zu konnen, werden wir aber auch diese Félle jeweils einschliefen und sowohl
die leere Menge @ als auch die ganze Menge € als isoperimetrische Mengen
ansehen. &

2.3 Zwel verwandte Probleme

2.3.1 Ein dhnliches isoperimetrisches Problem

Ein in der Formulierung sehr dhnliches Problem besteht darin, nicht [ |Deyl
Q

sondern [ |Dypy| zu minimieren. Fiir eine exakte Definition vergleiche man

Wiederungl] den Anhang A. Geometrisch bedeutet dies — zumindest fiir glatte
Mengen — dass der komplette Flédcheninhalt des Randes der Menge H vom
Funktional gemessen wird, wéhrend in der Formulierung, die uns in dieser
Arbeit interessiert, der Flédchenanteil im Rand der Menge € keine Beriicksich-
tigung findet. Dieses andere Funktional werden wir hier nicht weiter beach-
ten, denn zum einen wird der physikalische Hintergrund von Seifenblasen in
realen Behiltern genau durch unsere Formulierung modeliert. Zum anderen
sind wir spéter insbesondere an Mengen (2 interessiert, die sehr grofie Kugeln
enthalten, so dass die Minimierung von [ |[Depy| trivial wird, da dann die

Losung automatisch eine Kugel ist. Dieseg Problem ist also gerade dann in-
teressant, wenn die Geometrie des Gebietes keine Kugeln des entsprechenden
Volumens zulésst, zum Beispiel ein Einheitswiirfel, der nur Kugeln bis zum
Durchmesser 1 enthélt. Ein physikalisches Problem dazu, das durch dieses
Funktional modeliert wird, wére z.B. ein Luftballon, der in einem Wiirfel
eingequetscht ist.

2.3.2 Der sitzende Tropfen

Nichtkompakte Mannigfaltigkeiten sowie unbeschrinkte Mengen wurden bis-
her sehr wenig untersucht, und es gibt daher auch nur wenige spezielle Ergeb-
nisse. In [Gi2] werden sehr allgemeine unbeschriankte Gebiete €2 behandelt,
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allerdings mit einem zusétzlichen Gravitationsterm der gegen die Richtung
der x,-Achse wirkt, das heifit: minimiert wird in dieser Arbeit nicht allein

der Perimeter [ |Dypg|, sondern das Funktional
Q

F,(E) ::/\D¢E| —l—g/xn(pEdL”—l-/coséngdiH"l.
Q Q o0

Der Randterm enthélt eine weitere physikalische Grofle, den Kontaktwinkel
0. Dieser kann zwar noch als rechter Winkel angenommen werden, so dass
der dritte Term verschwindet, aber die Bedingung g > 0 ist wesentlich, wie
in der Arbeit auch explizit bemerkt wird. Mit dem Gravitationsterm kann
die Existenz eines Minimierers bereits unter sehr einfachen Voraussetzungen
gezeigt werden. Es geniigt, dass

) = epigraphw
ist mit einer reinen Unbeschranktheitsbedingung

w(r) —— oo
Tr— 00
an die Funktion w.
Insbesondere werden wir im néchsten Kapitel an einem Beispiel sehen, dass
dieses Resultat im allgemeinen Kontext ohne Gravitationsterm falsch wird.

2.4 Der euklidische Fall

Wir werden nun zunéchst einige konkrete Beispiele fiir isoperimetrische Men-
gen genauer anschauen. Eine sehr gute Ubersicht iiber den aktuellen Stand
des isoperimetrischen Problems mit vielen Beispielen gibt [Ro2].

Alle Beispiele in diesem Abschnitt sind gegeben durch Teilmengen Q C R"
mit echt positivem Lebesgue-Mafl £™(€2). Die Begriffe Volumen und Fléche
sind also durch £" und H""! gegeben.

2.4.1 Der ganze n-dimensionale Raum

Wie in der Ebene und im Raum sind auch allgemein im R™ die Lésungen des
isoperimetrischen Problems durch n-dimensionale Kugeln gegeben.
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Ein sehr einfacher Beweis benutzt eine Symmetrisierungsmethode von Hsiang
(dargestellt in [Hs] bzw. [Ro2]), dabei wird im wesentlichen gezeigt, dass in
jeder Richtung eine Ebene existiert, beziiglich der die Lésung symmetrisch
ist. Daraus folgt sogleich, dass die Losung eine Kugel ist.

2.4.2 Der Halbraum

Im Fall des Halbraums R} = {(z1,...,2,) : z, > 0} sind die Losungen
durch Halbkugeln gegeben, die auf dem Rand aufsitzen. Ein moglicher Beweis
benutzt wiederum die Symmetrisierungsmethode von Hsiang.

Bemerkung 2.4.1. In diesem und auch im vorherigen Beispiel folgt die
Existenz der Losung nicht aus dem Satz von Almgren in der obigen Versi-
on von Satz 2.2.7, da keine Kompaktheit vorliegt. Die Existenz kann man
in diesen Fillen zum Beispiel beweisen, indem man jeweils eine isoperime-
trische Ungleichung beweist. Da die Kugel beziehungsweise Halbkugel diese
mit Gleichheit erfiillt, stellt sie eine isoperimetrische Menge dar. Nachdem
damit die Existenz gesichert ist, kann aus dem oben erwdhnten Symmetri-
sierungsverfahren die Eindeutigkeit gefolgert werden. <&

2.4.3 Die ,,Platte®

Eine natiirliche Verallgemeinerung des Halbraums ist eine ,,Platte® zwischen
zwei parallelen Ebenen, also ohne Einschrinkung M := R""! x [0,1] C R".
Bei dieser Problemstellung existieren fiir alle Dimensionen n und alle Vo-
lumina V' Losungen, wiederum mit Hilfe der Symmetrisierungsmethode von
Hsiang. Fiir n < 8 ist die Losung in Abhéngigkeit vom Volumen V' ent-
weder eine Halbkugel oder ein Zylinder. Fiir n > 10 treten bei gewissen
Volumenwerten auch Unduloide, also Rotationsflachen konstanter mittlerer
Kriimmung ungleich Null, als Losung auf. Im Fall n = 9 ist noch nicht be-
kannt, ob sich die Losungen wie im Fall n < 8 oder wie im Fall n > 10
verhalten.
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Abbildung 2.1: Eine Halbkugel, ein Unduloid und ein Zylinder.

2.4.4 Der Quader

Es sei nun © ein Quader |0, a;[x - - - X]0, a,[ mit den Kantenléngen a; bis a,,.
Hier greift die direkte Methode der Variationsrechnung wie wir in Bem. 2.2.2
sahen, so dass zu jedem Volumen V zwischen 0 und a;as - - - a,, eine entspre-
chende isoperimetrische Menge existiert. Allerdings ist die konkrete Gestalt
nicht bekannt.

Man findet sehr leicht Kandidaten fiir die isoperimetrischen Mengen: den
Schnitt einer Kugel um eine Ecke des Quaders mit dem Quader selbst; ein
Zylinder um eine Quaderkante, der ebenfalls mit dem Quader geschnitten
wird; ein Halbraum der mit dem Quader geschnitten wird. Man kann sich
direkt iiberzeugen, dass in Abhéangigkeit von den konkreten Werten der eine
oder andere Kandidat jeweils wegfillt. Aber es gibt noch weitere Kandida-
ten, die als Graphen iiber den Seitenflichen gegeben sein miissen und diese
konnen nicht ausgeschlossen werden. In der Arbeit [Ri] beweist Ritoré im Fall
n = 3, dass die Losung zu einem der Typen aus Abbildung 2.2 gehort. Selbst
im Falle eines dreidimensionalen Einheitswiirfels, das heifit a; = as = a3z =1,
ist die konkrete Gestalt noch nicht fiir alle Volumina bekannt.
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Abbildung 2.2: Kandidaten fiir isoperimetrische Mengen im Quader

2.4.5 Die Kugel

Im Fall der Kugel ist das isoperimetrische Problem vollstandig gelost (siehe
[BS] oder [Ro2]). Die Losungen sind in dem Fall die Halbkugel fiir das halbe
Volumen und das von einer senkrecht auftreffenden Kugelkappe begrenzte

Gebiet sonst.
‘ SQ

A

Abbildung 2.3: Die Kugel mit einem von einer Kugelkappe begrenzten iso-
perimetrischen Gebiet.

Hier mufl man bereits im Fall n = 3 weitere Kandidaten ausschlieffen, die zum
Beispiel topologisch vom Typ des Kreisrings sind. Danach folgt die Aussage
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relativ leicht durch zunéchst ein Symmetrisierungsargument und anschlie-
Benden Vergleich mit einer geeigneten Kugel.

2.4.6 Der Kegel

Die ersten Resultate zu isoperimetrischen Gebieten in unbeschrinkten und
gekriimmten Mengen wurden 1990 von Lions und Pacella fiir konvexe Ke-
gel in [LP] und 2004 von Ritoré und Rosales fiir beliebige Kegel in [RR3]
verdffentlicht:

Abbildung 2.4: Ein konvexer Kegel M; mit Offnungswinkel o und ein allge-
meiner Kegel M,.

Satz 2.4.2. Es sei M C R" ein Kegel iiber einer glatten und offenen Menge
C C S™ L. Dann existieren entweder isoperimetrische Gebiete zu jedem Vo-
lumen V' oder es existieren zu keinem Volumen V' isoperimetrische Gebiete.

Eine konkrete Anwendung iiber Mengen, in denen isoperimetrische Gebiete
existieren, ist:

Satz 2.4.3. Fs sei M C R" ein Kegel iiber einer glatten und offenen Menge
C C S" ! mit HH(CO) < HY(S"1) /2. Dann existiert fiir alle V> 0 ein
isoperimetrisches Gebiet in M.
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Im Fall von Kegeln M kann man Mengen skalieren. Die Abbildung

S)\ZRnﬁRn

T = AT
bildet eine Menge A C M wieder auf eine Menge SyA C M ab mit Volumen

L7(SyA) = A"L"(A)

/ Dpsa] = A / Dpal.
M M

Damit kann das isoperimetrische Profil

und Perimeter in M

Ly (V) := inf /|Dng\ . EC M, LY(E)=V
M

des Kegels M bis auf einen Faktor explizit bestimmt und mit dem des Halb-
raums verglichen werden.

2.5 Der nicht-euklidische Fall

Auch im Folgenden betrachten wir eine Menge €2 C R", allerdings besitzt
diese nicht mehr ein positives Lebesgue-Mafl L", sondern ist als niederdi-
mensionale Mannigfaltigkeit gegeben. Die Begriffe Volumen und Fléche ste-
hen hier fiir die entsprechenden Mafle auf der Mannigfaltigkeit.

Das erste Ergebnis fiir isoperimetrische Gebiete in gekriimmten unbeschrénk-
ten Mannigfaltigkeiten wurde 1996 von Benjamini und Cao erzielt (siehe

[MHH]):
Satz 2.5.1. Auf dem Paraboloid
Q:={(r,y,2) : z=2>+1y°} CR?

hat unter allen Gebieten vorgegebenen Fldacheninhalts das von einem rotati-
onssymmetrischen Kreis berandete den geringsten Umfang.
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Abbildung 2.5: Das Paraboloid mit einem isoperimetrischen Gebiet

Der Beweis benutzt eine Verallgemeinerung der Bol-Fiala Ungleichung
L? > 41 A — KA.

Hierbei ist L die Lénge der Kurve und A der umrandete Flécheninhalt; zudem
liegt: die Kurve in einer Fliache S mit Gauflscher Kriimmung K < K. Mit
Hilfe der Formel von GauB-Bonnet wird diese Ungleichung verallgemeinert
7u

A
L2>dn(y —c+ 1) — 2/G(t)dt,
0

wobei nun ¢ die Anzahl der Komponenten und yx die Euler-Charakteristik
des umrandeten Gebiets ist. Die Funktion G(t) ist das Supremum der Total-
kriimmung iiber allen Gebieten mit Fléacheninhalt ¢. Der obige Satz léasst sich
dann auf die allgemeinere Situation einer vollstdndigen, rotationssymmetri-
schen Fléche mit monoton fallender Gauflscher Kriimmung iibertragen. Eine
Ubertragung des Ergebnisses auf hohere Dimensionen scheitert bereits am
Fehlen sowohl einer entsprechenden Ungleichung als auch einem Analogon
zum Satz von GauB-Bonnet.
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Bemerkung 2.5.2. Dieses Beispiel stellt in gewisser Weise den roten Faden
fiir die Fragestellung der Arbeit dar. Denn das zentrale Ziel besteht darin die
Existenz isoperimetrischer Gebiete im vollen Paraboloid

{(z,9,2) : z>2% + 4%} C R

zu zeigen. Wichtig ist es zu beachten, dass wir fiir das volle Paraboloid wieder
im euklidischen Fall sind. &



Kapitel 3

Beispiele und Heuristiken

In diesem Kapitel werden wir an drei einfachen Beispielen die besondere
Problematik unbeschrankter Mengen erkennen. Zunéchst werden wir sehen,
dass sich unsere Situation fundamental vom ,,Gravitationsfall* aus [Gi2] un-
terscheidet, indem wir eine Menge angeben, die viele ,, Ausstiilpungen® be-
sitzt, welche die Existenz von Losungen verhindern. In einem zweiten Beispiel
werden wir erkennen, dass auch ein ,,immer flacherer“ Rand, der also keine
solchen ,, Ausstiilpungen“ wie im ersten Beispiel zuldsst, keine Garantie fiir
die Existenz isoperimetrischer Gebiete bietet. In einem dritten und letzten
Beispiel sehen wir schliellich, dass alleine Bedingungen an den Rand nicht
ausreichen koénnen, indem wir einen Blick auf die Parabel werfen und versu-
chen isoperimetrische Gebiete im AuBern zu finden. Fiir dieses Beispiel ist
es natiirlich wichtig erneut darauf hinzuweisen, dass Ziel dieser Arbeit die
Existenz isoperimetrischer Gebiete im Innern des Paraboloids ist.

3.1 Epigraphen

In der Arbeit [Gi2] wurde explizit auf die Notwendigkeit des Gravitations-
terms in den dortigen Ergebnissen hingewiesen (vgl. Abschnitt 2.3.2). Es
stellt sich daher die Frage, ob es iiberhaupt fiir die Existenz einer Losung
ausreichen kann, wenn wir eine Menge

Q) = epigraphw = {(z1,...,x,) € R" : x,, > w(xy,...,2-1)}
allein mit der Zusatzannahme

w(z) —— oo (3.1)

19
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betrachten, was im dortigen Fall bereits die Existenz von Minimierern im-
pliziert. In unserem Fall konnen wir direkt ein Gegenbeispiel konstruieren,
dazu betrachten wir die Funktion

w(z) := 2|z| + |z|sin(z?)

auf der reellen Achse.

| 20+ |

Abbildung 3.1: Der Graph von w.

Die Idee bei der Entwicklung des Gegenbeispiels war es, eine Menge mit vie-
len Vertiefungen zu finden, so dass ein konstantes Volumen (hier: Fliche)
durch immer kleiner werdenden Flécheninhalt (hier: Randlédnge) abgeschlos-
sen werden kann. Um dieses einzusehen, bemerken wir, dass der Graph im
ersten Quadranten die Gerade mit der Steigung 2 unendlich oft schneidet,
und zwar fiir 7, = Vkn (k € N) im Punkt Py (2, 22;). Die Verbindungslinie
zwischen P, und P ist fiir ungerades k ganz in () enthalten und hat Lénge

APy, i) = V5 (v + D)x = Vir ) —— 0.
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Die Fliache zwischen der Verbindungslinie und dem Graphen ist

(k+1)7

Ay =— / x sin(2?)dx

Vkn

_ E cos(xZ)}

v/ (k+1)7
VEr

Somit kénnen wir zum Flacheninhalt 1 Mengen mit dieser Fldche und be-
liebig kleiner Randlédnge finden. Durch mehrere entsprechende Mengen und
andere geeignet gewéhlte Verbindungslinien gilt dies natiirlich auch fiir jeden
anderen Flacheninhalt. Damit ist

ot [ 1Dgul =0
Q

LT (H)=V

fiir jedes Volumen V', und es kann aufler der leeren Menge keine nichttrivialen
isoperimetrischen Gebiete geben.

Es geniigt also nicht Epigraphen zu betrachten, die im Unendlichen gegen
Unendlich konvergieren. Wenn die Menge immer ldngere ,, Ausstiilpungen®
hat, in denen ein festes Volumen mit immer kleinerem Fldcheninhalt unter-
gebracht werden kann, so existiert keine Losung.

Bemerkung 3.1.1. Der wesentliche Unterschied zur Arbeit von Giusti liegt
darin, dass bereits aus der Bedingung (3.1) und dem mittleren Term

Q

im dort untersuchten Funktional (vgl. 2.3.2) eine a-priori-Abschétzung an
die Hohe, d.h. z,, folgt und damit Minimalfolgen automatisch gleichméfig
beschrankt sind. &
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3.2 Mengen mit flachem Rand

Um solche Ausstiilpungen wie an der Menge im obigen Beispiel zu vermeiden,
betrachten wir nun eine Menge, deren Rand sogar asymptotisch flach ist.
Dabei bedeutet asymptotisch flach, dass die Metrik der Fléache schnell gegen
die euklidische Metrik konvergiert, genauer:

Definition 3.2.1. [SY, 217] Eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit
(M, g) heifit asymptotisch flach von Ordnung 7, wenn M = My U My ist,
wobei My kompakt ist und M., diffeomorph ist zu R" \ Bgr (R > 0) und fir
das durch den Diffeomorphismus gegebene Koordinatensystem {y'} gilt

9ij = 0 + O([y|™7), Ogi; = i + O(ly| ™), OkOigs; = 6i; + O(ly| ™ 2).

Bemerkung 3.2.2. Wir werden im Folgenden einen anderen Flachheits-
begriff, den der geometrischen asymptotischen Flachheit, definieren, die hier
gegebene Definition asymptotischer Flachheit werden wir nicht weiter benoti-
gen. &

Es sei

1
Q= {(:c,y) x> 1,y < ;} U B 5(0) C R

1
0.5

'°'§§ R R BRRRET:
_17/

Abbildung 3.2: Die Menge 2 mit asymptotisch flachen Rand

In dieser Menge (2 betrachten wir nun das Gebiet
Eup :=QNJa,b] x R.
Die Flache von E,, betragt fir 1 < a <b

L2(Ey) = 2 (In(b) — In(a)),
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strebt also gegen unendlich bei jedem festen Wert a, wenn b beliebig grof
wird. Die Lange der Randkurve in ) betrégt

wird also beliebig klein fiir geniigend grofle a.
Somit hat auch diese Menge keine isoperimetrischen Gebiete.

Bemerkung 3.2.3. Der Rand der hier betrachteten Menge ) ist als glatte
eindimensionale Menge natiirlich asymptotisch flach, jedoch ist dieser Begriff
erst fiir Dimension n > 2 von wirklicher Aussagekraft.

Das Beispiel lésst sich jedoch in einfacher Weise auf hohere Dimension ver-
allgemeinern: Zum Beispiel kénnen wir  x R C R?® betrachten. Bei dieser
Menge untersuchen wir aus der Menge () herausfithrende Zylinder in Rich-
tung y-Achse um P(z,0,0) mit Radius r. Eine gleichzeitige Skalierung von
dem Wert 2 um den Faktor 2 und dem Radius r um den Faktor v/2 wird das
Volumen in etwa konstant lassen (Grundflache verdoppelt sich, die ,,mittle-
re“ Hohe halbiert sich) wihrend sich die Oberflache des Mantels um einen
Faktor /2 verringert (Umfang wéchst nur linear, also mit V2, die ,,mittlere*
Hohe halbiert sich). &

Eine reine Flachheitsbedingung an den Rand geniigt also auch nicht. Wenn
Randpunkte, die im Rand weit auseinander liegen, sich in der Menge beliebig
nahekommen kénnen, kann dazwischen auch Volumen mit immer geringerem
Aufwand an Fldcheninhalt eingesperrt werden.
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3.3 Mengen mit flachem Rand und Abstands-
bedingung

Betrachten wir als letztes Beispiel

Q:={(z,y): y < 2*} C R

Diese Menge hat wiederum einen asymptotisch flachen Rand. Zusatzlich
sind aber auch zwei Randpunkte P;, P, die im R? nahe beieinander liegen,
auch im Rand nahe beieinander. Dazu beachten wir, dass die Entfernung im
Rand gegeben ist durch die Linge der Randkurve zwischen Pj(zy,z?) und
Py (29, 73) (0.E. sei 1 < 1), also

daQ(Pl,PQ):/\/1+4t2dt§/1+2tdt
1

1

= (l’g — 1‘1) + (ZL‘% — l‘%) S dRQ(Pl,PQ) +d]§2(P1,P2).

Abbildung 3.3: Die Menge 2 als Subgraph der Normalparabel.

Nehmen wir an, dass £ C () ein isoperimetrisches Gebiet zum Volumen
V' > 0 sei. Nach den Regularitétsergebnissen von [GMT] und [Gr2], vgl. Satz
B.2.3, ist die Randkurve dann regulér, hat konstante Kriimmung und trifft
senkrecht am Rand auf. Somit ist sie als ebene Kurve eine Gerade oder ein
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Kreisbogen. Da sie zusammen mit der Parabel ein endliches Volumen ein-
schlieBt, muss die Randkurve folglich aus einem oder mehreren Kreisbogen
bestehen.

Betrachten wir nun einen einzelnen solchen Kreisbogen und das von ihm und
der Parabel umschlossene Gebiet E’. Der Kreisbogen treffe in den beiden
Punkten P; und P, auf. Da die Menge R? \ 2 strikt konvex ist, liegt die
Verbindungsstrecke auflerhalb von 2. Durch Hinzunahme des Gebietes zwi-
schen dieser Verbindungsstrecke und der Parabel wird der Flécheninhalt also
echt grofler. Zugleich hat die Menge beziiglich des Halbraumes, in dem sie
liegt (die Gerade durch die Punkte P; und P» zerlegt den R? in zwei ent-
sprechende Halbraume), aber den gleichen Perimeter, niamlich die Lénge des
Kreisbogens. Damit muss die Menge E’ einen echt kleineren Flacheninhalt
haben als ein Halbkreis mit gleicher Randldnge des Kreisbogens. Dement-
sprechend hat auch das gesamte Gebiet E einen echt kleineren Flécheninhalt
als ein einziger Halbkreis mit | |D¢p| als Linge des Kreisbogens. Dem Halb-

Q

kreis kann man sich aber beliebig gut anndhern, wenn man Punkte P, und
P, sehr weit auflen betrachtet. Die Menge F kann also kein isoperimetrisches
Gebiet sein.

Auch bei einer Flachheitsbedingung zusammen mit einer Bedingung an den
Rand muss es also noch keine isoperimetrischen Gebiete geben. In diesem Fall
hier hat die Kriimmung nach innen es verhindert, dass ,,bessere“ Mengen als
der Halbkreis existieren.






Kapitel 4

Formulierung und Beweis des
Existenzsatzes

Nachdem wir in dem vorherigen Kapitel Beispiele gesehen haben, in denen
keine isoperimetrischen Gebiete existieren kénnen, werden wir zunéchst zwei
geometrische Bedingungen formulieren, die gerade solche Beispiele wie zu-
vor ausschlielen. Dies wird zum einen eine Flachheitsbedingung sein, die auf
eine Art allgemeiner als der Begriff der asymptotischen Flachheit ist, ande-
rerseits aber dennoch stérker, indem weit entfernte Randpunkte nicht nahe
zusammenkommen konnen. Der zweite Begriff ist die Volumenvergleichsbe-
dingung, die u.a. eine Aussage dariiber macht, dass die Menge {iberhaupt
Gebiete enthalten muss, die besser als Halbkugeln sind. Fiir das Paraboloid
werden wir uns direkt iiberzeugen, dass beide Bedingungen von dieser Menge
erfiillt werden. Im anschlieSfenden Beweis werden wir zeigen, dass diese bei-
den Bedingungen mit sehr geringen Regularitédtsbedingungen an den Rand
der Menge bereits geniigen, um die Existenz isoperimetrischer Gebiete zu
sichern.

4.1 Definitionen und Vorbemerkungen

Definition 4.1.1. Fine offene Menge €2 C R™ heifst geometrisch asympto-
tisch flach (bis zum Radius R), wenn zu jedem € > 0 ein K > 0 existiert, so
dass gilt:

Zu jedem y € 00 mit |y| > K gibt es ein A € SO(n) und eine stetige

27
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Funktion g : By '(0) = R, |g| < €, so dass
002N Br(y) C y+ Agraphg.

Der Rand einer Menge, die geometrisch asymptotisch flach ist, 1dsst sich somit
lokal bis zum Abstand R von einem Punkt aus als Graph mit geringer Hohe
iiber einer geeigneten Ebene schreiben. Die Existenz einer Tangentialebene
ist nicht gefordert!

Abbildung 4.1: Ein Randpunkt mit dem verschobenen und rotierten Gra-
phen.

Bemerkung 4.1.2. Die Bedingung der geometrischen asymptotischen Flach-
heit impliziert natiirlich keine asymptotische Flachheit des Randes, da kei-
nerlei Differenzierbarkeit vorausgesetzt wird. Die Umkehrung gilt aber auch
nicht ohne weitere geometrische Voraussetzung. Zum Beispiel ist die Menge
2 = R x (0,1) offen, und der Rand besteht aus zwei Geraden, also ist sie
insbesondere asymptotisch flach. Die geometrische asymptotische Flachheit
gilt aber nur bis zum Radius R = 1, da fiir grolere Radien 02 N Br(y) um
einen beliebigen Punkt y € 002 aus mehreren Teilen besteht und sich nicht
mehr als Graph schreiben lésst.

Ebenso ist der Rand der Menge ' := {(:c,y) eR?: |y < Mﬁ} bis auf die

Punkte (0,1) und (0, —1) glatt und asymptotisch flach. Die Menge ist aber
zu keinem Radius R geometrisch asymptotisch flach, da der Rand aus zwei
sich im Unendlichen anndhernden Linien besteht.

Durch Hinzunahme einer weiteren Bedingung wie zum Beispiel einer geeigne-
ten Bogen-Sehnen-Bedingung kann aus der asymptotischen Flachheit die geo-
metrische asymptotische Flachheit gefolgert werden. Aus der Bogen-Sehnen-
Bedingung folgt zunéchst, dass 92 N Br(y) aus nur einem Teil besteht, und
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danach kann der Rand als Graph iiber der Tangentialfliche geschrieben wer-
den. Aus der asymptotischen Flachheit folgt nun die Kleinheitsbedingung an
die Hohe der Funktion. &

Lemma 4.1.3. Das Paraboloid
) = epigraphw = {(xl,:cg,xg) ER? : m3 > w(ry,20) =27 + x2}
st geometrisch asymptotisch flach.

Beweis. Es seien R und € > 0 gegeben. Aufgrund der Rotationssymmetrie
kénnen wir den Randpunkt y ohne Einschrinkung als von der Form (y1, 0, y?)
mit y; > 0 annehmen. Die Tangentialebene im Punkt y ist dann in Punkt-
normalenform gegeben durch

—2y1,0,1
e (—2y1 2) . (p

vV 1+ 4y;
Der Punkt P(y; + hy, ha, (y1 + hi)? + h%), aus dem Rand von €2, hat also von
der Tangentialebene den Abstand Mty und fiir Punkte aus QN B r(Y)

V/1+4y?’

ist der Abstand zur Tangentialebene damit abgeschatzt durch %. Nun
Y1

- (y17 O?iy%)) =0.

wéhlen wir zundchst einmal K so, dass W < € ist.

Uber einem festen Punkt der Tangentialebene kénnen in Normalenrichtung
allerdings zwei Punkte aus dem Rand des Paraboloids liegen. Aufgrund un-
serer speziellen Wahl von y hat maximal einer dieser beiden Punkte eine
positive x1-Koordinate. Daher fordern wir nun auch K > R, somit kann nur
einer der beiden Punkte in 02N Bg(y) liegen und 092N Bg(y) lédsst sich folg-
lich injektiv auf die Tangentialebene projizieren. Damit setzen wir g als die
Hohe des Punktes iiber der Tangentialebene fest und A € SO(3) ist dadurch
bestimmt, dass sie den R? C R? auf die Tangentialebene abbildet.
Da R beliebig war, ist das Paraboloid geometrisch asymptotisch flach zu
jedem Radius R > 0.

O

Definition 4.1.4. FEine offene Menge Q0 C R"™ erfiillt eine Volumenver-
gleichsbedingung zum Volumen Vi, wenn fir alle V' € (0, Vy] und alle iso-
perimetrischen Gebiete E' C Q mit L"(E') = V' <V eine Menge Ey C §)
existiert mit L™"(Ey) =V und

1
/ |Dep, | < H"HOE'NQ) + §%n71<aBZ(V—V’))a
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wobei By _yry eine Kugel mit Volumen 2(V — V') ist.

Bemerkung 4.1.5. Die Menge FEy/, deren Existenz gefordert wird, darf da-
bei eine beliebige Caccioppoli-Menge sein, daher ist das sinnvolle Maf§ fiir
den Rand innerhalb von € der Perimeter. Die Menge E’ ist als festes isope-
rimetrisches Gebiet vorausgesetzt, nach Satz B.1.1 ist daher der Ausdruck
H1(OE' N Q) wohldefiniert und sinnvoll. Der letzte Term schliefllich ist ei-
ne reine Konstante, die nur von der Dimension n und der Volumendifferenz

V — V' abhéngt. O

Bemerkung 4.1.6. In dieser Definition kommen isoperimetrische Gebiete
vor, insbesondere zihlt hier auch die leere Menge dazu, da diese ein isoperi-
metrisches Gebiet zum Volumen 0 darstellt. Dieser, auch bereits an friiherer
Stelle erwdahnte, Sonderfall muss dringend mitbeachtet werden, da in der An-
wendung spéter keine Kontrolle nach unten des Volumens der aufzufiillenden
Menge moglich ist. &

Bemerkung 4.1.7. Hier und im Folgenden werden Kugeln sowohl in der No-
tation B, (0) als auch in der Notation By erscheinen. Das Erste bezeichnet
eine Kugel um den Nullpunkt vom Radius r, mit der i.A. Mengen geschnit-
ten werden, das Zweite eine beliebige Kugel des Volumens V', mit der keine
andere Menge geschnitten wird, sondern deren Oberflichenmaf} als Vergleich
herangezogen wird.
Sofern die Dimension der Kugel nicht direkt aus dem Zusammenhang klar ist,
wird diese ebenfalls als Index angegeben, wie z.B. bei B"~1(0) Cc R*~! C R".
&

Die Volumenvergleichsbedingung zum Volumen V|, bedeutet also, dass vorge-
gebene Mengen immer auf ein gewiinschtes Volumen (maximal V;) aufgefiillt
werden konnen bzw. durch eine neue Menge komplett ersetzt werden kénnen,
wobei der Zugewinn an Randflidche gegeniiber der alten Menge weniger ist, als
bei der Hinzunahme einer Halbkugel mit dem entsprechenden Fehlvolumen.
Bemerkung 4.1.8 (Der Halbraum). Auf den ersten Blick kann man viel-
leicht erwarten, dass der Halbraum selbst eine Volumenvergleichsbedingung
erfiillt. Da die isoperimetrischen Gebiete in diesem Fall vollsténdig bekannt
sind (als Halbkugeln, vgl. 2.4.2) kann man sich in der Tat iiberzeugen, dass
die Ungleichung fiir alle isoperimetrischen Mengen E’ mit L"(E’) > 0 erfiillt
ist. Fiir den Fall der leeren Menge, also zum Volumen 0, haben wir aber
die Gleichheit beider Seiten. Der Halbraum erfiillt somit keine Volumenver-
gleichsbedingung. &
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Abbildung 4.2: Die Menge E’ und drei mogliche Mengen Ey sowie die Ver-
gleichskugel.

Lemma 4.1.9. Die Menge
Q2 = epigraphw = {(z1,...,x,) € R" : x,, > w(xy,...,2-1)}

sei strikt konver und, sofern eine isoperimetrische Menge in ) existiert, sei
diese beschrdnkt. Dann erfillt ) eine Volumenvergleichsbedingung fiir alle
Vo > 0.

Beweis. Das Volumen V' < Vj und die isoperimetrische Menge FEy/ seien
fixiert. Da nach Voraussetzung die Menge FEy- beschréinkt ist, gibt es somit
ein y € R"! und ein 7 > 0 derart, dass mit B := B"(y,w(y)) gilt

BNEy =9

und
L'BNQ) =V — V',

Aufgrund der strikten Konvexitéit von €2 ist der endliche Kegel K mit Spitze
(y,w(y)) iiber 9B N echt in B N Q enthalten und somit ist

H 1 OBNQ) =H"((OK NOB)NQ)
LK)
L(B)
L(BNQ)
Ln(B)

= H""'(0B)

< H"1(0B)

_ H"1(OB)

o BN,
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Da H"1(0B")/L"(B") fiir Kugeln im R™ eine monoton fallende Funktion
des Radius und By v+ C B ist, folgt

H"HOBaw —v))
LBy -v))

1
= 5" (0Bay-v)

H"HOBNQ) < L"(BNQ)

Mit E := Ey U B folgt also die Volumenvergleichsbedingung.
O

Korollar 4.1.10. Das Paraboloid erfiillt die Volumenvergleichsbedingung fiir
alle Vy > 0.

Beweis. Da das Paraboloid strikt konvex ist, miissen wir aufgrund des Lem-
mas nur noch zeigen, dass isoperimetrische Mengen beschrinkt sein miissen.
Es sei also E eine gegebene isoperimetrische Menge. Wir unterscheiden zwei
Félle:

1. Die Menge F ist die leere Menge, diese ist trivialerweise beschrankt.

2. Es sei nun E nichtleer, habe also insbesondere positves Volumen. Nach
5.1.1 erfiillt das Paraboloid somit eine isoperimetrische Ungleichung.
Nach 5.3.1 impliziert diese isoperimetrische Ungleichung bereits die
Beschriinktheit aller isoperimetrischen Gebiete, also ist insbesondere
auch die gegebene Menge E beschriankt. Wichtig ist hier hervorzuhe-
ben, dass sowohl in 5.1.1 als auch in 5.3.1 nur die Existenz einer einzigen
isoperimetrischen Menge vorausgesetzt wird, noch nicht die allgemeine
Losbarkeit des isoperimetrischen Problems im Paraboloid!

Damit folgt die Aussage aus dem vorherigen Lemma. O

Bemerkung 4.1.11. Ein weiteres Beispiel fiir eine Menge ohne Volumen-
vergleichsbedingung ist das Aufiere des Paraboloids. Hierbei ist wiederum
wichtig zu bemerken, dass die leere Menge eine isoperimetrische Menge zum
Volumen 0 ist. &
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Abbildung 4.3: Eine Menge 2, die bereits bzgl. E' = @& keine Volumenver-
gleichsbedingung erfiillt, vgl. 4.1.11.

Lemma 4.1.12. Die offene Menge Q2 C R"™ erfiille die Volumenvergleichs-
bedingung bis zum Volumen Vy > 0, und es sei V & (0,Vp). Fiir festes iso-
perimetrisches E' mit L*(E') = V' < V esistiert ein ¢ > 0, so dass fiir
Ve [f/, Vol und Ey sowie By wie in der Definition

1
/ Den, | < 5O Q) + 90 0By v) —= (A1)
Q

gilt. Das heifst, die Bedingung wird auf kompakten Teilmengen von (0, Vy]
gleichmdfig erfillt.

Beweis. Es sei V€ [V, V] beliebig. Die Menge Q erfiillt die Volumenver-
gleichsbedingung, also existiert eine Menge Ey mit L"(Ey) = V und

/ 1 n—
/ |D§0EV| = 3{"_1(8E N Q) + 59’( 1(8B2(v_v/)) — &y,
Q

wobei Byy_yry eine Kugel mit Volumen 2(V — V') ist und ey > 0.
Es sei nun y € dFy N Q. Wir definieren die Mengen

E, = Fy \ Bm(y) firt <0

und
Et = EV U Bt(l/) fur t > O

Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist immer noch E; C €2, da y € € und
offen ist. Dann ist V' (t) = L"(E;) eine fiir |t| < ¢y streng monoton wachsende
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(vgl. 2.1) und stetige Funktion in ¢ mit V' (0) = V. Fiir den Perimeter von E;
erhalten wir

/ Dop| < / Doy | + H (B (4))-
(9] (9]

Fiir gentigend kleine [t| < 1 ist also

gv
[1Desl < [1Dor)+ 5
Q Q

1 3

=H"YOE NQ) + 59("_1(832(va/)) - %
1

< HHOE NQ) + H T (OBan-vy) - %V

Somit existiert also zu dem beliebigen V' ein € = €y/2 derart, dass in einer
kleinen Umgebung von V die geforderte Ungleichung mit ¢ gilt. Nach der
Heine-Borelschen Uberdeckungseigenschaft existiert somit ein universelles e
wie behauptet. O

4.2 Formulierung und Beweis des Theorems

Theorem 4.2.1. Die Menge Q) C R" sei unbeschrdnkt, geometrisch asympto-
tisch flach, mit Lipschitz-Rand und erfiille die Volumenvergleichsbedingung
bis zum Volumen Vy. Dann ist das Partitionsproblem fir jedes V € [0, V]
losbar, das heifst, es existiert jeweils eine isoperimetrische Teilmenge Ey mit
Volumen V.

Gliederung des Beweises:

Wir werden zunéchst eine beliebige Minimalfolge Ej von Caccioppoli-Mengen
betrachten. Durch ein Approximationsargument werden wir uns direkt auf
den Fall einer Minimalfolge beschrénkter und glatter Mengen zuriickziehen
kénnen.

Danach werden wir den Beweis in 6 Schritten fiithren:

Zunachst werden wir sehen, dass eine Teilfolge der Minimalfolge bereits in
geeigneten L'-Rdumen gegen eine Menge E konvergiert bzw. lokal konver-
giert.

Im zweiten Schritt beweisen wir, dass diese Menge E auf jeden Fall bereits
eine isoperimetrische Menge ist.
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Der wesentliche Punkt ist nun an dieser Stelle, dass in unbeschrinkten Ge-
bieten diese Menge E a priori vom Volumen her kleiner als die jeweiligen
Mengen FEj sein kann, es ist i.A. keine Konvergenz in ganz L'(Q) gegeben!
Die Schritte 3-6 sind daher darauf ausgerichtet zu zeigen, dass durch die bei-
den geometrischen Bedingungen an 2 die Menge E das volle Mafl hat. Dies
wird durch einen indirekten Beweis geschehen, also die Annahme, dass F
nicht das gewiinschte Volumen hat.

Dazu werden wir in Schritt 3 zeigen, dass, wenn Volumen verloren ginge, dies
in einem gewissen Sinn gleichméBig geschehen muss.

In Schritt 4 werden wir die einzelnen Glieder der Minimalfolge in gleichmé-
Big beschriankte Teile zerlegen. Dabei werden neue ,, Randflichen“entstehen,
deren Grofle wir genau kontrollieren miissen.

Schritt 5 wird diese beschrénkten Teile genauer darauthin untersuchen, wie
grof} der jeweilige Beitrag sowohl zu Perimeter als auch zu Volumen ist. Dabei
werden wir feststellen, dass dies fiir Teile, die weit auflen liegen, gleichméaflig
abschétzbar ist. An dieser Stelle wird die geometrische asymptotische Flach-
heit entscheidend eingehen.

Schritt 6 wird schlie8lich all diese Ergebnisse zusammensetzen. Wir werden
eine einzelne Menge FE) der Minimalfolge betrachten beziehungsweise ihre
Zerlegung in beschréinkte Teile. Einige Teile davon, die weit auflen liegen,
werden geméaf der Volumenvergleichsbedingung durch einen anderen Teil er-
setzt werden. Durch sowohl die Kontrolle iiber den Zuwachs in Schritt 4 als
auch eine nach Schritt 3 gleichméfige Verbesserung bei dieser Ersetzung wer-
den wir insgesamt den Widerspruch erhalten.

Beweis. Wir fixieren ein V' € (0,Vp], denn fiir V' = 0 ist bereits die leere
Menge eine Losung des Partitionsproblems.

Zunéachst stellen wir fest, dass aufgrund der Unbeschréanktheit und der geom-
trischen asymptotischen Flachheit die Menge {2 Kugeln mit beliebigem Radi-
us enthélt. Also existiert auf jeden Fall eine Caccioppoli-Menge zum Volumen
V. Fiir eine unbeschriankte Caccioppoli-Menge F zum Volumen V' betrachten
wir zunédchst die Mengen Er := ENSQ. Es gilt L"(Egr) /' V bei R — oo. Fiir
e > 0 finden wir nach der Koflachenformel (vgl. Argumentation in Schritt
2) beliebig groBe Radien R mit [ |Dyg,| < [|Dgg| +e. Wir wihlen nun

Q Q

einen Radius so groB, dass die Oberfliche von By _gn(g,) ebenfalls durch e
abgeschétzt ist. Indem wir die Menge Ei durch eine entsprechende Kugel
erginzen (diese existiert, vgl. oben) erhalten wir eine Menge E’% vom Volu-
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men V und Perimeter maximal [ |Dyg|+ 2¢. Da € beliebig war, kénnen wir

in einer Minimalfolge die Caccio?)poli—l\/[engen somit ohne Einschrinkung als
beschrankt annehmen.

Es sei nun Ej eine Minimalfolge von beschrinkten Caccioppoli-Mengen, das
heifit E, C Q, £n<Ek) =V und

[1Denl = nt [ 1Deul
Q

L(H)=V &

Nach Satz A.2.2 lésst sich eine beschriankte Caccioppoli-Menge C' durch eine
beschrénkte Folge C'; von C"°°-Mengen approximieren und es gilt

/\wc — @cldl" —— 0, /Ichl /\ch\

Von der Menge Ej, werden wir nun zunéchst eine kleine Kugel B,(z) um
einen Punkt z € Ej, entfernen, so dass fiir die entstehende Menge Ej gilt:

1 1
V_E < LME) <V, /|DSOE;€| §/|DS0E,€|+E.
Zu E, existiert daher eine glatte Menge E} mit

2 " 2

V- SLNE) <V, /|DsoEg|§/|DgoEk|+%
Q

Da diese Menge £} beschrénkt ist, konnen wir das Volumen durch Hinzunah-

me einer kleinen disjunkten Kugel (die existiert, s.0.) auffiillen und erhalten

eine glatte Menge E}” mit

2
LM(EY) =V und /|D<pE;€~| < / |Dyg,| + z + a(k) mit a(k) —— 0.

k—o0

Daher kénnen wir bereits ohne Einschrinkung unsere Minimalfolge FE) als
Folge beschréinkter und glatter Mengen voraussetzen, d.h. der Rand dF; N2
ist glatt.
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1. Der Grenzwert der Minimalfolge:

Im kompakten Fall kann man direkt aufgrund des Kompaktheitssatzes fiir
BV -Funktionen zum Grenzwert iibergehen und erhilt zusammen mit der
Unterhalbstetigkeit des Perimeters, dass die Grenzmenge ein Minimierer ist.
Dieses Verfahren werden wir nun auf kompakten Teilmengen von 2 ausniitzen.

Wir setzen Q, := QN B,(0). Nach dem Kompaktheitssatz (siche [EG, 5.2.3]
oder [Gil, 1.19]) gibt es auf Q, eine in L'(€,) konvergente Teilfolge der Ej,.
Mit Hilfe einer Folge von Radien r — oo und einer Diagonalfolgenauswahl
erhalten wir eine, wiederum mit Ej bezeichnete, Teilfolge und eine Funktion

fe Ll (Q),so dass

loc

PE, ]H_O)O f (42)

in Ll (Q) konvergiert sowie in L'(£2,) fiir jedes r. Nach einer erneuten Teil-

folgenauswahl haben wir auch eine punktweise Konvergenz fast iiberall, also
ist f = pp fiir ein geeignetes £ C . Da die L'-Norm der g, gleichméifBig
beschrénkt ist, gilt nach dem Lemma von Fatou [EG, 1.3]

LM(E) :/goEdL” :/de" :/h,ﬁﬁglf‘PEkdm
Q Q Q (4.3)
< liminf/ o dL" =V
0

k—o0

und aufgrund der Unterhalbstetigkeit des Perimeters (siehe [Gil, 1.9] bzw.
A.1.6)

/|DcpE| §ligninf/|DcpEk|. (4.4)
0 0

2. Die Menge F ist isoperimetrisch zu ihrem eigenen Volumen:

Dieser Schritt benutzt nun eine Idee, die bereits in [RR3, 2.1] angedeutet
wird.
Mit der Koflachenformel erhalten wir

/ H V(B N OB, (0))dr < L™(Ey) = V. (4.5)

T1
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Fiir ro —r; > k exisitiert nun ein r; zwischen r; und r9, so dass der Integrand
an dieser Stelle klein wird, das heifit mit

V Vv
< —.
~ k

H" YN E, N OB, (0) < (4.6)

g —T1
Wir definieren nun induktiv eine Teilfolge Ej; und eine Folge von Radien 7y,
folgendermaflen:

Zuerst wéhlen wir als Startwerte (7 = 1) unseren Index k; und die zugehérige
Menge Ey, so, dass nach (4.2)

1
/\wkl —¢pldl" <
Q3

ist. Wir definieren den Radius r; € (0, 1) so, dass mit (4.6)
n—1 14
H"(Ex, N0B,,(0)) < T
gilt.
Im induktiven Schritt seien nun £y, und r; bereits festgelegt, wir wéhlen nun
ein k;4q so grof, dass

1

/ Pm,,,, — puldL™ < 7

Q125

Dies kénnen wir so wéhlen, da fiir jedes r nach (4.2) pg, O ¥E in L*(€2,)

konvergiert. Nun bestimmen wir ein ;. im Bereich zwischen r;+j und r;+2j
so, dass nach (4.6)

| <

H*Y(Ey,,, N OB, (0))

1 ]
gilt.
Wenn wir nun diese Teilfolge wiederum mit Ej bezeichnen und die Folge der

Radien mit r, so schreiben sich diese Eigenschaften als:

The1 — Tk = K,

H"YE,NIB,,(0) < K,
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Die Mengen Ej zerlegen wir nun in jeweils zwei disjunkte Teile, einen be-
schrankten Teil
E) = E, N B,,,,(0)

und einen unbeschriankten
El? = Ek \ Brk+1 (0)7

so dass L"(E) = L"(E?) + L"(E}) ist. Aufgrund der Glattheit der Mengen
E), konnen wir schlielen

[1Deni< [ D]+ 00 (Ben0B,,,0) (45)
Q BT]'Cle

sowie
[1Der< [ IDenl 0 EBNOBLO) (@49)
& N\Bryyy

Ferner haben wir aufgrund von (4.7) auch

/|90E;;—90E\d£”= / [pE, — opldl" + / | pp|dL"
Q

By, (0) Q\Br, ., (0)
1 n =
< E + L (Eﬂ Brk+1<0>> ko0 0
und damit
Yry T ¥Ein LY(9Q). (4.10)

Hier ist es wichtig festzuhalten, dass eine Konvergenz in ganz L!() vorliegt,
nicht nur lokale Konvergenz. Auflerdem haben wir gesehen, dass bereits der
Teil E? konvergiert, nicht ganz Ej.

Annahme: Die Menge FE sei nicht minimierend zu ihrem Volumen, das
heilt es existiert eine Menge F' C {2 mit

(P =2(B), [ 1Dgel = [ 1Der] - (4.11)

fiir ein ¢ > 0.

Wir wollen nun einen Widerspruch zur Tatsache herleiten, dass die Men-
gen Ej eine Minimalfolge bilden. Dazu werden wir im wesentlichen den be-
schriinkten Teil E? durch einen entsprechenden beschrénkten Teil der Menge
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F ersetzen. Dies wird uns zusammen mit einer Volumenanpassung eine ver-
besserte Minimalfolge zum Volumen V und damit den gewiinschten Wider-
spruch geben.

Da rpyq1 — 1, > k ist, finden wir wie oben mit Hilfe der Koflichenformel nun
auch zur Menge F einen Radius t; € (g, 7511), so dass

L(F
H"H(F NOB, (0) < li )
ist, und fiir F{ = F'N By, (0) gilt
L"(F]) — LMF) = L"(E). (4.12)

Da ty < ryyq ist, gilt
F, NE =2.

Somit konvergiert das Volumen von F}, U E}! gegen das richtige Volumen V/,
die Menge I}, fiillen wir daher mit einer passenden Kugel um einen geeigneten
Punkt zur Menge Fj, auf, so dass

L(Fy,) + L™ (Ep) =V

ist und

[10es,1 < [ Der |+ ath)
Q Q

wobei a(k) — 0 konvergiert, da nach (4.10) und (4.12) der Volumenaus-
gleich gegen Null geht.

Die passende Kugel um den geeigneten Punkt muss dabei nicht disjunkt zur
iibrigen Menge liegen. Da unser Gebiet unendlich grof§ ist, kénnen wir darin
jedoch beliebig viele disjunkte Kugeln mit Volumen 1 finden. Um dies einzuse-
hen, wenden wir die Bedingung der geometrischen asymptotischen Flachheit
zu den Werten ¢ = 1 und zum Radius R = 3 an. Nach Voraussetzung exi-
stiert damit ein K > 0, so dass fiir alle y € 9Q mit |y| > K gilt: 9Q N Br(y)
ist in einem geeigneten rotierten Graphen der maximalen Hohe 1 enthalten.
Damit enthélt aber QN Br(y) eine Kugelkappe der Hoéhe 2 und vom Radius 3,
darin ist eine Kugel vom Radius 1 und somit vom Volumen sogar grofler als 1
enthalten. Durch die Unbeschrianktheit des Gebietes €2 kénnen wir unendlich
viele solche Punkte y finden, die jeweils Abstand mindestens 6 untereinander
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haben, und damit unendlich viele disjunkte Kugeln vom Volumen 1.

Da die Menge E}' endliches Volumen hat, finden wir eine Kugel, in welcher
maximal 7 << 1 des Volumens von E} liegt. Hier platzieren wir nun unsere
Kugel um den Mittelpunkt mit einem geeigneten Radius zum Volumenaus-
gleich. Wenn wir nun eine Folge 7, nehmen, die gegen Null konvergiert, wird
der Radius und damit auch «(k) gegen Null konvergieren. Somit ist die pas-
sende Kugel um einen geeigneten Punkt gefunden.

Damit hat F;, U E} das richtige Volumen V' und es gilt

[1Deel < [ 1Dgel +907 08, 0) + k) + [ 1Dg

Q By, (0) Q

/ Dor| + = + / Dy,
Q

Aufgrund von (4.11) gilt aber damit auch
Ln
/ IDnry < / Dol + =) 4 afk / Dyl ¢

sowie nach (4.10)
L(E)

/|D¢F%UE;: < lig‘gf/w%ﬂ = +a(k)+/|Dg0E;:|—c.
Q Q Q

Dabei ist es hier, wie schon vorher angemerkt, von entscheidender Bedeutung,

dass in (4.10) bereits eine Konvergenz der Mengen E? vorliegt, nicht nur

von Ej! Dies ist notwendig, damit auch der Teil [ |Dg | weiterverarbeitet
Q

werden kann, denn fiir £ — oo folgt daraus nun

hgg}f/|D90FtkuEg +c

< liminf/|Dg0Eb| + liminf/|DcpE;:|
Q

<l1m1nf /|D¢Eb\+/\D¢Eu )
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da % + a(k) —— 0 konvergiert und

liminf(a, + b,) > liminf a,, 4+ liminf b,

n—0o0 n—oo n—oo

ist. Hierauf konnen wir nun (4.8) und (4.9) anwenden, so dass wir

Q Q

erhalten. Eine Anwendung von (4.7) liefert endlich

. . V
hlgrig)lf/ |Dg0FtkuE;:| +c< lllgrlg.}f /|D90Ek| + 2?
0 0

und damit einen Widerspruch dazu, dass die Folge Fj eine Minimalfolge ist.
Somit ist F ein isoperimetrisches Gebiet zum Volumen L"(FE) und Schritt 2
ist beendet.

Es bleibt nunmehr nur noch zu zeigen, dass die Menge F auch das ,rich-
tige* Volumen V' hat. Im kompakten Fall gilt in Gleichung (4.3) direkt die
Gleichheit aufgrund von Konvergenz der Ej, in ganz L'(2), im Allgemeinen
ist das natiirlich bei nur lokaler Konvergenz falsch. Unser Ziel ist nun zu
zeigen, dass in dieser speziellen Situation von geometrischer asymptotischer
Flachheit und einer Volumenvergleichsbedingung die Menge E auch das volle
MafB V' hat.

Zu zeigen ist also nur noch L"(F) = V.

Zum Beweis dieser Aussage nehmen wir daher in den néchsten Schritten an,
dass

LYE) <V (4.13)

ist.
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3. Ein gleichméfiger Volumenverlust:

Der ,,Volumenverlust“der Mengen FEj, ist gleichmé&Big, das heifit, es existiert
0=V —L"E) >0, so dass fiir alle fixierten Radien R > 0 gilt

LBy N {|z| > R}) = / o, dL"

2\Br(0)
=V - / wp,dL"
QNBR(0)
2V - / loE — ¢, |dL" — / pdl™ (4.14)
QNBR(0) QNBR(0)
2V-eB) - [ les-enie”
QNBR(0)
) (4.13)
LDy grE) =6 >0

Dies bedeutet, wir konnen immer einen Index ko = ko(R) finden, so dass alle
Mengen Ej mit £ > ky mindestens das Volumen g auBlerhalb der Kugel vom
Radius R haben. Dieses 0 ist dabei eine Konstante, die nicht von k£ oder R
abhéngt; lediglich kg ist abhingig von R.

Damit sind nun die Voraussetzungen von Lemma 4.1.12 erfiillt mit Volumen
Vi=V-— g, der isoperimetrischen (nach Schritt 2) Hindernismenge E mit
Volumen V — § < V, und wir erhalten daher ein e geméf Formel (4.1).
Dabei sind jetzt sowohl § als auch e fixiert und nicht von einem Radius R
oder einem Index k abhéngig!

4. Zerlegen der Minimalfolgen in beschrénkte Teile:

Fiir die Mengen Ej sind a priori keine Schranken an den Durchmesser vor-
handen. Deshalb werden wir durch geschicktes Einfiigen von Trennfldchen die
Mengen , zerlegen“. Dabei werden wir die Menge Fj, nicht wirklich veréndern,
sondern nur jeweils einen kleinen Teil betrachten, von dem wir den Durch-
messer kontrollieren konnen, und dabei werden wir sozusagen durch unseren
eingeengten Blick auf das Teilstiick neue Perimeteranteile in den Trennflichen
erhalten. Den dadurch entstehenden Zuwachs im Perimeter werden wir kon-
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trollieren kénnen.

Mit Hilfe des Satzes von Fubini erhalten wir fiir das Volumen von Ej, in einer
beliebigen der n Koordinatenrichtungen z? und fiir eine beliebige Schrittweite
[>0

V=B = [0 En @ =

(F+1)1

=) /J—C"‘l(Ekﬂ{xi:t})dt

j=—00 4l

MWS A .

> Y IHH(En{at = 1))
j=—00

mit 5 € [51, (j + 1)I]. Dabei ist
{o' =1t} = {(a',...,2") €R": 2" =t}

eine kurze Schreibweise fiir die Hyperebene durch (0, ...,0,¢,0, ..., 0) mit Nor-
malenvektor (0,...,0,1,0,...,0) (der Eintrag ist jeweils an der i-ten Stelle).
Der Integrationsbereich R wird in abzéhlbar unendlich viele Stiicke der Lange
[ zerlegt und auf jedem dieser Stiicke wird der Mittelwertsatz angewandt.
In jeder der n Koordinatenrichtungen erhalten wir damit eine Familie von
Hyperebenen {z* = t’};, die durch j von —oo bis co indiziert ist, mit

- — ) 7 14
> H N En{' =11}) < T

j=—o00

und fiir [ > % werden wir die Menge FE) nun entlang dieser Hyperebenen

,zerschneiden“. Das bedeutet, wir zerlegen den R" entlang dieser Hyperebe-

nen in abzdhlbar unendlich viele Quader der Form (j; € Z fiir 1 <i <n)
Wi g = [t 5 1) X oo X [E 20 ).

Da dies abzahlbar unendlich viele Quader sind, indizieren wir sie kurz mit

(W) men- Jede Kantenlédnge eines solchen Quaders ist jeweils kleiner oder
gleich 21, somit ist auch der Durchmesser beschrinkt durch 21y/n.
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Ey

t3
We <21
Wia N B <2
< 21v2

T TCF U

1 1 1
th, ty t

1

Abbildung 4.4: Die Zerlegung einer Menge E), durch Rechtecke im R2.

Wir definieren nun

GZL = Ek nwm.

Damit erhalten wir eine neue Sicht unserer Minimalfolge als Vereinigung
dieser nun ebenfalls im Durchmesser beschrinkten Mengen:

B = UGy,
L(E) =V,

(4.15)

> €
[1peni <Y [1Deapl < [10om1+5
Q m=1g )

diam(Gy") < 2lv/n.
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Diese Aussagen sind bis auf den zweiten Teil der dritten Zeile allesamt klar,
und diese sehen wir folgendermaflen ein:
Die Menge G} ist enthalten in W™, und somit ist

/|D<PG;:|§ / | D |

Q WmNQ

< [ 1Deeyl+ 307Gy now™),

o

WmnQ

Damit ist dann (es sei W™ = [z} al ) x - o x 27, 2% .))

m,u? 'm0

> el <> | [ 1Deopl+seGrnown)
mzlQ m=1

o

WmnQ

m=1

< [1Den]+ Y 50 G nowm)
Q

< [1Dpnl+ Y D00 GE N e =l vl = )
Q

m=1 i=1

< [1Denl+23 > 50 GE s =2}, )

i=1 m=1

Q
< / Dok, | +23° Y 0 B W A (o = 4 )
Q

i=1 m=1

i=1 j=—o0

< /|D¢Ek|+22 S H N BN (o = 1))
Q
§/|D¢Ek|+2n¥)
Q
19
< [1Denl+ 3.
Q

Man beachte, dass die Reihen nur nicht-negative Glieder haben. Somit diirfen
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wir beliebig umordnen.

Die Familie von Hyperebenen kann natiirlich fiir jede Menge E) unterschied-
lich sein, wichtig ist nur der Umstand, dass solch eine Zerlegung jeweils exi-
stiert und die Abschdtzungen (4.15) universell gelten. Damit meinen wir,
dass der Perimeter bei jeder Menge £}, um maximal £ ansteigt, wenn wir zur
Summe der Perimeter der G} ibergehen. Auch der Durchmesser dieser G
ist gleichméBig beschrankt und zwar ohne eine Abhéngigkeit von dem Index
k. Es ist lediglich eine Abhéngigkeit von der Dimension n, dem Volumen V'
(die beide natiirlich unerheblich sind, da fest vorgegeben) und dem bereits
fixierten ¢ gegeben.

5. Untersuchung der einzelnen Teile:

Wir werden nun ein beliebiges, aber fest fixiertes, Segment G} betrachten
und in Abhéngigkeit von seiner Position Abschitzungen an Volumen und
Perimeter erhalten.
Dazu wahlen wir zunéchst ein K > 0 geméfl der Definition von geometrisch
asymptotisch flach mit dem Radius R = 5ly/n und der Hohe e* < ﬁ, wobei
M eine obere Schranke an [ [Dpgn| ist.

Q

Wir halten dabei fest, dass ein solches K nur von * abhéngt, welches wir
wiederum noch vollkommen frei wiahlen konnen.
Aufgrund der Konstruktion der G}* und von Gleichung (4.14) ist auch
lim inf £" (milegL N {|z| > K}) > 5 (4.16)

fiir jedes feste K. Sofern k hinreichend grof} ist, wird es also immer Mengen

7 geben, die einen Punkt y mit |y| > K enthalten. Diese werden wir nun
speziell untersuchen indem wir zwei Félle unterscheiden:

Fall 1: GPNoQ = o.

In diesem Fall einer sozusagen ,,inneren“ Menge, die den Rand von €2 nicht
trifft, ist der gesamte Rand der Menge G} in der Menge €2 enthalten und
somit ist der Perimeter in ) gleich dem Perimeter im R"™. Daher ist das
Verhéaltnis von Perimeter und Volumen hochstens so gut wie im Fall des R”,
das heifit exakt

Q R™
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Fall 2: G NN > y.
Nach Definition von geometrisch asymptotisch flach existiert nun eine Ro-
tation A € SO(n) und eine Funktion g : B} *(0) — R mit |g] < &*, so
dass
G = A- (G —y) C epigraph g.

Die Projektion auf den R™! liefert

LG A (o > 7)) > LG — 26 / Dyl (4.17)
Q

Dies sehen wir wie folgt ein: Zunéchst ist die Projektion
7 :R" — R"!
eine Lipschitz-stetige Abbildung und damit ist
LM(m(A) x [—€*,e]) = 2e*H" (7 (A)) < 2e*H" 1 (DA),

da w(A) C w(0A N epigraphg) ist fir eine beliebige offene Menge
A C epigraphg. Dazu betrachten wir zu einem = € w(A) den Punkt
x, = sup(m ' (A)), indem wir dies als eindimensionale nichtleere Menge an-
sehen, deren Supremum folglich existiert und automatisch einen Punkt aus
0A N epigraph g darstellt.

Damit folgt nun die Abschétzung (4.17), wenn wir zudem

G {z" < e} Cw(GP) x [—€*, €%

beachten.
Kehren wir nun wieder zur Menge G}' zuriick. Wir haben aufgrund der Ro-
tation des Koordinatensystems und der Beschrénktheit von GJ*

[1Dearl= [ IDegyl
Q

epigraph g

Weiter erhalten wir

[ weqlz [ Doy

epigraph g epigraph gN{z™>e*}
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R
. Tp
N
\\
) A’ \
,,// // |
\ C -
1\\\
w(A")
T T R 1

Abbildung 4.5: Die Projektion einer Menge im Epigraphen sowie ein Punkt
x mit dem ausgezeichneten Urbildpunkt z,.

und damit insgesamt (wiederum durch die Beschrénktheit der Menge G}')

/ |D90GZL‘ > / |D90é2”ﬂ{a:”>€*}
Q

epigraph gn{z™>e*}

= / ‘D(péznﬂ{a:”>€*}

RrN{zn>e*}

Da die Menge G'ZL N {z" > ¢*} in einem Halbraum enthalten ist, kann ihr
Verhéltnis von Perimeter und Volumen nunmehr hoéchstens so gut wie im
Halbraum sein; oder anders ausgedriickt: sie hat mindestens den Perimeter
einer Halbkugel des entsprechenden Volumens im Halbraum. Folglich ergibt
sich

1.
/|D90G;”\ > 55‘6 1(332m(égm{zn>e*}))-
)

Damit haben wir in beiden Féllen eine Abschétzung des Perimeters nach
unten. Die Ungleichung im 1. Fall ist dabei noch wesentlich besser (da sie
eine groflere untere Schranke liefert). Wir kénnen somit in beiden Féllen den
Perimeter nach unten gegen den einer geeigneten (also im Volumen eventuell
etwas verringerten) Halbkugel abschétzen.
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Aufgrund von (4.16) finden wir zu jedem K und 7 > 0 ein k = k(K,T) so
grof, dass gilt

L <m§1G;” N {|z] > K}) > 7.

Zusammen mit (4.17) folgt damit aber, dass fiir k£ gro8 genug (in Abhéngig-
keit von K, 7 und €*) mindestens 6 — 7 — 2¢*M an Volumen auBerhalb der
Kugel vom Radius K liegt und in einer Menge enthalten ist, deren Perime-
ter sich gegen den einer Halbkugel des entsprechenden Volumens abschétzen
lasst. Also ist

oo 1 -
Z /‘D<PG;”| > ?Hn HOBa(s—r—2e+11))- (4.18)
=0

m—
omn{jz|<K}=g

6. Umbau zu einer neuen Folge:

Mit Hilfe der Volumenvergleichsbedingung werden wir nun eine neue verbes-
serte Folge konstruieren. Dazu bemerken wir als erstes, dass

(4.15) e
[10onl 2" > [1Dvep| -
Q m=0 ¢

£
= E /|D90G;”\ + E /\D¢Gm| 5
m=0 m=0
apn{lz|<K)#e apn{lz|<Ky=g

Um die erste Summe zu verarbeiten, verlangen wir o.E., dass K bereits so

grof} ist, dass
€
[ 1Deel = [ 1Dgel - £

Qx Q

Die erste Summe enthélt aber auf jeden Fall Gy N B (0) mit Gy, := (L)JiOG}C”,

also ist
o0

> [IDvalz [1Dval
Q Qg

m=0
Gz”ﬁ{\z|<K};£Z
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Da nach (4.2) ¢g, —— 7 ppin LY(9,) konvergiert, folgt damit fiir & wieder
grof} genug

[e.e]

g
> /|DSOG;”| > /|DSOE| T
5

m=

=0
apn{lz|<K)#e

Damit haben wir bereits

> 3e
/\DwE,J Z/\D¢E|+ Z /|D90G;”\—Z-
m=0

Q Q G?m{@kk}:z Q

Da sich nach (4.18) gerade die zweite Summe abschéitzen lasst, erhalten wir
weiter

Lo 3e
/|DsoEk| > /|Ds0E|+§iH" H(Bas-r—2eran) =
Q Q

Fiir ¢* und 7 geniigend klein ist dann

| Te
[10enl= [ Deel+ 33 (Bus) - 5

8
Q Q

Dabei haben wir insgesamt zunéchst eine Mindestgrofle fiir K und k fest-
gesetzt, danach 7 und ¢* geniigend klein gewdhlt und dann K endgiiltig
gewahlt. Mit Hilfe von k geniigend grof3 folgt wiederum (4.18).

Nun kénnen wir, da die Menge §2 die Volumenvergleichsbedingung erfiillt,
nach Lemma 4.1.12 die Menge F zu einer Menge H des richtigen Volumens
auffiillen und sparen dabei mindestens ¢ gegeniiber der entsprechenden Halb-
kugel, also

1. ..
[ 1Doal < [ 1Dge] + 390 Bagerin-eon) — =
Q Q

Da L"(H) — L"(E) =V — L™"(E) = ist, ergibt dies

Te
[1Donl= [Denl+e- 5

Q Q
€
~ [1Dgul +

Q
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Dies ist ein Widerspruch dazu, dass Ej eine Minimalfolge ist, also ist die
Annahme (4.13) falsch. Das heifit L"(E) = V, und der Beweis ist somit
beendet. O

Korollar 4.2.2. Das Paraboloid besitzt fiir alle V> 0 ein isoperimetrisches
Gebiet.

Beweis. Nach Korollar 4.1.3 und Korollar 4.1.10 sind die Voraussetzungen
des Theorems erfiillt. O

Bemerkung 4.2.3. Nach dem Beweis kann man leicht den Eindruck haben,
dass damit auch die Beschranktheit der isoperimetrischen Gebiete gezeigt
wurde. Immerhin wurden mit Hilfe der Vergleichsbedingung die unbeschrank-
ten Teile durch eine , bessere* Menge ersetzt. Allerdings geschah dies unter
der Voraussetzung, dass die Menge F nicht das volle Mafl hat. Im Allge-
meinen konnen wir dieses Verfahren nicht durchfiithren, dazu miissten wir
eine modifizierte Volumenvergleichsbedingung haben, die beliebige Mengen
auffiillen kann, nicht nur isoperimetrische. Solch eine Bedingung ist aller-
dings bereits fiir das Paraboloid schwer nachzupriifen. &

Korollar 4.2.4. [RR3, 3.5] Es sei M C R™"! ein Kegel iber einem glatten
Gebiet C C S™ mit H"(C) < H™(S™)/2. Dann existiert fir alle V> 0 ein
isoperimetrisches Gebiet in M.

Bemerkung 4.2.5. In [RR3, 3.5] ist zusétzlich noch der Fall der Gleichheit
H™(C) = H™(S™)/2 enthalten, der hier nicht behandelt werden kann.

In der Tat ist mit unserer Methode selbst der Halbraumfall nicht behan-
delbar, da er keine Volumenvergleichsbedingung erfiillt. Dazu miissten im
Halbraum Mengen existieren, die besser als Mengen im Halbraum sind. <

Beweis des Korollars. Aus der Glattheit von C folgt die geometrische asym-
ptotische Flachheit, da sich die Kugeln Bgr(y) fir |y| > K um einen Rand-
punkt des Kegels herunterskalieren zu einer Kugel Bg/(y/|y|) um einen
Randpunkt von C'. Um diesen Punkt lasst sich nun C' als glattes Gebiet als
Graph iiber seiner Tangentialfliche schreiben, sofern R/|y| < R/K gentigend
klein ist. Die Kompaktheit von C' impliziert nun die Existenz eines K, so dass
dieses fiir alle y mit |y| > K gilt.

Die Volumenvergleichsbedingung folgt aus der Betrachtung von Mengen
M N B,(0) bzw. aus dem Aufblasen der Vergleichsmenge. Sei also E’ eine
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isoperimetrische Menge mit Volumen 0 < V/ < V. Da FE’ eine isoperimetri-
sche Menge ist, folgt insbesondere, dass sie mindestens so gut wie M N B,.(0)
fiir geeignetes r ist, das heifit

HY(E') < cC(n)V' w1,

1

wobei ¢ := H"(C)/H"(S") und C(n) = (n+1)w, ] eine dimensionsabhingige
Konstante ist mit
i = LPFL(BIH(0)).

Fiir die aufgeblasene, das heifit mit A = (V/V’ )#1 > 1 geeignet skalierte
Menge \E' C M gilt dann

H'(AE') < HY(E') + (A" — 1)eC/(n) Vw1
— I(E) 4 cO(n)(ViT — V')
< HO(E) + cCln)(V — V')
<HY(E') + %C(n)(?(‘/ —V))nT
=H"(E') + %j{n(aBZ(V—V’))

und somit die geforderte Volumenvergleichsbedingung.
Im Fall V/ =0, das heifit £’ = @, folgt die Bedingung direkt. O






Kapitel 5

Das Paraboloid

In diesem Kapitel werden wir zunéchst fiir beliebiege Teilmengen des Para-
boloids eine isoperimetrische Ungleichung beweisen, die zwar nicht optimal
sein kann, aber fiir unsere Zwecke ausreichen wird. Mit Hilfe eines Exkurses
iiber Normale Variationen werden wir damit und mit der isoperimetrischen
Ungleichung endlich die Beschrénktheit der isoperimetrischen Gebiete im Pa-
raboloid zeigen kénnen. Zum Abschlufl kénnen wir wiederum auf Ergebnisse
von Ros und Vergasta zuriickgreifen, um auch eine Abschétzung fiir den to-
pologischen Typ der Losung zu erhalten.

Im Folgenden sei nun

Q:={(z,y,2): 2> +y*} CR’.

Bemerkung 5.0.6. Da wir im Fall n = 3 sind, haben wir nach B.2.3 insbe-
sondere volle Regularitét, d.h. fiir isoperimetrische Gebiete ist der singulére
Teil des Randes jeweils leer. <&

Bemerkung 5.0.7. Wir erinnern daran, dass wir im Beweis von Korollar
4.1.10 bereits auf Ergebnisse dieses Kapitels zuriickgreifen. Die hier bewiese-
nen Satze setzen daher zum Teil die Existenz einer isoperimetrischen Menge
explizit voraus, da ein Verweis auf Korollar 4.2.2 nicht zuléssig ist. Speziell
werden wir zeigen: Wenn ein isoperimetrisches Gebiet existiert, dann muf} es
auch beschrankt sein. Diese Aussage wurde fiir 4.1.10 benétigt, damit folgt
dann die Existenz beliebiger isoperimetrischer Gebiete nach 4.2.2. Wiederum
folgt aus den Ergebnissen dieses Kapitels, dass diese u.a. allesamt beschrénkt
sein miissen. &

25
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5.1 Eine isoperimetrische Ungleichung

Lemma 5.1.1. Es existiere eine isoperimetrische Menge E mit Volumen Vj.
Es sei A C Q mit L3(A) < V. Dann ist

/ Dpal > C(EY (A | (5.1)

fiir eine Konstante C', die von E aber nicht von A abhdngt.

Beweis. Dazu betrachten wir nun auf dem Paraboloid die Selbstabbildungen
S)\ : Rs — Rs
(z,y, 2) — Az, Ay, \?2)

fiir A > 1. Diese bilden eine Menge A C €2 wieder auf eine Menge S)A C €2
ab mit Volumen

L3(S\A) = MLP(A) (5.2)
und Perimeter
z2 / Dl < / Dps,a| < N / Dgal. (5.3)
Q Q Q

Fiir eine Menge A mit Volumen L3(A) = V < V; definieren wir nun

so dass
£3(54) v, (5.4)
und
53) 1
[1D0al 2 55 [ 1Desal
Q Q
(5.4) 1
> 5 [1pes
Q
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1
Mit C' :=V, * [|Dpg|, dem skalierten Perimeter der existierenden isoperi-
Q

metrischen Menge E zum Volumen Vj, erhalten wir also die Behauptung. O

Bemerkung 5.1.2. Fiir V > V[ konnen wir durch Betrachtung von S, fiir
A < 1 ebenso eine isoperimetrische Ungleichung erhalten, diese ergibt sich zu

/|D<PA| > OVz,
Q

&

Bemerkung 5.1.3. Diese isoperimetrische Ungleichung ist nicht optimal, da
sie nicht die richtige Skalierung besitzt. Eine isoperimetrische Ungleichung
wie im ganzen R? ist aber weder zu erwarten noch fiir das Folgende notwen-
dig. <&

5.2 Normale Variationen

Es sei wiederum E ein isoperimetrisches Gebiet mit Rand ¥ := 0E N Q.
Wir betrachten eine Variation von Y in Richtung ihrer dufleren Normalen,

das heifit, es sei
fo: ¥ — Bild(f.) :=%. Cc R?
mit 5
%Jc z—:‘szO = YUy

und

82

8—€2f€|520 = wVE + Z,
wobei vy die duflere Einheitsnormale an ¥ ist, ¢,9 : ¥ — R vorgegebene
reelle Funktionen sind und Z : ¥ — R3 ein gegebenes tangentiales Vektorfeld

ist. Mit [lyq bezeichnen wir die zweite Fundamentalform von 02 beziiglich
der duBeren Einheitsnormale vq an 0f).

Bemerkung 5.2.1. In den Arbeiten [Ku] und [SZ1] wird diese Konstruktion
fiir lokale Minimierer E und beschrdnkte Mengen ) durchgefiihrt, was beim
Paraboloid erneut nicht gegeben ist. Da wir in der Anwendung (siehe 5.3)
aber nur normale Variationen fiir einen beschrankten Teil betrachten werden,
stellt dies keine Einschrinkung dar. <&
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Bemerkung 5.2.2. Analog zu [Ku] und [SZ1] existiert fiir
O oo (vs, ve)+ < vg, Z >=0
eine solche Variation mit
fe(XNoQ) C o0
fiir alle |e| < eo.

Als Menge E. bezeichnen wir die von Y. berandete Menge, es ist also fiir
0<e<ep:

EEZEUOZtCQ

t=0
&
Lemma 5.2.3. Flir eine solche normale Variation gilt
i:}#(z )e= :2H/<pd5{2
de e)le=0 )
5
LB o = [ it
de e)le=0 )
)
d® 2
I = (0= D [ it
> (5.5)
4 [ (e o+ (0= VP82 = |11 P)?) s
)
—/[[ag(yg,VE)(,Ode‘cl,
%
. 2 2 Jar2
5 5

Beweis. Der Beweis ist eine elementare, aber lange Rechnung, die man in
[SZ1, 2.2 und 2.5] findet. O
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Bemerkung 5.2.4. Diese Formeln gelten auch im Fall beliebiger Dimension,
allerdings sind sie etwas technischer in der Formulierung, da mit Hilfe einer
Abschneidefunktion die singuldre Menge des Randes ausgenommen werden
muss. Fiir unsere Zwecke geniigt diese spezielle Formulierung. Ferner wer-
den wir bereits die Formeln fiir die zweiten Ableitungen im Folgenden nicht
benétigten. &

5.3 Charakterisierung der isoperimetrischen
Gebiete

Wir betrachten nun in Analogie zum Beweis der Beschranktheit der isoperi-
metrischen Gebiete im R™ (vgl. [Mo, 13.6]) fiir ein isoperimetrisches Gebiet E:

V(r) = LYE\ B(0)),

M(r) := H*(E N 0B,(0))

sowie

Alr) == H*(Z N (Q\ B,(0))).

/44<’>

Abbildung 5.1: Das Paraboloid mit einem Schnitt beim Radius r.

Dann ist V' eine monoton fallende Funktion mit V' (r) —— 0, und nach der

r—00

Koflachenformel gilt fiir fast alle r
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Nach (5.5) konnen wir mit einer normalen Variation das Volumen steigern
und steigern gleichzeitig auch die Fldche nur um ein Vielfaches des Volu-
menzuwachses (eine Ergidnzung mit einer Kugel wiirde (AV)g ,kosten®). Da
die Menge E den Perimeter minimiert, folgt durch einen Vergleich mit einer
normalen Variation von E N B,(0) (dazu setzen wir einfach ¢ = 0 auflerhalb

B,(0)) daher mit einer Konstanten ¢; > 0
—V'(r)+caV(r) > A(r). (5.6)

Andererseits ergibt eine Anwendung der isoperimetrischen Ungleichung (5.1)
fiir eine geeignete Konstante ¢; > 0 (beachte: Es existiert nun eine isoperi-
metrische Menge E):

—V'(r) 4+ A(r) > eV (r)7. (5.7)

Addition von (5.6) und (5.7) ergibt nun mit Konstanten c3,¢c4 > 0
V(1) > V()i — e V(r) = e;V(r)i(1 — eV 1)
und damit fiir r geniigend grof3
—V'(r) = eV (r)3.
Falls nun V' (r) # 0 ist fir alle r, konnen wir schlieBen
A(VIY =V7iIV < —¢y <0,

Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass V(r) immer positiv ist. Also ist
V(r) = 0 fiir ein » > 0. Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 5.3.1. Es sei E ein isoperimetrisches Gebiet im Paraboloid. Dann ist
E beschrankt.

Mit der Beschranktheit ist der wichtigste Schritt in der Charakterisierung
der isoperimetrischen Gebiete getan. Aus den Arbeiten [SZ1] und [RV] folgt
nun direkt der Zusammenhang der Losung und auch eine Abschétzung an
das topologische Geschlecht:

Satz 5.3.2. Es sei E ein isoperimetrisches Gebiet im Paraboloid, dann ist
E zusammenhdngend. Fir den Rand 3 sei x(X) = 2—2g—r, dabei ist g das
Geschlecht und r die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von 0% (hier
ist natiirlich der topologische Rand gemeint). Dann gibt es fir g und r nur
die Méglichkeiten

(i) g =0 undr=1,2 oder 3;
(ii)) g =2 oder 3 und r = 1.



Kapitel 6

Schlussbemerkungen

6.1 Zusammenfassung und Awusblick

Mein Ausgangspunkt war die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel im R"
sowie Verallgemeinerungen dieser Eigenschaft auf andere Gebiete, speziell
das Ergebnis von Benjamini und Cao fiir Flachen auf dem Rand des Para-
boloids.

Das Ziel war eine Verallgemeinerung ihres Resultats auf das ganze Parabo-
loid.

Verschiedene Beispiele gaben erste Hinweise, in welchen Féllen iiberhaupt
Losungen des isoperimetrischen Problems zu erwarten sind. Nach einer Ein-
fithrung des Begriffs geometrisch asymptotisch flach und dem der Volumen-
vergleichsbedingung konnte ich die Existenz einer Losung des isoperimetri-
schen Problems in einer grofien Klasse von Mengen beweisen, darunter auch
fiir das Paraboloid.

Die Regularitétstheorie konnte dann im Fall des Paraboloids gut weiterent-
wickelt werden, indem mit Hilfe einer isoperimetrischen Ungleichung die Be-
schrénktheit gezeigt werden konnte.

Was immer noch fehlt, ist die konkrete Form der isoperimetrischen Gebiete.
Hier kann man eventuell eine Rotationssymmetrie vermuten. Dazu muss man
aber die spezielle Geometrie des Paraboloids ausnutzen, da fiir allgemeine
rotationssymmetrische Mengen eine isoperimetrische Menge nicht rotations-
symmetrisch sein muss. In der Tat ist die Frage nach der konkreten Gestalt
bei vielen Mengen noch ungeklért.
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6.2 Abstract

My starting point was the isoperimetric property of the sphere in R™ and
some abstractions on other sets, especially the results of Benjamini and Cao
on the boundary of a paraboloid.

The aim was to extend their result on the full paraboloid.

Starting with some examples I tried to get the right properties for existence
of isoperimetric domains. Two properties turned out to be very useful: geo-
metric asymptotic flatness and a volume comparison condition. They are
enough to prove the existence of solutions. Both conditions are fulfilled by
the paraboloid.

There’s still a big open problem: the concrete shape of isoperimetric domains.
In some way it seems to be okay to conjecture rotational symmetry, but there
are counter-examples, if we have just existence of the solutions and rotational
symmetry of the set.



Anhang A

BV-Funktionen

4

,Das ist keine Funktion, sondern eine Zumutung.*
(F.B.)

Entgegen der Vermutungen, die sich durch obiges Zitat einer Person (der ich
an dieser Stelle herzlich danke, dass sie mir erlaubte, dieses Zitat zu benut-
zen) eventuell einstellen, sind BV-Funktionen ausgesprochen hilfreich und ein
auferst starkes Hilfsmittel, wenn auch vielleicht manchmal nicht so intuitiv.
Eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Theorie der Funktionen von beschrénkter
Variation findet sich in [EG], [GMS], [Gil], [Zi] und [AFP]. An dieser Stelle
fassen wir nur zunéchst die wichtigsten Definitionen und Eigenschaften ohne
Beweise zusammen. Danach betrachten wir ausfiihrlicher einen Approxima-
tionssatz fiir Caccioppoli-Mengen, der meist nur in einer viel schwécheren
Form in der Literatur zu finden ist, den wir aber in der hier bewiesenen star-
ken Form benstigen.

Die Menge () C R™ wird immer als offen vorausgesetzt.

A.1 Definitionen und elementare Eigenschaf-
ten

Alle Definitionen und Sétze aus diesem Abschnitt sind den ersten vier Kapi-
teln aus [Gil] entnommen.
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Definition A.1.1. Es sei f € L'(Q). Wir definieren

/\Df| = sup /fdivgdL" g =1(91,-1gn) € C’é(Q,R") und |g| <1
Q Q

Die Funktion f heifit von beschrinkter Variation, wenn [ |Df| < oo ist.
Q

Die Menge aller Funktionen von beschrinkter Variation auf €2 bezeichnen wir
mit BV (). Zusammen mit der Norm

Allsy = [fll+ | [Df]
/

wird BV () zu einem Banach-Raum.

Bemerkung A.1.2. Es sei f € BV(Q2) und Df sei die Ableitung im Sin-

ne der Distributionen. Dann ist D f ein vektorwertiges Radon-Mafl mit der

totalen Variation [ |Df| auf . In diesem Sinn ist nun auch [ |Df]| fiir be-
Q A

liebige Mengen A C 2 wohldefiniert, die nicht notwendigerweise offen sind.

Insbesondere ist der Ausdruck [ |Df] damit auch wohldefiniert. <&
Q

Definition A.1.3. Es sei E C R" eine Borel-Menge. Wir definieren den
Perimeter von E in ) als

P(E,Q) ::/|Dg0E|.
Q

Wenn die Menge E lokal endlichen Perimeter hat, das heif$t, wenn
P(E,Q) < oo ist fiir alle beschrinkten 2 C R", so ist E eine Caccioppoli-
Menge.

Damit haben wir eine Verallgemeinerung des Flécheninhaltes vom Rand einer
Menge in folgendem Sinne gefunden:

Satz A.1.4. Fiir eine Menge E C R™ mit C%-Rand ist
P(E,Q) = K" Y (9E N Q).

Im Allgemeinen gilt dies aber nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel A.1.5. Es sei (2;)ien eine Aufzihlung aller Punkte des Q™ C R™,
dann definieren wir

F::UFZ-:: U{xGR" Dz — ) < 277}

ieN ieN
Mit Hilfe des Satzes A.1.6 iiber die Unterhalbstetigkeit der Halbnorm folgt,
dass die Menge F endlichen Perimeter hat. Dazu betrachtet man die Fol-

ge FI . U F; bzw. die zugehorigen charakteristischen Funktionen. Es ist
(beachte wzederum A.1.7)

J J
/|Dchj| < Z/|Dcppi| < ZZWQ_i P—Oo> 477,
o i=0 & i=0

Andererseits liegt die Menge dicht in R™, der Abschluf ist also ganz R™. Da
die Menge selbst endliches Volumen hat ist somit L™(OF) = oo und damit
auch H" 1 (OF) = oo

Satz A.1.6 (Unterhalbstetigkeit der Halbnorm). Es sei (f;)jen eine
Folge in BV (Q)), die in Li () gegen f konvergiert. Dann ist

loc

[ a1 <timint [ D]
Q ! Q

Satz A.1.7 (Eigenschaften von Caccioppoli-Mengen).
1. Es sei Q C Qq, dann ist [|Degp| < [ |Deg|, mit Gleichheit im Fall
EccQ, ) "
2. Es ist f |Dop,ug,| < f |Dog, | + f |Dyg,|, mit Gleichheit im Fall
dlSt(El,EQ) > 0.
3. Aus L"(E) =0 folgt [ |Dyg|=0.
Q

Satz A.1.8. Es sei (f;)jen eine Folge in BV (), die in LL.(Q) gegen f
konvergiert und es sei lim [ |Df;| = [|Df|. Dann ist fiir alle offenen A C Q

Df| = timsup [ |D.

Jj—00

ANQ ANQ
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Satz A.1.9 (Approximation in C').

1. Es sei f € BV(R), dann ezistiert eine Folge (f;)jen C C®(82), so dass
lim /|f — [3|dL" =0
j—oo
Q

und
im [ Dlde" = [ D11
’ Q Q

2. Es sei E eine beschrdnkte Caccioppoli-Menge, dann existiert eine Folge
E; von C*°-Mengen, so dass

JIEgo/ o5 — pp,dL" =0
RTL

jl;rilo/\Dijl 2/\D¢E|-
Rn

Rn

und

Satz A.1.10 (Kompaktheit). Es sei Q@ C R" beschrdnkt und der Rand sei
Lipschitz-stetig. Dann sind beschrinkte Mengen in BV () relativ kompakt in
LY(Q).

Satz A.1.11 (Koflaichenformel fiir BV-Funktionen). Es sei f € BV (1)
und
Fo={zxeQ: f(x) <t}

Dann ist
o0

Q/|Df\ :é Q/\prt\ dt.

Satz A.1.12 (Isoperimetrische Ungleichung). FEs sei E C R" eine
Caccioppoli-Menge. Dann ist

L(E) < e(n) / Dgsl.
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Definition A.1.13 (Spur einer BV-Funktion). Es sei 2 C R™ beschrdnkt
und der Rand sei Lipschitz-stetig. Zu f € BV (Q) ezistiert dann ¢ € L'(09),
die Spur von f auf dem Rand, so dass fiir H"'-fast alle x € O gilt

im [ [f(z) = 6(@)]dL"(=) = 0.

r—0

B, (z)NQ2

Lemma A.1.14 (Die Wahl eines Vertreters). Es sei E eine Borel-
Menge, dann gibt es eine Borel-Menge E, die zu E dquivalent ist (d.h.
L'(E\E)U(E\E))=0) und fir die

0 < L"(ENB,(z)) < L™(B1(0))p"
gilt fiir alle x € OF und alle p > 0.

Definition A.1.15 (Der reduzierte Rand). Der reduzierte Rand 0*E
einer Caccioppoli-Menge E C R™ besteht aus allen Punkten x € R™, fiir die
folgende drei Bedingungen gelten:

1. [ |Dgg| >0 fir alle p > 0,

Bp(m)
J D¢g
2. der Grenzwert v(z) := lim B”f(x)iD existiert und
p—0 | Dy gl
Bp ()
3. v(x)| = 1.

Satz A.1.16. Fir |Dyg|-fast alle x € R™ existiert die verallgemeinerte Nor-
male v(x) mit |v(x)| =1, und es ist Dorp = v|Dpg|.

Bemerkung A.1.17. Fiir eine Menge F mit C'-Rand ist 0*F = 0E. <

Definition A.1.18. Fir einen Punkt v € 0*E definieren wir den Tangen-
tialraum

T(r) == {y € R" : v(z) - (z —y) = 0}
und die beiden Halbraume

TH(z) :={y eR" : v(z)- (x —y) > 0}

und
T (x):={yeR" : v(z) - (x —y) <0}
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Satz A.1.19. Fir Punkte x aus dem reduzierten Rand O*E gilt
LY (ENB,NT™)

lim =0
p\0 "
und Lr((B,\ EYNT*
P\.0 pn

Satz A.1.20 (Struktur des reduzierten Randes). Es sei E eine Caccioppoli-
Menge, dann ist
O°E=|JCiuN,
ieN
wobei die C; kompakte C*-Hyperflichen sind und [ |Dog| = 0. Des Weiteren
N

gilt fiir alle Teilmengen B C O*F
[ 1Doel = 30(5)
B

und fiir alle offenen Teilmengen 2 C R™

%/wwﬂ:%"%yEmm.
Q

Auflerdem ist

O*E = 0F.

A.2 Ein spezieller Approximationssatz

Lemma A.2.1 (Lemma von Sard, [Mil]).

1. Es sei U C R™ offen und f : U — R" glatt (n < m). Die Menge der
kritischen Punkte von f ist definiert als

C:={xecU :rangDf, <n}.
Dann ist L™(f(C')) = 0.

2. Es seiy & f(C), dann ist f~'(y) C U eine glatte Mannigfaltigkeit der
Dimension m — n.
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Satz A.2.2. [GMS, S.343] Es sei) C R" offen und E C Q eine Caccioppoli-
Menge. Dann existiert eine Folge von Mengen E; mit

® Yp, — YEin LY(Q),

Jj—00

o [|Dyr,| —— [|Dyg|, und
0 0

Jj—00
e OF; N ist glatt.

Sofern die Menge E beschrinkt ist, kénnen wir auch die Mengen E; be-
schrinkt wdhlen.

Bemerkung A.2.3. In der angegebenen Quelle wird der Satz ohne den
Zusatz der Beschréanktheit formuliert und bewiesen, diese ist aber in unserer
Anwendung notwendig.

Beweis. Nach A.1.9 lésst sich g durch eine Folge (f;);en C C™(Q2) appro-
ximieren mit

j—o0
Q

und

i [ 105" = [ |Dgs. (A1)
Q Q

Dabei konnen die Funktionen f;, wie in [Gil, Thm. 1.17] ausgefiihrt, durch
eine Mollifizierung gebildet werden. Wir kénnen also im Falle der Beschrankt-
heit von E ohne Einschrinkung annehmen, dass die Trager der Funktionen
f; ebenfalls alle in einer etwas gréfieren Kugel enthalten sind. Es sei in dem
Fall ohne Einschrankung E C Bp(0), und deshalb ist bei geeigneter Wahl
der Mollifier spt f; C Bp11(0) fiir alle j € N.

Als néchstes beachten wir, dass fiir eine Funktion f mit Werten in [a, b] auch
jede Mollifizierung Werte in [a, b] hat. Somit haben, da ¢r nur die Werte 0
und 1 annimmt, die Funktionen f; allesamt Werte im Bereich [0, 1].
Exkurs: Im Beweis von [GMS] wird an dieser Stelle eine glatte Abschnei-
defunktion n; mit 0 < n < 1, n;(x) = = fir z € (%,1 - %) und 0 < n; <1
benutzt. Die Funktionenfolge f; wird dann durch 7;(f;) ersetzt. Fiir jedes j
ist dann aber 7;(0) > 0, die so definierten Funktionen miissen daher noch
nicht einmal mehr in L'(Q) liegen! Ein triviales Gegenbeispiel wiire die leere
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Menge als Teilmenge des ganzen R™ und eine Approximation durch die kon-
stante Folge f; = 0.

Durch den Hinweis auf die Mollifizierung haben wir diesen Schritt gespart,
da die Folge nun bereits a priori Werte in [0, 1] hat. &
Ohne Einschriankungen koénnen wir aufgrund der L'-Konvergenz auch anneh-
men, dass f; — ¢p L"-fast iiberall konvergiert.

Wir definieren nun die Mengen

E;i(t) :={z e Q: fj(x) >t}

Dann gilt
1 1
L.v.Fatou
/liminf /|DcpEj(t)| < liminf/ /|D<PEj(t)| dt
0 ! Q ’ 0 Q

B Jim inf / |Df;|dL”
j—o0o

Q
Al
& / Dy,
Q

Da die f; fast iiberall gegen die charakteristische Funktion von E konvergie-
ren, und

/|¢Ej(t) oLt = L € Qs fi(2) > A pp(x) = 0
Q

+L"{z € fi(z) <t App(z) =1})

ist, konvergiert auch fiir jedes ¢ € (0,1) die Funktion ¢, in LY(2) gegen
vg. Es folgt nach A.1.6

/|D<PE| < lijIE)ioglf/|D80Ej(t)|-
Q Q

Ein Vergleich mit der vorherigen Ungleichung liefert somit

/|D90E| :lijﬂiglf/|D90Ej(t)|
Q Q
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fiir fast alle ¢ € (0,1). Nach dem Lemma von Sard A.2.1 ist die Menge der kri-
tischen Werte von f; eine Lebesgue-Nullmenge und damit 0E;(¢) N2 C f;l(t)
fiir fast alle ¢ € (0, 1) eine glatte Mannigfaltigkeit.

Wir fixieren nun ein ¢ € (0, 1) derart, dass beide Aussagen fiir das fixierte ¢
und alle j gelten.

Indem wir E; := Ej(t) setzen, erhalten wir

® op, — ppin LY(9),

o [|Dyp|=liminf [ |Dyg, | und
0 J=e g

e OF;(t) NQ ist eine glatte Mannigfaltigkeit.

Eine erneute Teilfolgenauswahl liefert somit die Behauptung.
Da FE; im Tréger von f; enthalten ist, folgt auch automatisch die Beschrankt-
heit, falls bereits E beschriankt war. O






Anhang B

Regularititstheorie

Zunéchst werden wir ein Ergebnis von Gonzalez, Massari und Tamanini zur
inneren Regularitéit betrachten, welches sich in einem gewissen Sinn bereits
als optimal erweisen wird. Im zweiten, ausfiihrlicheren, Teil gehen wir auf die
Arbeit von Griiter zur Randregularitéit ein. Insbesondere werden wir feststel-
len, dass das aus [Gr2] bekannte Ergebnis sogar in einem viel allgemeineren
Kontext gilt. Diese Verallgemeinerung wird insbesondere unsere betrachteten
Mengen abdecken.

B.1 Die Arbeit von Gonzalez, Massari, Ta-

manini zur inneren Regularitéit

In [GMT] wird in Theorem 2 folgende Regularitétsaussage bewiesen:

Satz B.1.1. Es sei Q C R" (n > 2) offen und E minimiere den Perimeter
in Q zu einem festen Volumen. Dann ist 0*E N Q) eine analytische (n — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit und es ist H*((OE \ 0*E) N Q) = 0 fir alle
s>n—8.

Die Menge der singuldren Randpunkte von F in €2 hat also somit Hausdorff-
Dimension von maximal (n — 8).

Damit ist das Problem der inneren Regularitét aber bereits vollstandig gelost,
da diese Grenze optimal ist. Dies wird durch das Beispiel des Simon-Kegels
S:={zxeR®: 2} + 2} +a)+a]=ai+a;+22+x3}

(siche zum Beispiel [Gil]) demonstriert, dass im Allgemeinen durchaus

(n — 8)-dimensionale Singularitéten vorkommen kénnen.
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B.2 Die Arbeit von Griiter zur Randregula-
ritit

In der Arbeit [Gr2] wird auf die Randregularitit eingegangen, allerdings unter
starkeren Voraussetzungen an das Gebiet 2. Dazu sei €2 C R™ offen und
beschrinkt mit C2-Rand. Fiir einen Parameter 0 < o < 1 wird die Klasse der
Vergleichsmengen definiert als

C:=CR,o)=C¢ECQ: /|DcpE| < oo, L"(E) = aL™(9)

Q

Satz B.2.1. 1. Fir alle o zwischen 0 und 1 existiert ein Minimierer in
der Klasse C, d.h. eine Menge E, € C mit

/|D¢Ea| s/wm
Q Q

fiir alle L € C.
2. Fiir den Strom T, := O[E,].Q gilt

e singl, =@ firn <7,
o sing T, ist diskret fiir n =8,
e dim(singT,) <n —8 firn > 8.

3. Es sei V, die zu T, assoziierte n— Varifaltigkeit. Dann hat V,, konstan-
te verallgemeinerte mittlere Kriimmung. Insbesondere existiert fir alle
requldren Punkte von spt T, N2 der mittlere Kriimmungsvektor in einer
ganzen Umgebung und hat konstante, von x unabhdngige Linge.

Am Rand gilt in Punkten x € regT, N OS), dass sich sptT, und 0S) in
einer Umgebung von x senkrecht treffen.

Bemerkung B.2.2. Fiir eine genaue Definition der obigen Begriffe Strom,
n-Varifaltigkeit und Tréger verweisen wir an dieser Stelle nur auf die Arbeit

[Si). o

Den in der obigen Notation auftretenden Term o bzw. oL™(Q2) fir das zu
minimierende Volumen ersetzen wir zundchst durch den Parameter v. Bei
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nunmehr fixiertem v schreiben wir fiir den Strom 7, dann kurz T'.

Der Beweis der ersten Aussage, also Existenz der Losung, macht dabei ent-
scheidenden Gebrauch von der Beschrianktheit der Menge ().

Die zweite Aussage folgt im Innern, also fiir sing 7" N €2, unmittelbar aus der
Arbeit [GMT], sieche B.1.1. Hierbei wird die Beschranktheit nicht benotigt.
Die Kernaussage der Arbeit liegt in der Randregularitdt. Dabei wird in der
Arbeit [Gr2] mit rein lokalen Argumenten nachgewiesen, wieso sich die Ar-
gumente aus [GJ] und [Gr3] auch im diesem Fall (also nicht nur fiir Mini-
malfléchen) iibertragen lassen.

Zunéchst wird ein beliebiger Randpunkt xq € 9 N sptT gewahlt. In ei-
ner Umgebung davon wird nachgewiesen, dass sich spt7 und €) in einem
schwachen Sinn senkrecht treffen und dass ein verallgemeinerter mittlerer
Kriimmungsvektor konstanter Lénge existiert. Aus [GJ] folgt damit dann
bereits, dass die Varifaltigkeit V' in einer Umgebung des Randpunktes eine
C!-Untermannigfaltigkeit mit Rand ist.

Als néchstes wird, wiederum lokal um z, eine sogenannte ,, fast-minimierende*
Eigenschaft fiir " nachgewiesen. Damit wiederum wird eine Abschétzung fiir
die Masse des Stromes 7" in einer Kugel B,, die nahe bei z liegt, bewiesen.
SchlieBlich wird hieraus, nach [Gr3], die Existenz minimierender orientierter
Tangentialkegel bewiesen und daraus die Randregularitat gefolgert.

Somit wird, bis auf den ersten Teil, keine Beschranktheit von €2 benutzt.
Daher ist mit [Gr2] sogar folgendes Ergebnis bewiesen (nun wieder aus der
Sprache der Strome tibersetzt):

Satz B.2.3. Es sei Q C R™ (n > 2) offen mit C*-Rand und E minimiere
den Perimeter in ) zu einem festen Volumen. Dann hat OF N §) konstante
verallgemeinerte mittlere Krimmung und der singuldre Teil von OE N §) hat
Hausdorff-Dimension kleinergleich (n — 8).
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