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I, Einleitung
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Bei der Buche nach der Verbesserung von Apparaturen,
die der Zeichemerkennung dienen, haben W. Reichardi
und andere neue Bauprinzipien aus Forschungen iiber
die Struktur der Nervemnetze der Tiere gewonnen,

die zur Verbesserung der Zeichenerkennung verwandt
werden kénnen. ( |8],]9],]10],]11],]12]). Insbeson-
dere wurde das System der Sehzellen im Auge unter-
sucht (]|1]). Dabvei wurde experimentell ein System
von Riickkopplungen der Sehzellen untereinander
gefunden, das zu einer Kontrastverschérfung fihrt.
Man nennt diese Systeme " Riickwirtsinhibitionssyste-
me " . Sie arbeiten nach dem Prinzip, daf diejenigen
Sehzellen,denen der grofte Lichtreiz eingeprigt ist,
die in den iibrigen Sehzellen ankommenden Lichtreize

vermige der Riickkopplung klein werden lassen.

Hierdurch gelingt es dem Auge, die durch die an

der Pupille auftretenden Beugungserscheinungen hervor-
gerufenen Unschirfen tellweise wieder rilickgingig zu
machen. Diese Art der Verarbeitung der Lichtreize

im Auge fihrt zu der Ausbildung der " Mach’schen

Linien " an den Ré&ndern heller oder dunkler Partien

einer Verteilung.




Um diese Verarbeitungsmethoden der Nervennetze fiir
technische Realisierungen zuginglich zu machen, ist
es erforderlich, ein mathematisches Modell solcher
Systeme zu entwickeln und die Eigenschaften dieser
Systeme anhand dieses Modells zu untersuchen. W.
Reichardt hat in [1]| ein solches Modell beschrieben.
Dabei sind Einginge und Ausginge fliber ein Gleichungs-
system verkniipft. Die besondere Schwierigkeit in der
mathematischen Behandlung dieser Systeme liegt nun
darin, dap dieses Gleichungssystem nur stlckweise
binear ist., W. Reichardt und andere habem bei ihren
Untersuchungen im allgemeinen die auftretenden
Nichtlinearitédten nicht beriicksichtigt. Dariiber-—
hinaus wurden im allgemeinen kontinuierliche Ver-
teilungen der Sehzellen ,die sich iliber die ganze
Ebene bzw. reelte Zahlengerade erstreckten, dis-
kutiert, um Randeffekte zu vermeiden ([9],]12]).
Die erzielten Resultate treffen daher im wesent-
lichen nur auf solche Binginge zu, fir die das
nichtlineare Gleichungsaystem in ein lineares
Ubergeht.

In dieser Arbeit =0ll nun eine Theorie der nicht~
linearen Inhibitionssysteme entwickelt werden.

Es wird angenommen, dap nur endlich viele, dislret

verteilte Sehzellen vorhanden sind. Dabei werden




folgende Fragestellungen behandelt.
1) Fixpunkibprobleme:

2)

3)

Wann ruft ein Eingang bei der Verarbeitung durch
ein Rickwédrtsinhibitionssystem nur e i ne n
Ausgang hervor,

Variationsproblemes:

Wie &ndert sich der Wert der Einginge unmd Ausginge
vermige der Riickkopplungen verkniipfenden Transfor-
mation bei Variation der Einginge und der Parameter
des zugehOrigen Inhibitionssystens.

Probleme der Kontrastverschirfung:

Wie kann der Effekt der Kontrastverschirfung und
das Auftreten der Mach’schen Linien aus dem von
W. Reichardt entwickelten Modell nachgewiesen

werden.

Es ergeben sich folgende Resultate:

zi 1)

‘Es werden Bedingungen angegebenm, die garantieren,
dapf jeder Eingang genau einen Ausgang hervor-

ruft. Dabei zeigt sich, daf die ~ bei gleicher

Problemsteliung ~ fir den linearen Fall giiltigen
Sdtze sich weitgehend auf den nichtlinearen Fall
verallgemeinern lassen. Diese Ergebnisse befinden

8ich in den Paragraphen II und IIT .




zu 2):

Rilckwdrtsinhibitionssysteme sind im Hinblick
auf Variationen der Systemparameter stabil.
Kleine Variationen der Parameter rufen nur

kleine Variationen der Ausginge bei gleicher

Eingabe hervor, Das gleiche gilt fir die
Variation der Einginge. Man findet brauch-
bare Abschitzungen dariber, wie sich zum
Beispiel Schwankungen in den Eingdngen auf
a (© die Ausginge auswirken. (Paragraph IV)
zu 3):
 Es wird ein recht allgemeiner Satz iliber die
Kontrastverschirfung bei " punktfdrmigen
Lichtreizen " hergeleitet. Die Mach’schen
Linien werden fiir treppenftrmige Muster
bei serieller Anordnung der Sehzellen
qualitativ nachgewiesen. Sie treten an
den Sprungstellen des Musters und am Rande
der Sehzellenreihe auf.

(Paragraph V)

FPerner wird in dieser Arbeit mnachgewiesen, daf die

auftretende Transformation zwar surjektiv, aber nicht

injektiv ist. Bs wird ein Bereich angegeben, der
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maximal ist begzliglich der Eigemnschaft, dap die
Restriktion der Transformation auf diesen Bereich

injektiv ist. (Paragraph IV )

Teh mdehte an dieser Stelle Herrn Privatdozent
Dr. G, Hotz filir die Anregung zu dieser Arbeit und

stdndige Unterstitzung danken.
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Es wird das von W. Reichardt im |1| beschrie-
bene Modell des Rilckwdrtsinhibitionssystems
angegeben., Jedem Riickwéirtsinhibitionssystem
kann man eine Abbildung ¢ des IR™ in die
Menge der stetigen,stiickweise affinen Abbit-
dungen des IR" in sich zuordnen. Dann ergibt
8ich der Ausgang 7 zum Eingang X als Fixpunkt
von 9(X). Die Abbildung ¢(X) ist monoton
fallend und beschrinkt.

Wir beschreiben das Inhibitionssystem nach W. Rei-
chardt (|1|) durch ein nichtlineares Gleichungs-
system, das Einginge und Ausginge verkniipft.
Dazu betrachie n Sehzellem. Auf die i. Sehzelle
treffe ein Reisz x; (i=1y.000yn) . Pagse die x;
zu einem Vektor XeIR™ mit den Komponenten (X).= X
(i=1,...4n) zusammen. Sei dann z; das sich in der

i. Sehzelle infolge der Wechselwirkung der Sehzellen
untereinander einstellende Potential, Fasse die

Z4 ebenfalls zu einem Vektor Ze IRED mit den

Komponenten (Z)im Zy (i=1,44.,n) zusammen,
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Betrachte die durch

(1I.1) pos(x) := x, falls x2 O, und
= 0, falls x£ 0O,

(II.1a) pos(x)

definierte Abbildung pos: IR ———3 IR ,

Dann erfiillt % das Gleichungssystem
n

(II.2) (2);= pos( (K")i - Z a5 pos( (2)5 - 835 ))
_ | j= |

JAL

(i=T150000snl) &

Die 84 5 sind die sogenannten Inhibitionskoeffizienten .

Flir diese gilt:

(II.22) aij>/ 0 (iy3=1seneeeynyifi) .
Das Gleichungséystem (II.2) und (II.2é) bringen zum
Ausdruck, dap jede Sehzelle unter einem Reiz Impulse

an die iibrigen Sehzellen abgibt, die die dort ankommen—
den Reize zu unterdriicken suchen. Die Bij sind dann
Schwellwerte, die von diesen Impulsen liberwunden
werden miissen,bevor sie wirken konnen.

Mir die Sij gilt:



(1I.21p) sijao (1y3=T5e0eesn,if])
Das Prinzip, nach dem ein Riickwértsinhibitionssysten
einen Reiz verarbeitet, wird durch die Abbildung II.1

veranschaulicht,

z, Zy
Abb. II. 1

Wir wollen (II.2),(II.2a) und (II.2b) noch in eine
andere Form bringen. Fasse die‘aij und 8,5 27U
(n,n)- Matrizen A und S zusemmen. Dabei setze

aiim Sii = 0 (i=1,owto,n)

Seien nun 81rceneey8 die n Einheitsvektoren des
IR", dann schreiben sich die Formeln (II 2),(II.2a)
und (II 2b) in der folgenden Form:

(I1.3) (2); = pos( (X); ~ ( A+ pos( z-8e; )], )



(i=1,000ayn) und
(II.3a) A> 0, S>0, Spur A = Spur S =0 .

n
ST (Die Abbildung pos : IR"™ ————p IR ist definiers

TRTEY ‘durch (npos(Y))i := pos( (1); ) fir YeIR™ und
i=1yesve,n . Sind keine Verwechslungen mdglich,
80 wird der Index n weggelassen., )
Dem Gleichungssystem (II.3) ordne nun gemif
T
(I1.4) (9(X)(1)); = pos( (X); - ( & pos( T-55, )),)

(X,YEIRB', i=1 gooaa ,Il)

U R eine Abbildung ¢ des IR™ in die Menge der Abbildungen

cwbis des IR™ in sich zu. Dann gilt:
(IT.42) o(X)(Z) =2 .

Wir nennen ¢ ein Inhibitionsfeld mit Inhibitionsmatrix

[siel A und Schwellenmatrixz S . Hierfiir schreiben wir auch

o kurz : " ¢ IP(A,8) " .

Doz Wir diskutieren zwei einfache Beispiele.
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ggispiel IT.132

Dieses Beispiel soll die Problemsiellung 3) aus

el.10)
der Einleitung beleuchten.
A Betrachte die Watrix
DD . .
0 1 0O
- v,
o 1 0
G \‘ "\ \\\
J ez \'\ ‘\ *
n ’ YRR
O o 1
el
0
faT1)
(n21,2,3,...... ) °
Sei dann A = a ( Jg + Jg ) mit 0< a < % (ae IR) .
lmw Sei ¢ IF(4,0) . An spdferer Stelle werden wir zeigen,
eoh

dap unter diesen Voraussebzungen folgendes giltb:

(a2) ¢(X) besitzt genau einen Fixpunkt fir alle Xe IR".

(b) Ist X>0 und gilt ¢(X)(X)> 0,dann ist auch Z> 0,
wenn 7% der Fixpunkt vor o{(X) ist.

Wir untersuchen das Verhalten von ¢ fiir einen "punkt-

formigen Lichtreiz ". Sei 0< o < 1 eine reelle Zahl.

ST
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Ordne o den Vektor X(a)sIR5 mit den Komponenten

(X(a))i = “liﬂSl (i=1,2,3,4,5)
zuﬂ

5 -1
1.7all: a(1+a“)g a2 .

7 = a2( ey + eg ) + ez ist der Pixpunkt von ¢{(X(a)),
also der zu dem Eingang X(a) gehbrige Ausgang.

2.Fall:  af 1402 )_T> a .

In diesem Fall erfiillt der PFixpunkt % von 9(X(a)) wegen

(b) das folgende lineare Gleichungssystem:

(2); = (2)5 = a® - a (3),

(Z)Q = (Z)4 =0 - a( (Z)1 + (2)3)
(z)3 1 - 22 (2), . | '

Men rechnet leicht nach:

(2); 2 (2); = &1 (1 +8y) und (2), : (Z)5 = o« (143,)

mit a1>o und a2< 0 .
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Man erkennt:

1) Das Maximum bei i=3 wird relativ den direkten
Nachbarn grofer.

2) Es treten " Nebenmaxima " bei i = 1 und i = 5 auf,
d.h. es bilden sich Mach’sche ILinien aus, Diese
sind im Fall 1 besonders ausgeprigh.

3) Je groBer a ist,desto eher tritt dieser Fall ein,
d.h. je griofer a ist,desto mehr préigen sich die

Mach’schen ILinien aus.

Einen Ueberblick iiber die sich unter X(a) einstellen—

den Ausginge gibt die folgende Abbildung II.2

Beigpiel II.2:
Bei diesem Beispiel soll das Fixpunkiproblem beleuchiet

werden,
Sei a> 0 eine reelle Zahl. Betrachte das Intiibitionsfeld
9 mit der Inhibitiomsmatriz 4 =la( 7, + (3% )™') una
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der Schwellenmatrix § = & A .

2
Wir untersuchen,wann zu beliebigen X,YeIR™®

vin (9(X))5(¥)
k o

exigtiert.

Ist das der Fall, so folgt leicht, dap dieser Limes
Fixpunkt von ¢(X) ist.

Der Spektralradius r(A) von A ist gleich 2a . Ist dann
a(l , 80 existiert dieser Limes stets, wie in
Parg.graph III gezeigt wird. Wir interessieren uns

fiir den Fall a) * . Damn gilt stets fir Ye IRD
2

2
(p(ae)) (YY) = p(ae)(ae) = ae ,

Also existiert der obige Limes mit X = ae fiir alle
YeIR®.

Betrachte naun p >0 (reell) mit a + ( 1-2a )p> 0.
Dann gilts "
¢((a+p)eX(a+p)e) = (a + (1-2a)pn)e wund

(9((a+n)e))?((a+n)e) = (asp)e .

Also existiert der obige Iimes mit X = (a+n)e nicht

fiir alle YeIR™.
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e LB Wir sehen, dap es in jeder Umgebung des Punkies X= ae
S unendlich viele Punkte X’ gibt, so dap der

vim (p(x*))%(%)

k
FElne nicht fiir alle YeIR™ existiert, wihrend dies fir
SRS X selbst der Fall ist.
U e
=10 Es sollen nun einige einfache Eigenschaften von

Inhibitionafeldern hergeleitet werden. Diese dienen

insbesondere zur Vorbereitung der Untersuchungen,

bl die im anschliefenden Paragraphen Uber das Fixpunkt-
problem gefiihrt werden.
55)7) Zundchst zeigen wir, dap 9(X) eine stetige,stiickweise

affine Abbildung ist. Dabei ist ¢ ein Inhibitionsfeld

oal und XeIR™ beliebig. Wir bentigen dazu einige Vorbe-
HIEY reitungen.,

srd el Definition: Sei P eine Partition des IR".

il P heift konvex genau dann, wenn P endlich und jedes
3) ) peP eine konvexe Memge ist . (|3])

Bemerkune 1:

) Ist P eine konvexe Partition des IR™,die mindestens
oal4 zwei Blocke umfapt, und bezeichnet man fiir peP mit
o~
p i o
L p die Menge der relativ imneren Punkte von p, so ist
P

()
fiir jedes peP p Durchschnitt von endlich vielen

Halbriumen.
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Beweis: Wir geben eine kurze Beweisskizze. Sei p ein
Block der konvexen Partition P des IR™. Dann sing zZwed,
Pdlle zu unterscheiden
(1) Die Menge der relativ inneren Punkite von P is8t gleich
der Menge der inmeren Punkte von p. Nach dem Trennungs—
satz fir konvexe Mengen (|3]) gibt es dann zu jedem p’e P,
P’# p eine Hyperebene hp,, so dap P ‘:H(1) und O’E H(Z) gitt,
wenn Hé ) und Héz) die zugehirigen HaLbraume von hp 8ind,.
Da P eine Partition des IR™ ist, folgt nun sofort
B =[] Hél) .

p’e P

p’#p
(2) Die Menge der relativ inneren Punkte von p ist nicht
gleich der lMenge der inneren Punkte von P. Dann gibt es
1¢k<$n, so dap sich p in IR einbetten 188+ und die
Menge der relativ inneren Punkte von P gliech der
Menge der inneren Punkte (in IRk) von p ist. Man kann
die Einbettung so machen, dap die konvexe Partition P
im TRE eine konvexe Partition P’ induziert, fiir die gilt:
peP?, Dann 14Bt sich aber %Jnach (1) als Durchschnitt

von Halbréumen in IRIE darstellen,Hieraus folgt nun aber

sofort,dap sich P auch im IR"als Durchschnitt von Halbriumen
darstellen L&Bt.

Bemerkung 2: Seien P und Q konvexe Partitionen des IRn, dann

ist auch P.Q —.—{ prq | peP,qeQ,priq # ﬁf} eine konvexe
Partition des IR™,

Definition: Sei f£:IR%—mm— + IR" eine Abbildung,f heift
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gtilckweise affin genau dann, wenn es eine konvexe Partition

P des IR™ gibvt, so daf zu jedem peP eine affine Abbildun
’ g

£, i 1R e + IR" mit £/p = fp/p existiert.

Bemerkung 1:

Die Hintereinanderausfiihrung zweiler stiickweise affiner
Abbildungen definiert wileder eine stlickweise affine
57 %0 pppiidung.
), T . . ] £ m & 8 . g .
arto Beweis: Seien IR w~wwwegp IR ———=d IR zwei stlckweise
%% 9% affine Abbildungen. Seiem P bazw. Q die zugehdrigen konvexen
Partitionen. Betrachte dann

R 3= [f"q(f(p)r:q) | peP,qeQ und fp)n g # ﬁ} .
Da Bild ung Urbild konvexer Mengen unter affinen Abbildungen
wiedexr konvex sind und da der Durchschrnitt konvexer Mengen
wleder eine konvexe Menge ist, ist R konvexe Partition.

Die zugehbrigen affinen Abbildungen bestimmen sich dann

durch :

PR s ED ( gcf) 1 = qufP .
R £ (E(p)M Q)

Bemerkung 2: Seien f,g:IRn ————— + IR® zwei stiickweise

affine Abbildungen, dann sind auch f4+g,-f,cf(ceIR)

Jak o
Stlickweise affine Abbildungen.
UTIOT oD . _ n m S t
Bemerkung 3: Seien f: IR ——————o + IR" und giIR™ ————3 IR
J e )

stiickweise affine Abbildungen.
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ge affine Abbildungen, dann ist auch

+0 eine stilckweise affine

(f = g)s IR™M® ey IRT
Abbildung.,.

Bemerkung 43

Bild und Urbild von einer Vereinigung endlich vieler
konvexer Mengen sind unter stickwelse affinen Abbil-
dungen wieder Vereinigung von endlich vielen konvexen
Mengen.

Bemerkung 53

I Jede affine Abbildung ist eine stetige,stilckweise

affine Abbildung.

Wir geben zwei Beispiele fiir stiickwelise affine Abbil—
dungen an .

S Beispiel IL.3:

Die Abbildungen “pos sind stetige,stiickweise affine
Abbildungen fiir n=1,2,5,¢0e0 »
Betrachtet man die folgende Aequivalenzrelation auf
dem TR™ :
(Ta7) :& (1340 & (¥7); €0 (15ign)
S (1,Y%c IRD), - o
so gind die Blbcke der durch diese Aeguivalenzrelation
induzierten Partition des IR™ konvexe Mengen.

Sei [ ¥ ] die Aequivalenzklasse von Y unter " a "

Sei denn Y’¢ [ Y ]. Dann gilt:
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“pos (¥') = B(Y).¥* ,

wobei P(Y) eine (n,n)-Matrix mit

(P(Y))i g = 0 ,falls i# k oder (Y)is 0 ist, und
?

(2(¥))y

1 ,falls (¥);> 0 ist.

P(Y) ist also ein Projektor.
Beispiel II.4:

Der Befrag |Y| eines Vektors YeIR™ definiert durch
( IY] )i = I(Y)ll (i=1y.00,m)

ist eine stetige,stlickweise affine Abbildung.
Man verwendet wieder die Aequivalenzrelation "anm ,
An die Stelle des Projektors P(Y) tritt hier

eine Spiegelung.

Wir stellen einige Rechenregeln fir die Abbildung
pos und den Betrag zusammen.

Seien Y,Y’ & IR%,ceIR,A (n,n)-Matrix .

Dann gilt:

(1II.5) pos(Y) -~ pos{-Y) = ¥

(II.52) pos(pos(¥)) = pos(Y)

(II.50) 0 £ pos(¥) & |¥]




(II.5¢)
(I1.54)
(1I1.5¢)
(II.5¢)
(II.5g)
(II.5h)
(IT1.5i)
(I1.53)
(I1.5k)
(I1.51)
(I1.5m)
(IT.5n)
(II.50)

- 19 =

pos(Y) = 0 < 7Y§O

AY 0: pos(AY)S A pos(Y)

pos( ¢¥ ) = |c| pos( sgn(c) ¥ )
YEY? = pos(Y) & pos(Y’)
0<Y = pos(¥) =Y

P olxl = T7%]
frfl=]-1]

| ex | = |e] | ¥ |

| e <] v+ x|

os|T|
| T ] =0c=¥Y=0
0KY > | ¥ =7%

| &Y | < Ja]- |y

Wichtiger und weniger trivial sind die beiden

folgenden Relationsen.

Lemma II, 1: Seien Y,Y’ & IR®.

(1) Ist Y2 0,s0 gilt: pos( Y - ¥? }= pos(pos(¥)-T?)
(2) Bs gilt: | pos(¥) - pos(¥?) [ L | ¥ ~1 |

Beweis:

zu (1):

Ist (Y);£0,s0 ist auch (1); ~ (Y’)iS 0.

' Hieraus folght sofort die Behauptung.

zu (2):

BEs sind vier PFdlle zu unterscheiden.

- 1.Fall: (Y)i,(Y’)i}> 0.Dann gilt:

(| pos(T) - pos(¥?) |); = [(pos(¥)); ~(pos(¥)),|
=l (M ~(@yl=0(r-1 1), .
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2.Fall: (¥);> 0, (¥?); <O . Dann gilt:
(| pos(¥) - pos(¥?) [); = (lpos(T)]); =
(pos(¥)); = (¥); S (T); -~ (') =

=l -@y l=r-71).
3.Fall: (Y); < 0, (¥?);% 0 . Dann gilt:
(lpos(¥) - pos(¥?) [); = (| = pos(¥?)|);
= (] pos(¥?) [)y = (pos(¥*)); = (¥");
)y - (M =1 (1) - (W) |
=(|lv -] )y=0lT-12]);.
4.FaL'l.:r(Y)i,(Y’)i< 0 . Dann gilt:
(lpos(¥) ~ pos(¥?)|); =0<(] Y -1 )

Damit ist alles bhewiesen.

Nun kommen wir den angeklindigten Satz lelcht he-
weisen,

Satz II,1:

Sei ¢ IF(4A,5).Dann gelten folgende Aussagen.

1) Fir jedes Xe IR™ ist 9(X) eine stetige,stiick-
weise affine Abbildung.

2) Bs gibt Abbildungen |

T TRZD o p An’n:=£A | & (n,n)-Matrix § ,

so dap folgendes gilt:

a) X,Ye TR® : 0<n(X,Y), 0 Sp(X,Y) €4

(1]

b) X,YeIR™

(X)(Y) = n(X,T) - p(X,1) Y .




Beweis:

(1): Sei ¢ IF(A,S) und seien X,YeIR".Man verifiziert

sofort:

In
(=) 9(X)(¥) = pos( X~

(En € &y n die Einheitsmatrix )

™ pos(

Aus der Bemerkung 1 zur Definition stilckweise affiner

Abbildungen ergibt sich sofort die Behauptung.

(2): Beachtet man, dap fiir Projektoren Pea,

PyaN

PA,AP € A,so0 folgt aus (=) die Behauptung .

Beispiel II.5:

Wir illustrieren den Beweis dieses Satzes.

gtets gilt

Seien A,Se Ay o mit 0K A,S und Spur A = Spur 5 = O.
2

Sei @ IF(4,8).

Betrachte Vektor X2 0 mit (X);>(8)y; (if 3,1,3=1,2).

Wir nehmen an 0 (A)12,(A)21 ¢ 1 .

Die Bldcke der zu @(X) gehorigen konvexen Partition

entnehme man der folgenden Abbildung II.3 .

))
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gf-nchse 4
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Abb. IL.3

Die zugehtrigen affinen Abbildungen entnehme man

der folgenden Tabelle.

(DD, (9(X) (D),
aus : o ) :

P, 0 0

By Xy = 89p¥9+2928¢2 0

P3 0 x2~a21y1+a21521

P4 Xy~ ¥ p+81 2812 Xp=851¥ 1821521
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h4 (e(x}(1)), (9(X) (1)),
aus ’ ’
Py o x,
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Wir leiten weitere Bigemschaften von Inhibitionsfeldern

her. Insbesondere wollen wir, daB die Konvergenz einer
Tterationsfolge mit ¢(X) bei beliebigem Startvektor ¥
im wesentlichen auf die Konvergenz der Iterationsfolge

nit Startvektor pos(X) zurlickgefiihrt werden kann.

Temma II.2: Sei ¢ IF(A,S),dann gilt fir aille XeIR®

(1) 05 9(X)(Y) £ pos(X) fiir alle Ye IR" und
(2) Aus YS Y’ folgt 9(X)(I) > o(X)(T?) (¥,¥’e D) .

Beweis:
(1) folgt unmittelbar aus der Definition von ¢ .
(2): Sei YL ¥’. Es folgt

T ik
Y""SeisY, “Sei (i=1,--.,n)

Dann gilt aber auch

T T
pos ( ¥ ~ Se; ) < pos( ¥ - Se; ) (i=1,400,n)
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Da nun A2 0 ist, folgi

(X); - (& pos(¥-8ey)); 2 (X); ~ (A pos(T'-Sey)),
(iﬂ,..;,n) n‘ | |
Und hieraus ergibt sich
pos((X); - (4 pos(¥-Se;)); Wypos((X);~(4 pos(T'-58,)),)
(i=1y500,n).

Das aber war zu zeigen.

Wir ziehen hieraus einige Polgerungen.

Lemme. II,3: Sei ¢ IF(4,S),dann gilt fir alle Xe IRD

(1) 0K (9(X))*(Y) < pos(X) <riir alle Ye IR und r=1,2,...
S ! |
(2) (9(x))%* (pos (1)) (9(x))**2(¥) € (9(X))® (pos(x))

fﬁ.l‘ alv-'le YS IRn und 3.20“,1’2,00;00 °
Beveis:
(1) ist nach Lemma II.2 (1) trivial.
(2): Nach Temma IT.2 (1) giltb:

(8) 0 € ¢(X)(Y) £ pos(X) fiir alle Ye IR" .

Wir wenden nun ¢(X) auf (%) an und gewinnen mit

Temma IT.2 (2)
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(==) 0< 9(X)(pos(X)) < (9(X))3(¥) < pos(X)

fiir alle Ye IR

Auf (=x)wende nun (q:(X))23 mit 82 0 an.Nach Lemmea II.2 (2)
folgt aber, dap (@(X))EB fiir 8> 0 eine monoton wachsende
Abbildung ist. Dann ergibt sich aber sofort die Behaup-

tung.

Temma TI.4: Sei ¢ IF(4,S),dann gilt fir alle XeIR"

(1) (9(x))2%* (pos(X)) € (9(X))2"+(pos(X))
(2) (9())2%*2(pos(x)) § (9(X))%°(pos(x))
(3) (9(x))%** (pos(X)) & (9(X))%(pos(x))

flir alle 8=0,1,250c000¢ o
Beweis: _
Nach TLemma II.2 (1) gilt:
- 0K 9(X)(pos(X)) < pos(X) .
Dann folgt
0 < 9(X)(pos(%)) £ (9(X))*(pos(X)) < pos(x) .
Hieraus folgt:
0<9(X) (pos(X)) S (9(X))2(pos(X))
0< 9(x)(pos(X)) & (9(X))*(pos(X))
05 (9(X))%(pos(X)) € pos(X) .



.

Anwendung von (cp(X))25 mit 5> 0 auf diese drei

Ungleichungen liefert wie bei Lemma II.3 die Behauptung.

Lemma ITY.4 liefert nun folgendes Ergebnis.,

Satz IT.2:
Sei ¢ IP(4,S), dann existieren fiir alle Xe IRT die
Limites
vin (9(X))2* (pos(x)) = U(X)
g _
und

= 0(X) .,

in (¢(x))%%  (pos(X))
oo o

Dariiberhinans gilt fiir alle Xe IR

(1) 0£ T(X) € 0(X) € pos(X)

(2) 9(X)(U(X)) = 0o(X), ¢(x)(o(x)) = U(X) .

Beweis:

Die Existenz der Limites ist eine unmittelbare Folge
von Lemma II.4 ., Die Ungleichung (1) ergibt sich
aus Lemma II.4 (3) nach Grenziibergang.

Wir zeigen (2):

—
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Dabei beachten wir, dap ¢(X) stetig ist.

Dann gilt der Reihe mach

0(X) = Lim(gp(X))*®**(pos(X))
‘ L |

1ime(X) ( (9(X))?5* (pos(x))))
AR R

o(X)( vim (9(X))%** (pos(X))
f ) ,

i

¢(x)(u(x)) .

Es ist klar,dap dann auch die andere Gleichung gilt.
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Ist ¢ IF(A,8), so wird ¢ stabil in XeIR™ genannt,
falls jede Iterationsfolge von @(X) konvergiert.
Gilt dann r(A)< 1, so ist 9 in jedem XeIR™ stabil.
Ist umgekehrt o in jedem XeIR™ stabil, so ist

r(A)¢ 1. Die erste der beiden Aussagen 14Pt sich

mit geeigneten Modifikationen auf stetige, stlickweise

affine Abbildungen verallgemeinern.

Wir beschidftigen uns mit der Frage, wann es bel gege-

benem XeIR” nur eine Idsung ZeIR™ der Gleichung

9(X)(z) = 2 (¢ IF(4,8))

gibt. Dieses Problem ist physikalisch nur interessant,
wenn die innere Stabilitédt des Inhibitionssystems im
Hinblick auf Variation von 7 gefordert wird.

Das bedeutet folgendes: Ein Inhibitionssystem ist,
stabil, wenn sich das System bei jeder Auslenkung

von 7 wieder auf 7 eimnstellt (bei festgehaltenem

X). Das 1&Bt sich mathematisch durch die Bedingung,
dap jede Iterationsfolge von ¢9(X) gegen 7 konvergiert,

erreichen. Wir fordern also:
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vim (9(x))5(Y) = 2 fir alle YeIR™® .
k

Man kann nun zeigen, dap aus der Tatsache, daf jede
Iterationsfolge von @(X) konvergiert, bereits folgt,
daf jede Iterationsfolge von 9(X) gegen Z konvergiert.
Wir ktnnen also den Begriff der " Stabilitét " eines

Inhibitionsfeldes ¢ folgendermafen definieren.

Definition: Sei ¢ IF(4,S) .

@ ist dann und nur dann in XeIR" stabil, wenn der

vim (9(X))5(¥)
k

fiir alle YeIRn existiert.

Tst ¢ in jedem XeIR™ stabil, so heift ¢ stabil(schlecht-
¢ in j ¢

hin).

Unser Wumech ist es nun, Stabilitédtskriterien fir
Inhivitionsfelder zu finden. Um Ideen zu fixieren,
betrachten wir zundchst Y lineare " Inhibitionsfelder.
Ein séLcheE " lineares " Inhibitionsfeld ist eine

Abbildung ¢ des IR in die Menge der affinen Abbildungen

des IR" in sich, zu der es eine Matrix Ac T und einen
2
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Vektor BeIR™ gibt, so dap fir alle X,YeIRT gilbs
(IIT.1) o(X)(Y) =X +B -~ A Y .
Dabei ist A nichtnegativ, Spur A = 0 und B> O .

Wir vergessen also die Punktion pos .

Mithilfe matrizentheoretischer S#tze ( vgl. |4] und |5] )
folgt leicht, dapf ein lineares Inhibitionsfeld genau dann
stabil is$, wenn der Spektralradius der zu ¢ gehorigen
Inhibitionsmatrix 4 kleiner als 1 ist.

Wir wollen eiﬁen anatogen Satz filir "nichitlineare" Inhibi-
tionsfelder beweisen.Hierzu benttigen wir zwei vorbe-—
reitende Satze

vatz TIT.13

Sei @ IF(A,S) und sei XeIR™. Dann sind folgende beiden
Aussagen Hquivalent:

(1) 9 ist in X stabil

(2) o(x) = U(X) . (vgl. Satz II.2)

Bewelgs:

Dap aus (1) (2) folgt, ist trivial., Wir zeigen, dap

aus (2) auch (1) folgt. Dazu betrachten wir die Menge
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N(X) :={YEIRH | e(X)(pos(X))s ¥ < pos(X)} .

Nun gilt nach Lemma II.2 (2) (fir s=0) :

YeIR™: @(X)(pos(X)) & (¢(X))3(Y) € pos(X) .
Alsos

(111.2) (cp(xnz(inﬂ) < w(x) .

Sei nun YeN(X).Dann gilt per definitionem
9(X) (pos(X)) £ Y £ pos(X) .

Wir wenden @(X) auf diese Ungleichung an und erhalten

unter Beachtung der Monotonieeigenschaften von @(X)
9(X)(pos(X)) & ¢(X)(¥) £ (9(X))*(pos(X)) < pos(x)
(nach Lemma II.1(2) und Temma II.2(1)).

Also:

(III.2a) (X)(N(X))SN(X) .

Betrachte nun zu YeIRT die Folge
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C ((x)D)| k=0,1,2,0000 ) .

Nach (III.2) und (III.22) konnen wir uns im Hinblick
auf die Konvergenz dieser Folge auf solche YeIR™
beschriénken, die aus N(X) sind. Fir diese gilt aber
nach Definition von N(X) und (III.2a)

(IITI.2b) o(X)(pos(X)) < Y < pos(X) und
(IIT.2¢) o(X)(pos(X))< 9(X)(Y) £ pos(X) .

Wir wenden auf (III.2b) und (III.2c) (cp(X))gs mit

827 0 und erhalten :

(111.24) (9(X))%®* (pos(X)) < (9(X))2%*? (1)
< (9(X))%®(pos(x))

(11T.2¢)  (9(X))%** (pos(X)) < (9(x))2%*1 (1)
S(9(X))%%(pos (X)) .

(YeN(X), 8= 0,1,2,00c000s ) »
Da nun gilt: 0(X) = U(X), folgt,dap zu jedem YeIR™

die Limites

tim (¢(X))%® (¥) wnd tim (g(X))%5*1(v)
8 8
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existieren und gleich sind. Hieraus ergibt sich aber,
daf auch der Limes

. k
tim (g(X))™(Y)
k
fiir alle YeIR" existiert. Das aber war zu zeligen.

Wir haben mitbewiesen

Korollar zu BSatz IIT.1:

Sei ¢ ein in XeIR" stabiles Inhibitionsfeld,dann

gelten folgende Aussagens

(1) 1im ((X))F(T) = 0(X) = U(X) fir alle YeIR™
I

und

(2) 4Aus 9(X)(2) = 2 folgt Z = O(X) = U(X) .

Diese Folgerung 18P+t sich noch in einer anderen Weise

interpretieren. Sei
(TII1.3) w(gp) := { XeIR™| 0(X) = U(X)}

(¢ IF(4,5)).

Dann besagt die obige Folgerung: Durch die PFestsetzung




(III.%3a) I,(X) := lim (9(XN)5(T) (%, 7e1r®)
k

wird eine Abbildung
definiert.

Diese Abbildung ist die beim sehvorgang interessierende

Transformation. w(y) nemnen wir den Stabilititsbereich

von ¢. w(g) ist nicht leer,demn es gilt:

DeIe™ (1),€ (8)y; fir 11,98 m,34 53 € w(p)
und

{Kelﬁﬂ] X=c e; mit cell und 1< iSzl} Eule) .

w(y) hat fermer die Eigenschaft, daf mit X auch alle X?

mit pos(X’) = pos(Z) aus w(e) sind.

Bine Diskussion der Bigenschafiten von I{‘0 bringen wir
in den anschliefenden Paragraphen,
Un die angekiindigten Stabilititssitue beweisen zu kinnen,

bendtigen wir noch eine Abschitzung,.
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Satz ITI.2: Sei ¢ IF(4,S). Damm gilt fir alle X,Y,Y’cIR™

(IIT.4) | o(X)(Y) - o(X)(¥?) | & &4 | ¥ -1 |

Beweis:

Es gilt der Reihe nach
O oe@)(Y) - o(x)(¥?) | )y

= | pos( (X)i ~ (A pos( Y - Sqéi ))i) -

pos((X); - (& pos( ¥ - Se; )); |
<O 4 ( pos( Y-85, ) - pos( ¥ - Se; )) | )y
(Lemma II.1(2))

L4 pos(Y~§ei)—pos(Y’~gei) | )5

( II. 5 o )

S(ajr-v|) (Lemma II. 1(2))
1

(i=1) 0000 ,n). Das aber war zu zeigen.
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Nun kbonen wir den ersten Teil unseres Kriteriums zeligen

sSatz IIT, 32

Gitt fir ¢ IF(4,s), dap r(a) 1 ist, so ist ¢ stabil .

Beweis:
Sei XeIR™. Betrachte 0(X) - U(X). Dann gilt mach

obigem Satz III.2 unter Verwendung des Satzes II.2

0&] o(x) - w(x) | = | 9(X)(U(X)) ~ 9(X)(0(X)) |
€4 ] u(x) ~o(x) | =4 [o(x) - v(D)] .

Durch Wiederholung dieses Schlusses folght wegen A2 0
k
0L 0o(X) - U(X) & &~ ( 0(X) - U(X) ) (k=0,1,2,000.. )

Da r(A)<1 ist, gilh:

tim 2% =0 (vgl. [4] wnd |5] ) .

k
Hieraus folgt aber
o(X) = U(X) .
Nach Satz ITI.1 ist dann aber ¢ in X stabilt. Da X beliebig

war,folgt die Behauptung.
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Der Satz III.2 gestattet es, eine Abschitzung liber
das Konvergenzverhalten von Iterationsfolgen von
9(X) (bei gegebenem ¢ IF(4,S) und XeIR™) herzuleiten.
Es gilt né@mlich fir k> 1 nach Satz III.2

(T1.5) | 1,(x) - (@(EDEX) | = | 9(E)(T,(1) - (#(x) (1) |
$h 1 T,m - (e (v) |
(k=1,2,...., YEIR®) .
Durch Induktion iber k gewinnt man aus (III.5)
(IIL.52) | I(%) - (e(x))¥(1) | & &F |T,(x) - ¥ |
(k=0,1,2,0000.,7cIRY) .

Beachtet man nun noch, dag 0 &£ I(p(X) < pos(X) & |X|
gilt, so folgt aus (III.5a) die Abschédtzung

(IIT.5b) | ICP(X) - (px)E(Y) | € A¥ (x| + |¥] )

(X, YeIR®, k=0,1,2,cecee ).
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Wir wollen die " Umkehrung " des Satzes III.3 beweisen.

Sats IIT.4:

Ist ¢ stabites IF(A,8), so ist r(A)&K 1 .

Beweisgi _

Wir fiihren den Beweis indirekt. Angenommen : T(A)>» 1 .
Nach den Sitzen von Perron und Frobenius fir nicht-
negative Matrizen (vgl. [4| und |5] )} ist r(4) Eigen~
wert von A, zu dem ein Eigenvektor F mit F» 0 und F# O
gehbrt, Man kann nun - etwa durch Multiplikation mit

natiirlichen Zahlen ~ erreichen,daf fiir P folgendes gilts

(I11.6) (F); > 0 & (F); > (s)ij (3=1,4000,n0)
(ITI.6a) Seip :={Jj | 1€ign und (F)j> 0}, so sei

(1-z(a)) (B); + > ) (8);4(8);5 <O fir iep .
JEH |

(Beachte: 1-r(A)<O0 ) .

- Nun gilt aber

(), , falls 3f p

i

(pos( F - 86; ) );
(F); - (8)34, Talls je

(i,j=1,-o-a,n,i# j ) .
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Dann folgt aber

(¢(P)(F)); = pos( (F); - (& pos (F - Se; ) ); )

0, falls if u

pos ( (1-r(4))(F); +> (8);5(8)35 ).falls dep
JEW

(i=1,....,11) .
Also: @(F)(F) = O und @(F)(0) = I .
Da B #£ 0 ist, folgt,dap ¢ in F nicht stabil ist. Das

aber ist ein Widerspruch.

Die Sdtze IIT.3 und III.4 iliberflihren das Problem,
Stabilitdtskriterien zu finden, in das Problem, Eriterien
dafiir zu finden, wann der Spektralradius einer nichtne-
gativen Matrix A mit Spur A = 0 kleiner als 1 ist.

Ueber das letziere Problem existierty aber eilne grofe
Anzahl von Sitzen (vel. |4|,[5].16] ) -

Als Beispiel soll hier zunichst folgende in |6| angege-

bene Abschitzung iiber den Spektralradius einer nicht-
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negativen Matrix zitiert werden. Es gilt ndmlich fir
eine nichitnegative (n,n)-Matrix A, daf fir jedes X> 0,

XeIR" die Abschitzung

(IT1.7) Min ( (A X ), ®7 )T (A D)y (), )

1$i&n 1£i<€n

folgt.

(Diese Abschitzung ist in dem Sinne optimal, daf man
durch geeignete Wahl von X dem Spekitralradius von
beiden Seiten der Abschitzung (ITI.7) beliebig mahe
kommen kann.)

Mit (III.7) erhalten wir aus den S8tzen ITI.3 und ITI.4
folgendes Kriterium.

Kriterium I: Sei ¢ IF(4,S) .

(1) Existiert X>0,XeIR™ mit Max ((4 X), @1 )<,

i
1£i<n
so ist 9 stabil .
n ~1
(2) Existiert X> 0,XeIR mit Min ((A X)i (X)i >1 .,

1£41i&n

so ist ¢ nicht stabil . n

Durch Spezialisierung von X mit X= e =§ s €4 folgt:
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Eriterium II : Sei ¢ IF(A,S).

n
(1) Ist Max (_3_ (A)ik ) 1,80 ist ¢ stabil .
1=sisn k=l

n
(2) Ist Min (3 (A)ik }>1,80 ist ¢ nicht stabil.
1€1i< n k=1

Durch weitere Spezialisierungen erhédlt man aus
Kriterium I eine grofe Schar von Stabilitdtskriterien.,
Wir diskutieren einen speziellen Typ von Matriszen,

der im Hinblick auf Anwendungen beil Inhibitionssystemen
wichtig ist.

Sei also ¢ IF(A,S). A habe die folgende Struktur.

Es existieren Zahlen a; (1 £i<r) und Relationen

v, & {il1€ i<l = {iln€ j < nY), so dap gilt:

(III.8) ;> «ocses >ar>0

(III.82) v, symmetrisch und schleifenfrei (1 € i £ 1)
(III.8b) v; ™ vy = g fir ifg j (1K£41i,jS 1)
(III.8¢) v(i,3) = { (5,®)|(j,k)e v; | #¢ tir alle

1 i &ruwd 1€ j€n

T

(IIT1.83) (4);, = 0, falls (i,k);!l l Vs . (1 £i,k&n
i=1

(II1.88) (4);y = a;, falls (i,k)ev, (1 €41,k &
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Anschaulich bedeutet das folgendes:

Es gibt verschiedene Grade i von Kopplungen der Sehzellen
untereinander. Mit welchen Sehzellen eine Zelle j im
érade i gekoppelt ist, beschreibt die Menge v(i,j]).
Gleichgradige Kopplungen haben den gleichen Inhibitions-
koeffizienten a, ((rr1.8),(11I.8d,e)) . Zwei Zellen

sind nicht in verschiedenen Graden miteinander verbunden
((I1I.8a,b)). Mehrfachkopplungen in den gleichen Kopplungs-
graden treten alsco nicht zwischen zwel Zellen auf.,

Eine Zelle ist nicht mit sich selbst gekoppelt ((III.8a)).
Jede Sehzelle ist mit mindestens einer anderen Zelle iiber
Riickkopplung in jedem Grade i verbunden (III.Sc ) .

Bei technischen Realisierungen von Inhibitionssystemen
wird man in der Regel normierte Bauteile verwenden.

Das hat zur Folge, dap technische Inhibitionssysteme

in der Regel gerade den Forderungen (III.8) und (III.8

a -~ e ) geniigen werden . Es wird sogar im allgemeinen

80 sein, daf die zu den Relationen V4 gehOrigen Graphen
reguldr sind. Wir nemnen daher ein Inhibitionsfeld ¢

vom T - Typ , wenn die Inhibitionsmatrix von @ den
Porderungen (III.8) und (IIL1.8 a ~ e ) geniigt.,

Wir wollen Inhibitionsfelder vom T-Typ im Hinblick

auf ihre Stabilitédt vergleichen. Dazu fihren wir

folgende Hilfsgridfe ein.
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Sei also ¢ IF(4,S) vom T-Typ. Seien Vi und ay die zu
A gem#p (IIT.8) und (III.8 a — e ) gehbrigen Grifen.

Setze

(111.9) ©(p) := ((V-l:aq);-"---s (Vr’ar)) .

Dann gilt folgendes Kriterium fir Inhibitionsfelder

vom T-Typ .

Xriterium II1:

Sei ¢ IF(4,S) vom T-Typ, sel fernmer
C(CP) - ((\)1,31),-----. » (Vr,ar)) o

Dann gelten folgende Aussagen

r
(1) (A& : a; u( vy ) (®(vy)e= Max | v(1,3) |
i=1 1€38n
(i=l,e00,r) )
(2) Sind alle Vi.(1 € i & r) regulér, so gilt pg
T
r(4) =Z: a; u( vy )
i=1

T
5 >, a; u(v;) < 1 =» ¢ stabil .

i=1
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Beweig:

(1): Bs gilt

(III.10) 2 z § a; ulvy

i=1 kev(i, ) i=1

f'liI' 331,o.--,n °

Dann gilt der Reihe nach (nach Kriterium II )

n T
r(h) & Max > (.A.):.Lj = Max EE:::: ay zz::::
=1

1€£j<n = 1€ i=1 kev(i,J)

PumE

(2):In (IIT.10) steht das Gleichheitszeichen, falls
atlle vj reguldr sind. Dann folgt aber sofort die
Behauptung (vgl. Beweis von Kriterium I )

(3): folgt nun direkt aus (1)

Zwischen Inhibitionsfeldern vom T-Typ kann man nun

folgende Ordnungsrelation einfihren.
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Sei 9 IP(4,5) und ¢’ IF(A?,5%). ¢ und ¢’ seien vom T~Typ.
Seien ferner

t(p) = ((vis27)seeesss(v,,a,)) und

G(p?)= ((pqsbdy)saveenslpgiby)) »

dann schreiben wir

(I1I.11) cp< cp’@( (1) & 8
1 i

(s )
(3) a; £ by 1<€i

r) )

N A

Wir vergleichen Tnhibitionsfetlder vom T-Typ also im
Hinblick auf die "Koppelweite " (1), auf die "Dichte"
der Xopplungen (2) und im Hinblick auf die "Stérke"

der Kopplungen (3) .

Nach |5| gilt nun fir nichtnegative Matrizen , die in
der Relation 0L ALA’ stehen : v(4) € r(4?) .

Also folgts Seien ¢ und ¢’ vom T~-Typ

9L 97 = r(h) & T4%),
wenn A und A’ die zugehOrigen Inhibitionsmatrizen sind.
Diese Aussage filhrt zu einem interessanten Ergebnis,
wenn man Inhibitionsfelder mit Schwellenmatrix 0 betrachtet.
Piir diese gilt ni#mlich der folgende Batz.

Satz IIT.5: Sei ¢ IF(4,0).

9 ist dann und nur dann stabil,wenn r(A) < 1 ist.
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Beweis: (indirekt)

Wir haben zu zeigen, dap aus "¢ stabil" folgt,dap

r(a) £ 1 is% (vgl. Satz III.3 und Satz IIL.4) .

Wir nehmen also im Gegensatz zur Behauptung an, daf ¢
stabil und r(4) = 1 ist.

Nach den SHtzen von Perron und Frobenius (vgl |4]| und [5])
ist nun r(A) Bigenwert von 4, zu dem ein Eigenvektor

P mit F2 0 gehbrt. Nun gilt einerseits

o(F)(F) = pos(F - 4 pos(F)) = pos((E-4)F) = pos(0) =0
und andrerseits

¢(F)(0) = F .
Hieraus folgt - F£ O - , daf ¢ in P nicht stabil ist.

Das aber ist ein Widerspruch.

Aus diesem Satz erhalten wir nun die fir Inhibitions-

felder vom T-Typ wichitige Folgerung.

Korollar zu Satz III.5: Seien ¢ IF(4,0) und ¢’ IF(A’,0)

Inhibitionsfelder vom T-Typ. Stehen dann ¢ und ¢’ in der

Relation ¢<<@’, so folgt aus der Stabilitdt von ¢’ die

von @ .




- 47 -

Beweis:

Aus 94 97 folgh r(A) § v(A’). Aus der Stabilitét von ¢’
folgt r(A7)< 1 (Satz III.D5) . Zusammen ergibt sich:
r(A) 1. Nach Satz III.% folgt dann, daf ¢ stabil ist.

Bemerkung 1;

Dieses Korollar garantiert, dap weder das Ausfallen

von Kopplungen noch die Verkleinerung der Inhibitions-—
koeffizienten an der Stabilitédt etwas &dndert. Ferner
erkennt man, dap jedes "Teilinhibitionsfeld Y eines
stabilen Inhibitionsfeldes vom T-Typ wieder stabil ist.
Vergroferung von Inhibitionskoeffizienten kann allerdings
Instabilitdten nach sich ziehen. Bs hat sich nun aber
experimentell gezeigt, daf es glinstig im Hinblick auf

die Kontrastverschirfung ist, wenn der Spektralradius der
Inhibitionsmatrix méglichst grof ist. Im Hinblick

auf Schwankungen in den Inhibitionskoeffizienten milssen
also Binrichtungen geschaffen werden, die eine Vergriferunng
der Inhibitionskoeffizienten dann unmSglich machen, wenn

der Spektralradius der Inhibitionsmatrix nahe bei 1 liegt.

Der Satz III.5 hat noch weitere interessante Konsequengzen.

Bemerkung 2: Betrachte ein Inhibitionsfeld ¢ und den

Stabilitdtsbereich w(gp). Ist dann der Spektralradius
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der Inhibitionsmatrix kleiner als 1, so ist w(g) = IRT.
Winscht man nun, Inhibitionsfelder zu verwenden, fiir

die die obige Aussage nicht zubtriffit, so muf man
fdtgendes Problem losen. Es darf nicht sein, daf kleine
Schwankungen in einer Fingangsgripe Xew(g) zu Instabili-
tédten fithrt. Man wird also fordern, dap w(g9) offen

ist, wenn ¢ brauchbar sein soll. Das Problem liegt nun
darin, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen w(g)
offen ist. Betrachten wir nun speziell Inhibitionsfelder
mit Schwellemnmatrix 0 , also ¢ IF(4,0) . Im Beweis

von Satz III.H haften wir gezeigt, daf fir einen zu

r(A) gehbrigen Eigenvektor F mit Fe& 0 gilt:

¢ ist in F nicht stabil, falls r(4) = 1 ist. Man erkennt
nun ohne Schwierigkeit mit dem gleichen Schluf, dapB
diese Aussage auch richtig bleibt, wenn r(4A)2> 1 ist.
Nun gibt es aber in der Umgebung von O unendlich viele
solcher F , Man erhdlt also die Aussage:

In jeder Umgebung von O gibt es ein F, so dap ¢ in

F nichf stabil ist.

Es ist klar,dag ¢ in O stabil dst. Dann haben wir aber
bewiesen, dapB m(w)'nicht offen ist, falls r(4)2> 1.

- Zusammen mit der obigen Bemerkung ergibt sich dann folgende

Aussage: Sei ¢ IF(4,0)

w(e) ist dann und nur dann offen, wenn ¢ stabil ist.
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Bemerkung 3: Die einfachste Operation zwischen Inhibitions-

feldern ist das "Nebeneinanderstellen ", d.h. die
direkte Summe. Wir definieren: Sei ¢ IF(4,0) und ¢’

IF(A?,0). Dann ist oDg’ IE‘([A' z], 0) .
0 ¥

A O
Nun gilt r([ ]) = Max {r(A),r(A’)’} . Damit garantiert
0 A?

uns Satz III.5, dap mit ¢ und ¢ auch ¢@o’ stabil ist.

Wir diskutieren einen weiteren Typ von Inhibitionsfelderm.
Sei ¢ IF(4,S) . Wir nehmen an, daP die Sehzellen seriell
angeordnet und nur Nachbarn gekoppelt seien. Dann hat

A die Form

T 0 by A
8, 0 b2
0 \ag 0\ b3
(III.12) A = \\\\\ \\:\\\
AR ‘o\ by 4
\Q anqo

X K

mit reellen nichtnegativen Zahlen a; und b, (i=1,...,n-1)

(A ist also eine Jacobische Matrix ( |7] ) )

Dann gilt fiir r(4) nach |7| folgende Abschitzung

(ITI.12a) 2 Min (A)ij cos —2-£r(4a)$2 Max (A).. cos —E-

|i-3]=1 -

n+1 |i-3]|=1 11
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Damit gewinnen wir das folgende Kriterium

Kriterium IV : Sei ¢ IF(4,8). Plr die Matrix A gelte

(A)ij =0 fur | i-j |Z 2 .

Dann geliten folgende beiden Aussagen

(1) Ist2Max _ (A)ij cos ~2— < 1, so ist ¢ stabil,
n+1
| i-3 | =1
(2) Ist 2°Min (4);; cos QET “ 1, so ist @ nicht stabil.
| i-3 | =1

7um Abschluf dieses Paragraphens wollen wir den Satz III.3
auf stetige, stiickweise affine Abbildungen verallgemeinern.
Sei fi: IR® ww——d IRT eine stetige, stiickweise affine
Abbitdung. Wir interessieren uns fiir zu f gehOrige
maximale konvexe Partitionen. Sei P eine derartige

Partition. Dann giltbs

i

(111.1%3) B =9 riir alle pe P
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(I1I.1%a) Seien DysesesD, € P (r» 2) paarweise verschieden
und so beschaffen, daf man eine affine Abbildung
gIIR" —— y IR" mit g/p;= £/p; (1€ is 1)
wihlen kann, so ist L____l Pi nicht Ionvex.
< ig&
lMan iiberlegt sich leicht, dapf die Forderungen (III.13) und
(I1I.13a) auch hinreichend filir die Maximalitit von P sind.
Lg gibt aber im Allgemeinen mehrere solche maximale
Partitionen, Wegen (III.13) ist aber die zu peP gehbrige
affine Abbildung fp durch die Forderung fp/p = f£/p
eindeutig bestimmb.

Setwe

(IIT.13b) 7(P,2) t={g|g: 1A% b IR® affin,es existiert
pe®? mit g/p = f/P}

Sei nun Q eine weitere maximale, zu f gehbrige, konvexe

Partition. Dann iliberzeugt man sich,daf gilt:

(I1I.1%¢) | 2| =] @ | (] 2| die Michtigkeit von P )

und




(I1T.134) v(P,f) = 7(Q,f) .

Wir wollen nun f eine Matriz A(f) zuordnen, die die
Rolle von A in Satz III.3 ibernimmt, Dazu definieren wir
folgende Verknilipfung zwischen Matrizen A und B ¢ o

2

(111.130) 4 O3 = (ax {(4); 1, (B); o] ) :
1, k=1

Diese Verkniipfung ist assoziativ,kommutativ und absor-
bierend. Dann kbnnen wir fui A1(> .......().Ar (AiEAﬂ,n)
< = .
(1<€4i< 1) auch schreiben (:) A,
i=1
Sei P maximale,konvexe,zu f gehdrige Partition, seien
ferner fp mit peP die zu [ gehbrigen affinen Abbildungen.
Dann ist fp bei Auszeichnung der kanonischen Basis des
1r™ eindeutig bedtimmt durch ein Paar (F_,A ) & IR™ x L
PP s I
(Ap ist die zu fp gehorige Matrix,Fp die zu fp gehdrige In-—
homogenitét (bei Auszeichnung der kanonischen Basis im M),

sSetze nun

ol

(III.13£) A(F) := (:) |4
- peP

Betrachte ge y(P,f). Dann ist g bestimmt durch (Fg,Ag)a

I
IR = .
An,n




- 5% —

Wegen des Absorptionsgesetzes gilt dann

(111 13g) a(e) = (O Ta |-
gEY(Prf)

Damit ist bewiesen, daf A(f) unabhéngig von der Auswahl
) von der maximalen,konvexen, zu f gehirigen Partition

ist., Wir wollen nun folgenden Satz bewelsen.

Satz ITI.6 3

D eine stetige ,stlickweise affine

Abbitdung. Ist dann r(A(£))L 1, so konverglert jede
Iterationsfolge von f gegen einen Fixpunkt von f.

Dariiberhinaus ist der Pixpunkt von f eindeutig bestimmt.
Beweis:

Wir wollen den Banach’schen Fixpunktssatz anwenden.

(1) Wir schitzen | £(Y) - £(¥’) | (¥, T’e IB™ ) ab .

Dazu betrachte die Verbindungsstrecke von Y nach Y’

Y L’

9
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Dann gibt es

Po’taoaooogp-ﬂ-
mit p; €2 (04i £ W), so dap folgendes gilt:
Es gibt Punkte Yb,E1ga....,YN,YN+1 e YV? mit

- - ’
YO—YEPQ’YN-;-T“Y € Py und

Y, & p; MRy g (1 g1g m=1) .

(Wegen der Konvexitit der p; gilt namlich pi,-épj filr if]
(0€i,j g M)

Nun gibt es aber reelle Zahlen

0 =t < by Coomnly < g = 1

mit

T, =T+ 45(Y ~Y ) (0K i€ W),

Perner: Y, € Rand p; M Rand p,_, (imlye0e0ysN) &

Aus der Stetigkeit von f£,folgt dann

£ (Y)- = F (Y-) ( i=1,o.ot,N)
Pio 7t Py

(Beachte die Stetigkeit affiner Abbildungen)




Dann gilt aber der Reihe nach

N
| £2(x) - =(x*) | =) 2(T,) - £(Y 4) |

i=0

N
€Yl (T - 2Ty, |

1=0 '

N

r.E | fPi(_Yi) - fpi(Yi+1) |

i=

N
= | P + A Y, ~F_ - A Y. .|
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N

= a08)) | %=t ] 1 Y-

i=0

N R
= E (t;,4=%5) A(E) | Y, =Yy ]
i=0

=A(f) Y~ |
(2) Da r(A(£f)) < 1, kann man £> 0 so widhlen, dap auch noch
r(A(f) + eH) € 1 ist mit (H)ij =1 (1<€4i,j< n) .

Da A(f) nichtnegativ ist, ist A’ = A(f) + eH irreduzibel.

Dann gibt es nach |5| eine Matriznorm || Il(m) und
A’

(m) _

eine monotone ,zu || || konsistente Vektornorm
A’

1wt e 1) =z .

A, A’
Dariiberhinaus liefert die durch || || induzierte
A,

Metrik die gleiche Topologie wie die euklidische Metrik

auf dem IR™, Daher ist der Raum IR™ mit der Metrik, die

durch || || induziert wird, ein Banachraum.
A?
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Mithilfe von (1) und der Monotonie von ]I |1 welsen
. A?®

wir nun leicht die Kontrakitionsbedingung nach:
H 2(x) - 2] =] [£(D) ~ £2x)]]]
’ _A_! A,
S|l age) | v -1 ||
A’
Sllar | r-v] |
A!
< 2 1® ) ey )

A? A?

=r(a’) [} ¥ -1 |]
A’

Da nun r(4?) £ 1 ist, ist die Kontrakitionsbedingung erfiillt.

Dann liefert der Banach’sche Fiypunktsatz die Behauptung,

a
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Die zu ¢ IP(A,S) gehbrige Transformation I@ ist eine

séetige,stlickweise affine Abbildung., Iq)/ IRn+ ist nicht
injektiv, jedoch gilt I@(IRn%) = IHH+. Im Hinblick auf

die auftretenden Parameter A und S ist ¢ stabil, falls r(4)¢ 1
igst, d.h. kleine Variationmen von A und S5 fihren beil

festem XeIR™ nur zu kleinen Schwankungen von I¢(X).

Sei ¢ IF(A,S). Im Paragraphen IIT hatten wir ¢ eine Transfor-
mation I$= w(p) ~———p IR" zugeordnet ((III.3)). Diese
Pransformation ist die beim Sehvorgang interessierende
Transformation., In diesem Paragraphen sollen nun einfache
Bigenschaften von Icp diskutiert werden. Aus der Definition

von I(p liest man sofort folgende trivialen Eigenschafien

ab.
(Iv.1) Sei C>0,CeIR, dann gilt: Icp(cei) = Ce; (1 €i< n)

(1ve1a) Xe w(g)s Icp(X) = I@(pos(X))

(IV.1b) Xe w(g): I(P(x) =0&2XS$ 0.
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(Iv.le) sz§¢): 0K x@(x)eg pos(X)

Als n#chstes untersuchen wir die Frage nach der Injektivi-
+
8% und Surjelctivitdt von I, eingeschrénkt auf IR% .

Dabedi nehmen wir von jetzt ab an, daf r(4)< 1 ist.

Betrachte folgende Abbildung @’:IR@ MMHm?{f[leﬁ e TR }

definiert durch

(I7.2) (97(X)(¥)); = (X); - (& pos(T-8Te;)),

(X,TeTR™, i=1,0000,0)
-
Man zeigt leicht — wig fiir 9 — , daB fiir alle XeIR"
¢(X) eine stetige, stiickweise affine Abbildung ist.
[ Dann gilt aber auch fiir alle Xe IR-  A(¢(X))S 4, also
r(A(p(X)))& r(A)< 1. Dann folgt aber Qééh Satz III.63

Durch die Festsetzung

TN

(Iv.2a) ?’(X)(Ié (X)) = Io (%) (XeIR™)

wird eine Abbildung I : IR" -8 IR™ bestimmt,

Betrachte nun ferner die durch
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(17.20) (Ip*(1)); = (1) + (& pos(¥-8Te;)),

(TeIR®, i=1,40.,0)
definierte Abbildung I@’: IR® ————p IR" ,
Sei YeIR". Dann gilt:
¢’(I$’(Y))(Y) = Y, alsos Ié (Ié’(Y)) = ¥ (YeIR™Y) .
Andrerseits:
Ié’(lé (x)) = X (XeIR™) .
Hieraus folgt:

(Iv.2c) I?

y  prs =1
G R

Es gelten nun folgende Aussagen
Satz IV.1: Sei ¢ IF(4,5) und r(A)< 1. Dann gilt:
(1) XeIr®: I¢(X) = pos(Ié (X))

(2) IW(IRni) = IRn+

(3) =/ IRH+ ist dann und nur dann injektiv, wenn A= 0 ist.
9
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Beweigs

(1) Sei Xe IR, dann gilt:

it

pos(I(X)); = pos((X); - (& pos( I} (X) = S'e; ));)

i

pos((X); = (4 pos(pos(T} (X)) ~ 87e; ));)

(n., TLemma II.1)

(i=1,.q.,1’l).

Also folgt:

I?(X) = posCIé (X)) .

+ g
(2) Sei Ye IR"™ , dann gibt es, da Ié bijektiv ist, ein

Xe IR™ mit I%(K) =Y .

Nach (1) folgt nun aber: pos(I% (X)) = I@(X) = Y ,

ot
Ferner giltt: IW(X) = IQ(pos(K)). pos(X) ist aber aus IR ,
also folgt (2) . |

(3) Ist & = 0, B0 gilt: I@(X) = pos(X). Daraus folgt aber,

+ _
dap I?/ IR™ injektiv ist. Wir zeigen die Umkehrung.
+
Dazu nehmen wir an, daf I¢/ IR® injektiv ist, aber
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A # 0 ist. Damnm gibt es i und j mit (A)ij> 0 .
Betrachte nun eine reelle Zahl c> O mit ¢ ~ (S)ij> 0

fiir alle i,j=1;0e00s « Betrachte ferner Ce e

Dann gilt:
n
-1
(Iq,) (cey) = cey + 2 . (8);35 (e = (8)45) o5 # cey &
| i# J |
i=1

Dann folgt aber
-1 -1 '

I (1’ ce. = pos (I7(I’ ce., = gce. .

o Ty T (o0y)) = pos (T3(15™ (e0y)) = ce;
Andrerseits: I@(caj) = cej. Dag ergibt aber einen
Widerspruch.
Wir versuchen also hun, einen Bereich, der mdglichst
grof ist, anzugeben, auf dem I? injeki{iv ist,

Satz IV.2: Sei ¢ IF(4,S) und sei r(4)< 1.

: +
(17 Setzt man in(cp)=={1ce IR® | I;) (X))O} , S0
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ist I@/ in(q) injektiv.

(2) 7Zu jedem XeIR" existiert ein X’c¢ in(g) mit

I X = I }{’ .q
Beweis:

(1) Auf in(g@) gilt: I@/ in(g) = I%/ in(g) . Daraus folgt

sofort die Behauptung.

(2) Setse T = T,(X) und X’= 1;;‘1(30 . Damn gilt:

I; (X?) = T> 0, also: X’c in(9) .

F H PY=I" (X)) =Y =TI (X),
erner I@(X ) I@ (x*) mc )

Bemerkung:

Sei ¢ IF(4A,8) und #(A)< 1, dann ist in(9) Vereinigung
von endlich vielen konvexen Menge. Ist insbesondere

S = 0, so ist in(o) =fK] (E+A)'-1X > O]‘ .

-2

Icp hat eine spezielle Monotonieeigenschaft.

Da I; ~1 eine monoton wachsende Abbildung ist, gilt
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Temma IV,1: Sei ¢ IF(A,S):

I&, (X) g Ig") (x?) = x<£3x7 .,

Wir wollen nun nachweisen, daf I? eine gtilickweise

affine Abbildung ist.

Satz IV.3: Sei ¢ IF(4,5) und r(4)< 1., Dann ist

I¢ eine siilickweise affine Abbildung.

Beeeis: Wir zeigen,dap Ié eine stilickweise affine

Abbiltdung ist, dann folgt die Behaupbtung nach Satz IV.1 .

(1) Definiere auf dem IR" fOLgende Aequivalenzrelation,

s n, ’

Lle IR: X a X7 <= ((( (X)) ;€(8) 5, & (15(2)) < (8)y5)
arf '

(2) Wir zeigen:

XA X,08p<1 =pX + (1-p)X’ A4 X,

Beweis: Setze Y = p Ié(X) + (1mp)Ié(X’) .

Dann verifiziert man sofort:

;iﬁ
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Nun gilt aber:

97(p% + (1-p)X*)(7) = p(X); + (1-p)(X*); -

(A( pos( D Ié(x) +(1—p)Ié(K’) - é‘éi))i

= p((X); ~(& (pos( I(X) ~ Se,));)

+(1-p) ((%);~ (A(pos(T5(x*) - 5e:)));)

( nach der obigen Bemerkung)

— ) - 2 (T?Y = 3
= P 1¢(x) + (1 D) I@(X ) T .
Also folgt:
I3 (X + (1-p)X?) = p I} + (1-p) I3 (%)

?

Dag aber war zu zeigen,

(3) Sei Xe IR", Definiere Matrizen P,(X) (i=1,...,n)

durch (Pi)ij= 0, falls i# j .
= ’ > (8)..
(B;)yy = 1, falls (I3(X));> (8)y;

(2,)

= 0, falls (Ié(x))jré (s)ij

J3
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mit P, := PiFX)o
Stehen X und X? in der Relation ¥aX?, so gilt:
B (X) = B(X?) fir i=l,s000,n &
Dann gilt fir Xe IR™:
(15 )y + (R THE); = (1 +((a238)e;); «
(i=1,0as,n)
Hieraus folgt aber:
I; (x) + A(X) Ié(X) - 4 .]i"‘(X..) ,
wobei gilt:
X o X > AZX) = A(X’),. X)) = F{(X?)
und
0& A(X)& A .

Aus derILetZtereﬁ Beziehung folgt aber: r(A(X))< 1.

Dann folgt aber

InX) = (& + A NUE + KX .




o~

Hun folght aber aus (1) und (2),dap Ié stiickweise

affine Abbildung ist. Das aber war zu zeigen.
Bever wir uns den angekiindigten Variationsproblemen

zuwenden, wollen wir noch einige Bemerkungen iber

Inhibitionsfelder mit Sehwellenmatrix 0 machen,

Ist ¢ IF(A,0), so schreiben wir auch kurz:" ¢ILF(4)".

Wir filhren zwei Operationen zwischen Inhibitionsfeldern

mit Schwelblenmatrix 0 ein.
Seien @ IF(A) und ¢?’IF(A’). Dann ist
(Iv.3) ¢ + ¢* IP(A+A?) .,

Man erkennt sofort, dap aus der Stabilitédt von 9+¢’

die Stabilitdt von ¢ und ¢’ folgt.

Sei ¢ IF(A) und ¢>0, ce IR, Dann ist

(Iv.3a) (cp) IF(ch) .

Ist ¢>1, so folgt aus der Stabilitét von cg die von o,

ist ¢£1, so folgt aus der Stabilitét von ¢ die von ¢ .
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Bs gilt nun folgender Hilfssatz.

Temma IV,.2:

(1) Seien ¢ IF(4) und @"IF(A’) gtabil, dann gilb:

I@(X1) &y

T , (X) = , wenn X = |4 ist.

(2) Sei ¢ stabiles IP(4) und c¢>O0 reelle Zahl, dann gilt:

Im(cX) =c I?(X) (ReIR™) -

(3) Seien ¢ IP(A) uvnd ¢° IF(A’), sel fermer 9+¢’ stabil,
dann gilt flir Xe IR™:

S
H
,(X) = pos((Apos + I@,

-1
I@+¢ ) CX)) .

( Beachte: (& pos)(Y) = A pos(Y) fiir YeIR™ )

Bewels:

(1) ist trivial

(2) o 15 (%) 4 = o(X); ~ (4 ¢ pos(Ig (X)))i =
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= (eX); - (& pos(eTy(X)));  (i=1,eeesm),

Also folgh: I& (eX) = ¢ Ié (X) o
Hieraus folgt aber sofort die Behauptung fir I
(3)

Es gilt der Reihe nach

I’ (X) = X ~ (A+4?) pos(T’ (X))
p+@? . : e+
=X - A pos(I’ (X)) ~ A’ pos(I’ | (X)) .
T g+’

Dann folgts:

I;, (X = & pos(L’ X)) =717 (x) .
P9’ 9 +97

Dann ergibt sich aber:

’ —1.1 ’ | -
P )L(I¢+¢,§X)) X

(Apos + I

@ L
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Hieraus aber folgt:

,(x) = (4opos + 12,7 )N

]
Tosg 9’

Dann ergibt sich aber die Behauptung.

Wir kommen nunmehr zu den angekindigien Variations—
problemen bei Inhibitionsfeldern.
Alle unsere Variationssétze werden sich aus folgender

fundamentater Abschitzung ergeben.

Satz IV.4: Sei ¢ IF(4,8) und ¢, I}E‘(A1,S1). Dann gilt
fir alle X,X,,Y,Ye IR™ die Abschitzung:
(IV.4) ] p(X)(Y) - ?1(X1)(Y1) l-é

|X—.-X1[+|A—A1](|Yl+8e)+lA1HY-Y1I+IA1]|Sr:-Sq{[ e .

Beweiss Piir alle i=l,..0.,n gilt der Reihe nach

l¢(X)(Y) - @1(X1)(Y1)Iz I pos{g*(X){Y) )= POS(?%(X1)(Y1))I




S @D - 93(x)T) |4
(TLemma II.1)

$lzx |5 + | & pos(Y - STei) - &y pos(¥y - S? e;) |y
(II.5k)

§ 122 | #(|a-a, ]| pos(i- 8%e) | )y +([4||pos(-s)e,)-
(I1.5,k,0) pos(¥, - S?ei) I)i

S -x |, +(amny [(x]+sTe)) g+ (J4]] T~ 8%ey— 1y- sf e )5
(11.5 b,k){(Temma II.1)

Ity |y + (Jaety [([2]es%e)) v 1oy 1122 71, +(1aq []5"=sT o),
(TI.5k) |

Damit ist alles bewiesen.

Wir wollen nun zuerst die Variation bezliglich der Eingangs-—

groge X untersuchen. Es gilt.
satz IV.53
Sei ¢ IF(4,8),esgelte r(A)< 1, Dann gilt folgende

Aussage. Tiir alle ¥,X’e IR gilt:

(17.5) ] 1,08 - 1,020 [lg & 1] B [0 ] =2 [, .

Inabesondere folgt, dap I@ eine stetige Abbildung ist.
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Bewais:

Nach Satz IV.4 gilt fir X,X;e IR"
| 1,08 - 1p(x0) | = | o) (1g(X)) ~ 9(H;) (T4(%q)) |
& (%2 ]+ Jal ] 1,(0) - I(xp) .

Hieraus folgt aber

(B-A) | ICP(X) - ICP(X.J) | € 1z-x,]

Da mun r(A)< 1 ist, gilts (E-A)"'> O.
Also folgt: '

| 1,00 - 1,0z | < (@)™ |2x ] .
Dann folgt aber

I 1g(x) - T,(x0) |1 = 1z = 2@

£ 1] Ea M Ex ] 1, &1 @ 0] 1x-x] ],

=1 )"t 1] oEx, 1,
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Satz IV.6: Sei ¢ IF(4,5) und 9, IF(A1,S),saien r(4) und r(.tl_1)4(1°
Dann gilt fiir alle XeIR™

(1v.6) | 1,(x)- 1@1(X) e

< min€ FHE2)" [ ] @) 1)

Il Ixlese [1g 11 & -2y |,

Beweis:
Yach Satz IV.4 gilt fir Xe IR

I IQ(X) - Iy, (%) | € IAWA1I(II¢(X)1 +_SE ) + A T,(X)-1 (%) |

Hieraus folgt aber
(Ba) | Ip(0) - 1, (1) [ & [ A~y | (2] + 85 ).

Da nun r(A;)< 1 ist,folgt

1
|7,(x) - 3:(91(1:)] § (B-ay) Ja-ag] (JE] + 86D
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Nun ergibt sich die Behauptung wie im Beweis von
Satz IV.,5, wenn man beachtet, dap man die Rolle von A

und A1 vertauschen kann.

Satz IV.7: Sei ¢ IF(A,S) und ¢4 IF(A,8,), sei r(A)( 1.

Dann gilt fitr Xe IR™

. 1
(zv.7) || I (X) - ICP1(X) o1l (E—A)"1|le‘llﬂ“éllstsillénzd

Beweis:

Wach Satz IV.4 gilt:

| Tp8) ~ Ty () 1€ ATy (0 - T, (X) |+ [4] [s%s]] e
also

(&MM]%@)~%ﬁﬁfgﬂlgﬁfee

Hieraus ergibt sich aber mit der bekannten Schlufweise

wie bei den beiden vorhergehenden S#tzen die Behauptung.

Wir ziehen ein Resiimee dieser drei Variationssitze,




Ist 9 IF(4,5) und r(A)< 1, dann ist I@ stetig im
Hinblick auf Variation der Bingangsgrtfen,der Inhibitions-
matrix und der Schwellenmatrix, I(]rj ist gleichmédfig stetig
im Hinblick auf Variatioan der Eingangsgrifen und der
Sehwellenmatrixz, nicht aber im Hinblick auf Variation

der TInhibitionsmatrix.

Zum Abschtup dieses Paragraphens wollen wir noch ein
Temme herleiten, dessen Tragwelte erst im anschllefenden
Paragrephen gewlirdigt werden kann.

Sei ¢ stebites IP(4,3), betrachte damm die Polge
b} 2 .7) '
J{.’ I@(X)g pr(i{) '3 I@(.ﬂ.) 7 a0 oo nm L]

Man hat nun experiementell festgestellt, dap mehirmaliges
inwenden eines Inhibitionsfeldes die Kontrastverschiriung
verbessert. Wie gut man durch Iteration von I? maxyimal

verbessern kann, wird durch

It ,_
11 i
;-im Iq,()

festgelegt, sofern der Limes existiert.

Wir behauvupten nun gerade
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Lemma IV,3: Sei ¢ stabiles IF(4,S), dann gilt fir alle XeIR™:

Es existiert

li.mIk(X) .
xk 9

Beweis:

Wir kOnmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit anmehmen,
da X2 0 ist. Dann gitt:

0£ I(P(X).S X,

Durch Induktion liber k sieht man dann sofort,daf gilts

&

O.QI%; (X)éIlc;"1(X) (k=1,2,3, 0000 )

k .
4lso ist die Folge ( IcP (X)) monoton fallend

k=0,1’2’nl

und nach unten beschrinkt. Damm folgt sofort die Behaupttung.
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Bei Inhibitionsfeldern mit Nachbarkopplungen wird
das Auftreten von Mach’schen Linien bei serieller
Anordnung der Sehzellen fir treppenfdrmige
Bingangsverteilungen nachgewiesen. Die Mach’schen
Iinien bilden sich hierbei an den Sprungstellen
und den Rindern der Sehzellenreihe aus,

Im Falle der ebenen Verteilung der Sehzellen

wird ein Kontrastverschirfungssatz fir

" punktformige " Eingangsverteilungen

bewiesen . Hierbei wird die erste Mach’sche

Linie nachgewiesen.

In diesem Paragraphen wollen wir die kontrasitver—
schérfende Wirkung von Inhibitionsfeldern
nachweisen. Wir beschrinken uns dabei auf

Inhibitionsfelder mit Nachbarkopplungen, wie sie

im Paragraphen III definiert wurden.
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Im ersten Teil dieses Paragraphens werden wir
annehmen, daf die Sehzellen seriell angeordnet
gind, im zweiten Teil wird.die ebene Anordnung
der Sehzellen untersucht. Generell arbeifen wir
ohne Schwellen.

Wir betrachten also zunfchst Inhibitionsfelder

¢ von dem Typ ¢ IF(a( J, + JIT1 )) mit a0, as IR.
Ferner nehmen wir an, daf ¢ stets stabil ist.

Es sollen nun die Antworten eines zu einem derartigen
Inhibitionsfeld gehorigen Inhibitionssystems auf
treppenfdrmige Eingangsverteilungen XeIR" unter—

sicht werden. (vgl. Abb. V.1)

b

Abb, V. 1

Es ist zweckm#fig,gleich einen allgemeineren Verteilungs

typ zu betrachten. Dieser soll wie die in Abb. V.2 auf-

getragene Verteilung beschaffen sein.
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Un eine mdglichst knappe und suggestive Terminologie
bei der Formulierung der zu beweilsenden S&tze benutzen
zu kdnnen, sollen einige Begriffe und Bezeichnungen
eingefihrt werden.

Seien 8 und t natiiriiche Zahlen mit

1{ s8&t<n.

A =

Dann ist
(v.1) [s,t] := {1 $i€n] s<ig )
der Abschnitt zwischen s und .

Ist g=1, so identifizieren wir Es,s] = 8 ,

Betrachte nun Xe IR™, Wir sagen:

Zwei Abschmitte [ s,t ] und [s;,t; ] stehen in der Relation
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(vu1a) [s,% ] K(X) [sys%; ]

dann und nur dann, wenn fiir alle i e [.s,t'] und

ke E 51,t1 J gilt
(Vo1b) (X);& (X)y -
Wir definieren nun

Definition: Sei Xe IR-.

Der Abschnitt [fs,t ] hat die Eigenschaft (A+(X) )s

wenn flr alle i=2,4,65... wit -1 s+i

(v.2) s+i~1 &(X) [ s+i, -1 ], fmitl K(X) [ s+i,t-i ]
und fir alle i=1,%,5,.000 mit t=~i2 5+i

(v.22) [ s+i, $-i ] K(X) s+i~1, [[s+i,t-i ] K(X) t~1i+1
gilt.

Der Abschnitt [ s,t | het die Eigemschaft (4_(X) ),
wemnn | s+1,t-1 | die Eigenschaft (4,(X) ) bat und.

wenn gilt:
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(V.2b) t &(X) [ s+1,4~1 ], s K(X) [a41,8-1 ] .

(vgl. Abb. V.3 )

-
3
e

W
(4,(x))) (4_(x))

Abb. V. 3

Sel nun Es 'b] ein Abschnitt mit (A (X)) und (A (x?7))
Lir X,X%¢ IR", Wir sagen:

X ist bezliglich [: s,t:] profilierter als X° (in Zeichens
Xp[s,t] X)), wemn gilt: |

(v.3) x ~X%, X ~%;  fir alle ke [ s+i, $-i ] und

S+i~1 S+i-1
i"—*1 ,3,5,0--9 mit 't—l?/S“f"i

und
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(V.32) ®-% .4 1% %L - %h.qq fir alle ke [[s+i, -1 ]

und i=2,4,65... mit t-i2> s+i

und

(V.30) x4 = By ] g4 —x} fir alle ke | s+i,b-i']
| und i=1,%,5,... mit t=i? s+i

und

—_ , — , 3 = L] .-.-‘
(Vo3b) xp &y o (2% — X} ;.4 fr alle ke|s+i,b-if
u:rld. i=2’4,6,..| mit t“‘i;"s”‘i [

(Hierbei is%t x; = (X)i und x} = (X’)i (i=1,000,ym))

Definition: Seien 1€ iy esvs i, § 1 (r>0) natiirliche
Zahlen, dann sagen wWir
Xe IR™ hat die Eigenschaft (A(i;,+...,1.)),wenn folgendes
gilts _
(voa) [ 1a=1 T, 0aq+1m], 4 iy

haben (A+(X)) . |

(V.4a) Eij,ij+1 ] nabven (4_(X)) filr j=1,...,7-1
und

(Vodd) ig &(x) [1,1,-1 ]y 1k(x) L1410 .

(vgl. hierzu Abb. V. 2 )
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Definition: Seien X,X° & IR", X und X’ haben (A(i1,...,ir)).

Wir sagen: X ist profilierter als X?, wenn gilt:

(vo5) xp [1, 1,-1] %
Ip [ ir+1’ n ]'K’ und

X P [ ij+1,i ""'1]§ X’ fiiI' j=1,oun,r"1

J+1
und
(v.5a) X; =%y Y E} 1 - x! und
] J d
- - .
41T T2 F X:I.j

fﬁr j:::-},.llﬂ’r L]

(Hierbei ist wieder (X)i= x, und (Kf)i = x! flr i=1,...,n))

(Vergleiche hiergzu Abb. V.2: X ist profilierter als X’ ) .

Grob gesprochen bedeutet " X ist profilierter als X’ ", dap
die Hohenunterschisde zwischen " Bergen " und " Tilern Y

bei Z grofer sind als bei X* .

Es gilt nun der folgende Hilfssatz.

T

Lemma V.1: Sei ¢ stabiles IF( a(Jn+ I )), ferner seien

1< 8¢ t $n natlirliche Zehlen, dann gilt fiir alle X,YeIR",

die der T n
) G, sE T FE 1,641 ] nat (4~(%)) und (4-(Y)) oder




(2) (%,8) =(n,1): [ #,t] bat (&, (X)) wnd (4,(Y))

geniigen ,

(2) [s,%] nat (&, (g7 (X)(D)))

(b) 9’(X)(Y) ist bezgl. [ s,% ] profilierter als X .

Beweis:

Wir zeigen die Behauptung fir den Fall (V.3), fiir
die anderen Fille ist ein v@llig analoger Beweis wie
fir den Fall (V.3) zu fihren.

Sei also i=1,3,... mit s+i§ t-i und ke [ s+i, -1 ] .
(1) i=1s

Dann gilt:

97 (K) (1), ~ 9" (D)D) =(X) =Dy — & pos((D)g_y) -
| a pos((¥)g,¢) + & pos((¥)y_4)
+ a pos((¥)y )

Nach Voraussetzung gilt nun

(Y)kr13’(y)s+1 und (Y)k+f? (Y)s~1°

-

Hieraus folgt aber

pos(T)y_q ¥ pos({¥)g,q) wnd pos ((T)y4)= pos((¥)g_4)




Dann ergibt sich aber

(o (XD, = (@ (X)) 2 B = (B
(2} i> 1:
Dann gilt:

(cp,(K)(:{))S+i—1 ’(CP,(X)(Y))L: = (X)Svi-i—-'l* (X)k
| - & pos((Vg,y) -

a pos((Y) . 4 n) +

a+i

a pos((¥)y.q) +
pos((¥)y_4)

iy

Da i ungerade ist, folgt aber nach Voraussetzung

(Ngps & Mg md Wy 0 & Dy -

S+1
Wie unter (1) ergibt sich damn

((?,(X)(Y))S_I_i_*l - (@’(X)(Y))k?/ (X)S-i-i-'] - (X)k .
Wegen der Voraussetzung {iber X, folgt dann direkt

die Behauptung fir den Fall (V.3) . Die lbrigen

Pélle lassen sich, wie schon oben gesagt, vollig

analog diskutieren.
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Wir ziehen eine Folgerung aus Lemma V.2,

Folgerung: Sei ¢ stabiles IF(a(Jn+J£ }), sei ferner

1441 & n eine natiirliche Zahl mit i¥ 2,n-1, dann gilt

fiir alle X,Y € IR™, die der folgenden Bigemschaft geniigen:

[ i-2,i+2 ] hat (4 (X)) und (4_(T)) ,
(a) Ei—1,i+1 T nat (4, (97(x)(1)))

(b) ¢?(X)(Y) ist beziiglich [ i~1,i+1 | profilierter
als X .

Beweis: Setze in Lemma V.2 s=i-1 und t=i+1 .
Bemerkung :Ein entsprechender Satz gilt auch fur die
Falle i=2 und i=n-1 mit gewissen Modifizierungen in

den Voraussetzungen.

Wun 18Rt sich uunser angestrebter Kontrastverschérfungssatz

lLeicht bheweisen.

Satz V.1: Sei ¢ IF(a(d, + J3 )) stabil (2>0,2eIR ) .

Pir alle XeIr™, die die Eigenschaft (A(i1,...,ir)) haben,
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| gilt:
1 (1) Iy (X) hat (A(iqseeeesiy )
Beweis:

Aus Temma V.1,'der Folgerung und der Bemerkung zu Lemma

V.1 folgt fiir alle Ye IR®, die (&(iqs+--0,1.)) haben,

(1) 9?(X)(Y) hat (A(i1,.,a.,ir)) und

(2) 9?(X)(Y) ist profitiertfer als X .

Durch Induktion iiber k folgt dann fiir alle k=1,2,40.0
k

(1) 92 (X)(X) hat (A(iqs00..,1,)) und

(2) @’(X)k(x) ist profilierter als X .

Dann ergibt sich die Behauptung durch Grenzibergang.

Wir wenden diesen Satz auf treppenformige Eingangsverteilun—

gen an und definieren dazu.
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Definition: Seien 1£iy<1, <<l g0 (r>0)

T
natiirliche Zahlen.

Xe IR™ hat die Eigenschaft (T(ijseees,i,)), wenn
X (A(i1,.....,ir)) hat und wenn es reelle Zahlen

co,llﬂlﬂ’cr mi‘h

(X)pme,  fir 14k € iy

(V.6)

(K)kz cj fﬁl‘ ij< kSij+1 (j=1,...,I‘—-1)

= i i S
(X)k” e, fur i.<kSn
gibt.
Dann erhalten wir folgendes Corollar aus Satz V.1

Corotlar: Sei g stabiles IF(a(Jn+J£ }), dann gitt
fir alle Xe IRY, die (T(iy,esesyi,)) haben:

(1) Ty (X) hat(a (ig,.c00e,iy)) und
(2) I% (X) ist profilierter als X .

In Abbildung V.4 ist das Resultat dieses Satzes noch einmal

dargestellt worden.
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iy ~ e in g
A
ip— i
: : + } 'l : = X J N ; . .
S ' bl SICIEE m————
Xd

I,(%)

Abb.V.4

Wir interpretieren dieses Ergebnis, wie folgt.

An den Sprungstellen und an den Riéndern der Sehzellen—~

reihe treten Mach’sche Linien auf. Beginnt man eine
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neue Iteration mit Ié(X), so werden die Mach’schen Linien
verstdrkt. Dadurch werden die Konturen (an den Sprungstellen)
schidrfer herausgearbeitet, wobei man allerdings in Kauf
nehmen muf, daf im Inneren der Treppenstufen die Homogeni-~

8t der Verteilung zerstort wird.

Wir kommen zum zweiten der angekiindigten Kontrastverschirfungs-
sétze. Betrachte ein Inhibitionsfeld mit Nachbarkopplungen.
Dann ist ¢ vom T-Typ. Es existiert also eine ReWion

vE{i]‘l i€ ny x {'1] 1€ i g n} und eine reelle Zahl

a% 0 mit

a, fatles (i,3)e v

(4) (1€1,i€n, 9 IF(4) )

ij = 0, sonst

Wir beachten ferner, dap v symmetrisch und schleifenfrei

ist. Dartiberhinaus gilt:

vi)={ 3l (L) evy A8
Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen.

etz V.22

Vor. (1) ¢ ist Inhibitionsfeld mit Nachbarkop%tungen,
v sei dle zugehdrige Relation und a>0 die
zugehorige reetble Zzhl.

(2) ¢ sei stabil

(3) Sei Xe IR",und es gelte fiir ein i
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(X);7 E (X
kev(di)

Beh. (1) (I¢§X))i‘¥ EE%;;%;; (;¢(X))k

(2) Ist kev(i), dann gilt entweder
(T, () = 0
oder

(To(E)); - (TR 2 (X); - (X)y
Beweis:
Wir flhren den Beweis in mehreren Schritien.
(2) Betrachte 9’(X) und YeIR™ mit

pos( (1);)7 ) pos((¥)y)
, v _

Dann gilts

pos((9*(X)(¥));) = pos ((X); ~2a) 008 (T)y )

kev(i)

und
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pos(9” (X)(T))y. €& pos((X)y ~ & pos((¥).))  (kev(i)) .

Hieraus folgt aber:

pos({g?(X)(1));) = mos((9?(X)(1))) >

kev (i) : _
pos((X); - a)__ pos((T)y)) ~F " pos((X)y, ~ & pos((¥),))
kev(i) kev(i)

Wir filhren nun eine Fallunterscheidung durch.

1. Palls: (X)i,gai : .pos((Y)k) .

kev(i

Dann gilt abers:

(%) & (2);€ a) 'pos((Y)k)é a pos((¥),) .

kev(i)

Alsos

POS((X)i "‘ 8.2 : POS((Y)I{) ) ""z .POS((X)_‘K"‘ a POS((Y)i)) = 0.
: kev(di) kev (i)

Das bedeutet aber

pos((9"(X)(¥))3) > &2 pos((9?(X)(1))) -
o kev (i) , , |




2.Fall:s (X);9 ay pOS( ¥)y) -

key (i)

() { a pos((¥);) fiir alle kev(di)

Dann gilt:

POS((@ (X)(Y)) ) Z pos( (¢’ (X)(1))y) (X); - &) pos((Y))

kev(i) kev(i)

Y 0.

3. Fall: (X) > ey pos((Y)k) BEs existiert k mit
kev (i)

(x), > & pos((¥),)

Dann gitts

2 pos((M)y - & pos((M D) Y (X)y - & pos((¥),).

kev () kev(i)
Hieraus folgt aber

pos(gp’ (K)(Y) ;) -§ pos( (92 (X)(¥))y) >
e (1) | o

L f ) | 1).)) 2
(X)) + a( pos((¥),) — pos((¥))) 2 ©

kev{i)
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Also folgt stets

pof( (@’(X)(Y))i) }-E pos ( (97 (X)(¥))y )
: kev(i)

Ferner gilt:

(02 (D)D) - (@2 (D) Y (D= () + & pos((T),) -

2) poa((¥),)

kev (i)

2 (:{)i - (X)k (kev(i)) .

(b) Aus Teil (2) folgt zber nun direkt

(%) POS((I&; (x));) 2 > POS((IEP ;K))k) und

kev (i)

(=) (15 (D)5 = (I3 (D) y Dy - (O (ke v(1))

Aus (=) folgt nun wegen der Relation (I@(X))i = pos((I% (X))j)

fir j=1,...0,1 der erste Teil der Behauptung.
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Hun gilt:

I
P
b
S
]
Ak}

) 2 (X)k > 0, da aus der

kev(di)

(97 (X)(X))5

‘BStabilitdt von ¢ folgt: a1 .
Also gilts

-

(IS’O(X))ié
Hieraus folgt:

(ICT,CX))i = (I¢§X))i .
Dann folgt aus (== )

(I@CX))i - (I () > (X)4 - (“X)k (ke v(i)) .
Ist nun (I%a(x))]£ = 0 fiir kev(i), so ist (IC} (X)), S 0.

Ist (Im(x))k)> 0, so0 ist auch (Ié(X))k:>’O fiir kev(i) .

T Letzte#en Fall gilt aber: FI@(X))k = (Ié(X))k .

Hieraus folgt aber der zweite Teil der Behauptung,
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Ist also ein Punkt hell gegeniiber seien Nachbarn , so

wird der Komtrast zwischen dem Punlktt und seinen Nachbarn
verstirkt,

Man beachte, dap auch dieser Kontrastverschirfungssatsz

die gleiche Struktur im Hinblick auf mehrfache Anwendung

des Inhibitionssystems wie der Satz V.1 besitzt, d.h.
mehrfache Anwendung des Inhibitionssystems auf eine Verteilung

fihrt auch in der Ehene zu einer immer stirker werdenden

Herausarbeitung der Kontraste.
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et o T e e e o T e

Der IR ist die Menge der m~tupel X =(X i .e0.,%,),

wobei die x, =(X); (i. Kompomente des Vektors X) fiir 1£ig n
reelle Zahlen sind.

X ist grofer oder gL-eich Y (in Zeichen: X2 Y), wemnn fiir

altle 1€ién gilt: (X); > (¥); . Entsprechend benubzen wir
-+
<Y . TR® ist die Menge der Vektoren X mit X2 0.

Die wichtigsten Funktionen sind ,wie folgt, definiert

(lxh); = [(x);] (1€ 1€=n) Betrag von X,

_ 1
n 2 T ]
1] x [lg = (E (X); ) euklidische Norm von X,
i=1
(pos(X)); = 0, falls (X); € 0, und = (:»c)i ,falls(X),% O .

(i=1,-a.,1’l) .

Spezielle Vekforen sind die ginheitsvektoren €laseessC

des IRIJL und ihre Summe & =_E ey -
i=1

Reelle Matrizen A sind rechteckige Schemata

i ]

a"-l-l asQoeca a‘m

f P re -

]
L]
L]
4
o
1

a

Il'l e v eos a0 amJ

e
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mit reellen Koeffizienten 8y = (E)ik (1€ 14 n,1< k £ m).

Wir schreiben A ¢ B fiir Matrizen, wenn (A):Lj < (B)

fir T€$ i pwd 1 £j& m gilt.

Die wichtigsten Funktionen bei Matrizen sind folgender-—

mafen definiert.

(AT)ik = (A)ki (1$i€n,1 €k¢m) (fransponierte Matrix),
' n
Spur A = z 7 (A)ii (Spur von A),
i=1 -
(]Al)ik = I(A)ik[ (1€ig n,1 $k< m) ( Betrag von 4 ) ,
1
2 z
A =( (4) ) (euklidische Matrixnorm ) ,
© | ik
1€1%n
1€ k<m

~1 ist die Inverse von A (sofern sie existiert),

r(4) ist der Betrag des betragsgripten Eisenwertes von A

(Spektralradius) .

dpezielle Matrizen gind die Einheitsmatrizen En mit n Zeilen

und n Spatten .
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Die Matrix Jn ist definiert durch

[ A
O .] O LI - B0 N o

0 1 0 40800 O

Inhibitionsfelder werden mit m,@’,m1,...., Inhibitions—
matrizen mit A,A’,A1,B,....,., Schwellenmatrizen mit S,S?,
S1,.....,Eingénge mi% X,X’,X1, oo pAusginge mit Z,Z’,Z1,
Im(X),...,Vektoren mit ¥,¥’,¥y,.00. bezeichnet.

Eine konvexe Menge M ist eine Menge, die mit K,YEIRn auch
alle Punkte der Form X+ t(¥-X) (0 &$t< 1) enthdlt., Ist M
eine konvexe Menge, so wird mit ﬁ die Menge der inmneren Punkte,
mit ﬁ die Menge der realtiv inneren Punkte, mit Rand M die
Menge der Randpunkte, mit ﬁ die Menge der Berihrungspunkte
von M bezeichnet.

Bine Partition des IR™ ist eine Familie von paarwelise
disjunkten,nichtleeren Teilmengen des IR, die den IR®
liberdecken.

Die Einschrénkung einer Abbildung auf eine Menge wird

wit f/W bezeichnet.
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