Zur Darstellungs- und Spektraltheorie fiir
nichtvertauschende Operatortupel

Commutant-Lifting-Satz, charakteristische Funktion und
Hilbert-Samuel-Polynom

Dissertation
zur Erlangung des Grades
des Doktors der Naturwissenschaften
der Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultiaten

der Universitat des Saarlandes

von

Dominik Faas

Saarbriicken, 2008



Tag des Kolloquiums: 16.12.2008

Dekan: Prof. Dr. Joachim Weickert
Priifungsausschuss: Vorsitzender:
Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler
Berichterstatter:

Prof. Dr. Jorg Eschmeier

Prof. Dr. Ernst Albrecht
Akademischer Mitarbeiter:

Dr. Bernhard Burgeth



Mewner Famalie






Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt verschiedene Aspekte
endlicher, nicht notwendig vertauschender Tupel stetig li-
nearer Operatoren auf Banach- oder Hilbertraumen. Sie
enthélt Verallgemeinerungen beziehungsweise Analoga von
Ergebnissen fiir einzelne Operatoren oder vertauschende
Operatortupel auf den nichtkommutativen mehrdimensio-
nalen Fall.

Der erste Teil beschéftigt sich mit der Darstellungstheorie
solcher nichtvertauschender Tupel. Dabei werden Multi-
plikationsoperatoren zwischen Fockrdumen betrachtet und
ein spezieller Commutant-Lifting-Satz gezeigt. Wir unter-
suchen auBlerdem die charakteristische Funktion zu einer
n-Kontraktion auf einem Hilbertraum.

Im zweiten Teil stehen Semi-Fredholmtupel auf Banach-
raumen im Mittelpunkt. Fiir diese Tupel fiihren wir ein
Hilbert-Samuel-Polynom ein und bestimmen dessen Grad
und Leitkoeffizienten. Weiterhin untersuchen wir die in
der kommutativen lokalen Spektraltheorie wohlbekannten
Spektralriume. Dabei zeigen wir einen Abgeschlossenheits-

satz fiir holomorphe Semi-Fredholmfunktionen.






Abstract

In this thesis, various aspects of finite - not necessarily
commuting - tuples of continuous linear operators on Ba-
nach spaces or Hilbert spaces are considered. We derive
generalizations and analogues of some results which are
well known for single operators and commuting tuples.
In the first part we study the representation theory for
such non-commuting tuples. To be more precisely, we con-
sider multiplication operators between Fock spaces and
prove a certain Commutant-Lifting theorem. Moreover,
the characteristic function of an n-contraction is analy-
zed.

The main focus in the second part is put on semi-Fredholm
tuples. We introduce the Hilbert-Samuel polynomial for
such tuples and compute its degree and leading coeffi-
cient. Furthermore, we prove that the range of certain
semi-Fredholm functions is closed in order to analyze some
spectral subspaces, which are well known in the commu-

tative local spectral theory.
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Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt verschiedene Aspekte endlicher, nicht not-
wendig vertauschender Tupel stetig linearer Operatoren auf Banach- oder
Hilbertrdumen. Sie enthélt Verallgemeinerungen beziehungsweise Analoga
von Ergebnissen fiir einzelne Operatoren oder vertauschende Operatortupel
auf den nichtkommutativen mehrdimensionalen Fall.

Der erste Teil beschéftigt sich mit der Darstellungstheorie solcher nichtver-
tauschender Tupel. Dabei werden Multiplikationsoperatoren zwischen Fock-
rdumen betrachtet und ein spezieller Commutant-Lifting-Satz gezeigt. Au-
Berdem untersuchen wir die charakteristische Funktion zu einer n-Kontrak-

tion auf einem Hilbertraum.

Sind &, €, Hilbertraume und ist ¢ : B — L (&, £,) eine holomorphe Funktion
auf der offenen Einheitskugel B C C™, so nennen wir ¢ einen (kommutativen)
Multiplikator, falls durch

(¢f) (2) = 0(2) f(z) (feH(BE), z€B)

ein Operator

My:H(B,E) — H(B,Ey), fr—of
zwischen den Arveson-Drury-Réumen mit Werten in € beziehungsweise &,
definiert wird. Ein Resultat von J. Eschmeier und M. Putinar (siehe [19]) be-
sagt, dass jeder solche Multiplikator ¢ mit || M| < 1 durch eine kontraktive
Operatormatrix (’colligation’)

A B
U= ( c D ) ceLHpEH"BEL) (H Hilbertraum)

dargestellt werden kann.

Wir entwickeln im ersten Kapitel dieser Arbeit ein entsprechendes Konzept
fiir nichtkommutative Multiplikatoren ¢, die zugehorige Multiplikationsope-
ratoren My : F2(€) — F2(&,) zwischen den Fockrdumen iiber & und &,
besitzen. Die Idee dazu geht zuriick auf verschiedene Arbeiten von G. Popes-
cu (siehe etwa [48]). Wir definieren zu einer Matrixkontraktion U wie oben
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den zugehérigen nichtkommutativen Multiplikator (Definition 1.15) und zei-
gen, dass analog zum oben genannten Resulat fiir den kommutativen Fall
auf diese Weise alle kontraktiven Multiplikatoren dargestellt werden. Wir
erhalten dies als Spezialfall unseres Commutant-Lifting-Satzes (Satz 1.22).
Darin werden alle Kontraktionen charakterisiert, die mit den Kompressionen
der Rechtsvorwirtsshifts auf gegebene *-invariante Teilriume von F2(&) be-
ziehungsweise F2(€,) vertauschen. SchlieBlich beenden wir das Kapitel mit
einigen grundlegenden Beobachtungen iiber die Zusammenhéinge zwischen
kommutativen und nichtkommutativen Multiplikatoren.

Im zweiten Kapitel behandeln wir die charakteristische Funktion zu einer
nichtvertauschenden n-Kontraktion auf einem Hilbertraum. In [46] zeigt
G. Popescu Modellsétze fiir C.g-Kontraktionen und vollstdndig nicht koiso-
metrische n-Kontraktionen und folgert daraus, dass zwei vollsténdig nicht
koisometrische n-Kontraktionen genau dann unitédr &dquivalent sind, wenn
ihre charakteristischen Funktionen iibereinstimmen.

Wir geben neue Beweise fiir diese Resultate, indem wir Methoden aus dem
kommutativen Fall (vergleiche [9]) benutzen. Auerdem zeigen wir, dass eine
n-Kontraktion genau dann dhnlich zu einem sphérisch unitdren Tupel ist,
wenn ihre charakteristische Funktion invertierbar ist (Satz 2.31). Im Fall ei-
ner einzelnen Kontraktion ist dies ein klassisches Resultat von B. Sz.-Nagy
(siehe [51]).

Im zweiten Teil stehen Semi-Fredholmtupel auf Banachrdumen X im Mit-
telpunkt. Damit sind hier Tupel T' = (T1,...,T,) € L(X)™ gemeint mit

n
dim [ X/ > T;X | < oc.
j=1
Fiir solche Tupel fithren wir ein Hilbert-Samuel-Polynom ein und untersu-
chen die in der kommutativen lokalen Spektraltheorie wohlbekannten Spek-
tralrdume. Dabei zeigen wir einen Abgeschlossenheitssatz fiir holomorphe
Semi-Fredholmfunktionen.

Ist T'e L(X)™ ein Semi-Fredholmtupel auf einem Banachraum X, so bilden
die durch

My =X und My, = ZTij (k e N)
j=1

definierten Teilriume M}, (k € N) eine absteigende Folge von abgeschlosse-
nen Teilrdumen mit endlicher Kodimension in X. Ein Ziel des dritten Ka-
pitels dieser Arbeit ist die Beschreibung des Wachstums der Kodimesionen
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von M, fir k — oo. Wir betrachten dabei die zu T assoziierte Garbe
n
H=9H(T) =05/ (2~ 1)0%
j=1
iiber der offenen Nullumgebung

n
D={zeC" dim|X/) (5-T)X | <oopcCCm
j=1
Dann ist H eine kohdrente O p-Garbe. Es sei Hy der Halm von H in 0 und
m C Op das maximale Ideal des lokalen noetherschen Rings Og der in einer
Umgebung von 0 € C™ konvergenten Potenzreihen. Wir definieren damit
das Hilbert-Samuel-Polynom von T als das eindeutig bestimmte Polynom
p € Q[x] mit
p(k) = dim (5{0 /mkafo)
fiir gentigend grofle k € N. Wir zeigen, dass stets
dim (U{O/mkﬂ-fo> < dim (X/My) (k€ N)

gilt (Korollar 3.23). Ist T ein vertauschendes Tupel, so erhalten wir sogar
Gleichheit. Damit folgt, dass unsere Definition des Hilbert-Samuel-Polynoms
im vertauschenden Fall mit der von R. Douglas und K. Yan (vergleiche [13])
iibereinstimmt. Falls M7 # X ist, ist p # 0 und lésst sich in der Form

d

o)=Y a(,”,) wew

i=0
schreiben, wobei d = degp € {0,...,n} ist und cg,...,cq € Z ganzzahlig
mit ¢y # 0 sind. Ein Hauptresultat des dritten Kapitels ist, dass der Grad d
von p gleich der Dimension der analytischen Menge

n
A={zeC% 0<dim | X/ (3 -T)X | <ocopCD
j=1
im Nullpunkt ist (Satz 3.29). In [17] zeigt J. Eschmeier fiir den Fall d = n,
oder dquivalent, dass 0 ein innerer Punkt von A ist, dass der Leitkoeffizient
co von p der stabilisierten Bild-Kodimension

n
T) = min di X i —THX
o(T) znelg%) 1 /;(ZJ 7)
von T entspricht. Dabei ist Dy C D die Zusammenhangskomponente mit
0 € Dy. Wir stellen uns in dieser Arbeit die Frage nach einem entspre-
chenden Resultat fiir den Fall d < n. Falls zusétzlich angenommen wird,
dass 0 ein glatter Punkt der Menge A ist, ersetzen wir ¢(7') durch die ’in
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A stabilisierte Bild-Kodimension’ c¢4(T) von T und zeigen, dass dann die
Abschitzung ¢y > c4(T) richtig bleibt (Korollar 3.39), die Gleichheit dabei
jedoch im Allgemeinen nicht mehr erwartet werden kann (Beispiel 3.41 (b)).

Fiir ein Semi-Fredholmtupel 7" € L(X)" auf einem Banachraum X betrach-
ten wir den abgeschlossenen Teilraum

M = ﬂ M,C X
keN
mit den Teilrdumen My, C X (k € N) wie oben. In [22] stellt X. Fang die
Frage, ob die Identitét

En:TjM =M
j=1

giiltig ist, falls X ein Hilbertraum und 7' vertauschend ist. Es ist wohlbe-
kannt, dass dies der Fall ist, wenn n = 1 ist. Eine weitere bekannte Tatsache,
die damit in engem Zusammenhang steht, ist, dass M (fiir n = 1) mit dem
lokalen Spektralraum X7 (C\ {0}) von T iiber C \ {0} iibereinstimmt. Im
vierten Kapitel dieser Arbeit wird zunichst gezeigt, dass die Inklusion

M c X7 (C"\{0})

fiir beliebige Tupel T richtig bleibt und dass Gleichheit gilt, falls T" vertau-
schend ist (Satz 4.3). Weiterhin wird dort der folgende Abgeschlossenheits-
satz (Satz 4.21) fiir holomorphe Semi-Fredholmfunktionen bewiesen: Sind
X,Y Banachrdume und ist o : D — L(Y, X)) eine holomorphe Funktion auf
einer offenen Teilmenge D C C" mit dim (X/a(0)Y) < oo, so haben die
induzierten stetig linearen Abbildungen oy : O(U,Y) — O(U, X)) zwischen
Fréchetraumen fiir alle geniigend kleinen Steinschen offenen Nullumgebun-
gen U C D abgeschlossenes Bild. Fiir ein Semi-Fredholmtupel T' ldsst sich
dieser Abgeschlossenheitssatz auf die Funktion

a=ap:C"— L(X"X), z— (21 —T1,...,2n, — T)) (Zeilenoperator)

anwenden. Es folgt, dass fiir geniigend kleine Steinsche offene Nullumgebun-
gen U C C" die globalen Spektralraume X7 (C" \ U) von T iiber C" \ U
abgeschlossen in X sind. Falls T zusétzlich vertauschend ist, folgt daraus
schliefflich, dass stets eine offene Nullumgebung U C C" mit

Xp (C"\{0}) = X (C*\ U)

existiert (Korollar 4.22).

Fiir weitere Erlduterungen zu den einzelnen Kapiteln verweisen wir an dieser

Stelle auflerdem auf die jeweiligen ausfiihrlichen Einleitungsabschnitte.
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KAPITEL 1

Commutant-Lifting-Satz

Einleitung

Fiir eine gegebene Kontraktion 7' € L(H) auf einem Hilbertraum H konstru-
ieren B. Sz.-Nagy und C. Foias in [50] die minimale isometrische Dilatation
V € L(X) auf einem Hilbertraum X D H. Fiir diese gilt

V*H C Hound Vh =T*h  (h € H).

Auflerdem ist

K=\ V.

keN
Darauf aufbauend zeigte B. Sz.-Nagy dann in [51], dass zu einem Opera-
tor X, der zwei Kontraktionen vertauscht, ein normgleicher Operator Y
existiert, der ihre minimalen isometrischen Dilatationen vertauscht und fiir
den Y* eine Fortsetzung von X™ ist. Dieses Resultat wird iiblicherweise als
Commutant-Lifting-Satz bezeichnet.
Ist T = (T1,...,T,) € L(H)" ein vertauschendes Tupel von Kontraktionen,
so zeigt S. Parrotts Beispiel (siehe [44]), dass die Existenz eines vertau-
schenden Tupels V' = (Vi,...,V},) € L(XK)" aus unitdren Dilatationen V; fir
T; (j =1,...,n) im allgemeinen nicht erwartet werden kann, falls n > 2 ist.
Anstatt eines Tupels von einzelnen Kontraktionen betrachten wir im Fol-
genden n-Kontraktionen, das heifit Tupel T' = (T1,...,T,) € L(H)", die
der Bedingung
n

> TiT) < In

j=1
geniigen.
Basierend auf einer geeigneten von Neumann-Ungleichung, die erstmals von
Drury in [14] gezeigt wurde, erhdlt W. Arveson in [5] einen Modellsatz fiir
vertauschende n-Kontraktionen, der eine Verallgemeinerung der Ergebnisse
von B. Sz.-Nagy und C. Foiag (siehe [50]) darstellt. Darin erhélt man eine
Dilatation von T', die als direkte Summe eines Shifts und eines sphérisch
unitédren Tupels geschrieben werden kann und fiir die H ein *-invarianter

Teilraum ist. Der Shiftanteil ist dabei gegeben als Amplifikation des Tupels

11



12 1. COMMUTANT-LIFTING-SATZ

(M,,,..., M, ) der Multiplikationsoperatoren auf dem Raum

H(B) = { Z aa2”; aq € C mit Z laa < oo} C O(B)

aeN? aeN” T

mit v, = % (o € N™). Eine dquivalente Version dieses Modellsatzes findet

sich bereits bei V. Miiller und F.-H. Vasilescu in [43].

Jede vertauschende n-Kontraktion T, die zusétzlich eine geeignete C.o-Be-
dingung erfiillt, ist (bis auf unitéire Aquivalenz) Kompression des Multipli-
kationstupels M, € L (H(B)® &)" (€ geeigneter Hilbertraum) auf einen
s-invarianten Teilraum N C H(B) ® €. Ist X € L(N) ein Operator, der mit
den Kompressionen PyxM; | (j = 1,...,n) vertauscht, so ldsst sich X nor-
merhaltend zu einem Operator Y € L (H(B) ® &) liften, der mit den M.,
vertauscht und somit selbst ein Multiplikationsoperator auf H(B) ® & ist.
Dieses Resultat erhélt man als Spezialfall aus allgemeinereren Commutant-
Lifting-Sétzen fiir funktionale Hilbertrdume mit Nevanlinna-Pick Kernen.
Man vergleiche dazu Arbeiten von C. G. Ambrozie und D. Timotin (siehe
[2]), J. A. Ball, T. T. Trent und V. Vinnikov (siche [7]) und C. Barbi-
an (siehe [8]). Man hat damit eine Verallgemeinerung des eindimensionalen
Commutant-Lifting-Satzes aus [50] fiir vertauschende n-Kontraktionen, die
zusétzlich die C.g-Bedingung erfiillen.

Ziel dieses Kapitels ist es, ein entsprechendes Resultat fiir den nichtvertau-
schenden Fall zu zeigen.

Man beachte zunéchst, dass auch fiir beliebige (nicht notwendig vertauschen-
de) n-Kontraktionen ein geeigneter Modellsatz existiert. Dieser leitet sich
aus der Wold-Zerlegung fiir Tupel von Isometrien mit paarweise orthogona-
len Bildern und der Konstruktion einer minimalen isometrischen Dilatation
fiir eine gegebene n-Kontraktion ab, beides zeigt G. Popescu in [47]. Ein
alternativer Beweis fiir den Modellsatz, der der Methodik von W. Arveson
aus [5] folgt, wird in [20] gegeben.

Der Shiftanteil im Modell fiir eine n-Kontraktion wird in der nichkommuta-
tiven Theorie durch den n-Shift S € £(3?)" auf dem Fockraum F? gegeben.
Wir fithren in diesem Kapitel zunéchst eine geeignete Schreibweise fiir Mul-
tiplikatoren zwischen vektorwertigen Fockrdumen ein.

Dann gehen wir nochmals auf den kommutativen Fall ein und zitieren ein
Ergebnis von J. Eschmeier und M. Putinar, das zeigt, dass jeder kontrak-
tive (kommutative) Multiplikator eine Darstellung (’fractional transform’)
durch eine kontraktive beziehungsweise unitéire Operatormatrix (’colligati-
on’) besitzt. Vergleiche dazu [19]. Diese Darstellung der Multiplikatoren
wurde unabhéngig davon auch von J. A. Ball, T. T. Trent und V. Vinnikov
in [7] entwickelt.
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Wir konstruieren im Folgenden zu einer solchen Matrixkontraktion auch
einen Multiplikator fiir die nichtkommutative Situation. Damit zeigen wir
den angestrebten Commutant-Lifting-Satz und folgern daraus ein Analogon
zum obigen Resultat von J. Eschmeier und M. Putinar.

Schliefflich erlaubt uns dieses Resultat, eine natiirliche Beziehung zwischen
den kommutativen und den nichtkommutativen Multiplikatoren herzustel-
len. Grundlegend dabei ist die Identifizierung von H (B, £) mit dem symme-
trischen Fockraum.

Abschliefend sei noch erwihnt, dass G. Popescu in [47] einen Commutant-
Lifting-Satz zeigt, der sich auf die dort konstruierte minimale isometrische
Dilatation bezieht und eine direkte Verallgemeinerung des urspriinglichen
Satzes von B. Sz.-Nagy und C. Foiag ist. Seine Beweismethoden unterschei-
den sich jedoch grundsétzlich von denen in dieser Arbeit.

Bezeichnungen

Gegeben sei eine positive natiirliche Zahl n € N*.
Wir betrachten die freie Halbgruppe iiber n Erzeugern

F={oy u (JA{1,....n}"
keN*
Dabei sei 0 neutrales Element von F und fiir a = (ay,...,a), b= (b1,...,b)
definiert
a-b=(a,b)=(a,...,ax,b1,...,b)
das Produkt von a und b in F'.
Weiter sei der Betrag fiir ein Element aus F' gegeben durch |0 = 0 und
la| =k, falls a € {1,...,n}*. Damit ist offenbar

|(a,b)| = |a| + |b] (a,b€ F).

Fiir ein Element 0 # a = (ay,...,ax) € F schreiben wir

a = (ag,...,a1) € F.

Zusitzlich sei 0’ = 0. Offenbar gilt o’ = a, |a| = |a’| und
(a,b) = (b',a')
fir alle a,b € F.
Ist ein Tupel T' = (11, ...,T,) € L(H)" von stetig linearen Operatoren auf

einem Hilbertraum H gegeben, so definieren wir eine Abbildung
F—L(H), a—T,
durch Ty = Iy und

To=T, ...T,, fallsa=(a,...,ar) € F\{0}.
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Es gilt dann
T(a,b) =T,T; (a, be F)

Wir schreiben in diesem Sinne stets

T = (T,)" € L(H) (a€F)

a

fiir den adjungierten Operator zu T,.
Fiir einen Hilbertraum &€ betrachten wir

F(€) = {(za)acF; T4 € € fiir a € F}

und

FA(E) = {(2a)acr € F(E); Y llwall® < o0} .
acF
Beziiglich dem Skalarprodukt

( (Za)acF s (Ya)acF >?2(8) = Z<$aaya>8

acF

ist dann F2(&) wieder ein Hilbertraum. Dieser heit Fockraum iiber &. Wir
schreiben kurz 32 = F2(C). Eine Orthonormalbasis dieses skalarwertigen
Fockraums ist

(ea, a € F)
mit e, = (8ap)per fiir a € F.
Wir kénnen F2(€) mit dem Hilbertraum-Tensorprodukt F?®¢& identifizieren,
denn es gibt eine (eindeutige) unitire Abbildung U : 32 ®@ & — F2(€), die
Elementartensoren der Form (\,)q,er ®x auf die Familie (A, - x).cp abbildet.
Wir schreiben ein Element (74)acr € F2(€) demzufolge auch in der Form

E €q X Tq.
a€F

Man sieht hier insbesondere, dass
{ea®@x; a€F, x €&} CTFE)

eine totale Teilmenge ist.

Wir definieren nun einige stetig lineare Operatoren auf dem Fockraum.
Zunéchst betrachten wir dazu den skalarwertigen Fall.

Fiiri =1,...,n sei S; € L(F?) der stetig lineare Operator mit

Sieq = €(4,a) (CL S F)

Das Tupel S = (S1,...,5,) € L(F?)" heifit Linksvorwirtsshift auf F2.
Entsprechend ist der Rechtsvorwirtsshift R = (Ry, ..., R,) € L(F?)" gege-
ben durch

Riea =€) (a€F, i=1,...,n).
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Schliefilich sei
Py:F? — F2, (24)acr — Toeo

die orthogonale Projektion auf (eg) in F2.
In der folgenden Proposition stellen wir grundlegende Eigenschaften dieser

Operatoren zusammen.

PROPOSITION 1.1.

(a) Die Tupel S und R sind n-Shifts mit wanderndem Unterraum (ey), das
heifit, S1,...,8n, R1,..., Ry, sind Isometrien und es ist

B Saleo) = EP Rafeo) = F2.

acl a€F
Damit sind insbesondere die Bilder von St,...,S, (beziehungsweise die
von Ry, ...R,) paarweise orthogonal.

(b) Es gilt

I-Py=> 85 = Y RiR;.
=1

=1
(¢) Die Tupel S und R vertauschen, das heifit es gilt

SZ'RJ‘ = RjSi (Z,j =1,.. .,n).

Vermége der Identifizierung F2(€) = 52 @ &€ definieren wir die entsprechen-
den Operatoren in L (F2(€)) als Tensorprodukt mit der Identitét auf €

SE=8®I¢, RE=R;@Ic, PE=Py@1Ig (i=1,...,n).

7

Man beachte, dass 1.1 sinngeméfl auch fiir diese Operatoren gilt. (Man er-
setze dabei (eg) durch (eg) ® E.)

BEMERKUNG 1.2.
Indem wir ein Element x € & mit eg ® x € F2(€) identifizieren, kénnen wir

€ im Folgenden stets als Teilraum von F?(E) auffassen. Wir schreiben
P 3:2(8) — &, (xa)aeF = X0

fiir die Projektion von F2(&) auf €.
Fiir a € F gilt
€q = Saeg = Ra/eg.

Daher gilt fiir ein Element © = (24)qer € F2(€) vermoge obiger Identifizie-
rung & C F2(€)

m:Zea@Jxa:ZSfxa:ZRf,xa.

acF a€F a€F
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Multiplikatoren zwischen Fockridumen

Es seien &, €, Hilbertraume. In diesem Abschnitt wollen wir Multiplikati-
onsoperatoren zwischen den Fockraumen iiber € und &, einfithren und ihre
grundlegenden Eigenschaften festhalten.

Wir schreiben

F(E,8) = {(Sa)acr; b € L(E,E,) fir ac F} .

Fir ¢ = (¢a)acr € F(E,Ex) und = = (xp)per € F(E) definieren wir ¢ o x
und z e ¢ in F(&,) durch

¢.5L' Z GaTp

a,b)=c

(xod).= D> e

(a,b)=c
fiir ¢ € F. Man beachte, dass diese Summen stets endlich sind.

und

Wir interessieren uns nun fiir die Elemente ¢ € F(&, €,) mit

¢ o FA(E) € F*(&.).

DEFINITION 1.3.
Sei ¢ € F(E, Ey).
Dann heifit ¢ (Links-)Multiplikator von € nach &,, falls

pexc F(E,) fiir alle z € F2(€)
gilt. In diesem Fall bezeichnet man mit
My :F2(E) = F*(E,), v pex

den zu ¢ gehorigen (Links-)Multiplikationsoperator.
Es sei

M(E,Ey) ={¢p € F(E,Ex); ¢ ist Multiplikator}
und

M(E.£.) = {My: ¢ € M(E,E)}.

Wir zeigen zunichst, dass jeder Multiplikationsoperator von € nach &, ste-
tig ist. Dies ist eine einfache Folgerung aus dem Satz vom abgeschlossenen

Graphen.

SATZ 1.4.
Es gilt
M(Ea 8*) C L (3:2(8)>9:2(8*)) )
das heifit also, dass My fiir alle ¢ € M(E, E,) stetig linear ist.
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BEWEISs.
Sei ¢ = (¢a)acr € M(E, E4). Man sieht sofort, dass M linear ist.

Seien weiterhin
z = (zp)per, 2™ = () her € F(€) (mEN)
und
y = (Ye)eer € F(Ex)
gegeben, so dass
2™ ™z in F2(E)
und
o™ s yin FA(E,).
Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen, geniigt es zu zeigen, dass
¢ o x = y ist. Dazu beachte man, dass fiir alle ¢ € F'

(¢.x)c = Z Gap

(a,b)=c
= 20 e fim )
(a,b)=c
= Jdim > gaai]
(a,b)=c
= lim (pea™), =y
gilt. Folglich ist ¢ @ x = y. (]

BEMERKUNG 1.5.
(a) Entsprechend betrachten wir auch die Menge der Rechtsmultiplikatoren
R(E,E) ={p e F(E,E,); zop e FE,) fiir alle z € F2(&)}
und die entsprechenden Rechtsmultiplikationsoperatoren
Ry:TFXE) = FXEL), zxed (P R(EEL)).
Auch hier gilt
R(E, &) ={Ry; ¢ € R(E,E)} C L (FE),F2(EN)).
(b) Ist ¢ = (¢a)acr € F(E, Ex) mit ¢, = 0 fiir fast alle a € F, so ist
» € M(E,E)NR(E, EN).

Ist speziell € = &, und ¢ = (5(i)»a'18)aeF fir ein ¢ = 1,...,n, so ist
My = Si‘g und Ry = Rf. Die Komponenten der Shifts sind also Links-
beziehungsweise Rechtsmultiplikationsoperatoren.
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Im weiteren Verlauf beschrinken wir uns auf das Studium der Linksmulti-
plikatoren und ihren zugehorigen Operatoren. Dabei gilt alles natiirlich auch
entsprechend fiir Rechtsmultiplikatoren.

Es ist oft niitzlich, die Wirkung der Multiplikationsoperatoren wie folgt zu
beschreiben. Fiir ¢ = (¢q)acr € M(E, E) ist

My (ep @) = Ze(avb) ®pqxr (beF, ze€d).
acl
Im néchsten Satz geben wir eine erste Charakterisierung der Multiplika-
tionsoperatoren und zeigen, dass M (&, E,) genau aus den stetig linearen
Operatoren besteht, die die Rechtsvorwirtsshifts R® und R® vertauschen.

Wir beweisen dies analog zum Fall € = £, = C, vergleiche dazu etwa Satz
1.6.4 in [20].

SATZ 1.6.
Fir einen stetig linearen Operator A € L (F2(€),F%(&,)) sind die beiden
folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) Esist Ae M(E,Ey).
(2) Es gilt
ARF = R™ A fir allei=1,...,n.

BEWEIS.
Sei zunédchst A = My mit ¢ = (¢a)acr € M(E, Ex).
Wir fixieren ein i € {1,...,n} sowie b € F und x € &.
Dann ist

ARf (ey© ) = Afe ®2) = D Clapi) © dat
acF
und

RE*A (eb & «73) = RZS* (Z €(a,b) & Qsamb) = Z €(a,b,i) ® ¢ax'

a€eF a€F

Da die Vektoren der Form e, @ z (b € F, x € €) eine totale Teilmenge von
F2(€) bilden, folgt daraus die behauptete Gleichung

AR¢ = R& A,

Gelte umgekehrt (2) fiir ein A € L (F2(€), F2(E4)).
Fiir a € F sei ¢, € L (€, E,) definiert durch

pox =(Aey®z), (ze€f).
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Dann ist (@q)acr € F(E, &) und fiir alle z = >, e ® zp, € F2(€) gilt

(Az), = > (Aey@m),

beF
= Z <ARI‘;:, eo ® xb)

beF

@ b; (BE A cow )

YOy Ao,

(a,b)=c

Z GaTp

(a,b)=c
— (pe), (cEP)

[

Cc

Man beachte in (x), dass

(Rg* ) ) Ya , fallsein a € F mit (a,b) = c existiert
b Y c 0 , sonst

fiir alle y € F2(&,) gilt.
Wir kénnen nun folgern, dass ¢ e x = Az fiir alle z € F2(€) gilt. Also ist
¢ € M(E,Ey) mit My = A. O

BEMERKUNG 1.7.

(a)

Aus 1.6 folgt, dass M (&, &) C L (F2(€),F?(€,)) abgeschlossen ist. Da-
her wird durch

ol = [[Mg]l - (& € M(E, Ex))

eine Norm auf der Menge der Multiplikatoren definiert, die M(E, €,) zu
einem Banachraum macht.

Wir schreiben

fiir die abgeschlossene Einheitskugel dieses Raumes.
Nach 1.2 und 1.6 gilt fiir einen Multiplikator ¢ = (¢g)acr € M(E, Ex)
und ein Element x = (z3)pcr € F2(€), dass

M¢a: = M¢) <Z Rflxb) = Z M¢R,‘j’/xb = Z R;::,*ngxb.

beF beF beF
Insbesondere folgt, dass ein Multiplikationsoperator schon durch seine
Einschriankung auf € eindeutig bestimmt ist.
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Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch die Wirkungsweise des
adjungierten Operators zu einem Multiplikationsoperator beschreiben.

LEMMA 1.8.
Fiir ¢ = (¢a)a€F € M(87 8*) und Y= (yc)ceF € 92(8*) gilt

Miy = (Z ¢2y(a,b)> € F%(€).
beF

aeF

BEWEIS.
Fiir c € F und = = (x)per € F2(€) gilt

<{L’, M; €c®yc> = <M¢,x,ec®yc>
= <(M¢x)c’yc>
= (> bampye)

(a,b)=c

= Y (o diwe)

(a,b)=c
= <HJ, Z eb®¢:yc>-
(a,b)=c
Folglich ist

M:;ec@yc: Z eb®¢zyc (CGF)'
(a,b)=c

Fir b € F ist damit

Yo , fallsein a € F mit (a,b) = c existiert,
Mie.® = a
( ¢ e yc) { 0 , sonst

fiir alle ¢ € F' und da M;; stetig linear ist, folgt

(My), = Z (Mg ec®ye), = Z Pal(ap)-

ceF acF

Dies entspricht der Behauptung. O

Kommutative Multiplikatoren

Wir wollen in diesem Abschnitt Multiplikatoren auf dem Arveson-Drury-
Raum H(B, &) (& ein Hilbertraum) erkléren. In [19] wurde gezeigt, dass
jeder kontraktive Multiplikationsoperator von H(B, &) nach H (B, E,) eine
natiirliche Darstellung mittels einer unitdren Operatormatrix hat. Ziel im
Folgenden ist es, eine entsprechende Version fiir Multiplikatoren im Sinne
des vorigen Abschnitts herzuleiten.
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Zunéchst definieren wir den Raum H (B, £) und zeigen, wie er in den Fock-
raum F2(€) eingebettet werden kann. Man vergleiche dazu auch [5]. Es sei

B={zeC" |z|<1}CC"

die offene euklidische Einheitskugel im C". Fiir o € N” sei

Weiterhin sei € ein Hilbertraum und

= { Z faz%; fo € € mit Z ol < oo}.

aeNn a€eNn T

Bekanntlich ist H (B, £) mit dem Skalarprodukt

(D fa2® D 902 mEe) = ) <fa”yza>8

acNn acNn aeN™

ein Hilbertraum. Da die auftretenden Potenzreihen kompakt gleichméfig
auf B konvergieren, kénnen wir H(B, £) als Unterraum des Raumes O(B, &)
der holomorphen E-wertigen Funktionen auf B auffassen. Man beachte, dass
H(B, €) im Fall n = 1 mit dem Hardyraum iiber der Kreisscheibe in C tiber-
einstimmt. Wir zeigen nun, dass man H (B, ) auch mit dem symmetrischen
Teil F2 (&) des Fockraums iiber € identifizieren kann. Dazu sei p : ' — N"
definiert durch p(0) = 0 und

wlar,...,ar) = (#{G=1,... .k a; = i})?zl (k>1).
Offenbar ist p(a,b) = u(a) + p(b) (a,b € F) und man rechnet nach, dass
#u" (@) = Yo (@€N)

gilt. Nun konnen wir eine Einbettung H (B, ) < F2(€) definieren.

LEMMA 1.9.
(a) Die Abbildung
H(]B 8 _>g_~2 Z fa <fﬂa)>
CMGN" 7/"‘( ) F

ist eine (wohldefinierte) Isometrie mit Bild
FL(E) = {(a)acr € F*(&); wa = mp fiir p(a) = u(b)} C F*(€).

Man nennt 3’"1(8) den symmetrischen Fockraum tber €.
(b) Der adjungierte Operator P& = (i¢)* : F%(E) — H(B, &) ist gegeben
durch

Pf:ﬂ = Z Z To | 2% fir x = (24)eer € F2(E).

aeN? \acp—1(a)
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BEWEIS.
(a) Fir f =", faz® € H(B, &) gilt
fuw || $ Z Hfa||
acF Tu(a) a€eN? gep—1
= > ”f“H (denn #p~" (@) = 7a)
aeN?
- ||f|rH(B,e>-

Also ist i wohldefiniert und isometrisch. Es ist i¢H (B, ) C F2(€).
Fiir die umgekehrte Inklusion sei = (z4)qer € F2(€) gegeben.
Zu jedem « € N" existiert also ein Element f, € & mit x, = f, fiir alle

a€pta). Essei f =3, (Vafa)z® Wegen

Zrmfa!\ = > vallfal?

aeN” aeN”
= Z Z ”faH (denn #Nil(a) = Ya)
aeN" gep~1(a)
= > llzal® = llz® < oo
a€l

ist f € H(B, &) und wie man leicht sieht, ist ¢ f = x.
(b) Fiir alle # = (24)acr € F2(€) gilt wegen #u~1(a) = v, und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung
2

S | v D el (@eN).

acp=1 (o) acp=1 (o)
Daraus folgt, dass die Summe in Teil (b) ein Element in H (B, ) defi-
niert. Ist z = (24)acr € F2(&) und f =Y, faz® € H(B, &), so gilt

(Pha.fy = ity = o (22) )

Tu(a)
1
= (xaa f >
C; Vu(a) 8
1
= Z - < Z La, fa)
aEN™ Vo acp—(a)

aeN™ \acp=1(a)

Folglich wirkt Pj:“ in der angegebenen Weise.
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BEMERKUNG 1.10.
Fiir z € B und a € F schreiben wir im Folgenden kurz z, = 2(*). Weiterhin
betrachten wir €, = (Z,)qep fir z € B. Wegen

k

(o ¢] o0 n 1
DolzlP=) > lwWlP =3 D ) = ToE <%
acF k=0 |a|=k k=0 \j=1
ist €, € F2 mit .
2 _
le=||” = - 2P (2 € B).

Weiterhin gilt offenbar
(€qs€:) =24 (a€F, z€B).

Fasst man die Elemente von H (B, &) als holomorphe Funktionen auf, so
erhélt man aus 1.9 (b)

Ptz (2) = Z Z xq | 2% = Zzaxa =((he)®@Ig) x

aeN" \aep—1(a) acF

fir * = (z4)acr € T?(€) und z € B. Die auftretenden Reihen konvergieren
dabei absolut.

Es sei nun &, ein weiterer Hilbertraum. Wir wollen an den Begriff des Mul-

tiplikators von € nach &, in der kommutativen Situation erinnern.

DEFINITION 1.11.
Eine holomorphe Funktion
¢:B— L(EE)

heifit kommutativer Multiplikator von € nach €&, falls fiir jedes f € H(B, &)
die Funktion

of :B— &y, 2 d(2)f(2)
in H(B, &) liegt.
In diesem Fall heif3t
My : HB, &) — HB, &), frof

der zu ¢ gehorige kommutative Multiplikationsoperator.
Wir bezeichnen die Menge der kommutativen Multiplikatoren von € nach
&, mit M(E, €,) und schreiben

Me(E,€,) = {My; ¢ € ME(E,E,)} C L (H(B,E), H(B,E,))

fiir die Menge der zugehorigen Multiplikationsoperatoren.
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BEMERKUNG 1.12.
Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen zeigt man, dass auch alle kom-

mutativen Multiplikationsoperatoren stetig linear sind.
Bekanntlich ist M¢(E, £,) mit der durch

[oll = IMpll - (& € M(E, Ex))

gegebenen Norm ein Banachraum.
Wir schreiben

Mi(E; €x) = {p € M(E, &4); [0l <1}

fiir die abgeschlossene Einheitskugel dieses Raums.

Der folgende Satz charakterisiert die kontraktiven kommutativen Multipli-
katoren. Er besagt, dass jeder solche Multiplikator, durch eine kontraktive
Operatormatrix dargestellt werden kann und wurde in [19] von J. Eschmeier
und M. Putinar gezeigt.

SaTz 1.13.
Fiir eine Funktion ¢ : B — L(E, E) sind die folgenden Bedingungen dqui-
valent.

(1) Es ist p € M{(E, Ey).
(2) Es existieren ein Hilbertraum 3 und eine Kontraktion

Al By
v=| ° = |eLHaoe,H @E,)
A, B,
C D
mat
n -1 n
¢(z)=D+C I{]—(—ZZ]‘AJ' szBj
j=1 J=1

fiir alle z = (21,...,2,) € B.

Fiir eine Kontraktion U und eine Funktion ¢ : B — L(€&, E,) wie in 1.13 (2)
bezeichnen wir ¢ als den von U dargestellten kommutativen Multiplikator
und schreiben ¢ = ¢¢;.

BEMERKUNG 1.14.
In [19] wurde auch gezeigt, dass die Matrixkontraktion U in 1.13 (2) stets
unitér gewdhlt werden kann.
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Commutant-Lifting-Satz

In diesem Abschnitt definieren wir zunichst zu jeder kontraktiven Opera-
tormatrix wie im vorhergehenden Abschnitt auch einen nichtkommutati-
ven kontraktiven Multiplikator. Wir wollen schliefSlich analog zum Resultat
1.13 zeigen, dass jeder dieser Multiplikatoren von solch einer Matrix darge-
stellt wird. Diese Charakterisierung der kontraktiven Multiplikatoren zwi-
schen Fockrdumen erhalten wir durch den Beweis eines Commutant-Lifting-
Satzes. Dieser beschreibt alle kontraktiven Operatoren, die Kompressionen
der Rechtsvorwértsshifts vertauschen und somit nach 1.6 insbesondere die
Multiplikationsoperatoren.

Im Folgenden seien € und &, Hilbertraume.

DEFINITION 1.15.
Sei H ein Hilbertraum und seien

A H—-H, Bj:E—-H, C:H—E&,D:E—=E (j=1,...,n)

stetig lineare Operatoren, so dass

A By

U= T ELHDEH" DE,)
A, B,
C D

eine Kontraktion ist. Wir definieren

¢ = ¢u = (Pa)ack € F(E, &)
durch ¢g = D und
(b(a,j) = CAaBj (a eF, j=1,... ,n).

Wir nennen ¢ den von U dargestellten Multiplikator. Diese Bezeichnung
wird durch den néchsten Satz gerechtfertigt.

SATZ 1.16.
IstU : H@ & — H" D E, eine Kontraktion (H ein Hilbertraum) und ¢ = ¢y
wie 1n 1.15, so st

b€ Mi(E,E,).

BEWEIs.
Wir schreiben U wie in Definition 1.15 mit geeigneten stetig linearen Ope-
ratoren A;,B;,C,D (j=1,...,n).
Sei x = (2p)per € F2(E) und y = (ye)eer = ¢ @ € F(E.). Es ist zu zeigen,
dass y € F2(&,) ist und |jy|| < [|z| gilt.



26 1. COMMUTANT-LIFTING-SATZ

Fiir alle ¢ = (c1,...,¢,) € F gilt

2

k
HycH?g* = Z GaTh = HDJJC + ZCA(CI:--wlel)BCl L(Ciq15emrCh)
(a,b)=c e =1
2
0
- 0
k
¢ Z A(Clvm’cl—l)Bcl L(epg1smh) + Dz,
=1 HrDE.
2
Ay By i
— lzl A(C1,...,Cl,1)BCl x(CH,l,...,Ck)
A, B, o
¢ D HPHE
k 2
A IZ A(C1 ----- Cl—1)BCl Llergtyescr) + Bize
=1
B k
A Yo A(Clymycl—l)BCl T(eppryner) T Bpxe
=1
0 HrDEx
k 2
2
= ZA(CI:-wlel)Bcl L(C1q15mC) + HxCHE
=1 H
n k 2
- Z ZA(J}Clw,Czq)BCl L(epg1smmh) +Bjxc ’
j=11ll=1 K

denn U ist kontraktiv.

2

Ex
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Damit folgt fiir alle m € N

> lwellz,

le|<m
m
_ 2
= 22 lluelke,
k=0|c|:k;
m k 2
2
< Z Z ZA(Clv---»Cl—l)BCl L(cr1,menser) + lzelle
k=0 |c|=k =1 5
m+1 n 2
_Z Z Z ZA(JCh 5C—1) Bcl (i1 yemrClom 1)+Ba:c
k=1 |c|=k—1 j=1 5
m k 2
2
- Z ZA(Cl""’lel)Bcl L(crg1sesCh) + ||$c||8
k=0 |c|=k =1 I
m—+1 k 2
o ZA(Clv"wclfl)BCl x(C[+17...,Ck.)
k=1 |e|=k Il =1 5
m m—+1 2
2
- Z chHg_ Z ZA(Chm:lel)BCl L(cpityenCmi1)
K=0 |c|=h el =t Il 121 .y
2
= [@elle
le[<m
2
<zl

Mit m — oo folgt daraus, dass y € F2(€,) mit ||y < ||z|| ist. Dies entspricht
der Behauptung. O

Wir schreiben im Folgenden kurz My = My, fiir den Multiplikationsope-
rator zu dem durch eine Kontraktion U € L(H & €, H™ & E,) dargestellten
Multiplikator.

Um den angestrebten Commutant-Lifting-Satz beweisen zu kénnen, brau-
chen wir noch einige Hilfsmittel. Zunéchst definieren wir einen stetig li-
nearen Operator ¥y : F2(€,) — H zu einer gegebenen Matrixkontraktion
U:HpE — H"® E,. Weiterhin zeigen wir, dass ¥y kontraktiv ist und
erhalten zwei wichtige Gleichungen fiir Uy;.
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LEMMA 1.17.

Sei H ein Hilbertraum und

Al Bl

U= - ELHPEH " BE,)
A, B,
C D

eine Kontraktion. Dann ist der Operator
Ty F2(E) = H, (Ya)acr — Z AL C*y,.
acF

wohldefiniert und stetig linear mit || Yy || < 1.
Zusdtzlich erfillt er die folgenden beiden Gleichungen.

Vy = ) ANVy(RY) + C*PE (1)
i=1

n
PEMy = > BjUy(RY)* + D*PE (1),
i=1

BEWEIS.
Fiir alle h € H gilt
2

>l Al + lIChl* = < [In]%.
=1

()

IC AR < | Aah]? =" [ AiAahl?
=1

1Ahl® =" | Agwhl®  (a€ F).
=1

Angewendet auf A,h folgt daraus

Somit gilt fiir alle m € N

ST lcAn < ST Ak = 3T S | Agawhl
ja[<m laf<m jal<m i=1
= |nP= > |lAahl?
la|l=m+1
< |hl*.

Mit m — oo folgt, dass (CAgh)acr € F2(E,) ist und |[(CAzh)acr| < ||A|
gilt. Folglich ist der Operator

Qu : H — F2(E,), h— (CAgh)eer
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eine wohldefinierte, stetig lineare Kontraktion.

Es ist nun klar, dass ¥y der adjungierte Operator zu ) ist, insbesondere
ist Uy wohldefiniert und kontraktiv.

Nun sind noch die beiden behaupteten Gleichungen fiir ¥y zu zeigen.

Fiir alle (ya)acr € F2(E.) gilt

(Z A?\PU(RE*)* + C*P8*> (Ya)aeF

i=1

— ZA*\I!U aeF + C*yp

= ZZA*GZ *yaz + AOC*yO

i=1 a€F

= ) AiCy

a€F
= \I/U(ya)aeF .

Also folgt Gleichung (I).
Wir schreiben ¢y = (¢g)acr mit ¢, € L(E,E) (a € F).
Fiir y = (Ya)acr € F2(€4) und z € € gilt dann

(PEMpy,x) = (y,du e (eo @ x))

= < (¢a )a€F>
= y07¢0$ + ZZ Y(a,i)> az)x
i1=1 a€F
= (D*yo,z) + Z B* <Z A*C y(az) ) >7
acF

denn geméf der Definition von ¢y gilt ¢g = D und
Qs(a,i):CAaBi (GGF, 221,,n)

AuBerdem gilt yo = P&y und

> ALY = W (W) s = Vo (BE) y (= 1ooim).

a€F

Setzt man dies oben ein, folgt

(PEM}y, o) = <<Z By, (Rf*)* + D*P8*> y,z).
=1

Da z € € und y € F2(&,) beliebig waren, folgt Gleichung (II). O
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Wir erinnern an dieser Stelle kurz an die Begriffe von n-Kontraktion und
C.o-Kontraktion. Ein Tupel T' € L(H)™ von stetig linearen Operatoren auf
einem Hilbertraum H heifit n-Kontraktion, falls

n
> LT < Inc
=1

gilt. Dies ist dquivalent dazu, dass die Abbildung

n
S L(H) — L(H), X — > TXT}
i=1
eine Kontraktion ist.
Eine n-Kontraktion T" auf H heifit C.g-Kontraktion, falls

SOT — lim 1.7, =0
k—o0
la|=k
gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
l- * 2 —
Jim > TR
la|=k
fiir alle h € H gilt.
Wir betrachten auflerdem die Abbildung

n
Vr:L(H) = L(H), X — X =Y TXT;
i=1
fiir ein Tupel T' € L(H)™.
Wir zeigen nun fiir eine C.g-Kontraktion 7', dass V7 (X) hochstens dann
positiv sein kann, wenn X bereits positiv ist.

LEMMA 1.18.
Sei T € L(H)™ eine C.o-Kontraktion und X € L(H) mit V(X)) > 0. Dann
st X > 0.

BEWEIS.
Fiir alle h € H gilt (Vp(X)h,h) > 0 und damit
(Xh,h) =Y (TXT h,h)y => (XT{h,T7h).
i=1 =1
Folglich gilt fiir alle k € N

S AXTrh,Toh)y > Y > (XTyTrh, T T h)
|a|=k la|=k i=1
= > (XT;h,T;h)
la|=k+1
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und man erhélt induktiv
(Xh,h) > > (XT;h,Tih) (k€ N).
la|=k

Die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert mit £ — oo wegen

Y AXTrRTEm| < | Y ITenl | - 11X
la|=k la|=k

und da T eine C.g-Kontraktion ist, gegen 0 und es folgt
(Xh,h) >0 (heH),

was zu zeigen war. O

DEFINITION 1.19.

Sei H ein Hilbertraum. Ein abgeschlossener Unterraum N C F2(H) heiit
rechts-+-invariant, falls er x-invariant fiir die Komponenten R (i = 1,...,n)
des Rechtsvorwértsshifts ist.

Fiir einen rechts-+-invarianten Unterraum N C F2(H) schreiben wir

RN = (R{“, N .,Rgf) e LIN)"
fiir die Kompression von R auf N, das heifit es gilt

RN =PRI (i=1,...,n).
Dabei sei Py : F2(H) — N die Projektion von F2(H) auf N.
BEMERKUNG 1.20.

Fiir einen Hilbertraum H ist R € L (32(H))" eine C.o-Kontraktion, denn
fiir alle z = (zp)per € F2(H) gilt

Yo NED ] = 30 3 lwganl = 3 el 0.

la|=k la|=k beF lc| >k

Ist weiterhin N C F2(H) ein rechts-*-invarianter Unterraum, so ist damit
RN als Kompression von RY auf einen *-invarianten Teilraum ebenfalls eine
C.o-Kontraktion. Damit kénnen wir Lemma 1.18 mit T = RN ¢ L(N)”
anwenden.

Im Folgenden betrachten wir rechts-s-invariante Teilrdume
N C F2(€), N, C F2(&.).

Im nachfolgenden Commutant-Lifting-Satz zeigen wir, dass alle Kontraktio-
nen N — N,, die RN und R™ vertauschen, Kompressionen von Multiplika-
tionsoperatoren sind, die von einer Matrixkontraktion dargestellt werden.
Zur Vorbereitung brauchen wir noch ein weiteres Lemma.
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LEMMA 1.21.
Ist X € L(N,N,) mit

XRN=RMX (i=1,...,n),
so gilt
(V. (XX z,y) = (PEX*z, PEX™y)
fiir alle x,y € N,.

BEWEIS.
Fiir alle z € N, und alle ¢ = 1,...,n gilt nach der vorausgesetzten Vertau-
schungseigenschaft und da N C F2(€) rechts-+-invariant ist

X*(RM)*z = (RN)*X*z = (RE)" X*x.

Daraus folgt, dass

(Vi (XX 2,) = <<XX*—Z<R3‘*>XX*<R2“>*> z,y)
=1
= (X*z,X*y) — > (X*(R))*z, X*(R}")"y)
1=1
= (X'z,X%y) — Y ((RY)" X"z, (R))"X"y)
=1

= <<132(8) - Z(Rf)(Rf)*> Xz, X"y)
=1

= (PEX*z,X*y) (nach 1.1)

= (P®X*z, PEX*y)

fiir alle x,y € N, gilt. O

Es folgt der angekiindigte Commutant-Lifting-Satz.

Satz 1.22. (Commutant-Lifting-Satz)
Ist X € L(N,Ny) mit | X|| <1 und
XRN=RMX (i=1,...,n),
so existieren ein Hilbertraum H und eine Kontraktion U € L(H®E, H"DE,)
mit
X = Px. Myl
Man kann dabei H = N, wdhlen.
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BEWEIS.
Da X kontraktiv ist, ist

I'=Iy — XX* € L(N,)

ein positiver Operator.

Wir setzen )
I'2z
X = s 2 €Ny p CNL,BE
und )
Fi(Ri\f*)*.%’
Ky = : ; €Ny p CNY D E,.
VAL e
Péy

Nach 1.21 (angewendet auf I, und auf X) gilt fiir alle z,y € N,
<P8*x,P8*y) _ <P£X*x,P8X*y>
= (Vav (Iw)z,y) — (Vpye (XXT)2,9)
= (Vv (I)z,y)

= (Tz,y) — > (RT(R)")z,y)
i=1
= ([2z,T2y) — S (T3(RN)"2, T2 (RN)*y)
i=1
und somit

n
1 * 1 * ) *
(Péax, Péy) + Y (T2(R)")*z,T2(R)")y)
=1
= (PEX*z, PEX*y) + (Tiz,Tiy).

Also existiert eine unitére Abbildung V : X — X, mit

F%(Ri\f*)*x
1
I :
4 sz = o (z € Ny)
PeX*x [z (RY*)*z
Péy

Setzt man V auf (N, @ &) © K durch 0 fort, so erhélt man eine Kontraktion
U:N.pE—->N;DE,.
Wir wihlen nun stetig lineare Operatoren

Aj N, =N, Bj: E—=N,, C:N,—= &, D:E=E (j=1,...,n)
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mit
A B
U= :
A, B,
C D
Fiir alle x € N, gilt
I3 (R)")x Iz (R
1
'z : :
521; = V* 1 . = U* 1 ) )
PEX*a D3 (R))"a D3 (R))"a
Péx Péy

denn V* wird durch U* fortgesetzt.
Aus der Matrixdarstellung fiir U* erhidlt man nun fiir alle x € N, die fol-
genden beiden Gleichungen.

Pz = Y AT:(RN )z + C*Péz (IT)
i=1
PeX*z = Y BT:(RM)'w + D'PSz (II').
i=1
Wir betrachten nun zu der Kontraktion U den Operator Uy € L(F2(€,),Ny)
wie in 1.17 und setzen

a=T2 — Uyln. € LN,).
Aus den Gleichungen (1) (siehe 1.17) und (I™") folgt

ar = Y ATHRN)z — Y ATy (RE)w
=1 i=1

= iA;* (1% - w) (RY)'a
i=1

— iA;a(Rg“*)*x (z € N,).
=1

Somit ist

a = Zn: Afa(RN)*
i=1

*

Ay
= : (R{\f*a*...Ry*a*y.
Ap,
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Damit kénnen wir folgern, dass

[oe"
A A\
= <R{\f*a*...R§*a*> : : (R{\f*a*...R?f*a*)*
A, A,
Ay
< (R{\f*a* . .Rff*a*) (Ri\f*a* e Rf:f*a*)* denn : <1
Ap,
= D _(R)a a(RY)"
i=1
Daher ist

n
Vin. (—a*a) = —a*a + Z(R;N*)a*a(Rg\f*)* > 0.
i=1
Nach 1.18 (und der zugehorigen Bemerkung 1.20) ist —a*a > 0 und somit

muss « = 0 gelten. Damit haben wir gezeigt, dass

N |—=

2 =Yy,

gilt.

Nun kénnen wir die Gleichungen (IT) und (I17) benutzen, um zu zeigen,
dass X die Kompression des zu U gehorigen Multiplikationsoperators My
auf N und N, ist.

Sei z € N, gegeben. Dann gilt

n
PeX*zr = > BiT:(RM)'w+D*Pz nach (II*)
i=1

n

= Y BiUy(R)z+D*Px
=1

= PEMpx nach (IT).

Da fiir alle a € F auch (RS*)*z € N, ist, kénnen wir diese Gleichung auch
mit (R$*)*x statt x anwenden und erhalten

(X*z), = PO(R;)"X'z
= PEX*(Ré)x
= P*Mj(R )@
= PYRE)* Mz
= (Mgz), (a€F).
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fiir alle a € F'. Man beachte dabei, dass
X*(RE ) = X* (R )" = (R X*a = (RY)*X°a
nach den Voraussetzungen an die Rdume N, N, und den Operator X gilt
und dass nach 1.6
My RE = R My
Es folgt X*x = Mz fiir beliebiges x € N, und damit ist
X = Py, My|.

Die Behauptung ist gezeigt. O

Als Folgerung dieses Commutant-Lifting-Satzes erhalten wir nun zusam-
men mit 1.6 eine Charakterisierung der kontraktiven Multiplikatoren. Jeder
solche lésst sich in der Form ¢ mit einem Hilbertraum H und einer Kon-
traktion U : H @ & — H™ @ &, darstellen.

KOROLLAR 1.23.

Zu jedem ¢ € My (E, &) existieren ein Hilbertraum H und eine Kontraktion
Uecl(HaEH"®E,L) mit ¢ = ¢y. Man kann dabei H = F2(E,) wihlen.

BEWEIS.
Wir wenden 1.22 auf den Fall N = F2(€), N, = F2(&,) und X = M an.
Dazu beachte man, dass

MyRf = R& My (i=1,...,n)
nach 1.6 gilt. Wir erhalten dadurch J und U wie gewiinscht mit
My = My = My, .

Da ein Multiplikator bereits durch seinen Multiplikationsoperator eindeutig
bestimmt ist, folgt ¢ = ¢y, was zu zeigen war. O

BEMERKUNG 1.24.
Im Beweis von 1.22 kann man durch geeignete Wahl von J zusétzlich errei-
chen, dass U in 1.22 (und 1.23) unitér gewéhlt werden kann.

Kommutative und nichtkommutative Multiplikatoren

Wie zuvor seien Hilbertrdume &, €, gegeben.

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine kanonische Zuordnung zwischen den nicht-
kommutativen und den kommutativen Multiplikatoren von € nach &, zu
definieren. Dabei nutzen wir aus, dass jeder Multiplikator ¢ € M; (&, Ex)
nach 1.23 von einer kontraktiven Operatormatrix dargestellt wird. Diese
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stellt aber nach 1.13 auch einen kommutativen Multiplikator ¢¢ dar, den
wir ¢ zuordnen wollen. Wir zeigen, dass so eine wohldefinierte Surjektion

entsteht. Diese kann auf einfache Weise dargestellt werden und lésst sich zu

einem kontraktiven Banachraum-Epimorphismus
S:M(E,Ex) — ME(E, EyY)

fortsetzen, der das Liften mit Konstante 1 erlaubt.

Zunichst zeigen wir dass der von einer Matrixkontraktion dargestellte kom-
mutative Multiplikator schon durch den von ihr dargestellten nichtkommu-
tativen Multiplikator eindeutig bestimmt ist.

LEMMA 1.25.

(a) Fiir ¢ = (¢a)ger € M(E,Ex) und z € B konvergiert

8(6) (2) = Y zada € L(€,E4)

a€eF

beziiglich der starken Operatortopologie. Weiter gilt

1
1 2
<|——7= . .
I56) (< (1) bl
(b) Ist H ein Hilbertraum, U € L(H @ E, H" @ &) eine Kontraktion, so gilt
¢y(2) = 8(dv) (2)

fiir alle z € B.
(¢) Sind H,H Hilbertriume und
UclLHeEH " BE,), UcL(Hp e, H"a¢&,)

Kontraktionen mit ¢y = ¢g, so gilt auch ¢f; = d)CU.

BEWEIS.
(a) Fir z € € ist
3 ezl = 6o (co® )| < I - [l
ack
Wegen

1 .
Z ’Za‘z = 1_7‘2:‘2 (Slehe 110)
acl

folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Y
S o dul < (=) ol el (o€ &)

acF
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Dies impliziert die Behauptung.
(b) Wir schreiben

A1 By
U =

A, By

¢ D

mit
Ai  H—-H, Bj:E—-H, C:H—E,D:E=E& (j=1,...,n).
Nach Definition von ¢ gilt dann ¢y o = D und

buaj) = CAuB; (a€F, j=1,...,n).

Es folgt (siehe Satz 1.13)

-1
n

o5(z) = D+C I{}(—ZZJ'AJ' ZZij
P =1
o

00 n
= D+CZ ZZjAj ZZij
k=0 \ j=1 j=1

o0 n

= D+ CZ Z 2aAq Z 2jB;
j=1
= D—I—i Z En:zaszAaBj

k=0 \|a|=k j=1

= ouo+t Z Z Z Z(a,5)PU,(a.5)

k=0 \|a|=k j=1

= Z Z Zad)U,a (Z € B)'
k=0 \ |a|=k

mit Konvergenz beziiglich der Operatornorm. Mit (a) folgt nun fiir alle
z € B und alle z € &, dass

S(ou)(z) = = Z 2aPUaT = Z Z ZaPUa® = ¢y (2) T

aclF k=0 |a|=k

ilt, was zu zeigen war.
b

(c) Dies ist klar nach (b).
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Nun kénnen wir zeigen, dass eine natiirliche lineare und kontraktive Sur-
jektion 8 : M(E, E,) — MC(E, E,) besteht, die auch die Darstellungen durch
Operatormatrizen respektiert. Dies ist das Hauptresultat dieses Abschnitts.

SATZ 1.26.
Die Abbildung
S:M(E,Ex) — ME(E, EY)

mit

$(¢) (2) = SOT = zpa (p € M(E,E,), 2 €B)

a€F
ist wohldefiniert, linear, kontraktiv und surjektiv.
Weiterhin gilt
8(ou) = ¢

fir eine Kontraktion U € L(H & &, H" & &) (H Hilbertraum).

BEWEIS.
Nach 1.23 und 1.25 (c) konnen wir eine Abbildung

81 . Ml(g, 8*) — Mi(g, 8*)

definieren durch
81(ov) = ou,
falls H ein Hilbertraum und U € L(H & €, H™ & &) eine Kontraktion ist.
Nach 1.25 (b) gilt
81(¢) (z) =SOT — Z Za®a

ackF
fiir alle z € B und alle ¢ = (¢g)acr € M1 (&, Ex).
Nach 1.13 ist 8; surjektiv.
Ist nun ein beliebiger (nicht notwendig kontraktiver) nichtkommutativer
Multiplikator ¢ = (¢q),cp € M(E, Ex) mit ¢ # 0 gegeben, so ist
¢
— € My (€, &)
1l

und es gilt

loll- (51 (755) ) =l - (50T = e ) =50T = 3 206,
[l 2l 2
fiir alle z € B. Dies zeigt, dass

S$(¢) : B — L(E,E.), 8(¢) (2) =SOT = > 2404

a€eF

ein kommutativer Multiplikator ist. Die Abbildung
S:M(E, &) = M(E,Ey), ¢+ 8(0)
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ist damit wohldefiniert. Offenbar ist S eine lineare Fortsezung von §;.

Wegen SM; (€, E.) = MS(E, E,) ist 8 kontraktiv und surjektiv.
Aus 1.25 (b) folgt schliesslich

S(¢v) = o7
fiir eine Kontraktion U € L(H & &, H" & &) (H Hilbertraum).

BEMERKUNG 1.27.

Wir kénnen die Surjektivitdtsaussage in 1.26 noch verbessern. Wie wir im

Beweis gesehen haben gilt

SM(E, &) = ME(E, E,).

Folglich erlaubt 8§ das Liften mit Konstante 1, dass heiffit man kann zu jedem
Element aus M¢(&, €,) ein normgleiches Urbild unter 8§ in M(E, €,) finden.

Abschlieflend wollen wir fiir einen Multiplikator ¢ € M(E, €,) zeigen, dass
der Multiplikationsoperator zu 8(¢) gerade die Kompression von My ist,

wenn man die Rdume H (B, ) und H (B, £,) mit Teilrdumen der entspre-

chenden Fockrdume identifiziert. Man vergleiche dazu auch 1.9.

Zur Vorbereitung brauchen wir noch das folgende Lemma.

LEMMA 1.28.

Fiir ¢ = (¢a) ger € M(E,&4), = (zp)oer € F*(E) und z € B konvergiert

Z Zazb¢a(xb)

(a,b)eFXF

i €, absolut.

BEWEIS.
Nach dem Beweis von 1.25 (a) ist

1 2
> laatarsl < (1) 1ol ol

acF
fiir alle b € F'. Damit folgt

2
1
Z <Z ||Za¢a$b||> < TP lol* - Z AR

beF \a€clF beF

[un

1 2 2
= Tz el ll=l”.

1—|[z?

Wegen

1 :
>zl = E (siehe 1.10)
beF
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folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
S el = X lal: (Sl
(a,b)EFXF beF acF

1
< ¢l - ]| < oo
S o]l - || < o0

Nun kénnen wir zeigen, dass der angekiindigte Zusammenhang zwischen den
Multiplikationsoperatoren zu ¢ und 8(¢) besteht.

SATzZ 1.29.
Fiir alle ¢ € M(E, &) gilt
Ms(g) P§ = Py M.

Insbesondere ist
Ex .
Mgy) = P Myi®.

BEWEIS.
Seien ¢ = (¢a)acr € M(E,&4), T = (zp)per € F2(€) und 2 € B.
Nach 1.10 und 1.26 gilt

(PE*MM) () = > z(Mgx),

ceF

= Z Z Zazb¢a($b)

c€F (a,b)=c

= ) Zaz@alwp)

a,bEFXF

= > (206a (Piz ()

aclF
= (8(¢) () (Piz (2))
= <M3(¢)PJ§$) (Z)

Man beachte dabei, dass die auftretenden Summen nach 1.28 absolut kon-

vergieren. Da = € F2(€) und z € B beliebig waren, folgt nun
Ex &
Pyt My = Mg(g) Py

Die zweite behauptete Gleichung folgt aus der ersten, da ¢ = (Pf)* eine
Isometrie ist (siehe 1.9). O






KAPITEL 2

Die charakteristische Funktion

Einleitung

In diesem Kapitel untersuchen wir die charakteristische Funktion zu einer
(nichtvertauschenden) n-Kontraktion 7' auf einem Hilbertraum. Diese de-
finieren wir als Multiplikationsoperator zu einem geeigneten Multiplikator
zwischen den Defektraumen von 7" und 1™, der von einer unitédren Opera-
tormatrix dargestellt wird.

Wir erhalten damit im Wesentlichen den Begriff der charakteristischen Funk-
tion, der von G. Popescu in [46] untersucht wird. Wir geben dann neue Be-
weise fiir einige Resultate aus dieser Arbeit. Dazu gehdren Modellsdtze fiir
C.o-Kontraktionen beziehungsweise fiir vollstdndig nicht koisometrische n-
Kontraktionen (vergleiche Satz 4.1 in [46]) und die Folgerung daraus, dass
zwei vollstiandig nicht koisometrische n-Kontraktionen genau dann unitér
dquivalent sind, wenn ihre charakteristischen Funktionen iibereinstimmen
(vergleiche Satz 5.4 in [46]).

Fiir vertauschende n-Kontraktionen wurden entsprechende Resultate von
T. Bhattacharyya, J. Eschmeier und J. Sarkar (vergleiche [9], Satz 4.4) ge-
zeigt. Teilweise lassen sich die Beweisideen aus dieser Arbeit auch in unserem
Fall einsetzen.

AuBlerdem untersuchen wir die Frage, wann eine n-Kontraktion 7' dhnlich
zu einem sphérisch unitdren Tupel ist. Dazu benutzen wir die minimale iso-
metrische Dilatation von 7" und orthogonale Zerlegungen des Raumes, auf
dem sie definiert ist (siehe dazu [47]). Wir konnen zeigen, dass T' genau
dann dhnlich zu einem sphérisch unitédren Tupel ist, wenn die charakteristi-
sche Funktion von T invertierbar ist. Dieses Kriterium wurde im Fall n =1
bereits von B. Sz.-Nagy in [51] gezeigt.

Definition und einfache Eigenschaften

Im Folgenden sei H stets ein Hilbertraum und 7' = (71,...,T),) € L(H)"
eine n-Kontraktion auf H, das heift, es gilt

n
> LT} < I
i=1

43
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Damit ist der Zeilenoperator
n
T:H" = H, (hi)jey — > Tih
i=1

eine Kontraktion. Weiterhin betrachten wir die zu T beziehungsweise T™*
gehorigen Defektoperatoren

Dr = (Isgn — T*T)% € L (H") und Dp» = (Iyc — TT*)2 € L(H)
und die entsprechenden Defektriume
Dy = DpH* € H" und Dy« = Dp-H C K.
Man kann leicht nachrechnen, dass
TDp = DpT

gilt. Folglich ist TDp C Drp«.
AuBlerdem erhélt man durch Adjungieren die Gleichung

DyT* = T* Dy~
und somit folgt T*Dp« C Drp.
Ist H ein Hilbertraum und j = 1,...,n, so schreiben wir im Folgenden

PHH™ — H, (hi)iey — by

fiir die Projektion von H" auf die j-te Komponente.
Die folgende einfache Proposition ist spéter niitzlich.

PROPOSITION 2.1.
Es gilt
PYDL(PPY)* = 619 — T} T,

fir allei,j7=1,...,n.

BEWEIS.
Offenbar gilt T(P?Y)* = T; und ij{(Pij{)* = 0;jlg¢ fir allei,j = 1,...,n.
Also folgt

PIDH(PY* = PJU(Iy—T*T) (P9)*

7

= PRPF) - (T(PYy) (P

= Gy~ T/, (i,j=1,...,n).
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Wir betrachten im Folgenden zu 1" die Operatormatrix

UT:<3 g)eL(H@DT,fH”@fDT*),
die durch
A=T" : H—H",
B=Dr|p, : Dp—H",
C=Dp : H— Dy,
D=-T|p, : Dy — Dp-.

definiert wird. Es gilt das folgende Lemma.

LEMMA 2.2.

Der Operator Ur zur n-Kontraktion T ist unitdr.

BEWEIS.
Mit
A* C*
Uy =
erhilt man
N AA*+ BB* AC* + BD* Iyen 0
UTUT = = ’
CA*+DB* CC*+ DD* 0 Ip,.

wie man leicht nachrechnet.

Ebenso sieht man, dass UrUr = Isgp, gilt. Es folgt die Behauptung. [

Nun sind wir in der Lage, die charakteristische Funktion zu 7' zu definieren.

DEFINITION 2.3.
Fiir eine n-Kontraktion T" erhalten wir zu Ur geméf 1.16 einen Multiplikator

Or = ¢u, € My (Dr, D).
Der zugehérige kontraktive Multiplikationsoperator
Mp,. : F2(Dr) — F2(Dr+)

heif3t charakteristische Funktion zu 7.

In der folgenden Bemerkung geben wir eine explizite Beschreibung der Kom-
ponenten von 61 in Abhéngigkeit von T
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BEMERKUNG 2.4.

(a) Schreiben wir
Ay By
A= : und B = :
A B,
als Spaltenoperatoren, so gilt
Aj =T; und B; = P)'Dr|p, (j=1,...,n).
Fiir a € F erhélt man
A, =T
(b) Fiir 7 = (01,0) ,c  erhélt man aus (a) und der Definition des von einer

Matrixkontraktion dargestellten Multiplikators (siehe Definition 1.15),

dass
Oro = —T|p, € L (Dr,Dr+)

und
Or.(aj) = Dr-T P Dr|p, € £ (D7, Dr+) (a€F, j=1,...,n).
(c) Die zugehorigen adjungierten Operatoren ergeben sich als
010 = —1"|p,. € L(Dr~, D)
(beachte, dass T*Dp+« C D) und
}7(&]') = DT(Pjg{)*Ta'DT*bT* eL(Dpr«,Dy) (a€F, j=1,...,n).

Wir wollen an dieser Stelle kurz auf einen Vergleich mit der von G. Po-
pescu konstruierten charakteristischen Funktion eingehen. In [46] wird die
charakteristische Funktion von 7" als Operator

Dy — F2 (Dp+), @ (Pa) gep
mit ¢g = —T|p, € L (D, Dr+) und
$0) = Dr-Ti P " Drlp, € L(Dr, Dpv) (a€F,j=1,...,n).

definiert.

Dies unterscheidet sich von unserer Definition nur insofern, als dass durch
dieses Tupel (¢q)acr ein Rechtsmultiplikator (an Stelle eines Linksmulti-
plikators) von € nach &, gegeben ist und dass nur die Einschrankung des
zugehorigen Multiplikationsoperators auf Dy C F?(Dr) betrachtet wird.
Letzteres bedeutet jedoch nach 1.7 (b) keinen Verlust an Information. Die
Unterschiede der beiden Definitionen fiir die charakteristische Funktion sind

also rein formaler Natur.
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Im Folgenden wollen wir die Frage untersuchen, inwieweit eine n-Kontrak-
tion durch ihre charakteristische Funktion schon eindeutig bestimmt ist. Zur

Vorbereitung beweisen wir ein einfaches Lemma.

LEMMA 2.5.
Seien &, €&, &, &, Hilbertriume und

¢ = (¢a)a€F € M(& 8*)7 & = ((lga)aeF € M(é, g*)
Multiplikatoren. Fir Operatoren
7'28—>é, 7'*28*—>8~*

sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) Es gilt
Mgo (I ®7) = (Ig2 ® T) 0 M.
(ii) Es gilt
Mglgom = (Ig2 ® ) 0 Myle.
(iii) Es gilt
$a 0T =Ty 0 ¢q

fir alle a € F.

BEWwWEIS.
Fiir alle z € € gilt

(Mglg)mz = (GaT)acr
und
(I @ 7)) (Myle)r = (TedaZ)gep -

Damit folgt die Aquivalenz von (i) und (444).
Die Implikation (i) = (i7) folgt unmittelbar durch Einschrénken auf &.
Wir setzen nun (ii7) voraus. Fiir alle 7 = (24)ecr € F2(€) gilt

My(Ip@T)r = Z baT T
(a,b)=c ceF
= Z Te®Pa Ty nach (7i7)
(a,b)=c ceF

ceF
= (Igz (9 T*) M¢a;.

Damit folgt (i) und dies beendet den Beweis. O
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DEFINITION 2.6.

Seien &, E,, é, ¢, Hilbertraume.

DefinitionsgeméB stimmen Multiplikatoren ¢ € M(€,€,) und ¢ € M(E, E,)
iiberein, wenn es unitéire Operatoren 7 : & — € und Te t €4 — 8~* gibt, die
die dquivalenten Bedingungen (i) bis (i7i) aus 2.5 erfiillen.

In diesem Fall sagt man auch, dass die entsprechenden Multiplikationsope-

ratoren My und M 3 iibereinstimmen.

Sei nun K ein weiterer Hilbertraum und T = (T1,...,T},) € L(H)" eine
n-Kontraktion auf 5. Man nennt 7" und 7" unitér dquivalent, wenn es einen

unitidren Operator o : H — H gibt mit
Tio=0T; (j=1,...,n).

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Beobachtung, dass die charakteristi-
schen Funktionen zweier unitéir dquivalenter n-Kontraktionen stets iiberein-

stimmen.

SATZ 2.7.
Falls T und T unitir dquivalent sind, so stimmen thre charakteristischen

Funktionen iiberein.

BEWEIS.
Es sei 0 : H — H unitér mit Tja = oTj fiir j = 1,...,n. Dann ist auch

A :@J:f}anff{n
j=1

unitdr. Man kann leicht nachrechnen, dass
o™ D7 = D20 und 0D7. = D30
gilt. Da Dy, D7, D+, D, positiv sind, folgt daraus
o™ Dr = Dzo™ und 0Dy« = Dj.,0.
Damit sind die Operatoren
T= a(")|@T :Dpr - Dy und 7 =0|p,. : Dps — Dy

wohldefiniert und unitar.
Wir betrachten nun die Multiplikatoren

Or = (01,a)acr € M(Dr, Dr+)

sowie

QT = (efa)GEF S M(DT, DT*)
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zu den charakteristischen Funktionen von 7' und 7.
Es geniigt zu zeigen, dass

O ,0T=Ti001, (a€F)

gilt (vergleiche (ii7) in 2.5).
Zunichst betrachten wir a = 0. Nach 2.4(b) gilt

QT,() = _T|DT und HT,O = _T|Df'

Fiir alle v = (xj)?zl € Dy C H" folgt

n n
(7’* 09T70)£L‘ = —oTlr=— Zazjj = — ijazcj = ToMg = (HiOOT)x.
j=1 j=1

Sei nun @ € F und j € {1,...,n}. Bemerkung 2.4(b) liefert hier

07,0y = D+ T P) Dy,
und entsprechend )

QT,(a,j) = DT*T;/P]?_CDT|DT'
Damit folgt fiir © € Dp C H™

(7’* o QT,(M)):E = JDT*T;,P]?{DT:U
— DpTPDjo™a
(HT,(a,j) o T):U,

denn offenbar ist UPjg{ = ij'ca(") und alle anderen bendétigten Vertau-
schungsrelationen fiir o und o™ wurden bereits oben erwihnt.
Es folgt die Behauptung. O

Modellséitze und unitire Aquivalenz

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass fiir vollsténdig nicht koisome-
trische n-Kontraktionen in 2.7 auch die Umkehrung gilt. Dazu beweisen wir
zunéchst Modellsétze fiir C.g-Kontraktionen und vollsténdig nicht koisome-
trische n-Kontraktionen.
Sei H ein Hilbertraum und 7' = (T1,...,T,) € L(H)™ eine n-Kontraktion
auf H, weiterhin seien Up und 01 wie zuvor.
Wir betrachten nun den kontraktiven Operator L = Lt = ¥y, wie in 1.17.
Mit dieser Definition und 2.4(a) erhélt man

L:F(Dpe) = H, (¥a)acr — Y TwDreq

acF

und

L*: H — F*(Dp-), & — (DpTpx) ,p
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BEMERKUNG 2.8.
Da T eine n-Kontraktion ist, folgt induktiv, dass

S 11
lal=k keN
eine monoton fallende Folge positiver Operatoren ist. Somit existiert
Too =SOT — lim ||Zk T.TF € L(H).
al=

Dieser Operator Ty, ist positiv und hat Norm < 1.

Wir betrachten weiterhin wie in [47] die orthogonale Zerlegung
H=53Ho®FHi ® Ho
von H in die Rdume
Ho = {wedt Y |ITie|> 2 0} = ker T,
la|=k
Hy = {wedt Y ||Trz) =||z| firalle k € N} = ker (I — Ts),
la|=k
Hoy = Hoe (Ho+3H).

Wie bereits erwihnt, nennt man T eine C.g-Kontraktion, falls T, = 0 gilt,
oder dquivalent, wenn Hy = H ist. Man nennt 7" vollstéindig nicht koisome-
trisch, falls H; = {0} ist. Somit ist jede C.o-Kontraktion vollsténdig nicht
koisometrisch. Im folgenden Lemma charakterisieren wir diese Begriffe mit-
hilfe des Operators L.

LEMMA 2.9.

(a) Der Operator L erfiillt die Gleichung
LL* = Iyc— Too.

Insbesondere ist T genau dann eine C.o-Kontraktion, wenn L* isome-
trisch ist.

(b) Es ist ker L* = H;.
Folglich ist T genau dann vollstindig nicht koisometrisch, wenn L* in-
jektiv ist, also genau dann, wenn L dichtes Bild hat.
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BEWEISs.
(a) Sei x € H. Dann gilt
LL*x = L(Dp(Tw)"®)4ep
= Z Ty D3 Tha

[
n
= Y 1, (I — ZTT) Tra
[ i=1
oo n
SOV UEES
k=0 |a|=k i=1
o0
- S (S ¥ na
k=0 \|a|=k la|=k+1
= 2z — lim T.T;x
k—oo
la|=k
= rv—Tyx

und somit ist
LL* = Iy¢— Too.
(b) Aus (a) folgt mit ker L* = ker LL*, dass
ker L* = {x € H; Tox = x}.
Gilt nun Tz = x fiir ein z € H, so folgt
lz* > () TTyw,x) > (Toow,x) = ||z[|*  (k € N).
la|=k

Also ist dann = € H;j.
Ist umgekehrt x € H;, so folgt wie oben

(T, z) = lim <|Zk T,T;e,x) = lim |Zk T3 2l = ]?
a|= al=

und da T, kontraktiv ist, muss Tz = = gelten.

Wir wollen nun den Operator L in Verbindung mit der charakteristischen
Funktion von T bringen. Zur Vorbereitung benétigen wir das folgende tech-
nische Lemma, das die Operatoren

GT,QHC*F,,, € L(DT*) (a, be F)

beschreibt.
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LEMMA 2.10.
Seien x,y € D= gegeben.

(a) Fiir a,be F undi,je{l,...,n} gilt
O7 (a0 07, (6,5 V)
— 6, - (TwDpea, Ty Drey) — (Tiaiy Dre, Ty jy Dry)-
(b) Fiirbe F\ {0} gilt
(0707, 07 py) = —(Dr+2, Ty D7+y).
(¢) Schlieflich gilt

<9;70x7 9;oy> = (z,y) — (D=2, Dp~y).
BEWEIS.

(a) Nach 2.4(c) und 2.1 gilt
<9 T,( ( »)y)
= (DT(PJ{) Ty Dy+a, Dp(P}Y)*Ty Dr-y)
<(5ljlg{ T T)T DT*iL' Tb’DT* >
== 5 <T DT*QL’ Tb’DT* >— <T(a7i)/DT*a?,T(b’j)/DT*y>.
(b) Es gilt
TDr(P}Y)* = Dp-T(P{)* = Dr-T;  (j =1,...,n).
Wir schreiben b = (b1, ..., by). Mit 2.4(c) folgt
Oo2,054) = (~T"@, Dr(PE)YTy,_, ... Ty, Droy)
= —(z,Dp:Ty,, Ty, , ... Tp, D7~y)
= —(Dr+z, Ty Dp-y).
(¢) Nach 2.4(c) ist 7. = —T"[p,.. und folglich gilt
(9;01’, 9’?,0y> = (IT"z, T"y) = (z,y) — (Dr-z, Dr+y).

Die Behauptung ist damit gezeigt.

Der folgende Satz liefert einen essentiellen Zusammenhang zwischen dem
Operator L und der charakteristischen Funktion von 7" und bildet so die
Grundlage fiir das weitere Vorgehen.
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SaTz 2.11.
Es gilt die Identitdt

L*L + MQTMQ*T = IgQ(tDT*).

BEWEIS.
Es geniigt zu zeigen, dass

(Lea®@x,Ley®@y)+ (Mg, eq®@x, My ey ®@y) = (ea @z, @)

fir alle a,b € F und alle z,y € Dp- gilt.
Wir betrachten zunéchst die beiden Summanden auf der linken Seite dieser
Gleichung. Nach Definition von L gilt

(Leg@x,Ley®y) = (TyDp«x, Ty Dp+y).
Nach 1.8 gilt mit 07 = (GT,C)CEF € M('DT, DT*), dass
(Mj, ea@a, My ey @y) = (Y e@0ra, Y  e®05)
(e,r)=a (d,s)=b

= Do leres) - (05,05 4y)
(e,r)=a, (d,s)=b

= <0§:,cmv 0;‘,dy>7
(c,r):a, (d,T):b
denn es ist (e,,es) = 6r 5 (1,5 € F).
Auf der rechten Seite ergibt sich

(x,yy , fallsa =10,

<ea X, ep ®y> = <€a,€b> : <‘T7y> = {
0 , sonst.

Wir wollen die Gleichheit nun durch Fallunterscheidung nach a und b zeigen.
Sei zunéchst a = b = 0.
Fiir ¢,d,r € F gilt dann (¢,7) = a und (d,7) = b nur mit ¢c =d =r = 0.
Mit 2.10 (c) folgt
(M, ea®, My er®y) = (o2 0h0)
= <ZL‘,y>—<DT*$,DT*y>
= @y —(Lea®u,Ley®y),
wie gewiinscht.

Nun betrachten wir den Fall, dass a = b = (a1, ...,an) € F\ {0} gilt.
Fiir ¢,r,d € F mit (¢,r) = a gilt (d,r) = b genau dann, wenn d = c ist.
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Mit 2.10 (a) und (c) folgt
(M, ea® 2, M;, @1 ® )
= > (0.3 05.)

(e,r)=a

= (05.07,05.00) + > _ 05 (a1 a)® O gar. ) V)
pst

= (2,9) — Dz, Dr~y)

m
+> (T, . Ta,Dre,Tay_, ... TayDry)
k=1

m
> (Tuy ... To,Dp+, Tuy, ... Tay Drvy)

1
= (z,y) — (Tw D1+, Ty Dr+y)
= (x,y)— (Le,®@x,L ep®@Yy).
Also gilt auch in diesem Fall die zu zeigende Gleichheit.
Sei nun @ = 0 und b = (by,...,b;) # 0.
Dann ist (¢,r) = a und (d,r) = b nur mit ¢ = r = 0 und d = b méglich.
Mit 2.10 (b) folgt
<M6*T €a ® :’C’ MJT eb ® y>

= <‘9§Fr,0$v 9;“,by>

= —(Dr+z,Ty Dr+y)

= —(Leg®z,Lepy®y).
Dies entspricht der Behauptung.

Fiir den néchsten Fall, den wir betrachten wollen, sei a = (a1,...,amy) # 0
und

b= (b1,...,b,a)
mit [ > 1. Insbesondere haben wir also a # b.
Dann gilt fiir ¢,r,d € F mit (¢,r) = a die Identitdt (d,r) = b genau dann,
wenn d = (by,...,b;,c) ist. Mit 2.10 (a) und (b) folgt
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(Mg, ea @z, My €, ®@Y)
= Z <6§1,cx79;’,(b1,...,bl,c)y>

(e,r)=a

-----

= —<DT*$, Tbl ‘e .TleT*y>

m
+> (Tu,, . To,Dre,Tuy_, ... Tay Ty, ... Ty, Dpey)
k=1

m
> (To, ... To,Dr=x, Ty ... To, Ty, ... Ty, D)
k=1

= —(TyDr-x, Ty Dr~y)
= —(Le,®x,Ley®y).

Auch dies entspricht der behaupteten Gleichheit.

Falls a = (a1, ...,a;,b) mit [ > 1 und b € F beliebig ist, kénnen wir genauso
wie in den beiden vorigen Fillen vorgehen, indem wir die Rollen von ¢ und
b vertauschen.

Nun nehmen wir an, dass wir a = (@,4) und b = (b, j) schreiben kénnen,
wenn d,l; € Fund i,j = 1,...,n mit ¢ # j geeignet gewihlt werden. Auch
hier gilt also insbesondere a # b.

In diesem Fall ist (¢,r) = a und (d,r) = b nur erfiillt fiir

r=0, c=a, und d =b.
Es folgt mit 2.10 (a)

(Mg, ea @z, Mg, e, @y) = (07,2,07,y)
= —(TwDr+z, Ty Dr+y)
= _<L ea®x7Leb®y>7
wie behauptet.
Tritt keiner der bisher behandelten Fille ein, muss das Folgende gelten.
Es existieren a,b,s € F mit s = (s1,...,8m) # 0 und 4,j € {1,...,n} mit
1 # j, so dass

~

a = (a,i,s) und b= (b,j,s).
Auch hier gilt also a # b.
Fiir r,¢,d € F ist damit (¢,r7) = a und (d,r) = b genau dann, wenn

c=(a,1,81,...,Sk), d:(g,j,sl,...,sk), und 7 = (Sg41,-- - Sm)
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fiir ein geeignetes k = 0,...,m gilt.
Mit 2.10 (a) folgt

(MgT €a ® €T M;T eb ® y>

= <9;7(d71)$’ 0* + Z a715517 S x, 0; (b7j 814..438 k)y>

= <T( )/DT*IL’ T

(b, )DT*>

_l’_

Ms

/DT*.ZL', T

(0,5,815-++,8k—1)’

Dr+y)

<T(&7i,517~--78k—1)
k=1

_Z<T(&’i’sl"" )/DT*x T(bj $15e0s8 )’DT*y>

3

= <T DT*J} Tb/DT* >
= (Lea®uz,Ley®y).

Die Behauptung ist gezeigt. O

Fiir den Fall, dass T eine C.g-Kontraktion ist, erhalten wir aus 2.11 eine
erste Folgerung in Bezug auf die charakteristische Funktion Mp,..

KOROLLAR 2.12.

Ist T' eine C.o-Kontraktion, so ist Mg, eine partielle Isometrie.

BEWEIS.
Falls T' die C.g-Bedingung erfiillt, so ist L nach 2.9 eine Koisometrie und
damit ist L*L € L(F%(Dr+)) eine Orthogonalprojektion. Nach 2.11 ist

Mo, Mg, = Ig2(p,.)— L"L

dann ebenfalls eine Orthogonalprojektion, folglich ist Mpy,. eine partielle Iso-
metrie. O

Aus 2.11 wollen wir Modellséitze fiir C.g-Kontraktionen beziehungsweise fiir
vollsténdig nicht koisometrische n-Kontraktionen folgern. Dazu brauchen
wir auflerdem das folgende Lemma.

LEMMA 2.13.
Firjg=1,....,n gilt
D* * * * *
(B7) L= L1y,

Insbesondere ist L*H C F2(Drp+) ein rechts--invarianter Teilraum.
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BEWEIS.
Firj=1,...,nund h € H gilt

(R?T*)*L*h = (RJ?DT*)*(DT*T;,h)aeF

- (DT*T(GJ)’h)aeF
= (Dr-T;T;h)
= L'T}h.

acF

Ein bekannter Modellsatz zeigt, dass jede n-Kontraktion unitér dquivalent
zu einem Operatortupel ist, das aus der Summe eines n-Shifts und eines
sphérisch unitiren Tupels durch Kompression auf einen x-invarianten Teil-
raum hervorgeht (man vergleiche etwa Satz 2.4.6 in [20]). Im C'-Fall entfillt
dabei der sphérisch unitidre Anteil.

Wir wollen nun ein solches Modell T € £ (H)" fiir eine C.p-Konstruktion T
konstruieren. Dabei ergibt sich H C F2(Dp+) als orthogonales Komplement
des Bildes der charakteristischen Funktion Mpy, von T'.

SATZ 2.14. (Modellsatz fiir C.o-Kontraktionen,)
Sei T eine C.o-Kontraktion auf .
Der Teilraum

H = Hy = F2(Dp-) © Mp, F4(Dr) C F2(Drp-)

st rechts-+-invariant.
Sei weiterhin T = (Tq,...,T,) die Kompression des Rechtsvorwirtsshifts
auf H, das heif$t es gilt

T;=PeR;" & (j=1,...,n).

Dann sind T und T unitdr dquivalent.

BEWEIS.
Da T eine C.g-Kontraktion ist, ist

L* : H — F*(Dp-)

nach 2.9 eine Isometrie. Damit ist L*L die Orthogonalprojektion auf L*H.
Nach 2.11 gilt

My, My, =1~ L*L.
Somit ist Mp, M die Orthogonalprojektion auf Mp, F?(Dr) und es gilt

L*H = F3(Dp+) © My, F*(Dr) = H.
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Folglich ist L* : H — H ein unitédrer Operator.

Nach 2.13 ist H = L*H ein rechts-#-invarianter Teilraum und es gilt

D= o * ok .
(Rj )L —L'TY (j=1,...,n).

Wir haben also

* T % Dps \ * * ek .
T:L h:<RjT> L'h=L'Tfh (heX, j=1,...,n).

Damit sind die Tupel T und T unitar dquivalent.

Wir wollen nun diesen Modellsatz auf den Fall verallgemeinern, dass 7' eine

vollstédndig nicht koisometrische n-Kontraktion ist.

Dazu betrachten wir den Defektoperator A = Agp der charakteristischen

Funktion von T', das heif3t es ist
1
A = (I — Mg My,)? € L(F*(Dr)).

(Man beachte, dass |[|[Mpy, || <1 gilt.)

Da der Operator L* in diesem Fall nicht mehr notwendig isometrisch ist,

ergénzen wir ihn in geeigneter Weise zu einem isometrischen Spaltenopera-

tor.

LEMMA 2.15.
Sei T wollstindig nicht koisometrisch.
Dann gibt es genau eine stetig lineare Abbildung k : H — F2(Dr) mit

kL = —AM;, .

Diese ist kontraktiv und erfillt die folgenden Bedingungen.

(i) Das Bild von k ist im Abschluss des Bildes von A enthalten.
(ii) Es gilt
IL*RI* + |kRIZ = |l* (k€ 30),
das heifst der Spaltenoperator

( I]’{ ) :H — FXH(Dr) © FA(Dr), h— ( Lkhh )

ist isometrisch.
(i1i) Der Operator
kk* + A% € L(F2(Dr))

ist die Orthogonalprojektion auf den Abschluss des Bildes von A.
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BEWEIS.

Fiir alle 2 € $2(Dp-) gilt
| = AMg, > = (M, (I— Mg, M,) Mg, )

(I — My, Mg, ) My, Mg x,x)
L*L(I —L*L)xz,x) (nach 2.11)
L*(I — LL") Lz, x)
= ||La|? - | L*La]?
|La|)?.

(
(
(
(

IN

Damit ist die Abbildung
H > LF*(Dp+) — F4(Dr), Lz +— —AMy x

wohldefiniert, linear und kontraktiv. Sie ldsst sich damit zu einer linearen
Kontraktion
k:H — F(Dr)
fortsetzen. Nach Konstruktion gilt kL = —AMy .
Da L dichtes Bild hat, folgt die Eindeutigkeit von k und es gilt

kH = kLF*(Dr+) C kLF?(Dy+) = AMy, F2(Dr+) € AF (D).
Somit ist (i) gezeigt.
Ist z € 32(Dp+) und h = Lx € H, so gilt
IL*hI® + ||khl[* = ||L*La|® + ||k La|?
* * 2

= ||L*La|* + ||-AM;, 2|
= ||L*Lz|* + ||L||* — |[L*Lz|* (siehe oben)
= [Ih[*.

Da L dichtes Bild hat, folgt (ii).
Weil kk* + A? ein selbstadjungierter Operator ist, dessen Bild in AF2(Dy)

enthalten ist, verschwindet er auf 2(Dr) © AF2(Dr).
Weiter gilt

—AkKL =AMy, = (I — Mg, My,) My, = Mg, (I — My, My, )= M L*L
nach 2.11. Da L dichtes Bild hat, folgt Ak = —Mg L* und somit

k*A = —LMj,.
Daraus ergibt sich nun
(kk* + A%) A = —kLMy, + A® = AMj My, + A® = A(I — A?) + A® = A
und somit wirkt kk* + A2 auf AF2(Dr) wie die Identitit. Es folgt (i77). O
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Sei T im Folgenden vollsténdig nicht koisometrisch. Wir haben in 2.15 eine

Isometrie

Vo = ( Lk ) : H — F2(Dr+) © F2(Dr)

konstruiert. Die Abbildung

" < Aﬁ ) : 7%(Dr) — FX(Dr+) ® F(Dr)

ist ebenfalls eine Isometrie, denn es gilt

2 * * 2
IWa|* = | Moyal|* + || Alf* = (Mg, Mo, ) +((I — Mg, Mo, ) v, x) = |jz|
fiir alle z € F2(Dr).

Wir zeigen nun, dass sich die Bilder der Isometrien V; und W orthogonal
zu F2(Dp+) ® AF2(Dr) summieren und erhalten so das Bild von V5.

LEMMA 2.16.
Bezeichnet Pa € L(F?(D7)) die Orthogonalprojektion auf den Abschluss des
Bildes von A, so gilt

V()VD* +WW* = Ig:Q(DT*) @® Ph.
Damit ist das Bild von Vy gerade der Teilraum

H = Hy = (g?(@T*) @ ACFQ(?DT)) & {(Mp,z, Ax); o € F2(Dr)}.

BEWEIS.
Es gilt

VoV + WW* = ( Lk ) (L, k) + < Ai"T > (Mg, A)

B L*L + Mg Mg L*k™ + Mg A
a kL + AMg, kE* + A
I
= (o) 0 (nach 2.11 und 2.15)
0 P

= Ig2(pp.) ® Pa.
Da Vp und W Isometrien sind, sind VoVy und WW* die Orthogonalpro-
jektionen auf Vo3 beziehungsweise W3F2(Dr). Obige Rechnung zeigt, dass
VoV§ + WW* die Orthogonalprojektion auf F2(Dp+) @ AF2(Dr) ist. Daraus
folgt, dass

Vo = (92(%*) @ AS’Q(DT)) S WF2(Dy) = H.
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Wir fassen nun die Isometrie Vg als Operator auf sein Bild auf und schreiben
V:H-—-H, x— V.
Damit ist V unitédr und wir erhalten vermoége V' ein Modell
T = (Ty,... ,']Tn)?:l e L(H)"
fiir T, wobei
T, =VL;V*e LH) (j=1,...,n).
Der folgende Modellsatz beschreibt die Wirkung der T7. Dabei sei
AL AF(Dr) —» AF2(Dr) = (ker A)L
die Inverse der bijektiven, linearen Abbildung

A (ker A)t — AF?(Dr).

SATZ 2.17. (Modellsatz im vollstindig nicht koisometrischen Fall)
Sei T € L(H)"™ eine vollstindig nicht koisometrische n-Kontraktion und

seien
H = (3%(Dr-) @ AT (Dr) ) © {(My,o, Ax); @ € F3(Dr)}
und
T;=VI;V*e LH) (j=1,...,n)

wie zuvor. Dann gilt
T (y,x) = ((R?T*>*y,A_1 (R?DT>* A:c) fir alle (y,z) € H.

(Insbesondere liegt der Term auf der rechten Seite stets wieder in H.)

Die Tupel T und T = ("]I‘j)?:1 sind unitdr dquivalent.

BEWEIS.
Seien j =1,...,n und (y,z) € H. Wihle ein h € H mit

(y,2) = Vh = (L*h, kh) .

Nach 2.13 gilt
. Drx \* 7% Dpx\*
LTih = (RY™) Lh = (R v
Auflerdem ist
kT h € kH C AFA(Dr) = (ker A)*
nach 2.15 und es gilt
Ak = —Mj, L*
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nach dem Beweis von 2.15.
Es folgt
kTjh = AT'ART)h
= —A"'M; L*TFh

N (R?T*>*L*h (nach 2.13)

N (R?T)*MgTL*h (nach 1.6)

N (R?T)* Akh

= AL (RPr) A
Zusammen koénnen wir nun schlieflen, dass
Ti(y,x) = VI;V*Vh
= VT;h (V isometrisch)
= (T TR)

= ((BP) w.a7 (BP7) Ax)

gilt, was zu zeigen war. (]

Mit diesem Modellsatz sind wir nun in der Lage, das Hauptresultat dieses
Abschnitts zu beweisen. Wir zeigen, dass in 2.7 auch die Umkehrung gilt,
wenn T und T vollstéindig nicht koisometrisch sind.

SATZ 2.18.
Seien T und T wvollstindig nicht koisometrische n-Kontraktionen auf Hil-
bertriumen H und H. Dann sind T und T genay dann unitdr dquivalent,

wenn thre charakteristischen Funktionen tibereinstimmen.

BEWEISs.
Nach 2.7 geniigt es, die Riickrichtung zu zeigen.
Wir setzen also voraus, dass My, und My, iibereinstimmen. Es existieren
also unitdre Operatoren

7:Dp — Dy und 7, : D+ — D,

so dass

MgToF:F*oMgT

fiir die ebenfalls unitdren Operatoren I' = I'q2 ® 7 und I'y, = I3 ® 7, gilt.
Wir betrachten geméfl 2.17 die zu T' beziehungsweise T unitér dquivalenten
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Tupel
T = (Ty,...,Tn) € L(Hy)" und T = (’ﬁrl, . ,Tn) € L(H)",
das heifit, fiir (y,z) € Hp, (7,2) € Hy und j =1,...,n gilt
Ti(y,x) = ((R?T*)*y, A;l (R;DT>* ATJU> ,
T (5,7) = ((Rff*)*g,A; (R?T>*AT~55>.

Es geniigt zu zeigen, dass T und T unitéir dquivalent sind.

Dazu betrachten wir den unitédren Operator
T, ol :F (D) @ F(Dr) — F2(Dg) ® F2(Dg).

Wir wollen zeigen, dass
Ty )Hr = Hy

gilt. Dazu beachte man zunéchst, dass

[NIES

l * * *
Ag = (I — Mj, Mp,)? = (r (I — MQTMGT.> r) B L
gilt. Folglich ist A7 = AzI' und somit

I' ApF2(Dr) =TArF2(Dr) = Al F2(Dr) = AF2 (D).
Auflerdem gilt fiir alle (y,x) € F2(Dp+) @ F2(Dr)
(v, z), (Mo, 2, Arz))
Yy, Myz) + (x, Arz)
Y, DMy, z) + (Fx, T Arz) (I, Iy isometrisch)
Y, Mo T'z) + (Tx, AzI'z)  (siehe oben)
(Tuy,Tz), (Mp, (Tz), As(T2))) (2 € F*(Dr)).

(
(
= <F
(r
(

Da T : F2%(Dr) — F?(Djz) surjektiv ist, folgt daraus die Aquivalenz
i
(y, ) € {(My,2,Arz); z € F2(Dr)}

& (T, Tz) € {(MQTZ,ATZ) L ze fo(ﬂJT)}L
Zusammen folgt nun
(T« &) Hy = Hp
aus der Definition von Hr beziehungsweise Hj.
Wir kénnen nun schlieffen, dass 'y @ I' einen wohldefinierten unitéaren Ope-
rator
o:Hr — Hy, (y,z)— Ty, ')
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induziert.
Wegen I' = Ig» @ 7 und I'y, = I2 ® 7 gilt

r (R]DT>* - (Rff)*r

und
r(RP) = (R)) T
fir j =1,...,n. Wir haben auflerdem schon gesehen, dass
F'Ar = Az
gilt. Dies impliziert zusétzlich
TA;' = AZ'T
auf ArF? (Dr).
Fiir alle j = 1, ..., n folgt nun aus den angegebenen Vertauschungsrelationen
oTi(y,2) = (r* (Rj?T*)* y, TAZ <R3.3T>* ATx>
_ ((RJDT) Ty, A7 <R;DT) " Afrx)
= T;a(y, x)

fiir alle (y,z) € Hy. Also gilt
oT; :T;a (j=1,...,n).

Damit sind die Tupel T und T unitér dquivalent, was zu zeigen war. O

Ahnlichkeit von n-Kontraktionen zu sphirisch unitiren Tupeln

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, wann eine n-Kontraktion
dhnlich zu einem sphérisch unitdren Tupel ist. Mithilfe der minimalen iso-
metrischen Dilatation (siehe [47]) zeigen wir, dass eine n-Kontraktion genau
dann dhnlich zu einem sphérisch unitdren Tupel ist, wenn ihre charakteri-
stische Funktion invertierbar ist.

Zunichst definieren wir die grundlegenden Begriffe.

DEFINITION 2.19.
Ein Tupel W = (Wy,...,W,) € L(9)"™ von Operatoren auf einem Hilbert-

raum §G heiflt sphérisch unitér, falls
VVZ'*W]‘ :51'73‘[9 (’L,]I 1,...,71)
und

> wwr = Ig
j=1

gilt.
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BEMERKUNG 2.20.
(a) Offenbar ist ein Tupel W = (W1, ..., W,,) € L(G)™ genau dann sphérisch

unitér, wenn der Zeilenoperator

n
W 9” — 9, (xj)?zl —> ZWJ‘.%]'
=1
unitér ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Wy, ..., W,, Isometrien

sind, deren Bilder sich orthogonal zu § summieren.

(b) Fiir ein sphérisch unitires Tupel W = (W1,...,W,,) € L(G)" auf § und

k € N betrachten wir den Raum

gk) — @ g
la|=k
und den Operator
W(k) . g(k) — G, (ga)\a|:k = Z Waga
la|=k

Dann ist W) unitir, wie man mit (a) und Induktion nach k leicht

zeigen kann. Offenbar gilt
(@)= (Vi) (WEI).

*

w (k)

DEFINITION 2.21.
Seien H und H Hilbertriume.
Zwei Tupel T = (T4, ..., Ty) € L(H)" und T = (T4, ..., Tp) € L(F)™ heiBen
ghnlich zueinander, falls ein invertierbarer Operator s € L(H, H) existiert
mit

Ti=s'"Tjs (j=1,...,n).
BEMERKUNG 2.22.
Ein Operator s € L(H, H) zwischen Hilbertriumen H und K ist aufgrund
des Prinzips der stetigen Inversen genau dann invertierbar, wenn sH = H
gilt und eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

szl = ¢zl (z € ).

Wir wollen an dieser Stelle an den Begriff des wandernden Unterraums er-
innern. Ist V' € L(X)" ein Tupel von Isometrien auf einem Hilbertraum X,
so heiflt ein abgeschlossener Teilraum L C K wandernd fiir V, falls

Vb LV,L (a,beF, a+#b)
ist. In diesem Fall schreiben wir

Mp(L) = Mp(L,V) =@ Val C K.

acF
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Damit ist offensichtlich
?2(L> - MF(L>7 (‘ra)aEF = Z VaTa

a€F

ein unitdrer Operator, insbesondere ist

Mp(L) = {Z Vata: (€a)acr € 3"2();)} .

acl
Im Folgenden sei T' = (T1,...,T,) € L(H)" eine n-Kontraktion auf einem
Hilbertraum H. Wir fassen im niichsten Satz einige Resultate aus [47] zu-
sammen (betrachte dort Satz 2.1 und Satz 2.8 mit Beweis).

SATZ 2.23.

(a) Es existiert eine (bis auf unitire Aquivalenz eindeutige) minimale iso-
metrische Dilatation V. = (Vi,...,V,) € L(K)" von T auf einem Hil-
bertraum K D H, das heifst Vi,...V, sind Isometrien mit paarweise
orthogonalen Bildern und es gilt V'h = Trh (heH, j=1,...,n)
sowie

K=\ Va3t
acF

(b) Die Teilriume

\/v THH und L. = (I - ZVT*
: ] 1
von X sind wandernde Unterrdume fiir V. und mit
R={xeX; > |Vizl]*=|z|? fir alle k € N}
la|=k
hat man die folgenden orthogonalen Zerlegungen von X
K=HOMpL)=R®dMp(L,).
Der Raum R ist reduzierend fir V1, ..., V, und das eingeschrinkte Tupel
Vig = Vil®, ..., Valr) € L(R)™ ist sphirisch unitdr.
Weiterhin gilt L N L, = {0}.
(¢) Es existieren (eindeutig bestimmte) unitire Operatoren ¢ : L — Dp und

s : Ly — Dy« mit

n

o [ S(V; = Tphy | = Dr(hy)i—y  (ha,... .y € )
j=1

und

¢ | I=D> ViT; | h=Dr-h (h € ).
j=1
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Im Folgenden seien alle Bezeichnungen wie in 2.23 gewihlt.

Wir betrachten die Projektion Py € L(X,R) von X auf R. Wir werden
sehen, dass ihre Einschrinkung auf H genau dann invertierbar ist, wenn T
dhnlich zu einem sphérisch unitdren Tupel ist. Dazu beachte man zunéchst
das folgende Lemma.

LEMMA 2.24.
(a) Fir alle h € 3 gilt
Prh = 1i “h.
wh = lim > VuTih
la|=k
(b) Fiir alle h € H und k € N gilt

Pyh = Z Vo PRTh.
la|=k

BEWEIS.

(a) Siehe [47], Proposition 2.10.
(b) Sei h € H und k € N. Es gilt

S VPt E dim 3N VaWT T
la|=k la|=k |b|=m

= Jim > VienTanh
la|=Fk |b|=m

- X v

lc|=k+m

2 Pyh.

Damit erhalten wir ein erstes Kriterium dafiir, dass 7" dhnlich zu einem
sphérisch unitédren Tupel ist.

SATZ 2.25.
Die n-Kontraktion T ist genau dann dhnlich zu einem sphdrisch unitdren

Tupel, wenn die Finschrankung
Pglgc: H— R

von Py auf H invertierbar ist.

BEWEIS.

Sei zunéchst T dhnlich zu einem sphérisch unitdren Tupel. Wir wihlen einen
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Hilbertraum G, ein sphérisch unitéres Tupel W = (Wy,...,W,) € L(9)"
und einen invertierbaren Operator r € L(H, ) mit

Tj=r"'Wir (j=1,...,n).
Dann ist auch s = r* € L(G, H) invertierbar und es gilt

T = SI/ijks_1 (j=1,...,n).

Es folgt

Tr =sWrs™! (a€F).
Da die V, mit |a| = k (fiir festes k£ € N) Isometrien mit paarweise orthogo-
nalen Bildern sind, folgt fiir alle h € H und alle £ € N

2 2

S VaTin|| = || VasWis™'h
la|=k la|=k

= 3 ||swis i)

la|=k
> [ls7H7 Y (wasT e
la|l=k

= Hs—1}| |ls7th||?  (nach 2.20 (b))

> 77 sl 72 2

= |l

wobei wir ¢ = (|5 - HSle)il > 0 setzen. Es folgt mit 2.24 (a)

Prh|| = 1 JIoh| > cllh h e XH).
Il = Jim | 5 VT3 2 el h <0

Um zu zeigen, dass PrH = R gilt, betrachten wir

K = ZVaha;mEN, he € H fiir |a| <m » C K.

la|<m
Wir wollen zunéichst zeigen, dass Pgi € PgH fiir alle & € K gilt. Sei dazu
E= Y Vaho€X (mEN, hy€H)
|la|<m

gegeben. Da R ein reduzierender Teilraum fiir Vi, ..., V,, ist, vertauscht Pg
mit den V, (a € F') und es folgt

Pyi = Z Vo Prha = f: Z Vo Prha.

la|<m k=0 |a|=Fk
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Fiir jedes k = 0, ..., m existiert wegen der Surjektivitéit des Operators wk)*
ein g € G mit
W;gk = S_Iha
fir alle @ € F mit |a| = k.
Mit hy = sgr € H folgt fiir a € F mit |a| = k, dass

Trhy, = sWis tsgr = ss tha =hy (E=0,...,m)
gilt. Mit 2.24 (b) erhélt man daraus
> VaPrha = > VaPxT;hy = Pxhy
la|=k la|=k

fir K =0,...,m und insgesamt folgt

Pgi = Pghy, € Pr3.
k=0
Sei nun x € R beliebig. Wegen X = \/ . p VoI ist X c K dicht und daher

findet man eine Folge (%), in K mit iy %, 2. Wie wir oben gezeigt haben,
ist Pray € PRI fir alle £ € N und damit folgt

r = Ppr = lim Py, € PRrH.
k—oo

Wir haben bereits gesehen, dass Py auf H nach unten beschrénkt ist und
daher ist PrH C R abgeschlossen. Folglich ist x € PgrH und somit haben
wir gezeigt, dass PrH = R gilt.
Zusammen folgt, dass Pg|gc: H — R invertierbar ist.
Sei nun
Pylgc: H— R

und damit auch

s=(Prls)" : R— K
invertierbar.
Fir he Hund j =1,...,n gilt nach 2.24 (b) mit k =1

n
V' Prh = Z V;ViPxT;'h = PxT;h,

i=1
denn es ist V'V, = 6; ;s (i,5 =1,...,n).
Da R reduzierend fiir Vj ist, folgt daraus

(Vi)™ (Pxl3c) = (Prlsc) T
und damit durch Adjungieren auch
s(Vjlg) =Tys (j=1,...,n).

Damit ist 7" &hnlich zu dem sphérisch unitdren Tupel V|g € L(R)™ . O
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BEMERKUNG 2.26.
Ist K ein Hilbertraum und sind H, R C K abgeschlossene Teilrdume, so gilt

(Prh,r) = (h,ry = (h,Pgyr) (h € H, r €R).
Bezeichnen Py|r und Pr|y die induzierten Operatoren Py : R — H und
Pr: H — R, so ist folglich
Py|r = (Prlu)".

Insbesondere gilt
1Pr|rll = | Pr|a| -

Ist Pr|pg invertierbar, so ist auch Pp|g invertierbar und es gilt
|Palr) || = || Prt) |-

Wir haben in 2.25 gesehen, dass die n-Kontraktion 7" genau dann dhnlich
zu einem sphérisch unitéren Tupel ist, wenn Pg|q¢ : H — R invertierbar ist.
Wir wollen nun in diesem Kriterium die Rdume R und H durch ihre ortho-
gonalen Komplemente ersetzen. Dies ist aufgrund des folgenden Lemmas,
das bereits von B. Sz.-Nagy and C. Foiag (vergleiche [50], Chapter IX, Lem-
ma 1.1) gezeigt wurde, moglich. Der Vollstédndigkeit halber geben wir auch
einen Beweis des Lemmas an.

LEMMA 2.27.

Ist K ein Hilbertraum und sind
Hy,Hy,R|,Ry C K
abgeschlossene Teilrdume mit
K = Hy ® Hy = R ® Ry,

so ist Pr,|m, : Hi — R1 genau dann invertierbar, wenn Pr,|m, : Ho — Ro
invertierbar ist.
Sind Pr, |, und Pr,|m, invertierbar, so gilt

H(PRl|H1)_1H = H(PR2’H2)_1
falls Hl,HQ,Rl,RQ 7& K ist.

)

BEWEIS.
Aufgrund der Symmetrie des Problems geniigt es, eine Implikation und eine
Abschétzung in der behaupteten Gleichung zu zeigen.
Wir setzen voraus, dass Pgr,|g, € L(Hi, R1) invertierbar ist. Nach Bemer-
kung 2.26 ist dann auch der dazu adjungierte Operator Py, |r, € L(R1, Hy)

invertierbar.
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Wir wollen zunéchst zeigen, dass Pr,|m, : Ho — Ra surjektiv ist.
Sei dazu ry € Ry. Dann ist Py 7o € H; und wegen der Surjektivitdt von
P, |r, existiert ein 7 € Ry mit

PH17"1 = PHIT'Q.
Wegen Py, (ro —r1) = 0 ist hg = rg —r; € Hy und es gilt
Pr,hy = Pr,ro — Pr,m1 = 12.

Dies zeigt die Surjektivitidt von Pg,|m,-
Nach 2.26 gilt weiterhin

| Pas ) || = || Pra L)~
Fiir alle 1 € Ry folgt
Irall = {|(Prry )™ Prryrs | < || (Pl ™| - 1Py
und damit
—2
1Pl = Il = 1P < (1= [ Prali) ™) -

(Wir nehmen dabei ohne Einschréinkung an, dass Hy, Ho, Ry, Ry # K gilt.
Damit ist H(PRI\Hl)*H £0.)
Wir folgern nun mit 2.26, dass
-2
Pl ” = 11 Ptz > < 1= || (P ) ™|
Damit ist

1 PRy ha | lh2ll* — || Pr, ha|®

> el = (1 [Pl ) el

12
o (A A

V

fiir alle hy € Ho.
Also ist Pg,|m, auch injektiv und damit invertierbar. Zusétzlich folgt

| Proli) ™| < [[(Pralir) ™

was zu zeigen war. O

9

Wendet man dieses Lemma 2.27 auf die Zerlegungen
K=ROMp(Ls) =HDMp(L)

aus 2.23 an, so erhilt man aus 2.25 das folgende Korollar.
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KOROLLAR 2.28.
Die n-Kontraktion T ist genau dann dhnlich zu einem sphdrisch unitdren

Tupel, wenn der Operator

Q= PMF(L*) Mp

(&) € £ (Mp(L), Mp(Ly))

vertierbar ist.

Wir wollen nun zeigen, dass der Operator ) aus 2.28 stets unitéir dquiva-
lent zur charakteristischen Funktion Mpy, von T ist. Dazu betrachten wir
zunéchst die unitdren Operatoren ¢ : L — Dy und ¢y : L, — Dy« wie in
2.23 (c). Das folgende Lemma bringt diese in einen Zusammenhang mit der
charakteristischen Funktion von 7.

LEMMA 2.29.
Sei O = (01,4) ,cp € M(Dr, Dp+) der Multiplikator zur chararakteristischen
Funktion von T'. Fiir hy,..., hy, € H gilt

(¢4)" 0700 (Z(Vz - Ti)hi> =—1-> vy (Z T,-hi>
=1 i=1

=1
und
(¢4)" 9Tak¢<Z(V T;)h ) ZVT* T <hk—ZTkTh>
i=1

firaleace Fundk=1,...,n

BEWEIS.
Seien hy, ..., hy, € H gegeben. Wegen 67 = —T|p, und T Dy = Dp-T gilt
nach 2.23 (c)

(6:)* 0100 (Z(w-:n-)hi) = —(¢.)" TDr(ho)i-

=1
= —(¢x)" DpT(hi)j4

1=1
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Seien aulerdem a € F und k € {1,...,n}.
Dann ist 07 (k) = Dr+T, P Dr|p,. (siehe 2.4 (b)) und es folgt

(64)" 07 (a,k)® (Z(Vi - Tz‘)hz‘>

i=1
= (¢2)" Dr-Ty B DY (hi)i—y

= j_zn:va; T (hk —ZH:T,;“Tihi> ;
j=1 =1

wie behauptet. O

Wir erweitern nun ¢ und ¢, auf einfache Weise zu wohldefinierten unitiren
Operatoren

®: Mp(L) — F2(Dr) und @, : Mp(L,) — F2(Dp-)
durch
(Z Ve ) (6 2docr ((2a)a € T2(L))

a€F
und

(Z Vaya) ¢* Yo )aeF ((ya)a S 9:2(2*)).

acF
Damit gilt der folgende Satz.

SaTz 2.30.
Es gilt
(@,)" My, ® = Q.

Insbesondere sind My, und Q) unitdir dquivalent.

BEWEIS.
Die Elemente der Form
n
Vo [ Y (V;=Tph;j | (BEF, hy,... hy € H)
j=1
bilden eine totale Teilmenge von Mp(L). Es geniigt also, die behauptete
Gleichung auf diesen Elementen nachzurechnen.
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Seien also b € F und hy, ..., h, € H gegeben. Dann gilt

(®.)" Mo, DV, (zn:(vj - Tj)hj)

=1

=1

= ()" My, ey © ¢ (Z(Vj - Tj)hj)
= ()" D ep) @ 0106 (Z(Vj - Tj)hj)

acF j=1

= > Vi) (60 10t (ij - mhj)

ackF j=1

j=1

= Vi (¢a) 000 (Z(vj - Tj)hj)
0 Visga) (64) 01,06 ( (Vi — Tj)hj)

k=1a€F J=1

= W (I Zn:VgTj) (Zn:Th>
Jj=1 i=1
2> Vika (I -> VJTJ) Ty (hk — ZTkTh>

k=1a€F j=1 i=1

D Vika (I -> VJTJ) Ty (hk -3 T,;‘:n-m)

= W

k=1acF j=1 i=1

nach 2.29. Weiter gilt fiir alle h € H

S, (I _ Zn:v]Tj> Tih o= Y (VaTgfh - Zn:‘/(a,j)T&j)h)
ackF Jj=1 ack =t
= b 3 Wk

la|]=m-+1
= (I —=Pr)h
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nach 2.24 (a). Weil Pg mit den V}, (k =1,...,n) vertauscht, folgt

Z Z Vika) | 1~ z:l ViTy | T (hk - E;Tl:Tzhz>
J= =

k=1a€cF
k=1 acF j=1 i=1
= > Vi(I-Pg) <hk - ZTI:Tihi>
k=1 =1
= Z thk — Z Z VkT]:Tzhz
k=1 k=1 i=1

= " PaVihi + > ( VkPRT;*) T;h
k=1 k=1

=1

= (1-D vy (Z Th) + (Vi = Ti)hu,
j=1 i=1 k=1

— > PrVihy + Y PTih; (nach 2.24 (b) mit k = 1)
k=1 =1

n

= (1-)_vT; (Z Th) + (I = Pr) Y (Vi — Ti)hy.
j=1 i=1

k=1
Wir setzen dies oben ein und erhalten

n

()" My ®Vy | Y (V; = Ty)h; | = Vi |(I—Pg) <Z(Vk - Tk)hk>]
=1 k=1
= QV (Z(Vk - Tk:)hk> :
k=1

denn Pg vertauscht mit V; und es ist Q = Pyr,.(c,)|aec) = (I — PR) (v (0)-
Also gilt
((I)*)* MQT(I) = Q>

was zu zeigen war. O

Wir kommen abschlieflend zum Hauptresultat dieses Abschnitts. Es besagt,
dass eine n-Kontraktion genau dann dhnlich zu einem sphérisch unitéren
Tupel ist, wenn ihre charakteristische Funktion invertierbar ist. Dies ist eine
unmittelbare Folgerung aus 2.28 und 2.30.



76 2. DIE CHARAKTERISTISCHE FUNKTION

SATz 2.31.
Die n-Kontraktion T ist genau dann dhnlich zu einem sphdrisch unitdren

Tupel, wenn My, invertierbar ist.

Betrachtet man in Satz 2.31 den Fall n = 1, so erhédlt man das entspre-
chende Resultat von B. Sz.-Nagy (vergleiche [51], Chapter 4) fiir eine ein-
zelne Kontraktion 7' € L(H) auf einem Hilbertraum H. Dort wird gezeigt,
dass T genau dann #hnlich zu einem unitdren Operator ist, wenn der zu
der charakteristischen Funktion von T gehérende Multiplikationsoperator
H?(Dr) — H?(Dr+) zwischen den entsprechenden Hardyriumen invertier-
bar ist. Damit ist 2.31 eine vollstéindige Verallgemeinerung dieses Ergebnis-

ses auf den Fall nichtvertauschender n-Kontraktionen.
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KAPITEL 3

Samuelvielfachheit

Einleitung
Fiir einen stetig linearen Operator T € L(X) auf einem Banachraum X mit
dim (X/TX) < o0

gibt es ein Polynom p = p(T") € Z[X] vom Grad degp < 1 und eine natiirli-
che Zahl kg € N, so dass

dim <X/T’“X> =p(k) (k> ko)
gilt. Man nennt p das Hilbert-Samuel-Polynom des Operators 7.
Schreibt man p in der Form

p=cX +d (cdéeZ geeignet),

so nennt man ¢ = ¢(7") die Samuelvielfachheit von 7. Offenbar ist ¢(T") € N
und es gilt
dim (X/TFX
¢(T) = lim —nn( / )
k—o00 k
Die rechte wesentliche Resolventenmenge von T’
P (T) ={z€C; dim (X/(z —T)X) < oo}

ist eine offene Nullumgebung. Man kann zeigen, dass eine geeignete Nullum-
€SS

gebung U C pf*(T') existiert, so dass
dim (X/(z —T)X) = ¢(T) < dim (X/TX)

fiir alle Punkte z € U \ {0} gilt.

Man verallgemeinert diese wohlbekannten Resultate, indem man den Ope-
rator T durch ein Tupel von Operatoren auf X ersetzt.

Fiir ein vertauschendes Tupel T' = (11, ...,T},) € L(X)" mit

n
dim [ X/) TjX | < o0
j=1

betrachtet man die rekursiv definierten Teilrdume

Mk:Mk(T) cX (k‘EN)

79
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mit My = X und
My =TiMy+ ...+ T, M, (keN).
Diese sind abgeschlossen und von endlicher Kodimension in X. Es ist
M1 C M, (k eN).

In [13] betrachten R. Douglas und K. Yan zu einem solchen Tupel 7' das
Hilbert-Samuel-Polynom p = p(T') € Q[X]. Dieses erfiillt

p(k) = dim (X/My) (k= ko)

fiir ein geeignetes kg € N. Es ist degp < n und man kann p in der Form

p(m):c<z> +cl(nf1) —|—...+cn<g> (z € Q)

mit ganzzahligen Koeffizienten ¢, ¢y, ..., ¢, € Z schreiben. Wir nennen den
bei (¥) auftretenden Koeffizienten ¢ = ¢(T') € N die Samuelvielfachheit des
Tupels T'. Es gilt

¢(T) =n!- lim M

k—o0 kn

R. Douglas und K. Yan definieren in [13] noch eine weitere Version fiir
das Hilbert-Samuel-Polynom und die Samuelvielfachheit des Tupels T'. Die

rechte wesentliche Resolventenmenge von T’

D= p(T) = § ()1 € €% dim | X/ 3 (5~ T))X | < oo
j=1

ist eine offene Nullumgebung und die Quotientengarbe
H=3(T) =03/ (3 —T))0p
j=1

ist eine kohérente analytische Garbe iiber D. Demzufolge ist der Halm Hy
dieser Garbe in 0 ein endlich erzeugter Modul iiber dem noetherschen lokalen
Ring Og. Aus der kommutativen Algebra ist bekannt, dass dazu ein Polynom
Pan = Pan(T) € Q[X] mit degpan < n existiert, so dass

Pan(k) = dim (%o/m (90)* J{O> (k > ko)

fiir ein geeignetes ko € N gilt. Dabei ist m (Qg) C Oy das maximale Ideal.
Entsprechend betrachtet man

dim (}Co/m (Oo)k 9‘(0)
Can = Can(T) =n! - klim s

eN

und bezeichnet cun (7)) als die analytische Samuelvielfachheit von T'. Die
Ungleichung ¢, (T) < ¢(T') wurde bereits in [13] gezeigt. In der Tat stimmen
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beide Versionen der Samuelvielfachheit iiberein, es gilt also
can(T) = ¢(T).

Dieses Ergebnis haben X. Fang in [22] und J. Eschmeier in [17] unabhiingig
voneinander und mit verschiedenen Methoden bewiesen.
Wir betrachten in diesem Kapitel zunéchst beliebige (nicht notwendig ver-
tauschende) Tupel T' = (11,...,T,,) € L(X)" auf einem Banachraum X
mit
n
0<dim | X/) T;X | <oc

j=1
und die dazugehorigen Teilrdume My = My (T) C X (k € N). Ein zentrales
Ziel ist die Beschreibung des Wachstums von

dim (X /M) fir kK — oo.

Zunichst zeigen wir mit algebraischen Methoden eine Abschéitzung nach
oben gegen n* fiir dieses Wachstum. Das Beispiel des n-Shifts S € L(F?)"
auf dem Fockraum J? zeigt, dass diese Abschitzung im Allgemeinen nicht
verbessert werden kann. Wir definieren dementsprechend fiir n > 2 eine
nichtkommutative Version fiir die Samuelvielfachheit von T und betrachten
dazu einige Beispiele.

Anschliefilend betrachten wir die zu T' assoziierte Garbe H = H(T') und
definieren das Hilbert-Samuel-Polynom von T als das eindeutige Polynom
p € Q[z] mit

p(k) = dim (9{0 Jm (0g)* 3{0)

fiir geniigend grofle k € N. Wir zeigen, dass die Ungleichung
dim (X/My) > p(k) (k> ko)
stets erfiillt ist, indem wir C-lineare Surjektionen
Br : X/ My — Ho/m (00)* 3y (k€ N)

konstruieren. Falls T als vertauschend vorausgesetzt wird, sind diese Abbil-
dungen auch injektiv und wir erhalten Gleichheit in obiger Abschétzung.
Schliefllich untersuchen wir den Grad d € {0, ...,n} und den Leitkoeffizien-
ten ¢g € N* des Hilbert-Samuel-Polynoms von T'. Wir zeigen dabei zunéchst,
dass d der Dimension der analytischen Menge

A=(¢2eC" 0<dim X/Z(zj—Tj)X < 00
j=1
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im Nullpunkt entspricht. Der Leitkoeffizient ist damit gegeben durch

dim <U-C0/m (Oo)k g‘fo)
co=d klggo kA

Wir nehmen dann zusétzlich an, dass 0 ein glatter Punkt der Menge A ist

€ N*.

und betrachten die in A stabilisierte Bild-Kodimension von 7'

n
T) = min di X i —THX N*
ca(T) o, dim /;(ZJ 7) c N,
wobei eine Nullumgebung V' C C™ so gewéhlt wird, dass ANV eine zusam-
menhéngende komplexe (d-dimensionale) Mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall
stellt sich heraus, dass das angegebene Minimum in allen Punkten auflerhalb
einer nirgends dichten analytischen Teilmenge von ANV angenommen wird
und dass
co > ca(T)

gilt. Dies verallgemeinert Teile eines Resultats von J. Eschmeier fiir d = n
(siehe [17]). Dort wird zusétzlich gezeigt, dass in diesem Fall sogar

co = ca(T)

gilt. Wir geben abschlielend einige Beispiele an, die unter anderem zeigen,
dass diese Gleichheit im Fall d < n im allgemeinen nicht erfiillt ist.

Der nichtvertauschende Fall

Sei n € N mit n > 2 gegeben.
Wie im ersten Teil schreiben wir F' fiir die freie Halbgruppe iiber n Erzeu-
gern. Fiir k € N sei

Fr, ={a € F; |a| = k}.
Sei weiterhin X ein Banachraum und 7' = (71,...,7,) € L(X)" ein Tupel
von stetig linearen Operatoren auf X mit

dim [ X/) TjX | < oc.

J=1

Wir betrachten im Folgenden die Teilrdume My = My (T) C X (k € N), die
rekursiv durch

My=X und My =T1 Mg+ ...+ T, Mg (kEN)

definiert werden.
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BEMERKUNG 3.1.
Induktiv folgt, dass My C My fiir alle k € N gilt. Ebenso folgt unmittelbar

M,=)Y T.X (keN)
a€Fy

und allgemeiner
My = Z T, M, (k‘,l S N)
a€Fy,

Nach Voraussetzung ist dim (X/M;) < co. Das folgende Lemma zeigt, dass
alle M}, (k € N) von endlicher Kodimension sind.

LEMMA 3.2.
(a) Fiir k,l € N mit |l > k gilt

dim (Myg41/Mi11) < n-dim (Mg /M) .
(b) Es gilt

nkF—1
n—1

Insbesondere sind die Teilrdume My, (k € N) endlich kodimensional.

dim (X/Mj,) < ~dim (X/M;) (k€ N).

BEWEIS.
(a) Seien k,l € N mit [ > k. Man zeigt leicht, dass die Abbildung

n
(M /My)" — (Mgy1/Migr), (i + Ml)?:l = (Z Tz%) + M1

i=1
wohldefiniert, linear und surjektiv ist. Daraus folgt (a) unmittelbar.
(b) Aus (a) folgt induktiv

dim (M;/Mj11) < n? - dim (X/M;) < oo (j € N).
Wegen

folgt mit n > 2, dass

el
|
—

dim (X/My) = dim (M;/Mj 1)

> <.
= O

n? - dim (X /M)

(]

o

nkF—1
= 1 dim(X/M) (k€N).

.
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BEMERKUNG 3.3.
Wir haben soeben gezeigt, dass die Teilrdume M, C X (k € N) endlich
kodimensional sind. Fiir £ € N ist M}, aulerdem gerade das Bild des stetig
linearen Operators

@ X — X, (xa)aeF, — Z ToZq.

acFy a€Fy
Folglich ist M} C X abgeschlossen (k € N).

BEISPIEL 3.4.
Sei F2 der Fockraum und

S =(S1,...,5,) €L (FH)"
der Linksvorwirtsshift auf F2. Fiir k € N ist
M;(S) = {(za)acr € F*; x4 = 0 fiir alle a € F mit |a| < k}.
Folglich gilt

nk—1

dim (F2/My(S)) = #{a € F; |a| < k} =

— (ke N).

Die Abschéitzung in 3.2 (b) ist in diesem Fall also eine Gleichheit. Man sieht
damit auch, dass die Kodimensionen der Mj, fiir nichtvertauschende Tupel
exponentiell wachsen kénnen, wenn k — oo geht. Im Vergleich dazu, kann
fiir vertauschende Tupel hochstens polynomielles Wachstum vom Grad n

vorliegen (siche Einleitungsabschnitt).

Wir wollen nun eine nichtkommutative Variante fiir die Samuelvielfach-
heit des Tupels T definieren. Diese gibt an, wie sich das Wachstum von

nk—1
n—1

dim (X/Mjy) fir £ — oo im Vergleich zum maximalen Wachstum

verhélt. Dazu zeigen wir das folgende Lemma.

LEMMA 3.5.
Der Grenzwert

dim (X /My,)

im ————~
k—o0 n

existiert, und es gilt

im (X /M

0< (n—1)- lim w < dim (X/M;) .

k—o0

BEWEIS.
Aus der Zerlegung

X/Myq1 = (X/My) & (M /My1)
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und der nach 3.2 (a) geltenden Ungleichung
dim (My/Mjy41) < n - dim (X/My)
folgern wir
dim (X/My+1) < dim (X/M;)+n-dim(X/My) (k€N).

Setzen wir
dim (X/My)
TR

_ dim (X/M))

und s
kL

Qg (k‘ S N),

so folgt
0<agy1 <ap+sg

fir alle & € N. AuBlerdem ist > 7 s, < oco. Damit folgt aus Lemma 2.1
in [32] die Konvergenz der Folge (aj)ren. Die behauptete Ungleichung folgt
dann aus 3.2 (b). O

DEFINITION 3.6.
Die Zahl

1) = 1) i S0

€ [0, dim (X/M;)]
heifit (nichtkommutative) Samuelvielfachheit von T

Wir stellen zunéchst fest, dass die soeben definierte Samuelvielfachheit nur
dann von 0 verschieden sein kann, wenn das Tupel T keiner nichttrivialen

polynomiellen Relation geniigt. Dazu betrachten wir die Algebra

P= Zpaea;keN,paeC cF?
la| <k

der Polynome in n nichtvertauschenden Variablen mit der durch

Z Pa€a | ® Z ey | = Z Z Pa - Gb | €c

la|<k lb|<1 le|<k+l \(a,b)=c
gegebenen Multiplikation. Fiir ein solches Polynom p = Z| a|<k Paa € P sei
p(T) = paTa € L(X).
la|<k
Dies liefert uns einen Algebrenhomomorphismus
P = L(X), prp(T).
Es gilt der folgende Satz.

SATZ 3.7.
Falls ein p € P\ {0} mit p(T) = 0 existiert, so ist e(T) = 0.
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BEWEIS.
Sei p € P\ {0} mit p(T") = 0 gegeben. Wir kénnen p ohne Einschrénkung in

pzeb_zpaea

ackF’
schreiben, wobei ein Element b € F' \ {0}, eine endliche Teilmenge

der Form

F'c{a€F; a#b, la > b}

und Koeffizienten p, € C (a € F') geeignet gewiihlt wurden.
Wegen p(T') = 0 folgt dann

Ty = Z Pala-

ackF’
Mit m = |b| € N* gilt daher fiir alle K € N

oMy C Y (TuMy) © Y (TuMy) + Miymia

acF’ a€Fmn\{b}
und damit
Mk—i—m = Z (TaMk) - Z (TaMk) + Mk+m+1 C Mk—i-m'
a€l, a€Fn\{b}

Folglich ist fiir £ € N die wohldefinierte lineare Abbildung

B M/Mi1) = (Mg /Mirmsr)
a€Fn\{b}

(-Ta + Mk—l—l)aeFm\{b} = Z Toze | + Mk+m+1
a€Fm\{b}

surjektiv. Da F, \ {b} genau n" — 1 Elemente hat, folgt
dim (Myym/Miymy1) < (0™ —1) - dim (Mg /Mg1+1) (k€ N).
Induktiv erhélt man daraus mit d = dim (X /M) die Abschitzung

dim (Mt k/Mjmyre1)

< (n™—1)7 - dim (My/Mj11)
< (nm™—1).nk.d
fiir alle j, k € N. Aus der Zerlegung

m—1

Mjm /M 1ym = @ (Mjmiie/Mijmirs1)
k=0
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folgt nun

—_

m

dim (Mjm/Mji1m) < (0™ =17 nF.d

m

k=0
m . onm -1 )
= (n™"-1)- — -d (j €N).
Entsprechend haben wir die Zerlegung
k—1
X/ My = D) (Mjm/Mj11)m)
§=0
und folgern daraus
k—1 m
. . onm—1
dim (X/Mp,) < (n™—1)7 - . -d
Jj=0 "
o (nm=1DF-1 pm—1
N nm —2 n—1 d (keN)
SchlieBflich folgt fiir alle £ € N
dim (X/My,) _ (0™ — HF -1 n™ —1
nkm - nkm (nm—2)(n—1)

und die rechte Seite konvergiert mit £k — oo gegen 0. Also ist

o(T) = (n— 1) - tim T2/ M)

k—o0

nkm = 0’

was zu zeigen war. O

Zum Ende dieses Abschnitts betrachten wir einige Beispiele.

BEISPIEL 3.8.

(a) Gilt T;T; = T;T; fiir zwei Indizes i # j, so ist e(T") = 0. Dies folgt sofort
aus 3.7. Insbesondere ist e(7') = 0, wenn T ein vertauschendes Tupel ist.
(b) Sei 2 der Fockraum und S € £(F?)" der Linksvorwértsshift.
In 3.4 haben wir gesehen, dass

. 2 nk -1
dim (F2/M(S)) = p—] (keN)
gilt. Es folgt
dim (2 /M;(S
e(S) = (n—1)- lim i ( n/k £(5)) - 1.

Genauso zeigt man fiir einen endlichdimensionalen Hilbertraum & und
Sé =8 ®@ I, dass

e(S%) = dimé&
gilt.
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(c) Sei S wie zuvor und S* = (S§,...,S5) € L(FH)™. Es ist S;F? = F2 fiir
alle i = 1,...,n und somit ist M;(S*) = F2. Folglich ist

e(S*) =0

Man beachte, dass andererseits p(S*) # 0 fiir alle p € P\ {0} gilt. Dieses
Beispiel zeigt also, dass in 3.7 nicht die Umkehrung gilt.

(d) Sei n = 2 und S = (S1,52) € L(F%)? der Shift. Wir betrachten das
Tupel T = (T1, T) € L£(F?)? mit

Ty =Sy und T = So(I — Fy),

wobei Py € L(F?) die Orthogonalprojektion auf (eg) sei.
Fiir My, = My(T) ergibt sich dann

My, =326 ((ea, lal <E) @ (e, bl =k~ 1))
und damit
dim (X/My) =2F — 14281 =3.2"1 1 (keN).

Es folgt e(T) = 3. Die nichtkommutative Samuelvielfachheit ist also
nicht in allen Fillen ganzzahlig.

Die zu T assoziierte Garbe

Sei n € N* eine natiirliche Zahl. In diesem Abschnitt wollen wir einem
Tupel T = (T1,...,T,) € L(X)™ von stetig linearen Operatoren auf einem
Banachraum X mit

n
dim | X/ > T;X | < oo
j=1
eine kohérente analytische Garbe H = H(T') zuordnen. Diese wird definiert
als eine geeignete Quotientengarbe der Garbe der holomorphen X-wertigen
Funktionen iiber einer offenen Nullumgebung im C". Wir stellen anschlie-
Bend fest, dass der Trager der Garbe H in natiirlicher Weise durch das Tupel
T gegeben ist.
Wir wollen im Folgenden Ergebnisse aus der Theorie kohérenter Garben be-
nutzen und fithren zunéchst einige grundlegende Bezeichnungen ein.
Fiir eine offene Teilmenge D C C™ und einen Banachraum X bezeichne
op = J o
weD

die Garbe der holomorphen X-wertigen Funktionen iiber D. Hierbei sei

0X = {(f,Dy),,; Dy C C" offene w — Umgebung und f € O(Dy, X)}
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der Halm dieser Garbe in einem Punkt w € D. Fiir eine holomorphe Funk-
tion f : Dy — X auf einer w-Umgebung Dy C C" schreiben wir dabei
(f,Dy),, fiir die Aquivalenzklasse von (f, D ) beziiglich der Relation ~, die
gegeben ist durch

(gv Dg) ~ (ha Dh)
< Es gibt eine w — Umgebung U C Dy N Dy, mit g|ly = hly.
Man bezeichnet hierbei (f, Dy), als die Lokalisierung von f in w. Wir schrei-
ben dafiir abkiirzend auch f, = (f, Dy),,
Fiir w € D lisst sich der Halm O;X bekanntlich mit der Menge der in ei-

ner w-Umgebung konvergenten X-wertigen Potenzreihen identifizieren. Wir
schreiben demnach auch

0X = { Z Zo (2 —w)® konvergent in einer w — Umgebung; z, € X} .
aeN?

Weiterhin seien Op = 0% und 0, = 0% fiir w € D.

Es ist Op eine Garbe von Ringen und OF eine O p-Modulgarbe (O p-Garbe).

Sind X,Y Banachrdume und 2 C C" offen, so betrachten wir fiir eine ho-

lomorphe Funktion o : © — L(Y, X) und eine offene Teilmenge U C 2 die

Abbildung ay : O(U,Y) — O(U, X), die durch

(awf)(z) = a(2)f(2) (f€OUY), z€U)

gegeben ist. Wir schreiben in diesem Fall abkiirzend auch af = ay f.

BEMERKUNG 3.9.

(a) Sind X,Y Banachrdume, Q@ C C" offen und o : @ — L(Y, X) eine
holomorphe Funktion, so induziert « fiir jede offene Menge D C € einen
O p-Garbenmorphismus (O p-Morphismus)

a:o%ﬁo‘;g? f’wH(af)w'

(b) Ist in (a) Y = X und a(z) = h(z) - Ix (z € Q) fiir eine skalarwertige
holomorphe Funktion A :  — C, so entspricht der gem#$ (a) induzierte
O p-Morphismus gerade der Multiplikation mit h, wir schreiben in diesem
Fall auch

hefw=afe=(h-f), (WEeD, f,c0y).

(c) Ist T € L(Y, X) ein stetig linearer Operator und «(z) =T (z € Q), so
wirkt der Op-Morphismus, den wir in (a) erhalten, durch die "Kompo-

sition’ mit T". Wir schreiben dann auch

Tfw=afy=(Tof), (weD, f,cOl).
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Fiir eine holomorphe Funktion @ : © — L(Y, X) wie in 3.9 (a) betrach-
ten wir die Menge aller Punkte z € Q, fiir die das Bild von «(z) endlich
kodimensional ist. Der folgende Satz besagt, dass die Quotientengarbe mo-
dulo der Bildgarbe von « iiber dieser Menge stets kohéarent ist. Im Fall
von Hilbertrdumen geht dieses Resulat auf A.Markoe zuriick (siehe [40]).
Fiir Banachrdume findet man einen Beweis in einer Arbeit von J.Eschmeier
(vergleiche dazu [17], Korollar 1.2(b)).

Satz 3.10.
Seien X,Y Banachriume, Q C C" offen und o : Q — L(Y, X) holomorph.
Dann ist die Menge

D={z€Q; dim(X/a(z)Y) < oo} CQ
offen und die Quotientengarbe Og/a0§ ist kohdrent.

Wir wollen nun in der Situation von 3.10 den Triger der Garbe 0% /a0
berechnen. Dazu benétigen wir einen Spezialfall von Lemma 2.1.5 aus [18].
Wir geben dieses Lemma der Vollstédndigkeit halber an.

LEMMA 3.11.
Seien X,Y, Z Banachriume und seien

a:Q—= LY, X)und 5:Q— L(X,2)
holomorphe Funktionen auf einer offenen Menge Q2 C C", so dass
B(z)ealz) =0 (:€Q)
gilt. Sei weiterhin w € 0 mit
ker f(w) = Bild a(w).
Dann gibt es eine reelle Zahl ro > 0, so dass
ker Bp = Bild ap

fiir jeden offenen Polyzylinder P = P(w,r) mit Zentrum w und Radius
r € (0,79) gilt.

Betrachtet man in 3.11 den Fall Z = 0, so erhélt man das folgende Korollar.

KOROLLAR 3.12.

Seien X,Y Banachriume, Q C C" offen und o : Q — L(Y, X) holomorph.
Dann gibt es zu jedem Punkt w € Q, fir den a(w) surjektiv ist, eine reelle
Zahl rg > 0, so dass ap fir jeden offenen Polyzylinder P = P(w,r) mit
Zentrum w und Radius r € (0,7rq) ebenfalls surjektiv ist.

Wir betrachten nun zu einer holomorphen Funktion « : @ — L(Y, X) wie
zuvor den Triger der Garbe 0% /a0Y.
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Definitionsgeméf gilt

supp (03 /a0p) = {we D; (0/a0p), # {0}}
= {weD; a0 £05}.

Man beachte dabei, dass der Halm eines Quotienten von Op-Garben in ei-
nem Punkt w € D als O,-Modul isomorph zum entsprechenden Quotienten
der Halme ist. Im Folgenden nehmen wir dabei eine Identifizierung vor und
schreiben
(05/a0}),, = 0% /a0),  (w € D).

Wir zeigen nun, dass der Trager der Quotientengarbe Og / a(‘)% gerade aus
den Punkten w € D besteht, fiir die der Operator a(w) € L(Y, X) nicht
surjektiv ist.

SATZ 3.13.
In der Situation von 3.10 gilt

supp (035/a0},) = {w € D; a(w) ist nicht surjektiv} .

BEWEIS.
Sei zundchst w € D gegeben, so dass a(w) surjektiv ist. Wir wihlen dazu ein
ro > 0 gemiB 3.12. Jedes Element aus O kann in der Form f,, mit einer
holomorphen Funktion f € O(P,X) auf einem Polyzylinder P = P(w,r)
mit Zentrum w und Radius r € (0,79) geschrieben werden. Wegen der Sur-
jektivitét von ap gibt es dann eine Funktion g € O(P,Y’) mit ag = f. Liest
man « als Op-Morphismus, so folgt

fw = (ozg)w = QGy-

Somit ist O;f = a0} und damit ist w ¢ supp H.
Sei umgekehrt w € D mit w ¢ supp H. Dann ist O = a0} .
Sei x € X. Wir betrachten die holomorphe Funktion mit dem konstanten
Wert x auf D und ihre Lokalisierung x,, € O;X im Punkt w. Wir wihlen dazu
eine holomorphe Funktion g : D, — Y auf einer geeigneten w-Umgebung
Dy C D mit z, = (ag),,
Dann gilt x = a(z)g(z) fiir alle Punkte z in einer geeigeten w-Umgebung.
Insbesondere ist

x=a(w)g(w).

Da x € X beliebig war, ist a(w) also surjektiv, was zu zeigen war. O
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Es seien nun ein Banachraum X und ein Tupel T’ = (T1,...,T;) € L(X)"
gegeben, so dass

n
dim [ X/> T;X | < oo
j=1
gilt. Wir betrachten nun speziell die holomorphe Funktion
a=ap:C" - LX"X), a(z)=(z1—T1,...,2n — Tp) .

Fir z € C" ist dann

j=1
und die Menge D aus 3.10 ist gerade die wesentliche rechte Resolventenmen-
ge des Tupels T, also

D=D(T)=pS(T) =4 2z€C" dim [ X/ (5 —Tj))X | < oo
j=1

Aus 3.10 folgt, dass D C C” offen ist. Nach Voraussetzung ist 0 € D.
Wir schreiben auflerdem
H =H(T) = 0% /aOS".

Nach 3.10 ist H eine kohérente analytische Garbe. Insbesondere ist jeder
ihrer Halme

Hy = Of/z (zj - T]) Og
j=1

ein endlich erzeugter Modul iiber O,, (w € D).

Wir schreiben

A=A(T)=suppH C D
fiir den Tréger von H. Aus 3.13 erhalten wir unmittelbar die folgende ein-
fache Beschreibung von A durch das Tupel T'.

KOROLLAR 3.14.
Es gilt

A=(¢2z€C" 0<dim X/Z(zj—Tj)X < 00
j=1

DEFINITION 3.15.
Die Op-Garbe H = H(T') heiit die zu T assoziierte Garbe.

Wir werden im néichsten Abschnitt einen Zusammenhang zwischen dieser
Garbe J{ und den zuvor betrachteten Faktorrdumen X/My(T) (k € N)
aufzeigen.
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Das Hilbert-Samuel-Polynom von T'

Wie bisher seien X ein Banachraum, 7' = (T1,...,7,) € L(X)" mit

n
dim | X/> T;X | < oo
j=1
und
My, = My(T) = Z T,.X X (keN).
a€Fy,
Wir wollen in diesem Abschnitt eine Definition fiir das Hilbert-Samuel-
Polynom des Tupels T" angeben. Diese erweitert die Definition von R. Dou-
glas und K. Yan fiir den vertauschenden Fall. Wir benutzen dazu die zuvor
definierte zu T assoziierte Garbe H = H(T).
Von besonderem Interesse ist dabei der Halm Hy von H im Nullpunkt. Da
H eine kohérente Garbe ist, ist Hy ein endlich erzeugter Og-Modul.
Wir wollen zunéchst einige niitzliche Tatsachen fiir den Ring Og und seine
Moduln angeben. Wie wir bereits gesehen haben, kann man die Elemente
von Qg als Potenzreihen
Z anz® (aq € C),
a€eNn?
die in einer Umgebung von 0 € C" konvergent sind, schreiben.
Es sei

m:m(Oo) = OO\(OO)X C Op

die Menge der nicht invertierbaren Elemente im Ring Og. Dann gilt
n
m = {fo € Og; f(0)=0}= szoo~
j=1

Man sieht, dass m C Og ein Ideal ist. Folglich ist Qg ein lokaler Ring und m
ist das eindeutig bestimmte maximale Ideal in Oy.
Fiir die Potenzen von m gilt offenbar

mf = )" 200 (keN).
la|=k

Allgemeiner folgt damit auch fiir jeden Og-Modul M

mfM = )" 2*M  (keN).

la|=k

Indem man jede Zahl a € C mit der Lokalisierung der konstanten Funktion
mit dem Wert a in 0 identifiziert, kann man C C Qg als multiplikativ und ad-
ditiv abgeschlossene Teilmenge auffassen. Daher ist jeder Op-Modul M auch

ein komplexer Vektorraum. Aus Lemma 2.1 in [34], Chapter V folgt, dass

die Lénge eines solchen Op-Moduls mit seiner Dimension als C-Vektorraum
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iibereinstimmt. Es gilt also
lo,(M) =dim¢ M (M ein Og — Modul).

Es ist weiterhin bekannt, dass O noethersch ist (siche etwa [23], 2.2.1). Wir
benutzen das folgende Resultat aus der kommutativen Algebra (vergleiche
[26], Lemma 5.5.1).

SATZ 3.16.

Ist R ein noetherscher lokaler Ring mit mazimalem Ideal J C R und ist
M ein endlich erzeugter R-Modul, so existiert ein (eindeutiges) Polynom
p € Q[z] und eine natirliche Zahl kg € N mit

p(k) = Cp (M/g’fM) (k > ko).
Ist § C R von N Elementen erzeugt, so ist dabei degp < N.

BEMERKUNG 3.17.
In der Situation von 3.16 sei p # 0 und d = degp € {0,...,N}.
Wegen p(k) € Z (k > ko) gibt es nach [28], Proposition 1.7.3 ganze Zahlen
€Oy -,Cq € Z mit ¢y # 0 und
d

o =ea(,”,) wew.

i=0
Nach den vorangestellten Erkldrungen kénnen wir Satz 3.16 auf den Ring
R = Qg anwenden. Dabei wird das maximale Ideal m C Oy von den Ele-
menten zp,...,2, € Qg erzeugt. Ist M ein endlich erzeugter Oy-Modul, so
existiert damit also ein Polynom p € Q[z] mit degp < n und

p(k) = Lo, (M/m*M) = dime (M/m*M) (k> ko).
Benutzt man die Darstellung von p aus 3.17, so folgt, dass der Grenzwert

(A1) = i - 1 S (/M)

k—o00 kn

eN

existiert. Wir werden ¢(M) als die Samuelvielfachheit von M bezeichnen.
Wendet man diese Ergebnisse auf den endlich erzeugten Op-Modul

M =3 =05/ (2 —T))0;
j=1

an, so sieht man, dass ein Polynom p = p(T") € Q[x] mit degp < n existiert,
so dass
p(k) = dime (9{0 /mka-CO) (k > ko)
flir ein geeignetes kg € N gilt.
DEFINITION 3.18.
Das Polynom p = p(T') € Q[z] heifit Hilbert-Samuel-Polynom des Tupels 7.
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Das Hilbert-Samuel-Polynom beschreibt nach Konstruktion die Kodimen-
sionen von m*Hy C Hy. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass diese mit
den Kodimensionen der M} C X iibereinstimmen, wenn 1" vertauschend ist.
Fiir den nichtvertauschenden Fall bleibt noch eine Abschitzung giiltig. Wir
brauchen dazu zunéchst einige Vorbereitungen.

BEMERKUNG 3.19.
Ist u € Oé( , so schreiben wir

[u] = u+ Y (2~ T))OF € Ho
j=1

fiir die Restklasse von u in Hy. Fiir u € m” Of ist offenbar auch [u] € mF3.

Wir iiberlegen uns in der folgenden Bemerkung, dass der Operator T; einen
(wohldefinierten) Og-Modulhomomorphismus auf Hy induziert, der der Mul-
tiplikation mit z; entspricht (i = 1,...,n).

BEMERKUNG 3.20.

(a) Indem wir ein Element = € X mit der Lokalisierung der Funktion auf D
mit dem konstanten Wert x in 0 identifizieren, fassen wir X C (‘)5( als
Unterraum auf. Einen stetig linearen Operator T € L(X) konnen wir
wie in 3.9 (c) als Op-Modulhomomorphismus

T:05 = 0p, for (To f)
verstehen. Dieser setzt dabei den urspriinglichen Operator T fort.
(b) Firi,k=1,...,nund u € OF gilt

Ti(zg — T)u = (2 — Tk)ziu — (zi — 1) (2 — Tk )u

n

> (2 - T5)05

J=1

m

Folglich ist

(2 — Tj)0p

n
Ti [ Y (2 —T)0) |
Jj=1 1

n

J

und somit induziert T; einen wohldefinierten Og-Modulhomomorphismus
T}:HO_)}CO’ i[u]:[ﬂu] (7’:1)7”)
Auflerdem ist .
(2 = T)05 © Y (2 —T))0g
j=1
Daher wirkt T; wie die Multiplikation mit z;, das heifit es gilt

Tu=z-u (u€Hy, i=1,...,n).



96 3. SAMUELVIELFACHHEIT
Wir betrachten nun die C-lineare Abbildung
¢ X — Ho, ¢ = [z].

Wir kénnen aus 3.20 das folgende Korollar ableiten, das zeigt, dass ¢ fiir
k € N den Teilraum M}, nach m*¥, abbildet. Dabei sei p : F — N™ wie im
ersten Teil dieser Arbeit durch 1(0) = 0 und

plar,...,ap) = (#{i=1,...,k aj:i})?zl (k>1)

definiert.

KOROLLAR 3.21.
Fiir alle x € X und alle a € F gilt

oT,x = M9 . gz

Folglich ist
oMy, ¢ wFHy (ke N).

BEWEIS.
Fiir @ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also a = (ay,...,a;) € F\ {0}. Nach 3.20
gilt fiir alle x € X

VTox =Ty, ... Tox) =Ty, ... Ty [x] = 2ay -+ - 2ay, - GT = M) g,

Nach 3.21 induziert ¢ wohldefinierte C-lineare Abbildungen
o X/Mk — %o/mkﬂfo, x+ M — oz +mk9(0 (k‘ S N)

Wir zeigen nun, dass diese Abbildungen surjektiv sind. Weiter berechnen

wir ihren Kern und sehen, dass sie bijektiv sind, falls 7" vertauschend ist.

LEMMA 3.22.
Sei k € N.

(a) Die Abbildung ¢ : X/My — Ho/mFHg ist surjektiv.

(b) Fiirx € X ist x4+ My, genau dann im Kern von ¢y, wenn es holomorphe
Funktionen f1,..., fn: U — X auf einer offenen Nullumgebung U C C"
gibt, so dass

r= (5 ~T) (=) € M,
j=1
fiir alle z € U gilt.
(¢) Ist T vertauschend, so ist ¢y auch injektiv.
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BEWEIS.

(a) Sei u € Hy gegeben. Wir wihlen ein fy € OF mit u = [fo]. Indem wir
fo als Potenzreihe schreiben, kénnen wir z, € X fiir alle a € N" mit
|a| < k wihlen, so dass

fo— Z Taz® € kaS(
la <k
gilt. Nach 3.19 ist dann

U+ mkag = [fo] + mk%o = Z T2 | + mkj‘fo.
la|<k

Zu jedem o € N™ mit |a| < k fixieren wir nun ein (beliebig gewéhltes)
aq € F mit p(ay) = « und setzen

T = Z To,xa € X.
lo <k
Nach 3.21 folgt

or = Z ¢To, To = Z 2% pre = Z Toz®

la| <k lal<k lal<k

Damit gilt

br(z + My) = Z To2® | + mFHy = u + mFH,
la|<k

und dies zeigt die Surjektivitdt von ¢y.
(b) Sei zunichst x € X mit o + My € ker ¢5. Dann ist ¢z € m*FHy und
damit gibt es uq € Ho (|a| = k) mit
o= 3
|a|=k

Fiir jedes « € N mit |«| = k fixieren wir ein (beliebig gewihltes)
ao € Fj, mit p(ay) = o und wihlen ein (fa), € OF mit [(fa)y] = Ua-
Nach 3.20 (b) folgt dann

:Zza-ua:ZTaauaz ZTaaofoc

la|=k |a|=k la|=k 0
Daher gibt es holomorphe Funktionen fi,...,f, : U — X auf einer
offenen Nullumgebung U C C" mit

z— (5T = Tu,falz) € My (z€U).

j=1 la|=k
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Seien umgekehrt eine Nullumgebung U C C" und holomorphe Funktio-
nen fi,..., fn: U — X gegeben, so dass

f)=2-) (5 —-T)) fi(z) € M}, (2 €U)

j=1
gilt. Damit ist f : U — My C X holomorph. Wir kénnen also die
Lokalisierung von f in 0 als Potenzreihe

fo=Y_ zaz”

aeN™

mit Koeffizienten x, € My (o € N™) schreiben. (Man beachte hierbei,
dass M} C X nach 3.3 abgeschlossen ist.)
Es gilt [z] = [fo] und mit 3.19 folgt

[ZE] + ka-CO = [f()] + mkﬂ-fo = Z o 2%| + mkﬂ-fo.
la| <k

Wegen z, € M}, ist auflerdem ¢z, € m*H, nach 3.21 und somit ist

Z Ta2t | = Z 2% pro € MFH,.

|| <k || <k

Zusammen folgt ¢x = [r] € m*Hy und damit ist z + M}, € ker ¢, was
Zu zeigen war.

Sei 1" vertauschend und sei x € X mit £ = x + M, € ker¢p. Wir
wéhlen gemifl (b) eine offene Nullumgebung U C C™ und holomorphe
Funktionen fy,..., f, € O(U, X) mit

n

r =3 (z - T) fi(2) € My (2 € D).

j=1
Fir j=1,...,n gilt TjM}, C M1 C M}, und damit ist

Tj: X/My, — X/My, y+ My, — Tjy + M,

ein wohldefinierter stetig linearer Operator auf dem Banachraum X /M.
(Nach 3.3 ist M} C X abgeschlossen.) Das dadurch definierte Tupel
T = (Tl, e ,Tn> € L (X/My,)" ist vertauschend und es gilt T = 0 fiir
alle « € N® mit |a| > k.

Wir betrachten auflerdem die holomorphen Funktionen
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Fiir z € U folgt

n n
5—Z<Zj—Tj>fj(2)= =Y (5 =T f;(z) | + My =0,
j=1 j=1
Fir j =1,...,n schreiben wir nun die Funktion f] als Potenzreihen mit

Entwicklungszentrum 0 und erhalten Koeflizienten
&€ X/My, (a €N,

so dass

fix) =) €= (z€U)

aeN”
gilt. (Ohne Einschrinkung verkleinere man dabei U zum Konvergenz-
bereich dieser Potenzreihen, falls dies notwendig ist.)

Wir erhalten durch Einsetzen (dabei sei e; € N™ der j-te Einheitsvektor)
n ~ ~
0 = =Y (4-1;) fi(2)
i=1

S Y Y ey Y (T56) =

j=1 aeNn j=1 aeNn
n n
_ 7 ¢ (Al J el
= e+ T8+ > ([ DTEd - D g, |-
j=1 O#aeNm \ j=1 jraj>1

fiir z € U. Es folgt mittels Koeffizientenvergleich
n
E=-) T;§
j=1

und

Yohigh=> & (0#FacN).
i=1 jo>1
Wir definieren die Folge (&m),,cy in X/Mj, durch

Em= D Y T"9E, (meN).

la|=m j=1
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Aus den oben gezeigten Gleichungen folgt £ = —&y und

o = Y Y TG

|a|=m-+1 j=1

- Z Z :f’agg_e]_

lo|=m+1 jrerj 21

— Z i TOH—BJ' &-g{

laf=m j=1

= &n (meN).

Man beachte dabei, dass die Abbildung

{(a,); o =m+1, o >1} — {(vj); o =m, j=1,...,n}
(aaj) = (Oé—€j7j)

eine Bijektion ist.

Es folgt nun, dass £ = —¢, fiir alle m € N ist. Andererseits ist aber
En =0 fiirm > k — 1. Also ist £ = 0, was zu zeigen war.

O

Fiir £ € N haben wir also C-lineare Surjektionen X /My — Ho/m*Hy kon-
struiert, die Isomorphismen sind, falls T" vertauschend ist. Wir erhalten da-
mit den angekiindigten Vergleich der Kodimensionen von My C X und
mFHy C Ho. Wir folgern auBerdem, dass das Hilbert-Samuel-Polynom fiir
vertauschende Tupel gerade das Wachstum von dim (X/Mj,) fiir & — oo be-
schreibt und fiir beliebige Tupel noch eine Abschéitzung nach unten liefert.

KOROLLAR 3.23.
(a) Es gilt
dim (X/Mj,) > dim (9(0 /mki}{()) (k € N).
Fiir das Hilbert-Samuel-Polynom p von T folgt damit
dim (X/My) = p(k) (k> ko)

fiir ein geeignetes ky € N.
(b) Ist T vertauschend, so gilt in (a) beide Male Gleichheit.

BEMERKUNG 3.24.
Aus 3.22 (b) folgt, dass ¢, fiir ein beliebiges (nicht nowendig vertauschendes)
Tupel T injektiv ist. Es gilt also stets

dim (X/M;) = dim (Ho/m'Hy) .
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Grad und Leitkoeffizient des Hilbert-Samuel-Polynoms

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Beschreibung des Grades und des Leitkoef-
fizienten des im vorigen Abschnitt definierten Hilbert-Samuel-Polynoms zu
geben.

Wie zuvor betrachten wir ein Tupel T = (T1,...,T,) € L(X)™ von Opera-
toren auf einem Banachraum X mit

n
dim [ X/ > T;X | < oco.
j=1
Sei weiterhin p = p(T) € Q[z] das Hilbert-Samuel-Polynom von 7. Wir
nehmen im Folgenden zusitzlich an, dass p # 0 ist. Aquivalent dazu ist
(vergleiche 3.2), dass

n
dim [ X/ "T;X | >0
j=1
gilt. Dies ist keine wesentliche Einschréinkung.

Wir bezeichnen weiterhin mit
d=degpe{0,...,n}

den Grad von p und betrachten wie zuvor den Trager

A=suppH=(2z€C" 0<dim X/Z(zj—Tj)X < 00
j=1
(siehe 3.14) der zu T assoziierten Garbe H = H(T'). Da H nach 3.10 eine
koh#rente O p-Garbe iiber der offenen Nullumgebung

D = D(T) = p(T)

ist, ist A C D eine analytische Menge ([23], Chapter 4, §1.1). Nach Voraus-
setzung ist 0 € A.

Wir wollen an dieser Stelle an den Dimensionsbegriff fiir analytische Mengen
erinnern (vergleiche dazu auch [23], Chapter 5).

Sei dabei zunéchst (X, Ox) ein beliebiger komplexer Raum. Man definiert
die Dimension dim, (X, Ox) von X in einem Punkt z € X als die kleinstmo-
gliche Zahl k € N, fiir die eine offene xz-Umgebung U C X und holomorphe
Funktionen fi,..., fx € O(U) existieren mit

N(fi,...sfo)={yeU; fily =0firi=1,...,k} = {z}.

Man kann die Dimension komplexer Rdume jedoch auch mithilfe von Dimen-
sionsbegriffen aus der kommutativen Algebra charakterisieren. Wir wollen

dies kurz erldutern.
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BEMERKUNG 3.25.

(a)

Ist R ein (kommutativer) Ring (mit Eins), so definiert man die Krulldi-
mension von R

dim*"(R) € NU {00}
als die maximale Lénge einer Kette von Primidealen in R. Ist M ein
Modul iiber einem solchen Ring R, so ist die Dimension von M iiber R
definiert durch

dimgp M = dim*"(R/Anng M),
wobei
AnnpM ={reR; r-m=0firalleme M} CR

das Annihilatorideal von M in R ist.

Ist R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal § C R, so ist die Chevalley-
dimension dim“"*¥(R) von R definiert als die minimale Erzeugendenzahl
fiir ein J-priméres Ideal.

Ist R auflerdem noethersch, so ist ein Ideal I C R genau dann J-primér,
wenn der Faktorring R/I artinsch ist. Dies erhilt man leicht aus Satz
8.5 in [6].

Im Fall R = Ogp/J (mit einem echten Ideal J C Op) ist R/I genau
dann artinsch fiir ein Ideal I € R, wenn dim¢ R/I < oo ist. Damit
ist die Chevalleydimension von Oy/J die minimale Erzeugendenzahl ei-
nes Ideal I € Oy/J, derart dass der Faktorring (Og/J)/I artinsch ist
(beziehungsweise ein endlichdimensionaler C-Vektorraum ist).

Ist (X, Ox) ein komplexer Raum und Oy , der Halm der Strukturgarbe
Ox von X in einem Punkt z € X so gilt

dimChev(OX7x) — dimKruH(OX,x)

nach Satz 4.1.9 in [30].

Die Dimensionsformel in [23], Chapter 5, §1.2 besagt, dass die Dimension

eines komplexen Raums (X, Ox) in einem Punkt z € X mit der Chevalleydi-

mension des Halmes Ox , der Strukturgarbe Ox von X in z iibereinstimmt.

Zusammen mit 3.25 (c) liefert dies den folgenden Satz.

SATZ 3.26. (Dimensionsformel)

Sei (X,0x) ein komplezer Raum und sei Ox o der Halm von Ox in einem
Punkt x € X. Dann gilt

dim, (X, 0x) = dim“"*(Ox ;) = dim*™(Ox ,).

)
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Sei nun 2 C C" eine offene Menge und B C 2 eine analytische Teilmenge.
Wir betrachten die Idealgarbe Jp C Oq, die gegeben ist durch

(@8)y = {(f.Dp)w € Ou; flp;ns =0} C Oy (weQ).
Damit ist Jp eine kohérente Oq-Garbe ([23], Chapter 4, §2). Offenbar gilt

supp (0q/dp) = B.

Wir versehen B mit der eingeschrénkten Quotientengarbe Op = (0q/dB) |5
und erhalten so einen komplexen Raum (B, Op). Fiir einen Punkt w € B

wird nun die Dimension von B in w definiert durch
dim,, B = dim,, (B, 0p)
als die Dimension dieses komplexen Raums in w.
BEMERKUNG 3.27.
Man beachte, dass sich dieser Dimensionsbegriff fiir analytische Mengen

nicht &ndert, wenn man Jg durch eine beliebige kohérente Idealgarbe J C Oq
mit supp (Oq/d) = B ersetzt. Fiir ein solches J gilt

dim,, B = dimy, (B, (0q/3) |5) (w € B).
Man vergleiche dazu [23], Chapter 5, §1.3.
Um nun den Grad d des Hilbert-Samuel-Polynoms von T' durch die ana-
lytische Menge A beschreiben zu kénnen, benutzen wir noch die folgende

Bedingung fiir den Grad des Hilbert-Samuel-Polynoms eines beliebigen end-
lich erzeugten Moduls {iber einem noetherschen lokalen Ring.

BEMERKUNG 3.28.
In der Situation von 3.16 gilt nach Korollar 5.5.6 in [26]

degp = dimp M = dim™™(R/Annz M).

Nun kommen wir zu einem Hauptresultat dieses Abschnitts. Der Grad des
Hilbert-Samuel-Polynoms von 7T entspricht der Dimension der analytischen
Menge A im Nullpunkt.

SATZ 3.29.
Fiir den Grad d des Hilbert-Samuel-Polynoms von T und die analytische
Menge
A={zeC% 0<dim | X/ (5 -T)X | <ocopCD
j=1
gilt

d= dimo A.
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BEWEIS.
Die Annihilatorgarbe Anny,H C Op von H ist gegeben durch

(Anng,H), = Anng,H, C Oy  (w € D).

Da H eine kohérente Op-Garbe ist, ist Anng,H C Op nach [23], Annex
§4.5 eine kohérente Idealgarbe. Offenbar ist

supp (Op/Anng,H) = supp H = A.
Mit 3.27 und 3.26 folgt
dimg A = dimg (A4, (Op/Anng,H)|a)
= dim"™™"" (Op/Anng,H),
= dim"*™ (0g/Anng,Hy) = d

nach 3.28 und der Definition des Hilbert-Samuel-Polynoms. O

Als Folgerung aus 3.29 erhalten wir auch unmittelbar Kriterien dafiir, dass
die Fille d = 0 bezichungsweise d = n auftreten (vergleiche auch [23],
Chapter 5, §1.1 und §3.2).

KoRroLLAR 3.30.
Es gilt genau dann d = 0, wenn 0 ein isolierter Punkt von A ist und genau
dann d = n, wenn 0 ein innerer Punkt von A ist.

Nach 3.17 existieren ganze Zahlen ¢y, ...,cq € Z mit ¢y # 0 und
d T
o =a(,”,) weo

Wir untersuchen nun den ’Leitkoeffizienten’ ¢ von p. Offenbar gilt

dim (H Ho)FH
CoZd!-klingoplilz):au.k]inélo im ( O/Zld( 0) 0).

Insbesondere folgt cp > 0 und man erhélt aus 3.23 das folgende Korollar.

KOROLLAR 3.31.
Seien die Teilrdume

My=M(T)=> T.XCX (keN)

acFy,
wie zuvor. Dann gilt
dim (X/M,
dl - ]iggfw > co.
Ist T wvertauschend, so gilt
im (X/M
- tim SME)

k—o0 kd
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In [17], Korollar 2.6 (und Korollar 3.1) zeigt J. Eschmeier das folgende
Resultat fiir den Fall, dass T" vertauschend ist und d = n gilt.

SATZ 3.32.
Sei T vertauschend und gelte d = n. Sei

Do € D = p(T)

die Zusammenhangskomponente von D mit 0 € Dy. Dann gilt

n
co=c(T) = min dim X/ (5 -THX
7=1

Weiterhin existiert eine analytische Teilmenge S C Dy, so dass das obige
Minimum gerade in allen Punkten auferhalb von S angenommen wird, es
gilt also

co=dim | X/ (2 —T)X | (2€Dy\5S)
Jj=1
und

co <dim | X/ (z—T)X | (2€8).
j=1

Im Folgenden versuchen wir Teile dieses Resultates auf den Fall d < n zu
iibertragen. Wir nehmen dazu zusétzlich an, dass d > 0 ist und betrachten
zunéchst eine allgemeinere Situation.

Sei Y ein weiterer Banachraum, U C C9 eine offene, zusammenhingende

Nullumgebung und « : U — L(Y, X)) eine holomorphe Funktion mit
dim (Y/a(w)X) <oco (weU).
Nach 3.10 ist dann
F =T, =0%/a0)

eine kohérente analytische Garbe iiber dem Gebiet U.
Aus [23], Chapter 4, §4.2 folgt, dass die Menge

So = {w € U; T ist nicht lokal frei in w} C U

eine echte analytische Teilmenge ist.

Folglich ist U \ Sy wieder ein Gebiet im C? und der Rang rk,(F) von F in
w € U\ Sy ist konstant fiir alle w € U \ Sp. Man definiert den Rang von F
auf U (beziehungsweise in 0) als diesen konstanten Wert, also

tky (F) = tko(F) = ko (F) (w e U\ Sp).

In [16] (Seite 32) zeigt J. Eschmeier, dass dieser Rang von ¥ in 0 der Samu-
elvielfachheit des Halmes JF,, in einem beliebigen Punkt w € U entspricht.
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Es gilt also

dhn(?@/m(@w)k-§w>
rko(F) = ¢(Fy) =d!- lim

Jim 1 (we ).

Wir wollen nun zeigen, dass man den Rang von ¥ in 0 auch durch die Kodi-
mensionen der Bilder der a(w) (w € U) ausdriicken kann. Dazu betrachten
wir die Zahl

¢ = ¢ = min{dim (X/a(w)Y); we U} € N.
Wir nennen c die stabilisierte Bild-Kodimension von « (nahe 0).

BEMERKUNG 3.33.
In [31], Satz 1.5 zeigt W. Kaballo, dass eine analytische Teilmenge S C U
existiert mit

dim (X/a(w)Y)=c furalleweU\S
und

dim (X/a(w)Y) > ¢ fur alle w € S.

Nach Definition von ¢ muss S C U eine echte analytische Teilmenge sein.
Damit ist S insbesondere eine Nullmenge fiir das (2n)-dimensionale Lebes-
guemaf. Folglich enthélt jede Nullumgebung Uy C U Punkte w € Uy mit

dim (X/a(w)Y) =c.

Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die Garbe F in jedem Punkt auflerhalb
von S lokal frei vom Rang c ist.

LEMMA 3.34.
Die Garbe F ist in jedem Punkt w € U\ S lokal frei vom Rang c.

BEWEIS.
Sei w € U\ S gegeben. Damit ist dim (X/a(w)Y) = ¢. Wir wihlen einen
c-dimensionalen Teilraum M C X, so dass
X = M+a(w)Y
als direkte Summe linearer Teilrdume gilt und betrachten die holomorphe
Abbildung f: U\ S — L (Y & M, X) mit
BE)y,m) =az)y+m (z€U\S, (y,m)eY &M).
Dabei schreiben wir Y & M fiir die 1-direkte Summe von Banachrdumen.

Da f(w) surjektiv ist, existiert nach 3.12 ein Polyzylinder P C U \ S mit
Mittelpunkt w, so dass auch die induzierte Abbildung

Bp: O(P,Y @ M) — O(P, X)
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surjektiv ist. Insbesondere sind damit alle Operatoren (3(z) (z € P) sur-
jektiv. Durch erneutes Anwenden von 3.12 folgt, dass die von [ induzierte
Abbildung zwischen analytischen Garben iiber P

B:OpM — 08, f.— (Bf)-

surjektiv ist.
Um die Behauptung des Satzes zu zeigen, betrachten wir nun

®: 0y — Flp=(05/a0]) |p, f:r fot+aO).

Da dim M = ¢ < oo gilt, ist O]I\f eine freie Garbe vom Rang ¢ und damit
geniigt es zu zeigen, dass ® ein Isomorphismus von Op-Garben ist.
Ist z € Pund g, € O, so existiert ein f, € OY®M mit

Bf: = g.

Schreibt man dann f, = fY + fM mit f¥ € OY und fM € OM, 5o folgt

g: =Bl = +af)
und damit ist
g: + 0] =ofl.
Damit ist die Surjektivitdt von ® gezeigt.
Fiir z € P betrachte man weiterhin die lineare Abbildung

P,: M — X/a(2)Y, m— m+a(z)Y.
Wir wollen zeigen, dass die P, (¢ € P) Vektorraumisomorphismen sind. Die
Surjektivitdt folgt unmittelbar aus der von 3(z). Wegen P C U \ S ist
dim (X/a(2)Y) = ¢ =dim M

und damit ist P, auch injektiv (z € P). Das bedeutet gerade, dass der
Raum X sich fiir alle z € P durch X = M+a(2)Y als direkte Summe
linearer Teilrdume schreiben lésst.

Um den Beweis zu beenden, zeigen wir nun die Injektivitéit von .

Sei dazu z € P und f, € OM mit ®f, = 0. Dann gibt es ein g, € O mit

J- = ag. = (ag)..

Sind f und g holomorphe Funktionen auf einer in P enthaltenen Umgebung

um z, die die Keime f, beziechungsweise g, reprasentieren, so folgt
M3 f(3) = a(A)g(\) € a(N)Y

fiir alle A in einer geeigneten z-Umgebung. Wegen M Na(\)Y = {0} ist dort
folglich f = 0. Also ist f, = 0. Dies zeigt, dass ® injektiv ist. O
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Mit diesem Lemma 3.34 und den Vorbemerkungen kénnen wir folgern, dass
die Samuelvielfachheit der Halme F,, (w € U) gleich der stabilisierten Bild-

Kodimension von « ist.

KOROLLAR 3.35.
Es gilt Sy C S und ¢ = rky(F) = e(Fy) fiir alle w € U.

Wir wenden uns jetzt wieder dem Ziel zu, eine Verallgemeinerung von 3.32
fiir den Fall 0 < d < n zu geben.

Dazu nehmen wir an, dass 0 ein glatter Punkt der Menge A ist. Das heifit ge-
rade, dass A in 0 eine komplexe d-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Es gibt
also offene Nullumgebungen U € C?¢, V C D und einen Homéomorphismus
p: U — ANV mit p(0) =0, der als Funktion

©o=(p1,...,n): U—=C"

holomorph ist mit rgJ,(w) = d fiir alle w € U. Man kann zusétzlich errei-
chen, dass U und A NV zusammenhéngend sind.
Es sei nun a € O (U, L(X", X)) definiert durch

a(w) = ar (p(w)) = (p1(w) = T1,...,op(w) = Tp)  (weU).
Weiter sei

F=Fa =04/ (pi(z) - T)0p
j=1
die zugehorige kohérente Or-Garbe. Nach 3.33 ist

ca(T) = min dim | X/ ;(zj —T;)X | = mindim (X/a(w)X™)

unabhéingig von der Wahl von V (beachte, dass A NV und U zusam-
menhéngend gewéhlt wurden).

Wir nennen c4 (7)) die in A stabilisierte Bild-Kodimension von T' (nahe 0).
Nach 3.14 ist c4(T") > 0. AuBlerdem ist (siehe 3.33)

S={w e U; dim (X/a(w)X"™) > ca(T)} CU

eine echte und damit nirgends dichte analytische Teilmenge von U. Folglich
ist die Menge 8 = ¢(S) € ANV eine nirgends dichte analytische Teilmenge,
und es gilt

cA(T) = dim (X/i:(zj - T])X> fir alle z € (ANV)\ 8
i=1

und

ca(T) < dim <X/Z(zj - TJ)X> fiir alle z € 8.
i=1
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Weiterhin folgt aus 3.34, dass & in jedem Punkt aus U \ S lokal frei vom
Rang c4(T) ist, und nach 3.35 gilt

dim (F, /m(0y)* - Fo
caA(T) = c(Fyp) =d! - klim im /n;(d ) )

(we ).

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die in A stabilisierte Bild-Kodimension
ca(T) von T Kkleiner oder gleich dem Leitkoeffizienten ¢y im Hilbert-Samuel-
Polynom von T ist. Dazu konstruieren wir surjektive C-lineare Abbildungen

(J—(o/m(Oo)k : }co) N (:ﬂ)/m(oo)k : sro) (k € N).

Zunichst definieren wir fiir einen Punkt w € U mithilfe der holomorphen
Karte o : U — ANV C C" die Abbildungen

-1
D, : ng(w) — Oy, (f?Df)cp(w) = <f0907 1 (Df)>

w

und
-1
(pz)u( : Of(w) - O§7 (g’Dg)go(w) = <90907 P (Dg))w

Wir fassen einige einfache Eigenschaften dieser Abbildungen zusammen.

LEMMA 3.36.
Fiir alle w € U gelten die folgenden Aussagen:

(a) Die Abbildung ®,, ist ein (unitaler) C-Algebrenhomomorphismus mit
d,m (O@(w)) Cm(Oy).
(b) Die Abbildung ®;X ist additiv und erfiillt

O (fotw)  Jow) = Pu (fow) - P (dp(w))

fir alle fow) € Opw) und gy € Oif(w).
Insbesondere ist ®;X eine lineare Abbildung zwischen C-Vektorrdumen.
(c) Es ist

n n

o | D (2 = T5)0%0 | € | D_(wilz) = T)0%
j=1 j=1
Folglich induziert ®X eine Abbildung
U, : H ) — Fuw-

p(w

Diese ist ebenfalls C-linear und erfiillt

Vi (Fow)  Upw)) = Pw (fow)) * P (Up(u))

fir alle fow) € Op(w) und gy € Hyw)-
(d) Fiir alle k € N gilt

\I/w <m (O¢(w))k . IHLp(u))) cm (Ow)k . fTrw.
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BEWEIS.

(a) Offensichtlich ist ®,, ein unitaler C-Algebrenhomomorphismus.
Ist fow) €m ((‘)@(w)), so gilt

0= f(p(w)) = (fop)(w)
und damit folgt

o (fow) = (f 2 @)y € M (Ow).
(b) und (c) rechnet man leicht nach.

(d) Sind fl,(p(w)v .. ‘7fk,<p(w) € m(Ow(w)) und Up(w) € :an(w)7 so gilt
nach (c) und (a)

Vo (f1p0w) -+ Frop(w) * Up(w))
= Py (flm(w)) ERRR 27 (fk’m(w)) Wy (“s@(w)) € m(0y)" - Fy.

Nach 3.36 (d) induziert ¥,, fiir w € U wohldefinierte lineare Abbildungen

vk (m(w) Jm Q) :}c@(w)) o (?w/m (00)F - sfw) (k € N).

Wir wollen nun die Surjektivitdt dieser Abbildungen zeigen. Dazu geniigt
es, nachzuweisen, dass @g surjektiv ist. Wir brauchen dabei das bekannte
Resultat, dass sich jede auf einer komplexen Untermannigfaltigkeit im C"
holomorphe Funktion lokal zu einer holomorphen Funktion auf einer offenen
Menge des C™ fortsetzen lédsst. Genauer gilt der folgende Satz, zu dem wir
der Vollstdndigkeit halber auch einen Beweis angeben wollen.

SATZ 3.37.

Sei M C C" eine komplexe Untermannigfaltigkeit der Dimension 0 < m <n
und sei ¢ : U — VN M eine holomorphe Karte von M mit offenen Mengen
UCC™ undV C C". Sei weiterhin h : VN M — E eine Abbildung in einen
Banachraum E, so dass ho ¢ : U — E holomorph ist.

Dann ezistieren zu jedem Punkt w € U eine offene Umgebung Vo C 'V von

¢(w) und eine holomorphe Funktion g : Vo — E mit

9|vernr = hlvynns-

BEWEIS.
Sei w € U. Wir betrachten a = ¢(w) € M. Da M C C" eine komple-
xe Untermannigfaltigkeit der Dimension m ist, existiert eine biholomorphe
Abbildung
Y:Vg— P
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zwischen einer offenen Umgebung Vo C V von a und einem offenen Polyzy-

linder
n

P=][D0)cC" (r1,...,rn>0)
j=1
um 0 mit ¢(a) = 0 und

Y(VonNM)={z€P; zpy1=...= 2, =0}.
Es sei nun
m
p=1][ D0 ccm
j=1
und

p:P—=VoNM, z+s Y7 1((2,0)).
Dann ist p eine weitere holomorphe Karte von M. Mit Uy = ¢~ (Vo N M)
haben wir folglich den biholomorphen Kartenwechsel

dplop: P — U.
Wir betrachten nun die Projektion
Tm P — P, T (21, 20) = (21, - . . Zm)

und setzen
g=hopompoy:Vyg— E.
Wegen
hop=(hod)o (¢~ op)
ist g holomorph als Verkettung holomorpher Funktionen. Man rechnet nach,
dass fiir alle z € Vo N M

(pom o) (2) = 2
gilt. Damit folgt

g‘V()ﬂM = h‘VOQM'

Wir kénnen nun die Surjektivitit von ®;X nachweisen.

SATZ 3.38.
Fiir alle w € U ist die Abbildung ®:X surjektiv. Folglich sind auch die von
ihr induzierten Abbildungen V., und VE (k € N) surjektiv. Es gilt damit

dim (%w(w)/m (O(p(w))k : J‘f¢(w)) > dim (?w/m (Ow)k : f}'w)
fiir alle k € N und alle w € U.
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BEWEIS.
Sei Dy, C U eine w-Umgebung und h : Dy — X eine holomorphe Funktion.
Wir betrachten
hoo t:p(Dy) — X.

-1
Nach 3.37 gibt es eine p(w)-Umgebung Dy C V mit ¢ (Dy) C Dy, und eine
holomorphe Funktion g : Dy — X mit

(how ™) p,na = glp,a.

Damit ist
goe=hlgp,y
Es gilt also
% (Gotw) = (909)y = hu
Dies zeigt die Surjektivitit von ®;. Die weiteren behaupteten Aussagen
sind dann klar. O

Als Folgerung aus diesem Satz 3.38 kénnen wir nun den Leitkoeffizienten cq
im Hilbert-Samuel-Polynom von T nach unten gegen die in A stabilisierte
Bild-Kodimension c4(7") von T abschétzen, falls 0 ein glatter Punkt der
analytischen Menge A ist.

KOROLLAR 3.39.
Ist d > 0 und 0 ein glatter Punkt von A, so gilt

co > ca(T).

BEWEIS.
Wendet man die Abschitzung in Satz 3.38 auf den Punkt w = 0, so erhélt
man (beachte, dass ¢(0) = 0)

dim (J—Co/m (o) fJ-CO) > dim (Cﬂ)/m (90)" - 90) (k € N).

Es folgt
dim (j‘fo/m (Oo)k j‘(o)
— 1. 1
0 d: kllnolo kd
dim (Eo/m (90)" - ffo)
> d!'- lim
k—o0 kd
= ca(T).
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BEMERKUNG 3.40.
Ist d = 0, so ist 0 nach 3.30 ein isolierter Punkt der Menge A. In diesem
Sonderfall definieren wir die in A stabilisierte Bild-Kodimension von 7" durch

ca(T) =dim [ X/ T;X | € N*,
j=1

Die in 3.39 gezeigte Abschétzung ist dann auch in diesem Fall giiltig, denn
fiir ein geeignetes k € N* folgt mit 3.24

co=p(k) = dim (Fo/m(30)" - Ho)

v

dim (Ho/m (9{0)1 . j‘fo)
—  dim (X/My(T))
= cu(T).

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch einige Beispiele untersuchen.

BEISPIEL 3.41.

(a) Wir betrachten den Hilbertraum

2
X:H(Bn):{z fo2™; fo € Cmit I ol <oo}.

aeNn aeNn T

mit v, = |Z—," (v € N") wie im ersten Kapitel. Es sei

T=(M,,,...,M.,) € L(X)"

das Tupel der Multiplikationsoperatoren mit den Koordinatenfunktio-
nen. Fiir alle k£ € N gilt dann

My, = My(T) = { D faz® fo=0fir o] < k}

acNn
und damit

dim (X/My) = # {a € N%; |a| < k} = (”+k_1>.

n
Dies kann man leicht nachrechnen, wenn man benutzt, dass

#{a e N |o| =4} = <]Z7z;1> (j EN)

gilt (siehe dazu etwa [5], Appendix A.5).
Da T ein vertauschendes Tupel ist, folgt mit 3.23 weiterhin, dass

p(k) = dim (X/My) (k> ko)
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fiir ein geeignetes kg € N gilt. Mit der Vandermonde-Identitét erhalten
wir damit fiir alle k € N

= (") =5 () ()

Das Hilbert-Samuel-Polynom p von 1" ergibt sich also als

=30(,") weo

1=0

o = (”1_1> (i=0,....,n).

Insbesondere ist d = degp =n und ¢y = 1.
(b) Sei nun X = H(B2) wie in (a) mit n = 2 und sei m € N gegeben. Wir
betrachten den (abgeschlossenen) Teilraum

mit Koeflizienten

N = Z faz%; fo =0 fiir alle o € N> mit ap >m p C X
a€EN?

und die Orthogonalprojektion P, € L(X) auf Np,.
Wir definieren das Tupel T' = (T1,T3) € £(X)? durch

Ty =M, und Tp=M.,P,+ (Ix — Pp).

Man iiberlegt sich leicht, dass T ein vertauschendes Tupel ist und dass
My, = M(T) C X fiir kK € N durch

M, = Z faz%; fo =0 fiir alle @ € N? mit |a| < k und ay < m
aEN?

gegeben ist. Damit folgt
dim (X/My) = #{a e N"; |a] < kund ag <m} (keN).

Fiir k > m zeigt eine einfache Rechnung, dass

#{a e N"; \a\<kunda2<m}—m-k—<g>

gilt. Wir erhalten somit das Hilbert-Samuel-Poylom p von 7" durch

plx) =m-x — <7721> (x € Q).
Hier gilt also d = degp = 1 und ¢y = m.
Man kann weiterhin zeigen, dass
A = {zeC? 0<dim(X/(z1 —T1)X + (20 — T»)X) < 00}
= Dx {0}
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gilt, wobei D C C die offene Einheitskreisscheibe sei. Damit ist 0 ein
glatter Punkt der Menge A.
Fiir die in A stabilisierte Bild-Kodimension von 1" gilt

1 <ex(T) < dim (X/(Th1 X + TX)) = 1.
Folglich ist
ca(T) =1 < co,

wenn man m > 1 gewéhlt hat. Dies zeigt, dass in 3.39 im Fall d < n
eine echte Ungleichung vorliegen kann.






KAPITEL 4

Der Spektralraum

Einleitung

In der lokalen Spektraltheorie betrachtet man zu einem Operator T' € L(X)
auf einem Banachraum X und einer Teilmenge A C C den (lokalen) Spek-
tralraum Xp(A) C X von T iiber A. Dieser besteht aus allen Vektoren
x € X, fur die es zu jedem Punkt w € C\ A eine holomorphe L&sung
f € 0(U, X) auf einer w-Umgebung U C C von

(z=T)f(z)=z (z€U)
gibt. Falls A abgeschlossen ist, betrachtet man desweiteren den globalen
Spektralraum X7 (A) C X von T iiber A. Dabei ist x € Xr(A), falls ei-
ne globale Losung f € O(C\ A, X) von obiger Gleichung existiert. Diese
Teilrdume spielen eine wichtige Rolle bei der Untersuchung der Zerlegbarkeit
des Operators 7' und der sogenannten "Eindeutigen Fortsetzungseigenschaft’
(Single-Valued Extension Property, SVEP). Eine ausfiihrliche Erklarung die-
ser Zusammenhénge findet man zum Beispiel in [11] oder in [36].
Auch fiir Tupel T = (T1,...,T,) € L(X)™ von Operatoren definiert man
entsprechende Spektralrdume im Rahmen der lokalen Spektraltheorie (ver-
gleiche etwa [18]).
Ist T'€ L(X) ein einzelner Operator mit

dim (X/TX) < o0,
so betrachtet man die Teilriume My, = T*X (k € N) und

M:ﬂMch.
keN

Offenbar ist M ein invarianter Teilraum fiir 7', und man kann zeigen (siehe
etwa [12], Seite 372), dass TM = M ist. Einen moglichen Beweis fiir diese
Identitéit erhélt man, indem man zunéchst zeigt, dass

M = X7 (C\{0})

gilt. In [1] (Lemma 1) zeigen P. Aiena und M. Mbekhta die Gleichung
TM = M fir alle Operatoren vom Kato-Typ in L£(X). Diese Klasse um-
fasst insbesondere alle Semi-Fredholmoperatoren.

117
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Wir wollen nun den Operator T durch ein Tupel T' = (T1,...,T},) € L(X)"

von Operatoren mit

n
dim [ X/> T;X | < oo
j=1
ersetzen. Die entsprechenden Teilriume M, C X (k € N) werden dabei
rekursiv durch

My =X und Mgy =Y TjM; (k€N)
j=1

definiert. Es stellt sich nun die Frage, ob die oben fiir n = 1 genannten
Resultate auf diese Situation verallgemeinern werden koénnen, das heif3t, ob
die Identitédten

En:TjM:M
j=1

beziehungsweise

M = Xp (C*\{0})
gelten. Die erste Aussage entspricht fiir den Fall, dass X ein Hilbertraum
und 7T ein vertauschendes Tupel ist, einer Vermutung von X. Fang (siehe
[22], Conjecture B).
In diesem Kapitel zeigen wir zunéichst die Inklusion

M c Xr (C"\ {0}),

und dass Gleichheit gilt, falls T' zusétzlich vertauschend ist.

Als Beispiel fiir ein nichtvertauschendes Tupel, bei dem hierbei eine ech-
te Inklusion vorliegt, berechnen wir Xg (C™\ {0}) fir den Shift S auf dem
Fockraum und erhalten dafiir das orthogonale Komplement des symmetri-
schen Anteils des Fockraums.

Ein weiteres Resultat dieses Kapitels ist ein Abgeschlossenheitssatz fiir ho-
lomorphe Funktionen « : D — L(Y, X) auf einer offenen Nullumgebung
D C C" in die stetig linearen Operatoren zwischen Banachrdumen X, Y mit

dim (Y/a(0)X) < oo.
Er besagt, dass das Bild der von « induzierten stetig linearen Abbildung
ay : O(U,Y) — O(U, X)

zwischen Fréchetriumen stets abgeschlossen ist, wenn U Steinsch und in
einer geniigend kleinen Nullumgebung enthalten ist.
Betrachtet man speziell die holomorphe Funktion

ar:C—L(X), a(z) =2—-T



DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN DES SPEKTRALRAUMS 119

fiir einen Banachraum X und einen einzelnen Operator T' € L(X), so zeigt
J. Eschmeier in [15] die Abgeschlossenheit des Bildes von (ar)y fir jede
offene Teilmenge U der wesentlichen Resolventenmenge von T'. Dies ver-
allgemeinern T. L. Miller, V. G. Miller und M. M. Neumann in [41] auf
Teilmengen U der ’Kato-Typ-Resolventenmenge’ von 7'. Eine weitere Ver-
besserung dieses Resultats erzielen T. L. Miller und V. Miiller in [42]. Dort
wird auch gezeigt, dass es eine grofite offene Menge V' C C gibt, so dass T
die sogenannte ’closed range property’ auf V' hat, das heifit, dass das Bild
von (ar)y fiir alle offenen Teilmengen U C V' abgeschlossen ist.

Fiir analytisch parametrisierte Komplexe von Banachrdumen (beispielsweise
den Koszul-Komplex eines vertauschenden Operatortupels) zeigt E. Réolon
in [49] vergleichbare Aussagen beziiglich der Abgeschlossenheit der Bilder
der induzierten Abbildungen iiber offenen Mengen, die Teilmenge der we-
sentlichen Split-Resolventenmenge des Komplexes sind.

Eine Anwendung unseres Abgeschlossenheitssatzes ist es, die Abgeschlossen-
heit gewisser globaler Spektralraume fiir ein Tupel 7' € L(X)" mit

n
dim | X/> T;X | < oo
j=1
zu zeigen. Die Abgeschlossenheit des entsprechenden lokalen Spektralraums
X7 (C™\ {0}) erhdlt man im vertauschenden Fall aus der gezeigten Iden-
titdt M = Xp (C™\ {0}). Mit dem Satz von Baire kénnen wir aus diesen
Resultaten schlieilich folgern, dass stets

Xr (C"\{0}) = X7 (C*"\ U)

fiir eine geeignete Nullumgebung U C C" gilt, falls T vertauschend ist.
Wir beschlielen das Kapitel mit einigen offenen Fragen, darunter nochmals
die Vermutung von X. Fang (siehe oben). Es bleibt weiter offen, ob sie Giiltig-
keit besitzt.

Definition und Eigenschaften des Spektralraums

Wir wollen in diesem Abschnitt fiir ein Tupel T = (T1,...,T,) € L(X)"
von stetig linearen Operatoren auf einem Banachraum X die Definition des
Spektralraums iiber einer Teilmenge A C C™ angeben. Wir untersuchen
dann speziell den Fall, dass

n
dim [ X/> T;X | < oo
j=1

gilt und A = C™\{0} ist. Wir vergleichen dabei den Spektralraum iiber A mit
dem Durchschnitt der bereits im vorigen Kapitel vorkommenden Teilrdume
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M (T) C X (k € N). Anschlieflend betrachten wir als Beispiel den Shift auf
dem Fockraum.
Wir beginnen mit der Definition des Spektralraums.

DEFINITION 4.1.
Sei X ein Banachraum und T' = (T1,...,T;,) € L(X)". Wir betrachten die
holomorphe Funktion
ap:C" = L(X" X)), z— (21 —Th,...,2n — Tp).

(a) Fiir x € X heifit die Menge

pr(z) = U (U; U C C" offen mit ap f = « fiir ein f € O(U, X™))

lokale Resolventenmenge von T in z und die Menge

or(z) = C"\ pr(z)

lokales Spektrum von T in x.

(b) Fiir A C C™ heif}t
Xr(A)={ze X; or(z) CA}C X

Spektralraum von T iiber A.
(c) Fiir eine abgeschlossene Menge F' C C™ schreiben wir

Xr(F)={zr € X; esist apf =z furein f € O(C"\ F, X")} C X.

BEMERKUNG 4.2.

Sei X ein Banachraum, 7" € L(X)", A € C" und = € X. Aus Definition
4.1 erhélt man unmittelbar, dass # € X7(A) genau dann gilt, wenn es zu
jedem Punkt w € C" \ A eine offene w-Umgebung U C C" und holomorphe
Funktionen f1,..., f, € O(U, X) gibt mit

n

Y (5 -T)fi(z) ==z (z€0).

j=1
Sei nun X ein Banachraum und 7" = (T1,...,7;,) € L(X)" ein Tupel von
stetig linearen Operatoren auf X mit

dim | X/ > T;X | < oc.
=1
Wie zuvor definieren wir die Teilrdume
Mk:Mk(T) cX (kEN)

rekursiv durch

My =X und Mj,1 = ZTij (k € N).
j=1
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Weiterhin sei
M= M(T)= () M.
keN
Da alle Mj, € X (k € N) abgeschlossen sind (siehe 3.3), ist auch M C X ein

abgeschlossener Teilraum.
Wir betrachten weiterhin die zu T assoziierte Garbe
H =H(T) = 05 /arOF"
auf der offenen Menge
D ={z e C" dim(X/ar(z)X") < o0} C C".

Nach 3.10 ist H eine kohérente O p-Garbe. Insbesondere ist damit der Halm
von H in 0

Ho =05/ (2 —T;) O
j=1

ein endlich erzeugter Modul iiber dem noetherschen lokalen Ring Op. Wir
haben in 3.21 gezeigt, dass die Abbildung

$: X - Ho, pr=[z] =2+ (5 —T;)0f
j=1

wohldefinierte C-lineare Abbildungen
br : X/ My, — Ho/m*Ho, z+ My, — dpz +m*Hy (k€N)

induziert. Dabei sei m C Qg das (eindeutig bestimmte) maximale Ideal. In
3.22 (c) wurde gezeigt, dass die Abbildungen ¢y, (k € N) injektiv sind, falls
T ein vertauschendes Tupel ist.

Wir wollen im Folgenden den Spektralraum von 7 iiber C™ \ {0} mit M
vergleichen. Zunichst folgt aus 4.2, dass

ker ¢ = X7 (C™\ {0})
gilt. Wir betrachten aulerdem die C-linearen Abbildungen
7 X = [[ (X/M), 2 (2 + M)y

keN

und
p: j‘fo — H (J‘C()/mkj'fo) , U — (U—ka}(())
keN
Mit ¢ und der durch die ¢y, (k € N) bestimmten C-linearen Abbildung

(e ] (X/Me) — ] (ﬂo/mkﬂo) » (€k)ren = (k&R ken

keN keN

keN

erfiillen 7 und p offenbar die Vertauschungsrelation

(Gr)pom=pod.
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Der Kern von 7 ist gegeben durch
kerm = ﬂ M = M.
keN

Da Hjy ein endlich erzeugter Modul iiber dem lokalen noetherschen Ring Og
ist, zeigt der Krullsche Durchschnittssatz (siehe [35], ChapterVI, Satz 7.6),
dass

ker p = m (mkf]{(]) = {0}.
keN
Wir kénnen nun folgern, dass M stets im Spektralraum von T iiber C™\ {0}

enthalten ist, und im vertauschenden Fall mit diesem iibereinstimmt.

SATZ 4.3.
Es qult

X7 (C*\ {0}) D M.
Falls T vertauschend ist, gilt Gleichheit.

BEWEIS.

Aus der Injektivitat von p und den weiteren Voriiberlegungen folgt
X7 (C"\{0}) =ker¢ =ker (po ¢) =ker ((¢p)r om) D kerm = M.

Ist T vertauschend, so sind zusétzlich alle ¢y, (k € N) injektiv. Damit ist dann
auch (¢r)x injektiv und wir erhalten Gleichheit in obiger Rechnung. (]

Wir rekapitulieren nun einige Bezeichnungen aus dem ersten Kapitel.
Es sei F' die freie Halbgruppe iiber den Erzeugern 1,...,n und

F? = {(Jf'a)aEF; Z |$a’2 < OO}

acF
der Fockraum. Wir betrachten den natiirlichen Halbgruppenhomomorphis-
mus u : F — N". Weiterhin sei

&"i = {(fca)agp € F2; x, = xy fiir alle a,b € F mit p(a) = u(b)} cF?

der symmetrische Fockraum und P, : 32 — 3"3 die Orthogonalprojektion.
Offenbar ist

(9’3)L = { (Ta)aer € T4 Z z, = 0 fiir alle « € N”
acp~(a)
Es sei nun S = (S1,...,5,) € L(F?)" der Linksvorwirtsshift auf F2. Wir
wollen zeigen, dass der Spektralraum von S iiber C"\ {0} gleich (F%)* ist.
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Zunichst machen wir dazu eine allgemeine Beobachtung iiber den Spektral-

raum der Kompression eines Operatortupels auf einen x-invarianten Teil-

raum.

LEMMA 4.4.

Sei € ein Hilbertraum, T = (T1,...,Ty) € L(E)™ und N C € ein abgeschlos-
sener x-invarianter Teilraum fir Tq,...,T,. Weiter sei Py : € — N die

Orthogonalprojektion und TN € L(N)"™ gegeben durch
TN=PTjlx (G=1,...,n).
Dann gilt fiir eine Teilmenge A C C"

PNXT(A) C Xqgn (A)

BEWEIS.
Sei z € Xg(A) gegeben und w € C™\ A beliebig. Dann gibt es nach 4.2 eine
offene w-Umgebung U C C” und holomorphe Funktionen fi,..., f, : U — &
mit "

z=) (5 - T)fi(z) (z€U).

j=1
Da N x-invariant fiir T ist, gilt

PN‘ij = PN‘TijNy (y € 8).

Die Darstellung

n

Pnz = Px (Y (2 —T)fi(2)
j=1

n

= ) (5 — PNTj)Pnfi(z) (2€U)
=1

zeigt, dass w ¢ oqn (Pyx) ist. Da w € C™ \ A beliebig war, folgt
Pyz € Xqgn (A),

was zu zeigen war. O

Aus diesem Lemma koénnen wir nun leicht folgern, dass der Spektralraum von
S iiber C"\ {0} im orthogonalen Komplement des symmetrischen Fockraums

enthalten ist.

KOROLLAR 4.5.
Es gilt
n 1
Xs(C"\{0}) c (53)
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BEWEIS.
Es sei S; = <P+5’1|93, . 7P+Sn|9-3_) € L(F2)". Offenbar gilt
Mi(S4) = {(Ta)acr € F3; 74 =0 fiir alle @ € F mit |a| < k} (k€ N)

und folglich ist M (S;) = {0}. Da Sy ein vertauschendes Tupel ist, folgt aus
4.3, dass

Xs, (C"\{0}) = M(Sy) = {0}
gilt. Da 3"3 x-invariant fiir S ist, erhalten wir aus 4.4, dass

Py X5 (C"\{0}) € X5, (C"\{0}) = {0}

gilt. Dies impliziert die Behauptung. O

Wie zuvor sei nun
B=B,={z€C" |z|<1}cCC"
die offene Einheitskugel. Wir zeigen im Folgenden, dass
(32)" = Xs (C"\ B)
gilt und erhalten daraus insbesondere auch die umgekehrte Inklusion in 4.5.
Dazu benutzen wir den folgenden Satz. Er ist ein Spezialfall eines Resultats
von R. Janz iiber die Existenz einer holomorphen Losung f der Gleichung
af =g
fiir eine regulédre holomorphe Funktion

a:Q— L(Y,X) (X,Y Banachridume)

auf einer Steinschen offenen Menge 2 C C". Man siehe dazu Korollar 16 in
[29] (und Proposition 2.3 in [39]).

SATZ 4.6.
Seien X,Y Banachrdume und £ C C" eine Steinsche offene Menge. Sei
weiterhin
a:Q— LY, X)
holomorph, so dass eine Zahl d € N existiert mit

dim (X/a(2)Y)=d (2 €Q).

Dann existiert zu jeder holomorphen Funktion g : Q@ — X mit g(z) € a(2)Y
fiir alle z € Q0 eine holomorphe Funktion f:Q — Y mit

a(2)f(z) = g(z) (2€Q).
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Wir wollen dieses Resultat auf die Funktion
as B — L((S’Q)”,?Q), as(z) = (21— S1,...,2n — Sn)

anwenden. Dazu miissen wir zeigen, dass die Rdume

as(z) (F2)" =) (z— 8,)F* cF* (2 €B)

j=1

von konstanter endlicher Kodimension sind. Genauer gilt folgendes Lemma.

LEMMA 4.7.
Fiir w € B sei €, = (Wq)aer- Dann ist €, € 3"3 und es gilt

n

D (wj = 5)F = {ew}" (weB).

J=1

BEWEIS.
Sei w € B. Zunéchst gilt

Sl =Y S =3 (S| = s <o
a€F k=0 |a|=k k=0 \j=1
Folglich ist €, € 2 mit
lewl? = -
B S

Fiir a,b € F mit u(a) = u(b), ist offensichtlich w, = wy. Also ist €, € F2.
Weiterhin gilt fiir alle j = 1,...,n, dass

(wj = S))"ew = (W00 — W(j0)) ye p = 0
und somit ist
ew L (w; = 8;)F° (j=1,...,n).

Damit erhalten wir .

> (wj =572  {ew}™

j=1
Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir zunéchst zu x = (24)4er € F2
und z € B die Reihe

fz(2) = Z 2p - Sy,

beF

2 2
Do ISial* =Y lzal* < |l

b=k la|>k

Fiir alle £ € N gilt
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und

k
n

Yo lal= > 15| =1
j=1

|b|=k
Daraus folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

DLzl NSzl = Y0 D L=l - IS5l

beF k=0 |b|=k

00 2 2

Do 2l | Do ISl

k=0 \ b=k |b|=k
(o.9]
k
DN Bl
k=0

= : < 0.
o el <o

Folglich konvergiert f,(z) € 2 fiir x € 2 und 2 € B.
Sei nun x = (z4)qep beliebig. Nach 1.1 gilt

IN

IN

ansjs;zf—Po

j=1

mit der Orthogonalprojektion Py € L(F?) auf (eg). Damit folgt

n

Z(wj - Sj)ijﬂﬁ(w) = Z Zw(b,j)saj)x - (I - P) Zwbsgl‘

j=1 Jj=1beF beF
= Z ’LUngx — Z wngkiL' + Z wbP()SZI'
0#beF beF beF
= —x+ (Z wlﬂf‘b) * €p
beF

= —z+ (z,6y) €.

Ist 2 € {e,}™, so folgt daraus

n n

z==> (w;—8;)S; fa(w) €D (w; — ;)F?,

j=1 j=1

was zU zeigen war.

Wir kénnen nun den Spektralraum von S iiber C" \ {0} angeben.

SATZ 4.8.
Es gilt
Xs(C"\B) = X5(C™\ {0}) = (53)".
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BEWEISs.
Nach 4.2 und 4.5 gilt

Xs(C"\B) C Xs(C"\ {0}) C (5)™.
Fiir z € (F1)* folgt aus 4.7, dass z € ag(2)F? fiir alle 2z € B ist. Auierdem
zeigt 4.7, dass
dim (F2/a(2)(F*)") =1 (2 € B).
Folglich konnen wir 4.6 auf ag|p und die konstante Funktion
g:B—F2 21
anwenden. Es existiert also ein f € O (B, (2)") mit

asgf =x auf B.

Also ist gezeigt, dass x € Xg(C" \ B) ist. Dies beendet den Beweis. O

Wir wollen zu diesem Satz und seinem Beweis noch einige Anmerkungen

vornehmen.

BEMERKUNG 4.9.

(a) Ist € F2 und f,(2) € F? fiir 2 € B wie im Beweis von 4.7 definiert, so
tiberlegt man sich leicht, dass die dadurch definierte Funktion

fo:B— F2 z— fu(2)

holomorph auf B ist. Betrachtet man nun zu einem gegebenen Element
z € (%) die holomorphe Funktion

fiB = (F), 2 (S5 fal2))"

=1
so folgt wie im Beweis von 4.7, dass agf = —x auf B gilt. Dies liefert
somit einen weiteren Beweis fiir die Inklusion

(F2)* € Xs(C"\ B)

ohne die Benutzung von 4.6.

(b) Mit 4.8 sieht man, dass in Satz 4.3 eine echte Inklusion vorliegen kann,
wenn das gegebene Tupel nichtvertauschend ist. Man beachte dazu, dass
fiir den Shift S auf dem Fockraum

M(S) = {(z4)acr € F?; x4 = 0 fiir alle @ € F mit |a| < k}
fiir alle k € N gilt. Daher ist

M(S) = (1] My(S) = {0} € (F2)" = Xs(C"\ {0}).
keN
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(c) Wir wollen am Ende dieses Kapitels auf die Frage eingehen, ob zu einem
beliebigen Operatortupel T' € L(X)™ auf einem Banachraum X mit

n
dim | X/ > T;X | < oo
j=1

eine Nullumgebung U C C" existiert mit
Xp(C"\U) = Xp(C"\ {0}).

In 4.8 wurde gezeigt, dass dies fiir T' = S richtig ist.

Ein Abgeschlossenheitssatz

Fiir einen Banachraum X und eine offene Menge U C C” sei O(U, X) in
diesem Abschnitt stets mit der durch das Halbnormensystem

([l lloo,x, K C U kompakt )

gegebenen Fréchetraum-Topologie versehen.
Sind X, Y Banachrdume, D C C" eine offene Nullumgebung und

a:D— L(Y,X)

eine holomorphe Funktion, so ist fiir jede offene Teilmenge U C D die Ab-
bildung
ay : O(U,Y) = O(U, X), (avf)(z) = a(2)f(2)
stetig linear zwischen Fréchetraumen.
Fiir den Fall, dass zusétzlich 0 € D und

dim (Y/a(0)X) < o0

gilt, wollen wir in diesem Abschnitt zeigen, dass eine Nullumgebung V' C D
existiert, so dass ay fiir jede Steinsche offene Menge U C V' abgeschlossenes
Bild hat. Der Beweis wird dabei in mehreren Schritten vorgenommen, wobei
wir die behauptete Aussage zuerst unter geeigneten Zusatzannahmen und
schliellich in voller Allgemeinheit zeigen.

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen und erldutern in der folgenden
Bemerkung zunéchst die Identifizierung von holomorphen Banachraum-wer-
tigen Funktionen mit Schnitten in die entsprechende Garbe. Auflerdem er-
kldren wir, wie eine holomorphe Funktion « : D — L(Y, X) wie oben, als
Abbildung

I'(U,05) =T (U,05) (U C D offen)

zwischen Schnittraumen verstanden werden kann.
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BEMERKUNG 4.10.

(a)

Sei X ein Banachraum und D C C™ offen. Fiir U C D bezeichne
Tr (U, Og) den Raum der Schnitte in die Garbe (‘))5 iiber U. Die Ab-
bildung

O(U,X) - T (U08), f—(U—=0p, 2 f.)

ist ein Isomorphismus von komplexen Vektorrdumen. Die Topologie auf
T (U, (9)5 ), die diesen zu einem Homdomorphismus macht, heifit kanoni-
sche Topologie. Sie macht I" (U, Og) zu einem Fréchetraum. Wir haben
damit also eine topologische Identifizierung von I’ (U, O),f) mit O(U, X).
Seien X, Y Banachrdume, D C C" offen und a € O (D, L(Y, X)). Wie
in 3.9 (a) beschrieben induziert « einen O p-Morphismus « : 0% — O%.
Fiir U C D offen erhalten wir damit eine Abbildung

ozU:F(U,O};) —>F(U,O)5), ays =aos

zwischen den Schnittrdumen tiber U. Man beachte dabei, dass diese
mittels der Identifizierung aus (a) mit der zuvor definierten Abbildung
ay : O(U,Y) — O(U, X) iibereinstimmt.
In der Situation von (b) betrachten wir die Bildgarbe 0¥, C OF. Fiir
s eI (U,0}) ist

(aps) (2) = a(s(z)) € a0 (2 € U).
Daher ist ays ein Schnitt in die Garbe a(‘)g und somit folgt

ayT (U,035) c T (U,a0)).

Im Allgemeinen ist allerdings nicht jeder Schnitt in die Bildgarbe a(‘)%
iiber U das Bild eines Schnittes in Og unter ags.

Wir betrachten nun speziell den Fall, dass X endlichdimensional ist. Das

folgende Lemma erhélt man als Spezialfall eines Resultats von A. Markoe
(siehe [40], Proposition 5).

LEMMA 4.11.
Seien p € N*, 'Y ein Banachraum, D C C" offen und o : D — L(Y,CP)
holomorph. Dann ist

a0¥ c 0%

eine kohdrente Untergarbe.

Wir kénnen nun aus diesem Lemma mithilfe einiger weiterer wohlbekannter

Tatsachen aus der Theorie analytischer Garben folgern, dass in 4.10 (c)
Gleichheit gilt, falls X endlichdimensional und U Steinsch ist.
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LEMMA 4.12.
Seien p € N*, 'Y ein Banachraum, D C C" offen und o : D — L(Y,CP)

holomorph. Dann ist
ayl (U,0}) =T (U,a0})

fiir jede Steinsche offene Menge U C D.

BEWEIS.
Wir kénnen ohne Einschréinkung annehmen, dass D Steinsch und U = D
ist (sonst ersetze D durch U). Wir betrachten die kurze exakte Sequenz
analytischer Garben

0 — kera — 0, % a0}, — 0.

Darin sind O% und a(‘)% Banach-kohéirente O p-Garben im Sinne von J. Lei-
terer [37]. Fiir OY, ist diese Behauptung klar und fiir «OY, folgt sie aus 4.11,
da kohérente Garben stets Banach-kohérent sind.

Mit Proposition 4.5.7 in [18] folgt hieraus, dass auch ker v Banach-kohérent
ist. Insbesondere ist ker & damit (nach Satz 4.5.2 und Proposition 4.3.3 in
[18]) azyklisch iber D. Aus Satz 18.4 (und Satz 18.3) in [33] folgt schliefilich,
dass auch die induzierte Schnittsequenz iiber D

0 — T (D,kera) — I'(D,0}) “5 T (D,a0}) — 0
exakt ist. Dies impliziert die behauptete Gleichheit
apl' (D,0}) =T (D,a0]) .

In der folgenden Bemerkung erklidren wir die kanonische Topologie auf den
Schnittrdumen in eine kohérente analytische Garbe iiber einer offenen Teil-
menge des C".

BEMERKUNG 4.13.
Ist F eine kohérente Garbe {iiber einer offenen Menge D C C", so kann
man den Schnittraum I' (D, F) topologisieren, indem man eine offene Uber-

D:UUn

neN
aus Steinschen offenen Mengen U,, C D wihlt, so dass iiber jedem U, ein

deckung

surjektiver Garbenmorphismus

(OU’VL)T ﬁ) ?‘Un
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existiert, die Rédume I' (U,,F) mit der Quotiententopologie der induzierten
surjektiven Schnittabbildungen

oU,) 251 (U, F)

versieht und den Schnittraum I' (D, F) mit dem Kern der stetig linearen
Abbildung

[Irw..9 — [ TO.NU9),
neN (n,m)eN?

(Sn)neN = (Sn|UnmUm_Sm‘UnﬁUm)(n,m)EN2

identifiziert. Die resultierende Fréchetraumtopologie auf I' (D,J) ist un-
abhéngig von der Wahl von U, und ¢, (n € N) und heifit kanonische To-
pologie des Schnittraums I' (D, F). Sie stimmt mit der in 4.10 (a) erklérten
kanonischen Topologie iiberein, wenn F = O%p mit p € N* ist.

Wir kénnen nun folgern, dass oy fiir Steinsches U und endlichdimensionales
X abgeschlossenes Bild hat. Zentraler Bestandteil des Beweises ist dabei
der folgende Abgeschlossenheitssatz fiir kohédrente Garben (vergleiche [24],
Kapitel V, §6.4).

SATZ 4.14. (Abgeschlossenheitssatz fiir kohdrente Garben)
Ist D C C" offen, T eine kohdrente Op-Garbe und 8§ C T eine kohdrente
Op-Untergarbe, so ist I' (D,8) C I' (D, T) abgeschlossen.

Damit erhalten wir die erste Version des gesuchten Abgeschlossenheitssatzes.

KOROLLAR 4.15.
Seien p € N*, 'Y ein Banachraum, D C C" offen und o : D — L(Y,CP)
holomorph. Dann ist

ayO(U,Y) C O(U,CP)

fiir jede Steinsche offene Menge U C D abgeschlossen.

BEWEIS.
Wir kéonnen wiederum annehmen, dass D Steinsch und U = D ist. Nach
4.11 ist a(‘)% C (‘)%p eine kohérente Untergarbe einer kohérenten Op-Garbe.
Also folgt aus Lemma 4.12 und Satz 4.14, dass

apl (D,0}) =T (D,a0}) c T (D, 0F)

abgeschlossen ist. Unter der in Bemerkung 4.10 (a) und (b) beschriebenen
topologischen Identifizierung entspricht dies der Abgeschlossenheit von

apO(D,Y) C O(D,CP).
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Wir ersetzen im Folgenden den endlichdimensionalen Raum C?P wieder durch
einen beliebigen Banachraum X. Das folgende Lemma ist eine weitere Vor-
stufe zum Hauptresultat dieses Abschnitts, wobei wir zusétzlich annehmen,
dass der Kern des Operators a(0) stetig projiziert ist. Zum Beweis be-
nutzen wir eine Matrixdarstellung von o« und fithren die Behauptung auf
4.15 zuriick. Die Idee zu dieser Konstruktion stammt aus einer Arbeit von
J. Eschmeier (siehe dazu [17], Beweis von Satz 1.1).

LEMMA 4.16.
Seien X,Y Banachriume, D C C™ eine offene Nullumgebung und

a:D— LY, X)
eine holomorphe Funktion mat
dim (Y/a(0)X) < 0.

Falls ker a(0) C Y stetig projiziert ist, existiert eine offene Nullumgebung
V C D, so dass
ayO(U,Y) Cc O(U, X)

abgeschlossen ist fiir jede Steinsche offene Menge U C V.

BEWEIS.
Wir schreiben
T =a(0) e LY, X)

und setzen voraus, dass kerT' C Y stetig projiziert ist. Dann gibt es einen
abgeschlossenen Teilraum N C Y mit

Y = N+ kerT.

Auflerdem ist TY C X von endlicher Kodimension, also gibt es einen end-
lichdimensionalen Teilraum M C X mit

X =TY+M.
Folglich sind die Projektionsabbildungen beziiglich dieser Zerlegungen
Py:Y >N, Peeer: Y = kerT, Pry : X —-TY und Pyy : X - M

stetig lineare Operatoren zwischen Banachrdumen. Wir betrachten nun fiir
alle z € D die Matrixdarstellung

a(z) = < ZE;) Z((Z ) € L(N+ker T, TY +M)
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von «(z) beziiglich den gegebenen Zerlegungen von X und Y und erhalten

so holomorphe Funktionen

:D — L(N,TY), a(

:D — LkerT,TY), b(2)
: D — L(N, M), c(z)
:D — Lker T, M), d(z) = Pya(2)|ker-

¥
»~<

X
O
=

QO o Q2

Wir betrachten weiterhin die 1-direkte Summe N @ M von Banachridumen

und die holomorphe Funktion
B:D - L(N®M,X)
mit
B(z)(n,m)=a(z)n+m (z€ D, (n,m)e N&M).
Da die Operatoren a(0) und (3(0) offensichtlich invertierbar sind, gibt es

eine offene Nullumgebung V' C D, so dass a(z) und §(z) fir alle z € V
invertierbar sind. Wir setzen

§:V = Lker T, M), §(z) = d(2) — c(2)a(z) " b(2).

Damit ist § eine holomorphe Funktion auf V.
Sei nun U C V eine beliebige offene Teilmenge. Wir wollen zeigen, dass

SuO(U, ker T) = O(U, M) N oy O(U,Y)

gilt (vergleiche dazu auch [17]).
Sei zunédchst f € O(U,ker T'). Wir betrachten

9:U =Y, g(z) = f(2) — a(z)7'0(2) f(2).
Dann ist g € O(U,Y) und es gilt
9(2)

a(z)
= a(9)/(2) - al2)a(z) H() F(2)
= b(2)f(2) +d(2)f(2) — a(2)a(z)'b(2) f(2) — c(z)a(z)"'b(2) f ()
= 4(2)f(2) (z€U).

Also ist ayg = dy f. Dies zeigt opO(U,kerT) C ayO(U,Y). Offensichtlich
ist auch oy O(U,ker T') C O(U, M).

Sei nun umgekehrt h € O(U, M) N ayO(U,Y ). Wir wihlen ein g € O(U,Y)
mit agyg = h und betrachten

g1 = PkerTg S O(U, kerT), g2 = PNg S O(U, N)
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Fiir alle z € U gilt dann ¢(z) = g1(2) + ¢g2(2) und damit
b(2)g1(2) = Prya(z)g(z)
= Prya(z)9(z) — Prya(z)ga(2)
= Pryh(z) —a(2)g2(2)
= —a(2)g2(z) (wegen h(z) € M und Pry |y = 0).
Es folgt nun
2) = c(2)a(2)"'b(2)g1(2)
2) + c(2)g2(2)
2) (91(2) + 92(2))

6(2)g1(2) = d(z)q

= h(z) (z€U).
Dies zeigt, dass h = dyg1 € opO(U,ker T) gilt und damit folgt die umge-
kehrte Inklusion in der behaupteten Gleichung
SvO(U,kerT) = O(U, M) NayO(U,Y).
Diese wiederum zeigt, dass die Abbildung
ov  O(U,M)/opO(U,ker T) — O(U, X)/ayO(U,Y),
h+0yO(UkerT) — h+ayO(U,Y)
wohldefiniert und injektiv ist. Aulerdem ist ¢y eine stetige Abbildung zwi-

schen lokalkonvexen topologischen Vektorrdumen, denn das Diagramm

O (U, M) h—h

o, X)

OU, M)/5yO(U, ker T) —2» O(U, X) /oy O(U,Y)

ist kommutativ. Wir wollen zeigen, dass ¢y sogar ein Homdomorphismus ist.
Dazu geniigt es nun, eine stetige Rechtsinverse ¥y zu pp zu konstruieren,
denn damit ist ¢ auch surjektiv und es folgt ¥y = go&l.
Wir betrachten die holomorphe Funktion

r:U— L(X,Na& M), r(z)=p(z)"".
Mit den Projektionen Py : N d M — N und Pp; : N d M — M zerlegen

wir r in holomorphe Funktionen

VU = L(X,N), () = Pyr(2)



EIN ABGESCHLOSSENHEITSSATZ 135

und
MU = L(X, M), 7(2) = Pur(z).
Fiir alle h € O(U, X) folgt mit der Definition von /3
h(z) = B(2)r(2)h(z) = a(2)rN (2)h(z) + ™M (2)h(z) (2 € U).
Folglich ist
h—rtth = agrih € apOU,Y) (h € O(U, X)).
Die Abbildung
Yy O(U,X)/ayO(U,Y) — O(U,M)/oyO(U,kerT),
h+ayOU,Y) — r¥h+ 650U kerT)
ist damit wohldefiniert, denn fiir h € ayO(U,Y) ist
rifh=h— (h—r{fh) € agOU,Y)NOU, M) = yO(U, ker T),

wie wir bereits oben gesehen haben.

Auflerdem ist ¥y stetig, denn das Diagramm
M

O(U, X) i - O(U, M)

O(U, X) JapO(U,Y) 2w O(U, M) /650U, ker T)

ist kommutativ und rf ist stetig. Schliefllich haben wir fiir alle h € O(U, X)

vy (h+apOU,Y)) = ou (r%h—l—éUO(U,kerT))
= Mh+apO(U,Y)
= h—i—OzUO(U,Y),

denn es ist h — 7 h € ayO(U,Y). Damit folgt pyyy = id.
Es ist nun gezeigt, dass fiir jede offene Teilmenge U C V' die Abbildung

ou + OU, M) /5u0(U, ker T) — O(U, X)/ayO(U,Y)

ein Homoomorphismus ist. Daher ist ayO(U,Y) C O(U, X) genau dann
abgeschlossen, wenn 0y O(U, ker T') C O(U, M) abgeschlossen ist.

Da dim M < oo ist, kénnen wir Korollar 4.15 auf die holomorphe Funktion
§:V — L(ker T, M) anwenden. Fiir jede Steinsche offene Menge U C V ist
folglich 6y O(U,ker T') C O(U, M) abgeschlossen. Wie wir gezeigt haben, ist
damit auch ayO(U,Y) C O(U, X) abgeschlossen fiir alle Steinschen offenen
Mengen U C V. Dies entspricht der Behauptung. O



136 4. DER SPEKTRALRAUM

Um den allgemeinen Fall auf 4.16 zuriickfithren zu kénnen, benttigen wir
noch einige Vorbereitungen. Zentraler Bestandteil dafiir ist die folgende Kon-
struktion eines Liftings von « zu einer holomorphen Funktion in die stetig
linearen Operatoren zwischen geeigneten ¢'-Riumen, die auf W. Kaballo
und J. Leiterer zuriickgeht. Man vergleiche dazu [31] (1.1, 1.2 und 1.3).

SATZ 4.17.

Seien X,Y Banachriume, D C C" offen und o : D — L(Y, X) holomorph

mat

dim(Y/a(2)X) <oo (z € D).

(a) Es existieren Indexmengen A und B, surjektive stetig lineare Operatoren
p: Y A) = Y und w : {*(B) — X und eine holomorphe Abbildung
ag: D — L(IY(A), 01 (B)) mit

mag(z) = a(z)p (2 € D).
(b) Betrachtet man Z = (*(A) @ ker v (1-direkte Summe) und die holomor-
phe Funktion & : D — L(Z,0Y(B)) mit
a(z)(a,b) =ap(z)a+b (z€ D, (a,b) € Z),
so gilt
dim(¢*(B)/a(2)Z) = dim(Y/a(2)X) < 00 (2 € D).
Auferdem ist ker a(z) C Z stetig projiziert fiir alle z € D.

Fiir eine stetig lineare Abbildung p : Y — X zwischen Banachrdumen und
eine offene Menge U C C" offen schreiben wir im Folgenden

pu:0UY)—0U,X), f—pof.
Vermoge den topologischen Identifizierungen
O, X) =2 0(U)®.X und O(U,Y) =2 O(U)&,Y

ist py = IOU®7Fp. Indem man benutzt, dass das w-Tensorprodukt stetig
linearer Surjektionen zwischen Fréchetrdumen surjektiv bleibt (dies folgt
etwa aus [52], Proposition 43.9), erhélt man das folgende Korollar.

KOROLLAR 4.18.
Ist p € L(Y,X) surjektiv zwischen Banachrdumen und ist U C C" eine
offene Teilmenge, so ist auch py surjektiv.

Schliefllich benétigen wir noch die Tatsache, dass jede stetig lineare Sur-
jektion zwischen Fréchetrdumen eine stetige Rechtsinverse hat. Um dies zu
begriinden, zitieren wir den folgenden allgemeineren Satz aus [38] (Satz 7.1).
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SATZ 4.19.

Seien E, F Fréchetrdume, 0 ein parakompakter topologischer Raum sowie
B Q — L(E,F) regulir (das heifit lokal gleichmdflig offen) und stetig,
wenn man L(E, F') mit der Topologie der punktweisen Konvergenz versieht.
Weiter sei f : Q@ — F eine stetige Funktion mit f(z) € B(2)E fiir alle z € ).
Dann gibt es eine stetige Funktion e : Q@ — E mit

B(z)e(z) = f(z) (2 €9).

Wé&hlt man in diesem Satz 2 = F, § = 7 fiir eine Surjektion 7 € L(E, F)
und f = idp, so erhilt man die gewiinschte Folgerung. (Man beachte, dass
jeder Fréchetraum F' nach dem Satz von Stone tatséchlich parakompakt ist.)

KoRroOLLAR 4.20.
Sind E, F Fréchetrdume und m : E — F stetig linear und surjektiv, so gibt

es eine stetige Abbildung r: F'— E mit mor =idp.

Nun sind wir in der Lage, den angekiindigten Abgeschlossenheitssatz in vol-
ler Allgemeinheit zu beweisen.

SATZ 4.21. (Abgeschlossenheitssatz)
Seien X,Y Banachriume, D C C™ eine offene Nullumgebung und

a:D— LY, X)
holomorph mit
dim (X/a(0)Y) < oo.
Dann existiert eine offene Nullumgebung V' C D, so dass
ayO(U,Y) Cc O(U, X)

abgeschlossen ist fiir jede Steinsche offene Menge U C V.

BEWEIS.
Indem wir D gegebenenfalls durch eine geeignete kleinere Nullumgebung
ersetzen, konnen wir annehmen, dass dim(Y/a(2)X) < oo fiir alle z € D
gilt. Wir wihlen dann alle Bezeichnungen wie in Satz 4.17 und betrachten
auflerdem die Projektion

Q: Z—>£1(A), (a,b) — a
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von Z auf die erste Komponente. Fiir alle z € D ergibt sich also die folgende

Situation:
A
® a(2)
1 OCO(Z) 1
t(A) ¢ (B)
| ¥
Y “® . x

Nach 4.17 (a) haben wir
moag(z) =a(z)op (z€ D).
Weiterhin gilt fiir z € D und (a,b) € Z = £*(A) @ ker 7, dass
wa(z)(a,b) =7 (ap(2)a +b) = Tap(z)a = Tap(z)e(a, b).

Damit kommutiert auch das duflere Diagramm, denn es folgt

moa(z)=moap(z)op=a(z)opoyp (z€ D).
Nach 4.17 (b) konnen wir 4.16 auf die Funktion & anwenden. Es gibt also
eine offene Nullumgebung V' C D, so dass

ap9(U, Z) c O(U, 1*(B))

abgeschlossen ist fiir alle Steinschen offenen Mengen U C V.
Sei nun U C V eine solche Steinsche offene Menge. Wie im Beweis von 4.16
geniigt es einen Homoéomorphismus zwischen den lokalkonvexen topologi-

schen Vektorrdumen
O(U,£Y(B))/ayO(U, Z) — O(U, X)/ayO(U,Y)
zu konstruieren. Man beachte zunéchst, dass die Relationen
Ty © (ao)u = o o pu
und
Ty © QU = Qu © pu ° QU
unmittelbar aus den entsprechenden (oben angegebenen) punktweisen Rela-

tionen folgen. Nach 4.18 sind auch die Abbildungen ¢y, prr und 7; surjektiv.
Wir betrachten nun die von 7y induzierte Abbildung

7 O(U,0'(B))/auO(U, Z) — OU,X)/ayO(U,Y)
h—|—6éU(9(U,Z) — 7TUh—|—aUO(U,Y).
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Um zu begriinden, dass diese wohldefiniert und injektiv ist, ist zu zeigen,
dass fiir h € O(U,£'(B)) die Aquivalenz

heayO(U,Z) & nyh € ayO(U,Y)
gilt. Sei dazu zunichst h € ayO(U, Z). Dann gibt es ein g € O(U, Z) mit
h = ayg und es folgt
muh = myaug = avpueug € ayO(U,Y).

Sei umgekehrt h € O(U, ¢*(B)) mit myh € ayO(U,Y) gegeben. Dann gibt
esein f € O(U,Y) mit mgh = ay f. Wegen der Surjektivitét von py gibt es
zu f eine Funktion g € O(U,¢(A)) mit f = pyg. Es folgt

Tuh = auf = aypug = Tu(ao)ug.
Somit ist

h — (ap)vg € kermy = O(U, ker ).
Wir betrachten die holomorphe Funktion

(9,h = (a0)vg) : U — Z, 2~ (9(2),h(2) — (a0)vg(?)) -
Dann gilt
av(g, h = (a0)vg) = (w)vg +h — (a0)vg = h.
Damit ist h € ayO(U, Z).
Somit ist 7y wohldefiniert und injektiv. Weiter ist 7y auch surjektiv, da my
surjektiv ist. Somit ist 7y ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Da das

Diagramm

O(U, ¢ (B)) i - O(U, X)

O, 1(B))/ayO(U, Z) —L~ O(U, X)/ayO(U,Y)

kommutativ und 7y stetig ist, ist auch 7y stetig. Es bleibt zu zeigen, dass
auch die Umkehrabbildung (7))~ stetig ist.

Wendet man Korollar 4.20 auf 7y an, so folgt die Existenz einer stetigen
(nicht notwendig linearen) Abbildung

ry: O(U, X) — O(U, £1(B))
mit

Ty Ory = idO(U,X)'
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Wir wollen zeigen, dass ry eine wohldefinierte Abbildung
iy O(U, X) JayOU,Y) — OU,(B))/ayO(U,Z)
g+ayO(UY) — ryg+avO(U, Z)

induziert. Seien dazu g1, g2 € O(U, X) mit g1 — g2 € ayO(U,Y). Wegen der
Linearitéat von my folgt

Tu(rugy — rvgz) = Turugr — Turvg2 = g1 — g2 € ayO(U,Y).
Wie wir oben gezeigt haben, ist damit
rvgr —ruge € ayO(U, Z).
Dies zeigt die Wohldefiniertheit von 7. Wegen
Tury (9 +avOU,Y)) = 7u(rog+av0(U, 2))
= 7wyryg +ayO(U,Y)
= g+aUO(U7Y) (QEO(U,X))

folgt aus der bereits gezeigten Bijektivitit von 7y , dass 7y = (7))~ ist.
Schliefflich ist das Diagramm

O(U, X) - -~ O(U,£*(B))

OU, X)/arO(U,Y) —Yv o, ¢Y(B))/ayO(U, Z)

kommutativ und ry ist stetig, folglich ist auch ry stetig. Also ist 7y ein

Homo6omorphismus, was zu zeigen war. U

Eine Folgerung aus Satz 4.21 ist das folgende Korollar.

KOROLLAR 4.22.
Sei X ein Banachraum und T € L(X)™ mit

n
dim [ X/) T;X | < oc.
j=1

(a) Es existiert eine Nullumgebung V C C™, so dass
Xr(C"\U)Cc X

fiir jede Steinsche offene Menge U C V' abgeschlossen ist.
(b) Ist T vertauschend, so existiert eine offene Nullumgebung U C C™ mit

Xr(C*\U) = X7 (C"\ {0}).
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BEWEIS.

Wie im vorigen Abschnitt betrachten wir die holomorphe Funktion
a=ap:C" - LX"X), 2+ (21 —T1,...,2n — Tp).
Nach Voraussetzung ist
dim (X/a(0)X") < oo
und damit existiert nach 4.21 eine Nullumgebung V' C C", so dass
ayO(U, X™) C O(U, X)

abgeschlossen ist fiir jede Steinsche offene Menge U C V.
Sei nun U C V solch eine Steinsche offene Menge. Wir betrachten die
Einbettung
iU X — O(U,X),
die jedem z € X die konstante Funktion mit dem Wert x zuordnet.

Definitionsgemaf ist
Xr(C"\U) = {reX;esistayf =iyx firein f € O(U,X")}
= i (arO(U, X™)).

Da iy stetig ist, erhalten wir die Abgeschlossenheit von X7(C"\U) C X.
Wir schreiben

1
Uk:{zG(C”; |z <k}

fiir die offene +-Kugel im C" (k € N).
Nach (a) gibt es eine Stelle ky € N, so dass

Yo (C"\ Up) € X

fiir alle & > kg abgeschlossen ist.
Ist T' vertauschend, so gilt nach 4.3

Xr(C*\{0}) = M(T) = (7] Mx(T)

keN

und da die Rdume My (T) C X (k € N) nach 3.3 abgeschlossen sind, ist
auch X7 (C™\ {0}) C X abgeschlossen.
Da die Uy (k > ko) eine Nullumgebungsbasis im C" bilden, folgt aus 4.2

Xr(C"\{0}) = |J Xr(C"\ Up).

k>ko

Nach dem Satz von Baire existiert somit ein & > k¢ mit

Xr(C"\{0}) = X7 (C" \ Up).
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Einige offene Fragen

Wir wollen diese Arbeit nun mit einigen offenen Fragen abschlielen, die bei
der Bearbeitung des letzten Kapitels aufgetreten sind.

PROBLEM 4.23.
In 4.21 wurde gezeigt, dass fiir eine holomorphe Funktion

a:D— L(Y,X) (D cCC"offen, X,Y Banachridume)

mit dim (Y/a(0)X) < oo das Bild von «ap abgeschlossen ist, falls U eine
geniigend kleine Steinsche offene Nullumgebung ist.

Es stellt sich die folgende Frage nach einem globalen Resultat.

Ist fiir eine Steinsche offene Teilmenge U C D mit dim (Y/a(z)X) < oo fiir
alle z € U stets ayO(U,Y) C O(U, X) abgeschlossen 7

PRrROBLEM 4.24.

Fine weitere Frage ergibt sich aus Korollar 4.22. Fiir ein vertauschendes
Tupel T' = (T1,...,T;,) € L(X)" von stetig linearen Operatoren auf einem
Banachraum X mit

n
dim [ X/) T;X | < o0
j=1
wurde dort gezeigt, dass

Xr(C*"\U) = X7 (C"\{0})

fiir eine geeignete Nullumgebung U C C" gilt.

Es stellt sich die Frage, ob man dabei auf die Voraussetzung, dass T ver-
tauschend ist, verzichten kann. Aus dem Beweis von 4.22 (b) geht hervor,
dass die betrachtete Aussage fiir ein nicht notwendig vertauschendes Tupel
genau dann gilt, wenn X7(C™ \ {0}) C X abgeschlossen ist. Wir haben in
4.8 gesehen, dass dies der Fall ist, wenn man fiir 7' den Linksvorwértsshift
S € L(F?)" auf dem Fockraum einsetzt.

Die letzte Fragestellung, auf die wir hier aufmerksam machen wollen, ent-

spricht einer Vermutung von X. Fang.

PROBLEM 4.25.
Sei X ein Banachraum und 7" € L£(X)"™ ein Tupel von stetig linearen Ope-
ratoren mit
n
dim | X/ > T;X | < occ.

j=1
Wie zuvor betrachten wir dazu die (nach Bemerkung 3.3 abgeschlossenen)
Teilrdume My = My (T) C X (k € N) mit

My=X und My =T1 M+ ...+ T, Mg (kEN)
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Ist dann
M = M(T) = (] M,
keN
so ist auch M abgeschlossen und es gilt T;M C M fiir alle j = 1,...,n. Somit

induziert T als Zeilenoperator eine wohldefinierte stetig lineare Abbildung
n
Tlagn s MY = M, ()} 3 Ty,
j=1

zwischen Banachrdumen.

Man kann zeigen, dass T'|jm fiir n = 1 unter den getroffenen Voraussetzun-
gen stets surjektiv ist (vergleiche etwa [12], Seite 372).

In [22] (Conjecture B) stellt X. Fang die Frage, ob die Identitét

M = Zn:TjM
j=1

fiir vertauschende Tupel T' € L(H)™ auf Hilbertrdumen mit

n
dim | H/ Y T;H | < o0
j=1

richtig bleibt. Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass die entsprechende

Identitat im nichtvertauschenden Fall falsch ist.
Sei X =/'®Cund T = (T, Tp) € L(X)? gegeben durch

T1:SO,T2:OO,
0 0 P 0

S0t =0t (xzg,x1,...) — (0,20, 21,...)

der Shift ist und P durch

wobei

00
P:ﬁl —>(C, (xo,.%’l,...) — Z.’L‘k
k=0

definiert ist. Man erhélt hier
M ={(x,\) e X; zop=...=x3,_1 =0} (keN)
und damit M = {0} @ C. Damit ist
M +ToM = {0} C M.

Die Frage nach der Surjektivitit von T'|p~ bleibt im Fall n > 2 offen, falls

zusétzlich vorausgesetzt wird, dass T' vertauschend ist.
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