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Allgemeine Symbole.

N: Menge der natiirlichen Zahlen
f.a.r fir alle

| : mit folgender Eigenschaft

e8X. !
existieren

{existiert

@: die leere Wenge

Seien X, ¥, Z Mengen

x Xt = ist Element von X

x¢ X: x ist nicht Element von X

Xc¥Y: X ist Teilmenge von X.

v, U : Zeichen fiir Mengenvereinigung

Ny N : Zeichen fiir Mengendurchachnitt
v-%x={ylyey, ydx§

f: X =~> Y : f ist Abbildung von X nach Y.
f: x F-> y : f bildet das Element x auf das Element y ab

Sei f: X ~=> Y Abb., ZcX, so ist f/z die Einschrinkung von

f auf 2.

IxY - -= X(X,y) ‘K eX, er}




I. Einleitung

Ein Anwendungsgebiet der Mathematik, das sich in jiingster
Zeit in stirmischer Entwicklung befindet, ist die mathe-
matische Sprachtheorie. Zines ihrer Ziele ist es, Sprach-
modelle zu schaffen, die sgtrukturell so einfach sind, dap
sle einer Auswertung durch elektronische Rechner zuglng-
lich sind. Dabei steht als Fernziel die Analyse lebender
Sprachen oder auch Programmierungssprachen (z.B. Algol,
Fortran u.s.w.) sowie das automatische ﬁbereetzen von

sprachen.

Abstrakt verstehen wir unter einer Sprache oder
Satzmenge eine Teilmenge des Preien lMonoids F({). Dabei
ist X eine endliche Menge, das Alphabet der Sprache. Zine
Sprache kann man z.B. beschreiben, indem man eine Grammatilk
analog grammatikalischen Regeln angibt, die alle Sitze
dieser Sprache erzeugt [ 6 |]. Diese Arbeitsweise scheint
besonders fir die linguistische Anwendung geeignet. Eine
andere Mdglichkeit, Oprachen zu erzeugen, liefert die Auto-

matentheorie. Ein Automat ist hier grob zesprochen eine

endliche Rechenvorschrift, die eindeutig definieri, ob ein




Wort we P(X) von dem Automat angenommen wird oder nicht.
Statt von Sprachen spricht man hier auch von Ereignissen

und sagt, der Automat charakterisiere sie.

Neben den linguistischen Fragestellungen birgt die
Theorie auch eine Fille Grundlagenprobleme der mathema-
tischen Logik. Von dieser Seite untersucht man unter ande-
rem die erzeugende Tragweite einzelner Sprachmodelle, das
heift wie grof die durch ein Modell beschriebene Klasse
von Sprachen is%, bzw. welche Modelle in diesem Sinne
gleichwertig sind. Hier wurde z.B. gezeigt, daf gewissen
Klassen von Grammatilen Klassen von Automaten entsprechen.
Die allgemeinste Klasse berechenbarer Sprachen ist die von
Semi-Thue—-Systemen ergeugte bzw. von Turingmaschinen cha-
rakterisierte. Am andern Ende der Theorie stehen die ein-
seitig linearen Sprachen, die von endlichen Automaten an-
genommen werden. Diese Sprachen, auch regulfire Ereignisee
genannt, bilden mit wegen ihrer elementaren, handlichen

Eigenschaften die am besten erforschte Klasse. Die regu-

liren Ereignisse bilden eine Boolesche Algebra sowle eine




Ereignisalgebra. Es gibt keine wesentliche Mehrdeutigkeit
in einseitig linearen Sprachen und alle glementaren Fragen
gind entscheidbar. Sobald man aber die bis jetzt untersuch-
ten Sprachklasgsen betrachitet, die die regulliren Ereignisse
echt umfassen, gehen solche Eigenschaften verloren. o
bilden die contextfreien Sprachen keine Boolesche Algebra
und eine Reihe elemen%arer Fragen ist ﬁ%eits hier nicht
mehr entscheidbar. Zum Begriff der Tntscheidbarkeit und

Berechenbarkeit siehe [ 9].

Aus dieser Sicht ist es wiinschenswert, mdglichset
umfassende Klassen berechenbarer Snrachen zu finden, die
eine Boolesche Algebra bilden, die bezliglich gewisser Upe-=
rationen ein endliches Lrzeugendensystem besitzen und abge-
schlossen sind, und in denen alle grundlegenden Fragen ent-
gcheidbar sind. Wir werden im Tolgenden eine Methode ent-
wickeln, die eine Fillle solcher Systeme von Sprachen liefert,
die sich in ihrem axiomatischen Aufbau eng an die Automaten—

theorie anlehnt aber auch Verbindungen zu Grammatiken erken-

nen 1iFt. Dabei behandeln die Kapitel II- VII die allgemeine




Theorie, wihrend in den Kapiteln VIO -IX Beispiele disku-
tiert werden. Wegen der Bedeutung der regulfren Sprachen
und weil Teile der folgenden Theorie unter dem Gegichts—
punkt ihrer Verallgemeinerung aufgefaft werden k&nnen,
gseien hier noch einmal kurz einige Hauptergebnisse lber

reguldre Ereignisse zitiert.

(1.1) Definition

Sei A eine endliche Wenge.

Plx) = {(xl,,u.,xn) | x;€ K o ne.N} v iek

mit der folgenden Verkninfung , -, heite Freiers bHonoid
iber %. (xlgu.ugx ) .(yl?u..vym) = (xl?nn.Pxn,ylynu.,y )

n m

e D(Klgonugxn) = (Klynonyxn)oe = (Klyonngxn)
#ir schreiben abkiirzend yy¥,...y, fir (yl,on.,yn)
und ab fiir a « b.
Ein Tlement von P(%i) werde mit Satz oder W“ort bezeichnet.
Seil X = XqXgeenX, € P(X) mit x;& X, so heifie x, der erste,

x, der letzte Faktor von x.

(1.2) Definition

Seien 5, O c F(L) Breigsniese fiber dem Alphabet X, so

2

erlclért man folgends (perationen:




w
C
v
[

1 o {s [ =] 681 oder s 552§
S, ‘S, {81-82 | 5565, i=1,2}
S,+ = 3_sls2...sn | 8, €8, 1=1,...,n¢ W ufel

Folgende Ereignisse heifen Elementarereignisse:

It

{x§|zcex;gg3,ﬁ. Dabei sei @ die leere Menge.

Man bezeichnet ein Dreignis 8 ¢P(X) als reguldr, wenn man
es in endlich vielen Schritten durch Anwendung der Opera-—
tionen ,v,-,+, aus Blementarereignissen aufbauen kann.

( Bine eingehendere Beschreibung des allgemeinen Sachver—
halts bringt Kapitel VI). D, sei die Menge der reguléren

Ereignisse {liber X.

(1.3) Uber regulére Ereignisse gelten folgende Sétze:
a) Seng ¢=> S ist in einem endlichen Automaten mit
Alphabet X darstellbar. [ § ]
b) DX ist eine Ereignisalgebra. (Dies folgt sofort aus der
Definition (1.2) )
c) 8 €Dy <=> ex. ein endliches Monoid M und ein Homo.
o: P(X) --> K, ferner eine lenge HCH
so, daf S = @ml(ﬁ)‘
4) S €Dy (= ex. ein ,sfandard regular event, B lber

P(Y) und ein Homo. ¢: F(Y) =-> F(X)

so, daf S = ¢(B).




Zum Begriff standard regular event siehe (6.5).
e) Die regulsren Ereignisse bilden eine Boolesche Algebra
(8,11]
) Plir zwei regulére Freignisse, die man auf verechiedene
Weise aus Elementarereignissen aufgebaut hat, ist ent-

scheidbar, ob sie identisch sind.

Zur Prage, ob es umfassendere Sprachklassen mit analogen
Bigenschaften gibt, wurden von Amar und Putzelu [12] die
gleich~ und schiefférmig linearen Sprachen behandelt.

Filr sie wiesen sie Analoga zu a) und b) nach. Ferner zeig-
ten sie die Abgeschlossenheit dieser Sprachklassen gegen—
iiber der Durchschnittsbildung. Wir werden in Kapitel VIII
algs Belspiele zur Theorie Sprachklassen angeben, die auch
die schieffdrmig linearen Sprachen enthalten und echt um-
fassen, fir die Analoga zu a) - f) gelten. Im Rahmen dieser
Arbeit werden somlt einige HauptsHtze {lber regullre Ereig—-
nisse auf umfassendere Sprachklassen erweitert. Dagegen

ist es nicht mdglich auf alle Ergebnisse hinzuwelsen, die
sich mit Hilfe obiger Haupisftze ohne weiteres von reguldren

Ereignissen auf diese betrachteten Sprachklassen ilibertragen

lassen.




IT. ﬁberlagerung von Automaten

(2.1) Definition

Unter einem initialen endlichen Automaten (ohne Ausgabe-
band) verstehen wir ein 4-Tupel (A,%,s,a) mit (1)-(4).
(1) A ist eine endliche Menge, die Zustandsmenge.
(2) X ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet.
(3) ae A i8t der Anfangszuetand.
(4) 8: X x A -=> A ist eine Abbildung

{(x,0) v—> xbb

X,

¢ heifit die ﬁberfﬁhrungs— oder Zustandsfunktion.

Es handelt sich hier um die Ubliche Definition des Mealy-
Automaten. Lediglich die Ausgabefunktion wurde weggelassen,

da wir im Folgenden keinen Gebrauch von ihr machen werden.

(2.2) Definition

Wir erweitern & auf o: P(X) x & —> A durch die rekursivé

Definition: xw & b = x 6(whb) f.a. xef, wePF(X)~lel
def
f.a. bed

und die Festlegung: eébh = b f.a. be A

Man verifiziert sofort, dal gilt:

vw & b = v 6(wsb) f.a. v,we F(L{) , beh




(2.3) Darstellung duch Graphen

Zur Veranschaulichung des endlichen Automaten ordnen wir

ihm einen gerichteten Graphen wie folgt zu. Sei (A,%,t,n)

der Automat. Die Menge der Punkte des Graphen sei {b | b EA}
und die Menge der Strecken: {(al,agfx) l xép, = 32}
Dabei habe die Stecke (al,ag,x) a, als Anfangspunkt und

g, als Endpunkt.

2

Beiapiel:

A = &a, b} y 4L = Lxl, xzi

lea = b, xzéa = b, xlbb = b, x2éb = g
X

Gy S, @xl
I-H“"“-—H__X_ _2_.‘.ﬁ._.o—/)a

Ist ein zugehlriger Graph.

M

HJeitere Erliuterungen {iber endliche Automaten stehen in [8,11])

Wiy wollen nun die Definition des endliichen Automaten

erwelitern.

(2.4) Definition

Sei Y eine endliche Menge, g: F(Y) —=> F(X) 4bbildung
und (A,%,6,a) ein endlicher Automat, so wollen wir erklé-

ren, was wir unter dem {iberlagerten Automaten (A,X,0,8,8,Y)

= JL verstehen.




Wir definijieren: & : F(Y) x A --> A durch
w,b -=> wd b
( ) .

wod b= glw) &b
& gef
ég heife die Uberfiihrungsfunktion, ¥ das Eingabealphabet,

A die Zustandsmenge, a das Anfangssymbol, (A,X,6,a) der

unterliegende Automat und g die Karte von OU.

(2.5) Erlauterung

Den liberlagerten Automaten kann man sich vorstellen als
Hintereinanderschaltung zweler Automaten, von denen der
erste die Abbildung g bewirkt, die der Karte des Uberla-
gerten Automaten entspricht, whihrend der zweite gerade der
unterliegende Automat ist. Ist die Karte des iliberlagerten
Automaten die Identitii, so wirkt er wie ein gewbhnlicher
endlicher Automat. In diesem Fall identifizieren wir ihn
mit dem unterliegenden Automaten. Die folgende Definition
des Homomorphismus bei {iberlagerten Automaten enthélt im
Spezialfall die ilbliche Definition des Homomorphismus far

endliche Automaten.

(2.6) Definition

Seien Ci'i_l = (ﬁl’}{l’ol’al'gl’”fl)’ o[.z = (A2¢:{2s52!32;g29Y2)
Uberlagerte Automaten. Din Tripel (hl’ha’hE) von Abbildungen

hos ¥, —=> ¥

- ) . X )
1 1 X > h,: A 2 A heift ein

i 2

29
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Homomérphismus (hl‘hg’h3)’ Gl —=> Cﬁz , wenn (1), {(2)
erfiillt ist.
(1) hj(al) = a,
(2) gyhy(w) &5 hg(b) = hym(w) 6, ha(D) =
h.3( gl(w)alb ) f-%-"»?’E:F(Yl)w b&le
Dabei bezeichnen wir hier wie im Folgenden, wenn keine
Verwechslung miglich ist, mit hl' h2 auch die eindeﬁtigen

Portsetzungen als Homomorphismen von hl’ h2 auf die freien

r 2 - m bl ——— T r " ‘]:} o m — " 3
Monoide: hy: r(fl) p) ﬁ(lz) h,: _(il) > P(ﬁz).

Oil und CHZ heifen isomorph, wenn hy, h,, h3 bijektiv

gind. Dann ist(hil,h_l,hul): oz

5 5 —-—> Cil ebenfalls ein

2

Homomorphismus.

(2.7) Bemerkung

Aus der Struktur eines lberlagerten Automaten folgt nun,
dalf man wesentlich zwischen zwei Arten von Isomorphien
unterscheiden kann. Die eine entspricht wie die Isomorphie
bei endlichen Automaten einer Umbenennung der Symhole.

bs gilt:

1) hB(al) =8,

3) hﬁ(wélb) = hz(w) 5, h3(b) f.a. mrEETKl), b el

i




_11:;_.

Ees ist sinnvoll, diese Isomorphien triviale Isomorphien
zu nennen. Diese lassen sich analog zu den Isomorphien
bel endlichen Autonafen bestimmen. Daneben gibt es aber
wie das folgende Beispiel zeigt, auch nicht triviale Iso-

morphien.

(2.8) Beispiel

Seil qu = (A,X,bl,a,g,Y) ein lberlagerter Automat und ==
gelte: g{P(Y)) ={¢. Sei o, = (A X,6,,a,g,Y) ein aweiter
liberlagerter Automat mit beliebigem 62, 50 gilt:
(idy,i@X,idA) : CRI -—> CRE ist ein Isomorphismus.

wegen h3(al) = a; ist (2.6) (1) jeweils erfullt, und wegen
hig(w) = gh (w) = e f.a. wel(Y) ist (2.6) (2) jeweils
erfiillt. Dagegen gilt im allgemeinen (2.7) (3) nicht, denn
das wiirde bedeuten: wé,b = wb,b f.a. we F(X), be A

1 2

62 war aber beliebig widhlbar.

Es sei angemerkt, daB sich die Begriffe def Aquivaleng,

des Zusammenhangs und der Reduziertheit von endlichen Auto-

maten ohne weiteres auf iiberlagerte Automaten ilbertragen

lassen, widhrend die {iblichen H&tze hier nicht mehr ganz so
g i e T -

einfach sind. Wir interessierem uns hieraber im wesentlichen

nur fiir die Darstellung von Gprachen.
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{2.9) Definition

Sei Otl= {A4,X,¢6,a,g,Y) ein iiberlagerter Automat. Ein Br-
eignis S ¢ F(Y) heif+ in O( durch A c A dargestell® (==>
Lw | weP(Y), glw)éa &K}

Sel g eine Karte.

Bg = i S 'S wird in einem Automaten mit der Karte g
dargestellt.
Die Struktur der Sprachklassen Bg werden wir im Fol~-

genden allgemein untersuchen. Dazu zunichst folgender

(2.10) Satz

Sei (id h Yy« O, ==> CHE Homomorphismus und

Y* 2’ 1
h3 gei injektiv, so werden in le und CKz die gleichen

Ereignisse dargestellt.

Beweis: § werde in 4 durch Eldargestellt. Eg gilt:

S

{ W !gl(w) 6, a C_Al_}

{ w \hi( gl(w)élal ) ehi(ﬁi) } weail ‘hﬁ injektiv ist

E W lhggl(w) 5, hB(al)G'nB(Kl)} weil (idY’hz’hB) Homo.

Homo .

i

fwley(w) e, a, €ny(hy) j weil (idy,hy,hy)

Es folgt: 8 wird in Of, durch hB(Xl) dargestellt. Umgekehrt




.-1'7.._

ist sofort ersichtlich, daf wenn § in Of, durch Ichz

dargestellt wird, 5 in Ofy durch hgl(zg) dargestellt wird.

Lolty A, melh! LB copen A 7,
P aélf:’—‘u'/z»r ¢ erd L A Gl A ) o e od e 5
(2.11) Definition el S ot gl P
A

Sei My die lMenge der {berlagerten Automaten mit Eingabe-
alphabet Y

i1q

h: F(Z2) ——> P(Y) Abbildung. Definiere:

m - —
lh : MY > MZ durch
Ty ¢ (A, X,6,2,g,Y) +=> (A,X,6,a,gh,2)

Th heife eine Transformation.

(2,12) Sats

Sei C1 die Kategorie mit den endlich erzeugtenFreien Mono-

iden als Objekte und den Abbildungen als Morphismen.

Ca

sei die Kategorie mit {MY | ¥ endliche Menge} als

Objektmenge und den Transformationen als Horphismen, so
ist T : C 5 mit T(Y) = My und T(h)

:—.Th

ein kontravarianter Funktor.
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IIJ. Darstellbarkeit von Sprachen und Zerlegungen

in ifiberlagerten Automaten.

(3.1} Definition

Sei A eine Menge. 2 = [ A; | AjCA, i&:Ij heift eine
Zerlegung von A, wenn (1)-(3) gilt.

(1) U A, =4

ied
(2) Ajnhy = @ falls 1%]
(3) Ay # g ftir 1 €d

ZA sei die Menge der Zerlegungen von A.

(3.2) Definition

In ZA definieren wir eine teilweise Urdnung.

Zl < 22 <=> zu C eZl ex. D 622 | C cD.

Ber.: Zl igt feiner als 22.

(3.%) Definition

Seien Zl, 22 eZA

%, v & A heifien verbindbar (bzgl. 21,22) ¢=> ex. Folge
K=X1,K2,,,,xn=y so, dap zu 1 mit l<ign ein Aie Howu i ex.
mit xi_l,xie,Ai

inf(2,2,) - [hpnh, | A 0hy + . Ayely i=1,2 |

d

sup(Zl,Zz) = 3 YeaAalf.a, ve¥ gilt: xe¥ <¢=> x,y sind
def

verbindbar. Ferner: Y * @




Man verifiziert sofort folgenden

(3.4} Hilfssatz

inf(Zl,Zg)'ist die grofte untere Schranke von Z bzgl. £ .

1172
sup(zl,Zz) ist die kleinste obere Schranke von Zl,Z2 bzgl. <

Damit bildet Z, einen Verband. [ 4]

(3.8) Tefinition

gei ¢ B ——> A Abbildung. Definiere r+y ZA - ZB Wie

folgt: £7(z) = if_l(Ai) (a ez, 1) ¢ 8 3'

(3.6) Hilfssatsm

bel Zc_ZA ein Unterverband, 21, Zpe;Z, 50 gilt:

inf(f+(21),f+(zp)) = f+(inf(21,22) )

Beweis: C &f+(inf(Z1,Zq)) (=5

~
{2
]

f"l(clfwc ) | C.e%, i=1,2

2

f"1(c1\rwf"1"

Fas
L]
v
4!
H

'€ inf(f*(zl),f+(32))

FaS
1}
A%
o

(3.7) Definition

sei = (A,%,5,a,g,Y) ein iiberlagerter Automat.

Toe ° P(Y) ==> A sei definiert durch: <, (w) = glwj)ea
L

o
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Doy = {r“lcb) |bea, (o) % ﬂ} heife die von OU er-
zeugte Zerlegung.

Sei g: F(Y) —-> F(X) eine Karte, so definieren wir:

Zg = [ZOII(ﬁ_ist'ﬁberlagerter Automat mit der Karte gf
(3.8) sSatz
. — - + 7
1) Aus Ol = 1,(0(,) => Zcil— h thZ)
+
& = hn (2

2) ah ( g)

151 3 . - o +_ ok
Beweis: 1) gilt wegen: 1012 Toilh' T[H2 (Tollh) h 101 .

2) folgt sofort aus 1).

Aus der Theorie der endlichen Automaten greifen wir nun
folgenden Satz vor, den wir allgemeiner unter (5.4,5 bewei~

sen werden.

(3.9) Satz

ZF(X) 37 wird von einem endlichen Automaten erzeugt.
<=> 1) % ist endlich

2) zu Z;eZ, xel ex. zjéz lx.ziczj

Solche Zerlegungen nennt man Automatenzerlegungen. Ferner

gilt: Die Automatenzerlegungen von F(X) bilden eine Ver-
band.
{(3.10)} ©Satz

Sei g eine Karte, so gilt: 2_ ist bezliglich der Operation
]

inf abgeschlossen und P bildet eine Boolesche Algebra.

=]
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Beweis: 1) folgt sofort aus Hilfssatz (3.6) und (3.8),

| S,

(3.9). Zu 2): Seien 1o Sge_Bg, 80 eX. 2y, Z,€ 7% 5

g
ist als Vereinigung von Mengen in Zi darstellbar i=1,2.
Ferner ex. ein iiberlagerter Automat ¢L = (A,X,0,a,g,Y),
der inf(Zl,Z2) erzeugt. Man verifiziert sofort, daf

5

3 SN S

or 5y o F(Y) -5; 1=1,2 in Ol dargestellt werden.

1V
Bs ist natiirlich, daf wir uns besonders flir Sprachklassen

interessieren, die mdglichet umfangreich sind und die

wenigstens die elementaren Oprachen z.B. die endlichen

enthalten. Ein Kriterium liefert folgender

(3.11) Satz

Bg enthélt die endlichen Sprachen (=> g ist injektiv.

4

Beweis: => Sei glw,) = glw,)}) => w, und w, sind immer
“ 1 2 1 2

im gleichen Element einer Zerlegung, die von einen iiber-—

lagerten Automaten mit der Karte g erzeugt wird. Wegen

{wigeBg i=1,2 folgt wy= w,, also g injektiv.

5=”Sei g(w) = v. [v] wird in einem endl. Aut. QU dargst.

Bs folgt{w} wird in Tg(DL) dargestellt.

Es erhebt sich nun die Prage, ob es zu zwel Karten g1+ &5




\

(}u;f‘/'\rl. /
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mit gleichem Nefinitionsbereich eine Karte g3 gibt, so daf
B , B ¢B_ . Hierzu definieren wir eine bin#re Operation
g1 Ea =X

auf der Menge der Karten mit Pefinitionsbereich F(Y).

{3.12) Definition

Seien gy: P(Y) —> F(Xl), ot F(Y) ==> F(Xg) Abbildungen.
e mei ein Tlement, das in keiner der Mengen Xi i=1,2 ent-

halten ist. K%;fhiu iei Py’ F(Alx Ag) - F(Xi) i=1,2 seien

die Homomorvhismen, die durch pi(xl,x2) = x; f.a. (xl,xg)&

le'Xzelndeutig bestimmt sind. Um gy X &, ¢ PY) ~-2 F(XIXX2)
zu definieren, geniligt es pi(gl X gg)(w) f.a. we F(¥), i=1,2

P
g

zu erkliren. Sei q, = L(gi(w)) q = max g, , 8O definiere man:
i=1,2
a-q _ k

Di(gl X 52)(W) = e lgi(w). Dabei sei e =

und L{v) die Linge eines ¥ortes v.

(3.1%) Folgerung

Sei Eq;xi i=1,2,3 und gy¢ F(Y) —=> P(i;) i=1,2,3 Abb.

so gilt: (gy x gz) X By = 81 ¥ (g,

&4
ag

i

Beweis: ©Bs gilt nimlich: pi(gl x (52 x g3))(w) =

2479 -gi(w) = pi((g1 X gg) X gB)(w} i=1,2,3%. Dabei sei
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(3.14) Definition

Seien Cni = CAi,Xi,&i,ai,gi,Y) i=1,2 fiberlaegerte Automaten, so

definieren wir Cnlxrﬁé = (A1XA2ri1Xi2’61X€2’(alrag)’51X€2sY)

— - - bi fir xifﬁ
wie folgt: &6,: X,xA, ——> A, durch x.6.b. =
i i™i 1 i i7i . —
Xibibi fiir xi#e
und 6lx62: (Xlx X2) X (A1 x A2) -> A, x A, durch:

(x,x,) 6yx8, (by,b,) = (x)890y,7,0,05)

(3.15) Satz

BO{ sei die Menge der in Of dargestellten Ereignisée, P(F(Y))

die Potenzmenge von Y, so gilt:

1) B ist die kleinste Boolesche Algebra in P(F(Y)),
OC]_X 0(2
die BC{ ' BO( nmiaft.
1 2
2 B umfapft B und B_ .
) nggZ ' 3 g1 &o

Beweis: Man beachtet, dapP die erweiterte Uberfiihrungsfunktion

des Automaten C( X C(, nach Definition der Gleichung:

genigt.
a) B , B.. C B _ 3 Wenn S, €B .. durch A.cA, dar-
ot OLE‘ Otlx o i Ty i~7i

. -1, _
gestellt werden, so werden S, in Bﬁtlxcx2 durch p;~(4,) dar
gestellt. Dabei seil Pyt Ale2 -—> Ai die i-te Projektion.
b) Sei B eine Boolesche Algebra in P(TF(Y)), die B0t . BGE

1 2




Beweis: 1) => 2} D, = B.
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-1 -1

umfaft. Es folgt: TCXlX(IQ(b X A2)’ TOCIXCXQ(Al x c)&B
f.a. b&Al,chz
Es folgt: Tgilxcxz(b x AZ)'\Tgilxché(Al X c) =
fc‘(;%lxctz(b x hynA) x c) = -caglx%((b,c)) &B

f.a. bC-Al,c EA2

1
Da B begzliglich der Mengéﬁereinigung abgeschlossen ist, folgt:

B c B.
ULy X 0ty

c B , B B folgt sofort aus a}.
) g s, C g1 xE, g )

(3.16) Satz

Sei g: F(Y) ~—> F(X) Karte, Dy nach (1.2}, so sind folgende

Aussagen &quivalent.

2) Fir jede Karte h: F(Z) --> F(Y) gilt: By, c_th

nach (1.%a). Aus B, C B
folgt sofort: th;th f.a. hlh: P{(2) --> #(Y) Karte.

2) => 1) Setze h = idF(Y).

Insbesondere erscheinen nun solche Kartenginteressant mita:
Dy i Bg, weil dann zumindest fiir gewisse Karten h: P(2) --> F(Y)

th gine Sprachklasse bildet, die Bgecht umfaft. Solche Karten

werden wir z.B. in Kapitel VIII angeben.




oL
Iv. Entschef%arkeitsfragen

Bei Aussagen iliber Sprachen 3 eBg setzen wir hier immer eine

gegebene Darstellung von 5 in einem Automaten (A,%,0,a8,8,Y)

TOoOTraus.
(4.1) Satz

Sei g: P(Y) —> T(X) eine Karte, so gilt: Jede Sprache

8 eBg ist entscheidbar ¢=> g ist turingberechenbar.

Beweis:,fbu Z2u vel{X) ist ein endlicher Automat konstru-
ierbar, so daf {v] in (A,X,0,a) durch be A dargestellt wird.
Sei OL = (A,X,6,a,8,7), so folgt: g 1(v) = T;%(b)é:Bg
Da g_l(v) entscheidbar ist, gibt es zu jedem w ¢ P(Y) und
jedem v e F(X) einen Algorithmus, der entscheidet, ob g(w)=v.
Damit ist g turingberechenbar.

¢= Sei § in Ol = (A,X,0,a,8,Y) durch A dargestellt, so ist
T : P(Y) ——> A turingberechenﬁar, und damit ist ent-

w ~~> g(w)oa
scheidbar, ob w ¢8S.

(4.2) Satz

Sei g: P(Y) --> F(X) eine Karte, so gilt:
Zu je zwel Sprachen 81,52¢3Bg ist entscheidbar, ob bl=82

¢=> Zu jeder reguliren Menge S cF(X) ist entscheidbar, ob

5ng(r(¥)) = 4.

1

Beweis: => § sei reguléire Menge, die in Ol = (4,%,¢,a)

i
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durch A

R -1 .
|c A dargestellt wird, § = TCQCAl). Sei ch=Tg(CK).

Nach Voraussetzung ist entscheidbar, ob T—l(Al) = T_l(ﬁ)
oty oty

1 -1 _ :
TOt(Al) = ¢, und damit ob

Damit ist entscheidbar, ob g

g(F(Y))nsS = £.
foI Seien 5, Szeng, so kann man einen Uberlagerten Auto-

maten 011= (A,X,a,a,g,Y) konstruieren, so daf Sl’ 82 in

O, dureh A,« Agc:A dargestellt werden. Or= (4,%,6,a).

def
s PR
Es gilt also: §; = Enl(Ai).
-1 -1
i 3 [ - - -
Man verifiziert nun: 35, = 82 <=3 Enl(Al) Enlﬁz)
_ -1 _—1 _ -1
=S Tor (Al) = Ty (AlnAz) = T (Ag)
1 1 1
-1 _ _ -1 _ _
{=> Toll(Al (AlﬂAz)) = ﬁr Toll(Ag (Alf\Az)) = ﬂ
¢=> g T (A, = (AynAhy)) = f8 gt A, - (A Ahy)) = 8
g Tt 1752 Y 177
5, = ng(Ai ~ (Ayn A,)) 1=1,2 sind regultire Mengen, die

in dem endlichen Automaten Ol dargestellt sind. Da nach
Vorauseetzung entscheidbar ist, ob g(F(Y))r‘Si = 4 1=1,2,
folgt dann aus obiger Betrachtung, daf die Aussage Sl = 82

entscheidbar ist.

(4.3) Satz

Sei g: F(Y) —-> F{X) eine Karte, so gilt:
7u jeder regul#ren Menge S c F(X) ist entscheidbar, ob

Sng(P(Y)) = @ ¢<=> Zu je zwel Mengen 5., Sze'Bg ist ent-

scheidbar, ob Slc 82.




"

Beweis: => Seien Sl’ 82 in Ol= (A,X,6,g,Y) durch

-1 - .
Ay, A, dargestellt: S, = TUL(Ai)' Bs gilt: 8y¢ 8, <=>

l!
-1 -1 ' -1 _ -1
Letztere Aussage ist aber nach (4.2) entscheidbar.
_" i 3 [ (3
5- VA 51’82‘:Bg ist entscheidber, ob uICISQ, Sec:ul.
Somit ist entscheidbar, ob Sl = 82. Hiermit folgt aus

{(4.2) die Behauptung.

(4.4) TPolgerung

Sei g: P(Y) —-> P{X) eine Karte und kann man eine context-
freie Grammatik G angeben, so daf fir die von ihr erzeugte
Sprache L(G) gilt: L(G) = g{(F(Y)), eo ist flir je zwei

cprachen S 3 EBg entecheidbar, obh S, CS..

1’ 2 1 2

Beweis: der Beweis folgt unmittelbar aus folgenden SHtzen:
Zu einem reguléren Ereignis 5 und einer contextfreien
Grammatilt G kann man eine contextfreie Grammatik G, kon-

1
struieren, so daf L(Gl) = L(G)nS. [ 5]

Zu jeder contextfreien Grammatik G ist entscheidbar, ob

L(G) = 4. [3]




V. Freie Agsoziative Systeme.

Wir werden im Folgenden die Operationen der Ereignisal-

gebra der regulliren Mengen auf die Sprachklassen Bg iber—
tragen. Dazu bedarf es jedoch einschrinkender Vorausset-

zungen. Es ist folgende Definition zweckmifig.

(5.1) Definition

Sei ,0, eine bin#re Operation: o: P(Y) x F(Y)o M --> F(Y).
(F(Y),0) heife ein TFreies Assoziatives System genau dann,
wenn (a) - (c) gilt.
(a) DBs existiert ein Element eOE;F(Y)I

e, 0 W =W =wo e, f.a. xng(Y)

(p) (uov) ow=uo (v ow) f.a. u,v,we F(¥)

d.h. beide Seiten sind stets beide definiert bzw.
nicht definiert und gleich , wenn sie definiert sind.
(¢) Es ex. eine endliche Henge E cP(Y), so daP es zu jedem

wePF(Y) -{eo}eine eindeutige Darstellung

W=V, 0 W, Ocuvnn w0 W | WiefE gibt.
Dabei sei Wy O «...0 W rekursiv wie folgt definiert:
Wy O Wy 0o..0.W = (wy Oevcow_ o) 0 W,

Bez.: E heiPe das freie Erzeugendensystem.

(£.2) JFolgerung

™

Sei (F(Y),0) Freies Assoziatives System , so ist E eindeutig.

|Ill'..I..llIIIIIIIIIIIIIIIIIIIllllIlllllllllllIlllllllllIIIIIIIII-l------
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Beweis: Amn.: E, und E, erfilllen (5.1)(a)-(b). Zu zeigen
ist: EICEE’ Sel WeEl, W=W, 0W, 0...0 W, | WieE2 und
W, = VL 0 VE 0...0 VT | vie¢E . Weil o assoziativ und
i 1 2 T n, k717

somit ein Produkt von der Klammerung unabhingig ist, folgt:

_ 1 1 1 2 n n k
W - vl 0 v2 0...0 vnlvo '\Tl.-...o vl 0.-.0 Vn ' viéEll
n
w = w ist aber die eindeutige Darstellung nach (5.1){(c) be-

zllglich El. Es folgt: n = 1, n; = 1l i=l,..,n und somit weaEz.

Bel gegebenem Fr. As. Oy. sel E" im Folgenden eine zu B

gleichmiichtige Menge, y: B --> B sei bijektiv.
w > w

(5.3) Satz

(1) Sei (F(Y),0) ein Freies Assozistives System, so kann ihm
in natdrlicher Weise eine Karte g: F(Y) ~-> F(X¥) =zuge-
ordnet werden, sc daP g die Bigenschaften (a),(b) hat.

(2) TIst g: F(Y) --> F(E') eine Karte mit den Eigenschaften
(a),(p), so entspricht ihr in natlirlicher Weise ein
Preies Assozatives System.

(a) g ist injektiv.

(b) Ist weg(P(Y)) und v ein Teilwort von w, so ist auch

ve g(F(Y)). Insbesondere ist e e g(F(Y)) und Hecg(F(Y)).

Beweis: (1) Definiere g: F(Y) —=> F(E') wie folgt: gle ) = e.
- =1 o
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Dabei sei e das neutrale Element von F(E’), und:

4 r ’
g(Wl O W2 O---O Wn) - W1°W2 ----.-Wn ‘WiEE- | ’%‘ﬂi, Ef},

ﬁ‘ﬂm '

N do 7
a) g ist Abbildung, weil E frei”’ist und inj. nach Definition.
b) folgt aus der Apsoziativitit von ,o0, wie folgt:

wenn w, oW O0¢v.a0 W, definiert ist, so auch

2

Wy O Wy.q 0...0 Wy ligj. Damit ist mit wyW,....w, auch

Wiwi+1....wje,g(F(Y)) | i<j. e e g(P(Y)), EE:g(F(Y)) nach Def.

(2) Definiere ,0, durch:
{g“l(g(w)-g(v)) falls g(w)-g(v) ¢ g(P(¥))
W oV =

andernfalls sei w o v nicht definiert.
(a) ghl(e) ist neutrales Element beszfiglich ,o0,
() (o viow=g gl (sw)a(x)) -alm)] =
g (g(w)-g(v)-g(w) = uolvow
Die beiden Ausdriicke (u o v) o w und uw o (v o w) sind
wegen der Eigenschaft (5.3)(b) immer gemeinsam definiert
bzw. nicht definiert und sie sind gleich, wenn sie defi-
niert sind.
(e)” Die Eigenschaft (5.1)(c) gilt, weil g Abbildung iet.
Man verifiziert sofort, dap die Zuordnungen in dem Sinne

natfirlich sind, dspf sie sich gegenseitig invertieren.

3, : Py AN
h“,{,,'gt Lg M-éf - t v, E'—‘Qﬂm-vﬁ ?
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(5.4) Satz

Sei g: P(Y) —-> F(X) eine Karte mit den Eigenschaften
(5.3)(a),(p) und (P(Y),o0) das zugehdrige Freie Assoziative

System, so gilt:

Eine Zerlegung 7 von P(Y) ist genau dann in 2 <

e >

1) 7 ist endlich

2) zu Z, €3, WeL ex. ZjeZ lw o Z;¢ Zj

Dabei sei w o Zi = {W ou ] ué Zi’ und w o u ist definierﬁ}

Beweis;”zf 1) Sei Ee Zg.fwerde durch ot= (A,%,¢,a,g,Y)
erzeugt. 2 T 1 (b) | bes 3y % ')
gl 4 = g- ot 1y ot

Z ist endlich, weil A endlich ist.

. 2 Ly " _1 - ~ r _l .—_l
Behauptung: Zu we B, Tm;(b) ex. ce A | w o Tt (b)C'En (c)

Falls w g ng(b) = f§, ist diese Aussage trivial.

Sei nun vew o ng(b), so folgt: ex. ug.ng(b) mit
g(v) = g(w)-g(u). Nach Definition von T;S(b) gilt g(u)da=b.

Bs folgt: g(v) ¢ a = g(w) o (g{u)oa) = g{w) & b. Dies gilt

fiir alle vew o 1 1(b). Somit gilt: w o T;g(b)C-Téi(%(W)éb)

o

1

(= Sei 7 = $2. | i€ J}. Definiere (4,%,5,a,g,Y) wie folgt:

"

A=4d, a=1| eoe-Zi. Fir xeX, jJed definieren wir:

{i Cfalle xeg(P(Y)) und @ # g *(x) o Zic By

beliebig, falls xd&g(F(Y))oder g (x) o By = #




Behauptung: TE%(i) = 2, f.g. ie d
Es geniigt zu zeigen: 71 (w) =i = we?; f.a. we F(Y)
Mir w = e, ist die Behauptung richtig, da nach Definition
Tcz(eo) =aund e €2, . Selnunw =w, ow, _....0w mit
Wié:E. Wir beweisen die Behauptung dureh Induktion {iber n.
Verankerung: n=1 Tolwy) =1 = g(w,)da = i. Wegen
eoegza gilt wy o 7 % #. Damit gilt aber nach Definition
von b: wl 0 Zac:Zi und damit wle_zi.
Induktionsschluf auf n

. -1, _ _ .
Sei w 0 ....0 wy¢€ 101(1). Es folgt: ( glwy).... g(wl) )éa=i
Sei g(wn_l)-...-g(wl)éa = j, s0 folgt nach Induktionsvoraus-

setzung: Wy_q Owe::0 Wy € Zj

Ferner gilt dann g(wn)ﬁj=i
Da w_ o Zj + f, folgt nach Definition von &: W, o quzzi

it caes0 W .
und somit W O W 0 wy &Zl

(5.5) Satz

Sei (F(Y),0) ein Freies Assoziatives System und g die zuge-—

hdérige Karte, so gilt:
1) Zg ist bezliglich der Operation inf abgeschlossen

2) 1Ist ferner wo v f.a. w,ve€F(Y) definiert, so ist

Zg auch begliglich der Operation sup abgeschlossen.

Beweis: 1) Ann.: Zl,ZEE:Zg

Beh.: Piir inf(zl,ze) gelten die Aussagen (5.4)(1),(2).
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inf(Zl,ZE)/ist endlich {trivial).
Zu (2):Seien zie_zi i=1,2, wePF(Y¥}, so ex. Z?ezzi i=1,2

lnzl

i=1,2. Daraus folgt: w o (Zi 2)C:Z2n22

2
i 1 72

so daB w o Z%Ciz
Damit ist (5.4)(2) fir inf(Zl,ZE) nachgewiesen.

2) Beh.: PFilr sup(Zl,Zz) gelten die Aussagen (5.4)(1),(2).
(1) iet trivial. 2u (2): Sei we F(Y). Wir zeigen:

Sind x,v ¢ *(Y) verbindbar bezliglich 21,22, so auch

W 0 X, WO ¥

Sei x = K pXgyeres Xy =¥ eine Folge, so daf zu jedem 1 |
1<i¢n ein Zi"e Ly W Z2 ex., so daf Xyq0 %y Ezi'

B f H N X N W H—.- W 7 . o 7 R /A

Bs folgt WO Xy gy WO R jEW O Z1 Zu W, Zl ex &J S 1@*22

mit w o ZiC_Zj. Also gilt: w o X9 WO xié_Zj.

Hiermit folgt, daB w o x, w 0 y verbindbar sind.




VI. o-regullire Ausdriicke und o-regullire Ereigniase

In diesem Kapitel wollen wir die Operationen der Ereignis-—
algebra der regulfren Treignisse auf dieSprachklassen Bg

Ubertragen.

{6.1) Definition

Sei (F{Y),0) ein Freies Assoziatives Syatem, Syv Sgc.F(Y).
Sl 0 32 = {sl 0 825 FY) l 55 € 0y i=1,2 l

-

By O Bpeesors 0 8 € P(Y) | nen, B & Sliugeog

i
=
+
1]
[

(6.2) Definition

Wir wollen nun erkléren , was wir unter einem o-regulfiren
Ausdruck n-ten Grades A" und dem durch ihn dargestellten
o-regulliren Lreignis S(A") verstehen.(F(Y),o0) vorgegeben.
o—regulére Ausdriicke sind epezielle Wdrter fiber dem Alpha-
bet: {vvlvve}ﬁl v, 1(,),D,u,+,ﬂ,eog
n=1: Ale L oder Al = ¢ oder Al = e,
S(Al) = iAlg CP(Y). Dabei ist @ die leere Menge.
n>l: Sei A" o—regulfrer Ausdruck n-ten Grades, so sei

(A"+) o~regullrer Ausdruck n+l-ten Grades.

Seien Al, A2 o-regulire Ausdriicke mit Grad ¢ n,so

dap wenigstens einer von ihnen den Grad n hat,




so sind (AlL’AZ)’ (Al 0 Az) o-regulire Ausdriicke n+l-ten
Grades.
s(A%+) = s(a™+, S(A,uh,) = S(A;) vS(A,)

( def ’ ! 2° gef 1 2

:a(Al 0 A2)d=ef‘3(A1) 0 S(AZ)

(6.3) Definition

C, = {S(A) ] A ist o-regullrer Ausdruck} sei die Klasse

der o-reguldren Ereignisse. bei festenm (P(¥),0).

(6.4) Satz

Sei (F(Y),o0) ein Freies Assoziatives System und g die

sugehdrige Karte, so gilt: Bgc'co

Beweis: Zu w e P(Y) definieren wir

S v eP(Y) und ex. u * e_,W mit?
v

{ w=uovV 5

?(w) ist die Menge der nicht trivialen rechtsseitigen Tei-

T(w) =

ler von w bzgl.,0,

Sei nun (= (A,%,0,2,g,7) ein lberlagerter Automat.

o.w.B.: A

(1,2,...,n} a=1L Sei 1gi,j¢n, Ogken

sk - {w Ig(w)bj =1 und f.a. ge T{w) gilt: g(q)dj g'k}

13 ger -

S? 3 sesteht aus allen Wértern von F(Y), die den Zustand
7

j in den Zustand 1 iberfihren und deren nicht triviale

Rechtsteiler i in Zust#nde ¢ k Uberfihren.
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Wir beweisen nun folgende Rekursionsformel:

K+l | ok K I K _
573 = 51,3V Si,ke1 © (Spqa,pert) © Sy fUr0 <k <l
Stk e g%l yet trivial
b 1) 153
. . ok k s
Sei we Sy y o9 0 (Sppg py *) 0 By

Es folgt: w = v 0 W; O Wy....0W, o u mit (a)-(c)
(a) g{u)éj = k+1 und f.a. ge T(u) ist gla)oj < k
(v) g(wi)B(}Hl) = k+1 und f.a. qu(wi) ist glq)e(kx+1)<k

(¢) g(v)e(x+1l) = i und f.a.ge P(v) ist g(g)6{k+l) < k

Wegen g(vl 0 v2) = g(vl)-g(VE) f.a. vie.F(Y) und weil
die Darstellung w = vy 0 V5....0 ¥, | v;eE eindeutig

ist, folgt aus (a)-(c): wdj = 1, q&j ¢ k+1 f.a. q ¢T(w)

el Sei we SI;HJ.‘, 60 ist entweder w eS¢
1,3 1,

13

oder es ex. eine Darstellung:

W =V w W sr1as2a0 Wo D W mik
O nD n_lo vl 1

k i X oK
Ve Si,k+1 s wié“k+-1,1{~1-1" ueuk+1’j

Wieder benutzen wir dsbei, dap g(wl o wz) = g(wl)-g(wz)

und daf die Darstellung w = vy © Vyeeee0 Vo | viéEE gin—-

deutig ist.
Sg 3 ist eine Teilmenge von E u{eo} und somit o-regulér

Durch Induktion {iber k¥ folgt mit Hilfe der Rekursionsformel

k

5%
i,]

ist o-regulér. Somit sind alle in Ol darstellbaren
Ereignisse o—-regullir. Beim Bewels wurde hier eine Methode

benutzt, die filr endliche Automaten von Gluschkow angegeben

wvurde.

__-
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Um die Umkehrung von Satz (6.4) n#mlich CocBg zu zeigen,
leiten wir zun#ichst Darstellungen von o-regul#iren Ereig-

nissen mit ,standard regular events, her.

(6.5) Definition

Eine Sprache BCF(Z) | Z endlich heift ,standard regular
event, Uber Z, wenn es zwei lMengen Ml’Mzc 4 x Z givt, mit:
1) wet F(2)AP(2)-t bo(6,%) ey

B=<w| 2) aus weP(2)-t-t%2) | (£,31)eZ x 2
folgt: (t,t) e M,

wl Loty

o

[B] = {5152- O N ACHT T IS Mt ..,n-l} T

(6.6) Definition

Sei (P(Y),0) ein Freies Assoziatives System, B c F(Z) ein

»8tandart regular event, und f: Z --=> E Abbildung.

f(B)d:f{f(zl) 0 £(z,) 0....0 £(z,) €MD) #y...2; €3 ]

(6.7) Satz

Sei (F(Y),0) ein Freiee Assoziatives System, R ein o-regu-
l8res Ereignis, so ex. eine Darstellung R = f(B)(U{?og )
mit (1),(2).

(1) B ist ,st. reg. ev., iber Z, dargestellt durch M, ,

My = Pl(Ml) X Ez(Ml)' Dabei seien p;: Z X 2 -~> % i=1,2




die beiden Projektionen.

(2) £ ist eine Abbildung f: 2 —=2 Z.

Bem.: R = £(B) (ufe }) soll heifen:
. g f(B)\aieog falls e ¢ R
£(B) falls eoi R

gunfichst beweisen wir folgenden Hilfssatz:

(6.8) Hilfasatsz

sei (P(Y),o0) ein Fr. As. Sy. , By ,s%. reg. ev., tiber 2

i
i=1,2 mit erwzz = #, dargestellt durch Ml’ mé mit
i _ i 7 . S
My = pl ml) X D M ) i=1,2.Seien Fermer f,: Z; > B Abb.
und f: leJZZ ——> E sgei definiert durch f/Z. = fi i=1,2.

1) es gilt: B = Byv B, ist ,st. reg. ev.; iver Z;vZ, und

wird dargestellt durch:

1,1y 202 1,1y, 2,02
Ml ( pl(ml)Upl(Ml) ) X ( pz(ml)upg(ml) )

2

1
Jii 5

M2 5

w i
Perner: fl(Bl)Lsz(Bz) = £(3B)

2) es gilt: B = By-B, ist ,st. reg. ev., dber I, v, und
wird dargestellt durch:

p(il) x p2(1)

]

iy

M2

L}

2(12)

i thb.Jpg(Ml) x D]

Perner: fl(Bl) ) fz(Bg) = £(B)

3) es gilt: B ~(B +) {e l ist ,st. reg. ev., tber 2

( + bzgl.-) und wird dargestellt durch:
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1
1 = My

11,1 1.1
5 ngJpg(ml) x oy (M)

ez
]

=
"

Ferner: fl(B)LlleOS: fl(Bl)+
k - . -
Bem. Py Zk x Zk -2 Zk k=1,2 1i=1,2 seien die Projek -

tionen.

Der Beweis folgt jeweills sofort aus der Definition des

,8t. reg. ev., (6.5) und der Definition (6.6).

Beweis von (6.7)

Sei R = S(A™) und A" o-regul&rer Ausdruck vom Grade n.
Beweis durch Induktion iliber n.

n= 1 a) R = {xi | x ¢E. Setze: Z = {zﬂ,

My = {(zl,zl)} M, = a, f(zl) = x

b) R = {eé, oder R = @. Setze: 7 =£zl§ My, i, = £ und
f(zl)e E beliebig.

Induktionsschluf von n auf n+l

Es sind drei PFédlle zu unterscheiden. Ai geien im Folgenden
o~regulére Ausdrticke vom Grad ¢ n, S(Ai) = fi(Bi) (u%@oﬁ)
seien Darstellungen nach (6.7).

(1) o (AI\’AE)' Damit ex. eine Darstellung

R e £ (5) 1,03 (o)

(2) R (Al 0 Az). Damit ex. eine Darstellung

R = £1(B)) o £,(B,) (”fl(Bl)) (Ufz(Bz)) (U{eog)
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(3) L (Al+). Damit ex. eine Darstellung

R = fl(Bl)+
Um zu der in (6.7) angegebenen Darstellung zu gelangen,
wendet man im Pall (1) (6.8)(1) an, im Fall(2) (6.8){2)
und dann gegebenenfalls wieder (6.8)(1), im Pall (3)

wendet man (6.8)(3) an.

(6.9) Sate

Sei (P(Y),0) ein Fr. As. Sy., g die zugeh&rige Karte, R ein
o-regullres Ereignis, so ex. ein Uberlagerter Automat

(A,E,6,a,8,Y) in dem R dargestellt wird. Also gilt: B, c B,

Beweis: Sei R = f(B) (u Foé) eine Darstellung von R

nach (6.7) mit B ,st. reg. ev., {ber Z dargestellt durch
M o= ny 7 f = -~ Ec? .
Mi? M2’ so daB My pl(ﬂl) x pz(ﬂl), i Z > EcPF(Y) Abb
Wir geben den Automaten (4,E,&,a,g,Y) an. Es sei daran
v
erinnert, daf g: F(Y) --> P(E) definiert ist durch:

s

¢ : - _
g(W:L O Wy Oevnvenn o w, ) = WiWo. oW | Wi e E, g(eo) = e

A definieren wir rekursiv zusammen mit o: f X A -2 A,

Dabei sei A enthalten in P(Z)wu {aj. P(Z) sei die Potenzmenge

von %, a der Anfangs rustandundé es gelte a ¢ P(Z).

Sei veE: voa = z | £(z) = d zepa(l)
elve.vma—{ze Z) = Vv un chzflj

def
Sei nun C g P(Z) als Zustand bereits definiert, v eE.

Vo0 = Jze2| f£(z) = v und ex. yEC mit (z,7) ¥, |
def ‘
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A pei die Menge aller Zustfnde, die man auf diese Weise
rekursiv erh8lt. Die leere lenge ist insofern Endzustand,
als kein Eingabesymbol aus ihr herausfihrt. Es gilt eda=a
und auf keine andere Yeise kann der Anfangszustand von
einem anderen Zustand aus errsicht werden.

T(R)d;f iCéA [ex. zeC und z&plflﬁl)}

Wir behaupten, daf qef(B) <=> g(q)éae T(R)

Beweis:, =>" Sei qef(B). q hat eine eindeutige Darstel-

lung q = v, 0 V,_q 0..-.-0Vy | Vv, €E. Tegen qef(B)

ex. Z2_57

oZg-1 " "% €B | fla;) = v

i i=1l,...s. Bs gilt:

Z, € PZ(Ml) nach Definition des ,st. reg. ev., und daraus

folgt: zle_viéa nach Definition von viéa.

Durch Induktion tiber k verifiziert man, daf fir k=1,..,s
Zy € g(vk 0 +..0 vl) & a = (vkvi_l....vi)ba

Denn sei Zk—le’(véml""vi)éa = C, so folgt aus der
Definition von v&éc: zk:eviéc g.e-d-

Also gilt: z_e g(q)da, und weil zsé.pl(Ml) folgt:
g(q)bae T(R).

<=" sei g(q) 8a €?(R). q hat eine eindeutige Darstellung

]

q =T

10V

2 Deea O vs | vieib.

Fiir k=1,..,8 weist man durch Induktion iber k nach:

ex. zlzg....zkégF(Z) l zy € pl(Ml), f(zi) = v, i=1,..,k

) F 2
(Zi’zi+1) € i, i=1,...,k-1 und zkcg(vkvk_l....v )éa




»

k= 1: Sei (vév’....v;)éa = G, so0 gilt: ViéG!ET(R)
Die Behauvntung folgt nun scfort aus der Definition wvon
v;8C und der Definition von T(R).

1

Schlupf von k auf k+1l:

Sei- (vkv£+l....v;)6a = C, (v£+1....v;)éa =D

Es gilt: v&bD = 0. Nach Indukiionsvoraussetzung ex.
2122“'Zk5-F(Z).l z, ¢ C, s0 daf alle obigen Forderuﬁéen
erflillt sind. Nach Definition von vLéD ex. ein zk+ié.D {
f(zk+1) = Vy,; und {zk,zk+l)£5M2. Damit sind aber alle
‘obigen Forderungen an ZqZoeceBypq erfillt.

Nach Definition von vééa folgt: zsé:pZ(Ml). Damit gilt;
V] 0 Vyeeae O vBE;f(B). f(B) wird also durch T(R) darge-
atellt, f(B)w {eoj wird durch T(R)wvja} dargestellt, also
wird R in (A,E:b,a,g,Y) dargesatellt.

_piesem Beweis liegt eine Idee zugrunde, die fiir endliche

Automaten auf Gluschkow zuriickgeht.

Sei nun B ein ,st. reg. ev., tber % und f: Z2 --> E\,{eo}
eine Abb., so libersieht man leicht, daf f£(B) sich darstel-
len 18pt: £(B) = fl(Bl)ufE(Be)u ufk(Bk)u {803 ,
wobei die Darstellungen R, = fi(Bi) die Eigenschaften (6.7)

(1),(2) haben. Damit k&nnen wir abechliefend folgenden Satz

formulieren:
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(6.10) Satz

Sei (P(Y),0) ein Preies Assoziatives Systen und g die
zughtrige Karte, so sind folgende Aussagen &Hquivalent:
(1) R ist in einem iiberlagerien Automaten mit der Karte
g darstellbar.

(2) R ist ein o-reguliires Ereignis
(3) Es ex. eine Darstellung R = f(B) mit B ,standard

regular event, ilber 2 und f: Z2 -~> E u{?03 Abbildung.
.Durch die Konstruktionsverfahren, die zum Beweis der Aqui“
valenz der drei obigen Darstellungen angegeben wurden, ist

ferner sicher gestellt, daP man diese Typen von Darstel-

lungen ineinander tliberfithren kann.




VII. Algebraische Charakterisierung o-regulirer Ereignisse.

(7.1) Definition

Sei (F(Y),0) ein Freies Assoziatives System, W eine Menge
mit einer bin&ren Verkniipfung ,v, die auf einer Teilmenge
von W x W erkl&rt istioW x WOV —=> W

(Wl'wg)‘h"> Wy TV,
Eine Abbildung 6&: F(Y) --> ¥ mit (1) heift ein Homomorphis-
mus &: (F(Y),0) ——> (W,t).
(1) &( vy ox ) = é(y)'rg(x) f.a. vy, xeW

d.h. aus vy o x definiert folgt &¢(yiro{x) definiert

und obige Gleichung.

(7.2) Satsz

SeC_ <=> ex. 5, W, W | c: (P(Y),0) —=> (W,7) ist ein

0
sujektiver Homo., ¥ ist endlich, W< W und
s = o (W)
Beweis: lgz" Sei g: F(Y) --> F(E) die zu (#(Y¥),0) ge-

horige Karte. Wir konstruieren einen liberlagerten Automa-
£

ten Ol = (A,E,S8,8,g,Y), indem S dargestellt wird.

Setze A = W, a = E(eo) und definiere o: £ x A ——> A wie

; o{xjtb sofern dies definiert ist
folgt: x &6 b =

ce VW beliebig gonst




Wir behaupten zunéchst, daf fir die erweiterte ﬁberfﬁhrungs—
funktion & gilt: g(w) & a = Tlw) f.a. weF(Y).

Kach Definition von & gilt:

g(eo)ba = eba = g = E(eo)

Sei nun w = W, O W, 4 0 «..0 %y | W, eXZ. Wir beweisen die
Behauptung durch Induktion {iber n.

n=1: g(wl)éa = wida = E(Wlﬁta = ¢ (wl)

Denn a = E(eo) ist neutrales EZlement in ¥, weil ¢ ein
surjektiver Homomorphismus ist.

Induktionsschluf zsuf n:

P

g{w)éa = (wﬁwn_l....wi)ba

WHS( twn“1~....'wl)aa )

il

-,' - = & Lo T,r" .
wnb(b( Wy ©-+-0 Wy) ) (Wn,rc\vn_l 0-..0 W)

a(wn 0...0 wl) qg.e.d.

s gilt nun: Eﬁl(ﬁ) wird durch % C A dargestellt. Denn es

T
[

i

gilt: w é?l(";}?) ¢=5 ¢(w)e¥ <=5 wom

Lig

W=2 el 5€C, und in dem Uberlagerten Automaten
Ol= (A, X,8,a,g,Y) durch A CA dargestellt.
H = {g(w)é ] W‘EF(Y)} Dabei sei g(w)e 3+ 4 —> A die
def ‘
Abbildung, die durch g(w)é : bv+=> g(w)éb f.a. be A definiert

wird. In H erkliren wir eine assoziative Verkniipfung ,7,

die der Hintereinanderschaltung von Abbildungen entspricht.




Bs gilt denn: (g(w)o)x(glv)e) (b) = glw)el g(v)éo )
= ( g{w).g(v) Yob = g(w o v)éb f.a. be i , sofern
nur w o v definiert ist.

Folgerung: o: (F(Y),0) —-> (H,7) 1ist surjektiver Homo.
w > glw)b
H, = heth(a)t’:K
bdef { j
Behauptung: o =_E“1(HS)

“D" Wé?l(HS) =% g(w)éeHS =3 g(w)éae}f = wesl

H

2 weSs =>g(w)6aé.z =5 gl{w)be Hg => Weg—l(H

S)
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VIII. Beispiele Freisr Assoziativer Systeme.

n
Selen a,,a a_ €N m=Za
1ree T def T=1 *
byybyyesessby € §-1,1)
und zu 8 ] 0 ¢ s ¢ m sei eine Darstellung
(8.1) S = 8] f 8y Faaeat B g | siigN\;{Oi gegeben.

Z sei die Menge dieser Darstellungen.

(8.2) Folgerung

72u we F(Y) ex. eine eindeutige Darstellung

(8.2a) W= Wy Yy W, Voeeaans W Vo W
mit L(vy) = K-a, i=1,2,...,n KeNv {0}
und L(wl Woeoono Wn+l) L(Wl) + L(We) Funnnn + L(wn+1)

ist eine Darstellung nach (8.1)

Beweis: Es ex. eine eindeutige Aufspaltung ..
(8.2b) IL({w) = K-m + s | K,ssNu{o}, s <m,

Es folgt: L(vi) = K- a,

i L(w1 WE""wn+l) = 5 L(wi) = s

i!

wobei 8 = 8, + 8, +eenat 8

1 die Darstellung von s nach

n+l
(8.1) ist. Damit ist die Darstellung (8.2a) aber eindeutig

bestimmt.

(9.3) Definition

Pm(Y)‘= {weeF(Y) ] I{w) = 0 mod m j
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(8.4) Definition

Wir definieren nun eine bin&re

0 PAY) x FY) ——> F(Y). o =

b Z

wird durch Bysee by 1,.-,b

n’

Sei Wng(Y), qgeP(Y),seien w

Q@ = Py 9 Dy GoeeveQy Ppiq di

nach (8.2a)

W o q = Py rl p2 ----- Pn Th Pnst
daf

(8.5} Satz

(P(Y),0) nach (B.4) ist ein Fre
E = {W l 0 ¢ L(w) ( m} ist das

von F(Y) beziiglich ,o0, .

Bewels: Assoziativitit
Seien w = wl Wg" .wn v =
q = pl ql p2 Q2 """ pn qu pn+l

w,v,q nach (8.2a). Man verifizi

wo{vog) =(wov)ogqs= 1]

|

Behauptung: £ ist freies Lrzeug

W,
1

G Y3 ¥

V.

i 94

1

' s

Operation ,o0, auf F(Y)

o(al,..,an,bl,..,b Z)

n!

eindeutig bestimmt.

=Wy Wy oee.lWy

e Darstellungen von w,q

) } .. Wyoay falls bi#l
1 ql Wi ' bi=-l

iee Assoziatives System.

freie Erzeugendensystem

V) Vpeeeev, W, veP (Y)
lq eF(Y) Zerlegungen von
ert sofort, daf
Ty Py TpeensBy Tp Ppiq
bi =1
bi = -1
endensystem.

7u zelgen: zu wePF(Y) - {e} ex. eine eindeutige Darstel-

Jung: ow

1 2

WiEE




Sei T(w) = K'm + s die Aufspaltung nach (8.2b).
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion {liber X.
K =0: IBs gilt: we©® und L(w) < m. Bs ist klar, dafp die

Darstellung w = w die einzig mbgliche ist.

Induktionsschlufy K > O

w 14Ft sich eindeutig aufspalten:
(8.5a) w=poaq | pel, qel(¥)
denn sei W = Wy Vq W, Vyeeoo w_ VW die Aufspaltung

nach (8.2a) und zerlege v, wie folgt:

gapiqi | L(pi) = ay falls bi =1 ‘

vi = i=1,.,n
;75 | L(pi) = a, falls by = -1

Setzt man p = PyPse---Pyr 4 = qulw2"'wnqnwn+1 , 80 iB%t

w=p oq die einzig mbgliche Darstellung (8.5a).
Damit folgt die Exiestenz und Bindeutigkeit der Zerlegung

W= Xy 0 Xyee. 00Xy, |x; €E durch Indulktion.

(8.6) Satz

i/
Sei g: M(Y) —~> P(8) die zu (F(Y),0) gehdrige Karte und

E = {w eB 1 L{w) = m},so gilt: g{(F(Y)) = U/ F(ﬁa-wf
L{w J¢m -

Beweis: trivial. Damit folgt nach ( 8.¢), (4.4): fir zwei
o~regulire Ereignisse A, B ist entscheidbar ob A cB.

)
Denn fiir die regullre Menge (\Jé ME)w’ kann man eine
I{w Jq¢m

contextfreie irammatik angeben, dis sie erzeugt.
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(8.7) Satz

Sei (F(Y),0) ein Freies Assoziatives System nach (8.4)

und S ein o-regullires Ereignis, 8o ex. eine Darstellung:

S = L/ (fW(BW) ow (u{y])) mit (1), (2)
L(w)¢m

(1) BY ist ,st. reg. ev., Uber T, dargestellt durch

w_ w 2 W W

Ml“pl(Ml) b3 pZ(Ml]’ M2
(2) £": (#(T),.) --> (F(Y),0) Homo. mit £"(t)eF f.a. tel.
und umgekehrt ist jede so dargestellte Menge ein o-regu-

l#res Ereignis.

Beweis: a) Beh.: zu SeC_ ex. eine obige Darstellung.

o

Sei § = £(B) (u{eog) eine Darstellung nach (6.7). Ee gilt:

(1)-(3).

(1) B ,st. reg. ev., flber T, dargest. durch M1=p1(M1)XP2(Mi)’
M

(2) £: T -->E Abbildung a

(3) £(3) = ifl(tl) o £(t,) o...o.i‘(tn)eF(Y) | tlta'“-'tnéB}

Wir definieren:
T = {tet}.‘ ] f(t)eﬁ}
W m ! W W
und das ,et. reg. ev., B" fiber T durch Ml' M2 wie folgt:
D = i(tl,tg)eMz |+, €T, 1=1,2 }

_ ex. (t,t.)e 80 dap teT
= (Tr\pl(Mi)) X 2% 1'% ?

Der Homo. f" i (#(T),«) =-> (F(Y),0) werde durch ‘
t > (%) f.a. t T definiert.

gﬁ
i

%
I
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(8.72) Lemma

7 (8") ow = {vef(B)|v=qoqu#e§

W w w ' _ | W
,C Sei qef (B"), q = f(tl) 0...0 f(tn), tyt,0..5,€ B,
NWach Definition von I\ﬂlf ex. t, 4 € T | tyt,e.0t 4 €5

£(t. .) = w. Es folgt: gq o wef(B).

n+l

L
2" Bei v o= £(t) o..vo £(5y) | £(8)) =W, tyt,...% € B

€T, t_t,ee.t, . €B" und damit:

cerd 1850 00Ty

n~-1

s folgt: tl’ o1

vef"(BY) o w.
Somit iet (8.7a) bewiesen und es ex. eine obige Darstellung

fiir S. Die Umkehrung ist triviel, denn es gilt: £ (BY) eC,.

Wir geben moch eine weitere MSglichkeit an, Freie Assogzia—

tive Systeme zu konstmieren;

Sei S CF(EE) eine regul#ire Menge, Bo daP gilt: mit wed 1ist
such jedes Teilwort von win'§, e, Ecs.

]42:}’ y £ seien totale Ordnungen auf F(E') bzw. P{Y), so dap die
. 4

Nachfolgerfunktion jeweils berechenbar ist. ¢ seil die Ein-~
3]

schrinkung von g auf SV, NS die zugehdrige Nachfolgerfunkition
auf S. Die Karte g: F(Y) --> S CF(E') definiere man durch:
Das kleinste Element von F(Y) werde auf das kleinste Element
von S abgeﬁildet und ¢ g(EY(w) = Ns(g(w)) f.a. wePF(Y).

Die Karte g erfulit (5.3)(a),(b) und die Voraussetzungen von

t

(4.4).




IX. Umfang der erzeugten Sprachklassen.

Wir beschiftigen uns hier mit der Frage, wann flir zwei

Sprachklassen C_ , C_. mit o,, 0, nach (8.4) gilt:
04 o, 1 2

C = C oder C ¢ C_. . Zun#chst sei noch auf einige
) ) 0 )

1 2 1 2
Spezialf#lle von TFreien Assoziativen Systemen nach (8.4)

&
hingwiesen.

{9.1) Spegialf#lle

0(1,1,%) ist die Verkniipfung ,+, des freien Monoids F(Y).
Die Angabe von Z ist hier bedeutungslos. CO ist hier die
Klasse der regulliren Ereignisse.

Betrachte o(al,az,l,—l,z) | 2 wie folgt: 8=0+8+0
sei die Darstellung (8.1) f.a. s | L(s) ¢ a, + 8,

Co ist dann eine Klasse schieffdrmig linearer Sprachen.
Insbesondere ist fir 818, =1 CO die Klasge det gleich-

férmig linearen Sprachen. Siehe dazu Amar und Putzolu [1,2].

(9.2) Definition

Sei F(T) freies Monoid. Die Abb. sp: F(T) ==> F(T) sei

wie folgt definiert: sp(e) = e, sp(tl...tn) =t ...t Iti ET

8p heife die Spiegelung. Man verifiziert folgendes Lemma:
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(9.3) Lemma

Sel f£:: F(T) --> F(Y) Abb., so sind folgende Aussagen
Hquivalent:

(1) ex. Homo. ¢ (F(T),=) —=> P(Y¥),0) | £ = ¢ sp

(2) Eo-.gilt:: , £(x-y) = £{y) o £(x) f.a. x,y ¢ (1)

. f(tltg....tn) = f(tn) Oees0 f(t2) 0,:(t1;
ié

(3) f(eT) = e,

{9.4) Definition

Eine Abbildung £: (P(T),*) ==> (F(Y),0) mit (9.3) (1) heipBe

Antihomomorphiemus.

(9.5) Defiinition

Sei o(al,...,an,bl,..,hn,z) Verkn. nach (8.4),
3 .
£f: (F(T7),-) =-->(F(Y),0) Homo.

£, :+ F(T) ——> F(Y) seien die durch (1),(2) eind. best. Abb.

i

(1) flw) = £ (W) £, (m)eeenne. £ (w) f.a. weP(T)
(2) n(£;(w)) = K&, i=1,..,n | K _e N v{0}
(9,6) sSat=z

Sei o(al....,an,bl,..,bn,Z) Verkn. nach (8.4), so gilt (a),(b).

(a) Ist f£: (#(1),:) --> (F(Y),0) Homo,.sd gilt (e).

(b).- Beien .. £y #(T) --> #(Y) 1=1,..,n Abb., so daB (e) gilt,




Dsr [‘f! z L f{:fz,,,} = K‘»v“' ;_:f:,—v = z‘f;bc‘ §
/ 1

= (’L»’“é LCFITY e s =of) ) ,

vw n""g:,rr 4@4 !f ,,5!,7 P “.};e <3 Mf’ﬁ{:;gﬂ_

Ales aatd ba
/’J-.,.{ Pf(rtfhb g o wh, f} %fcvmdww"ﬁ(\”{xm e
F‘J{f" + J*"{:s W vl v i rfﬂé?ff(“} olefi rers
{‘ffw-l ! -cPl'\H zafc) .
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dann ex. gemau ein Homo. g: (F(T),-) —--> (F(Y),0)
mit g, = £, i=l,..,n |

(e) (1) L(£;(+)) = Ky, | K e¥ v[0} f.a. t€T
(2) v, =1 => f: (F(T);-) --> (F(Y),-) Homo.

b, = -1 => £yt (F(T),-) —2> (?(Y),-) Antihomo.

Beweis: (a) (1) 4Aus f: (F(T),-) —> (P(Y),o0) Homo. folgt.

nach Definition der £t Lfi(t) = K;a; f.a. tel
(2) f(x) = fl(x)-fz(x)....fﬁ(x)

£(y) = fl(y)-fz(y)....fn(y) ist die Aufspaltung nach
(8.2a). Ea folgt nach Definition von o und der f;:

£(x.y) = £(x) o £(y) = fl(x-y)-fz(x-y) ....... £ (x7)
fi(x)-fi(y) falls by =1

mit f. (x.y) = {
i £,(y)-£5(x) o by =1
Dies gilt fif alle x,y ¢ F(T), und somit gilt (9.6) (e) (2).

((13)_ g ist eindeutig wegen: g(w) = f‘l(w)-fz(w)-_...fhn(w)
f.a. weF(T)

Definjere glsot
g(w) = £ (W f,(w) .o (W) fua. weR(T)

Aus {e) (1) folgt: g(t) = Kim f.a. t€T . Permer gilt:

glxy) = £, (xy)-£,(xy). ... £, (xy) (nach Def der )

(£, ()£ (x). ... £ (x)) o (£3(y)----£,(y)) (nach (8:4))

g(x) o gly)

Somit ist g: -(F(T).,-) ~~> (F(Y),0) Homo.




(9.7) Satz

Seien °1(51""*3n'b1""'bn'Z)' 02(51,..,an,d1,..,dn,z)

ass. Verkn. nach (8.4), b, = —d, i=l,..,n, 80 gilt: C = C_ .
i i o, 0,

Beweis: Sei SecC, . BEs ex. Darstellung mach (8.7) bsgle 0;¢

S = \/ (f"(B") oy v( @)  mit

L(v) < m
BY ,st. reg. ev., fiber T, fvz ((2),.) —> (F(Y),ul) Homo,

Definiere den Homo. 1 (F(P),*) —> (F(Y),o ) durch:
() - "(t) f.a. tel

wegeR W 0y V=V 0, W f.a. v,w | L(v), L(w) = 0 mod m folgt:

s= U (?v(sp(ﬁv)) o, ¥ (”EYE))

Liv) < m
ist Darstellung nach (8.7) bzgl. 059 denn ap(B') ist wieder
ein ,st. reg. av.,.

Es gilt also C < C und aus Symmetriegriinden C =0 .
oy -~ %2 °p %

(9.8) Sats

Seien ol(al,...,an.bl,...,bn,zl). °2(a1'°'”an’bl""bn’zz)

ass. Verkn. nach .(8.4), 8o gilt: C = C, .
' 1 %

Beweis:

Wir beschrénken uns sunfichst auf folgenden Spezialfall:
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(9.8a) ILenma

2. +%, migen sich nur fir ein festes s<m und zwar wie

1772

folgt unterscheiden:

1
n+l

2
n+l

1

B=s + +-'...-.+E
1 s

2
5 =8y + 8

S N

+-.---.-+S

‘geien die Aufspaltungen von s bzgl. 04 bzw. 0, nach (8.1).

1 2 1 2 2 1

Es gelte: si = By i # p,n+l, sIL = su + l,. Bu+l = Su+l +1
Ferner: hufail, p.=1..
Beh.: C = 0 .
04 0,
Beweis: (
E.) C C C
oy 0,
8
T3 1 1
5 8 8 s
Skizze (n=3) ; 21, ; 22 5 g + g '
P8y i By f 8 E 8y i
Sei S &C . Nach (8.7) ex. eine Darstellung:
1
s= U (@) oy w (o)) nit (1),(2)
L{w)<m

(1) BY ist ,st. reg. ev., ilber T, dargest. durch
W w w w
Iy’ = py (1)) x p, (i), M-
(2) £": (¥(2),-) —> (F(Y),0,) Homo. | £(t)eE; f.a. teTl.
Es gilt nun trivial:

% (P(T), ) —> (¥(¥),0,) Homo., und demit:

£9(B") 0, W = £7(8") o, W €0, falle TL{w) ¥ s.
2




Da GO Boolesche Algebrs ist und alle endlichen Mengen
2 .

enthilt, kdnnen wir nunmehr o.B.d.A. annehmen:

8§ = £(B) oy w mit (1)~(3)

(1) B ist ,st. reg. ev., ber T, dargestellt durch

M, = pl(M1)='x p, (M), M,
(2) f£: (¥(1),-) ~=> (?(Y¥),0,) Homo. |f(t)e'E'1 = E’Z f.a.
| tel
(3) L(w) = =
Man {ibersieht sofort, daP es eine eindeutige Darstellung

givt: s = U (Sv 0, v (v{_v})) |s, e (Y) -fe}
. L{v)=8

Es genfigt, flir ein festes v zu zeigen: SVOé?g.e 002

Sei S_ # B, aeS, o, ¥..Seien:

{9.8b) =a = W% vi w%.. ..... .wi vi Wi+1
N
Zerlegungen nach (8.2a) bzgl. Z,

(9.8c) a = wi vi wg hoanne wﬁ vi wi+1
T e

Zerlegungen nach (8.2a) bzgl. Z,

(9.84) Skizze (n=2)

w%‘ﬁz v W% v% W%
D Y A— —
| ; ' ! :
| iy U : : ;
— > L7 S— 5 1 P
wy V1 w5 Vo w3

Es folgt:

(9.8e) “"131 B Wg Uy, W = “2“% lupm,eY, w o= % 1s3,.,m0

|ll'....IlllllllIII;IIIIIIIIIIIIlIIIIIIlIIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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Wir definieren:

X = {xep, () | 100 = us vy s ug € (0 §
Bx={bxlbxeB} xeX

Zu xeX konstruleren wir ein ,st. rege. ev.-, Bx {lber E,
einen Homo. T : (F(T),-) —-=> (F(Y),oz). ferner eine Abb.

¢: P(T) —> F(T) so, daf folgendes Diagramm kommutativ wird:

B> BY —— > P(Y) A F?%)W
~
tp; surjektiv id
! s q F—> q o,V
B ——=—=> PF() - > P(Y)

Aue diesen Eigenschaften von Bx,'i-‘,tp folgern wir zunfichst:

(9.8f) Lemma

U f(B.I) 0, V = S, ©

v <O
xeX 0

2 2

" Aus der Kommutativit&t des Diagramms folgt:
= _ X
f(Bx) o0, v = £(B") 0] W c8, 0,V

.2 SelaeS o,V C_;E‘(B) 0, W.

& habe die Zerlegungen (9.8b) bzw. (9.8c) bzgl. Z,,Z,.

R S :
Es folgﬁ. vy = Ugly I U € P(Y)
Damit ex. xeX |vj v%vi ¢ £(B%) (wegen b_=1)

4. . X ] n - x- e
Es folgt: 2 e £(B") o; W und weil ,gp(Bx) = B%: aef(Bx) 0, ¥

Um Sv 0, V eCo zu zeigen, mlssen wir jetzt nur noch

2 2

f, 9 mit obigen Eigenschaften konstruieren.
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T {(t,%,) | ty€T, (ty,%,) €1, §
v §luyt,) | tpen ()

x
1

{ ((uls‘rte)r (tjrx)) | t2 € Dl(Ml), (t3,x) El‘ﬁz}
7_-{((1;{,‘62),(1:5,1:4)) FxT | =t }

Der Homo. 9: (P(T),+) =-> (F(T),*) wird definiert durch:

_wird durch M;, M

Bx wie folgt definiert:
iy
MK

H

'?(tl!t2) = tz

(9.8g) Lemma

: .
m(Bx) = B
I X =
c'" g9 x o ( Mi) C My i=1,2

L

it
O Sei tyt,....t;x€B", so ist nach Konstruktion

t = (ul.tl)(tl,tg)(tz,tB) ..... .(tn_,l,tn)(tn,x) €B,

und es gilt: o¢(t) = tltz....tnx

Um f: (P (D),.) —> (F(Y),oz) zu definieren, gentigt es
£,(t) f.a. t eT i=1,..,n zu definieren.

iy 1

By ¥ u. Sei fl(tl)-fl(tZ) = xyz |Lly) = a, L(z) = 1
f1(8) £,(%))

. y -
t) = uy Sei u,-£,(t,) =7 2 | u(y) = 8 L{g) = 1

- u, £.(%.)
- |i 1v2 !
fl(ul,tz)defy :

y

e S TS
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Man verifiziert sofort:

(9.8h) £v = f.

g DL, ?1(51) U, = Uy 75 ¢(a) f.a. a B

(9.81) Lemms

Obiges Dimgramm (S. 58) iet kommutativ.

- Beweis: Sei t€B_, fo(t) o, W habe die Darst. (9.8b) bzgl. Zq»

(1) 0, v die Darstellung {9.8¢) bzgl. %

20
= v owt 1.1 .1
£ o(t) 0y W = wi Y WoerereesoWy VoW o
- .2 2 2 2.2 2
f(t) 02 v - Wl Vl W2I.ll..C -Wn vn n+l

12 2 _ 1.1 .2
nach (9.8e) gilt: Wy =Wy U, W, = U, W, o, Wy o= wy | id2

Aus (9.8h) folgt dann sofort: f o(t) 0, W= (%) 0, V
Betrachte dazu auch die Skizze (9.843).

Damit ist gezeigt: C_ < C_ .
917 %2

Analog beweist man: C, >C, , also gilt (9.8a).
2 1

Zun#ichst ist die Voraussetszung b@ = 1 wegen (9.7) unwesent-
lich.W&hlt man ferner u in (9.8a) ungleieh 1, so 1&pt sich

der obige Beweis von Go = Go sofort tibertragen.
1 2

Damit gilt Lemms (9.8a) mit u,bu beliebig.

Seien nun 2 Z,. Bo, dap sie sich nur fir ein festes s<n

1’ 72
unterscheiden, aber hier ohne Einschr#nkung. Es gibt dann

Zerlegungen .. Zl,Zz,---:Zr lr ¢ s-n :yna

Zl = Zl, 7% = 22 und Zi, Zi+l erfiillen die erweiterten

Voraussetzungen von Lemmea (9.8a). Es folgt: CO = Co und
1 2

damit folgt die Behauptung auch im allgemeinen Fall.
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(9.9) Satz

Seien ol(al"ﬁ"an?bl""hn’zl)’ oz(K-alf}:;Kaaﬁgbl,..,bn,zz)
mit KeN, D a, =m Verknipfungen nach (8.4), so gilt:
1=1 |

¢ =c .
0y O

Beweis: o.w.E. kSnnen wir Zy+Z, wegen (9.8) speziell wihlen.
22 wEhlen wir bel vorgegebenem Zl wie folgt:
Sei t = Kl-m +8 | 08 <¢<m 0K Kl < K,

8 =8 + 8, teout B sei die Aufspaltung bzgl. Zl (8.1).

2 n+l

Die.Zerlegung t = Ty + t2 Feoret tn+1 bzgl. Z2 (8.1)

definieren wir dureh:

ti = Si + 61°K1'ai + Ti.Kl.ai"l mit
5. = {1 Py= T =i1 by =1 Bg = 0
i L i =7
0 1by=1 0 by ,=1 8ps1 = O

(9.92) Temms

(a) Sei L(w) = 0 mod Kem, I(v) = O mod K-m sy B0 gilt:
Wo,V=wo, ¥V

(b) Sei L(w)

C mod K-m , s0 gilt: WO, V=Wo0V

Beweis: (a) trivial

(b) Die Aufspaltungen von w nach (8.22) bzgl. 0y» 0, sind
identisch: w = WyWpe-ceooW, . Sei gun#ichst L(v) < K-m,

Vo=V VpeeeeaV Zerlegung bzgl. (8.2a) 0y

LIS CECT ZPERRRS At 5 Y Zerlegung bzgl. (8.2a) 0y
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Gemdf der Definition von 22 gilt nunt

X31¥3 X5 Byg= 10y b=l
v, - LA Py = 7l By =7
%3173 by y =1, by =1
Tg bj1= 71, by =1
i=1,.. ;n+l, Xqr Xp,q < ©-

Nach Definition von 044 Oy gilt:

w 02 v = 'V'l Wl vz......vn‘-, Wﬁ Lx‘il'l-l

w. X b, = 1
r, = {— i~ i

xi Wi bi = =1

Mit Hilfe der Formeln fir v, verifiziert man nun:s

WO,V =Wo0 ¥
Sei nun v beliebig: v = 2; o, 2, | L(Z2) < K-m
Unter Benutzung von (a) folgt:
wo,V = (w 0, zl) 0, Z, = (w 0y zl) 0 2z,

= (w ol(zl 0y zg)) =Wo, Vv

(9.9b) Lemms : C. ¢ C
%2 %1

Denn jedem o_—reguldren Ausdruck entspricht wegen (9.9a)

2

ein o,-reguldrer Ausdruck, so daf beide die gleiche Sprache -

darstellen.

Unmkehrung: 001C: CO

2
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Sei:t w = Wy 0y W, Oj.....0y W, | o = Kes + ¢

Setze: Wy °1"""'°l W.Kr:vl

Wogq O1-0---01%,. ¢ V3 u.8.w. biss
Wig=1)-K+1%1"*"%1%5.k T Vg
WS'K+1°1' " |Olwr = vs+1

Naeh (9.9a) gilt: w = V] 05 ¥y Opesce0y Voo
Allerdings kann man suf diese Weise nicht ohne weiteres
einen ol—regulﬂren Ausdruck in einen oz—regulﬁren tberfihren.
Hierzu greifen wir wieder auf Darstellungen mit ,st. reg. ev.
zurfick.
Sei SeC_ . Zu zelgen: S&C

0 0

1 2
0.w.B.: S = f(B) oy w mit (1)~(3)
(1) B ,st. reg.ev., filber T dargestellt durch:

Ml = pl(Ml-) .4 PE(M-J_)r M2

(P(T),") ==> (F(Y),0,) Homo. | £(t)€E, f.a. tel.

(2)

(3) T(w)< m.

H

Man Ubersieht sofort, daB es eine eindeutige Darstellung gibt:

s = U (sv o, v(um)) | s er, _(¥) ~fe}
L{v) (K.m
Es ist zu zeigen: Sveco .
2
Sei 8_ % #. Nach (9.98) gilt: v = q o0y W | a éPK-m[(jY;)

Wir gefinieren:

5 |
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| f(x) = q und der letzte
X = gxe[B] " (siehe (6.5)) .
q *‘ao_
X ={eT} y G = &

B = {bx| bxeB
EeX

Faktor von x ist in pz(Ml)

Zu x ¢X konstruieren wir nun ein ,s%. reg. ev., B, {iber T,
einen Homo £ : (F(T);.) ——> (F(Y),oa), ferner eine Abb.

L ?(T) --> P(T) so, daP folgendes Diagramm kommutativ

wird:
f y k> 3y 0, W
BB —me> B(Y) o B(Y)
P
[
(D) 9, | surj. Lid
: £ yr—>yo0
B, ——=> WY) -—-> 7Y

Aug dieasen Eigenschaften des Disgramms folgern wir zunichst:

(9.9¢) ZLemma

v = Uf(Bx) ogveco

xeX 2

":3" Aus der Kommutativité&t des Disgramms folgt:
= _ X
f(Bx) ozv-—f(B)olW C 8,0, 7

n
W& Seipo, vesS o, v cf(B) o w

Bs gilt: v

H

g o w und damit p oy q ef(B)
Sei p o q = f(zn.....zl) | Zp-+-Z,2, €8, z;€7l

Es folgt: ex. r | f(z "'Zl) = g und weiter x = Zyie7q € X

def
Damit gilt: By -+B52%, € B* und wegen der Kommutativitit

T

. X -h
von (D): p o, vef(BY) 0y W = f(Bx) 0, v

2




Wir milssen nun nur noch ‘?L‘-, B’x’?” v mit obigen Eigenschaften

konstruleren.

”fd:r{u (3] | n(w =k}

Bx werde durch M;:, M’zc wie folgt definiert:

M% eXa (t,?)el\ﬂl so dap | }

{(u,v) eT x T

uvx €t-F(T) ~AF(T).%, ferner vx e [B]

M:zxw {(u,v)é-ﬁxﬁ | uve[B]} o
o, ¢ F(T)—> F(T) wird definiert durch :

PR - Ky, 1 X 1 K -
wxi (ul ul.-... 1)(112—-.. 2)-’.lil(usl.l.us) +— >
1 .2 K 1 K i3 K
111 'l.ll-..-.ﬂl . 112.-.-1.12--. ----- us.-.'us-x

(9.9d) Lemma

- A
9.(B;) = B

Beweis: Nach Xonstruktion von B_, ¢, gilt:
: X 1 K . e
(%....ul).....@us.-.-us) ijx ‘< '-‘-)

1 K 1 K X
ul.-..ul....-..us.-.--usxeB

f: (P(1),-) —> (F(¥),0,) sei definiert durch

u -—> flu) f.a. nuel

(9.9e) Lemma

(D) ist kommutativ

' . KN 1 K 1 K -
ngeis. Seli wu = (ul.... 1)(uz....ue).....(us.... B)ein

F(u) 0, V = T(u) o,(q 0y w) = f(u) o g oy w =
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s etk X .1 K 1 K |
f(ul....u,l Wye-ee 2.....115....118) 0 A0y W
s el K 1 K 1 K
f(ul. ceWp UyeoseUpesos Ug .ol x) 0, W
= I@X(u) 0, W Damit ist (D) kommutativ und insgesammt

(9.9) bewiesen.

(9.10) sSatg

Seien ol(al,...,an,bl,...,b ), 0, (e ,...,cp,dl,...,dp 32)

assogiative Verkniipfungen nach (8.4).

1
03(31'---,5111,82,:0 - w ,Bg,—!v'e%r- -'Qp’g:]t-' - -,glgg]é'o s cg 3)

genlige folgender Bedingung:

di'-':—l

[¢/]
a3
H
r——-A-—“\
I
w
0o
(2
[=1]
e
il
(-

1 di=-l bk=1
. 1 d; ==1 b _, =1
g'= o e 3 - -
e 1 di—l bk_l

-1 4y =-1 b, =-1
kK=l,..,n 1i=1,..,D

Es gilt danm: C c C

0, 03

n P
Beweils: my, = Zai ’ m, = Zc.
i tdef 1=1 defi=1 T

(9.10a) Lemma

Sei S = £(B) €c, mit (1) - (3), Bo gilt: S E€C
- 2

03
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(1) B ist ,st.. reg. ev., ilber T, dargestellt durch
My = py(My) x py (M), M,
(2) £: (B(2),-) =—=> (F(¥),0,) Homo. £(t)€E, f.a. terT

(3) qeB ==> L{q) = O mod my

B’é.wei_s: Wir konstruieren ein Alphabet E—E', ein ,8t. reg. ev.,

B ther T, einen Homo. f: (F(ffl.").') -> (F(Y).oj) und eine
Abbildung 9: F(T) --> F(T), so dap folgendes Diegramm
kommutativ wird:

(1) > B —E P
id

.Daraus folgt sofort: O eGOS.
E, 'ﬁ, ?, ¢ konstruieren wir wle folgt:
e §(6eanaty) | 35 € [B]H L(8y) = 2y 1=1,..,n |

Der, Homo. T: (P(T),*) - (F('Y),o.j) wird durch die ‘Abb.

f? : P(T) --> P(T) definiert, die folgenden Bedingungen
geniligen: " Homo. gli = 1
fl; ist Kk
Antihomo. gy = -1

LT (1)) = e}i‘ f.a. teT

kﬂl,-.,n i=1,--,p
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(et 62, ) (85,60 )

1.2 8
£t 8- 5y) dj =1 b =1
8 2,1 —
N £y (e e ooty ty) d; =1 b, = -1
1 .2 8 : = - =
def P (e bpegr e pee) 4y = -1 b =1

8 2 .1 - o -
ri(tn—k‘f"tnrktnrk) dy =1 bpk 1

Men verifisiert, daf T . obige . Bgdingungen erfmllt und somit

einen.Hamo.r?j (P(T), ) =~> (F(Y),os) definiert.

9: F(T)—> F(T) wird definiert durch:

9 ((t},..,ti)(ti,..,tﬁ)......(ti,...,tg))

‘ 1.2 B
= P.TreecesT Ir = titi"‘"ti bi =1
der 12 n i 8. . 4241 b. = -1
i~ %11 i

{(9.10b) Lemma

Folgendes Dimgramm ist kommutativ:

Mr) -—-I-> B(Y)
o7 | 1a

1 ——

PT) —I-> ®(T)

Beweis: Sel y = (t%,..,ti)(ti,..,tﬁ).;..(tf,..,tz) € P(T)

t%ti....tg b, =1
o{y) = ryTyeeer, |y = 8 (241 o
i.-.. 1 i i

fo(y) = fl(rl....rn? fz(rl""rﬁ)"""fp(rl'"'rn)

1
Bq%‘-&a‘-qil q‘2¢---¢-qg----o--coq_lo----.qn

P P
dabei kann man fir q% nach Definition von f

setzen:
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£, (tpteen .. ty) a; =1 by =1
& - fi(tgo..;.titi) s a, =1 b, = -1

e PSR MR TR -t ) d;, = ~1 b =1

2085 penns 2t ) d; =-1 b =-1

k=l,...,a i=],..,p

Daraus folgt sofort: qﬁ = ?]; (y) und damit: f(y) = fo(y)

Das ,st. reg. ev., B Ober T definieren wir durch ﬁl’ ‘ﬁz

wie folgt: 1 .2
- 1 1., .2 2 ti'tie[B] falls b, =1
M, = (tl,....tn),(tl,....,tn) 2 1

ity € [B] falls by = =1

T, = {((ti,....,ti)ﬁ,(ti,....,ti))l (1) - (8) }

(1) 2+, €[B] falls b =1 b, =1
(2) 5 ¢f,; € [B] s by =1 b, ==1
(3) + t1,; e[B] . by =1 by, =1
(4) 415, e[B] v by =-l by, o=-l
(5) + ¢ py (1)) 7(2) falls by =1
(6) tg € .py (I3 )-F(T) ¥ by = -1
(7) 5 e F(T)-p, (1) " b, =1
(8) t5 € F(1)-p,(1y) v b =1

(9,10¢) Temms o(B) = B

)F;fS€i”y = (t%,...,ti)(ti,-too'ti)ofo-.-pc(tg,.--o,t;) € §

t%tgo .= .tg bi = 1
?(y) = rlr2. .o -I‘n \ ri = ts tztl b, = -1
1..--. i i 1
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Aus den Bedingungen 2zu ﬁ2 folgt:

TysTpeese Ty e [B]

Aue den Bedingungen (1)-(4) von ﬁl folgt:

I‘lra....-rn é [B]

Aus den Bédingungen (5)-(8) von ﬁl folgt dann:

r1r2....rn € B

ir
, D Sei ueB. Wegen L(u) = 0 mod m, ex. eine Darstellung

+342....4° falls b, =1

_ il i i
u — 1“11‘2--...1']1 I'i - ta tztl " b - -1
o S T i

e Ky _
t5 ¢ [B], I(t;) =8y ‘_
- 1 1y(,2 2 ' -
ES fOlgt: y = (tlyvo-u’tn)(tlrto--,tn)-uno-o(tgyo--t,t;) E. B
und ¢(y) = u.
Damit ist (9.10¢) und somit (9.10a) bewiesen.
Wir beweisen jetzt (9.10).
Sei o, = 04(mlcl,....nﬁlcp,d1,....,dP,Z4)
nach (9.9) gilt: C, = C_ . Es genilgt also zu geigen C_cC
oy 0, 05 “os

0.w.E. k&nnen wir 23, Z4 wie folgt wHhlen:

fir t ¢ m,-m, sei t =t + g +0 #...+ 0 Aufsp. bzgl. 23
’ 2 n-p

t =4t +0+0+...+0 Aufsp. bzgl. Z4
1 2 P

Sei S€C_ . Beh.: B €&C
04 3
o.w.BE. S = f£(B) 0, ¥ (1) - (3}

(1) B ist ,s%. reg.fév., yiber T, dargestellt durch
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M = py (i) = py(Hy), M,
(2) f£: (¥(Y),0,) Homo. | £(t)eE, f.a. el
(3) Tl{w) < my-m,
Zs» L, Bind so gew#hlt, dap f(B) 0, W = £(B) 0y W.
Es genﬁgt‘aleo, gu zeigenz f(B)e&GO3.
£(B) ist in c, - Sei nun

P
(3 = U (769 o, v (v61))
: I(v) < m, e, e
Darstellung nach“(8.7) bzgl. 0y 8O gilt £(B) = £(B") o, &
wegen: L(u) = O mod m, *M, f.a. u¢f(B)
Ferner gilt dann: L(u) = O mod m, f.a. u ¢ 8%,

Damit haben wir den allgemeinen Fall auf die Voraussetzungen

von Lemma (9.10a) szurilckgefldhrt.

(9.11) Sats

Sei o assoziative Verkniipfung nach (8.4), so gilt:

Go enthB&lt alle reguléren Ereignisse.

Beweis:

Setze in (g.10) o, = 02(1,1.22). Nach den Formeln fir

0% folgt dann:“ol und O stimmen bis auf die Zerlegungen

{-
o

5 Uberein. Damit gilt: C, cC,=¢C | o, beliebig.
| 2 % 9

Zl, Z 1
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Anmerkung:

Umgekehrt kann man aus Satz (9.11) den Satz (9.10) folgern.
, _

Seien (F(Y),oz), (F(Ez),ol) ass. Verkn. nach (8.4).

01 = Ol(é]-,---’anybl,---,bngzl)’ Oz(clr--’cpgdl,c-rdp,z2)

’ ’ '
gyt MY) --> F(E2) gq* F(Ez) -2 F(El)
geien die zugehdrigen Karten.
. ‘ ¢

Die Karte gyg,: ™MY) --> F(El)

erfiillt die Voraussetzumgen von Satz (5.3) und induziert

somit ein Assoziatives System. Man verifiziert nun, daB

die zu 8,8, gehdrige ass. Verkn. identisch ist mit o, in

3

Satz (9.10), wenn man Z3 geeignet wihlt.

Unter der Voraussetsung, dafp Bg alle reguldren Eféignisae
1 .

enthdlt, folgt dann nach Satz (3.16)

B B = B
8, “g 8, T g5

und damit folgt die Aussage von Satz (9.10).

Aus den bisher bewiesenen Satzen folgt nicht, daP die

Klassen von Sprachen , die von Assozativen Systemen nach

(8.4) erzeugt werden die regul#ren Ereignisse echt umfassen.




....73...

{(9.12) Satz

Seien ol(al""an'bl'"’bn’zl)’ 02(01,..,cp,d1,..,dp,22)
ass. Verkniipfungen nach (8.4), Y enthalte mehr als ein

Element und es gelte n * p, so folgt: Co > GO
1 2

Beweis: o.w.E.: n ¥ p.

Wir geben eine Sprache S an mit 5€C, , B 400 .
1 2

r

Seien x,y ¢¥, x # y. Sei x°i T= RRES ¢

X X X
1- 2 3---.&101‘

. x 1 gerede
85 = xlal'rxzaz'r......xnan o Ire&N, X4 =
¥y 1 ungerade

k

a) S&C_ . Setze B = {zk | eﬂ} nit 2 =2 8 Z....8
o
1 1253 k

B ist ,st. reg. ev., Uber =z . Betrachte den Homomorphismus
x21 i gerade
£ (F({z}),+) —> (P(¥),0;) | £;(2) =

yai i ungersade

Man verifiziert: S = £(B) eco
1

b) sac02

Ann.: § = L/ (fV(BV) 0, ¥V (uﬁﬂ)) sei Darstellung nach
L(v)<m2

(8.7) bzel o,. Bx. v | £°(BY) o, v unendlich. Demnach ex.
2

2-
X, 7,26 F(2) | y # e, x ykz £BY f.a. k eN. Setze f(x) = w,

£(y) = q, £(2) 0, ¥ = u, 80 folgt: w 0, qk 0, ued f.a. kel

mit qk =Q0, Q 0,::::0, Q- Aus w 0, @ 0, U, WO, @0, Q0,1

1 2 k

&S5 schliefPt man, daP q folgende Form haben muf:

' . . X i gerade
q = xlal'rx232 T eeeex BT b x5 =
y i ungerdde

n
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Dann kann fiir p < n sioher nicht gelten: w 0, qkoa ueld

f.s keN. Somit folgt: scC, .
2

(9.13) Satg

Ist o eine ass. Verknfipfung nach (8.4) und enth&lt Y mehr
als ein Element, e-o ex. elne unendliche Folge 0y s 029---.1

wit o; ass. Verkn. nach (8.4), 0y= o und: ¢, < Cy -
isF Yisal

Bewels: folgt soforti aus den SHtgen (9.10), (9.12).

Damit haben wir umser Ziel erreicht, nimlich Sprachklassen
Zu konstruleren, die die regul&ren Wengen echt umfassen, filr

dle aber alle wesentlichen S&tze fiber regulédre Mengen weiter

gelfen.




(9.14) Definition

GO = co ’ on?'- O(l,l,u-.,l,l.l,oo-,l,Z)

n 12 nl?2 n

c={s !Secc,nél\f}
= n

(9.15) Satz

a} C ist Boolesche Algebra.

b) Seien S.i € Co i=l,2 durch eine der Darstellungen
oy
nach (6.10) (1),(2),(3), (7.2) 1bzgl. o, gegeben,
1

80 ist entscheidbar, ob Sl_c S2.

Beweis: a) Setze zunﬁchst:‘ 04 = 0 =0, , 03 = 0

' %2 2
y O, = O_ 5, O = O

n, 2 n, 3

Es sind jeweils die Voraussetzungen von (9.10) erfiillt.

0 °Ry

und dann: o, = o ey *
1 n, 0,

Ea folgt: Cn ’ Cn C Cn n Demit ist ¢ Boolesche Algebra.
1 2 1 72
b) Mit Hilfe der Konstruktionsverfahren, die in den Be-

weisen zu (9.10), (7.2), (6.10) angegeben wurden, kann

man o ~ regulfire Ausdriicke fiir Sl' S konstruieren.

.n
nl 2 2

Die Behauptung folgh damit sofort aus (4.4) und (8.6), wenn

man o0 = O setzt.
s
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