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Abstract

The aim of vector field tomography is the reconstruction and visualizatiorivefgknce-free
vector fields, for example the velocity fields of moving fluids. As an applicatierdetermina-
tion of blood flow for tumor detection may be mentioned. For this purpose nfendtted beam
the projection of the vector field along the linear path of the beam is meaJiredieasurement
is done by using ultrasound waves which are sent out along a scannvey surrounding the
object. The mathematical model used is the Doppler transform for which uwtma inversion
formula is known.

In the course of this work a method for the complete, approximate computatitiner§ence-
free three-dimensional vector fields from data of the Doppler transtatinbe derived. To this
end we will resort to known results related to the inversion of the scalag-tllirmensional cone
beam transform. It turns out that the reconstruction kernels for the lbeam transform which
have been calculated using the theory of Approximate Inverse can abensliccessfully used
in vector field tomography.

After an overview of the fundamental properties of the cone beam tansdnd the evaluati-
on of the respective reconstruction kernels the above mentioned methibe fiieconstruction
of vector fields will be presented. Several numerical experiments shewdssibilities of the
algorithm.






Kurze Zusammenfassung

Ziel der Vektortomographie ist die Rekonstruktion und Visualisierungrdamzfreier Vektor-
felder, beispielsweise von Geschwindigkeitsfeldern sich bewegendssigkeiten. Als medi-
zinische Anwendung kann hier die Bestimmung des Blutflusses zur Tumktidatgenannt
werden. Fir einen ausgesandten Strahl wird dazu die Projektion &twféddes langs des als
linear angenommenen Strahlenweges gemessen. Die Messung erfolgt entddilflltraschall-
wellen, die von einer das Objekt umgebenden Abtastkurve ausgesteatitnv Das verwendete
mathematische Modell ist die Doppler-Transformation, fir die zum jetzigetputet keine
Inversionsformel bekannt ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Verfahren zur vollstadndigen, nalgswaisen Berechnung
divergenzfreier, dreidimensionaler Vektorfelder aus Daten der [Rodpansformation herge-
leitet. Dabei wird auf bekannte Ergebnisse im Zusammenhang mit der imveter skalaren
dreidimensionalen Cone Beam Transformation zurtickéfegri Es stellt sich heraus, dass die
mit Hilfe der Theorie der Approximativen Inversen hergeleiteten Rekokistnskerne fur die
Cone Beam Transformation auch erfolgreich in der Vektortomographigeatzt werden kon-
nen.

Nach einem Uberblick tiber wichtige Eigenschaften der Cone Beamf®raration und die Be-
stimmung der entsprechenden Rekonstruktionskerne wird die obenrgendathode zur Be-
rechnung von Vektorfeldern prasentiert. Einige numerische Beispigjeredie Moglichkeiten
des Algorithmus.
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1 Einleitung

Die vektorielle Doppler-Tomographie ist ein bildgebendes Verfahrelthes darauf abzielt, ein
Vektorfeld, beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld einer sich bewlegeimkompressiblen
Flassigkeit mit Hilfe von Ultraschall-Messungen zu rekonstruieren undstalisieren.

Die Messungen werden dabei von einer sich auf einer Abtastkurveasn©8jekt bewegen-
den Ultraschallguelle, die gleichzeitig als Detektor dient, vorgenommen. tiedkesnHilfsmittel
wird dabei der spater naher erlauterte Dopplffelg sein. Bei der Abtastkurve handelt es sich
im Rahmen dieser Arbeit stets um einen Kreis, der in verschiedenen mdemsenkrechten,
den Nullpunkt enthaltenden Ebenen angeordnet wird, um eine volls&ddegdimensionale
Rekonstruktion des Vektorfeldes zu ermdglichen.

Das mathematische Modell beinhaltet die Rekonstruktion des Vektorfeldeslfaivéh Linien-
integralen Uber Projektionen des Feldes. Dies entspricht einer Invatsiovektoriellen Cone
Beam Transformation.

Wie man aus diesen ersten Ausfuhrungen leicht erkennt, besteht @n&amammenhang zwi-
schen der Doppler-Transformation und der weitaus besser bekammdegrforschten skalaren
Cone Beam Transformation, mit der sich die unterschiedlichen Gewelbenlieimes mit Ront-
genstrahlung aus verschiedenen Richtungen durchleuchteten Obgidastruieren lassen.
Die skalare Cone Beam Transformation, bei der ein kompletter Kegeltvahlé&n in Richtung
des Objektes ausgesandt wird, kann dabei als konsequente Weitekéuntgy aus dem nach
den theoretischen Vorarbeiten des Physikers Allan McLeod Cormac#emmrElektrotechniker
Godfrey Hounsfield entwickelten 2D-Réntgen-Computertomographerhgasverden, flr den
beide gemeinsam 1979 den Nobelpreis fir Medizin erhielten (siehe [50]).

Zum Scannen des Objektes benutzten sie dabei die schon am 8. NovEs®Beim Physi-
kalischen Institut der Universitat Wiirzburg von Wilhelm Conrad Rontg@éanuskript ,Uber
eine neue Art von Strahlen”) entdeckten und spéater nach ihm benaRitggenstrahlen (X-
Strahlen, x-rays), fur die Rontgen 1901 den Nobelpreis fir Physikgorochen bekam (siehe
[49]). Die Rekonstruktion der Bilder aus den gemessenen Daten vegliefld noch recht um-
standlich, heute bedient man sich der sogenannten Radon-Transforragise wurde, zusam-
men mit einer Inversionsformel, im Jahre 1917 von dem dsterreichiscladimelhatiker Johann
Radon entwickelt (siehe [37]), allerdings zun&chst als rein mathematiselnhren ohne prak-
tische Anwendung. Cormack und Hounsfield war sie jedoch unbekadnenst Shepp konnte
sie fur die Computertomographie wiederentdecken.

Die erste CT-Aufnahme eines Menschen wurde 1971 aufgenommernstiekemmerziell ver-
fugbare Computertomograph wurde 1972 in den EMI Central Reseatthih GroRbritannien
entwickelt. Seitdem ist die Computertomographie eines der am weitestenitetgrré/erfahren
zur nichtinvasiven Darstellung des Inneren eines Objektes. Dabaiuskidarauf hingewiesen,
dass sich das Anwendungsspektrum der Computertomographie nichtifindie medizinische
Diagnostik beschrankt, sie findet auch im Bereich des zerstoruiggstelifens weitreichende
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Einsatzgebiete. Im Laufe der Zeit haben sich allerdings sowohl die #ye@msetrien als auch
die verwendeten Algorithmen stetig weiterentwickelt. Eine gute Ubersichtizumkerschiedli-
chen Tomographen und den diesen zugrunde liegenden Abtastgeorfiattédrsich beispiels-
weise im Buch von Natterer [31] oder von Natterer und Wubbeling [32].

Die in [20], [21], [23], [24], [27] und [29] entwickelten und im Lautker Zeit durch Ausnutzung
von Invarianzen undf@zienter Programmierung immer weiter verbesserten Algorithmen (vgl.
[5] und [30]) dienten als Ausgangspunkt fir die Untersuchungermppler-Transformation.
Im Fokus des Interesses stand dabei die Entwicklung eines ProgramRekanstruktion von
dreidimensionalen Vektorfeldern. Basis flr die Entwicklung dieses Bnogns war die im Rah-
men seiner Dissertation [52] von Weber erarbeitete, duRgizdtate Umsetzung eines Rekon-
struktionskerns fur die dreidimensionale Cone Beam Transformationudieia [28] und [29]
vorgestellt wurde.

In der vorliegenden Arbeit werden zunéchst die Grundlagen der Garipmographie im All-
gemeinen kurz erarbeitet und dann die Theorie zur Cone Beam Traradfon detaillierter dar-
gestellt. Darauf folgt die Herleitung des schon erwahntéigienten Rekonstruktionskerns fir
die dreidimensionale Cone Beam Transformation. Dann wird das eigentligrad der Arbeit,
die Doppler-Transformation, vorgestellt und einige grundlegende Eadperfiten hergeleitet. Die
Anwendung des Rekonstruktionskerns fur die Cone Beam TransfomratioRekonstruktion
aus den mit Hilfe der Doppler-Transformation gemessenen Daten bildeAlslrhluss dieses
Kapitels. Am Ende der Arbeit werden einige aus synthetischen DatemgtezRekonstruktionen
préasentiert, welche die mittels dieser Methode erreichten Ergebnisselldarst#len. Gleich-
zeitig soll aber auch auf mogliche Probleme ufi@oe Fragestellungen im Zusammenhang mit
der Rekonstruktion von Vektorfeldern eingegangen werden. Elbsoim die Erweiterbarkeit
des Verfahrens und maogliche Verbesserungen bei der Datengewitimematisiert werden.
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2 Problemstellung

In diesem Abschnitt werden zunachst die allgemeinen Grundlagen dep@ertomographie
hergeleitet und gleichzeitig wird ein kurzer historischer Abriss Uber digvieklungen und
Neuerungen in diesem noch relativ jungen Gebiet der mathematischemriogsgegeben. Die
Ausfuhrungen folgen meist [31] und [32].

2.1 Das Prinzip der Computertomographie

Wir betrachten zunachst das einfachste Messprinzip der Computeriaphigyr Eine Rontgen-
réhre sendet einen einzelnen Rontgenst&ter Intensitaty durch ein Objekt. Beim Durch-
gang durch das Objekt wird dieser Rontgenstrahl abgeschwackeurglverminderte Intensitét
Is wird auf der anderen Seite des Objektes von einem Detektor gemesse@biét liegt da-
bei im Rekonstruktionsgebi€? in der Mitte zwischen Rontgenquelle und Detektor, die sich in
einem Abstand voneinander befinden. Als Rekonstruktionsgebietird in den zu dieser Ar-
beit gehdrenden praktischen Anwendungen immer die dreidimensionaleitSskugel um den
Ursprung, alsd;(0), angenommen. Diese einfache Messanordnung ist in Abbildung 24-zu
hen. Nehmen wir an, dass sich die Rontgenréhre im PanktR3 befindet, und dasg € S?
der vona ausgehende Einheitsvektor in Richtung des Detektors ist. Allgemein wir@mit
die n-dimensionale Einheitskugel i" bezeichnet. Der Weg des Stral8slasst sich unter
der weiteren Annahme, dass sich der Rdntgenstrahl geradlinig aushreitelsS = « + 16,

t € [0, ), parametrisieren. An der Rontgenquelle-(0) berechnet sich die Intensitéat damit zu
I(@+0-0) = o und am Detektort(= s) misst man eine (geringere) Intensitat u¢a+ s-0) = Is.
Geht man zudem davon aus, dass die Abnahme der Intensitétl (a + t0) — I(a + (t + h)6)
zwischen zwei Punktenundt + h proportional zur Intensitaf{« + t6) und zum zuriickgelegten
WegAt = h = (t + h) — tist, so erhalt man

Al=fIAt & Il(a+1t6)—I(a+(t+h)) = f(e+16)1(a+t6)h
o e+ ({t+h)o) —I(a+1t0) = —f(a+10)1(a+t6)h,

wobei der Proportionalitatsfaktdr als Rontgenstrahlenabsorptionsiiment bezeichnet wird
und der Dichte des Objektes entspricht. Der Grenzibergargh — 0 fuhrt auf die gewohnli-
che Diferentialgleichung

I"(a +10) = —f(a + t0) | (a + t0) ,
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Abbildung 2.1: Einfachste Messanordnung in der Computertomographie.

die durch Integration entlang des StraBlgsler Langes von der Rontgenquelle zum Detektor
durch die Gleichung

ff(a+te)dt= —In(I(a + ) + In(1(@ + 0- 6))
0

S e
=3 E)ff(a+tt9)dt_ In(lo)

geldst wird. Da man weiterhin annimmt, dass der Abschwachungskeat f aul3erhalb des
Objektes Null ist, oder anders gesagt, dass nur das gescannte Qipjdld fntensitatsminde-
rung des Rontgenstrahls verantwortlich ist, kann in Formel (2.1.1) da;rzhhtﬁs durch das

unbestimmte Integr%oo ersetzt werden. Die gemessenen Da{darm('l—i) hangen somit nur von
der Quellpositionr und dem Richtungsvekt@rab und man definiert

(2.1.1)

d(a,0) = —1In (II—S) ) (2.1.2)
0

Das Problem der Computertomographie besteht nun darin, aus derfi¢ghenele Strahlers;
gemessenen Datey(a, 0) == —In ('I%') den Abschwéachungskéizientenf, d.h. die Dichte des

Objektes, zu rekonstruieren. Dieses einfachste Modell einer computaytaphischen Messung
bezeichnet man als divergente Réntgentransformation.
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Definition 2.1.1. Sei# € S"* ein Einheitsvektor una@ € R" ein Quellpunkt. Diedivergente
Rontgentransformatio® von f € S(R"), dem Schwartz-Raum der schnell fallenden Funktio-
nen inR", ist definiert als

wn@mszmﬂmm. (2.1.3)
0

Dabei heil3t eine Funktiof : R" — C Schwartz-Funktiomderschnell-fallend wenn sie be-
liebig oft differenzierbar ist, und wenn fir alle Multiindizess € N[ die Funktionx” DA f(x)
aufR" beschrankt ist. Weiterhin bezeichnet man den Vektorraum aller Schianiztionen als
Schwartz-Raur$(R"). Es gilt also

SR") := {¢ € C®(R") |y, e NJIAC > 0 : sup|x’DPe(x)| < C} :
XeRN

Der Schwartz-Raum ist ein metrischer Raum, welcher durch die Familie viombétanen

IIflly = sup max |x"D” f(x)|
xeRn ¥:B<N

induziert wird.

Wie man an der obigen Herleitung sieht, ist die verwendete Messgeometriaaritieinher-
gehend die Parametrisierung des Strahlenweges ein entscheidene fiiattie resultierende
Integraltransformation. Die Verwendung verschiedener Messgeoméiitiet auf weitere Inte-
graltransformationen, die in der Computertomographie wichtig sind.

Bei Verwendung der parallelen Geometrie, die in den Scannern den ésigeration imple-
mentiert war, wird ein von einer Réntgenquelle erzeugter Strahl von e@irezelnen Detektor-
element auf der gegeniiberliegenden Seite des Objektes registriert. quekDetektor wurden
anschlieRend fur weitere Messungen parallel zum Objekt verschblaem erfolgte eine Dre-
hung um einen kleinen Winkel um das Objekt, so dass die Messungetieses Richtung von
neuem beginnen konnten. Diese Abtastgeometrie ist in Abbildung 2.2 tellig&as zugrunde
liegende mathematische Modell ist die sogenannte Réntgentransforrfat®ia integriert, ge-
nau wie®D, ebenfalls Giber gerade Linien. Allerdings werden in diesem Fall die I8traim R"
mittels einer Richtung € S"! und einem Punkk € 6+ durch{x + tf : t € R} parametrisiert.
Dabei istd+ = {y € R" : (y,8) = 0} der Unterraum senkrecht zu

Definition 2.1.2. Seig € S™1 und x € #*. Die Réntgentransformatiof® von f € S(R") wird
definiert als

@n@@:ffuumm. (2.1.4)
R

Fir festes schreibt man die Rontgentransformation, die alif= {(0, X) i 0e St xe Hl}
operiert, oft auch al®y f(x) = Pf (6, X).
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Abbildung 2.2: Parallele Messgeometrie, wie sie in den CT-Scannern der ersten Ge-
neration eingesetzt wurde.

WahrendD und P Uber Linien integrieren, integriert die Radon-Transformation Uber Hype
ebenen inR". SeiH (6, s) = {xe R" : (x,0) = s} die Hyperebene senkrecht gue S"! mit
Abstands € R. Jede Hyperebene kann auf diese Art und Weise dargestellt wendeasugilt

H (0, s) = H(-0,-5).

Definition 2.1.3. Man definiert dieRadon-Transformatio® von f € S(R") tiber die Hyperebe-
neH (9, s) als

(RF)(6,9) = f f(x) dx. (2.1.5)
H(6,s)

Auch hier schreibt man fir fest&sdie Radon-Transformation a8, f(s) = Rf(6,s). Rf ist

eine gerade Funktion auf dem Einheitszylin@8r! x R = {(9, s :0eS" se R} und es gilt

(Rf) (0, s) = (Rf) (-6, —s). Wie man auch leicht erkennen kann, unterscheiden sich die Radon-
und die Rontgentransformation im zweidimensionalen Raum nur in der Notdéan,es gilt

Rf (w,s) = f Pf (6, x) dx.

Xelt, (X,w)=S

Die Parametrisierung der Linien und die zugehdrige Definition der entspnelen Integral-
transformation ist in Abbildung 2.3 nochmals veranschaulicht. Als Weiterekitwig der in
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{xeR2 D (X, 0) = 0}

6+ 6

N
d

Abbildung 2.3: Parametrisierung der Rontgentransformat#links und der Radon-
TransformatiorR rechts imR2. Die blaue Linie entspricht jeweils dem abgetasteten
Strahl.

Abbildung 2.2 dargestellten parallelen Geometrie wurde die sogenannterftiahlgeometrie
(engl. fan beam geometry) verwendet. Dabei wird ein zweidimensionatdref von Rontgen-
strahlen von einer Rontgenquelle ausgesandt und hinter dem Obje&inem zeilenférmigen
Detektor erfasst.

Die CT-Scanner der zweiten Generation verwendeten dabei noclwealge Detektorelemen-
te, so dass sich ein sehr schmalgfnOngswinkel des Fachers ergab und eine Verschiebung
der Rontgenquelle weiterhin notwendig war. Allerdings waren bei dertdie8enden Rotation
schon wesentlich gréf3ere Winkel mdglich, als bei der parallelen Geometrie.

In den Geréaten der dritten Generation wurde die Anzahl der Detektoretemeiter erhoht,
so dass der flnungswinkel des Strahlenfachers ausreicht, um das gesamte Obagsen.
Dadurch ist eine Verschiebung der Rontgenquelle nicht mehr notwendig.

CT-Scanner der vierten Generation bestehen aus einem kompletten Drétgkito dessen In-
nerem die Rontgenquelle rotiert. Da sich der Aufbau fir die unterschiediiEacherstrahl-
geometrien nicht wesentlich unterscheidet, ist als Beispiel ein Gerat ilendBeneration in
Abbildung 2.4 dargestellt. Das zur Facherstrahlgeometrie gehdrendemaaibehe Modell er-
halt man durch Verwendung der Dimensiog: 2 in Definition 2.1.1. Es istffensichtlich, dass
die Abtastung eines Objektes wesentlich schneller durchgefiihrt wkaten als mit einem ein-
zelnen ausgesandten Strahl. Dies vermindert natirlich auch die beysbgulingten Artefakte
und Stoérungen, die bei einer langwierigen Messung — zumindest im medizmigkontext —
zwangslaufig auftreten, beispielsweise Bewegungen des Herzerdesd®rustkorbes beim At-
men.

Eine Ausweitung dieser Messgeometrie auf drei Dimensionen unter Vdumgreines Strahlen-
kegels statt eines Féachers fuhrt auf die Cone Beam Transforn@tion Folgenden wird stets
davon ausgegangen, dass das zu untersuchende Objekt komplegmdtrahlenbiindel Gber-
deckt wird und dass der Detektor eine ausreichende Gréf3e hat, urnsglesandten Strahlen zu
erfassen. Fir diejenigen Strahlen, die das Objekt nictietredennoch aber auf dem Detektor
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Abbildung 2.4: Facherstrahlgeometrie, wie sie in den CT-Scannern der dritten Gene-
ration eingesetzt wurde.

ankommen, nimmt man an, dass die in Formel (2.1.2) definierten gemessenegoate = 0
sind, d.h. dass auRerhalb des Objektes keine Abschwachung desittitteler Strahlen erfolgt.
Obgleich die allgemeine Definition 2.1.1 bereits vorgestellt wurde, wird dieiefmeDefiniti-
on der Cone Beam Transformation hier aufgrund ihrer Wichtigkeit im wesit&ferlauf dieser
Arbeit noch einmal angegeben.

Definition 2.1.4. Seié € S? ein Einheitsvektor und € R® ein Quellpunkt. DieCone Beam
Transformation?D von f € S(R3) ist definiert als

(DF) (a, 6) :ff(oz+t0) dt. (2.1.6)
0

Die Messanordnung fir die Cone Beam Transformation mit einigen exdsgblan Réntgen-
strahlen ist in Abbildung 2.5 dargestellt. Der dreidimensionale Strahlenkegéglicht dabei
die gleichzeitige Erfassung mehrerer Ebenen des zu untersucheijekie®. Dadurch wird
sowohl die Strahlendosis als auch die Dauer der Messung deutlichgesiriNeben diesen fur
den Patienten wichtigen Faktoren bestimmen Mess- und Auswertungsadiidich auch den
Patientendurchsatz und damit den wirtschaftlichen Nutzen eines CT8sanan dass die Ent-

wicklung dfizienter Messgeometrien und Algorithmen sowohl im Interesse der Patielsten a

auch der Betreiber liegt.
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Detektor

o

Abbildung 2.5: Messanordnung in der Cone Beam CT.

Zusatzlich zur Art und Weise, auf die die Strahlen ausgesandt urgsevf@rden, ist auch die
Abtastkurverl’, d.h. die Bahn auf der die Rontgenquelle um das Objekt rotiert, von fsere
Allerdings bestehen — neben der technischen Realisierbarkeit — weitesehEankungen bei
der Wahl der Abtastkurve. Eine Berechnung des Abschwéachusfiigkenten beziehungsweise
der Dichtef des Objektes aus den gemessenen Dg(ters), d.h. eine Inversion der Cone Beam
Transformatior?, ist nur fur bestimmte Abtastkurven mdglich.

Hamaker, Smith, Solmon und Wagner konnten in [12] eine Inversionsfdimédie 3D-Tomo-
graphie fur den Fall angeben, dass die Dajen 6) fur alle Abtastpunkter auf einer Kugelober-
flache um das Objekt liegen. In diesem Fall spricht manwaltstandigen DatenAllerdings ist
die Messung dieser immensen Datenmenge sehr aufwendig und keindBfadaterealisierbar.
Erst Tuy gelang es in [51] zu zeigen, dass eine Inversion schon régiich ist, wenn jede
Ebene inR3, die das Objekt schneidet, auch die Abtastkdihgehneidet. Die genaue Definition
dieserTuy’'schen Bedingunglie oft wegen der von Kirillov schon 1961 in [16] entwickelten
theoretischen Grundlagen authy-Kirillov-Bedingunggenannt wird, lautet wie folgt (vgl. [30]
und [32]):

Definition 2.1.5. Seil C R ein Intervall,a = a(1), A € | eine Parametrisierung der Abtastkurve
I' und f eine reellwertige Funktion mit supp € Q, wobeiQ das Rekonstruktionsgebiet ist.
Dann musg folgende Bedingungen erfillen:

i) Die KurveT liegt auRerhalb des Gebies

ii) Die Funktionea ist beschrankt, stetig und fast Giberalfdienzierbar.
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iii) Fur alle x € supp() und alleg € S? existiert eind = A(x,6) € |, so dass

(a(A(%,0)),0) = (x,0) und {(a'(1(x,6)),0) #0.

Im Fall eines dreidimensionalen Objektes ist die Tuy’'sche BedingungifigéneKreis dfen-
sichtlich nicht erfillt. Dennoch benutzt man in vielen praktischen Anwegdareine kreisfor-
mige Abtastkurve. Dabei rotiert die Réntgenquelle auf einer Kreisbahdasm®bjekt, welches
nach einer vollstandigen Umrundung ein kleines Stiick vorgeschoben®adrch entstehen
schichtweise Aufnahmen — eine Ebene im Fall der Facher-, mehrereikésiumen) fur die
Kegelstrahlgeometrie —, die spater zu einer kompletten dreidimensionalemd®ekadion zu-
sammengeflgt werden. Schiebt man nun das Objekt beziehungsweiBattenten schon wah-
rend der Umrundung durch die Réntgenquelle mit konstanter Geschwaidigch vorne, so
entsteht eine spiralférmige Abtastkurve. Diese ist aufgrund der holasfyeschwindigkeit
besonders im klinischen Alltag interessant. Zudem ist fir die Spirale disdhe/Bedingung
erfullt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch lediglich die kreisformige Abtastkumgrand ihrer
einfachen Realisierbarkeit und ihrer weiten Verbreitung im zerstoftgiga Prifen aber auch
in der medizinischen Diagnostik eine Rolle spielen.

Nach dieser kurzen, allgemeinen Einfihrung in das Gebiet der Tomagnraptden im néchsten
Kapitel die notwendigen mathematischen Grundlagen fir die Herleitung versionsformeln
und die Berechnung von Rekonstruktionskernen behandelt.



3 Mathematische Grundlagen 25

3 Mathematische Grundlagen

3.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt sollen einige allgemeine mathematische Eigenschafterstaditgverden,
die fur die Herleitung von Inversionsformeln und die Berechnung vokoR&truktionskernen
eine entscheidende Rolle spielen. Die Prasentation der folgenden Kapitabes meist an die
Blcher von Natterer [31] und Natterer und Wibbeling [32] angelehettéf¢ Literaturhinweise

werden an entsprechender Stelle im Text gegeben. Auf die Reproddeii®eweise wird dabei
meistens verzichtet.

3.1.1 Die Delta-Distribution

Die (Dirac’scheDelta-Distributionist eine Abbildung von einem reellen oder komplexen Funk-
tionenrauntF in die reellen oder komplexen Zahl@oderC:

F 5 f s 8(f) = f(0) e R.

Fur die Anwendung der Delta-Distribution hat sich folgende Schreibvedsselitzlich erwiesen:

ff(x)a(x—y)dx= ).

Dabei ist das Integral als Grenzwert zu verstehen, wéldeirch Translate von glatten Funktio-
nen mit Mittelwert 1 approximiert wird, die in der schwachen Topologie gédeonvergieren.
Diese Gleichung wird in spateren Berechnungen im Zusammenhang mit heelR@mn Gran-
geat wiederholt verwendet.
Eine wichtige Eigenschaft der Delta-Distribution ist die Homogenitat ihrer ilsigen.
Definition 3.1.1. Eine Funktion heilfhomogen vom Grad,wenn fiirk > 0 gilt:

f(kx) =K"f(x) . (3.1.1)

Fir die Delta-Distribution kann man folgenden Satz zeigen (vgl. [41]):

Satz 3.1.2.6® ist homogen vom Gradk — 1.
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Beweis.Sei¢ € C7'(R), 1 > 0.

f (90 (1s)ds= a1 f ¢(17s)sM(9)ds
R R

i &
= -1 fe(a 9l
= 7 H(-1)4(0)

= f (917K W (s) ds.
R

|
Fur ein beliebige& € R\{0} kann man zudem beweisen, dass
&' (kx) = k) (3.1.2)
gilt.
Beweis. Mit der Substitutiony = kx, dy= |kldx ist
(o] ) 1 (o] y ,
ff(x)é(kx)dx f ()6(y)mdy m_ff(R)é(y)dy
L ()
& f (1)) oway ik (Y) % o0 dy
— kO = (PO = ff(x)cs(x)dx
N———00
_sank)
k2
m|

Fur die Herleitung von Inversionsformeln sind folgende Rechenregelti¢ erste Ableitung’
der Delta-Distribution wichtig:

Satz 3.1.3.Seien a R3, 6 € S c R3 undy : R — R. Dann gilt

f V(@w)s (@) do=-@0) [ ¥ (aw)do. (3.1.3)
S2n6t
0 sin(@®) cosg)
Beweis.SeiU eine unitare Abbildung mitUg =e3 =|0| und w = w (9, ¢) = [sin(ﬁ) sin(¢)].
1 cos(?)
Damit ist
cos() cosg)
ow ow
— =|cos@)sinf)| = — =—€3.
o9 [ — sin() ] 0% lo=4
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Dann gilt wegen{f,w) = "w =0"U"Uw = (UO) "Uw = (U, Uw) :

f v (@ w) 8 (6.w) do = f v (@) § (U6, Uw)) do .
S? S2

Definiert man«w:= Uw , so folgt w = UTUw = UT® und damit

f v (@) & (U6, Uw)) do = f v (@UTE) S (65, 5)) 6 .
S2 S2

Mit @ = w(, ¢) ist (e3,®) = cosf?) und man erhalt

2r n
fw(aTUTJ)) &’ ((e3, )) di :f (@ UTw(d, ¢)) 8 (cos))) sin@) dd de .
S? 00

Mit der Koordinatentransformatiom = cos(?), dt = —sin(@) d ergibt sich:

2w 2r 1
f w(aTUTw(ﬁ,qb))é’(cos@))sin(ﬁ)dﬂd¢:ffgb(aTUTw(arccost,@)é’(t)dtd¢.
0 0 0 0

Nun verwendet man folgende Eigenschaft der Delta-Distribution, vd]: [5

6’(f):ff(s)é’(s)ds:—f’(O)

Damit kann man das Integral weiter vereinfachen zu
2r

2r 1
[ [w@uratarccos.an s dtas =~ [ 21w (aU ofarcoos. )| do.
0 O

t=0
0
Wegen

0
g [¢ (@"UTw(arccod, ¢))]L=o

Y’ (a"UTw(arccod, ¢)) -a’U ' w'(arccod, ¢) - (_ 11 - )]
-t

t=0
’ T ’ T

=~/ (a7UTw(5.9)- AU (5. 9)
a T1T

= - Su@u w(ﬁ,¢))‘ﬁ:%

ergibt sich folgende Berechnung:
2r

x 2r
f f ¥ (@TUTw(®, ¢)) &' (cos)) sin@) dd dg = f %w(aTUTw(M))L:E d¢p
. 2

0 0

2n
= —aTUTegf;b' (aTUTw(g,qﬁ)) do .
0
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Bei dem Faktor vor dem Integral handelt es sich um die innere Ableitlan

a'u’ 9 (w(¥9, 9)) =a'U"(-e3)=-a"UTe;.
09 9=1

=2

Cosg)
Aus U@ = e; folgt offensichtiich UTes = ¢ und wegen w(3.¢) = [sin(¢) 1 e ist
0
UTw(3.4) L UTes = 9, woraus die Behauptung durch
2
-aUTe [ v (aUTo(50)) o= -0 [ v (@) do
0 S2ngt
folgt. O
Satz 3.1.4.Seien a& R3, 0 € S? c R® undy : R® — R. Dann gilt
[v@sweondo=-- [ W dw=- [ @) do
S2 S2n6t S2ng+
B f [ (3.1.4)
- gg” (@) G-
S2ne+

wobei & =67V die Richtungsableitung ist.

Beweis. SeiU ein unitdre Abbildung mit den Voraussetzungen wie im Beweis von Satz 3.1.3,
also

0
Uf=e3 und v

90 lgs = T

z
2

Dann gilt mit der Definitionw™= Uw und wegen

B,w)y=0"w=0"U"Uw = (UO)"VUw =e3"® = (e3,d) :
f ¥ ()5 (U6, Uw)) dow = f W (UTE)& (e, ) 0 .
S2 g2

Dies lasst sich mit Hilfe der Beziehunges, @) = e3"@ = cos(:#) und einer zum Beweis von
Satz 3.1.3 analogen Rechnung vereinfachen zu

2
f W (UT) 6 (€5, ) dd = f f 0 (UTw (9. 6)) 8 (cos(®)) sin(d) di do
(Y4 0 0

2n
_ f a%l/,(umw, ¢))’ﬁ:7_2r dé .
0
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Mit 1919|19— —e3 berechnet sich die innere Ableitung zd4 (U Te3) T . Man kann zudem

w(3.4) L e3 und darausUw(3.¢) L 6 folgern. Damit ergibt sich unter Verwendung von
U'e3=96

2n 2n
[ s rewa)  sw=-wre) [w(UTe(5e)) @
0 0

—-" [ Vo) do.

S2ng+
also die Behauptung. O

Gelfand und Schilow geben auf Seite 220 ihres Buches [9] Uber veraigerte Funktionen
weitere nutzliche Formeln fir das Rechnen mit Ableitungen der Delta-Distribatio

fé (8, w)) ¢ (w) dw = (1) f O do = - f 0"Vedo, (3.1.5)

(w,0)=0 (w,0)=0

k
f 6% (D ai%) e (9 dx= (-1 f %dw (3.16)
1

2.g%=0

wobei die Diferentiation auf der rechten Seite in der zur Hyperelgag = 0 orthogonalen
Richtung (nach der Seite, nach der die Sunjjex wachst) ausgefuhrt wird urdb- das Fla-
chenelement dieser Hyperebene ist. Die Koordinaiea a1X1 +. ..+ anXn, U2, ..., Uy werden
dabei so eingefuhrt, dass die Transformationsmatrix orthogonal ish(Ibg der Achsen) und
es mus$; o = 1 gelten.

Bei der ersten Gleichung vergleiche man den Beweis von Satz 3.1.4. Dite &&¥eichung kann
auch fuirk = 2 benutzt werden und liefert die gleichen Ergebnisse, die Denisjuk hejjeleitet
hat.

Der \Volistandigkeit halber sei hier eine weitere Darstellung der Delta-Didioifn angegeben,
die haufig in der Literatur zu finden ist:

5(k) = feikde. (3.1.7)

Auch fur diese alternative Definition lasst sich leicht zeigen, ddgsmogen vom Grae 1 ist.

Beweis. Mit Hilfe der Substitutiony = rx,r >0, dx = r ergibt sich

(o) [ [Se]

6(rk):fe"kxdx:fe"‘y dy——fe'kydy——d(k)

—00 —00 —00

Damit ist die Behauptung, dass die Delta-Distribution homogen vom Gtasit, gezeigt. O
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3.1.2 Faltung
Fur zwei Funktionerf,g : R — C wird die Faltung f* g von f mit g als das Integral Uber das
Produkt vonf mit einer gespiegelten und verschobenen Versiongvdefiniert:

(f=g)(t) = f f(r)g(t—-7) dr. (3.1.8)
R

Fir diskrete Funktioneri,g : Z — C, wie sie haufig in der Bild- oder Signalverarbeitung
benutzt werden, definiert man dieskrete Faltungls:

(Fra)®=> FRan-k . (3.1.9)

keZ

Im Folgenden sind die wichtigsten Eigenschaften der Faltung, welchesb&etechnung von
Rekonstruktionskernen eine Rolle spielen, aufgelistet:

o Kommutativitat:

frg=gxf, (3.1.10)

e Assoziativitat:
fs(@sh)=(fxg)xh=fxrgxh, (3.1.11)

e Distributivitat:
fa(@+h)=(fxg)+(f*h), (3.1.12)

e Assoziativitat bezuglich der skalaren Multiplikation:
a(fxg)=(af)xg=fx(ag) , (3.1.13)
wobeia eine beliebige komplexe Zahl ist,
e Ableitungsregel:
D(fxg)=Dfxg=f=Dg. (3.1.14)

Dabei ist Df die Ableitung f” von f beziehungsweise im diskreten Fall diefierenz
Df(n)=f(n+1) - f(n).

e Faltung mit der Delta-Distribution:
(f=8)(x) =f(x) . (3.1.15)

Damit ists (x) das neutrale Element der Faltung.
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3.1.3 Fourier-Transformation

Fur f e LR sigd dieFourier-Transformation” {f} = f und dieinverse Fourier-Transfor-
mation¥ 1 {f} = f definiert durch

F 1) = T (&) = (20)" f e (x) dx, (3.1.16)
Rn
F L&) = (&) = (2n) ™" f X f(x) dx. (3.1.17)
Rn

Esqgilt f = szw. f = #-1{F {f}}. In der anschlieRenden Ubersicht sind die wichtigsten
Eigenschaften der Fourier-Transformation aufgefihrt.

e Linearitatsregeld, b e R, f,ge LY (RM):

(af + bg)" = af +bg, (3.1.18)
e Faltungsregel:
(f+0)" = (20" f -9 (3.1.19)
und
(fg)" = (20" f g, (3.1.20)

¢ Ableitungs- und Multiplikationsregel:
Furk = (ki, ..., k), k € NU {0} gilt

(01)" @ = iMEF @ (3.1.21)
und
(Xf)" = iMDf, (3.1.22)
. k Kn
wobeiDX = (). ()", X = Xt xP und |kl = ky + ... + kn.
e Fourier-Transformation de¥-Distribution:

6= (2n)" . (3.1.23)
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3.1.4 Helmholtz-Zerlegung

In der Theorie der Vektorfelder spielt di¢elmholtz-ZerlegungauchHelmholtz-Hodge-Zerle-
gung oder Helmholtz-Theorejneine wichtige Rolle. Danach kann man eirffelienzierbares,
ausreichend glattes und schnell fallendes Vektorf@id : Q — R3in einem Gebief als Sum-
me eines divergenzfreien Feldég(x) und eines rotationsfreien Feldéfa(x) darstellen. Dabei
bezeichnet man ein Vektorfelff als divergenzfreilengl. solenoida), wenn dessen Divergenz
Uberall Null ist und algotationsfrei (engl. irrotational, conservative wenn dessen Rotation
(engl.curl) Gberall Null ist. Zusammengefasst lasst sich dies wie folgt auf die abgeféihrten
Bezeichnungen ubertragen:

fooist divergenzfreies V- foo=0

f1 ist rotationsfreie Vx fr = 0.

Dabei stehi fuir das Kreuz- oder Vektorprodukt, welches ﬁ,’uﬁ e R3 durch

a1) (b1) (agbs-—ash;
ax 6 =|ax| X b2 = a3b1 = a1b3
ag) \bz) \aghy —aob;

definiert ist. Da die Divergenz der Rotation eines jeden Vektorfeldeslilpgeich Null ist, d.h.
davfeR3

v-(vxf)=0

gilt, kann man jedes divergenzfreie Vektorfefdals Rotation eines anderen Vektorfeldgs
schreiben. Fifsg bedeutet dies:

fso(¥) = V x G(X) .

Gleichermalen gilt, dass die Rotation des Gradienten jedes beliebigen iskeadtdes tberall
gleich Null ist, d.h. aufgrund der Eigenschaft, dads: R3 — R gilt

Vx(Vd) =0,

lasst sich jedes rotationsfreie Fefichls Gradient eines skalaren Feldeschreiben. Fuify gilt
also:

fr(X) = VO(X) .
Insgesamt lasst sich die Helmholtz-Zerlegung eines Vektorfeidksnit schreiben als
f(X) = faoX) + fr () mit foo(X) = Vxg(x) und fi(x) = VO(X) . (3.1.24)
Die Helmholtz-Zerlegung ist allerdings nicht eindeutig. Dies ist leicht eirtzeisedenn sei

f(X) = feo(X) + VO(X)
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eine Helmholtz-Zerlegung des VektorfeldEsDann ist fiir eine harmonische Funktibnd.h.
Ah =0,

(%) = (fee¥) + Vh(x)) + V (@ = h) (x)
eine weitere Helmholtz-Zerlegung in einen divergenz- und einen rotat@esfAnteil, da
V- (fe(¥) + Vh(X)) = V- feo(¥) + V- Vh = Ah =0
und
VxV(@-h)(x)=0.

Eindeutig wird diese Zerlegung erst, wenn man Randbedingungentidrdepielsweis@® = 0
auf dem Rand des Gebiet&s Es wird spater gezeigt, dass es genau diese FElferd = 0
auf 9Q sind, die im Nullraum der Doppler-Transformati@n liegen und dass daher nur der
divergenzfreie Anteil eines beliebigen Vektorfeldes berechnetevekdnn.

3.2 Die Approximative Inverse

Bei der nichtinvasiven Untersuchung von Patienten mit Hilfe der Compuatedcaphie handelt
es sich um ein sogenannteserses Problermda man die Dichte im Inneren des Patienten, d.h.
die Lage und den Zustand der Organe, nicht direkt messen, songieemimand von indirek-
ten Beobachtungen — eben den computertomographischen Messungekselitisse auf diese
GroRen ziehen kann, vgl. [18]. Ein Problem bei der Losung von sareProblemen ist, dass sie
im Sinne von Definition 3.2.1 schlecht gestellt sind.

Definition 3.2.1. SeiA: X — Y eine Abbildung mit topologischen Raum&nY. Das Problem
(A, X, Y) heil3tgut gestelltwenn

i) Af =gfirjedesg e Y eine Losung hat,
i) diese Losung eindeutig ist,
iif) die Losung stetig von den Daten abhangt.
Ist eine der Bedingungen nicht erfillt, so nennen wir das Proklgriecht gestellt

Bei den im Rahmen dieser Arbeit interessanten Messungen aus dermhBaee Computer-
tomographie sind Messfehler, beispielsweise durch Bewegungen tiest®a unvermeidlich.
Zudem handelt es sich bei den behandelten Transformationen um ken@adératoren mit un-
endlichdimensionalem Bildraum, deren Inverse, sofern sie tUberhgiggied, nicht stetig sein
kann, vgl. [2]. Zur L&sung von inversen Problemen ist es aus diesemd3otwendig, soge-
nannte Regularisierungsverfahren zu verwenden, mit deren Hilfe mam@proximation an

die korrekte Inverse berechnet. Die Approximative Inverse, die vamd.in [20] entwickelt

wurde, ist ein solches Verfahren. Sie soll im Folgenden vorgestelleimde wichtige Eigen-
schaften hergeleitet und bewiesen werden. Weiterfiihrende Detailek@uch in [22] und [26]
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nachgelesen werden.

SeiA : X — Y ein linearer, kompakter Operator zwischen den HilbertraudXemd Y mit
zugehdriger Singularwertzerlegufg, un; o}, N < 0. Dann besitzA eine Darstellung

Af =" o0 (f, Vo n , (3.2.1)
n

wobei(vy) ¢ X und(u,) c Y vollstandige Orthonormalsysteme fir k&yt bzw. rangef) sind
und die rellen Zahlewor, als Singularwertebezeichnet werden. I#t" der adjungierte Operator
von A, so gelten die Beziehungen

AV, = onUn , A'up=0onvy und A'g= Z 0n (g, Un)y Vn .
n

Ziel ist es nun, aus den gemessenen DgtenY dasjenigef € X zu bestimmen, welches die
Gleichung

Af=g (3.2.2)

erfullt. Dieses inverse Problem ist schlecht gestellt, wenn(camgef)) = oo, vgl. [18], was
in den Anwendungen der Computertomographie immer als gegeben angenararden kann.
Die Idee der Approximativen Inversen ist es nun, nicht die gesuchiktion f, sondern eine
Naherungf, an f durch Anwenden eines sogenannkéallifiers e, geman

f, = (1=,ey>X (3.2.3)

zu bestimmen. Die Variable > 0 heil3tRegularisierungsparametamd ist fur den Grad der
Glattung der Daten verantwortlich. Je groBegewahlt wird, umso starker wird der hochfre-
guente und damit besonders fehleranfallige Anteil der Daten heradtsgefn der Computer-
tomographie steht fir den Mollifiex, dessen Glattungseigenschaft im Vordergund. Allerdings
kanne, auch andere Approximationseigenschaften besitzen, beispielswelséiauspproxi-
mation von Ableitungen vor, wie Louis in [25] fur die Radon-Transformation in 2D zeigen
konnte.

Offensichtlich ist es mit Formel (3.2.3) nicht moglich, eine Naher@ingu berechnen, ohne
die exakte Losung zu kennen. Die grundlegende Idee ist es daher, den Mollifier im Bild des
adjungierten Operatos* zu approximieren und das Hilfsproblem

Ay, =e, (3.2.4)
zu loseny,, wird dabei alsRekonstruktionskerbezeichnet. Nun lasst sidh mittels

fy = <f’eY>x - <f’A*w7>x - <Af’ ¢7>Y

3.2.5
=(0.ur), = S0 929

leicht berechnen.



3 Mathematische Grundlagen 35

Definition 3.2.2. Die AbbildungS, : Y — XmitS,g = <g, ;.//y>Y heil3tApproximative Inverse
von A.

Der Rekonstruktionskerg, ist dabei von den gemessenen Dagamabhéngig und kann ohne
Kenntnis der aktuellen Messung vorberechnet und abgespeicheenve

Gilt fur den Mollifier e, ¢ range@*), so hat Gleichung (3.2.4) keine Losung. Fur den Fall
e, € rangef\*) @ rangef*)* = D(A**), wobeiA** die Pseudoinverse volist, minimiert man
den Fehler

Ay = eY“x ’
indem man die Normalgleichung
AAY, = Ag,

I6st. Der Rekonstruktionskern ist die verallgemeinerte LosungAign = e, d.h.y, = A**e,,
vgl. [5]. Auswertung vonA** unter Verwendung der Singularwertzerlegung V&nergibt fur
den Rekonstruktionskeip, folgende Reihendarstellung (vgl. [18]):

v, = Ae, = Z ot <ey,vn> U .
>0

Die von den gemessenen Daten unabhangige Vorberechnung desRekiionskerns bedeutet
zwar eine immense Beschleunigung der eigentlichen Rekonstruktion, istieneoch sehr re-
chenzeitintensiv, insbesondere, wenn der Rekonstruktionskejediéin Punkt des Rekonstruk-
tionsgebietes berechnet werden muss. Um die Abhangigkeit des Reikbionskerns vom Re-
konstruktionspunkk deutlich zu machen, schreiben wir im Folgendgs(x, -) fur die Losung
von A"y, (X, 1) = €,(X,-). Zusatzlich muss, unabhangig vom Zeitpunkt der Berechnung, eine
sehr grol3e Datenmenge abgespeichert werden. Sowohl Zeit- alSpeicherbedarf lassen sich
durch eine wichtige Eigenschaft der Approximativen Inversen deutkchingern: Eventuelle
Invarianzen des Operatofskdnnen auf den Rekonstruktionskern tbertragen und dadurch ef-
fektiv ausgenutzt werden (vgl. [20]).

Lemma 3.2.3.Seien A X - Y, T : X - X, TJ:Y - Yund T : Y — Y lineare, stetige
Operatoren mit

TXA = AT, (3.2.6)
TXA= ATY. (3.2.7)

Weiterhin seien gx, -) und E, € D(A™) Mollifier mit
&(x ) = TIE,() (3.2.8)
undg, sei die Loésung von

AN'¢, = AE, . (3.2.9)
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Dann ist die L6sung von

AR Y, (X) = Ag,(X, ") (3.2.10)
gegeben als
Uy (X) = T3y . (3.2.11)
Sind die Mollifier g(x, -) und E, € rangef\”), dann gilt fur die Losung von
APy (X) = ey(X,) (3.2.12)
ebenfalls
Uy (X) = T3¢y (3.2.13)
wobeig, nun
A'¢y =E, (3.2.14)
|Ost.

Beweis. Fur die Losung von Gleichung (3.2.10) gilt

(3.2.8) (3.2.7) (3.2.9)

. ., @27
AR Y, (X) = Ag(x,-) "= ATYE, "= "TIAE, "=V TiAA®, "=

AATS¢, .
Analog gilt fur Formel (3.2.12)
(3.2.8) B214) xrv, (327) 4
Ay, (X) =e,(x-) = T{E, "= "T{A, = ATl¢,,
vgl. auch [20]. O

Betrachtet man nun beispielsweise eine Translationsinvarianz, so reighs eden Rekonstruk-
tionskern an der Stellg = 0 zu berechnen und abzuspeichern. Denn wahlt man den Mollifier
e,(Xx,-) zur Rekonstruktion an der Stelleals Translation eines Mollifier,, so ist auch der
Rekonstruktionskerp, (x, ) die Translation eines Rekonstruktionskegps siehe [2].

3.3 Die Radon-Transformation R

Wie schon zu Beginn dieser Arbeit erwahnt, existiert fir die RadonsfoamationR eine Inver-
sionsformel, mit deren Hilfe man aus den gemessenen @ateR f die urspringliche Funktion

f rekonstruieren kann. Dadurch spielt die Radon-Transformationtagiater Entwicklung von
Inversionsformeln fur die Cone Beam Transformatioreine Rolle, denn durch die sogenann-
te Formel von Grangeat, die bei der ausfihrlichen Behandlung des 8Beam Transforma-
tion noch genauer vorgestellt wird, besteht ein Zusammenhang zwisehdneilimensionalen
Radon-Transformation un®. Aus diesem Grund werden in diesem Abschnitt einige wichtige
Eigenschaften voR vorgestellt.



3 Mathematische Grundlagen 37

3.3.1 Wichtige Eigenschaften

Zu der in Definition 2.1.3 angegebenen Formel®ifr(6, s) mit # € S™1 unds € R, existieren
folgende alternative Notationen:

(Rf)(9,9) :ff(x)é(s—(x,&)) dx (3.3.1)
Rn

=ff(s9+y)dy,
HJ_

wobeié die in Abschnitt 3.1.1 eingefuhrte eindimensionale Delta-Distribution bezeichme
0+ = {y e R" : (y,0) = 0} der Unterraum senkrecht zuist. Die Darstellung (3.3.1) stellt eine
natiirliche Fortsetzung voRf von S"! x R nach(R"™\ {0}) x R dar, denn fiir > 0 gilt:

Rf(r@,rs):ff(x)é(rs—r(x,a» dx
Rn
=11 | f(x)6(s—(x6)) dx
!
=r1Rf (6,9 ,

d.h.Rf wird als Funktion, die homogen vom Grad ist, fortgesetzt. Damit ist es mdglich, eine
Differentiation der Radon-Transformation naaurchzufuhren, vgl. [31, S.12]:

%Rf(e,s):ff(x)%é(s—(x,@))dx:—ff(x)xké’(s—(xﬁ))dx
k RO k RN

=2 [ 10 eats- k) dx=- 2 R (0.9
Rn

0 0
—Rf = —— f . 3.2
= g RI0.9 = 5 R @.9 (332)
FUr einen Multiindex € N" mit |k| = ky + ko + ...+ k, und xK = x‘f . x'gz xr'$ gilt:
DKRf (6, s) = 1'k'—alk|7z “f)(o 3.3.3
2] (,S)—(—) 8§k| (X )(’8)9 ()

wobeiDy die Ableitung bezlglicl® bezeichnet.
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Diesen Uberlegungen folgend kann man fiyr: R® - R, k= 1,2, 3 zeigen:
0 0
06, 06,
\R3

_9
a6,

f fu(X) (s — (X — a,0)) dx
\R3

0
= | fk()— d6(s—(x—a,6))dx
R[ <56,
=—ffk(x)(x—a>k<s'(s—<x—a,e>>dx
RB

:_(%ffk(x)(x—a)ké(S—(X—aﬁ))dx
RS

_ _aisqe (Fe() (- = a)) (6, S+ (2, 0)

f1
Eine Summation tibek = 1, 2, 3 liefert fir f = [fz]
f3

3
k; a%kvefk(e, s+(@a6)) = —%R ((f(),- - a)) 0.5+ (a.0) . (3.3.4)

Eine weitere wichtige Eigenschaft, die sowohl fur die Radon- als auchdli¢gentransforma-
tion gilt, wird als Projektionstheorenfengl. central slice theorenoder Fourier slice theorem
bezeichnet.

Satz 3.3.1.(Fourier slice theorem) Firr £ S (R") gilt:
(Rof)" (0) = (@20)" " f(06) , o € R,
Pof) () = 0" f(n) , ne 0"
Beweis. Siehe beispielsweise in [31, S.11]. |

Der adjungierte Operat®®* der Radon-Transformation, autickprojektions-Operatdiengl.
backprojection operatgrgenannt, ist durch

(R'9) () = f 9(6.(x.6))do , g€ S(S"* xR) (3.3.5)
gn-1

gegeben. Mig = Rf stellt (R*g) (X) eine Mittelung Uber alle Integrale vaniiber Hyperebenen
durchx dar. Der Rickprojektions-Operat® ist auch Namensgeber fir den Standardalgorith-
mus zur Rekonstruktion in 2D, dem sogenannten Algorithmus der gefiltetiekpRojektion.
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Ausgangspunkt fur diesen Algorithmus ist der folgende Satz, der dierméi (3.1.8) definierte
Faltung verwendet (siehe [32, S.11]):

Satz 3.3.2.Seien fe S(R") und ge S((S™* x R)"). Dann gilt:
(R'g) * f = R* (g Rf) . (3.3.6)

Inversionsformeln

Obwohl man bei der Implementierung von Inversionsformeln meist auf Gleli3.3.6) zu-
rickgreift, kann leicht eine ganze Familie von exakten Inversionsforimelgeleitet werden.
Dabei benutzt man das sogenanRiesz-PotentialA. Der lineare Operatol® ist im R" mit
Hilfe der Fourier-Transformation definiert als

(1) @=1a?f@©. p<n. (3.3.7)
Mit der analogen Definition des Riesz-Potentials 8lif! x R als
()" (6.0) =l P §(6.0) . B<1, (3.3.8)
erhalt man folgenden Satz (vgl. [32]):

Satz 3.3.3.Seien fe S(R") und g= Rf. Dannist firg < n
f= %(2@1—” | PR 1A 1g (3.3.9)

Durch unterschiedliche Wahl vgherhalt man verschiedene Inversionsformeln, wobei im Rah-
men dieser Arbeit nur der Fadl= 0 betrachtet wird, woraus sich

f= %(271)1—“ R* 11 "g (3.3.10)
ergibt. Aus Formel (3.3.8) kann man rgi= 1 — n zudem

(1) (6.0) = 1o 8(60.0) = (sgner))™* o 15(6. o)
_ [sgn@)o™tg(6,0) . ngerade (3.3.11)
oo, 0) , nungerade

zeigen.
Weiterhin wird dieHilbert-Transformation?{ verwendet, die inR durch den Cauchy’'schen
Hauptwert des Integrals

1 ( f(y) 2
HiX) == | —2Ldy, fel?(®) (3.3.12)
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definiert ist. Dabei ist.? (R) der Raum dequadratintegrierbaren Funktionevon R nachr, der
durch

L2(R) = {f : R > R| Ifll2 = (£, )2 < oo

mit Skalarprodukt

(f.@rz = | f(x)-g(x)dx
/

definiert ist. FUrH gilt (vgl. [32, S.5])

(HT)" (&) = -isgne)f (&) , (3.3.13)
woraus fiir Funktionewy, die aufS™* x R operieren, durchn(- 1)-fache Anwendung vof{

auf die zweite Variable

n-1
(H™g)" (6.0) = (71) (sgn6)" 80, 0) (3.3.14)

folgt. Mit Formel (3.1.21) zeigt man
(6™9)" (0.0) = i™ L™ g6, 0) (3.3.15)

wobeig™? die Ableitung vong beziiglich der zweiten Variablen ist. Aus den Formeln (3.3.10)
bis (3.3.15) erhélt man nun folgende Inversionsformel fir die Radansformation (vgl. [31,
S.20] oder [32, S.11)):

f= %(27‘[‘)1_"] R*q_(n—lg(n—l) . (3316)

Die Vereinfachung

M1 (-1)"?2H | ngerade
(=12 | nungerade

liefert folgenden Satz:
Satz 3.3.4.Seien fe S(R") und g= Rf. Dann ist

(-1)"22R*Hg™1D) | ngerade,

3.3.17
(-1)™VeRrg-1) , nungerade ( )

1 -n
f = E (271')1 {

Johann Radon gab schon 1917 die Inversionsformeln

F(x) = izf}fg’(e,(x,e)ﬁ)dedt (3.3.18)
4 t
R Si
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firn=2und
f(x) = S fg”(e, (x,6))de (3.3.19)
8n2
g2
fir n = 3 an. Aus Gleichung (3.3.17) ergibt sich file= 3 folgende alternative Darstellung:
1
f=-—Rqg". 3.3.20
53R (3:3.20)
Benutzt manf = R1Rf undg = Rf,g” = 63—:27{1‘, so sieht man aus Formel (3.3.20) leicht
1 92 1 G
f = RIRf = -~ R —Rf RI=-SR—, 3.3.21
g2 o2 812 0F (3:3.21)

also eine Darstellung fir die Inverse der dreidimensionalen Radorsforamation. Die Inversi-
onsformel kann auch aus

1 0 ,
f(x) = @ffa_sﬂf 0,9 ¢ (s—(x,0)) dsd (3.3.22)
S
durch eine partielle Integration im inneren Integral hergeleitet werden.

3.3.2 Anwendung der Approximativen Inversen auf die Radon-
Transformation

Nun soll die in Abschnitt 3.2 behandelte Methode der Approximativen ssrebenutzt werden,
um einen Rekonstruktionskern fur die 3D Radon-Transformation lestzn. Die Prasentation
folgt hierbei [23].

Ausgangspunkt ist ein Mollifiee,(x, -) fir den Rekonstruktionspunkt e R3. Ziel ist es nun,
die Gleichung

Ry (X, ) = €,(X, ") (3.3.23)
zu losen. Nach Formel (3.3.10) gilt fir= 3 mit R-1Rf = f:
1 1
f = —SRI72Rf RL= _SRI2.
8712R R = 87r2R

Damit lasst sich Gleichung (3.3.23) umformen zu
R*l//y(x’ ) = e)/(x7 ) = R_lRe}/(X7 )

1 .
= 53Rl ’Re, (X, *)

. 1 -2 .
= Yy(x6,9 = QI Re,(x;6,9),
wobeis € R undd € S? ein Einheitsvektor ist. Fiir festesist die Radon-Transformation

translationsinvariant, d.h. mR,f(s) = Rf(6, s) und den Operatorefif f(x) = f(x — a) sowie
To(s) = g(s—1) gilt:

ReT2F = TRy
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Beweis. Mit den obigen Definitionen voif£f(x) und ng(s) sowie Gleichung (3.3.1) fur die
Radon-Transformation gilt:

Rngf(s):f(Tff)(x)é(s—(x,@)) dx:ff(x—a)é(s—(x,&)) dx
R3

R3

=ff(y)6(s—<y+a,e>) dy=ff(y>6(s—<y,e>—<a,e>) dy
R3 R3

- f F(y) 6 (5= (@, 6)) — (. ) dy = TEOR £(S) .
R3

Wahlt man nun einen um den Nullpunkt zentrierten Molliégr der geman

o0 (5

in den Punkix verschoben ist, dann erfiillt der Rekonstruktionskern die Gleichung

S— (X, 6)
=)

. 1 -
I,by(x, 0, S) = Elﬂy 0,
Zusatzlich wird in [24] die Rotationsinvarianz der Radon-Transformatiddetracht gezogen.
Mit den RotationsoperatoreﬁiJ f(x) = f(Ux) und Té’g(@, s) = g(Uég, s) gilt fir eine unitare
Matrix U:
RTY | = TYRT .

Beweis. Mit den angegebenen Definitionen vﬁij f(x) undTéJ g(6, s) sowie Gleichung (3.3.1)
gilt analog zum vorhergehenden Beweis:

RT;’f(e,s)=f(Tff)(x)5(s—<x,e>) dx=ff(Ux)6(s—(x,9)) dx
R3

R3

=ff(y)a<s—<UTy,9>) dx=ff(y)a(s—<y,ue>) dx
R3 R3

= TYRE(6,9) .

Ist nun der Mollifier rotationsinvariant, d.h. gilt

e(xy) =¢ (Ix=-yl) ,

so ist der Rekonstruktionskern nur noch eine Funktion der Variahldrh. unabhangig voe,
und der resultierende Algorithmus ist vom Typ der gefilterten Rickprojektigl. [24, Theorem
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3.1]). Bezliglich der Wahl des Mollifiers und der Berechnung des msthpnden Rekonstrukti-
onskerns finden sich in [23] und [24] einige Beispiele.

Nach diesem kurzen Uberblick (iber einige wichtige mathematische Funktiowkeder Her-
leitung einer Inversionsformel fur die dreidimensionale Radon-Tramsfton, sollen die hier
gewonnenen Erkenntnisse auf die Rekonstruktion aus Daten der Game Bransformation
angewendet werden.
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4 Die Cone Beam Transformation 9

In diesem Kapitel soll die dreidimensionale Cone Beam Transformation mit ikikehtigsten
Eigenschaften vorgestellt werden. Dann wird eine auf der Formel vandgat, die einen Zu-
sammenhang zwische® und der im letzten Kapitel vorgestellten Radon-Transformafon
herstellt, beruhende Inversionsformel hergeleitet. Die Berechnueg &akonstruktionskerns,
die in der Dissertation von Weber [52] ausfluhrlich behandelt wird, bilget Abschluss die-
ses Kapitels. Dieser Kern wird spéter auch zur Rekonstruktion von Meldern aus Daten der
Doppler-Transformation verwendet.

4.1 Definitionen und wichtige Eigenschaften

Die (skalare) Cone Beam Transformation wurde in Definition 2.1.4 #1S?, o € T ¢ R® und
f e S(R%) als

(DF) (,0) = f f (@ +6) dt
0

eingefuhrt. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass sich das Objetbéreh einer Kugel mit
Radiusr um den Nullpunkt befindet, dass al€o= B, (0), wobei in dieser Arbeit meist= 1
gesetzt wird. Die VariablE bezeichnet dabei, wie schon in den Kapiteln zuvor, die Abtastkurve,
auf der sich die Rontgenréhre um das Objekt bewegt. In den prakti8dispielen dieser Arbeit
wird T" als Kreis mit RadiuRk = 3 in einer der Koordinatenebenen gewahlt und liegt dadurch
vollstéandig aul3erhalb des Rekonstruktionsgebi®teBamit ist die erste Bedingung von Tuy-
Kirillov aus Definition 2.1.5 erfillt.

Der adjungierte Operatd®* von D berechnet sich zu

(D9) (¥ = fo— o g(a, |I§: Z”) da (4.1.1)
r

vergleiche [42]. Wegen

(59

Z)f(a/,e):ff(cu-ty) dt:||y||‘1ff(a+t||—§:”) dt
0 0

kannDf aufR3xR3 ausgeweitet werden, ist also homogen vom Gradm zweiten Argument.
Die Fourier-Transformation lautet

(D) (@) = (20) " f Di(a,y) e dy . (4.1.2)
R3
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4.2 Inversionsformeln

Wie schon erwahnt, beruhen die meisten Inversionsformeln fiir die CeamBransformation
auf der Formel von Grangeat, die in [32] auf folgende, von Hamakat. &t [12] entwickelte,
Formel zurtckgefuhrt wird. Fur eine FunktibraufR, die homogen vom Grad4.nist, gilt:

f Df(a,w)h((f,w)) dw = fRf(@, sh(s—<(a,0)) . (4.2.2)
gn-1 R

Daraus ergibt sich fin = 3 undh = ¢’ die Formel von Grangeat, die Pierre Grangeat 1987 in
seiner Dissertation [10] erstmals véntlicht hat.

Satz 4.2.1(Formel von Grangeat)Sei f € S(R3). Dann gilt fur einen Einheitsvektap € S?
und einen Quellpunkt € T’

%Rf(w, s)’

s=(a,w)

:—f@f(a,@)é’ (6, w)) db . (4.2.2)
32

Beweis.Ein im Vergleich zu [10] vereinfachter Beweis von Grangeat selbsefisith in [11].
Wesentlich einfacher sind jedoch diejenigen von Louis in [19] oder Diet3]in [ |

Weitere Inversionsformeln ergeben sich aus Gleichung (4.2.1) durelueterschiedliche Wahl
der Funktionh. Die Formeln von Smith [45] und Gelfand und Goncharov [8] werden ledsp

weise in [32] daraus entwickelt. Der Vollstandigkeit halber sei hier naeregplizite Inversi-

onsformel von Tuy [51]

f(x) = (2r)"7%it f (@/(z),e))—l% (D) (a(1),6) do, A2 = A(x,6) (4.2.3)
SZ

erwahnt, die fir alle Abtastkurven, die die Tuy’'sche Bedingung ausnifiefi 2.1.5 erfillen,
gilt.

4.2.1 Die Inversionsformel von Louis

Im Folgenden soll nun die von Louis in [24] unter Verwendung der Foume Grangeat (4.2.2)
hergeleitete Inversionsformel fir die Cone Beam Transformation stetiieverden. Neben den
in den Formeln (3.1.2) bis (3.1.4) angegebenen Eigenschaften der Dsitdodion bendtigt
man noch folgende Definition:

Definition 4.2.2. Mit dem Crofton-Symbol (w, s) bezeichnet man die Anzahl der Schnittpunkte
zwischen der AbtastkurvE und der Ebenéx, w) = s, d.h. die Anzahl der Quellpunkie € T’
mit (@, w) = (X, w).
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Man definiert nun fiir einen Einheitsvekiore S? und einen Quellpunkt € I noch die Opera-
toren

Tow) = f g(0) & ((6, w)) db (4.2.4)
(3.1.4) 0
=Y _wT Vg (6) do = - (w,Vg(6)) do = — —g(6) do, (4.2.5)
0
Szil S#\[l Szil ¢
und
Mroh(w) = (¢, w)| M(w, (@, ©)) h(w) , (4.2.6)

wobeim(w, (@, w)) = W das Inverse des Crofton-Symbols uricdie Ableitung der para-
metrisierten QuellkurvE sind. Der Ableitungsoperatdr operiert dabei auf der zweiten Varia-
blen gemar

To(a,w) = Tog(w) -

Bei Mr,, handelt es sichfensichtlich um einen Multiplikationsoperator, der von der Abtast-
kurvelI” abhéngt. Mit diesen Vorarbeiten erhalt man:

Satz 4.2.3(Inversionsformel von Louis)Seien die Bedingungen von Tuy-Kirillov aus Defini-
tion 2.1.5 flr die AbtastkurvE erfillt. Dann lautet die Inversionsformel fir die Cone Beam
Transformation

f= WD*T Mr.TDfT , 4.2.7)
wobei die oben angegebenen Definitionen fur die Operatoren T yndsblwie den adjungierten
OperatorD* von D gelten.

Beweis. Ausgangspunkt fir den Beweis ist die in Gleichung (3.3.21) angegelmeBrsions-
formel fir die Radon-Transformation ii® beziehungsweise deren Darstellung mit Hilfe der
Delta-Distribution aus Formel (3.3.22), die hier aus Griinden der Ubdisktteit noch einmal

in ausfuhrlicher Schreibweise wiederholt wird:

1 (6
f= faSZRf(w (X, w)) dw

L (o (4.2.8)
- @ffa_sm (w,9) ¢ (s— (X, w)) dsdw .
S2 R

Unter der Annahme, dass die Bedingungen von Tuy-KirillovIfierfillt sind, kann man das
Integral mit Hilfe der Substitutios = {«, w) vereinfachen:

1 9
f(x) = —@ffa—sﬂf (w,{a,w)) & (a—x w)) ’(a',w)' M (w, (@, w)) da dw

fff@f(af 0) & (0, w)) dO &' ((a— X w)) (¢, w)| M(w, (@, w)) dadw .
sz T
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Dabei wurde bei der Umformung in der letzten Zeile die Formel von GrarmeaSatz 4.2.1
verwendet. Nutzt man nun aus, dasgemal Satz 3.1.2 homogen vom Grdtlist, so gilt:

)

—8—7lrszfl)f(a,0) & (0, w)) dO &' ((a- X w)) (¢, w)| M(w, (@, w)) da dw
I s2

S
_ fffl)f(a 6) & ((6.w)) do — Dl V) (< 'X‘“” >) (o', )| M, (@, w)) dwda

I s2 g2

o oo 5D ) s ra

@26) 1 1 f ,(< X—a >)
= = | —— Mr.TDf](a,w) 6 ,w)| dw da
82 ) x_az ) MR Oy
r S2
(424 1 1

X—«
Y | = TM,TOf] e, do
&2r|m—mﬁ[ 3 ](|w—a0

Unter Verwendung von Formel (4.1.1) fur den adjungierten Opefataerhéalt man schlief3lich

f(x) = [Z) TMr, TDF](X) .
|
Man kann daraus fur die Invergg~ von O folgern, dass
f=D1Df = 8—121)*T Mro TDf
- ot = 21) TMr,T (4.2.9)
ist.
Die Anwendung der Approximativen Inversen zur Rekonstrukt ionskernberechnung

Wie Louis in [24] weiterhin zeigt, ist es mit dieser Inversionsformel moglickkdhstruktions-
kerney, fur die Cone Beam Transformation zu berechnen. Um die Loswon Df = g der
Theorie der Approximativen Inversen folgend in der Form

(%) = (g.uy)
schreiben zu kdnnen, ist es gemal den Formeln (3.2.4) und (3.2.5) najyweie Gleichung
DYy =g
zu lésen, denn

f09 = (f.&,) = (f. D'wy) = (DF.0) = (0.0 -
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Fur eine exakte Inversion wird der Mollifieg, als Delta-Distributionsy gewahlt, ansonsten
versucht man, eine moglichst gute Approximation an diese zu finden uadhrest eine Néhe-
rungslésung. Mit Formel (4.2.9) erhalt man

1
DY, =e, =D 'De, = 520 TMraTDe,

und damit folgende Darstellung fir den Rekonstruktionskern

1
= —TMr,TDe, . 4.2.10
W)’ 87'[2 F, ey ( )

4.2.2 Berechnung des Rekonstruktionskerns von Weber

Mit Hilfe dieser Formel konnte Weber in [52] den Rekonstruktionskemdié Cone Beam
Transformation bei einer kreisformigen Abtastkurve analytisch besstHbies stellt einen ent-
scheidenden Fortschritt dar im Vergleich zu den Berechnungen, die iDif5] mit Hilfe eines
Rekonstruktionskerns fir die dreidimensionale Radon-Transformatiaigefihrt hat. Neben
einer wesentlich schnelleren Berechnung des Kerns, die auch die gan ik [30] an dem
Verfahren von Dietz vorgenommenen Verbesserungen Uffedteigt auch die Berechnungsge-
nauigkeit des Kerns deutlich.

Grundlagen

Wie schon erwéahnt, geht man von einer kreisférmigen Abtastkurve u®blgkt aus, obgleich
fur diese die dritte Bedingung von Tuy-Kirillov aus Definition 2.1.5 nicht erfigtt Obwohl
die Spiralgeometrie aufgrund ihrer schnelleren Abtastung und der danmggeen Strahlenbe-
lastung in medizinischen Anwendungen haufig bevorzugt wird, ist dissg@emetrie dennoch
weiterhin gebrauchlich. Besondere Bedeutung kommt ihr zudem beirtdaergsfreien Pri-
fen zu, wie es beispielsweise am Fraunhofer-Institut fir ZerstofreigPrifverfahren (IZFP)
in Saarbriicken praktiziert wird. Dazu sind wesentlich héhere Aufldsarals im medizini-
schen Alltag notwendig, was durch eine starre Anordnung von Rontgdaqund Detektor
gewabhrleistet werden kann. Das Objekt ist dabei auf einem drahbaler fixiert und rotiert in
dem von der Réntgenquelle ausgesandten Strahlenkegel. Die AusgahtdriKalibrierung des
gesamten Messaufbaus wird dadurch deutlich vereinfacht und ermoggiatie Verwendung
grolRer Detektoren mit mehr als 104,024 Detektorelementen.

Im Folgenden soll die von Weber in [52] erarbeitete Berechnung disrReruktionskerns kurz
vorgestellt werden, da dieser auch bei der Rekonstruktion von Veldern Verwendung fin-
det. Allerdings werden nur die wichtigsten Formeln und Definitionen angegetuf die Be-
weise wird bewusst verzichtet. Der interessierte Leser kann die detaillidgdeitungen und
Rechnungen sowie die fehlenden Zwischenschritte anhand der digsféih Darstellung in [52]
leicht nachvollziehen.

Ausgangspunkt ist die Gleichung (4.2.10).

Als Mollifier e, wird derGaul3kernauch alsGauf'sche Glockenkunieezeichnet, gewahlt. Der
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eindimensionale Gauf3kern ist definiert als

l({oc—-pu 2
o) = exp(—é (—) ] , (4.2.11)

wobei u der Erwartungswertund y die Standardabweichungenannt werden. Eine grafische
Darstellung des Gauf3kerns ist in Abbildung 4.1 zu sehen.

0.4
0.37
0.2

0.14

-4 2 0 2 4
(a) zweidimensionale Darstellung

\
BN
AN
A
AN

I"':O‘
il 0,:.0

(b) dreidimensionale Darstellung

Abbildung 4.1: Gaul3kern fip = O undy = 1.
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Es qilt:

2
fe(O')d(r fy\/_ p[ 1(%)}%:1. (4.2.12)

Im Fall der Cone Beam Transformation ist es notwendig, wie bei Dietzrj)]Mohr [30], den
dreidimensionalen Gaul3kern

lIx-yil2

e,(xy) = (21) 3/271 e 2% (4.2.13)

zu verwenden, der abx(y) geschrieben wird. Dieser ist, wie der eindimensionale Gaul3kern, so
normiert, dass

fe5<(y) dy=1 (4.2.14)

gilt.

Beweis. Eine einfache Rechnung unter Verwendung von Formel (4.2.13) zeigt:

_Ix= yn2
f ex(y)dy = f (2n) 3/2 —e
R3 R3
_ fff ex p( (X1 —y1) +(X22 3/2) + (X3 = y3)° )dy dys dys
o1 (1—Y1)2) ( (2—YZ)2)
= exp( dylf exp| - dy.
i(v@) 2 )T () 2’
P U2
f exp(—( 3 ;’3) )dy
<, (r V) 2
(4.2.12) 4
]
Fir den ersten Teil der Formel (4.2.10) kann damit folgender Hilfssa&igiewerden:
Hilfssatz 4.2.4. Es sei
2 2
&) = (2n)” 3/2 —e =Ce?? (4.2.15)

der eindimensionale GauRkern mit:€(27r)‘3/2 713 Dann ist

ex(y) = e(lly — xl)
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ein rotationsinvarianter Mollifier mit

TDed (o)== [ elly-u)ey-xo) dy. (4.2.16)
Y

wt+a

Beweis. Siehe [52]. O
Die weitere Vereinfachung der auftretenden Integrale fihrt zu:

Lemma 4.2.5.Mit C = (2r)~ %2 7—13 gilt:

— L (a-xw)?
[TDe (. w, X) = 21Ce 22" (0 — X, w) . (4.2.17)
Beweis. Siehe [52]. O

Fir die Berechnung voMr, muss die Abtastgeometrie in Betracht gezogen werden. Da fur
eine Kreiskurve die dritte Bedingung von Tuy-Kirillov aus Definition 2.1.5 histlillt ist, gibt

es Ebenen, die zwar das Rekonstruktionsgebiet, nicht aber die Kngéskchneiden. Dies sind
alle Ebenen parallel zur Kreisebene. Im Allgemeinen gilt jedoch, dasskiare einen Kreis

in genau zwei Punkten schneidet, so dass fiur die weitere Berechasngrdfton-Symbol fur
diese Abtastgeometrie als identisch 2 angenommen wird. Damit ergibt sith-fiir

[Mroh] (o, w) = %|<a’,w>| h(e, w) . (4.2.18)

Der aul3ere Operatdr verlangt deutlich mehr Aufmerksamkeit und die detaillierte Wiedergabe
der entsprechenden Formeln und Satze wiirde den Rahmen dieserb&ilveditem sprengen.
Aus diesem Grund sei hier nur die Grundidee angegeben: Wie man in IH@gr2®) sieht, ist
der Operatofl ein Integrationsoperator (ib&F N w*, also tiber einen Einheitskreis senkrecht
zu einem Einheitsvektor. Um diese Integration nur durch einen einzigekel\irschreiben zu
koénnen, wird das Koordinatensystem so gedreht, dass diese Intagratier neuerx-y-Ebene
stattfindet (vgl. [52]). Eine im Zusammenhang mit der Vereinfachung uferedenden Integrale
notwendige Funktion ist die Fehlerfunktion (vgl. [1, S.297]).

Definition 4.2.6. Die Fehlerfunktion (error functionist definiert als

zZ

2 2
erf@:=— | e¥dt, zecC. 4.2.19
&= (4.2.19)
Folgende Eigenschaften der Fehlerfunktion, deren Funktionsgrafhhiiddung 4.2 zu finden
ist, sind zur Berechnung des Rekonstruktionskerns notwendig.

Satz 4.2.7.Es ist

1
erf(0)=0, erf(o0)=1, erf(-2=-erf(d), erf@= % Of e?’dt. (4.2.20)
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60
40|

20

Abbildung 4.2: Funktionsgraph der Fehlerfunktion erf.

Fir a, b, ce R mit c# 0 gilt

fbecxzdx: —i(erf(a\/—_c)—erf(b\/—_c)) __Vr (erf(b\/—_c)—erf(a\/—_c)) ,

2+/—-c 2+/-c
(4.2.21)
b
fecxz Rdx= = (beCb2 —aé? + v [erf(a\/—_c) - erf(b \/::)]) . (4.2.22)
2c 2+-c
a
Beweis. Einfaches Nachrechnen. ]

Der Rekonstruktionskern im gedrehten Koordinatensystem

Nach umfangreicher Auswertung und Vereinfachung der auftreteimtisgrale und Terme erhélt
Weber in dem mit Hilfe einer Drehmatrld gedrehten Koordinatensystem folgende geschlosse-
ne Darstellung des Rekonstruktionskerns:

Satz 4.2.8.Es sei

lIx-yI2

1 _
ey = (@) e #* . y>0.

der Mollifier mit x, ye R3. Die Abtastkurve sei ein Kreis mit Radius R.
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i) Liegen die Vektoren b und y nicht parallel zg, e.h.|[§]| # 0 # ||b, dann gilt fur den

Rekonstruktionsken:
cl oo i (b.9) 3 L )
Uy, n,X) = —— |95 V2ry erf L {2ysv (b, §) — bsl + 2||b||yse 1B
7 A V2y [ { < > } bl
(4.2.23)
fira €T, n e S?, xe Q, wobei
1 1
C:= (20" =, =,
(2n) 7 V=5
U'p=e3, UeSO(3),
y=UT(@-X), ¥ = (y1.y2.0)" . c=vI§IP .
b=UT¢, b= (by, by, 0)7 .

Man erhalt also
U:U(TI), C:C(Tl,a’x)’ YZY(U’Q’—X), b:b(ﬂ,a/)-
i) Falls ||]| = 0 undoder ||b|| = 0 gilt, folgt
C .~
Uyl n, ) = =5 [b]] ys . (4.2.24)
iii) Im Fall (§.b) = 0 (und|§|| # 0 # [|b) vereinfacht sich der Kern zu

C .z C o )
wylan.®) = 22| yse® =~ [ yae 9 (4.2.25)

Beweis. Siehe [52]. O

Elimination der Drehmatrix U

Der nachste Schritt ist nun die Elimination der Rotationsmairixlie durchU "n = e3 definiert
ist. Folgende Bemerkung ist leicht aus den in Satz 4.2.8 gemachten Definiéiblestioar (vgl.
[52)):

Bemerkung Fir|[§]] = 0 undoder||b|| = 0 sindy ungoderb parallel zue;. Damit ist

Un=elly=U"(e-X = nll(e-x),
Un=ellb=UTa" = gl .

Dies bedeutet, dass der Richtungsvektentweder auf der Geraden vom Kurvenpuaktum
Rekonstruktionspunkt oder, da die AbtastkurvE ein Kreis ist, senkrecht zu liegt. Dan die

Richtung des Strahls von der Quall@usgehend beschreibt, ist der zweite Fall irrelevant, da der

Strahl dann durch ein Gebiet verlauft, in dem die zu rekonstruierendktien f als identisch
Null vorausgesetzt ist.
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Dadurch ist es moglicH) aus der Darstellung des Rekonstruktionskerns zu entfernen und die
Terme, die vony~und b abhangen, so umzuformen, dass stattdessen nurmecl, « und

der Richtungsvekton des Rdntgenstrahls vorkommen. Die entsprechend umgeformten Terme
werden in folgendem Lemma zusammengefasst:

Lemma 4.2.9. Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.2.8 gilt:

7 = lle = X2 = (@ = x, )2 = lla = x = (@ = x, ) ll? (4.2.263)
IBl* = |l |]* ~ (@) = ||’ — (") (4.2.26b)
<)7 B> ={a-x%ad)Y—(a=xm{a,n)={a—-xa —{(,n)n) , (4.2.26¢)
Ya={a-%xmn, bsg={(,n), (4.2.26d)
- (@ =X a")—(a-xma,n)
&) = : 4.2.26
(& 8) = ot el I = @y (4.2.26e)

wobei&, undg, die Einheitsvektoren in Richtung vbrbzw.§ bezeichnen.

Beweis. Da der Beweis recht kurz ist und einen schonen Einblick in die vorgenomibeehung

erlaubt, wird er hier gemaf [52] wiederholt.
Es isty = Ues; man erganzt zu einem Koordinatensystem mittels

v=Ue, w=Ue = nplviwlnp, nvweS?.
Nun schreibt man die Vektoren in diesem Koordinatensystem:

a—X=({a-Xmn+{dx—XVYIV+{@x—X,W)W,
o ={(a,n)yn+{,Vyv+{a',wWyw,

{a — X, V)
y=UT(a—X)=(@-Xnes+{@—X Vel +{ad—X,W)e = <a—x,w>] ,
<Q’—X,T]>

(@, V)
b=UTd =, W] .
(@, m)
Mit dieser Darstellung vog undb folgt
917 = ¢ = % W2+ (@ = x W) = flor = X2 = (@ = x, )2,

B = (@ )? + (@ w)? = ][ -~ (@) .

y3=<CY—X,T]>,
bs = (', m) ,
(9.b) = (v.b) = yabs = (@ = x.0@) =@ =xm (', 7)) , (Yy=UT(@-%, b=UTa),
.y . _ b
ey:T, €= = .
Iy 1Bl
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Betrachtet man nun wieder die Darstellung des Rekonstruktionskerinsder unten aus Grin-
den der Ubersichtlichkeit wiederholten Formel (4.2.23)|[fif = 0 # |||, d.h.

Cl e i B,S/ ~ - ,V§y1b2:>'2b122
lﬂy(O’,T],X)Z—E[e 191 @76”(\/;Hg”]{Zyy/(b,y)—b3}+2!|b||Y3e Bl

(4.2.23)
so gelingt es mit Lemma 4.2.9 alle Termpendb bis auf den letzten Exponenten

v (y1bz — y2b1)?
[

zu ersetzen und damit die Rotationsmatdizu eliminieren. Mit Hilfe der zusatzlichen Umfor-
mungen

—
~

v (y1bz — yoby)? .b
[ [51] {1o]

deren Gultigkeit in [52] in einem Hilfssatz bewiesen wird, und dem trigondewnéten Pythago-
ras

=c-sify, cosy= =<éy,éo>, c=vI§IF .

sify+coSy=1 o sify=1-coSy
folgt

o\ (2

v (y1b — yob)? : [ <§/, b> ) ] 12 ~ x\2

—_— IC'S|nZlﬁ=C 1- S TNTRTTATH =v| IVl 1- €, & . (4227)
& [ 1511 [ (2-(ea))

Der Rekonstruktionskern im urspriinglichen Koordinatensy stem

In Verbindung mit den Formeln (4.2.26) aus Lemma 4.2.9 erhalt malfyfiis 0 # ||b|| fur den
Kern im urspringlichen Koordinatensystem (vgl. [52])

C | _—vla—x—(a—xmnl; i (a-Xxa —(a,mn)
1, %) = —— el @mxmil o erf( )
Ve 4”[ 7 V2y i’ =<, mll

A2v{@ - xm{a-xa —{a',n)yn) - (', )} (4.2.28)
(axa’~(aym)? 2
+2 e’ = (o', )| @ = %, ) ev( ol 1 )}
mit
1 1

und y =

C=(@0) "= :
(2r) 7 2,7
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Der vereinfachte Rekonstruktionskern (@'yr 5> = 0 kann als

W) =~ o’ = (ol e = oy st (42,29

angegeben werden. Seine Berechnung kommt ohne Integration ais$ dadurch recht einfach
zu realisieren. Aus der Bemerkung nach Satz 4.2.8 kann man folgesddavereinfachte
Rekonstruktionskern genau dann Verwendung findet, wenn der &isitghl vom Punkt in
Richtungn den Rekonstruktionspunktgenau trift.

Probleme in der praktischen Umsetzung und deren Behebung

Die analytische Herleitung ist damit abgeschlossen, leider ist eine direkierische Umset-
zung der vorliegenden Formel fur den Kern aber ni¢hzient. Dies liegt darin begrindet, dass
das Argument der erf-Funktion rein imaginar ist und wedferitir einen kleinen Regularisie-
rungsparametey betragsmalflig grof3 wird. Dies filhrt zu sehr groRen Werten, wie auch au
Abbildung 4.2 ersichtlich wird. Andererseits ist

g Vla=x—Ca=—xul? i, =

2y2

aus dem gleichen Grund sehr klein. Um dieser Problematik entgegeneawisk eine intelli-
gente Berechnung gefordert. Man verzichtet daher auf die Verwender erf-Funktion, zieht
stattdessen die beiden oben angegebenen Terme zusammen und beieschriegral mit Hilfe
einer Quadraturformel. Mit Hilfe der abkiirzenden Schreibweise

%.6) g o
- f@uén - laaer.  2ovi(ea)

leitet Weber fir den betfienden ersten Teil aus Formel (4.2.23) folgende Identitat her:

o 1
&9 Vory erf (iz) = —v||y||2,\/—y\/_fe—sz ds:e—leilzi\/Zy%izfezztz dt
0 d 0

1

= 2517 (& &) f @ IP((38) 1) g
0
Der Rekonstruktionskern im gedrehten Koordinatensystem lautet damit

Y(a,n, X)

1
C & 2 L (ko= yzbl)
= ~3 IIYII f I1P((3-2)°C-1) iy {b3—2%v<y, >}+||b||y3e 1Bl ‘
i 0
c 1
(4%27)_5 151 (8 f & (31 g {bs — 2yav (5 b)} + [l yse™! ((&y20)°-1)
i 0

(4.2.30)
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Ersetzt man nun gemaR Lemma 4.2.9 all diejenigen Terms;, utiel B enthalten, so kann man
daraus den Rekonstruktionskern flr das normale Koordinatensyktem a

Y(a, 1, X)
1
_ Clla=xa = mm ([(a—x,a’—m',q)mztz_ o 2]) "
2e| =@l J TV e —@pgg X e xml

e m) = 2v{a = X n){a - x.a' = (', m)ym)}

(@ =% a —{a,nyn)?

+ [l = (@ mymll @ = x ) exp(v[ ~lla = = (@ = %, 7) nnzM

lla’ = (a’, ) nll?
(4.2.31)
herleiten. Mit Hilfe der Abklirzungen
pLi=vile = x—(a=xmnl?, (4.2.32a)
v _ ’ ’ 2
pp = A X l@mXmimal Z @M (4.2.32)
lle = X =< =X,y lla” = ', my 7|
p3={(a—x—(a—-xn)na —{(d,n)n) (4.2.32¢)
und
Pg = ||0/ —{a,n) 17“ (4.2.32d)
lasst sich Formel (4.2.31) zu
c 1
Yla. ) =~ % {{a’,m) = 2v{a = X, 1) pa} fepl[pztz_l] dt + pa (o — x, ) ePP1]
7
0
(4.2.33)

vereinfachen. Aus dieser verkirzten Schreibweise wird auch deudbds die Auswertung des

Integrals fol ePi[P*-1] gt das grof3te Problem bei der Berechnung des Rekonstruktionskerns
darstellt.

Beschleunigung der Berechnung durch Einschrankung des Int egrationsbereichs

Wie Weber in [52] weiter zeigt, ist es allerdings nicht notwendig, das kompletégral zu
berechnen, man kann den Integrationsbereich einschranken. MBedeichnungen aus Lemma
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4.2.9 sieht man leicht, dass

(@ =x=(a-xmn.a —{a,n)n)
=(a-xa —(a",mn) - {a-xmn.a (", n)n)
=(@—-xa)—(a—-x(a,mn) - La=xmn,a")+{a-xnn{,n)n)
=(a—-xa)—(a—-xm{a,n)—{a=xnn.a)+{a—-Xn (. n)

—r

={a-xa') = {a-xmn{a,n)
=({a-xa (", m)n)
= (7.b)

gilt. Damit kann man die eingefuhrten Abklrzunganund p, auch als

pL =I5,
B
= e gee >

schreiben. Fiir das zu betrachtende Integral gilt dann imj|@ht 0 # ||b]| und<)7, 6> #0

1 1
f ePilPt-1] gt = f @ WP[(88) 1] gt (4.2.34)
0

0

Fir den vereinfachten Rekonstruktionskern aus Gleichung (4.2.29)r,cm<y, B> = 0, entfallt
die Berechnung, da das Integral in diesem Fall nicht auftritt. In [52§lwie Berechnung des
Rekonstruktionskerns nun dadurch beschleunigt, dass eine Gremee'%® ~ 10-*4 festgelegt
und das Integral in Gleichung (4.2.34) nur dann ausgewertet wirdnden Integrand gréRer
als dieser Wert ist. Obgleich diese Grenze willkurlich gewahlt wird, zeigenenische Berech-
nungen mit kleineren Werten keine Unterschiede in der Genauigkeit. RiEExg@nenten ergibt
sich damit folgende Ungleichung:

VI [(8. )" € - 1] = ~100

1 100
e tx—

ol V' i

Da der Integrand im Intervall [@] monoton steigend ist, kann das Integral durch

=t, te[0,1].

t
f 12 (88)°2-1] gy < I917[(88) 121 < 91P[(88) 1] _ o100
0

abgeschatzt werden. Der Integrationsbereich wird also voh uf [t, 1] eingeschrankt, die
restlichen Werte werden auf Null gesetzt.
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Zum Abschluss dieses Abschnitts soll mit Hilfe einer Rekonstruktion alsrr&aten die her-
vorragende Funktionsweise dieses neuartigen Verfahrens verteutticden. Dazu wurde vom
Fraunhofer-Institut fur Zerstorungsfreie Prufverfahren (IXFPSaarbricken ein Aluminium-
block, auf den mehrere Schichten Alufolie geklebt wurden, gemesdese®Testobjekt wird
verwendet, um die Auflésung verschiedener Algorithmen in vertikalertRighzu untersu-
chen. Ziel ist es dabei, die Schichten aus Klefistod Alufolie mdglichst eindeutig zu tren-
nen. Abbildung 4.3 zeigt die Rekonstruktion dieses Aluminiumblocks untewvé&fiung des
hier vorgestellten Verfahrens der Approximativen Inversen im Vergleiom sehr bekannten
Feldkamp-Algorithmus, der haufig als das Standard-Verfahren in déroBibgraphie angese-
hen wird. FUr den mit der Approximativen Inversen berechneten Relddionskern wurde

Abbildung 4.3: Links: Rekonstruktion des Aluminiumblocks mit Hilfe der Approxi-
mativen Inversen unter Verwendung v 0,00062.
Recurs: Rekonstruktion mit dem Feldkamp-Algorithmus und Nyquist-Bandbreite
(siehe jeweils Kapitel 3 in [52]).

als Regularisierungsparamefee 0,00062 gewahlt, fur den Feldkamp-Algorithmus wurde die
Nyquist-Bandbreite verwendet. Man erkennt deutlich, dass das &igydbr Approximativen
Inversen eine Trennung der einzelnen Schichten wesentlich bessgglmht. Das Resultat des
Feldkamp-Ansatzes ist ,inakzeptabel schlecht” (vgl. [52]), die Grafikichtbar kérniger und
die einzelnen Schichten von Folie und KleldBterscheinen durch die fehlerhaften Pixel teil-
weise unterbrochen und unzusammenhéngend. BesondEitiguist dies fur die fast vertikale
Folienschicht am rechten Rand des jeweiligen Bildes. Das Beispiel zeig¢ialdrucksvoll die
Vorteile der Approximativen Inversen gegeniiber den bestehendéahyéen.
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4.2.3 Implementierung des Rekonstruktionskerns

Um die Formel fur den Rekonstruktionskefnm normalen Koordinatensystem (4.2.31), d.h.

(e, n,X)
1
_ Cl{a-xa - mn ( [(a X =@ mn’, D
271- ”a,/ _ <a,/’n> 77|| eXp v || _ <a ,7]> 7]”2 ”G,’ X— <Cl’ X, 77> T]”

) = 2via = xm{a-xa = (", m)n)}

_ r 2
+ [l = (@ mymll @ = %) exp(v[<“ ” X W - x— (= X n||2M

a =, mnlP?
(4.2.31)

mit C = (2r)~%2 1 undy = 5. =L zu implementieren, fiihren wir noch die beiden Abkiirzungen
d=a-x und s=ad —{(d,n)n

ein. Damit ergibt sich folgender Term:

y(a.n,X)
1
sl <d, 7) 1 (d, S>2 {d, s) 1 [, S)Z ,
R _{? 2 ISP }Of exp(_2 [ns—z ~ld= @l D

1 [(d,s)? z])
= —|1d - (d, .
eXp(zyz[ ISP lld —<d, 7) 7l

(4.2.35)

Anpassung an eine kreisférmige Abtastkurve

Bei der praktischen Umsetzung wigdaus Formel (4.2.31) oder (4.2.35) nur einmalig fur den
Quellpunkta = (R,0,0) " € I"und den Rekonstruktionspunkt (0, 0,0) " berechnet und dann,
unabhangig von der Quelle, fir die Rekonstruktion in jedem beliebigen Pumkterwendet.
Die VariableT" bezeichnet dabei auch weiterhin eine kreisformige Abtastkurve inkgdes-
Ebene mit Radiug.

Verwendet man nun folgende Werte

B3



62 4 Die Cone Beam Transformatidn

so vereinfachen sich die Terme

e B

0 0) (m1), (m 0 m Ri1m2 nin2
s=a —-(a,n)n= —R—<—R,772>772 =|-Rl+Rnz2|n2| = —R'*‘RT]% =R 775_1 >
0 0) \n3)' \n3 0 n3 Rian2 n213

sowie
R nin2
<d,S>=<O,R 77%—1>=R27717]2,
0 n2n3

Isil = R\/niné (2= 1) + n2nd = Ry + (s — 202 + 1) + 20

= R\/n%(n§+n§+n§—2)+1= Ry1-12.
=1

R m R(l - ni) 1-n2
Ild=<d,mnll = ||[O] = Ryr|m2||| = ||| =Rz ||| = R||| -2
0 n3 —Rmns 13

2
= R\/(l—ﬂi) #0308+ 1P = Ry L= 207+ + nlng + 1

=RLo o (-2 g 4 8) = Ry
(d,n) =R,
(@,m) = -Riz,
erheblich. Die hier vorgestellten Berechnungen sind so auch in derti@gen Implementie-

rung des Rekonstruktionskerns von Weber [52] realisiert. Fir dé&oriéruktionskern in For-
mel (4.2.35) ergibt sich damit durch Einsetzen:

(—R2)

RYL-mRn | |1 (Rmm)  Regan,
2

Yl X) = —————— |- y (RM)Z (RM)ZR}K

3 (2m) 7

1 2

-fexp 2—12 (Rzn—mz)ztz—(Rw/l—nf)z dt
o U (R 1—;73)

2\
+exp Z_;L,z ﬁ_(RM)Z
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und schlief3lich

Y(a,n,X)
R y1-mom 1 R2’71’72 4 1’72 2
- = -R? d
y3 (2m)7? { Y(1-73) (1-73) Of exp[z“y 1- 772) (2- nl)U t
1 | Re22
+exp[2—y2 i _1]7%2) - Rz(l—nf)]” .

Wie man hier sieht, kann der Rekonstruktionskern unabhangigiybestimmt werden, bezie-
hungsweise fliel3t die dritte Komponente des Richtungsvektors in diessteldang nur implizit
Uber seine Eigenschaft als Einheitsvekpgf = 1 in die Berechnungen ein.

Einige Terme lassen sich weiter vereinfachen:

1 R 5 2 (Ri'ﬁ i 1)
+ = ,
v (-m) (1-n) 1=,
Renin; 2-R(1-72) = Renn5 (2 = 1) + R (nf + 13 - 1)
(1- ’72) ' 1-n3 ’
RO (1-) ey RO + ng - 1) |
(1-) L=

Dadurch kann maur in der Form

Rn1 1—77% n; (ijli"“l) 1 Rz(n%+ng—l)
9”(0/’ n, X) == 3 5/2 - eXp
y3(2n) 1-15 2

f A ool (457
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und schlief3lich als

R2771\/1—77§ 1 Rz(n%+n§—l)
WlamX) = ——— g P s | 2
7@ ! o (4.2.36)
i 2.
BER1) 1 (R (1 (R
Nl-————exp| 53| exp| 5 >— || dt
1-mn 2y ;-1 J 2y 1-n3
schreiben.

Die letzte Umformung ist nicht zwingend notwendig und dient nur dazu,tagial moglichst
kurz, d.h. auf den Term mit der Integrationsvariabteduziert, anzugeben. Verwendet man die
Identitat|l7l| = 1, so kann man? + 75 — 1 = —n3 setzen, und die Darstellung des Kerns verkiirzt
sich nochmals zu

4

(4.2.37)

Y(a,n,X)
Ren1 /113 [
p —
2

= ——— " ex
-3 (2n)”

NN

1}%@ﬂﬁjw$%%%tn%+

2(1-n3)

Reny /113

T e N

Dies ist die kompakteste Form des Kerns und die erste Berechnungjaftyen derns explizit
verwendet wird.

Horizontale Diskretisierung in der Abtastebene

Legt man nun den in Abbildung 4.4 gezeigten Messaufbau zugrundegsbesm sich daraus
folgende Berechnungen fir die verschiedenen Variablen. Bezeictlan Radius des Rekon-
struktionsgebieteQ, in dem sich das Objekt befindet und welches durch den kleineremgimne
Kreis dargestellt wird. Der Radius der Abtastkurve, die durch denegro8ul3eren Kreis ge-
kennzeichnet wird, sdR. In den praktischen Berechnungen wiret 1 undR = 3 gewabhilt. Die
Detektorbreite wird mib bezeichnet und es gelte= g Der halbe maximale fnungswinkel

in horizontaler Richtung ist durahgekennzeichnet. Unter Verwendung der Gleichung

tan(arcsin(u)) = 1’” > (4.2.38)
—H
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Detektor

Abbildung 4.4: Draufsicht auf den moglichen Aufbau zur Messung der Cone Beam
TransformatiorD.

erhalt man
. 1 .

sing = % -3 e - arcsm(iR) ~ 0,3398~ 19471, (4.2.39)

tano = i & d= 2Rtan(arcsir<£)) =2R 'R = 2R = i ~ 2,121,

2R R VI—(RZ VRE-1Z2 V2
(4.2.40)
4rR 6
b=2d=———=— x4242. (4.2.41)
VRZ-r2 2

Seip die Anzahl der waagerechten Pixel des Detektgrar{gerade). Die horizontale Schritt-
weite h,, auf dem Detektor sowie der Winkgllassen sich dann berechnen als

b 4R
-1 (p-1)VRZ-r2

hw = (4.2.42)

und
m 3 2r
2R (p—1) VR2 — 2 )

Bezeichnez; den ersten Pixel horizontal neben dem Mittelpunkt des Detektorspyureinen
beliebigen Detektorpunkt auf derAchse des Detektors. Dann gilt fir die Richtungsvektoren

tang =

(4.2.43)
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21 — a bzw. p1 — @ vom Quellpunkix € T zu den Detektorpunkten bzw. p;

-R 0 -2R
Zi—a=—-a+| 0 |+|hyl=] hw |,

o) lo 0
R| (0) (-2R . .,

pi—a=—-a+| 0 |+|khy|=|kKhel, k:-*”z ,...,""2 .
0 0 0

Der Richtungsvekton und seine Komponenten, n» undns berechnen sich dann zu

1 ) 1 ) 1 ;ZR
" ip-al ™ e T Ve ]
) 4R?

= 4R 4 (khy)2
oy
27 AR + (Khy)?

1-n? Jl_(L)Z: \/1_M
? VARZ + (khy)? 4R2 + (kha)?

AR+ (khy)? - (khy)? 4R2 ~ 2R

- AR+ (khy)2 VAR + (khy)?  aRZ + (kh)?
—4R?

Jl-mp=—— =521,
m 5 AR? + (kh/v)z m
n3=0
77%+7]§+77§:1 <3:> 77%+77§:1 = nizl—ng,
» o AR%(khy)?
mm=—s-
(4R2 + (khy)?)

Nach diesen Vorbereitungen ergibt sich fur die in Formel (4.2.36) defiden Terme des Re-
konstruktionskerns

Rznl\/l‘i”g B (‘RZ) 4R(2_+AEE2H?V)Z _ il

3 (21)?2 - 3 (27)72 B 3 (2n)%? (4R2 4 (kh,v)z) ’
R2 (77% + n% - 1)
1_—]7§=0, da 7]?_4—77%—1:0,
R? R?
BER) B(ERv) e 2 me?
= = 772 + —2 = +

1-n5 ¥R (4R + (khy)?) AR
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sowie

R2’71772 RZ’71’72 _ RS2 —R? (khy)? . R2’71’72 R? (khy)?
B-1 i 2 4R2 + (khy)? 1-n2 4R+ (khy)?

Wie man leicht sieht, kann man den Exponentialterm vor der Klammer in Forme3@} \Zer-
nachlassigen, da das Argument der Exponentialfunktion wie obengegaull ausgewertet

wird:
R2 772 + 7]2 -1
exp 1 (1—5) =1 i
2y2 1-n5

Damit ergibt sich fir den Rekonstruktionskern aus Gleichung (4.2.36Meireinfachte Darstel-
lung der Form

2 2
e %) = 4R )[1 (V(RZ(khN) +(km)]

Y3(27)%2 (4R2 + (kh,,)? 2(4R2 + (khy)?) 4R

1
oo ) oo )

B 4R
Y3202 (4R2 + (Kha)?)
1
R(khy)? (khy)? R(kh)? 1o
- - dt| .
[72(4R2+(khN)2 AR }Of eXp[Zy (4R2 + (khy)?) ( 1)} t‘

(4.2.44)

Vertikale Diskretisierung durch den Mittelpunkt des Detek tors

Eine analoge Herleitung lasst sich auch fur die Hoéhe des Detektorsfdireh. Dazu stellt man
sich den in Abbildung 4.4 gezeigten Aufbau in vertikaler Richtung vorpSté Anzahl der Pi-
xel des Detektors in vertikaler Richtung gngerade)y die Detektorhéhew = 3 und hs die
Schrittweite in senkrechter Richtung auf dem Detektor. Da es sich bei dédwwnRtruktionsge-
biet Q um eine Kugel handelt, gilt fiir den maximalen, vertikaleffirdngswinkel die gleiche
Berechnung wie flr sein horizontales Pendgratlsoe = arcsin(LR). Dementsprechend gilt:

tan(e) = = w—d—ﬂ
: 2R - VR _r2’
veow=b= R
R2_r2
he= —— = aR . (4.2.45)

pP=1 (p-1) VR -12
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Seir derjenige Winkel in der Vertikalen, dgrin der Horizontalen entspricht. Dann gilt

tan hs 2r
T= —= .

2R (ph-1) VRZ -2
Bezeichnez, den ersten Pixel Uber dem Mittelpunkt des Detektors pinéinen beliebigen De-
tektorpunkt auf dey-Achse des Detektors. Dann gilt fiir die Richtungsvektoren vom Quektpun
a auf diese beiden Punkte

-R 0 -2R
-a=—-a+|0|+|0]=| O |,
0 hs hs
-R 0 -2R
pp-—a=-a+| 0 |+ 0]=( 0 ] , j:-p_Tl,”‘,p;zl_
0 jhs ihs
Damit kann man die entsprechenden Terme des Richtungsvektoesfolgt vereinfachen:
1 1 -2R
77=”p—_a”(pz—a/)=—(p2—a/)=— )
2 4R + (jhg)? 4R2 + (jhg)? \ jhs
) 4R?
M=  m2’
4R? + (jhy)
n5=0,
1-n5=1,
-2R

== —,
\JAR? + (jhg)?
e+ =02,

=0,

m+/1-

Fur die einzelnen Terme des Rekonstruktionskerns aus Formel (4.2@&)tet das:

(=2R)
Remy1-m Ry (_Rz)\/ﬁ - R

B R BT s fars (h?
Re (nf +n5 - 1) Rz(ni—l):Rz( 4R 1) (-R®) (ihe)?

1- 12 1 AR+ (jh)? ) AR+ (jhg?
n%(%ni + 1)
1oz
2
Ronims _

n -1
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Die Auswertung des Exponentialterms vor der Klammer ist in diesem Fall leictgrso einfach
wie flr die horizontale Diskretisierung. Man erhélt:

onf S| LRI

2y2 1-12 2y2(4R2 + (jhs)?)

Allerdings sieht man an der nachfolgenden Rechnung, dass sich adasem Fall der Re-
konstruktionskern erheblich vereinfacht. Eine Auswertung der enkijammer aus Formel
(4.2.36) zeigt, dass diese identisch 1 ist, wodurch die beiden Exponentialiteder Klammer
verschwinden. Damit kann der Rekonstruktionskgigeschrieben werden als

Yla,n,X) = -

T el S

y3 (2n)"? 1-n3

2(R2 2
14 772(y2771+1) exp(i(RZUEU%))feXp(i[Rzninth]) it

1-15 272 n3-1 22\ 1-12
—R?) (jhy)?
_ 2R exp{ (-R?) (] _) J o
’)’3(271')5/2 \/m 27’2(4R2+(jh5)2)
—R? 'hSZ
- = eXp[ Sl .) ] : (4.2.46)
3 (20)72 m 2y2(4R2 + (jhe)?)

Komplette horizontale und vertikale Diskretisierung des D etektors

Im letzten Schritt sollen nun beide Richtungen gleichzeitig berticksichtiglameDie Berech-
nungen ergeben sich grof3tenteils aus den beiden bereits vorgesteiliéen Seiz der Detek-
torpunkt, der jeweils ein Pixel nach rechts und nach oben von der Mitterahliegt. Weiterhin
sei p ein beliebiger Detektorpunkt. Mit den Formeln (4.2.42) und (4.2.45) fur dieifweiten
hy, undhg in horizontaler beziehungsweise vertikaler Richtung gilt flie et 1 und

D sy o
k=-21 et
-R 0 0 -2R
Z—-a=-a+| 0 |+|hy|+|O0|=] hyw |,
0 0 hs hs

T s eees T3
-R 0 0 -2R

p—a=-a+| 0 |+|khy]+| O |=|Khy].
0 0 jhs jhs
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Der Richtungsvekton und seine einzelnen Komponenten kénnen wie folgt vereinfacht werden

1= (p-a)= = (p-a)

P - all \/4R2 + (khy)? + (jhe)?

. _2R
_ Khy | ,
VARZ + (kho)? + (jhg)? L jhs

) IR

T AR (k2 + (jh9?
, (Kh)?

27 AR+ (k2 + (jh?

. (khw)? _ 4R+ (ihs°
2 4R2 + (khw)” + (jhs)® 4R2 + (khw)® + (jhs)?

. (-2R) /4R2 + (jhg)?

L = N T
5 2 4R? + (kh,\,)2
T2 2R T (k) + (jho?
s o AR (khy)?
M -m= ) > -
(4R2 + (kha)? + (jhs)?)

Die in Formel (4.2.36) auftretenden Terme kénnen dann umgeformt werden

_ (-2R) 4R2+(jhe)?
Ren /1 -5 _( R) AR (ks (hoie \ 4RE+(kha)?+(jhs)?

v en” y3 (21)2

2R3 \J4R2 + (jhs)?

" 52 (207 (4R + (k) + (ih9)?)

R(nf+ms-1) Re(-np) R s ) _—R(jhy)?

1-Z2 1-g2 T _®hP 4R+ (jh?
"2 "2 e (hs)

Der erste Exponentialterm aus Formel (4.2.36) kann damit zu

exp( 1 (Rz(n§+n%—l)nzexp[ R (jhy)? ]
2y 1-15 2y (4R2 + (jhs)?)

umgeschrieben werden. Folgende Berechnungen fihren zu weledrichterungen bei der
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Implementierung des Kerns:

2(R. 2 (khy)? R 4R
’72(y2 Mt 1) 1R 9 (yz AR+ (k)P 1)

1- ,7% h 4R%+(jhg)?
4R? Jhs)
3 4R (khy)? N (khy)?
72 (4R2 + (jhs)?) (4R2 + (kha)? + (jhe)?) 4R+ (jhs)®
R
4R (khy)? 4
Renéns 3 R24R2+(khN)2+(th)2 4R+(khy)2+(jhs)® (4R2+(khN)2+(jhs)2)¢

2_1 _ (khy)?* _ —4R%-(jhe®
12 ) (h T e )

4R (Khy)?

(4R2 + (khy)? + (jhe)?) (-4R2 - (jhe)?)
—4R* (khy)?

(4R2 + (khy)? + (jhe)?) (4R2 + (jhe)?)

Der Rekonstruktionskern lasst sich damit scheiben als:

2R® \[4R? + (jhs)? exp[ R (jhg)’ ]
2y2

73 (27)7 (4R2 + (khy)? + (jhs)?) (4R2 + (jhe)?)

l ( AR (kh,)? (kha)? )
1= + -
72 (4R2 + (jhe)?) (4R2 + (khu)? + (jhe)?)  4R% + (jhs)?

Yla,m, X) =

Xp[ 4R (khy)* ]
2y2 (4R2 + (khu)? + (jhs)?) (472 + (jhs)?)
1

.fexp 4R (khy)° t* dt

S (272(4R2 + (kh)? + (jhs)?) (4R2 + (jhs)?)
2R3 \/4R2 + (jhs)z _RZ(th)Z

Y3207 (4R2 + (khy)? + (iho)?) eXp[zyZ (4r2 + ( jhs)z)]

[ 4R (khy)? (khw)?
1- + -
72(4R2 + (jho)?) (4R2 + (kh)? + (jhg)?)  4R2 + (jhs)?

} (4.2.47)

1

[ 2R (khy)? (12 - 1) ]
. f exp . . dt
S 2 (4R% + (kh)? + (1ho)?) (4R2 + (he)?)

Formel (4.2.47) ist die allgemeine Darstellung des RekonstruktionskerrdefiiQuellpunkt
a=(R0,0)" =(3,0,0)" und den Rekonstruktionspunkt= (0,0,0)".
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Die beiden in den Abschnitten zuvor hergeleiteten Kerne sind Spezialfakesf® (horizontale
Diskretisierung) und fuj = 0 (vertikale Diskretisierung). Um die Abhéngigkeit des Kerns von
den verschiedenen Parametern noch deutlicher zu machen, kann ratlicduslie Schrittwei-
tenh,, undhg durch die in den Gleichungen (4.2.42) und (4.2.45) angegebenen Faraetnen.
Ohne detaillierte Angabe der Berechnungen ergibt sichRmitR2—r2, % := o—1 undg = p—1

R2/52R + 124r2325 VR or2R2i2
w(a/’ '7’ X) = 5 ~p i J r "D p . exp - r~ J

3 (2n)*? [%252 + k24r2p2 + 124r2¢2] 52 (52R+ 124r2)

A ARPrACHR L, ke
Y2 (P?R+ j24r2) (3252R + K2Ar 232 + j24r232) - 32 (2R + j24r?)

: 2ROrACHR (2 - 1)
X fexp = : —
. V2 (#2P2R + k24r 252 + j24r2?) (2R + j24r?)

(4.2.48)

In den Abbildungen 4.5 bis 4.8 werden dreidimensionale Plots des KermarBohiedene Regu-
larisierungsparameterund eine Unterteilung des Detektorsgn= 51 horizontale ung = 51
vertikale Pixel gezeigt. Dabei wurden fir die Grafiken allerdings ledidliotf Pixel in jede
Richtung dargestellt, d.h. der entscheidende Bereich des Rekonstalieingy ist in der Mit-
te konzentriert. Ein Vergleich zwischen den Bildern 4.5 und 4.8 zeigt deutiats ein grol3er
Wert vony einen wesentlich breiteren, dafir aber nicht so hohen Kern erzeiggt.b@deutet,
dass die Glattungseigenschaften des Kerns durch die Wahl einesagrdfiéertes flty verstarkt
werden.

Die Abbildungen 4.9 bis 4.12 illustrieren den senkrechten Schnitt durch dig¢-Ebene des ent-
sprechenden dreidimensionalen Kerns aus den Abbildungen 4.5 bis 4&n lzweidimensio-
nalen Darstellungen wird der unterschiedliche Maximalwert, é&n mittleren Pixel erreicht,
und die mit wachsendemansteigende Breite des Kerns deutlicher, als in den dreidimensionalen
Plots. Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass es mit Hilfe von Forghdl7{deinfach ist,
den maximalen Wert des Rekonstruktionskerns zu berechnen. Dazmaeteinfachj = k= 0
und erhalt

2R3 V4AR? R2

eyrare 0 (4.2.49)

Yla,m, X) =
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Abbildung 4.5: Dreidimensionale Darstellung des Rekonstruktionskerns fur
vy = 0,0075 undp = p = 51.
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60000
40000
20000
0

~20000 -

Abbildung 4.6: Dreidimensionale Darstellung des Rekonstruktionskerng 0,01
unde = p = 51.
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Abbildung 4.7: Dreidimensionale Darstellung des Rekonstruktionskernsg 10,02
undg = p = 51.

3000 -
2000

1000 +

Abbildung 4.8: Dreidimensionale Darstellung des Rekonstruktionskerns 10,03
undy = p = 51.
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200000

Abbildung 4.9: Schnitt durch die x;-x3-Ebene des Rekonstruktionskerns flr
v =0,0075 undy = p = 51.

Abbildung 4.10: Schnitt durch die;-x3-Ebene des Rekonstruktionskerns 0,01
undy = p = 51.
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Abbildung 4.11: Schnitt durch die;-x3-Ebene des Rekonstruktionskernsi 0,02
undy = p = 51.

—1000 ~

Abbildung 4.12: Schnitt durch die;-x3-Ebene des Rekonstruktionskerns+ii 0,03
undy = p = 51.
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4.2.4 Berechnung unter Verwendung von Winkeln

Y

Abbildung 4.13: Darstellung der Winkel zur Berechnung der Cone Beam Transfor-
mationD.

Betrachtet man sich das in Abbildung 4.13 gezeigte Modell fir die Messan@adne Beam
Transformatiorn® mit einer kreisformigen Abtastkurvé mit RadiusR, so sieht man, dass der
Einheitsvektor; in Richtung des Rontgenstrahls mit Hilfe der Winkeund p sowie einem in
Abbildung 4.13 nicht dargestellten Winkélin x3-Richtung geschrieben werden kann. Dem-
nach sindy und p also fur die Richtung in dek;-x2-Ebene verantwortlich, wobgi auf das
Intervall [0, 7] eingeschréankt werden kann, da das Objekt nach Voraussetzuhmgeren der
Abtastkurve liegt und die Funktion auf3erhalb als identisch Null definieffist) = O soll der
Richtungsvektor in der x1-xo-Ebene liegen, fii# < 0 zeigt er nach unten, fafk > 0 nach oben.
Auch hier kann} mit der gleichen Begriindung wie fgrauf das Intervall {7, 7] eingeschrankt
werden. Der Quellpunk& und seine Ableitung’ kbénnen nur durcly dargestellt werden, da
sichT in derx;-X>-Ebene befindet und damit die dritte Komponente Null ist. Es gilt:

’
a

a=R- (COS(p, Sin<p’ O)T » a = R(Sin(p’ — COSy, O)T Ha/“ = | ' - R’ (4 2 50)
n = (cosdsin(p — p), cosd(— cosfp — p)),sin)T . o

Ziel ist es nun abermals, Formel (4.2.31) fur den Rekonstruktionském normalen Koor-
dinatensystem mit Hilfe des obigen Modells fir die Messgeometrie zu vechigria Die dazu
notwendigen Vorarbeiten sind in folgendem Hilfssatz zusammengefasst.
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Hilfssatz 4.2.10.Mit den Bezeichnungen aus den Gleichunffe.31)und (4.2.50)qilt:

(a,n) = Rcos# sinp , (4.2.51a)
(a’,n) = Rcos cosp , (4.2.51b)
cosy + cog ¥ sinp sin(e — p)
a - (a,n)n = R|sing — cog ¥ sinpcosfp —p) | , (4.2.51c)
cosd sinp sind
sing — cog ¥ cosp sin(p — p)

o —{o’,n)n = R|-cosp + cog ¥ cosp cosfp —p) | , (4.2.51d)

— cosi cosp sind
o = (s my il = IRI (1 - cog B sirP ), (4.2.51e)
lo” = @’ mynf| = IR (1 - cog B cogp) (4.2.51f)
(o —(a,m)n, & —{a’,n)n) = R cos ¥ sinp cosp . (4.2.519)

Beweis.Die Gleichungen kénnen leicht mit Hilfe trigonometrischer Formeln nachbeetc
werden. ]

Ein Vergleich mit den von Weber eingeflihrten AbklUrzunggni = 1,...,4, aus den Glei-
chungen (4.2.32) zeigt, dass in Hilfssatz 4.2.10 die Term@{{ips und ps berechnet wurden.
Lediglich p; bedarf einer weiteren Betrachtung. Mit einfachen trigonometrischen tsmufogen
zeigt man

P2

P2 = =5 = 1-cod ¥ (1-cos ¥ cos psinfp) .

4y
Damit kann aus der verkurzten Darstellung des Rekonstruktionske@isirthung (4.2.33) fol-
gende Formel hergeleitet werden:

R? cos sinp _ 1, .
= - g¥cospil+ SRsir?pcog 9
v (277)5/2’)’3(1—C0§19C0§p)1/2»CO °0 p{ Ty SIPEe }
1 - . .
1 cog i sinf p cog p (t2 - 1) — sinf
: —R(1- in?
feXp[Zyz (l cos' i s p) | sir?9 + cost ¥ sin? pcop ]dt

0

1, sir?d(cogdsinfp- 1)
—(1-cog ¥ cogp) eXp(z_y?stinzﬁ + cost ¥ sin? p cog p

(4.2.52)

Auch hier wird auf das einfache, aber umfangreiche Nachrechrmeldrdéormungen und Ver-
einfachungen bewusst verzichtet. Wie man leicht sieht, wird der WinkeGleichung (4.2.52)
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nicht mehr verwendet. Demnach ist eine Berechnung des Kerns urgighén der Kenntnis
vony und damit von der Position der Réntgenquelle auf dem Abtastkréigdiglich die fur die
Bestimmung der Richtung des Réntgenstrahls notwendigen Winked¢ missen zur Auswer-
tung des Rekonstruktionskerns bekannt sein. Ein mit Maple erzeugéédintensionales Bild
des Rekonstruktionskerns findet sich in Abbildung 4.14.

Abbildung 4.14: Dreidimensionale Darstellung des Rekonstruktionskerns fur
vy =0,02,9 € [-0,025 0,025] undp € [7/2 — 0,05, /2 + 0,05].

Abschatzung des Wertes fiur  n3

Im Zusammenhang mit Rekonstruktionen aus Daten der Doppler-Trareion spielt die Gro-
Re der dritten Komponente des Richtungsvekiame entscheidende Rolle bei der Interpretati-
on der Ergebnisse. Aus diesem Grund soll hier die Frage geklarewgnde grof} die einzelnen
Komponenten vom = (n1,12,13)" fur eine kreisformige AbtastkurvE werden kdnnen. Das
Objekt sei wieder in der dreidimensionalen Einheitskugel enthalten, d.da&iRekonstrukti-
onsgebiet gil2 = B;(0). Wie bisher sel” ein Kreis in derx;-x-Ebene mit Radiu® = 3.

Furn, undns ist die oben gestellte Frage leicht zu beantworten. Dadurch, dass dép@ukt

a den kompletten Kreis durchlauft, nehmen beide alle moglichen Werte im InténlL]

an. Furns ist die Antwort etwas schwieriger. Betrachtet man sich noch einmal Ablglduh
und interpretiert das Bild als Seitenansicht des Versuchsaufbaus,dsy igrof3te Wert vorys
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gerade fur den abgebildeten, maximalen Winkekreicht, namlich fiir die Tangente vanan

das Rekonstruktionsgebi&t mit 7, = 0. Diese Situation und das zu betrachtende Dreieck ist
in Abbildung 4.15 noch einmal detailliert dargestellt, wobei die Bezeichrumgedie bisher
verwendete Notation angepasst wurden. Daraus sieht man leicht, dass

73

-m M [T OR O | a

Abbildung 4.15: Berechnung des maximalen Wertesfgr

sind = /R
und

tand =uyr & u=Rtand = Rtan(arcsin("/r)) .

Unter Verwendung der Aquivalenz

arcsink) = arctar( (4.2.53)

X
=)

die in leicht abgewandelter Form in Gleichung (4.2.38) schon fir die Bartetwy des maximalen
Offnungswinkelss benutzt wurde, erhélt man

"R r rR
u = Rtan| arcta = = .
1-(7/R)? \/RZRE’Z VRZ - 12

Fir den Richtungsvektor gilt:
_ L 6 mit 6= _OR
ET] '

u
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Damit lassen sich folgende Berechnungen durchfihren:

/ (rR)? [ r2 [R2 —r2 412 R
0l = VRZ+ u2 = |R2 + =Ry/1+ =R = ,
61l RZ _ 12 R2 —r2 R2 —r2 VR2 — 12
R -R - VRZ —r2

R
nl = — = = = - 5
R2_r2
rR
u u R2_r2 r
3= — = = ==,
B0 T VR e ( - ) R
VR

so dass man letztendlich als
_(\/W/R
r/R

schreiben kann.

Diese einfache geometrische Kalkulation zeigt, dass der von der Exaead} und der Tangen-
te eingeschlossene Wink&leinen Wert von} ~ 19,47 fur die vorausgesetzte Messgeometrie
(r = 1, R = 3) nicht Uberschreitet. Man kann daraus schlie3en, dass

—%SUsS% & —%S%S%- (4.2.54)
Fir jeden Quellpunkt bewegt sichys also nur im Bereicj—1/Rr, /R], was fur die vorgestellte
Geometrie einem Intervall vojr-1/3, 1/3] entspricht. Da die Grol3e des Objektes und damit der
Radiusr des Rekonstruktionsgebietes nicht zu beeinflussen ist, hangt der maXiredlees
Offnungswinkels? entscheidend von der Wahl des RadRdes Abtastkreises ab. Diese GroRen-
beschrankung fiiyz wird im Rahmen der Rekonstruktion aus Daten der Doppler-Transformation
von Interesse sein.
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5 Die Doppler-Transformation 9

In diesem Kapitel wird nun die Doppler-Transformati®reingefihrt, die prinzipiell nichts an-
deres ist als eine vektorwertige Variante der Cone Beam Transform8tatrei wird zur Ab-
tastung und Untersuchung des Objektes ebenfalls die in Kapitel 2 bdsagi&egelstrahlgeo-
metrie verwendet. Die Ausfihrungen werden sich, bis auf wenige Awsen, auf den drei-
dimensionalen Fall beschranken. Im Gegensatz zur skalaren Cone Baasformation geht
es nicht um die Rekonstruktion einer Funktibn R® — R, die der Dichte des Objektes ent-
spricht, sondern um die Bestimmung und Visualisierung eines Vektorféldeg® — R3 aus
Integralen Uber dessen Projektionen entlang des StrahlenwegesrBen dkahmen der Vek-
tortomographie zu rekonstruierenden Feldern handelt es sich meist schvidadigkeitsfelder
einer inkompressiblen, sich bewegenden Flussigkeit.
Die Vektortomographie besitzt eine Vielzahl von Anwendungen, beispgg®nn der Photo-
elastizitat, der Ozeanographie, dem zerstérungsfreien Prifen tiitiaiain der medizinischen
Bildverarbeitung, wo sie beispielsweise zur Tumor(friih-)erkennungesetzt werden kann.
Dies ist mdglich, da der Blutfluss in der Nahe eines Tumors deutlich starkensiaer und
wesentlich ungleichmafiger ist als in gesundem Gewebe, so dass diesRekton und Vi-
sualisierung des Geschwindigkeitsfeldes Hinweise auf das Vorhagidexiser mdglicherweise
bdsartigen Veranderung geben kann (siehe [48]).
Zudem kodnnen die Daten mit Hilfe von Ultraschall durch Ausnutzung dek seinem Entde-
cker benannte@oppler-Hfektsgemessen werden. Hierbei handelt es sich um eine bei Wellen
jeglicher Art auftretende Frequenzverschiebung, die der steiseiehMathematiker Christian
Doppler 1842 in [6] theoretisch herleiten konnte. Ein bekanntes Beidjmieldn akustischen
Doppler-Hfekt ist die von einem Beobachter wahrgenommene Tonhéhenveragddes Mar-
tinshorns eines fahrenden Krankenwagens. Nahern sich Beobaoktélartinshorn einander,
so erhoht sich die vom Beobachter wahrgenommene Frequenz, déstTorher als im Fall
eines stehenden Fahrzeugs. Entfernen sie sich wieder voneinasrdiagert sich die Frequenz,
der Ton wird tiefer. Dieses Prinzip wird heute bei einer Vielzahl von Medahren benutzt,
sehr intensiv beispielsweise in der Astronomie, wo der optische Dopfiektzur Geschwin-
digkeitsbestimmung von Sternen und Quasaren genutzt wird.
Gleiches gilt auch fur Ultraschallwellen. Titiin einer sich bewegenden Flissigkeit eine kon-
tinuierliche Ultraschallwelle der Frequeny und der Schallgeschwindigkestim Inneren der
Flassigkeit auf einen Partikel, der sich mit der Geschwindigkaiif die Schallquelle zubeweqgt,
so wird der Schall reflektiert und erfahrt eine Frequenzverschiglien sogenanntéoppler-
Shift d mit

_ 2wov

S c+v
Das Vorzeichen kehrt sich um, wenn sich die Schallwelle und der Partiéed gleiche Richtung
bewegen. Unter in der Medizin realistischen Bedingungen kann man dasgehen, dass die
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Geschwindigkeit des Teilchenswesentlich geringer ist als die Schallgeschwindigkeilso
v <« C (siehe [13]). Damit kann mam+ v ~ ¢ abschatzen und erhalt

d~ 2 ko mit k=20
(o] (o]

Der Doppler-Shift, der von jedem Partikel im Weg des Strahls verutsaath, ist also proportio-

nal zur Geschwindigkeitskomponente des Teilchens im Inneren deidlédsEine lllustration

dieses Messvorgangs ist in Abbildung 5.1 zu finden. Wie man anhana @Giesfik sehen kann,
werden die bisherigen Annahmen Uber die zugrunde liegende Messieoaus den voran-
gegangenen Abschnitten Gbernommen. Die Abtastkurve wird also eineb&ngisnit Radius
R = 3 in derx;-x-Ebene sein und das Rekonstruktionsgefietn dem sich das Objekt, in
diesem Fall also die Flissigkeit, befindet, die dreidimensionale EinheitsBy(®!

reflektierendes Teilchen

Richtungsvektor
n

Ultraschallwelle o

Ultraschall-
quelle und
-detektor

Abbildung 5.1: Zweidimensionale lllustration einer Messung zur Vektortomographie
mittels Ultraschall.

Voraussetzung bleibt naturlich stets, dass in der zu untersuchendssigkkit auch den Schall
reflektierende Partikel vorhanden sind. Fir das menschliche Blutdstufgrund der darin ent-
haltenen roten Blutkérperchen sicher der Fall. Damit kdnnen Ultraschéiiégeur Rekonstrukti-
on und Visualisierung des Blutflusses eingesetzt werden. Da der Bautfitnginen Tumor stér-
ker ist als in normalem Gewebe, kann diese zuséatzliche Information eomuntersuchungen
zur Krebsfriherkennung auf3erst hilfreich sein, wie schon 19@®&valls in [53] vorgeschlagen
wurde.

Da Ultraschall zudem keine bekannten schadlichen Eigenschafterelirtidie Doppler-To-
mographie einen weiteren entscheidenden Vorteil gegeniber der helkd@aischen Alltag
verwendeten Tomographie, bei der Rontgenstrahlung eingesetztWeimddieser ist bekannt,
dass sie — haufig eingesetzt zur Krebserkennung — selbst Krdbsem&ann. Dies ist abhan-
gig von der Strahlendosis, der ein Patient Uber einen gewissen Zeitaagasetzt ist, auch
Uber mehrere Untersuchungen und mehrere Jahre hinweg. Demnasmkgraventive Unter-
suchungen mit Ultraschall die Strahlenbelastung eines Patienten deutlictyeen. Bei der als
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Sonographie bezeichneten Untersuchung werden Ultraschallgerétertgrustkrebsvorsorge
bereits eingesetzt, allerdings nicht zur Rekonstruktion des Blutflussede s, ahnlich wie bei
der Rontgentomographie, zur Darstellung unterschiedlicher Gewelbenlidbie Unschadlich-
keit der Strahlen ermdglicht auch den Einsatz im Rahmen fetaler Untersyetwahrend der
Schwangerschaft, wo mittlerweile sogar dreidimensionale Bilder des uregeboKindes mdg-
lich sind.

Die fur die Brustkrebsvor- und -nachsorge ebenso haufig veretendammographie, bei der
ebenfalls Rontgenstrahlung verwendet wird, birgt einen weiteren thidcBie steht im Ver-
dacht, dass durch den Druck, der wahrend einer Mammographie aBfuhé ausgeulbt wird,
kleine Tumore zerstért und so die Ausbreitung der Krankheit besdiglieararden kénnte. Mit
entsprechenden Ultraschallgeraten kénnte diese Gefahr vermiedeaundiedest verringert
werden.

Die weite Verbreitung von Ultraschallgeraten, der derzeitige technisctvadkiungsstand und
die Vorteile gegeniiber Rontgenstrahlen lassen darauf schliel3ersjctaggagnostisch verlass-
liche und dfektive Algorithmen zur Rekonstruktion des Blutflusses mittels Ultraschall in der
medizinischen Praxis schnell und erfolgreich durchsetzen konnteseitas dieser Stelle aber
nochmals erwahnt, dass fur die hier gemachten Uberlegungen undniwsgién vorausgesetzt
wird, dass die auf Ultraschall basierenden Algorithmen und die dazugehiiedizinische Aus-
ristung genauso verlasslich und schnell arbeiten, wie heutige Rortheitien.

In den folgenden Abschnitten soll die Doppler-Transformation nahegestellt und wichtige
Eigenschaften hergeleitet werden. Dabei werden auch immer wiedatelRar zur Cone Be-
am Transformation aufgezeigt. Ziel ist es, einen auf der Theorie dproXpnativen Inversen
und dem Kerny der Cone Beam Transformation beruhenden Rekonstruktionsalgorittumus
entwickeln. Aus diesem Grund war es notwendig, die im Zusammenhang nskalkaren 3D
Tomographie erarbeiteten Resultate so detailliert in den vorangegangapiegin, speziell Ka-
pitel 4, vorzustellen.

5.1 Definitionen und wichtige Eigenschaften

Im Unterschied zu den vorausgehenden Abschnitten dieser Arbeitnuind eine Funktion
von R?® — R2 bezeichnen und nicht wie bisher v — R. Wo es notwendig ist, wird, um
Unklarheiten auszuschlieRen, die vektorwertige Funktion mit einem Pledingpzeichnet, d.h.
man schreibtf statt f. Die Komponenten vorf’sind wiederum Funktioneri; : R3 — R,

i = 1,2,3, so das§ in der Formf(x) = (f1(x), f2(X), f3(X)) T mit X = (xq, X2, X3) T dargestellt
werden kann.

5.1.1 Einfuhrung und Definition

Die Definition derDoppler-Transformatior® ist der der Cone Beam Transformation aus De-
finition 2.1.4 sehr ahnlich. Beide lassen sich auf eine gemeinsame, allgenmeaferigéion flr
Tensorfelder vom Rang, die von Schuster in [41] eingefuhrt wurde, zurtickfuhren.

Definition 5.1.1. Seia € I" ein Quellpunkt auf einer Abtastkur¥ec R™Q, die das Rekonstruk-
tionsgebie, in dem sich das Objekt befindet, umgibt. Weiter s@ienS"* der Richtungsvek-



86 5 Die Doppler-Transformatio®

tor des Strahls unél ein symmetrisches, kovariantes Tensorfeld vom Rangit kompaktem
Trager im dfenen Gebief. Dann ist dieallgemeine Cone Beam Transformatidefiniert als

Duf(e,6) = | (f(a +16),6™ dt
/

. (5.1.1)
= f fipin (@ + 10)0' - - g™ dt
0
wobeid™ = 0® ... ® § dasm-fache Tensorprodukt votfibezeichnet.
Abkirzend schreibt man auch
Dmef(6) == Dif (@, 6) . (5.1.2)

In Gleichung (5.1.1) wird die Einstein’sche Summenkonvention verwendetnthn summiert
uber gleiche Indize§; mit 1 < i; < n. Weiterhin nimmt man an, dags= 0 in R"\Q, d.h.

die Funktion ist Null auRerhalb des Rekonstruktionsgebietes. Schusigriw[41] zusatzlich
darauf hin, dass der Operat®drmit der ,longitudinal ray transform®, die Sharafutdinov in [44]
einfihrt, Ubereinstimmt. Tensorfelder vom Ramg= 0 sind skalare Funktionefi(x), so dass
sich aus Definition 5.1.1 fum = 0 undn = 3 die bereits vorgestellte Theorie zur skalaren drei-
dimensionalen Cone Beam Transformation ergibt, d.h. e®gikt D. Tensorfelder vom Rang
m = 1 sind Vektorfelderf?x) im R", die in Definition 5.1.1 eingefuhrte Integraltransformation
bezeichnet man dann auch allgemein als Cone Beam Transformation tiorfeéder der Di-
mensionn oder vektorielle Cone Beam Transformation. Die folgenden Betrachtuwgeden
sich hauptsachlich auf den Fatl= 1 undn = 3 beschrénken.

SeiT" ¢ R® zun&chst eine beliebige Abtastkurve, wobei meistens der Fall einefdkraigen
Abtastkurve in derx;-xo-Ebene betrachtet werden wird. Der Rekonstruktionsbereich, in dem
sich das Objekt befindet, werde wie bisher @it R® bezeichnet. In den am Ende der Arbeit
vorgestellten praktischen Anwendungen wird dies die dreidimensionaleiEkhgel um die
Null sein, d.hQ = B(0) = {x e R3| |Ix|| < 1}.

Definition 5.1.2. Die aus Formel (5.1.1) abgeleitete Gleichung fiirR3 > Q — R3

Df(a, 6) = le(a,H):f(f(a+t0),0) dt:<ff(a+t0)dt,9> €R, (5.1.3)
0 0
€R3

wobeia € I ein Quellpunkt auf der Abtastkunig Q das Rekonstruktionsgebiet uae S? ein
Einheitsvektor sind, wird alBoppler-Transformatiobezeichnet.

Eine lllustration dieser beschriebenen Messanordnung mit Kreis in dardfk; = 0} als Ab-
tastkurve findet sich in Abbildung 5.2.
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Ultraschallwelle
(Linie, Uber die integriert wird).-

reflektierender
=, Partikel

/: a
Quelle und
Detektor

I
Abtastkurve

Objekt

Abbildung 5.2: lllustration des Messaufbaus fur die 3D Doppler-Transformation mit
einem Kreis in der Ebenexs = 0} als Abtastkurve'.

Die anschlieBende einfache Rechnung zeigt noch einmal den engam@eshang zwischen
Doppler- und Cone Beam Transformation:

(o)

Df(a,0) = f(f(a’ +16),0) dt = f@lfl(a + t0) + 02 fo(a + t0) + O3 f3(a + t6) dt
0 0
= 01Df1(a, 0) + 2D (e, 0) + 03D f3(a, 6) .

Das mathematische Problem der dreidimensionalen Vektor- oder DopplergFaphie besteht
nun &hnlich wie bei der skalaren Cone Beam Transformafiasarin, die Gleichun@®f = g
fir gegebene Messungene R zu invertieren, d.h. ein dreidimensionales Vektorfélcdus
bekannten, eindimensionalen, also skalaren, Darerrekonstruieren. Im Gegensatziagi= D
ist fir D; = © weder eine Inversionsformel noch ein approximatives Inversioessatflr die
Kegelstrahlgeometrie bekannt.

Allerdings konnten, obwonhl die Vektortomographie noch ein relativ n€oeeschungsgebiet ist,
fir andere Geometrien bereits zahlreiche wichtige theoretische und noheeResultate her-
geleitet werden, speziell fur die parallele Geometrie. So hat beispielsigisia in [13] einen
Messaufbau vorgeschlagen, mit dem es mdglich ist, den divergeme#eiteil eines zweidi-
mensionalen Vektorfeldes vollstandig zu rekonstruieren. Mathematiscleadtigaften dieses
Modells finden sich bei Sparr et al. in [46]. Desbat und Wernsd@mgwickelten in [4] eine
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iterative Methode.

Fur die dreidimensionale Doppler-Tomographie mit paralleler Geometrie k@uftaster in
[39] und [40] eine Rekonstruktionsmethode vom Typ der gefilterten Riapiktion angeben,
die auf der Approximativen Inversen beruht. Zusammen mit Rieder gekitgrein [38] die

Konvergenz mit expliziter Angabe der Konvergenzgeschwindigkeit3tadilitat dieser Metho-
de fUr verrauschte Daten zu zeigen.

In Anbetracht des engen Zusammenhangs zwischen Radon- und EamelBansformation, der
beispielsweise in der Formel von Grangeat (4.2.2) in Satz 4.2.1 zum Atkskloommt und sich

teilweise auf die Doppler-Transformation verallgemeinern I&sst, ist ds\arcinteresse, dass
die Singularwertzerlegung der zweidimensionalen Radon-Transformaitiorehsorfelder bei

Facherstrahlgeometrie in einem Artikel von Kazantsev und Bukgheimhéfgjeleitet werden

konnte.

Bevor weitere Eigenschaften behandelt werden, soll gleich zu Beginfrrdge beantwortet
werden, was in der Theorie aus den Daten der Doppler-Transformaigmhaupt rekonstruiert
werden kann. Aus Gleichung (5.1.3) sieht man leicht, dass man aus deamdes lediglich das
Integral Giber die Projektionen des Vektorfeldes auf den Integratiamésd.h. die Projektionen
des Vektorfeldes in Richtun@, erhalt. Dies wird in Abbildung 5.3 noch einmal verdeutlicht.

Projektionsvektor

Ultraschallwelle Einheitskreis senkrecht zur
(Linie, Uber die integriert wi = Linie, Uber die integriert wird

; a
Quelle und
Detektor

Abtastkurve

Abbildung 5.3: Visualisierung der gemessenen Projektionsdaten fiir die 3D Doppler-
Transformation.
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Betrachtet man eine Ultraschallwelle, die von einem Quellpun&tf der Abtastkurvé™ aus-
geht, so kann lediglich die Projektion des griin gezeichneten Beispielsaktétichtung der
Schallwelle gemessen werden. Diese Projektion ist als roter Pfeil deliydsn Umkehrschluss
bedeutet dies auch, dass jeder Vektor, der senkrecht zur Richéunyalle steht, nichts zum
Integral beitragt. Diese Tatsache wird in Abbildung 5.3 mit Hilfe des Einheitséseund der
entsprechenden griinen Beispielvektoren senkredhillustriert. Als Konsequenz ist eine voll-
standige Rekonstruktion eines beliebigen Vektorfeldes mit der zugrumggmten Messgeome-
trie nicht moglich. Unter Zuhilfenahme der Bezeichnungen aus Abschniét Btles hochstens
moglich, den divergenzfreien Anteil eines beliebigen Vektorfeldes atiromen, da die vek-
torielle Cone Beam Transformation eines beliebigen Gradientenfeldes mitakbenp Trager
identisch Null ist. Dies kann auch leicht anhand der folgenden kurzehriR@g fir ein Gradi-
entenfeldf(x) = Va(X) = (0x,d(X),...,0x,d(X) 7, ¢ : R" > Q — R mit kompaktem Trager
anschaulich gemacht werden:

Dif(a,0) = D1 (V9) (a,0) = f(Vqﬁ (a +t0),0) dt
0
~ 6 (@ + )5 = 0.

5.1.2 Eigenschaften

Nach dieser ausfuhrlicheren Einleitung in das Themenbegiet der Vakiogtaphie wird sich
die Arbeit nun den Eigenschaften der vektoriellen Cone Beam bezistwaige der Doppler-
Transformation zuwenden. Dazu sind noch einige Bezeichnungen maigyvé&ei

LZ(XR" = {f : X > R"| |Ifllz = (f, )] < oo (5.1.4)

der Raum dequadratintegrierbaren Funktioneron X c R" nachR", wobei das innere Produkt
zweier Funktionen in.? definiert ist durch

(f, 9.2 ::f(f(x),g(x))Rn dx. (5.1.5)
X

Fir die OperatoreiDy und D; und damit auch deren dreidimensionale Spezialfgllbezie-
hungsweisé kann folgender Satz gezeigt werden:

Satz 5.1.3.SeiQ" := {x € R"| |IX|| < 1} mit 9Q" = S"! das Rekonstruktionsgebiet, in dem das
Objekt enthalten ist. Die Abbildungen

Do : L3(Q") - L?(I x S™?)
und

D1 : L3(Q"R") - L?(I' x S"?)
sind linear und beschrankt, wenn

f(lal —D"da <.
T
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Dieser Satz wird von Schuster in [41] fir die allgemeine Cone Beam Toanafion fir Ten-
sorfelder aus Formel (5.1.1) hergeleitet und mittels folgender einfadgriRing bewiesen:

Beweis.Fir f € L2(Q",R"), @ € T undm € {0, 1} gilt

oo 2

f|Daf(e)|2 de:ff(f(ane),em) di| do

gn-1 sn-1 10

Sfollf(a+t9)||2 dtdo
0

gn-1

-2 f IO 1x - ot dx
Qn
< 2(lal - DV IFIE

wobei hier die Substitutior = « + t6 und die Tatsache, dag¢x) = 0 in RMQ benutzt wurden.
Damit ist die Stetigkeit voD,, gezeigt und die Stetigkeit vdd folgt dann mitteldD f (¢, 6) = D,

und
f f |Df(a’, 9)|2 d9da < 2||f||i2 f(|a| _ 1)1—n da .
r

I gn-1

O

Aus Satz 5.1.3 folgt, dass die adjungierten OperatorerD¢gund D; beschrankt sind. Fir den
Falln = 3wurde der adjungierte OperatoF der dreidimensionalen Cone Beam Transformation
als Abbildung vonL?(R3) — L%(I" x S?) bereits in Formel (4.1.1) angegeben und wird hier fur
spatere Vergleiche wiederholt:

(Z)*g)(x):f||x—a||‘zg( X—a@ )da. (4.1.1)
r

a?
IX = all

Der adjungierte Operator

Im Folgenden soll nun der adjungierte Oper&drder Doppler-Transformation angegeben wer-
den. Dafir betrachten wir die ausfihrliche Herleitung des adjungiemena@rsD; der vekto-
riellen Cone Beam Transformation fur beliebige Dimensiamd setzen dann = 3. Zunéchst
muss allgemein die Gleichung

<g (a” 9) s le (CL’, 9)>L2(FXS”’1) |= <D?|<_g(X), f(x)>L2(Qn) = fDig(X) f(X) dx
Qn
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fur f € L2(Q",R") undg e L? (F X S”‘l) erfillt sein. Einsetzen der Definitionen und Umformen
ergibt

(9(@.6). D1 f (€. 0)) 2(rsn 1) —ffg(a e)f<f(a+te) 6) dtdd d

I gsn-1

:fffg(a,@)(f(a+t0),9>dtd@da.

I sn-1R*
Unter Verwendung von Kugelkoordinaten fiund mit Hilfe der Substitution
y_

(074
2L~ dy=t"ldtdg
y—al

y=a+t, t=|y-all, 6=

folgt

!Jg(“’llz:ZHMIIJ O‘|n’ (y)>dyda ff( ”5:2”)<”3 aln’f(Y)>da/dy
:R[<ng(a’ ||§:Z||)||§/ 2l da, f(y)> dy.

Der adjungierte Operator der vektoriellen Cone Beam Transformatiort kste

" _ y-a y-«a n
Dlg(y)‘f (“ ly— an)ny o 42 F
\-——\,—-——/R/—/

ek (5.1.6)
1-n y-a
d
f“y “l ( ly- au)uy—au ”

Analog kann man den adjungierten Operator melimensionalen skalaren Cone Beam Trans-

formationDg als
* _ 1-n y-
03000 = [ 1y -t g[o: 222 ) o
r

bestimmen. Wie schon fiir den Fall der Definitionen iynund D; lassen sich beide Formeln
auch aus einer von Schuster in [41] angegebenen allgemeinen Daxgtiduiadjungierten Ope-
rators

Draly) = f lly - alll‘”‘"‘g(a, ﬁ) (y-a)" da (5.1.7)

oder in der abkiirzenden Schreibweise

Daag(y)=||y—alll‘”‘mg(a |I§ all)(y_ a)” (5.1.8)



92 5 Die Doppler-Transformatio®

fur die allgemeine Cone Beam Transformation flir symmetrische, kovariamsoffelder der
Stufem aus Definition 5.1.1 gewinnen.

Furn = 3 ergibt sich aus Formel (5.1.6) fir den adjungierten Operatader Doppler-Trans-
formation®:

@*g(y)=fg( y‘“) yoo g (5.1.9)
T

a, .
ly —all) |y - al®

Wie man durch einen Vergleich der Formeln (4.1.1) und (5.1.9) leicht sieteraaineiden sich
die adjungierten Operatoren der Cone Beam Transformddoand der Doppler-Transforma-
tion ©* im Fall n = 3 formal nur dadurch, dass b@i* eine Multiplikation mit einem Vektor
||¥:le hinzukommt, die dafir sorgt, dagsg(y) € R® wahrendD*g(y) € R gilt.

In einigen Fallen wird spéter auf die folgenden abkirzenden Schriséwéir dien-dimensio-

nale Radon- und Doppler-Transformation sowie deren adjungiertea@pen zurtickgediien:

Rof(s) = RT(0,9), Ry : L2(Q") - L2([-1,1)) (5.1.10a)

RI(X) = g((x,0)) , Ry L2([-1,1]) - L2(Q") (5.1.10b)

Do f(6) = Df (e, 6) Dy L2(Q%R%) - L2(S?) (5.1.10c)
. B X—a .

D:g(X) = [x - al 3g(m)(x— a) , D, 1 L2(s?) - L2 (@3 RY) (5.1.10d)

Dabei istQ" := {x € R"| ||X]| < 1} mit AQ" = S"! wie in Satz 5.1.3 das Rekonstruktionsgebiet.

Einfache Eigenschaften

Die einfachste Eigenschatft, die sich fur die Doppler-Transformatioleikten lasst, ist die Li-
nearitat. Furf,g : R® > Q — R3 gilt

D(f +0)(a,0) = f((f + 0)(a +t0),0) dt = f(f(a+t0) + g(a + 16), 6) dt
0 0

(o) (o8]

:f(f(a+t9),0) dt+f<g(a+te),e> dt = Df(a,6) + Dg(@,0) . (5.1.11)
0 0

Die Linearitat kann analog fur die Cone Beam Transformafibgezeigt werden. Wegen

o0 00 0
f(f(oz+t6),8) dt=f<f(a+t0),9) dt+f(f(a/+t9),0> dt
—00 0 —00

=Df(a.0)

0
= @f(a,a)—f<f(a+t9),—9> dt
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|asst sich mit Hilfe der Substitution= —s, ds= —dt
f(f(a+t9),0) dt= Df(a,0) - Df(a, -0) (5.1.12)

herleiten. Zusatzlich weild man durch die Art der Messung, dass dastGhjenn tberhaupt —
nur in einer der beiden Richtungé@mder—0 von einer Ultraschallwelle getfien werden kann,
d.h. einer der beiden Summanden auf der rechten Seite ist fur febhek

Im Vergleich dazu gilt mit der gleichen Substitution wie oben fiir die Cone BEamsformation

00 —00 0
Df(a,—-0) = | f(a+t(-0)dt= | f(a+9)(-dg = | f(a+to)dt
/ / /
und damit
f f(a +1t0)dt = Df(a,0) + Df(a,-0) .

Auch hier ist aufgrund der Messgeometrie bekannt, dass einer deanb8idnmanden auf der
rechten Seite Null sein muss. Trotzdem wird schon durch einen Vergleicbleithung (5.1.12)
klar, dass sich Aussagen fur die Cone Beam Transformation nicht imjed# auf die Doppler-
Transformation Ubertragen lassen.

Fur die Doppler-Transformation ist zudem entscheidend, von welcleetmeiden Schnittpunkte
einer Linie mit der Abtastkurve die Messung beginnt. Um dies zu verdeutljcd®eny unds
die Schnittpunkte zwischen einer Linie vafin Richtungd und der Abtastkurve, d.h.

B=a+n0, n=0.

Dann gilt:

Df(a,0)

0 n n
f(f(a+t0),0> dt=f<f(oz+t0),9> dt:—f(f(a/—t(—é’)),—a) dt
0 0 0

n n
—f<f(ﬂ—ne—t(—e», 6y dt= —f(f(ﬁ+ (1~ )(=6)). 6 dt
0 0

n
st —f(f(ﬁ+ S(=6)), —0) ds= —DF(8,-6) |
0

d.h. Df(a,0) = -Df(B, -0).

Wie man an dieser kurzen Rechnung sieht, unterscheiden sich die Mdeasuwon® f(«, 6)
und D (B, —0) gerade durch das Vorzeichen, dif («, 0) = —Df(8, —6). Die Werte vonf an
einem beliebigen Punkt auf der Linie sind selbstversténdlich fur beide Messungen gleich, die
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Richtung, in die der Vektor projiziert wird, ist aber genau entgegenzfesmterscheidet sich
also durch ein Minus.

Fur die Cone Beam Transformation spielt die Richtung des Strahls keine Balieit der glei-
chen Substitution wie oben

00 n
Z)f(a,e):ff(a+t9)dt=ff(a+t9)dt
On 0 )
:ff(a—t(—@))dt:ff(,8—170—t(—6’))dt
0 0

n
_ f £(8+ S(~0)) ds= DF (B, -0) ,
0

also Df(a,0) = DI(B,-6) qilt.

Bemerkung.Die oben angestellte Uberlegung fuihrt dazu, dass das Integral igbkomplette

dreidimensionale Einheitssphare der Doppler-Transformation gerdtlerbibt, also keine Re-
konstruktion ermdglicht. In diesem Fall muss man die Messungen auf die Bislbeitssphéare
beschréanken. Gleiches gilt auch fur Abtastkurven, die in einer Ebegenliand fur die man
lediglich die Messungen Uber die in der Abtastebene liegenden Richtuetracttet.

Im Fall der Cone Beam Transformation spielt die Richtung keine Rolle, s das Ergebnis
der Integration Uber einen beliebigen Strahl nicht davon abhangt, imarelder beiden Schnitt-
punkte man die Messung beginnt. Durch eine Integration Uber die kompletténadensionale
Einheitssphare oder eine ebene Abtastkurve erhalt man also alle Dateeltdegs fir eine

Rekonstruktion nattrlich von Vorteil ist.

Homogenitat und Fortsetzung auf ~ R3

Es ist leicht ersichtlich, dass f auf R3 x R3 ausgeweitet werden kann. Unter Verwendung der

Substitution s=y||-t © t= % mit d—s =|yll & dt= ll}l,”ds erhalt man:

r r S 1
Df(a,y)_f<f(a+ty),y> dt_0f<f(a/+ my),y>||—y”ds
o l ) y

Of< ( il ) IIYII>OI Df( IIVII)

Df(a,y) = DF (a,l) . (5.1.13)

d.h.

Iyl

Dies bedeutet gemal Definition 3.1.1, dass die Doppler-Transforntatimoegen vom Grad 0
in der zweiten Variablen ist.
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Im Gegensatz dazu lasst sich unter Verwendung der gleichen Substititiorzeigen, dass die
Cone Beam Transformatidromogen vom Grad -ih der zweiten Variablen ist, denn

Df(a, :ff +1 dt:ff( +—)—dS
(@) (@+) y RV AT

0
1 r (S 1 y)

=— | fla+ —y|ds= —Df|a, =],
IIYIIOf ( IIYIIy) [yl ( Vil

also

AN
Df (a, ||Y||) = “y”Z)f(a,y) . (5.1.14)

Fourier-Transformation

Die in Abschnitt 3.1.3 eingeflihrte Fourier-Transformation ist oft ein nithekcHilfsmittel bei
der Herleitung von Inversionsformeln, beispielsweise fir die RontgetRadon-Transforma-
tion mit Hilfe des Fourier slice theorem 3.3.1 oder fur die Cone Beam Tramafayn in der
Inversionsformel von Tuy (4.2.3). Fir letztere zeigen Natterer undi#lirg in [32, Abschnitt
5.5.2, S.128] einer Idee in [55] folgend, dass die Methode von Grangeat, beiid&atlon’'sche
Inversionsformel (3.3.19) fUR mit der Formel von Grangeat (4.2.2) kombiniert wird, auch aus
der Inversionsformel von Tuy hergeleitet werden kann.

Dazu wird auch die Fourier-Transformation vé@rberechnet, wobei in der mit) gekennzeich-
neten Gleichung ausgenutzt wird, d@3geman Formel (5.1.14) homogen vom Gredin der
zweiten Variablen ist.

(Z)f)/\ (a’, é‘) — (271')_3/2 f(z)f) (a,’ y)e—i(‘f,y) dy

R3

Substitutiony = r6, [, dy= [, " r?drde

:(27r)‘3/2ff(1)f)(a,r@)e‘i“f"’)rzdrde
0

(Y4

© (2n) f f (DF) (@, 0)e" P rdrdg

s2 0
- (@@ [Hlecraras. da [rar= [Tlar
s? —o 0 S

= i (27)~%? f (DF) (@, 0)8"((&,0)do + ...,
SZ
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wobei die Punkte laut [32] fir eine gerade Funktion voatehen. Auf die weiteren Umfor-
mungen, die schliel3lich zur Methode von Grangeat fuhren, soll higichdet werden. Nach-
folgend wird nun die die Fourier-Transformation fiir die Doppler-Tfamaation berechnet, um
die Moglichkeit einer darauf beruhenden Inversionsformeldizu prifen. Die ersten Schrit-
te verlaufen dabei vollkommen analog, erst in der mjtgekennzeichneten Umformung wird
stattdessen verwendet, d&$fiomogen vom Grad 0 in der zweiten Variablen ist.

(D)" (@.8) = (20" f Df(a,y)e €Y dy

R3

:(271)‘3/2ff@f(a,ré))e‘i“f’e)rzdrde
sz 0

@ (271)‘3/2ffbf(a,e)e‘i”fﬂ)rzdrde
s2 0

= (2n)~%? f Df (e, 6) f r2e &0 drdg . (5.1.15)
S2 0
Weiterhin gilt:
(D) (@, -¢) = (20) 7 f Df(a,6) f r2d €9 drdg . (5.1.16)
S2 0

Eine Addition dieser beiden Gleichungen liefert:

(@) (@, €) + ()" (. -¢)
=207 | Df(a,0) | r2e™¢Ddrdo+ 27) 2 | Df(e,6) | r?€¢? drdw
=0 | [eren |

S? s?
= (20) % f Df(a,0) f r2 ("9 + e E0) drdg .
s? 0

Unter Benutzung ddformel von Euler
g? = cosg +ising, sing = 1 (¢-e™) und cos= }(ei‘ﬁ +e)
’ 2 2

ergibt sich wegen

[

frz(e‘”f’g> +e"E0) dr = Zfrzcos(r (£,6)) dr
0

0
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die Gleichung

@) (a, &) + (DF)" (a,—g):2(27r)‘3/2f®f(a,9)fr2cos(r (£,0)) drdg .
0

]2

Analog gilt

(D) (@, &) - (OF) (@, &) = (=2i) (21) ¥ f (e, 6) f r2sin(r (£,6)) drdg .
0

SZ

Die auftretenden Integrale sind dabei im Sinne von Distributionen zu berstevas aber fir
die Richtigkeit der entsprechenden Umformungen nicht relevant ist. Lk@ieten zum jetzi-
gen Zeitpunkt keine weiteren Vereinfachungen der auftretendernréthéegder zusatzliche For-
meln gefunden werden, die eine Inversion der Doppler-Transformatimit Hilfe der Fourier-
Transformation erméglicht hatten. Auch ein Fourier slice theorem ist wiédelie dreidimen-
sionale Cone Beam noch fur die Doppler-Transformation bekannt ssdadauriertechniken oder
-methoden, wie beispielsweise bei der Radon- oder Réntgentransfanmiedioe Alternative
darstellen.

5.1.3 Verallgemeinerte Formel von Grangeat

In Satz 4.2.1 wurde die fur die Inversion der Cone Beam Transformaiti®erét wichtige Formel
von Grangeat angegeben, die fir eine Funktioa S(R%), einen Einheitsvekto® € S? und
einen Quellpunktr e T

)
SRH (@, s)’

Ss=(a,w)

- —f@f(a,@)é’ (8, w)) do (4.2.2)
g2

lautet. Sie stellt einen relativ einfachen Zusammenhang zwischen RadostdimatiorR, fur

die Inversionsformeln bekannt sind, und Cone Beam Transformalibar, durch den die Her-
leitung einer Inversionsformel fD ermdglicht wird. In diesem Abschnitt wird es nun das Ziel
sein, die Formel von Grangeat auf Vektorfelder zu tUbertragen urelaiwieren, ob sich da-
mit eine Inversionsformel fur die Doppler-Transformation analog zumg&been in Abschnitt
4.2.1 furD herleiten lasst. Abstrakter formuliert ware dazu nicht unbedingt einfdosanhang
zwischenR und D notwendig, sondern zwischen einer beliebigen Integraltransformation mit
bekannter Inversionsformel uril

Schuster gelang es in [41] die Formel von Grangeat auf Tensorfelderweitern. Die dazu
notwendigen Definitionen fiir die allgemeine Cone Beam Transform&@jpaond den zugeho-
rigen adjungierten Operat@y, sind in Definition 5.1.1 beziehungsweise den Formeln (5.1.1)
und (5.1.7) gegeben. In diesem Fall wird mRitdie n-dimensionale Radon-Transformation be-
zeichnet.
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Satz 5.1.4(Formel von Grangeat fir TensorfeldeSei n> 2 undf € C(()”‘Z) (Q",8™), wobei
S™ die Menge aller symmetrischen Tensoren der Stufe m ist. Dann gilt:

o2) 2 2
Wﬂfa(e, s=(a,0) = (-1 f Dinf (@, w) 8™2((6, w)) dw (5.1.17)
Sn—l
mita €T, 8 € S™1 und
fo(¥) = (F, X = ™ (X = @)™ = fiyeip X — @l ™ (X — @)+ (X — @)™ . (5.1.18)

Beweis. Der hier angegebene Beweis aus [41] folgt der Beweisskizze desidtagn Formel
von Grangeat aus [32, Abschnitt 2.3, S.23]. Rilre L2([-1, +1]) erhalt man mit Formel
(5.1.10b)

+1

f Rafo(9) (9 ds= f F (W% ) dx
Qn

-1

- f (O X = o™ (x = )™ w((x, ) dix.
Qn

Unter Verwendung der Definition 5.1.1 v, , undh € L2 (S”‘l) ergibt sich

fDm,af(w) h(w) dw = f(f(x)’||x_a”—m(x_a)m> h( X—«a )dx
Qn

lIX = all
gn-1
Mit h(w) = 602 ((w, 8)), ¥(s) = 62 (s— (a, #)) und der Tatsache, das$~2 homogen vom
Grad 1- nist (vgl. Satz 3.1.2), ist Formel (5.1.17) bewiesen. O

Firm = O ist dies die klassische Formel von Grangeat (4.2.2), allerdings firdilmensionale
Cone Beam Transformation. Fiir= 1 ergibt sich die Formel von Grangeat fitrdimensionale
Vektorfelderf e "2 (Q", R")

(n-2)
%Rm(e, s={(a,0)=(-1)"2 f D1 f(a, ) 626, w)) dw (5.1.19)
gn-1
mit
fo(®) = (F09. X = 2l ™ (x = )., -
Fir den Falin = 3 erhalt man schlieR3lich den gewiinschten Zusammenhang zwischen Radon-
und Doppler-Transformation
(%Rfa(g’ s={a,0)) = (—1)fo(a/, w) ¢ ({0, w)) dw
g2

(5.1.20)
= f (VyDf(ay = w).60) dw

S2n{(w,H)=0}
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wobei die zweite Gleichung aus Eigenschaft (3.1.4) der Delta-Distributilgn. fDie Funktion

f.(X) ist die Projektion vonf auf den EinheitsvektoH;‘(:—g|| vom Quellpunkta in Richtung des
Rekonstruktionspunktes

Prinzipiell kbnnte man jetzt fir die Herleitung einer Inversionsformel apaiorgehen, wie
beispielsweise in der Dissertation von Dietz [5] oder im Artikel von Louis [@4.1], wobei

nachfolgend die Doppler- statt der Cone Beam Transformation veetenl. Ausgangspunkt
ist wieder die Inversionsformel der 3D-Radon-Transformation

1 [ 8
fa/(X) = —@ f @ng (9, <X, 9>) dg

52
24 f(,(x)ziffﬁﬂfa(e, 9 & (s— (x.0)) dsdv .
812 s
s )

Um die Formel von Grangeat fir die Doppler-Transformation (5.1.20)

%R fo(0,s=(a,0)) = (-1) f Df(a, w) & ({0, w)) dw
g2

anwenden zu kénnen, hatte man an der m)itjarkierten Stelle gerngs-Rfa (0, (@, w)) stehen.
Fur den skalaren Fall Iasst sich das durch Variablentransformatiotw, 8) mit erfullter Tuy-
Kirillov-Bedingung aus Definition 2.1.5 und dem Crofton-Symbol aus Definitid®.2 realisie-
ren. Die Substitutiors = («, 8) fiihrt dabei zug—j = [a’, )|, wie es in Abschnitt 4.2.1 vorgeflhrt
wurde.

Dieses Vorgehen schlagt aber fur die Doppler-Transformation leitdy da die Projektion
fo(¥) = (F(X). X -l (x - a))Rg, d.h. die Objektfunktion vorR, ebenfalls vom Quellpunkt

a abhéangt und sich mit diesem verandert. Betrachtet man sich die Aussay&atz 5.1.4 ge-
nauer, so ist klar, dass diese Abhangigkeit der Projektionavdir alle m > 0 gilt und die
Herleitung einer Inversionsformel mit Hilfe der Formel von Grangeatmurall m = 0 auf die
vorgestellte Art und Weise mdglich ist. Daraus lasst sich auch folgers, diasTuy-Kirillov-
Bedingung furm > 0 nicht ausreicht, um eine Inversion zu garantieren (vgl. [41]). Dekis
prasentiert in [3] eine Verallgemeinerung der Tuy-Kirillov-Bedingung Ténsorfelder einer
beliebigen Stufan und leitet daraus Gleichungen her, die zur verallgemeinerten Formel von
Grangeat (5.1.17) sehr ahnlich sind. Fie 3 muss nach Angaben von Denisjuk eine Ebene,
die das Rekonstruktionsgebiet schneidet, mindestensl Schnittpunkte mit der Abtastkurve
haben, was flr den skalaren Fail= 0 der normalen Tuy-Kirillow-Bedingung entspricht, fur
die Doppler-Transformation mih = 1 aber zu mindestens zwei Schnittpunkten flhrt.

Bemerkung.Selbst wenn es méglich warég, (x) mit Hilfe von Formel (5.1.20) zu berechnen,
SO muss aus dem Skalarprodt@k(x), ﬁ) immer noch der Vektorf (X) eindeutig bestimmt
werden. Dazu muss es fir einen festen Rekonstruktionspumktdestens drei Quellpunkte
geben, so dass die normierten Vekto&}g:m linear unabhangig sind. Dies kann als zuséatzliche

Bedingung an die Abtastkunfeangesehen werden. Eine analoge Uberlegung gilt natiirlich auch
fur Tensoren beliebiger Stufe und in héherer Dimension (vgl. [41]).
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Es sollte hier nicht unerwéhnt bleiben, dass fiir einen einzelnen Kreishadstkurvel® fur

alle Rekonstruktionspunktgin der Kreisebene keine drei solcher linear unabhangigen Vekto-
ren gefunden werden kdnnen. Eine Rekonstruktion aus Daten, di®welpunkten auf einer
Kreiskurve gemessen wurden, wie sie fir die Cone Beam Transformadiannicht erftllter
Tuy-Kirillov-Bedingung gelingt, ist fur die Doppler-Transformation alagsgeschlossen.
Nachdem nun auch dieser Weg Uber eine Erweiterung der Formel \aorg&at nicht zu einer
Inversionsformel gefuhrt hat, muss nach weiteren Moglichkeiten ¢¢sgrden. Eine vielver-
sprechende Alternative besteht in der Formel von Hamaker et al., asicti@uch die Formel
von Grangeat zurlckflhren lasst.

5.1.4 Verallgemeinerung der Formel von Hamaker et al.

Die Formel von Hamaker et al. aus [12] wird im Buch von Natterer und Veliby [32, Ab-

schnitt 2.3, S.23] zur Herleitung der Formel von Grangeat benutzt uold im dieser Arbeit
wurde sie, ohne explizit benannt zu werden, im Beweis von Satz 5. wendet.

Fur die Cone Beam Transformation kann sie wie folgt angegeben wesééimeine Funktion
in R, die homogen vom Grad-nist. Dann gilt:

f@f(a,w)h((@,w)) do = fRf 0,9 h(s—(a, ) ds. (5.1.21)
st R

Eine Generalisierung von (5.1.21) auf die Doppler-Transformation étfells moglich. Fir die
Herleitung werden folgende bekannte Schreibweisen verwendet

Dimaf(6) = Dinf (e, 6) , Do : L2(Q".8™) - L2(S"?) | (5.1.2)
Dha9y) = lly - alll‘”‘mg(a, ”5: Z”)(y— &)™, Dp, :L2(S™Y) - L2(@NS™) | (5.1.8)
Rof(s) = RT(6,9), Ry : L2(Q") — L2([-1,1]) , (5.1.10a)
R:9(X) = g((x,0)) , R L2([-1,1]) —» L>(Q") , (5.1.10b)

die der Ubersichtlichkeit halber oben noch einmal zusammengefasstwukts Grundlage ist
zudem die Herleitung fUr den adjungierten Oper&drder Doppler-Transformation in Formel
(5.1.6) interessant.

Mit der Definition vonf, in (5.1.18) und unter Verwendung der Gleichungen

<R9 fa, l//>|_2([_1’1]) = <fa, RZ¢’>L2(QH) Und <Daf, h>|_2(sn—1) = (f, thh>L2(Q“,Sm)

fur Radon- und allgemeine Cone Beam Transformation sowie ihre adjtgrgi®peratoren be-
rechnet man

+1
f Roto(9 (9 ds= f £,00 w((x 6)) dx = f <f(x>, (x—a) >¢(<x,e>)dx
_l Qn

X = al™
Qn
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sowie

~ (X _ a)m X—a
f Pt dw = Qf <f(x)’ X — a||‘<1‘”‘m>> h(IIX - Cvll) >

gn-1
_ (x-o)™\ 1 X“a
B f<f(x)’ X~ a||"‘> X - el™ h(IIX— a”) e

Qn

Die rechten Seiten sindi@nsichtlich gleich, wenn

1 X —«a
,0)) = h
V(6 X = al™* (le—all)

gilt. Seien nun ¥(s) = g(s—<{a,8)) und h(w) = g(v,w)) , wobeig homogen vom Grad
1 - nsei. Dann ist

Y (X% 6) =9g(X 0) — (e, 0)) = g((X - @, 0))

(i) g(<n§:Zu’0>) =g )

=[x —al™ g((x— @, 6) = [Ix—al" Ty ((x,6)) .

und

Damit kann Formel (5.1.21) verallgemeinert werden zu

+1

f Dof (@) §((6.w)) dw = f Rofo(9 (S~ (a,6)) ds. (5.1.22)

gn-1 -1

wobeig homogen vom Grad 4 n sein muss. Die Darstellung dieser Gleichung fiir die Doppler-
Transformation mitn = 1 undn = 3 andert sich nicht wesentlich
+1
[2ut@ 000 do= [Ret9g(s- () ds. (5.1.23)

52 -1

allerdings gilt f,(X) = <f(x), X—a > und die Funktiorg muss homogen vom Gra€2 sein.

[IX—all

Anhand folgender Umformung lasst sich das Integral fir die RadansformatiorR fiir eine
Funktiong(x) = g(—x) auch als Faltung schreiben:

_ [ Rt 905~ @) ds=. [ Rt a0 -9 ds (51,20

= (Rfa(6,) *s 9()) (. 0)) = (Rofo #s 9) (@, 0)) .
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Furg(x) = —g(—x) andert sich lediglich das Vorzeichen. Da das Interesse dieser Audngit-
sachlich in der Inversion der Doppler-Transformation oder zumindedtiddeitung einer Re-
konstruktionsmethode besteht, beschréankt sich das weitere VorgehderaFallm = 1 und
n=_3.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Funktion, die homogen vom &2ast, zu finden, so dass
man aus Formel (5.1.23) eine einfache Beziehung zwis€hfeand R f, herleiten kann.

Bei der Suche nach entsprechenden Funktionen denkt man schdéadlfatgenden:
o §,

e h9=1,

S
e h(9= [ loldr o h9=[_e¥|o| do.

Wie man im Beweis von Satz 5.1.4 erkennen kann, forhauf die Formel von Grangeat fiir die
Doppler-Transformatio® (5.1.20):

1

f@f (@, w) & ({0, w)) dw = fRfa 0,906 (s—{a,0)) ds

s? 2
1

9
:_fa—SRf(,(e,s)é(S—(aﬁ)) ds

-1

0
= —— fa/ 9, = ,9 .
<RI, (6.5 = (@.6)

Die Umformungen erhalt man aus den Eigenschaften der Delta-Distributiod ihrer Ablei-
tungo’.

Furh(s) = é ergibt sich wegei(s) = h(-s) unter Zuhilfenahme der Umformung (5.1.24) und
partieller Integration fur die rechte Seite von (5.1.23):

1 [ 1
fo #sh) (@, 0) = (Rfa(6.) #s 5| (. 0)) = | Rfu(6,9)——
(R ) (@, 6)) (R ) .z)«“ 0) _f Ria(0 S)(<a,9>—s)2dS

1 [0 1
_ [Rfa(e, S)<a,0—>_s]_oo - f a—SRfa(e, S)(a,H—)—S ds

=0, kompakter Trager

(o)

0 1
= —fa—SRfa(g, S)<a’,0—>—s ds

—00

0
e (a—sﬂfa(e, .)) (@, 6)) .
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Dabei bezeichnet! die in Gleichung (3.3.12) eingefuihrte Hilbert-Transformation. Auf der lin-
ken Seite der Formel (5.1.23) bietet sich keine Mdéglichkeit einer Verdinfag, so dass man
lediglich

fo(a,w) L do= [2eo)y,
J @w? " J (6.0

schreiben kann. Insgesamt fiihrt also die Verwendungsn= é in der Formel von Hamaker
et al. fur die Doppler-Transformation auf

9 B _1_ Df(a, w)
T (a_sm“(g’ ')) (=3 9 (@)

(5.1.25)

Weiterhin kann man die Aquivalenz der beiden \@rverschiedenen Darstellungen fiifs)
zeigen. Man sucht eine Darstellung Viafs), so dass

RE(6, 9) #s () = ?{O%Rf(e, 9 (5.1.26)

gilt. Mit der Fourier-Transformation der Hilbert-Transformation aus Foér(8e3.13) und der
Ableitungsregel (3.1.21) fiir die Fourier-Transformation gilt:

T{aﬁsﬂf(a, s)} (é) = 1EF {RT(0,9)} (¢) - (5.1.27)

Damit erhalt man durch Anwendung der Fourier-Transformation aufebe&kiten der Glei-
chung (5.1.26):

FIRI0.9 N O = 7 {HoRI0.9]@

(3.3.13)

& TIRI0.91E 71091 “-isner { Lri0.9} @
C20esgnerF (R1(6.9)(©).
so dass

F{h(s)} () = £sgn€) = I£]

gelten muss. Anwendung der inversen Fouriertransformation liefert

R
h(s) = @l d |4 de . (5.1.28)
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Andererseits folgt aus den Eigenschaften der Faltung sowie aus F@&®él3) fur die Hilbert-
Transformation:

d 1 IRE(6, S)
w(a—vzf)(a @ =3 [ B f(a - 7€f(0 9ds
R
=}r(§7ef(e 9 s )(< ) ‘3““)1(7ef(9 9 e a( ))« o)

1(731‘(9 9 *s )((a 6) = (Rf(@ 9 s 85( S)) (. 6)) .
Daraus wird ersichtlich, dass ftfs) gilt:
h(s) = 9 (i) L (5.1.29)

Damit weil3 man, dask(s) eine der beiden in den Formeln (5.1.28) und (5.1.29) genannten
Darstellungen besitzen muss, um Gleichung (5.1.26) zu erfullen.

Aus Grunden der Vollstandigkeit sei auch in diesem Fall die Formel vanahar et al. fur die
Doppler-Transformation (5.1.23) bei Wahl vb¢s) wie in Gleichung (5.1.29) angegeben:

(—Rf o, ))((a 0)) = \/_fbf(oz w)f e OO 1| dr dw . (5.1.30)

Die rechte Seite dieser Gleichung erinnert stark an die bei der Herleitmigodirier-Transfor-
mationen vor» und® ab Seite 95 entwickelten Formeln, stimmt aber nicht mit ihnen Uberein
und ermdglicht auch keine weiteren Vereinfachungen.

Leider hat auch dieser Weg nicht zur effiten Inversionsformel fir die Doppler-Transformation
gefuhrt, allerdings lassen sich aus der Formel von Hamaker et al. (pviek®re Beziehungen
zwischen Radon- und Doppler-Transformation herleiten.

5.1.5 Weitere Beziehungen zwischen Radon- und Doppler-Transformation

Aus der Herleitung zur verallgemeinerten Formel von Hamaker et al. (5.Ww&R man, dass
furden Falln =3 undm=1

X—a X-—a
f@f(a,w)h(w)dw=§[<f(x), ||)(_Q||3>h(||x—all) o

g2
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gilt. Man definiert nurgk(x) := <f(x), X‘“”k

T > und folgt dem gleichen Schema wie bei der oben
genannten Herleitung. Es ist

1
| R @09 ds= (R ) oy = (05 R00) ey
21

k
X = all

=fg5(x)w(<x,e>) dx=f<f(x), A >w<<x,e>) dx.
Q3 Q3

Damit sind die rechten Seiten gleich, wenn

- 1
h( =r )= s’ O

X = all

erflllt ist. Wahlt many(s) = ¢ (s— (a, 6)) undh(w) = ¢ ((w, 8)), wobei¢ homogen vom Grad
—(3-K) = k- 3ist, gilt:

1
U(0) = 8 ((066) = (@.6) = $ (x=.0) = - ——zg X~ ol ((x - .6)

__ 1 ¢(<X—a 9>)_ 1 h(X—a)
Ix—alP*" \\IIx=all IX—allP* \IIx=all)

Fur¢ homogen vom Gradl — 3 folgt daraus:

1
ngglc(,(S)qﬁ(S— (a,0)) ds= f@f(a, w) ¢ (w,0)) dw . (5.1.31)
-1

g2

Die p-te Ableitung der Dirac’schen Deltafunktiai® ist nach Satz 3.1.2 homogen vom Grad
—p-1, p = 0. Demnach ist wegen

-p-1=k-3 o p=-k+2, k<2
5k+2) homogen vom Grakl — 3. Damit kann man in Gleichung (5.1.34)= 6+ setzen und

erhalt furk < 2:

1
f Rogk () 6052 (s— (a,0)) ds= f Df (e, ) 67K (w, 6)) dw
-1 32

o f R9(<f(-), ”_'_‘;'k>) (5602 (s = (. 0)) ds= f Df (@, )6 (w, ) dw .
-1 32

(5.1.32)
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Diese Gleichung kann auch direkt gezeigt werden:

1
f R0k (9) 6052 (s— (e, 0)) ds
21

fl (< i ||k>)(s)‘5( “D (s (.0 ds

ff< Hk>5(s (X, 0)) dxo6™*? (s - (a,6)) ds

f< (), X II">5( k+2) ((x — @, ) dx
QB

:f(f(x),x—a)”x—all‘k sk ((x — a, 6)) dx

Erweitert man nun mifx — ||* und nutzt aus, dag$ 2 homogen vom Graki— 3 ist, so erhalt
man

f (F. = ) X — ™ 60K ((x - . 6)) dx

f(f(x) X—a | sCK2 ((x - a, 6)) dx

1 X—a
. _5<-k+z>(<_,9>)d
f< (9. x=a) X — lIX — all X
Q3
X—a X—a
B f ’ 6(_k+2) (<—,9>) d
Qf< ¢ ||x—a||3> x—all /)

@ fo(a/ w)5TK2) ((w, 0)) dw ,
S2

wobei () wegen der Substitutior = a + tw gilt. Nutzt man nun in Gleichung (5.1.32) die
Eigenschaften der Delta-Distribution im Eindimensionalen aus, so kann gier wengeformt
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werden:

S—k+2

(—1)k+2 g2 (< O, > ( )I TDf(a w) 672 (0, 0)) dw
=(a.0)

K
I~ all 82

() O —a (L qyke2 g2
8 (o], - [ e

(w,0)=0

ak+2 —a _
P Ry (<f,—>) = (1) wTV) 2Dt @, w) dw
& (1) O —ap))e] =Y [ @ ot

S—k+2
(w,0)=0

a—k+2
o572 (< O ||k>)( K

wobei ¢) wegen Formel (3.1.6) gilt (vgl. auch [9, S.220, Formel (8)]). In di¢sm wird diese
Gleichung auch bei Denisjuk in [3] verwendet. Durch Einsetzen vortéfér < 2 erhélt man
beispielsweise folgende Formeln, die den in [3] hergeleiteten zum Teibselein:

k+2

_ f[za } (e, ) dw ,

(w,0)=0

s=(a,0)

k=2: (< o), 2> ()‘ CDf(cy w)d ({w, 8)) dw
I — all s=(a.0)
: 0 = a, ) (w w

K=1: - (< II>)()&<M>_IN( L) (0,0) do  (vgl. (5.1.20))

2
K=0: 5—827@ (), —a)) (9 e S[ (@, )8 (@, 6)) dw

3
k=-1: -SRIl -a @] = [ Do) (w.0) do
s=(a,0)
Usw.

Statté kbnnen nattrlich auch andere Funktionen gewahlt werden, die honvogeradk — 3
sind, z.B.(s) = ﬁ Damit erhalt man durch Einsetzen der Definition gn

1

— 1 1
f Ro (<f(') I —a||k>) (S)(s— (a,0))%K ds= Sf ol w)«w, 0> do

-1

Setzt man wieder verschiedene Werte Kigin, so ergibt sich unter Verwendung der Hilbert-
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Transformatiorn:

k=3: flve (< 0), ”3>)(s)ds f@f(a,w)dw
1 S2

dx= | Df(a,w)dw
ﬁﬁ[<()||x—||3>)(s[ (@)

. 1 —_—

k=2: Rg(< ||2>)(S)S—(a/,6> S[Df(a' , W) >dcu
1
° W(R (< ||2>)( ))«a 0= fm(a"”)w,w deo
52
1

. l = a'a)—l ()

=1 [Re« >) )(s (@, e>)2ds_3[m( ’ )(<w,9>)2d

0 1
s —ﬂ'q'{(a—SRg (< ), —>) (s)) (a,0)) = S[Df(a, w) (@.0) dw,

wobei eine Analogie zur Formel von Gelfand und Goncharov in [32,]S28&rkennen ist.

Zwar fihren auch diese Ansatze auf Zusammenhange zwischen Raubmoppler-Trans-
formation, leider kann aber keine dieser Gleichungen zur Inversiorvaarwendet werden.
Aus diesem Grund wird im ndchsten Abschnitt versucht, den engemrifnieahang zwischen
Cone Beam und Doppler-Transformation auszunutzen und die sclst@hbaden, schnellen
Algorithmen zur Rekonstruktionskernberechnung fir den skalaréndi@ in den Abschnit-
ten 4.2.1 und 4.2.2 vorgestellt wurden, zu benutzen, um ein Vektorfeldeusnit Hilfe der
Doppler-Transformation gemessenen Daten zu rekonstruieren.

5.2 Verwendung des Mollifiers und des Rekonstruktionskerns
der Cone Beam Transformation fir die Doppler-
Transformation

Wie bereits erwahnt, ist eine Inversionsformel fur die Doppler-Tr@amnsation zum jetzigen
Zeitpunkt nicht bekannt, und wie aus den vorangegangenen Abschaitie Kapitel 5 klar
wird, scheitern viele Versuche, eine solche analog zu einem bekannistehbder einer exis-
tierenden Formel herzuleiten. So fuhren weder Verallgemeinerungdfod®el von Grangeat
(5.1.20) oder der Formel von Hamaker (5.1.23) noch Fouriertechnik&rlf) zum gewtinsch-
ten Erfolg. Auch ein nicht-exaktes, aber funktionierendes Rekongingverfahren konnte bis
dato nicht entwickelt werden und die aus der Tomographie bekanntéahven, die sich von
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der in Abschnitt 4.2 vorgestellten Methode mit Hilfe der Approximativen Isgarunterschei-
den, lassen sich ebensowenig auf die Doppler-Transformation aeweBd wird beispielsweise
aus der Beschreibung des bekannten FDK-Algorithmus (Feldkamp, Xaess, siehe [7]) in
[32, S.128] schnell klar, dass der Algorithmus nicht fur die vektoriellm€CBeam Transfor-
mation D1 und damit auch nicht fir deren Spezialfall fitir= 3, die Doppler-Transformation
D, funktionieren kann. Der Integrand vdy beziehungsweis® hangt stark vom Richtungs-
vektor 6 der Ultraschallwelle ab, eine Tatsache, die im FDK-Algorithmus explizit migsac
wird. Auch die Verfahren von Norton in [33] und [34] und Prince in Jad [36] sind nur
fur zwei- beziehungsweise dreidimensionale Vektorfelder in der panal@&metrie geeignet.
Die dort verwendeten Integraltransformationen entsprechen leiddryjobder®. Lade et al.
verallgemeinern in [17] den Ansatz von Norton auf dreidimensionale Vielittar, wobei sie
den Ausdruck ,Doppler-Transformation” fir Messungen der Ptajelen des Vektorfeldes in
oder senkrecht zur Richtung des Strahls in der parallelen GeometriezbanBedauernswer-
terweise kann keiner der oben genannten Ansatze so modifiziert welaener auf die Vek-
tortomographie unter Benutzung der Kegelstrahlgeometrie, also fir dierietle Cone Beam
Transformation, angewendet werden kann.

Aus diesem Grund soll im Folgenden ein neues Verfahren zur Rekdtistr von Vektorfeldern
aus Daten der Doppler-Transformation vorgestellt werden. Eine elestezu diesem Verfahren
wurde in [41] verdtentlicht, eine detailliertere Beschreibung findet sich in [43]. Man bedielnt s
dabei der Methode der Approximativen Inversen aus Abschnitt 3.2f &ite Approximation
der Doppler-Transformation her und macht sich schlief3lich den fiir diee @@am Transfor-
mation D berechneten Kern fir die Rekonstruktion aus Dateritfiau Nutzen. Das Vorgehen
ahnelt in groRen Teilen dem in den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 im Zusammentiafigbe-
schriebenen, das hier noch einmal kurz wiederholt wird.

Ziel ist es, die skalare Funktiohe L2(Q) als Losung vorDf = g bzw. eine Approximatiorf,
an diese Ldsung in der Form

B0~ 109 = (8.45(9) 1)
zu schreiben, wobef, der Rekonstruktionskern ist. Dazu reicht es aus, die Gleichung
DYy =e
fir einen Mollifiere, € C* (R3) zu lésen, denn dann ist
() = <f’ eV>|_2(Q) - <f’D*¢’7(X)>L2(Q) - <Df’w7(x)>|_2(rxsz) - <g, "Z’V(X)>L2(l"><52) - 6.2
Der Mollifier e, ist dabei eine glatte Funktion, fiir die die Eigenschaft
(%) = (f » ey) () - f(x) fir y—>0 (5.2.2)

gilt. Dabei bezeichnet * die Faltung aus Definition 3.1.8. Als Mollifier fdrwird der dreidi-
mensionale GaulRkern

_ lIxyi

e,(xy) = (21)~ 72 }%e 22 (4.2.13)
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verwendet, wobek den festen Rekonstruktionspunkt updlie Variable kennzeichnen. Man
schreibte, (x,y) haufig auch in der Forre, x(y) oderey(y), um die Abhangigkeiten deutlicher

zum Ausdruck zu bringen. Der Rekonstruktionskes(x) = v, (e, w, X) € L2 (F X SZ) fur einen
Quellpunkte auf der Abtastkurv& und einen Einheitsvektas € S? Iasst sich flix im Rekon-
struktionsgebie©) mittels

1
= —TMr,TD 4.2.10
w‘}/ 87'[2 T, e)/ ( )

berechnen.
Um nun dieses Vorgehen auf die Doppler-Transformafionu Ubertragen, ist es notwendig,
statt eines einzelnen Mollifiees, Mollifierfelder E}, € L2 (Q, R3) durch

ENxy) =e,(xy) e, je{l,23) (5.2.3)

zu definieren. Dabei sind; = (1,0,0)", & = (0,1,0)" undez = (0,0,1)" die kanonischen
Einheitsvektoren de®3. Analog zu Formel (5.2.2) lasst sich fiir eine vektorwertige Funktion
f'e L2(Q,R%) undE), die Gleichung

(f) [ ()= (FxE)) () - fix fur y—0 (5.2.4)
herleiten. Denn furf(x) = (f1(X), f2(X), f3(X))T mit f : Q@ - R, i € {1,2, 3}, ist

(FENX ), s = [ (FOELORY), dy

Q

- f (f?y),ey(x,y)-ej>R3 dy
Q

:er(XaY)<f_)(y)’ej>R3 dy (5.2.5)
Q

_ f &,(xy)fj(y) dy
Q

- <fi’ey(x’ ')>|_2(Q) N fiy (%) .

Leider sind zum jetzigen Zeitpunkt keine exakten Rekonstruktionskéxfme) = ‘Pi,(a/, w, X),
d.h. Losungen der Gleichung

o (PH(9) () = EL(x.Y)

far die Doppler-Transformatio® bekannt. Allerdings ermaglicht die Struktur der Mollifierfel-
derE; die Berechnung von Rekonstruktionskernen fur die Transformation

P fla,6) = f fla + t6) dt (5.2.6)
0

mit Hilfe von Rekonstruktionskernen fi.
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Satz 5.2.1(vgl. [43]). Seiy, der zum Mollifier ¢ gehtrende Rekonstruktionskern der Cone
Beam Transformatiom, so dass die Gleichung

D* (vy(%) ) = &,(x.y)
gilt. Definiert man
¥)(a.w. %) = Yy(@.w.X) g € L?(I'x SLR?) (5.2.7)
so erhélt man
B (F)(H) 0) = Ey(xy) - (5.2.8)

Die Funktion‘I’i ist also der zum MollifierfeIcEi gehdrende Rekonstruktionskern der Inte-

graltransformationys. Der entsprechende adjungierte Opera®dr ist fir g e L2 (F X SZ,R3)
gegeben durch

. _ _ X—a
PHG(X) = f||x—a|| 2 Q(a/, m) da . (5.2.9)
T

Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Fubini und der Substitutios: « + tw lasst sich der adjun-
gierte Operatof3* wie folgt bestimmen:

(B0 2rsrn = (fla + tw). g(e. w)) dtdw da
L2(rxS2,R3) !ff

[ [l

- <f’ P g>L2(Q,R3) .

Eine weitere kurze Rechnung zeigt:

BN = flly—a,“—Z pl (X.a II§_Z||) o

f“y al™ ‘”7( Ty ||)

= D[, (1Y) - & = &,(x.y) - & = EJ(x.Y) .

)> IX — a|| % dx de

O

Man kann sich die Transformatioh auch als komponentenweise Anwendung der skalaren Co-
ne Beam TransformatiaP auf die vektorwertige Funktiof(x) = (f1(x), f2(x), f3(x)) " klarma-

chen:
Dii(e, 6)
= {D fo(a, 9)] .

< (f1 (@ + t6) I fa(e + o) dt
dt=
] [ -Z)f3(a’ 9)

B fla, 6) =ffa/+t6)dt:f[f2(a/+t9) = f5 fale +to) dt
3 o \fa(a +16) Iy fale + o) dt
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Die Herleitung des adjungierten Operators kann dann in der Form

Dfi(a, )
(= [ [STan o), i [ [ o0l o) wer
ffz Df(a 9)g|(a/ H)dea/ fobfl(a 0)g|(a/ 9)d0da

rsz' r

= Z (Dfi, Odiz(rxs?) = Z (fi, DG 120
i=1 i-1

f1) (Do R
= < f2 ’ D:QZ > = <f’$*g>L2(Q,R3)
f3 D 03 L2(Q)

geschrieben werden. Damit entspricht der adjungierte Opef&toon 8 einer komponenten-
weisen Anwendung des adjungierten Operafotder Cone Beam Transformatidd auf eine
vektorwertige Funktiorg € L? (Q, R3). Dies wird auch dadurch deutlich, dass sich die Darstel-
lungen in Gleichung (5.2.9) fUB* und Gleichung (4.1.1) fu®* nur durch den Wertebereich
der Funktiong unterscheiden. Auf diese Weise erklart sich auch der Zusammenhaschew
den Rekonstruktionskern&i, undy, sowie den MollifiernE} unde,.

Mit den Formeln (5.2.7) und (5.2.8) und wegen

(R0 sy = (T B BI00) gy = (FEDOO) gy = Fiar)

ist eine separate Rekonstruktion der drei Komponeified, i € {1, 2, 3} von f aus den Daten
s131‘%(01, 6) unter Verwendung des Rekonstruktionskegngy, 6, X) und des Mollifierse, (x, y) der
Cone Beam Transformation moglich. Leider stehen aber diese Messtati® Rekonstruktion
aus®f nicht zur Verfligung und kénnen auch nicht aus diesen berecherdew.

Allerdings besteht die Moglichkeit einer Approximation. Wie man aus

(B fle, 0)9 <ff(a/+t0)dt0> :f f(a+te)e dt = Df(a, 6)
R O
leicht sieht, gilt

©fle.0) = (Bfla.0),0)_, . (5.2.10)
Da% f(a, 6) € R3 erhalt man
P fla,0) = Df(,6) - 6 + (e, 65) - 65 + Ao(a, 6%) - 65, (5.2.11)

WObei{H, o1, 95} eine Orthonormalbasis d& mit entsprechenden Kéientenly(a, 67) und
A2(a, 6%) bilden. Man kanrip f{«, 6) also durch

Bfle,0) ~ Df(e.6) -6 (5.2.12)
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approximieren, indem man die Anteile senkrecht zum Richtungsvéktemachlassigt.
Dieses Vorgehen entspricht der Berechnung der Pseudoinvétseng-Penrose-Inversen). Eine
Abbildung

Pp:RESR, X+ (XOps=X0
kann in Matrixschreibweise dargestellt werden als
Po(x) =A-x mit A= (91 ) 93) e RS,

Da Py aufgrund der Linearitat des Skalarproduktesiifinear ist, kann die Pseudoinversé
zu A berechnet werden als" = A* (AA")™, wobei der adjungierte Operatd¢ dem transpo-
niertenA’™ entspricht, da die Eintrage vdwreellwertig sind. Man berechnet leicht

-1

6 0 0
A" = AT (AR = AT (AAT) T = 9; (61 62 ) 9; = iz 9;
03 03 16117 | 5

01
1
A" = — 621 .
16117 { o5

Die PseudoinversA® ist wegen

1 (&
AA" = (01 0, 03)— |’ 02|=1
03

die Rechtsinverse voA. Die Eigenschaften, die fir eine Pseudoinverse gelten missen, lassen
sich ebenfalls leicht nachprufen:

AA* =1=(AA)T,

61 1 03 6102 6163
02 (1 62 63)= TP 0.6, 02 Ob3|=(ATAT,

0103 6203 65

61 61116112 61
1 1

9] 04[2””2] [9]—A+.
61| 93”9”2 116 ||

Die pseudoinverse Abbildunig zu P, lautet damitP; : R — R3, 1 W 6. Bei gegebenem
Skalarproduktx, 8), also der Projektion vox in Richtung®, ist die durch({x, 8) 6 gegebene
Gerade die beste Approximation an den Vektoda fir die zug senkrechten Richtungen keine

Informationen zur Verfiigung stehen.

+

||0||2

AA+A:(AA+)A: 1.A=A,
=1

0f 6102 6165) |
ATAA" = (ATA) AT = — 1616, 65 9293
60103 6203

l611?
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Mit diesen Definitionen gilt
Df{e.0) = ($fle, 9),9>R3 = Py (P f(a.0))
und

P fle.6) = Df(e.6) - 0 = P} (Df(a.0)) .

Fiir gegebenes Skalarprodukf{e, 6) = (% f{e. 6), 9>R3 ist demnactd f(«, 6) - @ die bestmog-

liche Approximation anp f(«, 6). Dies wiederum kann mit den unter Verwendung der Methode
der Approximativen Inversen fur die Cone Beam Transformation eneliek Rekonstrukti-
onskernen berechnet werden. Es soll an dieser Stelle abermals deeseit Approximation
einhergehende betrachtliche Verlust an Information erwahnt weddersich am besten in der
hier wiederholten Formel (5.2.11)

Bfla,0) = Df(,6) - 6 + (e, 65) - 65 + Ax(a, 6%) - 6%
)

verdeutlichen lasst. Die durch)(gekennzeichneten Teile der Gleichung kénnen durch die im
Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Messungen nicht erfasstrwerde
Das hier vorgeschlagene Vorgehen resultiert in folgendem Algorithmus.

Algorithmus (fur die Doppler-Transformation)

Gegeben : Gemessene Da&ﬁ(a, 0) fir @ € T undg € S2
Berechne : FUj€{1,23} :
o §(@6) =f(a.0)-0

o (£),09={8 1)) zrsom0)

_ f f (9@, 6), ¥(2,6.%))_, doda
I s2

_ f f Df(a.6)6; (a6, X) do da
SZ

r

Ausgabe : Approximatior, an f

Es ist wichtig hier darauf hinzuweisen, dass das mathematische Modelveiéndert wurde.
Die fiir die skalare Cone Beam Transformation

Df(a,60) = | fla+t6)dt
/
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hergeleiteten Ergebnisse wurden auf ihr dreidimensionales Aquivalent
B fle,6) = f fla + t0) dt
0

transferiert, welches wegen
B fla,6) ~ Df(a,6) - 6

eine gute Approximation aﬁ)F(m 0) ist.

Ein weiterer Ansatz

Bevor erste Ergebnisse, die sich aus der Anwendung des Algorithm&eae 114 auf Daten
der Doppler-Transformation ergeben, vorgestellt werden, soll hieréine weitere Formel her-
geleitet werden, die einen mdglichen Schritt in Richtung einer Inversionsidir die Doppler-
Transformatior® darstellen kénnte. Sie wurde von Thomas Schuster auf der ICIAM 2887 (
International Congress on Industrial and Applied Mathematics) in Zurgbgntiert.

N 5 y y
Df{a, :=f<f( +t—),—>dt
e2f(ay) y TV I AT

die homogene Erweiterung der Doppler-Transformation B#fdie schon in Forme(5.1.13)
gezeigt wurde. Sei weiterhin

Satz 5.2.2.Sei

R:L2(I'xR%) - L2(I x $?)
die Einschrénkung voR® auf 2. Definiert man fiir g= L?(I" x S?)

VoO(a, w) = (RVys) (e, w) ,

so erhalt man fir € T'undw € S?

(o)

V,df(e,w) + Df(e, w) - w = ft- E,.Vfla+tw)Twdt+ P fla, ) , (5.2.13)
0

wobei
Eoe(@) :=a—-(a,0)0

die orthogonale Projektion von a R® in die Ebene g+ = {x e R3| (x,0) = 0} senkrecht z@
ist.
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Beweis.Der Beweis ist recht ausfiihrlich gehalten, aber nicht sehr schvebrabiziehbar.

V., Df{e, w) = (RVye) Df{0, w) ,

(o)

Ve flew) = ¥y f <F(“+tn§n) ||y||> ] y[f £ f( ||y||)||y||dt]
5 [ 3o

Damit gilt fur j = 1,2, 3:

[vy{ﬁfg f (a+tﬁ))ﬁ dt]] = %[ﬁfi f (a+t”—§’m)yi dt]

Nun werden die Ableitungen einzeln berechnet:
0 (1) 0 1 ( 1) ¥ -3)2 -Yj
) = | = (5 BB R Ty =
Byj Y ﬁyj {(y§+>€+y§)ﬂ2] 2 ( 17 Y2 3) I E

3

Zf(“”ﬂ)y'dt]zf. [ayl( ( ”ﬂ)) '”( ||y||)6y, (y')}

0
é?yJ

S s e

Zaiyj(f.(omtﬂ)) Yi +ff1(“+tM)

0%8 O%g o‘\a

Es gilt weiterhin:

AU
—|[file+t=]]= —— _ 2L )
6yj('(“ iyl ||y||ax WO, ™ P Zykax LY N
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Damit folgt:

<3
190 y
filo+t-=|yidt+ f§ f-( +t—) ; dt
'(“ ||y||) iy, [0 2o\ Py ) ]

f,( )yidt ||>1/|| [Ofmga—w(fi(mtﬁ))mduff,-(anﬁ) dt]
f'( ||y||)ﬁdt+ﬁff'(“”n_§n) o

=eDf(ay) :(‘B f#(a,ﬁ))_
1 r3 t 8
mofnzll[ﬁa_ﬁf'(x) _||y||3Zyk fit

Das letzte Integral kann weiter vereinfacht werden. Dazu wird dieblddatrix

ay, (Ilyll)

[
1
[

_yJ
e

Do IDge I

l
ey

}yi dt.

X=a+t

y
x=a+g 5]

vl

A0

3

[
—
A~
Ny
Il

: : eR™" fir xeR" und f:R"—R"
5%1 fn(x) - & f(X)

bendtigt. Es gilt:

X=a +ty]y

Iivil

X=a+t ¥ _Wzykax fi(x)

3
Z;lMﬁ_X ) ]

0
:H_y”;yia—xjfi( O oy ——Zy.Zyk— 00|

mo Iy -y 7]

LY Wi
vl ((Jf(X) X—‘”tuzfn) )j ||Y||3 (y ( X—““ugn)y)
T by ( If )T )
Y (( 9 X—‘”tmym j ||y|| (( ) X‘“”Him Y
(s ) L AN
- t[((J 60 X—““Hyu ) ( (Jf 9 x=a-+gy ||y||) ||Y||] ||Y||}
Y

- t(E( e ((J 9 x_a+t§) )) j
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Insgesamt ergibt sich also:

(Ve f (@ 0), ={ [”;'fifi (a+tﬁ)yi dt]] =a%j[ﬁf§;fi (a+tﬁ) dt]

Iy ||2 ofay) + ||y||( ( H_zn))ﬁﬁ! t(E(ﬁ)*((Jf7X)x:a+tﬁ)TH—zu))j dt

Daraus folgt:

VyeD (@, w)

- ||>1/|| Fly) g+ ||_>l/||§"3( ||_y||) %Of ((inx)

Mit der Einschrankun@ : L2 (I x R%) - L2(I' x S?) auf$?, w = %
V., sowie der abkirzenden Schreibwe(a + tw) = Jf?x)|x_ " ergibt sich:

) i)
x=a+tyy | |yl

€ S2, der Definition von

(o0

RVye® fﬁ(a, w)=-D fﬁ(a, w)w+ P fﬁ(a, w) + ft E,. ((J fﬂ‘(x)
0

T
) w) dt
X=a+tw

[

=-9 f_)(a, w)w+ P f_)(oz, w) + ft E.- ((V f_)(oz + '[a)))T a)) dt

0

(o)

& V,df(0,0) = -Df (0, w) w + Bf(a,w) + ft E.- ((V o+ '[cu))T a)) dt,
0

also die Behauptung. |

Es ist Gegenstand aktueller Forschung, die Verwendbarkeit von FBrael 3) flr eine Inver-
sion der Doppler-Transformatioch zu Uberprifen. Vielleicht fuhrt die Implementierung einer
aus ihr abgeleiteten Formel zu ahnlich guten Rekonstruktionen wie diejemigeman unter
Zuhilfenahme des Algorithmus auf Seite 114 erhélt. Diese sollen im weiteréau¥/der Arbeit
prasentiert und erlautert werden.

5.3 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt sollen nun Rekonstruktionen fur verschieden®ielder prasentiert wer-
den. Dabei wird der auf Seite 114 vorgestellte Algorithmus auf exaktéhetsche Daten an-
gewendet. Die vorgestellten Vektorfelder sind divergenzfrei, da, ehers in Abschnitt 5.1.1
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erwahnt, nur ein divergenzfreies Vektorfeld, beziehungsweisdidergenzfreie Anteil eines be-
liebigen Vektorfeldes, aus den Daten der Doppler-Transformaticegkonstruiert werden kann.

Die verwendete Messgeometrie ist in Abbildung 5.2 gezeigt. Bei der Abtastihandelt es
sich um einen Kreis mit RadilR = 3 in derx;-xz-Ebene. Es wird zusétzlich angenommen, dass
die Vektorfelder in der dreidimensionalen Einheitskugel definiert sind,da$2 = B1(0) gilt.

Als Mollifier wird der GaulR3kern aus Gleichung (4.2.13) verwendet. DeékoRstruktionskern
wurde gemaR Formel (4.2.33) berechnet. Aufgrund der groRen Akalteln zwischen Cone
Beam und Doppler-Transformation war es moglich, die entsprecherederdés von Weber im
Rahmen der Dissertation [52] erstellten Programms auf die RekonstruktioWekdorfeldern

Zu Ubertragen.

Zum Rekonstruktionskern sei hier noch angemerkt, dass dieser afm3$éifter interpretiert
werden kann. Der Regularisierungsparameteestimmt dabei die Breite des Filters und ent-
spricht damit der Abschneidefrequenz. Grol3e Werte figsultieren dann in einer starken Glat-
tung des rekonstruierten Vektorfeldes. Leider ist es weder moglich pki®ale y noch ein
Intervall, in dem dieses enthalten ist, anzugebeny dawohl von der Starke des Rauschens in
den gemessenen Daten als auch von der exakten Ld‘%sel@st abhangt. Trotzdem hat sich in
den durchgefuhrten Experimenten ein Wert yor 0,007 immer als guter Startpunkt fur ein
brauchbares Ergebnis erwiesen.

Die Rekonstruktionen der verschiedenen Vektorfelder werden aefreink m-Gitter durchge-
fuhrt, wobei fir die im Rahmen dieser Arbeit gezeigten Grafiken zum@isb@x 50-Gitter
verwendet wurde. Insgesamt wurden also 2500 Vektoren beredfiredie Auswertung des
Rekonstruktionskerns wurde geman Formel (4.24%#)p = 155 gewahlt. Dies bedeutet, dass
fur den Detektor eine Auflosung von 155155 Punkten angenommen wird. Die grafische Dar-
stellung der Felder erfolgt mit Hilfe des Computeralgebrasystems Maple giove®.5. Da es
sich allerdings als sehr rechen- und zeitaufwandig herausgestelltibafektoren zu zeichnen,
und da ein entsprechender Plot sehr unlbersichtlich ist, wurde in diggemden Grafiken le-
diglich jeder vierte Vektor gezeichnet. Dies hat nur geringe Auswirknragd die subjektive
Beurteilung der Qualitat, wie man durch Vergleich in Abbildung 5.4 leicht sélen. Zudem
wird schon in diesen Bildern deutlich, dass die gro3ten Fehler am Rardekesstruktions-
gebietes auftreten. Um die Qualitéat der Vektorfelder objektiv beurteilekbnnen, wurde fir
die mit unterschiedlichen Werten vererstellten Rekonstruktionen jeweils der Langen- und der
Winkelfehler verglichen. Fur den Langenfehlewird dabei in jedem Punkt des Rekonstruk-
tionsgitters der Betrag der Bérenz zwischen der Norm des korrekten Vektﬁ(rsj) und des

rekonstruierten Vektora?(xij) im jeweiligen Gitterpunkiij, i =1,...,n, j =1,...,m, aufsum-
miert und dann durch die GittergroBe m dividiert:

i=1 j=1

[ -] |-

Fur den WinkelfehleW berechnet man in jedem Punkj far den Winkele zwischen dem
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Abbildung 5.4: Links: Jeder vierte Vektor des Vektorfeldé$éx) = (1,0,0)" bei der
Rekonstruktion mity = 0,01105 in der Ebengxs = 0}.
Mrrre: Jeder zweite Vektor.
Recurs: Jeder Vektor.

korrekten und dem rekonstruierten Vektor
(o, fx)
[ o]
= im Zn; Z (1- cose;)

Damit kdnnen die errechneten Vektorfelder auch objektiv mit dem Origiglichen werden.
Gleichzeitig vermag man auf diese Weisso zu bestimmen, dass die FehlamndW mdoglichst

klein werden. Leider unterscheiden sich die besten Regularisieruagseter furl undW, so

dass die kleinste Summe aus beiden Fehlern als Kriterium dient.

Im Folgenden sex = (x1, X2, X3) T ein Vektor imR3 und f = (fy, fo, f3)7 : R® — R3 bezeichne
das zu rekonstruierende Vektorfeld.

COsejj =

Das Vektorfeld f(Xx) = (—=x2, X1,0)7

Die ersten Tests wurden an dem Vektorfé(o) = (—xo, X1, 0)" durchgefiihrt. @ensichtlich ist
f wegen

i(—X2)+ ix1+10=0

—Xo
div (f =di =
iv (f(X)) |v[ X1 ] ox; 3%, ox;

0
divergenzfrei und kann damit aus den Daten der Doppler-Tramsfiton® vollstandig rekon-
struiert werden. Ein Vergleich zwischen korrekten Daten und Rekditgin mit dem besten
Regularisierungsparameterfir dieses kreisformige Vektorfeld in der Abtastebene, d.h. der
Ebene{xs = 0}, ist in Abbildung 5.5 zu sehen. Die einzelnen Fehler fir diese Rekotisimnuk
betragen

L =0,00755, W =0,000021, L+ W =0,007571.

Um den Unterschied zwischen Original und Rekonstruktion bessemmvke zu machen, ist die
Differenzx; orrekt — Xi.rekonstruiert 1 = 1,2,3, fur jede Koordinate in Grafik 5.6 visualisiert. Auch
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Abbildung 5.5: Links: Korrektes Feldf (X) = (—x2, X1, 0)" in der Ebendxs = 0}.
Recurs: Rekonstruktion mit Hilfe des beschriebenen Algorithmus)yfiar 0,007975
unter Verwendung exakter, simulierter Dat@f.

hier wird ersichtlich, dass die Fehler zum Rand des Rekonstruktionsgehia groRer werden,
wohingegen in der Mitte nur minimale Bérenzen auftreten. Gleichzeitig fallt die gleichmaRige,
stufenformige Struktur des Fehlers fir dig und xz-Koordinate ins Auge, die zwischen den
beiden Koordinaten allerdings um9@edreht ist. Die Diferenz dexz-Komponente ist hingegen
ohne erkennbares Muster, allerdings auch sehr klein, wie man an dker &Mesen kann. Sie
entspricht dem durch den Algorithmus bedingten Rauschen.

Um auch einen Vergleich zu schlechteren Ergebnissen zu geben, gibdiidung 5.7 die Re-
konstruktion fury = 0,0085 und die dazugehdorigen flBrenzenbilder abgedruckt. Man sieht
deutlich, dass schon eine kleine Veranderung des Wentelaitiv starke Auswirkungen auf die
Qualitat der Resultate haben kann. Vor allem die Lange der Vektorendunoth die Art der
Darstellung damit einhergehend deren Stéarke, ist groRer gewordsman auch am zugrun-
de liegenden Gitter, auf dem die Vektoren gezeichnet werden, erkeestWeiteren wird die
symmetrische Struktur des Fehlers«in und x-Koordinate durch die gré3ere fbérenz klarer
hervorgehoben. Man erhélt fir diese Rekonstruktion

L =0,20857, W =0,000028, L+ W =0,208593.

Diese Werte bestatigen den visuellen Eindruck, dass vor allem der Feldker liiinge der Vek-
toren adfallend grof3er geworden ist, die Richtungen der Vektoren aber weitexhingsit be-
rechnet werden.

Eine starke Erh6hung des Regularisierungsparametess-aut32095 verringert zwar im Ver-
gleich zuy = 0,0085 sowohl den Fehler in den Richtungen als auch in der Lange dargak
erreicht aber dennoch nicht die Qualitat vor 0,007975. Die entsprechenden Grafiken finden
sich in Abbildung 5.8, die Fehler berechnen sich zu

L =0,12855, W =0,0000043 L+ W =0,12856.

Statt der Ebené¢xs = 0} kann mit dem Algorithmus selbstverstandlich jede beliebige Ebene
innerhalb des Rekonstruktionsberei¢hbestimmt werden. Exemplarisch sind dazu die Ebenen
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Abbildung 5.6: Osen Links: Differenz derx;-Koordinate zwischen Original und Re-
konstruktion vonf (x) = (—Xp, X1,0)" in der Ebendxz = 0} fiir y = 0,007975.
OgeN Recurs: Differenz dex-Koordinate.
Unten: Differenz deixz-Koordinate.

{x3 = 0,5} und{xs = 0,9} in Abbildung 5.9 dargestellt. FUr die Ebefigs = 0,5} wurde dabei

der beste Regularisierungsparametetyats0,00823 bestimmt, wéahrend fur die Rekonstruktion
der héhergelegenen Ebepe- 0,00855 gewahlt wurde. Daraus wird auch ersichtlich, dass sich
der Regularisierungsparameter mit der zu rekonstruierenden Ebdert.dn den Experimenten

mit f(X) = (=X, %1,0)" hat sich gezeigt, dass dieser nach oben hin ansteigt. Leider konnte
dieses Verhalten flr andere Vektorfelder nicht verifiziert werdemelde exakte, rechnerische
Bestimmung des optimalen Regularisierungsparameters ohnehin nicht moghtéiitmur die
unbefriedigende Erkenntnis, dass auch bei bekanptiimeine Ebene, der beste Parameter fir
alle weiteren Ebenen neu bestimmt werden muss. Es kann lediglich festgekeaittan, dass
sich die GroRenordnung fur das optimalaicht wesentlich &ndert.

Aus den gemessenen Daten kdnnen nicht nur die horizontalen EbenEorde{x; = k} fur

—1 < k < 1 berechnet werden, auch eine Rekonstruktion in der Senkrecthitefijrddie Ebenen

{x1 = k}, =1 < k < 1, ist mdglich. Die grafische Reprasentation ist jedoch etwas schwieriger,
wie man anhand der Beispiele in Abbildung 5.10 sieht. Dort wird eine Beuschder Ebene

{xy = 0} fur y = 0,007975 aus zwei unterschiedlichen Blickwinkeln gezeigt, wobei sich die
Angaben zu#, ¢] auf die in Maple einstellbare Orientierung des Plots beziehen.

An diesem einfachen Beispiel des kreisformigen Vektorfeltled = (—xo, X1, 0)" ist es mog-
lich, einen guten Uberblick tiber die Funktionen und Mdéglichkeiten dechézdenen Program-
me zu geben. Auch die Auswirkungen, die die Wahl des Regularisigrargmetery auf die
Qualitat der Rekonstruktionen hat, sollten an diesem Beispiel klar weddelem kann man
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Abbildung 5.7: Osen Links: Rekonstruktion vonf(x) = (=X, X1,0)" in der Ebene
{x3 = 0} flry = 0,0085.
OsBeN Recurs: Differenz deix;-Koordinate.
Unten Links: Differenz dexo-Koordinate.
UnteN Recuts: Differenz deixs-Koordinate.

anhand der fi = 0,007975 erzeugten Bilder im Vergleich zum Original in Abbildung 5.5 gut
erkennen, dass mit Hilfe des auf Seite 114 vorgeschlagenen Algorittehugste Ergebnisse
erzielt werden koénnen. Es ist im Rahmen dieser Arbeit natirlich nicht niijglite geteste-
ten Vektorfelder in obigem Umfang vorzustellen. Aus diesem Grund witd diie Prasentation
im Folgenden auf die wichtigsten Erkenntnisse aus den jeweiligen Testlde$eAlgorithmus
beschranken.

Das Vektorfeld f(x) = (1,0,0)"

Als nachstes soll das sehr einfache divergenzfreie Vektoffedd= (1,0,0)" behandelt werden.
Trotz der Einfachheit erlaubt dieses Feld weitere Einblicke in moglichd@rabund Beschréan-
kungen des Verfahrens. Wie man am Vergleich zwischen korrektermn Diaig bestmdglicher
Rekonstruktion flry = 0,01105 in Abbildung 5.11 sieht, treten die Fehler vor allem am Rand
des Rekonstruktionsgebiet@sauf. Die Vektoren sind zum Rand hin zu klein und kriimmen sich
— anstelle des zu erwartenden geraden Verlaufs — fir negativiesRichtung des Inneren des
Rekonstruktionsgebietes und fr positivesiach auf3en. AuRerdem zeigt ein weiterer Vektor in
die entgegengesetzte Richtung. Hier muss allerdings beachtet werdsrin debbildung 5.11
nur jeder vierte Vektor gezeichnet wurde. Die gleiche Rekonstruktiamleviiir eine groRere
Anzahl von Vektoren schon in Abbildung 5.4 gezeigt. Dort sieht mars dasich letztendlich
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Abbildung 5.8: Osen Links: Rekonstruktion vorf(x) = (—Xp, X3,0)" in der Ebene
{x3 = 0} fir vy = 0,32095.
OsBeN Recurs: Differenz deix;-Koordinate.
Unten Links: Differenz dexo-Koordinate.
UnteN Recurs: Differenz derxsz-Koordinate.

Abbildung 5.9: Links: Rekonstruktion vonf(X) = (=X, X1,0)" fuir y = 0,00823 in
der Ebendxs = 0,5}.
Recuts: Rekonstruktion vonf(x) = (—Xp, X3,0)" fiir y = 0,00855 in der Ebene
{X3 = 0,9}

um mehrere Vektoren handelt, die in die falsche Richtung zeigen, dassatiesalle am Rand
des Gebietes liegen. Die Rekonstruktion dieses Vektorfeldes ist subjeditaus schlechter als
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Abbildung 5.10: Links: Rekonstruktion vorf (X) = (=X, X1, 0)" fir y = 0,007975 in
der Ebendx; = 0} aus dem Maple-Blickwinkek] = 120, ¢ = 145].
Recurs: Rekonstruktion aus dem Maple-Blickwinkel E 85°, ¢ = 80°].

diejenige des kreisférmigen Feldes aus dem vorangegangenen AbdolnFehlerL und W
berechnen sich zu

L =0,14086, W =0,02191, L+ W =0,16276.

Die Differenzenbilder fur diese Rekonstruktion sind in Abbildung 5.12 zu seierbestéti-

Abbildung 5.11: Links: Korrekte Daten des Vektorfeldd¢x) = (1,0,0)" in der Ebe-
ne{xz = 0}.
Recurs: Rekonstruktion mit Hilfe des beschriebenen Algorithmusyfir 0,01105.
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gen noch einmal, dass die gro3ten Probleme des verwendeten AlgorithnResrahauftreten.
Auch in diesem Fall sieht die Berenz inx;- und Xp-Koordinate sehr gleichmafiig aus, wobei
der Hauptteil des Fehlers sicherlich in dgrKoordinate zu finden ist. Vergré3ert man nun

0.004

0.002

-0.002

-0.004

Abbildung 5.12: Osen Links: Differenz deix;-Koordinate zwischen Original und Re-
konstruktion vonf(x) = (1,0,0)" in der Ebendxsz = 0} fiir y = 0,01105.
OgeN Recurs: Differenz dexs-Koordinate.
Unten: Differenz deixs-Koordinate.

auf 095, so werden die Richtungen der Vektoren wesentlich besser beteannGegenzug
schrumpft leider deren Lange. Dieser zunéchst subjektive Eindspiggelt sich auch in den
Werten

L =05082, W=0,00224, L+W=0,5105

wider. Der WinkelfehleW betragt nur noch 10% des urspriinglichen Wertes, wahrend der L&n-
genfehlerL auf das 3b-fache anwéachst. Dadominiert, steigt auch der Gesamtfehler auf mehr
als das dreifache. Um einen Vergleich zu den Rekonstruktionen=i0,01105 zu erméglichen
und eventuelle Probleme am Rand explizit kenntlich machen zu kénnen, ghtdbildlung 5.13
neben den Oferenzenbildern jeder Koordinate auch die Rekonstruktionen flr jeeten,
jeden zweiten und jeden Vektor zu sehen.

Eine Idee, die sich durch die unterschiedliche Betonung der Qualitéat &oge_und Richtung

der Vektoren bei verschiedenen Werten yogrgeben hat, ist es, die jeweils besten Rekonstruk-
tionen fir diese beiden Aspekte zu kombinieren. geias beste Ergebnis im Hinblick auf die
Lange der Vektoren ung} das beste fiir die Richtung fiir einen Punkt des Rekonstruktionsgitters.
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Abbildung 5.13: Osen Links: Jeder vierte Vektor der Rekonstruktion des Vektorfeldes
f(X) = (1,0,0)" in der Ebenédxz = 0} fiir y = 0,95.
OsenN MirTE: Jeder zweite Vektor.
OsBeN Recurs: Jeder Vektor.
Unten Links: Differenz deix;-Koordinate.
Untenx Mirte: Differenz dex,-Koordinate.
UnteN Rechrs: Differenz deixs-Koordinate.

Man berechnet dann fiir das kombinierte Resudtan jedem Punkt:

Il

Tl

Das Ergebnis fuy = 0,95 fur die Richtung und — aufgrund des noch etwas besseren Wertes fu
L —y = 0,0125 fur die Lange der Vektoren wird in Abbildung 5.14 im Vergleich zutdnig
besten Rekonstruktion figr= 0,01105 gezeigt. Man berechnet

L=0,1398, W=0,00224, L+W=0,142

und verbessert damit sowohl die objektive als auch die subjektive QuadtdErgebnisses.
Leider ist diese Methode in der Praxis kaum anwendbar. Zunachstigeman zwei Rekon-
struktionen und damit auch das Doppelte an Zeit, was fur medizinische Aluwgan und ent-
sprechende Ausmalfie des Rekonstruktionsgebietes ein nicht zuhtéssagender Nachteil die-
ser Idee ist. Zusatzlich muss fur das zu rekonstruierende Vektorfelthhesein, welcher Wert
vony welchen Aspekt besonders betont beziehungsweise in welcher i@r@Rengy fir die
Richtung und die Lange der Vektoren liegen muss. Da schon die Bemglaines einzelnen
guten Wertes vory nicht mdglich ist, stellt auch dies ein schwer zu l6sendes Problem dar. Al-
lerdings hat man am Beispiel des kreisformigen Vektorfelide® = (—x2, X3, 0)" auch gesehen,
dass man mit einer einzigen Wahl vendurchaus in der Lage ist, sehr gute Rekonstruktio-
nen zu erzeugen. Eine Kombination zweier berechneter Vektorfeldertd&dir dieses Beispiel
demnach zu schlechteren Resultaten fihren.
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Abbildung 5.14: Links: Bislang beste Rekonstruktion vai(x) = (1,0,0)" in der
Ebeng{xz = 0} fir y = 0,01105.
Recurs: Kombination der Rekonstruktionen fiir= 0,0125 (Lange) und = 0,95
(Richtung).

Auf die Grafiken hinsichtlich der verschiedenen Ebenen wirdf{ty = (1,0,0)" bewusst ver-
zichtet, dennoch sollen die aus diesen Experimenten gewonnenen tiksarkurz prasentiert
werden. Wahrend fur das kreisformige Vektorfélck) = (—xo, X1, 0)" der beste Wert vop mit
wachsendem Abstand von der Ebdrg = 0} ebenfalls angestiegen ist, gilt dies fir das Feld
f(x) = (1,0,0)" nicht. Fur die getesteten Ebenen Vfog = 0} bis {x3 = 0,9} mit Schrittweite
0,1 steigty bis zur Ebendxs = 0,5} auf einen maximalen Wert vopn= 0,01205 an, féllt dann
aber bis zum Rand des Rekonstruktionsgebi&é®ntinuierlich bis aufy = 0,01165 ab. Das
gleiche Verhalten zeigt sich fur diejenigen Werte wyorlie den WinkelfehleW in jeder Ebene
minimieren. Im Gegensatz dazu fallen die besten WertepaiomHinblick auf den Langenfehler

L mit wachsendem Abstand zur Abtastebene. Zusatzlich kann man feststelsnlie Rekon-
struktionen der héheren Ebenen besser sind, was sich sowohl ineléenWonL als auch von
W ausdruickt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts ist in Abbildung 5.15 die Rekonstruktiosetérechten Ebe-
ne{x; = 0} firy = 0,01105 flr zwei unterschiedliche Blickwinkel zu sehen. Die Rekonstrnk
der senkrechten Ebene zeigt, dass die Vektoren am Rand der mittlene@nildeh. fur kleines
|Xs], zu klein und gedreht sind. Dies wurde schon bei der Rekonstrukaobene{xz = 0}
deutlich. Man sieht zudem, dass dieser Fehler flir die héheren Eb&memehr so signifikant
ist. Stattdessen werden alle Vektoren dieser Ebenen etwas zu kurzhgesteigas auch damit
zusammenhangt, dags= 0,01105 fur diese Ebenen nicht das optimale Ergebnis liefert, wie aus
den vorangehenden Ausfuhrungen ersichtlich wird.

Das Vektorfeld f(x) = (1 - y? - 72,0,0)T

Mit Hilfe eines f(x) = (1,0,0)" sehr &hnlichen Vektorfeldes ist es mdéglich, den fir den me-
dizinischen Aspekt dieser Arbeit sehr interessanten Blutfluss zu modellider in der eng-
lischsprachigen Fachliteratur déaminar flowbezeichnet wird. Es handelt sich dabei um einen
parabelférmigen Fluss, der in der Mitte des Gefal3es — beispielsweiseAeiaer sehr stark
und zu den Randern hin abnehmend ist. Es gibt keine Verwirbelungeritliohgs Richtung
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Abbildung 5.15: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,0,0)" in der Ebengx; = 0}
fur y = 0,01105 aus dem Maple-Blickwinked[= 20°, ¢ = 70°].
Recuts: Rekonstruktion aus dem Maple-Blickwinkel E 45°, ¢ = 60°].

oder nach oben, so dass aus diesem Grund:disowie diexz-Komponente Null gesetzt wer-
den. Als Vergleich kdnnte man einen Zuckerhut in Betracht ziehen, dgeriMitte der Ader
zentriert ist. Das so beschriebene Vektorfeld kann ddigh= (1-y?>—72,0,0)" berechnet wer-
den und ist ffensichtlich divergenzfrei. Abbildung 5.16 zeigt die originalen Daten dddds
sowie eine Rekonstruktion mit Regularisierungsparametei0,00915 jeweils in der zentralen
Ebene{x; = 0}. Der Blickwinkel in Maple wurde fir die folgenden Grafiken @ls= ¢ = 45°
gewahlt. Wie klar erkennbar ist, werden die Richtungen der Vektoremnbless am Rand nicht

Abbildung 5.16: Links: Originale Daten fur das den Blutfluss in einer Ader modellie-
rende Vektorfeldf(x) = (1 - y? — 72,0,0)" in der Ebendxz = 0}.
Recurs: Rekonstruktion firy = 0,00915 mit Abtastkreis ebenfalls in der Ebene
{xs = O}

korrekt rekonstruiert, ganz auf3en verlaufen die Pfeile sogar digdmtgegengesetzt zum Ori-
ginal. Auch in der Mitte ist eine Drehung nach auf3en, d.h. eine konkaveung, sichtbar. Im
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Gegensatz dazu stimmen die Langen der Vektoren von Original und Rakdim fast Gberein.

Die unterschiedliche Starke des Flusses in den verschiedenen Bareiahdie Abnahme zum
Rand hin werden korrekt wiedergegeben. Allerdings kann die Quadit&ekonstruktion insge-
samt nicht als befriedigend bezeichnet werden, besonders mit Blick@gifche medizinische
Anwendungen. Eine Vergrol3erung vefiihrt zwar auf eine Verbesserung der Richtungsdarstel-
lung, damit geht allerdings auch eine Verschlechterung der Langereiies wird durch die
Berechnung mit = 0,95 im linken Teil von Abbildung 5.17 demonstriert. Durch Kombination
zweier Werte flry ist es aber dennoch mdéglich, ein zufriedenstellendes Resultat zu erhalten
wie im rechten Teil von Bild 5.17 fiy = 0,00915 undy = 0,95 gezeigt wird. Am Rand ist

Abbildung 5.17: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1 - y? — 72,0,0)" in der Ebene
{x3 = O} fir y = 0,95.
Recurs: Kombination der Rekonstruktionen fiir= 0,00915 (L&nge) ungt = 0,95
(Richtung).

zwar weiterhin ein zu grofRer Vektor erkennbar und auch eine leichteakerKrimmung des
Feldes bleibt bestehen, dies stort jedoch weit weniger als die fehlarhéfiktoren am Rand fr
v = 0,00915 oder die viel zu kleinen Vektoren fiar= 0,95. Auch die Fehlerberechnung besta-
tigt, dass die Qualitat der Rekonstrukltion durch die Kombination beider Werte éindeutig
gesteigert werden kann:

v=0,00915: L=0,09404, W=0,17366, L+W=0,2677,
v =095 . L=041477, W=0,00264, L+W=0,4174,
Kombination: L =0,09404, W =0,00264, L+ W =0,0967.

Die Vektorfelder f(x) = (1,1,1)" und f(x) = (1,1,-1)7

Im Folgenden soll nun das Vektorfefdx) = (1,1, 1)" betrachtet werden. Auch dieses ifiem-
sichtlich divergenzfrei und kann damit vollstandig rekonstruiert werdcherlich ist es dem
Leser, ahnlich wie bef(x) = (1,0,0)", ohne Schwierigkeiten mdglich, sich dieses Feld vorzu-
stellen und sich dadurch eine eigene Meinung zur Qualitt der Beregbnwu bilden, ohne
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sich auf die Bilder der Originaldaten verlassen zu mussen. Ein Vergleithkkaoektem Feld
und der besten Rekonstruktion in der Eb¢re= 0} fir v = 0,0113 ist in Abbildung 5.18 zu
sehen. Es bleibt hier noch anzumerken, dass der fur dieses Feldtiialaldpestimmte Regu-
larisierungsparameter sehr nah an demffg®) = (1,0,0)" ermittelten vony = 0,01105 liegt,

was vermutlich auf die Ahnlichkeit der beiden Felder zuriickzufiihrek\i.Grafik 5.18 zeigt,

Abbildung 5.18: Links: Korrektes Vektorfeldf (x) = (1,1,1)" in der Ebengxz = 0}
aus dem Maple-Blickwinkek] = 40°, ¢ = 80°].
Recurs: Rekonstruktion fly = 0,0113 aus identischem Blickwinkel.

verlaufen die Vektoren ausschliellich in der Ebene xdi&omponente ist Null und konnte da-

mit offensichtlich nicht korrekt rekonstruiert werden. Bei den vorangggaen Vektorfeldern
konnte dieses Problem nicht auftreten, da es sich dabei stets umetizbaje, ebene Felder
handelt, die senkrecht zu,@1)" sind. Speziell bei der Rekonstruktion von Vektorfeldern in
der Ebendxs = 0} muss man sich also mit einem weiteren schwierigen Problem beschétftigen.
Betrachtet man einen Richtungsvek#on dieser Ebene genauer, so wird klar, dass dessen dritte
Komponente immer Null sein muss, d.h. fiie {x3 = 0} gilt offensichtlichd = (61, 62, 0)T. Mit

Hilfe der Definition 5.1.2 der Doppler-Transformati@n

[e9)

Df(a,6) = f(f(a+t9),6) dt
0

kann man nun leicht die Projektion eines beliebigen Vektorfefdgsauf einen solchen Rich-
tungsvektor berechnen und sieht, d&gx) in diesem speziellen Fall nicht rekonstruiert werden

kann, denn:
fi(e + 1) (61
<[f2(a/ + té)J , {9”2]> dt
fa(e +16)) |0

= ffl(a+t§)-§1+ fo(a + t6) - 6> dt .
0

Df(e.6) = f(f(a+t§),§> dt =
0

o3

Aber auch flr diejenigen Ebengrs = k}, -1 < k < 1 mitk # 0, ist die Rekonstruktion von
f3(x) aufBergewohnlich schwierig.

Schon im Zusammenhang mit der Cone Beam Transformation wurde auf Seiter AVert

fUr die dritte Komponent®s; eines Richtungsvekto® = (61,62,03)" bei einer kreisférmigen
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Abtastkurve mit RadiuR abgeschatzt. Istder Radius des Objektes, so gilt:
r r

Die fur die numerischen Berechnungen verwendeten Wertd&vo® undr = 1 fihren zu

1 1

-3 <63 3
Damit Ubersteigt der Winke} zwischen der Tangente an den Rand des Rekonstruktionsgebietes
Q und der Kreisebene einen Wert vérne 19.47° nicht, vergleiche dazu auch Abbildung 4.15.
Wahrendd; und 6, alle Werte in F1, 1] annehmen, isi3 auf [-1/3, 1/3] beschrankt, wobei das
Maximum in jedem Abtastpunkt nur fir den zentralen Bereich des Straddefkangenommen
wird und alle weiteren Werte deutlich kleiner sind. Dieses Problem wird —lbigidpleibendem
Rekonstruktionsgebi& — noch gravierender, je groRRmewahlt wird, d.h. je weiter die Ront-
genquelle vom Objekt entfernt ist. Diese Beschrankung der dritten Kneme des Richtungs-
vektors konnte auch dafir verantwortlich sein, dass sich die Reké&tistran der verschiedenen
Ebenen in Bezug auf die Intensitat der Vektoren und die RichtungsfaiidRand unterschei-
den, und dass fir jede Ebene ein anderer optimaler Regularisieruagegar gewéahlt werden
muss.
Dies zeigt, dass man, zumindest fiir die Ebéxge = 0}, keinen Unterschied in den Rekon-
struktionen fir diexs-Koordinate der Feldef(x) = (1,1, f3(x))" erwarten kann, diese sollte
immer zu Null ausgewertet werden. Anhand der obigen Rechnun@ fig, 6) dirften sich
theoretisch auch die anderen beiden Koordinaten, die jeweils als Eirhbetaverden miss-
ten, nicht unterscheiden. Da aber der Rekonstruktiongkewrch Ebenen Uber und unter der zu
rekonstruierenden in die Berechnungen miteinbezieht, kommt es zu kieiDéferenzen in den
entsprechenden Resultaten, da fir diese EbagenO gilt. Dies verdeutlicht Abbildung 5.19
durch einen direkten Vergleich der Vektorfeldgix) = (1,1,1)" und f(x) = (1,1,-1)". Man

IA

Abbildung 5.19: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebengxs = 0}
fir y = 0,0113 aus dem Maple-Blickwinkeb[= 47°, ¢ = 47°].
Recurs: Analog fur f(x) = (1,1, -1)".

stellt fest, dass die Vektoren fifi{x) = (1, 1,1)" an den beiden Randern des Rekonstruktionsge-
bietes eine konkave Form beschreiben, wahrend fr= (1,1, -1)" eine konvexe Krimmung
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entsteht. Auch an den beiden sichtbaren fehlerhaften Vektoren kandissnUnterschiede in
der Richtung verifizieren. Der LaAngen- und Winkelfehler ist identisch:

L=0,4373, W=0,155, L+W=05927.

Der Wechsel der Perspektive in Abbildung 5.20 zeigt nochmals klaass €s sich um absolut
ebene Vektorfelder handelt, welche mit Hilfe des Algorithmus berechnetemeFir die weiter

s
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Abbildung 5.20: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebengxz = 0}
fur y = 0,0113 aus dem Maple-Blickwinketl[= 40°, ¢ = 80°].
Recuts: Analog fur f(x) = (1,1,-1)".

von der Abtastebengxs = 0} entfernt liegenden Ebenen kann nur ein minimaler Anteil der
x3-Komponente des jeweiligen Feldes aus den Daten berechnet werden.

Die Abbildungen 5.21 sowie 5.22 zeigen eine Gegentiberstellung der estiepden Rekon-
struktionen der Vektorfeldef(x) = (1,1,1)" und f(X) = (1,1,-1)" in den Ebenerix; = 0,7}

fur y = 0,012 beziehungsweides = 0,9} fir y = 0,01165. Die unzureichende Bestimmung der
x3-Komponente wird durch die leicht nach oben beziehungsweise naah zgigenden Vekto-

ren, die entsprechende Skala sowie die das Rekonstruktionsgehieei@dmenden Punkte, die

far f(x) = (1, 1,-1)" oberhalb der Vektoren zu sehen sind, verdeutlicht. Wie es dennoch mog-
lich ist, eine vollstandige Rekonstruktion eines beliebigen, divergenafrdireidimensionalen
Vektorfeldes zu berechnen, soll in Abschnitt 5.3.1 geklart werden.

Abbildung 5.21: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebendxz = 0,7}
fur y = 0,012 aus dem Maple-Blickwinkely= 40°, ¢ = 80°].
Recuts: Analog fur f(x) = (1,1, -1)".

Zur Vervollstandigung der Behandlung des Vektorfeldés) = (1,1,1)" sei an dieser Stelle
noch erwahnt, dass sich fir sehr kleine und sehr grof3e Werte (gors 0,005 beziehungsweise
v =~ 7) die Richtungen der Vektoren am Rand v@rerheblich besser rekonstruieren lassen,
dass sich aber gleichzeitig die Lange der Vektoren in diesen Féllen {emktdrt. Wie schon
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Abbildung 5.22: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebendxz = 0,9}
fur y = 0,01165 aus dem Maple-Blickwinkel[= 40°, ¢ = 80°].
Recuts: Analog fur f(x) = (1,1, -1)".

flr das Feldf(x) = (1,0,0)" ist es auch hier méglich, das Ergebnis durch Kombination zweier
Berechnungen fir unterschiedlicheu verbessern. Dazu wurde hiee 0,0124 fir die Lange
undy = 7 fur die Richtung der Vektoren gewdahlt. Wie man in Abbildung 5.23 sieht, ist die
dadurch erreichte Aufwertung des Ergebnisses jedoch nicht geadeEinzig die in die falsche
Richtung zeigenden Vektoren am Rand haben sich umgekehrt, sindexiveyath viel zu grof3,

so dass sie auch in diesem Fall als storend empfunden werden. AucbrdehBung der Fehler

2

Abbildung 5.23: Links: Bislang beste Rekonstruktion voi(x) = (1,1,1)" in der
Ebene{xz = 0} fir y = 0,0113 aus dem Maple-Blickwinkebt[= 47°, ¢ = 47°].
Recurs: Kombination der Rekonstruktionen fir = 0,0124 (Lange) undy = 7
(Richtung) aus identischem Blickwinkel.

L undW bestatigt das geringe Ausmal der Verbesserungen:
L=04365, W=0,1244, L+ W =0,5609.

Gerade fur dieses Vektorfeld hat es sich als besonders schwieagdgestellt, eine geeigne-
te Wahl vony fur eine gute Rekonstruktion der Lange der Vektoren zu finden, ohas die
fehlerhaften VVektoren am Rand zu stark dominieren.

5.3.1 Vollstandige Rekonstruktion eines dreidimensionalen Vektorfeldes

Im vorangegangenen Abschnitt wurde anhand der beiden Vekterfé{d) = (1,1,1)" und
f(x) = (1,1,-1)" gezeigt, dass eine Rekonstruktion agfKomponente mit der vorgestellten
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Messgeometrie nicht moglich ist. In der bisherigen Abtastelpene 0} wird durch das Skalar-
produkt zwischen Vektorfeld (X) und in dieser Ebene liegendem Richtungsvektdie dritte
Komponente des Vektorfelddg(x) bei den Messungen ignoriert, éa= 0 gilt. Fur die dartber-
oder darunterliegenden Ebenea = k}, -1 < k < 1,k # 0, sind die Werte flif3 so klein, dass
auch in diesem Fallz(x) nicht korrekt berechnet werden kann.

Demgegeniber zeigen die bis hierhin vorgestellten Ergebnisse jeda@sheslandglich ist, die
ersten beiden Komponenten eines beliebigen divergenzfreien Vdiesf€x) in jeder horizon-
talen und vertikalen Ebene des Rekonstruktionsgebfetagriedenstellend zu berechnen.
Nimmt man nun zu der bisherigen kreisformigen Abtastkurve einen zweiten,s#ankrechten
Kreis mit gleichem Radius in der Ebefyg = 0} hinzu, so ermdglicht dieser die Rekonstruktion
von f>(X) und f3(X) durch die Verwendung des auf Seite 114 beschriebenen, Ublichenithlg
mus. Analog zu den vorhergehenden Betrachtungen kann damit-fiemponentef;(X) nicht
berechnet werden, da sie auf dieser zuséatzlichen Abtastkurvessbhkteht. Es sollte an dieser
Stelle auch erwahnt werden, dass, im Gegensatz zu einem einzelrignelifre aus zwei ortho-
gonalen Kreisen bestehende Abtastkurve die Bedingungen von TillpKarfillen. Lade und
Paganin schlagen ein &hnliches Vorgehen mittels zweier ,perpendicularig$'sfur ihre longi-
tudinalen und transversalen Messungen bei paralleler Geometrie indil L}ie hier erarbeitete
modifizierte Abtastgeometrie mit zwei senkrechten Kreisen ist in Abbildungzuzg¢hen. Der
zusatzliche Kreis in der Ebeney = 0} ist dabei griin gekennzeichnet. Weiterhin ist ledig-
lich zu beachten, dass fir die vollstidndige dreidimensionale BerechingrgEbengxs = k},
-1 <k <1, neben der bisherigen Rekonstruktion eine weitere fur den neuestiiatia durch-
gefuhrt werden muss. Mit Blick auf die praktische Umsetzung entsprieBedlann nicht einer
horizontalen Rekonstruktion wie bisher, sondern einer vertikalen, wigespielsweise fur das
kreisformige Vektorfeldf(x) = (—x, X1,0)" in Abbildung 5.10 oder firf(x) = (1,0,0)" in
Abbildung 5.15 vorgestellt wurde. In einem letzten Schritt ist es nun natigedie Resultate
fur die beiden unterschiedlichen Abtastkreise zu kombinieren. Die Konmpené&, und f, des
Vektorfeldesf (x) erhalt man durch den bekannten Kreis in der Ebege= 0}, f, und f3 mit
Hilfe des neuen Kreises ifx; = 0}. Zum Abschluss muss das arithmetische Mittel fur e
Komponente gebildet werden, da diese in beiden Fallen rekonstruiertbigderechnungen
kénnen simultan durchgefiihrt werden, so dass kaum zusatzliche @esitlersr nur mehr Re-
chenleistung erforderlich ist. Auch im Hinblick auf die Messungen sollte agiotisein, diese
zeitgleich fur die beiden Kreise zu realisieren, wobei darauf geact#etem muss, dass sich
durch Streuph&nomene und ahnliches keine vermeidbaren Messiekthleichen.

Eine Rekonstruktion des Vektorfeldééx) = (1,1,1)" in der Ebengxsz = 0} unter ausschliel3-
licher Verwendung des Abtastkreises in der Ebpne= 0} ist fiir y = 0,007 aus unterschied-
lichen Blickrichtungen in Abbildung 5.25 zu sehen. Auch hier spielt nattdiehWahl des
Regularisierungsparametersine entscheidende Rolle fir die Gite der Ergebnisse, wie man
an den besseren Resultaten$& 0,0113 in Abbildung 5.26 sieht. Dieser Wert vorwurde
gewahlt, da damit fur einen Kreis in der Ebefxg = 0} die bislang beste Rekonstruktion von
f(x) = (1,1,1)" in der Abtastebene berechnet wurde. Die Grafiken bestatigen nochl gilassa
es auch fur einen Abtastkreis in der Ebgre = 0} nicht méglich ist, alle drei Komponenten
eines Vektorfeldes ordnungsgeman zu berechnen. Wie schon érstéhnin diesem Fall die
x1-Komponente senkrecht auf der Abtastkurve und kann dadurctebdessung der Doppler-
Transformatior® nicht erfasst werden.
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Abbildung 5.24: lllustration des Messaufbaus fur die 3D Doppler-Transformation mit
zwei zueinander senkrechten Kreisen in den Ebdmen= 0} und {x; = 0} als
Abtastkurvel.
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Abbildung 5.25: Links: Rekonstruktion der Eben{eis = 0} von f(x) = (1,1,1)" fur
y = 0,007 mitl" = 3S? N {x; = 0} aus dem Maple-Blickwinkekf = 0°, ¢ = 90°].
Mrrte: Analog fur [ = 55°, ¢ = 85°].

Recurs: Analog fur [ = 90°, ¢ = 90°].

Fir den Regularisierungsparameter= 0,007 zeigt Abbildung 5.25, dass die Vektoren ins-
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Abbildung 5.26: Links: Rekonstruktion der Ebene = 0} von f(x) = (1,1, 1)" fir
y = 0,0113 mitl’ = 3S? N {x; = 0} aus dem Maple-Blickwinkekf = 0°, ¢ = 90°].
Mrrte: Analog fir [ = 55°, ¢ = 85°].

Recurs: Analog fur [ = 90°, ¢ = 90°].

gesamt viel zu kurz sind. Die Pfeile am Rand sind im Vergleich zu den restliehenfalls
wesentlich kleiner und zeigen zudem eine leicht fehlerhafte RekonstnuttioRichtung. Die
sich durch die unterschiedliche Léange ergebende Wolbung ist$0,0113 in Abbildung 5.26
nicht mehr so stark ausgepragt. Zwar bestehen weiterhin Probleme airhRarchtlich Lan-
ge und Richtung, der Uberwiegende Teil des Feldes ist aber gutipetegorden. Die meisten
Vektoren erreichen auch die zu erwartende Lange, allerdings tretige sirende Pfeile in die
falsche Richtung auf, die den ansonsten guten Gesamteindruck etwers. triib

Verwendet man nun die beiden zueinander orthogonalen Kreise gl#ighge ist es nach den
Vorbemerkungen mdglich, ein beliebiges, divergenzfreies Vektorfetdgtett zu berechnen.
Das Ergebnis ist fuf (x) = (1,1,1)" fur einen Regularisierungsparametes 0,007 in Abbil-
dung 5.27 und fiy = 0,0113 in Abbildung 5.28 zu sehen. Leider ist es durch die eingeschréank-
ten Visualisierungsmdglichkeiten notwendig, verschiedene Blickwinketasgmtieren, um alle
Aspekte des Feldes korrekt wiedergeben zu kdnnen. Betrachtet rmdarum die in den Re-
konstruktionen fuy = 0,007 undy = 0,0113 auftretenden Fehler, so ergeben sich auch fur die
Kombination der beiden Abtastkurven die gleichen Probleme. Der Regutariggparameter
v = 0,007 fuhrt zu wesentlich groReren Fehlern am Rand der Rekonstruktierman am Ver-
gleich der jeweils linken Bilder erkennen kann. Die Vektoren zeigen dies@lbkave Form, die
schon vorher fiF = 352N {x3 = 0} beobachtet werden konnte. Dies ist i 0,0113 merklich
verbessert, allerdings treten in diesem Fall wieder stérende Vektoreie fialsche Richtung
auf. Auch die Lange der Pfeile ist fur das groRRere der bejdmmgenscheinlich besser berechnet
worden. Dadurch wird auch die starke Wo6lbung in der rechten Grafik # 0,007 ausgegli-
chen. Es sollte an dieser Stelle allerdings nicht unerwahnt bleiben, ittassifle Abtastkreise
der gleiche Wert fiy gewahlt wurde, d.h. speziell fir den Kreis in der Ebéxe= 0} ist dieser
nicht optimal. Die Fehler berechnen sich fir die entsprechenden Rekki@nen zu:

vy=0007 : L=06627, W=0,008386 L+W=0,67105,
vy=00113: L =02122, W =0,014945 L+W=0,22719

und bestéatigen damit die oben beschriebenen subjektiven Beobaaitunge
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Abbildung 5.27: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebengxz = 0}
fur y = 0,007 undl’ = 3S%2 N {x3 = 0} N {x; = 0} aus dem Maple-Blickwinkel
[0 =90, ¢ =0°].

Recnurs: Analog fur [ = 95°, ¢ = 7C°].

Abbildung 5.28: Links: Rekonstruktion vonf(x) = (1,1,1)" in der Ebengxz = 0}
fur y = 0,0113 undl’ = 3S? N {x3 = 0} N {X; = 0} aus dem Maple-Blickwinkel
[9 =90, ¢ = 0°].

Recurs: Analog fir [ = 95°, ¢ = 7C°].

Zum Abschluss dieses Abschnittes sollen noch die entsprechendend®ektionen des Vek-
torfeldesf(x) = (1,1, -1)" prasentiert werden, um dem Leser sowohl einen direkten Vergleich
mit f(x) = (1,1,1)" zu erlauben als auch den Beweis anzutreten, dassdRéchtung korrekt
berechnet wird. Auf die Bilder der nur auf einem Abtastkreis in der Egn = 0} beruhen-

den Rekonstruktionen wird zur Verkiirzung der Prasentation vertichibbildung 5.29 zeigt
eine Rekonstruktion des Vektorfeldé¢x) = (1,1, -1)" fir y = 0,007 mit der Abtastkurve

I' = 352N {x3 = 0} N {x¢ = 0}, wéhrend fiir die Erstellung von Abbildung 5.3G= 0,0113 ver-
wendet wurde. Leider ist in den jeweils linken Bildern nur schlecht zeratkn, dass sich das
Rekonstruktionsgitter oberhalb der Vektoren befindet und die Pfeileuaen zeigen. Dennoch



5 Die Doppler-Transformatio® 139

Abbildung 5.29: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,-1)" in der Ebengxs = 0}
fur y = 0,007 undl’ = 3S%2 N {x3 = 0} N {x; = 0} aus dem Maple-Blickwinkel
[0 =90, ¢ =0°].

Recurs: Analog fur [ = 95°, ¢ = 70°].

Abbildung 5.30: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1, -1)" in der Ebengxz = 0}
fur y = 0,0113 undl’ = 3S? N {x3 = 0} N {X; = 0} aus dem Maple-Blickwinkel
[0 =90, ¢ =0°].

Recurs: Analog fur [ = 95°, ¢ = 70°].

ist diese Ansicht notwendig, um die korrekte Darstellungziniund x»-Richtung zu dokumen-
tieren. Die jeweils rechten Grafiken zeigen klar, dass die Vektoren in digtime x3-Richtung
zeigen. Vergleicht man nun diese mit den entsprechenden Abbildungémid?5.28 fir das
Vektorfeld f(x) = (1,1,1)", so stellt man fest, dass erwartungsgemaR die gleichen Probleme
auftreten und dies-Richtung der Vektoren der einzige feststellbare Unterschied ist. Dierzu ku
zen Vektoren und die sich daraus ergebende starke Wélbung sowkemles/e Verhalten am
Rand sind fuiry = 0,007 ebenso dtillig, wie die wenigen in die falsche Richtung zeigenden
Vektoren firy = 0,0113. Diese Beobachtungen lassen sich auch durch die Berechanng v
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Langen- und Winkelfehler fir die beiden Regularisierungsparametifizieren:

v=0007 : L=06622, W=0,008268 L+W=0,67047,
v=00113: L =02081, W=0,014120, L+W=0,22225.

Wahrend fury = 0,007 die Richtungen deutlich besser wiederhergestellt werden, besitdrbe
Lange der Vektoren und auch beim Gesamtfeller 0,0113 einen klaren Vorteil. Insgesamt
lasst sich also festhalten, dass fiir sich gleichende Vektorfelder baisdeemy eine ahnliche
Qualitat der Rekonstruktionen zu erwarten ist, oder anders ausgéedtéss bei der Behandlung
vergleichbarer Vektorfelder der Wert vgnnicht sehr stark variiert werden muss. Dies wird
rickblickend auch am bereits vorgestellten Beisp{e&) = (1,0,0)" ersichtlich, welches einige
Gemeinsamkeiten mit den zuletzt behandelten Feldern aufweist. Die bestesRakton in der
Ebene{xz = 0} mit Hilfe von T = 3S? N {x3 = 0} wurde dabei fiiy = 0,01105 erzielt, was sehr
nahe bei dem fiif (x) = (1,1, +1)" ermittelten Wert vory = 0,0113 liegt.

Weitere Alternativen bei der Wahl der Abtastkurve

Wie man im vorangegangenen Abschnitt gesehen hat, ist es mit dem tgestailten Verfah-
ren moglich, ein dreidimensionales Vektorfeld vollstdndig zu rekonstrui®eirgenauerer Be-
trachtung stellt man allerdings fest, dass die Wahl des zweiten orthogdXiatiestkreises in der
Ebeneg{x; = 0} recht willkirlich ist. Es bedarf lediglich einer Méglichkeit, dig-Komponente
eines Vektorfeldes zu rekonstruieren, da dies von einer kreisformigtstkurve in der Ebene
{x3 = 0} nicht geleistet werden kann. Ein Kreis in der Ebéxe= 0} mit gleichem RadiuR er-
fullt diese Forderungen an eine zusatzliche Abtastkurve ebenfalls, miidschrankung, dass
eine Berechnung der,-Komponente in diesem Fall nicht méglich ist. Da digKoordinate
mit Hilfe beider Abtastkreise berechnet werden kann, ist hier eine Mittelloay die beiden
Ergebnisse notwendig. Selbstverstandlich kann man auch auf den Kos iEbengxz = 0}
komplett verzichten und stattdessen die beiden anderen Alternativemélivaistandige Re-
konstruktion eines dreidimensionalen Vektorfeldes kombinieren. Veretendn stattdessen alle
drei zueinander orthogonalen Abtastkreise, so wird dadurch jede #oemte des Vektorfeldes
doppelt berechnet. Die Ermittlung dieser redundanten Informationent kavede mehr Zeit als
eigentlich notwendig, bietet aber die Mdglichkeit, Fehler bei der Wahl deschiedenen Re-
gularisierungsparameter auszugleichen. Die drei mdglichen, zuemgvdsls orthogonalen
Abtastkreise sind in Abbildung 5.31 zu sehen, wobei der in diesem Alisden eingefihrte
Kreis in der Ebenéx, = 0} in hellblau gezeichnet wurde.

Im Folgenden bezeichndi = 352N {x3 = 0}, > = 352 N {x; = O} undI'3 = 3S? N {x» = 0}
die in der Reihenfolge ihres Auftretens in dieser Arbeit durchnummeri&rsformigen Ab-
tastkurven. In einem Quellpunkt jedes dieser Kreise ist in der Illustratidh susatzlich ein
Koordinatensystem eingezeichnet, dessen Achsen aus Griindebetsidtlichkeit und besse-
ren Verstandlichkeit mik, y, z stattx;, X und xz bezeichnet wurde. Diese Koordinatensysteme
sollen den Umstand verdeutlichen, dass die von einer der beiden AbtestkiyrundI'; ge-
messenen Daten als die eines gedrehten Vektorfeldes fir den udggréngilgorithmus, d.h.
unter Verwendung voifry, interpretiert werden kénnen. Ziel ist dabei die Rekonstruktion der
dunkelblauen Ebenies = 0}.
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Abbildung 5.31: Rekonstruktion der blau hervorgehobenen Ebene mit dem beschrie-
benen Algorithmus ausgehend von unterschiedlichen Abtastkreisen.

Die in schwarz dargestellte Kurnd& war Ausgangspunkt fiir die ersten Rekonstruktionen und
Grundlage fiur die Programmierung des Algorithmus. Dies hat sich durdfedieendung dieser
Messgeometrie fur die Cone Beam Transformationn der Arbeit von Weber [52] und die
Ubertragung der entsprechenden Ergebnisse auf die Dopplestdraration® ergeben.

Dreht man nui'y in mathematisch negativer Richtung unt @0n diey-Achse, so erhélt man
den grun dargestellten Kreli, der in der Ebenéx = 0} liegt. Der zul'; gehdrende Quellpunkt

a wird dabei aufe"gedreht. Man verwendet nun das bestehende Programm zur Rekdinstr
der zul'; senkrecht stehenden, blauen Eben&ia 0}. Dabei werden die gemessenen Daten als
Drehung des urspriinglichen Vektorfeldes mit Koordinatentransform@j§, 2)" — (zy,—x)"
interpretiert. Die Drehmatrix kann als

B 0 0171
D=({0 1 O
-1 00

angegeben werden. Dies wird durch die entsprechenden Koordigateme repréasentiert, wo-
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bei eine Gleichung der Forra = z bedeutet, dass die nexeKoordinate X flr den griinen
Abtastkreid", derz-Koordinate des ublichen, schwarzen Abtastkrelgesntspricht.

Durch eine Rotation voii; um 90 in mathematisch positiver Richtung um dieAchse erhalt
manI'z mit Abtastebengy = 0}. Der urspringliche Quellpunkt ist mit dem neuen Quellpunkt
«a identisch. Die Koordinatentransformation lautet in diesem Bal.@)" — (x,z-y)", die

Drehmatrix
(1 0 O
D=0 0 1.

0 -1 0

FurI's muss die zur Abtastkurve senkrechte, blaue Ebeffe #10} rekonstruiert werden.

Ein Vorteil dieser speziellen Wahl der Abtastkurven ist es also, dasardpringliche Algo-
rithmus und dessen Implementation auch fur die zusatzlichen Berechnwegerhin benutzt
werden kdnnen. Die Ergebnisse der verschiedenen Kombinationdn voa 1, 2, 3, sollen im
Folgenden weiterhin an dem einfachen Beisgigl) = (1,1,1)" prasentiert werden. Auf die
Darstellung vonf(x) = (1,1, -1)" wird verzichtet, da sich auRer dey-Richtung der Vektoren
keine wesentlichen Anderungen ergeben und damit auch keine nekeamEnisse aus den Tests
hergeleitet werden kénnen.

r=r,urs;

Nachdem die Kombinatiolr = I'; U I'; bereits behandelt wurde, soll nun duf= I'; U I'3
eingegangen werden. Die Regularisierungsparameter0,007 undy = 0,0113 werden wei-
terhin beibehalten, entsprechende Rekonstruktionen in der ERgne 0}, fur die auch alle
zukunftigen Berechnungen durchgefihrt werden, sind in Abbildu88 beziehungsweise 5.33
zu sehen. Im Vergleich zu den Rekonstruktionen unter Verwendung've I'y U I'; ist flr

15
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Abbildung 5.32: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebengxz = 0}
fur y = 0,007 undl' = 3S% N {x3 = 0} N {x» = 0} aus dem Maple-Blickwinkel
[0 =90, ¢ = 0°].

Recuts: Analog fur [ = 95°, ¢ = 70°].
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Abbildung 5.33: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebengxs = 0}
fur y = 0,0113 undl’ = 3S? N {x3 = 0} N {X» = 0} aus dem Maple-Blickwinkel
[0 =90, ¢ =0°].

Recuts: Analog fur [ = 95°, ¢ = 70°].

v = 0,007 kein signifikanter Unterschied erkennbar. Vor allem im Hinblick aufRihtung

der Vektoren hinterlasst das berechnete Vektorfeld einen guten Ekydgruch wenn weiterhin
die konkave Biegung am Rand und die durch die zu kurzen VektorendiedVoélbung zu se-
hen sind. FUry = 0,0113 wird hingegen die Lange der Vektoren besser berechnet, allerding
zeigen einige — auch langere — Pfeile in die falsche Richtung, so dasastassten recht gute
Gesamtbild gestort wird. Diese subjektive Interpretation kann auch digdrehlerberechnung
bestétigt werden, die insbesondere fir die Richtung/lseD,007 und die Lange bei = 0,0113
gute Werte liefert:

vy=0,007 : L=06623, W=0,008131, L+ W=0,67045,
v=00113: L =0,2080, W =0,014604, L+W =0,22261.

Es sei hier zudem vorweggenommen, dass dies das beste erreichai&rfiey = 0,007
darstellt, wobei sich der bereits vorgestellte VersucHferT'; U T, als nur minimal schlechter
herausgestellt hat.

r=1r,urs;

Lasst man nun die kreisférmige Abtastkurve in der Ebpae= 0} aul3en vor und verwendet
nur die beiden anderen, so kann dieKomponente doppelt, die beiden anderen Komponenten
jeweils nur einmal berechnet werden. Die Abbildungen 5.34 und 5.35rzdigeResultate. Die
Ergebnisse flr den kleineren Wert des Regularisierungsparameterscilechter als die vor-
angegangenen was vor allem an den Richtungen am Rand zu sehen\@kien fachern im
vorderen Bereich starker auf und biegen sich zusatzlich weiter n&dmaélry = 0,0113 hat
sich die Berechnung der Richtung dagegen merklich prazisiert uncdéitinge der Vektoren,
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Abbildung 5.34: Links: Rekonstruktion vorf (x)
fur y = 0,007 undl’ = 352 N {x; = 0} N {X
[0 =90, ¢ = 0°].

Recuts: Analog fur [ = 95°, ¢ = 70°].

(1,1,1)" in der Ebengxz = 0}
0} aus dem Maple-Blickwinkel

Abbildung 5.35: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebengxz = 0}
fir y = 0,0113 undl’ = 352N {x; = 0} N {x; = O} aus dem Maple-Blickwinkel
[9 =90, ¢ = 0°].

Recurs: Analog fir [ = 95°, ¢ = 70°].

die sich letztendlich auch in der Farbgebung der Pfeile widerspiegelheenstromogener als
in den vorangegangenen Versuchen. Lediglich am Rand ist ein relainek Vektor sichtbar,
der nicht in die korrekte Richtung zeigt. Dieser wird allerdings als wesentlatiger stérend
empfunden als in den Beispielen zuvor. Die Auswertung der Fehler

v=0007 : L=06908 W=0,009723, L+W=0,70049,
vy=0,0113: L=01665, W =0,002235 L+ W =0,16875,

zeigt, dass man fur diese Abtastkurve das bestmdgliche Ergebnis=ff0113 erhalt.
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r=r;ur,uly

Auch die Verwendung aller drei mdglichen Kreise, d.h. wéna I'; U I', U I's gewéhlt wird,
kann dieses Resultat nicht weiter aufwerten. Die entsprechendenisiiswagen der Vektor-
felder sind in Abbildung 5.36 und 5.37 zu sehen. Die Rekonstruktior fér0,007 ist etwas

Abbildung 5.36: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebenéxs = 0} fiir
y = 0,007 undl’ = 352N {x1 = 0} N {X> = 0} N {X3 = O} aus dem Maple-Blickwinkel
[9 =90, ¢ = 0°].

Recuts: Analog fur [§ = 95°, ¢ = 70°].

Abbildung 5.37: Links: Rekonstruktion vorf(x) = (1,1,1)" in der Ebenéxs = 0} fiir
y =0,0113 und” = 3S?N{x; = 0}N{x2 = 0}N{x3 = 0} aus dem Maple-Blickwinkel
[9 =90, ¢ = 0°].

Recurs: Analog fir [ = 95°, ¢ = 7C°].

genauer als bei gleichzeitiger Benutzung YemundI'3, die in Abbildung 5.34 vorgestellt wurde,
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erreicht aber nicht ganz die Qualitat der beiden anderen mdglichen Katidsian. Man erkennt
weiterhin die Probleme am Rand des Rekonstruktionsgebietes und diersehdiach beschrie-
bene Wolbung aufgrund der zu kurz berechneten Vektoren. Digdlarsggen fury = 0,0113
beinhalten abermals die gleichen stérenden Vektoren am Rand, die soNoilidung 5.33 fir
die Kombination vor'; undT's zu sehen waren. Deren Starke ist allerdings durch die Mittelung
Uber alle drei Kreise deutlich abgeschwacht, so dass sie in diesem Falgaiz so gravierend
wahrgenommen werden. Insgesamt erscheint die Lange der Vekisrauf lginige Ausnahmen
am Rand des Rekonstruktionsgebietes, die zu kurz dargestellt wendedadurch auch den
Eindruck einer leichten Wolbung in der rechten Grafik von Abbildung 563¥itteln, sehr ho-
mogen. Auch die Richtung stimmt fiir den Gberwiegenden Teil mit dem Origiveein. Fur
die Kombination aller drei Abtastkreise ergeben sich fir den LangenwWinkklfehler folgende
Werte:

y=0,007 : L=06726, W =0,007866, L+ W =0,68042,
vy=0,0113: L=02016, W =0,006956 L+ W =0,20855.

Insgesamt bleibt festzuhalten, dass sich sowohl die subjektiven visB#lateilungen als auch
die Auswertungen der Fehler fur die npi= 0,007 gemachten Tests nur minimal unterscheiden.
Fury = 0,0113 erhalt man im letzten Fall das zweitbeste Resultat, wobei auch hiemtr U
schied zwischen den Ergebnissen der verschiedenen Abtastkucteeeblich ist.

Es soll an dieser Stelle noch einmal erwahnt werden, dass fir alle Almesstikder gleiche
Regularisierungsparametgigewahlt wurde. Wahrend fur die ersten Rekonstruktionen in der
Ebeneg{xz = 0} mit Hilfe vonT'; zu Beginn dieses Abschnittes noch optimiert wurde, wurde auf
diesen Schritt fur jeden weiteren Abtastkreis verzichtet, da sich dieffegtden Regularisie-
rungsparameter im Allgemeinen nur unwesentlich unterscheiden. Deimt@stmoglich durch
geschickte Wahl eineg fur jedesIi, i = 1,2, 3, die Resultate zu verbessern. Da, wie ebenfalls
gezeigt wurde, fur verschiedene GréRenordnungenyonterschiedliche Aspekte wie Lange
und Richtung der Vektoren eines Feldes betont werden, ist auch embiation verschiedener
v fur jeden Abtastkreis denkbar. Allerdings muss dabei stets die DaudrgiBerechnung der
Rekonstruktionen in Betracht gezogen werden. Ein dreidimensionalesgenzfreies Vektor-
feld kann bereits mit zwei der drei vorgestellten Abtastkreise vollstan&mnsdruiert werden,
so dass damit die notwendige Minimalanzahl festgelegt ist. Jeder weitassd€r@tigt sowohl
fur die Messung der Daten als auch fur deren Rekonstruktion zus&t 2 die im medizini-
schen Kontext gewo6hnlich knapp bemessen ist und nicht in jeder Situatich dine erhéhte
Rechenleistung oder parallele Ausfihrung des Algorithmus kompensedew kann. Dies gilt
insbesondere fiir die Kombination zweier Rekonstruktionen mit unterdidhiethy fiir ein ein-
zelnesTj, wie sie beispielsweise in den Abbildungen 5.14 oder 5.23 vorgestellt wDideh
den erhohten Zeitbedarf wird der Patientendurchsatz verringert,ssoddaurch die Rentabili-
tat des Gerates eventuell nicht mehr gewahrleistet ist. Gerade in mediemidcivendungen
wird also ein wichtiger Aspekt darin bestehen, stets einen guten Mittelwesglzeén Qualitat
der Rekonstruktionen und der dafur bendtigten Zeit zu finden.
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Das Vektorfeld f(X) = (X2X3, X1, —0,5%1)T

Bis hierhin wurden zur Vereinfachung der Prasentation und zur ighbdishen Vermittlung der
Ideen lediglich relativ einfache Vektorfelder behandelt, die man sich alaitere Berechnun-
gen und ohne Betrachtung der korrekten Daten vorstellen kann. UrndeohEindruck zu er-
wecken, dass das vorgestellte Verfahren nur fir diese einfacHdarRanktioniert, soll das
Beispiel f (x) = (X2X3, X1, —0,5%;) " den Abschluss dieses Kapitels bilden. Ziel ist die vollstan-
dige dreidimensionale Rekonstruktion der Ebefien= —0,4}, {x3 = 0} sowie{xz = 0,4} wie

sie in dieser Reihenfolge in Abbildung 5.38 zu sehen sind. Die Orientieran@ldts beruht
jeweils auf den in Maple standardmafiig eingestellten Betrachtungswitikelip = 45°. Fur

Abbildung 5.38: Links: Originaldaten flirf(x) = (xoXs, X1, —0,5%1)" in der Ebene
{x3 = —0,4}.
Mrrte: Analog fur die Ebenéxs = 0}.
Recnurs: Analog fur die Ebenéxs = 0,4}.

dieses Beispiel wurde der Regularisierungsparameter sowohl flurvdedigee Ebene als auch
fur die entsprechende Abtastkur/g i = 1,2, 3, optimiert. Die entsprechenden Werte kénnen
Tabelle 5.1 entnommen werden. EgrundI's weichen die Regularisierungsparameter innerhalb

I' I I's
{x3 =-0,4} 0,008465 001195 Q0119
{X3 =0} 0,00851 Q0122 Q01215
{x3 =04} 000922 001185 Q012

Tabelle 5.1: Optimierte Werte flry fur die entsprechende Abtastkurve zur Rekon-
struktion der unterschiedlichen Ebenen.

einer Ebene nur wenig voneinander ab, wahrend der UnterschiedllivoRd 'y etwas grol3er
ist. Zudem liegen die Werte vonfiir die drei Ebenen bei jeder Kurve recht nah zusammen, die
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Tabelle zeigt allerdings auch, dass é&psichtlich nicht mdglich ist, durch den Abstand von
der Ebengxz = 0} auf den Wert vony zu schlie3en. Augenscheinlich spielt also die Struktur
des Vektorfeldes in der jeweiligen Ebene eine entscheidende Rolle baiatgdes optimalen
Regularisierungsparameters.

Auf die Bilder der Rekonstruktionen mit Hilfe einer einzelnen Abtastkunlelger allerdings
verzichtet werden, da dadurch eine vollstandige, dreidimensionalelBaneg normalerweise
nicht gewahrleistet werden kann. Dennoch sollen fur die drei Ebaliererschiedenen Kom-
binationsmdglichkeiten, die es fur die drei kreisférmigen Abtastkurven giligezeigt werden.

In Abbildung 5.39 sind die Resultate aller vier Varianten fur die Rekonstmuktioder Ebe-
ne {x3 = —-0,4} zusammengefasst. Bild 5.39(a) zeigt das Ergebnis der Rekonstruktidiefi
Abtastkurvel’ = I'y U I',. Die Vektoren sind hier, besonders in dgrFKomponente, wesentlich
zu klein. Bedingt durch die zu kurzen Pfeile am Rand scheinen sie iniéielngzu den anderen
Rekonstruktionen auch eine viel zu starke Drehung zu zeigen, sordassher ein kreisformi-
ges Vektorfeld als Original erwartet. Im Gegensatz dazu sind fiir die iaatibn vonl'; undl's
in Grafik 5.39(b) die Vektoren zu lang, was ebenfalls vor allem am RasdRé&onstruktions-
gebietes affidllt und auch anhand der Skala des Koordinatensystems im Vergleich dgmaD
in Abbildung 5.38 uberprift werden kann. Die Richtungen sind in diesalhgbt rekonstruiert.
Verwendet mari’, undI'z, so erhéalt man damit das bestmaogliche Resultat. Zwar sind die Pfeile
besonders in der Mitte immer noch etwas zu stark und zeigen am Rand einneshiqul3en,
die Gesamtstruktur des Feldes ist dennoch gut zu erkennen. DasiEErgebVerwendung aller
drei Abtastkreise ist in Abbildung 5.39(d) zu sehen. Der visuelle Uritégdzum vorangegan-
genen Fall ist minimal, lediglich die Vektoren wirken etwas langer, wahrenRidigtungen fast
unveréndert erscheinen. Auch die Fehlerwerte, die in Tabelle 5.2 @enfisind, zeigen keine
grol3en Diferenzen zwischen diesen beiden. Insgesamt kann man der Tabelleneaimelass

L w Gesamt

rpur; 0,31033 058951 (89983
rpurs 0,35629 058978 (94607
ouTs 0,29959 059043 (089002
rpulr,urs 031824 (058955 (90778

Tabelle 5.2:Langen-, Winkel- und resultierender Gesamtfehler fir die Rekonstruktio
der Ebengxz = —0,4} von f(X) = (X2X3, X1, —0,5%1) " mit Hilfe der verschiedenen
Kombinationen der Abtastkurvdn, i = 1,2, 3.

die Fehler aller Kombinationsmdglichkeiten recht nahe beieinander liegelaslediglich
das Ergebnis des zweiten Versuchs, d.h. der Kombinationyaimd I's, schlechter ist, was
hauptsachlich auf die zu grof3e L&nge der Vektoren zuriickzuflisirehlle anderen Werte un-
terscheiden sich hingegen nicht wesentlich.
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(c) Abtastkurvd, UT3 (d) Abtastkurvd’y UT, UT3

Abbildung 5.39: Wllstandige Rekonstruktion vofi(x) = (XoXs, X1, —0,5%1) " in der
Ebene{x; = -0,4} mit Abtastkurvel'; U I'; in (a), Abtastkurvel’y U I's in (b),
Abtastkurvel> U I'z in (c) und unter Verwendung aller drei KreiBg U T, UT3in

(d).

Demgegeniber sind fur die Ebefes = 0} deutliche Unterschiede in der Qualitat der Re-
konstruktionen erkennbar. In Abbildung 5.40 sind die entsprecheBdggbnisse in analoger
Reihenfolge zusammengefasst. Wie schon in Abbildung 5.39(a) fur dieeEke = —0,4} zu
sehen, fuhrt die Abtastkurde; U I'; auch in Abbildung 5.40(a) dazu, dass die Vektoren sicht-
lich zu kurz rekonstruiert werden. Zudem ist eine starke Krimmung int&ichder Mitte des
Rekonstruktionsgebietes zu erkennen, so dass auch in diesem Feitldageld viel zu rund
erscheint. Da die erste Komponemes des hier betrachteten Feldis) = (X3, X1, —0,5%1)

in der Ebengxz = 0} Null ist und damit, wie in Abbildung 5.38 erkennbar, ausschlief3lich ge-
rade Vektoren vorhanden sind, muss diese Rekonstruktion als nicledaristellend bewertet



150 5 Die Doppler-Transformatio®

(a) Abtastkurvd; UT, (b) Abtastkurvd’; UT3

(c) Abtastkurvd, UT3 (d) Abtastkurvd’y UT, UT3

Abbildung 5.40: \llstandige Rekonstruktion vofi(x) = (XoXs, X1, —0,5%1) " in der
Ebengxs = 0} mit Abtastkurvd™1UTI'; in (a), Abtastkurvé™;UT'z in (b), Abtastkurve
I', UT3in (c) und unter Verwendung aller drei KreiBg U I'; U T3 in (d).

werden. Die Verwendung vaiy, undT'3 steigert die Qualitat merklich, wie Abbildung 5.40(b)
verdeutlicht. Nachteilig wirken sich in diesem Fall allerdings die zu groR3dsmoven am Rand
aus. Die Richtungen sind, bis auf den Bereich in der Mitte, recht gutheet, was auch auf die
Abschwachung der Starke der Pfeile zur Mitte hin #fitrDas beste Resultat erzielt man un-
ter Zuhilfenahme der Kurveh, undT'3. Sowohl die Lange als auch die Richtung der Vektoren
erscheint passend rekonstruiert, lediglich eine leichte Krimmung naeim étferkennbar. Die
Kombination aller drei kreisformigen Abtastkurven resultiert in einer nunigieschlechteren
Rekonstruktion, wie in Grafik 5.40(d) zu sehen ist. Im Gegensatz zuhexgehenden Versuch
zeigen hier die Vektoren nach innen statt nach auf3en, wobei die Qy@hdresem Fall stéarker
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erscheint. Hinsichtlich der Lange der Vektoren unterscheiden sich digddingen 5.40(c) und
5.40(d) nur unwesentlich. Diese subjektive Einschatzung wird durckelider in Tabelle 5.3
bestatigt. Die Rekonstruktion mit Hilfe aller drei kreisférmigen Abtastkurvenus um wenig

L W Gesamt
ryurls 0,05259 Q12452 Q17711
rpurs 0,08034 Q06560 014594
Iurls 0,03155 Q02747 Q05903

rpulr,urs 002561 006208 008770

Tabelle 5.3:Langen-, Winkel- und resultierender Gesamtfehler fir die Rekonstruktio
der Ebengxg = 0} von f(X) = (Xz2x3, X1, —0,5%1)" mit Hilfe der verschiedenen
Kombinationen der Abtastkurvdn, i = 1,2, 3.

schlechter als die mit den Kurvén undI'; erstellte, wahrend die Qualitat der beiden anderen
geringer eingestuft werden muss. ObwohlTgru I', die LaAnge der Vektoren besser berechnet
wird als furT'; U I's, hat die starke Krimmung der Vektoren den schlechtesten Winkelf@hler
und damit auch das schlechteste Gesamtergebnis zur Folge. Insgeshdié $Rekonstruktio-
nen dieser Ebene doch besser als die der zuvor behandelten{&bene0,4}.

Zum Ende der numerischen Beispiele sollen nun die Ergebnisse fur die Bhe= 0,4} vor-
gestellt werden. Abbildung 5.41 zeigt noch einmal Ubersichtlich die Restiliatke verschie-
denen Kombinationen der Abtastkurven. Die Rekonstruktion in Bild 5.4 Bjg} afensichtlich
wenig Gemeinsamkeiten mit dem Original in Abbildung 5.38. Hier wurde die Rightlen Vek-
toren sehr schlecht rekonstruiert, zudem sind sie zu kurz, so dass\dsame Abschwachung
von auf3en nach innen kaum erkennbar wird. Demgegeniber sind kiierafe in Abbildung
5.41(b), die durch Verwendung der KurvEpn undI's erzeugt wurde, eindeutig zu lang, aller-
dings kommt in dieser Rekonstruktion die Abschwéchung der Pfeilstarkblitie hin besser
zum Ausdruck. Die Richtung der Pfeile ist jedoch gut rekonstruiert,aved durch den Win-
kelfehler in Tabelle 5.4 bestatigt wird. Im dritten Teilbild 5.41(c) sind die Vektoebenfalls
Zu grof3, allerdings nicht in dem Ausmal3 wie zuvor. Dies wird vor allem in derohx; = 0
undx; = +1 gekennzeichneten Bereich deutlich. Die Richtungen sind gut bereelicbtyvenn
die Hinwendung der Vektoren zu den entsprechenden Randern HessReiktionsgebietes ins-
gesamt etwas zu stark erscheint. Allerdings wird dieser Eindruck duechctilechte Rekon-
struktion der Langen — gerade in dem oben genannten Bereich — kers&mwvendet man nun
alle drei Kreise zugleich als Abtastkurve, so erhélt man fir diese Elmenbkatte Ergebnis, wie
Abbildung 5.41(d) zeigt. Wie man anhand der Skala des Koordinatensystéerien kann,
sind die Vektoren im Vergleich zum Original nur wenig zu lang. Das Verksittar Langen un-
tereinander und damit auch die Struktur des Vektorfeldes wird hier atarbesedergegeben.
Auch die Richtung der Pfeile stimmt weitestgehend mit den Originaldaten Ub&eingute
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(c) Abtastkurvd, UT3 (d) Abtastkurvd’y UT, UT3

Abbildung 5.41: \ollstandige Rekonstruktion vofi(x) = (xoXs, X1, —0,5%1) " in der
Ebene{xs = 0,4} mit Abtastkurvel'; U T in (a), Abtastkurvd™; U T3 in (b), Ab-
tastkurvel’; U I'z in (c) und unter Verwendung aller drei Krei§g U T, UT'3 in

(d).

visuelle Gesamteindruck dieser Rekonstruktion kann auch durch TabéNerfiziert werden.
Man sieht, dass fir die Ebetie; = 0,4} die Verwendung der Daten aller drei Abtastkurven das
beste Resultat liefert. Zudem stellt dies auch Uber alle drei getestetearblasalle moglichen
Kombinationen der Abtastkurven gesehen den besten Wert fur demBekker dar. Insbeson-
dere der Langenfehlérist fir diese Rekonstruktion signifikant besser als bei allen andeén un
auch fir den Winkelfehle ermittelt man in diesem Fall den Bestwert. FiyrJ I's macht sich

bei L die zu grofRe Lange der Vektoren bemerkbar, die Richtung wird allerdinigserechnet,
wie der Wert des Winkelfehlers zeigt. Flif U I'; sind die Rollen vorL und W vertauscht.
Wahrend die Lange recht gut rekonstruiert wird und sogar den zegtéh Wert erreicht, deutet
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L W Gesamt

rpur; 0,04120 Q04972 (009092
rurs 0,06884 002005 008889
Iuls 0,04920 Q03274 (008194
rpur,urs 0,02731 001460 Q04191

Tabelle 5.4:Langen-, Winkel- und resultierender Gesamtfehler fur die Rekonstruktio
der Ebendxz = 0.4} von f(X) = (XoXs, X1, —0,5%1) " mit Hilfe der verschiedenen
Kombinationen der Abtastkurvdn, i = 1,2, 3.

der WinkelfehletW auf eine unbefriedigende Rekonstruktion der Richtungen der Vektonen
was auch in der Beschreibung zu Abbildung 5.41(a) bereits zum Acisdebracht wurde.

An diesem letzten Beispiel sollte klargemacht werden, dass sich die \i@dawgamdglichkei-
ten des auf Seite 114 angegebenen Algorithmus nicht auf einfache fédtlerrbeschréanken.
Diese einfachen Felder, wie beispielswef¢®) = (1,1,1)", wurden lediglich ausgewahlt, um
die Vermittlung der Ideen zur vollstandigen, dreidimensionalen Rekonstruktio Vektorfel-
dern zu erleichtern und dem Leser die Beurteilung der Qualitat durchevietung bekannter
Felder zu ermdglichen. Zudem wird aus den Rekonstruktionen der érsthiedenen Ebenen
des Felded (X) = (xoXs, X1, —0,5%;) " auch ersichtlich, dass man sich nicht auf eine bestimmte
Kombination der vorgestellten Abtastkreise festlegen kann, um das besth@gligebnis zu
erreichen. Werden allerdings die Daten fir dllei = 1,2, 3, berechnet, so liefert die Mitte-
lung Uber alle drei Kurven immer ein brauchbares Ergebnis. Wie schaihet, ist allerdings
sowohl fur die Messung der Daten als auch fur die Berechnung etihtenhZeitbedarf ein-
zuplanen, der im medizinischen Kontext nicht immer als gegeben voraisgegrden kann.
Ein Ziel in diesem Gebiet wird also die Optimierung der Auswahl der Abtaggtuund die
Bestimmung eines moglichst optimalen Regularisierungsparaméiediese Kurven sein. Die
verschiedenen Aspekte weiterfilhrender Forschung sollen aucttimstea Kapitel noch einmal
thematisiert werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Verfahren entwickelt und implementiastdee vollstan-
dige, dreidimensionale Rekonstruktion eines divergenzfreien Veklesfeermoglicht. Die zu-
grunde liegende Integraltransformation, die den Strahlendurchganh das Vektorfeld mo-
delliert, ist die Doppler-Transformatiof. Durch die zunachst verwendete Messgeometrie mit
einer einzelnen kreisférmigen Abtastkurve in der Ebéxe = 0}, die auch im Zusammen-
hang mit der dreidimensionalen Cone Beam Transformaflohnwendung findet, konnte bei
der Entwicklung des Algorithmus auf bekannte Ergebnisse aus diesexitBeuriickgegffen
werden. Insbesondere kdnnen die mit Hilfe der Approximativen lievesshnell berechenbaren
Rekonstruktionskerne fi# auch fiir die Rekonstruktion aus Daten der Doppler-Transformation
verwendet werden.

Der Nachteil eines einzelnen Abtastkreises hat sich bei der Rekotistreines dreidimensio-
nalen Vektorfeldes gezeigt: Die Komponente des Feldes senkrechiotastdbene kann nicht
berechnet werden. Fir den zuerst verwendeten Kreis in der Ekere0} kann also beispiels-
weise diexz-Komponente des Feldes nicht rekonstruiert werden. Aus diesendGvurden
zunéchst zwei, spater drei zueinander orthogonale Kreise in demlikatenebenen verwendet.
Zusatzlich werden durch diese zwei oder drei Kreise die Bedingungeuy-Kirillov erfillt,

was fur einen einzelnen Kreis nicht gewahrleistet war.

Die numerischen Ergebnisse zeigen die hohe Qualitat der berechndtensRektionen. Die
mit dem Algorithmus aus synthetisch erzeugten Doppler-Daten berechvekrfelder unter-
scheiden sich meist nur wenig von den Originalen. Ein wichtiger Aspekbealeler Darstellung
der numerischen Resultate deutlich werden sollte, ist, dass fur jedesfeéékine andere Kom-
bination aus den drei vorgestellten zueinander orthogonalen Kreisdreslie Rekonstruktion
liefern kann, dass die gleichzeitige Verwendung der Daten von allerKdegen aber immer
eine gute Wabhl ist.

Wie auch bei der Cone Beam Transformation hangt die Qualitt der lBmregen stark von
der Wahl eines guten Regularisierungsparameteis was eine rechnerische Bestimmung oder
zumindest eine N&herung vonwinschenswert macht. Die Versuche haben allerdings auch
gezeigt, dasy sowohl mit der Struktur des betrachteten Feldes als auch mit der zu tekons
ierenden Ebene variiert, was eine exakte Bestimmung wegen der Unkethertidsiginaldaten
unmaoglich erscheinen lasst. Zudem hat sich fur jddes = 1, 2, 3, ein anderer Wert von als
optimal erwiesen, so dass fur die Doppler-Transformation mehrerel&ejerungsparameter
bestimmt werden mussen, was im Vergleich zur Cone Beam Transformaterz@sétzliche
Schwierigkeit darstellt.

Weiterflhrende Ideen zur Verbesserung des Algorithmus beinhalteNetigendung unter-
schiedlicher Skalierungsfaktoren fiir die verschiedenen Ebenelmgiementierung einer Ge-
wichtsfunktion oder einefiziente Realisierung fur die Mittelung Uber verschiedene Werte flr
den Regularisierungsparameter. Gleichzeitig darf dabei aber ddrlis#i Zeitaufwand nicht
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aufl3er Acht gelassen werden, um die medizinische Verwendbarkeéiedasirens weiterhin zu
gewahrleisten. Ein Ansatzpunkt fir weitere Forschung ist auch died&dtig von speziellen
Randbedingungen, um die hauptsachlich am Rand auftretenden Rehdeluzieren. Beispiels-
weise ist bekannt, dass aufgrund der GefdRwand eine Krimmung ldes Rach aul3en nicht
moglich ist.

Die Arbeit an diesem Verfahren und dem Algorithmus erfolgt auch im Hikldief die Ver-
wendung in der medizinischen Diagnostik. Ein Anwendungsgebiet fur di@mstruktion von
Vektorfeldern ist beispielsweise die Darstellung des Geschwindigkeigsfeloher Fllssigkeit.
Dabei richtet sich das Augenmerk besonders auf den Blutfluss, vorbdkannt ist, dass er um
Tumore deutlich intensiver und unregelmaRiger ist als in normalem Gewebgemsprechend
stellt die hier entwickelte Methode einen Ansatz fiir eine mdgliche Alternativé&gennung
von Krebserkrankungen dar.

Ein wesentlicher Unterschied zu den bislang verwendeten Verfahreer iioinographie liegt
in der Benutzung von Ultraschallwellen statt Rontgenstrahlen, da letztbohan Dosen sogar
krebserregend sein kénnen. Die zur Anwendung von Ultraschallematigen reflektierenden
Partikel sind beispielsweise im Blut durch die roten Blutkdrperchen gegdin Zusammen-
hang mit der Erkennung von Brustkrebs sind zudem Berichte bekannticl bei einer her-
kommlichen Mammographie die Gefahr besteht, den Tumor durch den grafdek &uf das
Brustgewebe zu zerstdren und so die Ausbreitung der Krankheitsahleeinigen. Die Unter-
suchung mit Ultraschall bietet daher eine — soweit bekannt — nicht dksiisschéadliche und
damit beliebig oft wiederholbare Option.

Gleichzeitig birgt die Verwendung von Ultraschall aber auch zusatzlichevierigkeiten, die
insbesondere in der technischen Umsetzung des beschriebenenr&fesfaestehen. Ein Bei-
spiel bilden dabei die auftretenden Streuphdnomene. Benutzt mansahl&enigung der Mes-
sungen zudem mehrere Quellen gleichzeitig, so werden diese Streupechieatzlich verstarkt
und es wird schwierig, den Ursprung der reflektierten Strahlen eindewtigestimmen. Auch
das Problem der Signalabschwachung bei Ultraschall muss im weiteriexuMder Forschung
in Betracht gezogen werden. Gleichzeitig sollte die Wellenstruktur von Ghiedisignalen be-
ricksichtigt werden, um dadurch die Qualitat von Modell und Rekokistmu zu verbessern.
AulRerdem sind bislang leider keine Gerate bekannt, die eine den Moddilalem entsprechen-
de exakte Kreisbahn realisieren. Ein Ausweg besteht darin, die Begeguoes auf die Haut
aufgesetzten Ultraschallkopfes mit Hilfe von Motion Tracking und Motion Edtonalgorith-
men zu erfassen. Dies fuhrt gleich auf mehrere interdisziplinare ProliterBereich zwischen
Tomographie und Bildverarbeitung. Eine erfolgreiche Umsetzung didesemiiirde aber gleich-
zeitig bedeuten, dass beliebige Abtastkurven realisiert werden kénnen.

Weiterhin hat sich flir computertomographische Untersuchungen mittlerwieil8pdrale als
Standardgeometrie in der medizinischen Diagnostik etabliert. Griinde daflidie kirzere
Messdauer und damit einhergehend die geringere Strahlenbelastwtenf@atienten. AulRer-
dem ist eine Helix einfach zu realisieren. Dazu lasst man eine Rontgenquékéner Kreis-
bahn rotieren und schiebt die Liege mit dem Patienten zeitgleich mit konstaeseh®indig-
keit senkrecht zur Abtastebene durch den Mittelpunkt dieser Trajektdathematisch ist die
Spirale auch dadurch von Bedeutung, dass sie die Bedingungen yeéfirlilov erfullt. Zusétz-
lich machen die Geschwindigkeitsvorteile gegentber mehreren Kreisebeisetzung auf die
Doppler-Transformation interessant. In Bezug auf eine Ubertragantgden fir diese Mess-
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geometrie auf die Doppler-Transformation kénnten die Ergebnisse viseWah in [14] hilf-
reich sein.

Das Paper von Denisjuk [3] ist fur die Herleitung von Resultaten fur di¢elsler mit belie-
bigem Rang und in beliebiger Dimension von Bedeutung. Er formuliert daffemlem eine
Verallgemeinerung der Bedingung von Tuy-Kirillov auf TensorfeldemvBangm, die auch
zur Berechnung von exakten Rekonstruktionskernen fur die Doppégrsformation verwendet
werden konnte. Er beweist weiter, dass eine vollstandige Rekonstrgities divergenzfreien
Vektorfeldes bei vollstandigen Daten unter bestimmten Bedingungen an thstRinrve mog-
lich ist.

Selbstverstandlich kénnen auch Resultate fiir andere Transformatidfieith sein, wie man
am Zusammenhang zwischen Radon- und Cone Beam Transformatidn,dierFormel von
Grangeat zum Ausdruck gebracht wird, erkennen kann. Fir digBo Transformation kénnte
beispielsweise auch die gedampfte vektorielle Radon-Transformatiomtene$se sein, fur die
Strahlén in [47] ein Fourier Slice Theorem beweist. Zusammenfassendgy#itherlich noch
viele weitere Ideen und Ansatze, die die Forschung dem Ziel, eine iomsfsrmel fur die
Doppler-Transformation zu entwickeln, ein Stiick néher bringen kénnen
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