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Eine kurze Zusammenfassung in deutscher und
englischer Sprache

Die vorliegende Arbeit behandelt das Problem der Diagnose von komplexen
Systemen am Beispiel eines Tank-Ballast-Systems. Klassische Verfahren zur
Diagnose, die entweder rein quantitativer oder rein qualitativer Natur sind,
erweisen sich als unbrauchbar. Daher wird ein neues Konzept entwickelt,
das sowohl quantitative als auch qualitative Aspekte aufweist. Es verzichtet
nicht auf die vollstindige Information, die in den quantitativen Messungen
steckt, wie dies rein qualitative Verfahren durch eine Klassifizierung von
Messungen zwangsldufig tun. Dennoch werden Entscheidungen im Laufe
des Verfahrens nur durch qualitative Vergleiche getroffen, wodurch das Ver-
fahren robust gegeniiber Rauschen ist. Dieses neue Konzept beweist seine
Leistungsfiahigkeit am Ende der Arbeit anhand zahlreicher Zufallstests.

We consider the problem of diagnosis in complex systems with the example
of tank ballast systems. It is shown that known approaches for diagnosis eit-
her restricting to quantitative or qualitative methods are not suitable. The-
refore, we introduce a new approach combining quantitative and qualitative
aspects. It does not renounce to complete information available in quan-
titative measurements as it is inevitably the case for qualitative methods
that only use a classification of the measurements. Decisions for the dia-
gnosis process however are made with the help of qualitative comparisons.
Therefore, the approach is robust against noise. Finally, the performance
of this new approach is demonstrated by many random tests.






Kapitel 1
Einleitung

Die Weiterentwicklung der Technik ermdglicht heute den Bau sehr komple-
xer Systeme. Flugzeuge, Schiffe, Hochgeschwindigkeitsziige oder moderne
Fabrikationsanlagen, um nur einige zu nennen, bestehen aus einer Vielzahl
unterschiedlicher Komponenten, die sich stindig gegenseitig beeinflussen.
Zur Steuerung dieser Komponenten werden Rechner eingesetzt. Man spricht
bei solchen Rechenanlagen, die mittels Sensoren und Mefifiihlern interaktiv
mit ithrer Umgebung kommunizieren, auch von eingebetieten Systemen.

Die Existenz solcher komplexer Systeme beweist, dafl man das Problem
des Designs und der Konstruktion mindestens ansatzweise gelost hat. Die
Vielzahl an Katastrophen, wie Flugzeugabstiirze, Schiffsuntergdnge oder
Unfille in Fabriken deuten aber an, dafl das Problem der Diagnose von
Schéden in solchen Systemen noch weitgehend offen ist. Denn eine genaue
Diagnose des Systemzustandes ist nach dem Entdecken eines Fehlers Vor-
aussetzung, um zu entscheiden, ob und wie eine begonnene Operation sicher
zu beenden ist. Die Bedeutung der Diagnose liegt

e im Schutze der Umwelt, einschliefilich der Menschen, die durch solche
Ungliicke zu Schaden kommen kénnen und

e in der Durchsetzbarkeit komplexer Systeme, deren Entwicklung und
Einsatz nur akzeptiert wird, wenn sie zuverléssig arbeiten.

Die Frage, wie schwer es ist, ein System zu diagnostizieren, wird durch die
Auswahl von Sensoren und Meffiihlern stark beeinflufit. Daher ist damit
zu rechnen, dafl die Diagnose verstirkt schon wiahrend des Designprozesses
beachtet wird. Notig sind dazu Werkzeuge, die es erméglichen, aus einem
Design abzuleiten, wie schwierig es sein wird, Fehler, die wihrend des Be-
triebs des erzeugten Produkts auftreten konnen, voneinander zu unterschei-
den. Damit kann dann zum Beispiel untersucht werden, an welchen Stellen
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Abbildung 1.1: Die Brent Spar

weitere Mefigerdte die Diagnose vereinfachen. Die Entwicklung eines solchen
Werkzeugs wird in den folgenden Kapiteln vorgestellt.

Eingebettete Systeme wirken steuernd auf mechanische, hydrodynami-
sche oder aerodynamische Komponenten ein und diese wirken via Senso-
ren auf die Steuerung durch die Elektronik zuriick. Dieser Zusammenhang
stellt das Arbeitsgebiet des Priifen und Testen von Schaltkreisen, das von
frei zuganglichen Rechenanlagen ausgeht, vor neue Probleme. Wahrend die
Diagnose von Schaltkreisen weitgehend digital erfolgt, ist bei eingebetteten
Systemen der Einflufl kontinuierlich verdnderlicher Parameter nicht ver-
nachléssigbar. Dadurch werden vollig neue Ansétze und Methoden benétigt.

Die vorliegende Arbeit untersucht das Diagnoseproblem fiir ein Fallbeispiel



11

von Tankballast-Systemen. Diese kommen bei schwimmenden Plattformen
oder in groflen Tankern zum Einsatz. Abbildung 1.1 zeigt die inzwischen
recht berithmte, schwimmende Bohrinsel Brent Spar. Um auf einer solchen
Plattform schwere Ladungen bewegen zu kénnen, enthilt sie Ballasttanks,
die mit Meerwasser gefiillt werden kénnen. Stérungen dieses Ballastausglei-
ches kénnen zu schweren Ungliicken bis hin zum Untergang der Plattform
fiihren. Man benétigt daher eine Diagnose dieser Stérungen, um die Schiaden
beheben zu kénnen.

Das Lokalisieren von Fehlern zum Zwecke ihrer anschlieBenden Behe-
bung ist allerdings nicht die einzige Aufgabe der Diagnose. Man muf} ndm-
lich auch sofort nach dem Erkennen eines Fehlverhaltens entscheiden, ob
und wie die laufende Operation gefahrlos weitergefithrt werden kann. Ist
eine Weiterfithrung nicht méglich, so bendtigt man Wissen, wie sich die
Operation beenden la8t. Dazu kann die Kenntnis der genauen Auspriagung
des erkannten Defektes notig sein. So geniigt zum Beispiel das Wissen, daf
ein Filter verstopft ist, nicht, um zu entscheiden, ob die Balance mit der
aktuellen Ladung gehalten werden kann. Man braucht dartiberhinaus auch
Kenntnis iiber den genauen Grad der Verstopfung.

Zusammenfassend verlangen diese Anforderungen von den Diagnose-
werkzeugen,

e dafl der Defekt im System bestimmt wird,

e daf} zusitzlich dazu die genaue Ausprigung des Defektes berechnet
wird und

e daf dies alles schnell genug erfolgt, um noch wéhrend der laufenden
Operation reagieren zu kdnnen.

Aufbau der Arbeit

Im restlichen Teil dieser Einleitung werden bekannte Ansétze zur Diagno-
se aus der Literatur vorgestellt. Die zwei Hauptstromungen, die sich mit
der Diagnose befafit haben, sind die Kontrolltheorie und die kiinstliche In-
telligenz. Wahrend die erste quantitative Verfahren, wie Observer und die
Parameter Estimation entwickelt haben, setzt die zweite Qualitative Rea-
soning ein. In beiden Fillen wird jedoch meist von homogenen Systemen
ausgegangen, die nicht aus solch unterschiedlichen Komponenten, wie Rech-
nern und Mechanik, bestehen. Wir werden auf die Schwierigkeiten eingehen,
diese Ansétze auf heterogene Systeme zu tibertragen.

Im zweiten Kapitel der Arbeit werden die Grundlagen erstellt, die als
Werkzeuge zur Entwicklung neuer Methoden bendtigt werden. Dazu werden
Begriffe, wie Rauschen und Ahnlichkeit formal eingefiihrt. Um das zeitliche



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Verhalten von Messungen in die Diagnose einbringen zu kdénnen, nutzen
wir nicht einzelne, sondern mehrere Meflwerte eines Mefigerites, die zu ver-
schiedenen Zeitpunkten gewonnen werden. Wir untersuchen, wie sich Eigen-
schaften solcher Mefireihen, wie zum Beispiel Monotonie oder Kriimmung,
berechnen lassen. Sehr wichtig ist dabei das Konzept der Robustheit ge-
geniiber Rauschen, auf das ausfiihrlich eingegangen wird. Weiterhin un-
tersuchen wir die Méglichkeit, zwei Mefirethen miteinander zu vergleichen,
wobei auch hier wieder grofler Wert auf die Robustheit gelegt wird.

Das dritte Kapitel stellt das Fallbeispiel vor, das durch das Verbund-
projekt Behavior! eingefiihrt wurde. Dazu werden die Komponenten und
ihr Verhalten sowie mogliche Fehler des Systems beschrieben. Besondere
Aufmerksamkeit ist dem Problem der Simulation gewidmet. Denn hierbei
kommt es zu numerischen Schwierigkeiten, deren Losung analysiert wird.

Im vierten Kapitel wird erldutert, wie man mit rein qualitativen Me-
thoden erreichen kann, mégliche Fehlerkandidaten einzuschranken. Dies ge-
schieht im Vergleich zu einer exakten Bestimmung der Ausprigung eines
Defektes sehr schnell und kann daher als Vorabinformation genutzt werden.
Da in den meisten Fillen mehrere Kandidaten {ibrig bleiben, ist dieses Ver-
fahren alleine jedoch nicht ausreichend, selbst wenn nach der Auspriagung
des Defektes nicht gefragt wird. Im Behavior-Projekt wurde versucht, sol-
che Mehrdeutigkeiten dadurch zu eliminieren, dafl feinere Qualitdten ge-
nutzt werden. Da dies sehr aufwendig ist und im Grenzfall sowieso in eine
quantitative Untersuchung miindet, erscheint es sinnvoll, den Einsatz quan-
titativer Daten prinzipiell zu erlauben.

Im Laufe des fiinften Kapitels werden Verfahren zur genauen Bestim-
mung der Auspragungen von Defekten entwickelt. Diese Verfahren enthal-
ten sowohl quantitative als auch qualitative Elemente. Quantitativ sind die
Verfahren alleine schon durch die Problemstellung, denn eine Fehleraus-
priagung ist ein quantitativer Wert. Die Methoden basieren aber auf einer
Suche, deren Entscheidungen qualitativer Natur sind. Diese Mischung von
qualitativen und quantitativen Elementen macht diesen Ansatz sehr stark.
Wihrend die Grenzen rein qualitativer Verfahren im vierten Kapitel ange-
deutet werden und rein quantitative Verfahren als viel zu komplex erschei-
nen, ist diese kombinierte Methode in der Lage, Tankballast-Systeme zu
diagnostizieren.

Die entwickelten Verfahren wurden implementiert als Diagnosewerkzeu-
ge fiir Ballast-Systeme, die wir im folgenden mit DBS bezeichnen wollen.
Im sechsten Kapitel wird diese Implementierung schliefilich durch insge-
samt 3000 zufallig erzeugte Defekte, deren fiktive Messungen zusétzlich mit

1 An Behavior waren mehrere Universititen und Partner aus der Industrie beteiligt.
Es wurde vom Bundesministerium fiir Forschung und Technik unterstiitzt. Ziel war die
Entwicklung qualitativer Methoden fiir praktisch relevante Diagnoseprobleme.
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Rauschen versehen wurden, getestet und Vor- und Nachteile verschiedener
Varianten diskutiert.

Teile der Arbeit, die noch nicht den Stand der hier vorgestellten Ver-
fahren haben, wurden in [SH96] publiziert.
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1.1 Bekannte Ansitze zur Diagnose

In diesem Abschnitt soll iiber Diagnoseverfahren berichtet werden, die in
der bestehenden Literatur vorgeschlagen wurden. Durch die angestrebte
Kiirze kénnen die den Arbeiten zugrunde liegenden Ideen natiirlich nicht
alle herausgearbeitet werden. Es geniigt uns daher, auf die grundlegenden
Konzepte einzugehen. Zwei Schulen haben sich dem Diagnoseproblem ange-
nommen, zum einen die Kontrolltheorie mit quantitativen und zum andern
die kiinstliche Intelligenz mit qualitativen Methoden. Da die Arbeiten iiber
die quantitative Verfahren sehr formal gehalten sind, sollen die Methoden
an dieser Stelle durch ein einfaches Beispiel auch einmal informal verdeut-
licht werden. Die Arbeiten iiber qualitative Methoden sind hingegen sehr
anschaulich gehalten. Daher werden diese Verfahren nur noch einmal grob
zusammengefafit.

1.1.1 Rein quantitative Verfahren
Observer

Ein Beobachter, Observer genannt, vergleicht die Messungen des zu diagno-
stizierenden Systems mit den Werten, die er aufgrund eines quantitativen
Modells erwartet. Treten dabei Abweichungen auf, so erkennt der Observer,
daB ein Fehlverhalten vorliegt. Dazu erzeugt der Observer Funktionen, Resi-
duals genannt, die im fehlerfreien Falle nullwertig sind, ansonsten aber von
Null abweichen kénnen. Gemeinsam sind mehrere Residuals in der Lage,
nicht nur Fehler zu erkennen, sondern auch verschiedene Fehler voneinan-
der zu unterscheiden.

Sei dazu Res := {resy,ress, ..., res, } eine Menge von Residuals. Wenn
signature(f) C Res die Menge der Residuals ist, die bei einem Fehler f eine
Abweichung feststellen und signature(fi) # signature(f2), so konnen die
Residuals aus Res die beiden Fehler fi und fi unterscheiden. Gilt hingegen
signature(fa) = signature(fs), so ist eine eindeutige Diagnose durch die
Residuals Res nicht moglich.

Betrachten wir zunédchst den einfachsten Fall, einen linearen Observer.
Der Systemzustand sei mit z, die Systemeingabe mit u und die Ausgabe
mit y bezeichnet. Das Modell des Systems mdge mit Matrizen A, B und C
geeigneter Dimensionen folgendermafien aussehen:

= Az + Bu
y = Czx

Nehmen wir als begleitendes Beispiel die Diagnose eines Fahrzeugs. Sein
Zustand z sei beschrieben durch den Tankinhalt Vol, den Kilometerstand
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s und die aktuelle Geschwindigkeit v.

Als Eingabe u nehmen wir die Beschleunigung, die das Fahrzeug erfahrt. Sie
wird ihm durch die Stellung des Gaspedals tibermittelt. Gemessen werde
durch y; der Tankinhalt und durch y; der Kilometerstand des Fahrzeuges.

Die Geschwindigkeit v des Fahrzeugs &ndert sich geméafl der als Ein-
gabe u erhaltenen Beschleunigung. Die Anderungen des Tankinhaltes Vol
und des Kilometerstandes s sind hingegen von der Eingabe unabhingig
und richten sich nur nach der aktuellen Geschwindigkeit v des Fahrzeugs.
Insgesamt sieht dies dann so aus:

Vol 0 0 —ay Vol 0

$ = 0 0 as s + 0 |u
¥ 00 0 v 1

” ~ 10 0 Vsol

Ys = 010 .

Zur Unterscheidung zwischen den errechneten Werten y; und ys von den
gemessenen Werten der Tankfiillung und des Kilometerstandes, bezeich-
nen wir die Messungen mit y; bezichungsweise y2. Als Residuals Res :=
{resi1,ress, ress} wahlen wir

resi(t) = yi(t) —yi(?)
resa(t) = ya(t) — y2(2)

resz(t) = =

Die ersten beiden Residuals entstehen dadurch, dafi die Sollwerte y; und
Y2, die der Observer durch sein Modell gewinnt, mit den realen Messungen
Y1 und y» verglichen werden. Das dritte Residual bendtigt hingegen die
Sollwerte nicht, sondern nutzt eine Redundanz zwischen den gemessenen
Werten. Es gilt ndmlich, daff der Verbrauch an Kraftstoff pro zurlickgelegter
Wegstrecke konstant ist.

Als Defekte fi1, fo und f3 des Fahrzeugs betrachten wir ein Leck im
Kraftstofftank, einen fehlerhaften Kilometerzdhler und eine Verstopfung
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der Benzinleitung. Der zuletzt genannte Defekt fiihrt zu einer Abweichung
der wahren Beschleunigung von der durch die Eingabe u erwarteten.

Ein Leck im Krafstofftank macht sich bemerkbar iiber die Residuals
res; und ress, nicht aber iber ress, denn der Kilometerstand ist davon un-
beriihrt. Ein defekter Kilometerzdhler beriihrt hingegen das Residual res;
nicht, das die erwartete Tankfiillung mit der gemessenen vergleicht. Eine
Verstopfung der Benzinleitung wiederum beeinflufit zwar den Fiillstand und
die Kilometerleistung, nicht aber den relativen Verbrauch. Insgesamt ergibt

sich daher:

signature(fi) = {resi,ress}
signature(fz) = {ress,ress}
signature(fs) = {resi,ress}

Mit den Residuals Res ist der Observer daher in der Lage die drei Defekte
f1, fo und f3 voneinander zu unterscheiden.

Nicht angesprochen wurde in diesem einfachen Beispiel das Einwirken
nicht modellierter Einfliisse. So geht die Neigung der Fahrbahn sicherlich
als Parameter in den Verbrauch eines Fahrzeuges mit ein. Dadurch besteht
die Gefahr, dafl an einem Berg der Fehlalarm Verstopfung der Benzinle:-
tung entsteht. Fiir derartige, nicht modellierte Einfliisse wurden Observer
mit unbekannten Fingaben entwickelt. Aufgabe solcher Observer ist es, Ein-
fliisse, die von unbekannten Eingaben verursacht werden, von Defekten zu
unterscheiden.

Neben unbekannten Einfliissen birgt auch eine ungenaue Modellierung
die Gefahr eines Fehlalarms. Daher ist es notwendig, auch nicht-lineare
Observer zu betrachten. Denn eine Linearisierung des Systems, die beim
Einsatz des oben definierten Observers nétig ist, kann zu sehr unprizisen
Werten fiihren.

Durch all diese Erweiterungen sinken jedoch die Chancen, Residuals zu
finden, mit denen man verschiedene Defekte des Systems voneinander un-
terscheiden kann. Im obigen Beispiel war die Unterscheidung der drei Fehler
{f1, f2, fa} dadurch moglich, daf ihr Einflufl auf das Verhalten des Systems
leicht sichtbar war. Chow und Willsky untersuchen in [CW84] ebenso wie
Massoumnia in [Mas86] die Fragestellung, wie sich robuste Residuals fiir
lineare Observer anhand der Matrizen A, B und C' finden lassen. Fiir nicht-
lineare Observer ist dies wesentlich aufwendiger. Daher beschrankt man sich
beim Einsatz von nicht-linearen Observern mehr auf das Problem der Er-
kennung von Fehlern als auf das der Unterscheidung verschiedener Fehler.
Frank gibt in [Fra93] ein schones Beispiel fiir die Fehlererkennung beim Ein-
satz eines Roboterarmes. Er kann durch einen nicht-linearen Observer mit
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unbekannten Eingaben fehlerhafte Krafteinwirkungen, die zu falschen Po-
sitionierungen des Arms fithren, erkennen und von den erwarteten Kriften,
wie sie zum Beispiel durch Reibung verursacht werden, unterscheiden.

Parameter Estimation

Ein Observer beobachtet den Systemzustand z und versucht daraus mit Hil-
fe von Residuals mégliche Fehler zu bestimmen. Es ist naheliegend, sich den
Umweg iiber Residuals zu sparen, und die Fehler direkt aus dem System-
zustand abzuleiten. Dazu ist es notig, diesen zu bestimmen. Wir erweitern
das oben eingefithrte Systemmodell um einen Fehlervektor e, der ungenaue
Modellierung und Rauschen einbringt. Damit erhalten wir

y = Cz+e

Der Wert des Systemzustandes z soll nun aus der Messung y gewonnen
werden. Durch die Beziehung

& = [CTC 'y

wird die Kostenfunktion T

e minimiert. Das heifit, die Abweichungen in
den einzelnen Komponenten werden quadratisch gewichtet.

Bei der Bestimmung der Parameter bendtigt man kein Wissen iiber
Anderungen & des Systemzustandes z, wie dies beim Ansatz mit Observern

der Fall war. Wir konnen daher unser obiges Beispiel vereinfachen zu der

Beziehung;:
< v ) < . >U < y >
Yo as €2

Der Einfachheit halber setzen wir hierbei voraus, dal wir mit leerem Tank
und geloschter Kilometeranzeige starten. Der Fiillstand wird zwar durch
die Fahrt negativ, dies soll uns aber nicht allzu sehr erschiittern. Aus einer
Messung des Fiillstandes y; und der Kilometeranzeige y, soll nun die als
konstant angenommene Geschwindigkeit des Fahrzeugs ermittelt werden.

i o= [CTC]TCTy

e ()] e

= (a% + a%)_l (—a191 + asyp)

=

—ai1y1 + asy
a% —+ a%
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Dieses Verfahren setzt wiederum ein lineares System voraus. Und es leistet
auch nur eine Hilfe zur Bestimmung nicht meflbarer Systemgrofien. Die
Schliisse, die aus diesen Werten gezogen werden miissen, bleiben nachfol-
genden Methoden iiberlassen.

Isermann diagnostiziert in [TF91] durch Parameter Estimation ein Sy-
stem, in dem ein Elektromotor eine Pumpe treibt, um damit eine Fliissigkeit
in einem Rohrkreislauf zu bewegen. Da ein solches System nicht linear ist,
muf er es dazu linearisieren.

Der Zwang zu einer linearisierten Beschreibung des Systems macht die be-
kannten quantitativen Verfahren unbrauchbar fiir die Diagnose komplexer
Systeme. Zum Unterscheiden von Fehlern untereinander oder gegeniiber
dem fehlerfreien System bendtigt man eine moglichst genaue Beschrei-
bung der jeweiligen Systemverhalten. Eine Linearisierung im Systemmodell
zerstort die bendtigte Prazision aber gerade.

1.1.2 Rein qualitative Verfahren

Den menschlichen Experten als grofies Vorbild nehmen sich die wissensba-
sierte Diagnosewerkzeuge. Dabei wird versucht, auch aus unscharfen Daten
Schliisse zu ziehen. Grundlage dabei sind heuristische Aussagen, die ange-
ben, wie gut eine vorgefertigte Diagnose auf ein beschriebenes Symptom
paBit. Diese Art der Diagnose spielt vor allem bei gut erforschten Syste-
men eine Rolle, bei denen statistische Erhebungen iiber Korrelationen von
Symptomen und moglichen Diagnosen vorliegen. Der Klassiker unter den
wissensbasierten Diagnoseverfahren ist das Programm MYCIN fiir die me-
dizinische Diagnostik, beschrieben in [BS84].

Davis betrachtet in [Dav84] Systeme, die sich als gerichtetes Netzwerk von
Komponenten beschreiben lassen, deren Verhalten durch Einschrankungen
des Produktes aus Eingabe- und Ausgaberaum, Constraints genannt, gege-
ben ist. Er diagnostiziert solche Systeme in drei Schritten.

Im ersten Schritt bestimmt er Diskrepanzen, indem er die Systemeinga-
ben an das Netzwerk anlegt und die erwarteten Ausgaben durch Anwen-
dung der Constraints berechnet. An jedem Ausgang des Systems kann eine
Diskrepanz zwischen der Messung und dem berechneten Wert auftreten.
Diese Diskrepanzen werden gesammelt.

Im zweiten Schritt bestimmt Davis fiir jede Diskrepanz die Menge all je-
ner Komponenten, die den entsprechenden Ausgang beeinfluflen. Unter der
Annahme von Einzelfehlern kann er diese Mengen miteinander schneiden
und erhilt dadurch eine Menge von Komponenten, die alle Diskrepanzen
erklaren konnen. Er nennt sie potentielle Kandidaten.
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Im dritten und letzten Schritt schliefilich {iberpriift er fiir jeden po-
tentiellen Kandidaten, ob das Netzwerk durch Herausnahme von dessen
Constraints mit den Messungen widerspruchsfrei ist. Ist dies der Fall, so
wird aus einem potentiellen Kandidaten ein Fehlerkandidat. Die Diagnose
besteht nun aus der Menge aller Fehlerkandidaten.

De Kleer und Williams haben den Ansatz von Davis in [dKW87] parallel
zu Reiter in [Rei87] in fast identischer Weise auf Mehrfachfehler erweitert.
Die Arbeit von Reiter zielt jedoch mehr auf die Bildung einer einheitlichen
Theorie, wihrend de Kleer und Williams eine Implementierung in einer
general, domain-independent diagnostic engine vorstellen. Wir kénnen uns
daher auf einen der beiden Ansétze beschranken.

Die Constraints, die bei Davis das Verhalten der Komponenten definie-
ren, heiflen bei de Kleer und Williams nun Annahmen. Als Fehlerkandida-
ten bestimmen sie eine minimale Menge dieser Annahmen, die man aus der
Systembeschreibung entfernen muf}; um einen Widerspruch mit den Mes-
sungen aufzuldsen. Minimalitdt bezieht sich dabei nicht auf die Kardinalitét
der Menge, sondern auf die Tatsache, dafy eine Verletzung nur eines Teiles
der Annahmen eines Fehlerkandidaten nicht geniigt, um den Widerspruch
7u beheben. Die duale Sicht zum Kandidaten ist dabei der Begriff des Kon-
flikts. Er beschreibt eine Menge von Annahmen, die gemeinsam mit den
Messungen zu einem Widerspruch fiihren. Fehlerkandidaten sind nun Men-
gen von Annahmen, die alle Konflikte auflésen, das heifit, deren Schnitt mit
allen Konflikten nicht leer ist.

Die Vorgehensweise zur Gewinnung von Fehlerkandidaten ist folgen-
de: Ausgehend von einer Reihe von Kandidaten, die die bisher betrachte-
ten Konflikte erklaren kénnen, bildet man neue Kandidaten, die zusétzlich
einen weiteren Konflikt erkldaren kénnen. Dazu wird jeder Kandidat, der
auch den neuen Konflikt erklart, unverdndert iibernommen. Aus jedem an-
deren Kandidaten entstehen durch Hinzunahme jeweils einer Annahme aus
dem betrachteten Konflikt neue Kandidaten. Fiir diese neue Kandidaten
mufl nun noch getestet werden, ob sie nicht eine Obermenge eines schon
bestehenden Kandidaten sind. Nur wenn dies nicht der Fall ist, werden sie
iibernommen, ansonsten werden sie ebenso verworfen, wie der urspriingli-
che Kandidat, aus dem sie hervorgegangen sind. Gestartet wird mit dem
Kandidaten der leeren Menge, der natiirlich keinen Konflikt erkldren kann.
Hat man nun sukzessive alle Konflikte betrachtet, so erhdlt man mit dem
Verfahren die Menge aller minimalen Fehlerkandidaten. Es geniigt dabei,
nur alle minimalen Konflikte zu betrachten. Denn alle anderen Konflikte
sind Obermengen von diesen und daher auch durch jeden Fehlerkandidaten
erklarbar, der alle minimalen Konflikte auflost.

Die Berechnung der minimalen Konflikte basiert auf einer geordneten
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Aufzdhlung aller Mengen iiber den Annahmen. Geordnet heifit dabei, dafl
Teilmengen vor ihren Obermengen betrachtet werden. Eine solche Menge
von Annahmen wird Umgebung genannt. Fiir jede Umgebung muf} nun ge-
priift werden, ob sie in Kombination mit den Messungen widerspruchsfrei
ist. Wenn dies nicht der Fall ist, dann ist diese Umgebung ein Konflikt.
Obermengen dieser Umgebung diirfen nicht weiter verfolgt werden. Da-
durch ist sichergestellt, dafl nur minimale Konflikte berechnet werden.

Uber die Arbeit von Reiter hinausgehend wird in [{KW87] das Problem
untersucht, an welchem Punkt des Systems eine weitere Messung vorgenom-
men werden sollte, um die Zahl der Fehlerkandidaten bestméglich durch die
dadurch zu gewinnende Information weiter einzuschrénken.

Die eben skizzierten Verfahren implizieren eine qualitative Modellierung
des untersuchten Systems. Eine Modellierung durch Annahmen iiber quan-
titative Zusammenhénge an den einzelnen Komponenten ist zwar durchaus
vorstellbar. Die Riicknahme einer einzigen solchen Annahme zerstort jedoch
in einem Regelkreis, der beim Zusammenspiel mechanischer und elektrischer
Komponenten mit Hilfe von Steuerelementen und Sensoren entsteht, jeg-
liche Verhaltensberechnungen. Sie unterlduft daher das Verfahren, da die
Wegnahme bereits einer Annahme alle Widerspriiche auflésen wird. Mit
quantitativen Annahmen kann das Verhalten des gesamten Systems nur
bestimmt werden, wenn alle beschreibenden Regeln eingesetzt werden.
Aus diesem Grunde werden fiir die beschriebenen Verfahren qualitative
Systemmodelle benétigt. Diese verschlucken aber haufig wichtige Informa-
tionen, die zur Diagnose von Fehlern nétig sind, die sich untereinander
oder gegeniiber dem korrekten Verhalten des Systems nur unwesentlich un-
terscheiden. Die Verfahren sind daher fiir eingebettete Systeme ungeeignet.
Das Behavior-Projekt berichtet in [DBMB93] iiber ihre Versuche, den
Ansatz von de Kleer und Williams zur Diagnose von Ballast-Tanks weiter-
zuentwickeln. Sie versuchen, den Informationsverlust, der durch den Ein-
satz qualitativer Modelle entsteht, dadurch abzumildern, daf} sie nicht ein
einzelnes, fixes Modell verwenden, sondern mehrere Modelle immer feine-
rer Granularitdt einsetzen. Die hierbei entstehende Umstandlichkeit war
die Motivation der vorliegenden Arbeit. Wenn zur Bestimmung einer Dia-
gnose die genaue, quantitative Information des Verhaltens zur Unterschei-
dung von Fehlern benétigt wird, dann sollten sich qualitative Methoden
auf die Beurteilung dieser Daten beschranken. Ein Systemverhalten, das
mit qualitativen Methoden berechnet wurde, liefert zwangslaufig zu wenig
Information und 148t dadurch die Suche nach einer Diagnose scheitern.
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Grundlagen

Abbildung 2.1 zeigt die Umgebung eines Diagnosetools. Sie ist in zwei Ebe-
nenen unterteilt. Auf der Ebene der Realitét steht das zu diagnostizierende
System, das durch Eingaben gesteuert werden kann. Sein Verhalten, das
iber Mefigerdte in die Rechnerebene iibertragen wird, héngt aber noch
zusétzlich von einigen eventuell im System vorhandenen Fehlern ab. Die
zweite Ebene in Abbildung 2.1 beschreibt den Rechner, in dem das System
durch ein Modell représentiert wird. Aus den gemessenen Werten des realen
Systems und dem Verhalten des Modells versucht die Diagnose die dafiir
verantwortlichen Fehler zu bestimmen. Diese Aufgabe wird durch Rauschen
erschwert. Es entsteht durch eine nicht vermeidbare Differenz zwischen dem
Systemmodell und seinem Urbild und durch Ungenauigkeiten beim Messen
der Systemausgaben.

Wir wollen nun diese Begriffe formal fassen, damit sie fiir die Beschrei-
bung der Diagnoseverfahren zur Verfligung stehen.

Definition 1 Ein System S = (X,Y,C,behave) besteht aus einem FEin-
gaberaum X, einem Ausgaberaum Y, einem Konfigurationsraum C' und ei-
ner Funktion behave : X x C' — Y, die das Verhalten des Systems wider-
spiegelt.

Der Konfigurationsraum C beschreibt den Zustand des Systems. Zusammen
mit einer Eingabe # € X bestimmt ein Zustand ¢ € C' das Verhalten y € YV
des Systems. Falls ohne Fehler, befindet sich das System im Zustand ¢o € C.
Ansonsten verandert sich der Zustand. Wir bezeichnen den Konfigurations-
raum auch als Fehlerraum und die einzelnen Zustdnde als Fehler. Fehler,
die den gleichen Defekt in unterschiedlicher Intensitiat beschreiben, sind in
gewisser Weise miteinander verwandt. Um diese Verwandtschaft ausdriicken

21
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Fehler
\
Ausgaben < < Eingaben
l Realitét

Ffehl]ler Rechner

Diagnose
1agn <— Ausgaben < Modell < Eingaben

Abbildung 2.1: Diagnoseumgebung

7u konnen, teilen wir den Konfigurationsraum durch eine Fehlergruppierung

7T :={Cy, C1,...,Cpn} in disjunkte Teilrdume:

C = 6 C;
i=0

Cy enthilt mit ¢g nur ein einziges Element. Dieser Teilraum beschreibt das
System im fehlerfreien Zustand. In C}, werden alle Konfigurationen gesam-
melt, die iibrig geblieben sind. Werden durch C; bis C),,_1 zum Beispiel nur
Einzelfehler betrachtet, so enthilt C,, alle Mehrfachfehler. Der Informati-
onsgehalt der Aussage, daf} sich das System in einem Zustand des Teilraums
C, befindet, ist daher eher gering.

Wenn man sich nur fiir den Typ des aktuellen Systemzustandes interes-
siert, so mufl man nicht den Zustand ¢ € C' selbst bestimmen, sondern nur
dessen Teilraum C; mit ¢ € C;. In diesem Falle vereinfacht sich die Aufgabe
gegeniiber der Suche nach der genauen Fehlerauspriagung ¢ € C;. Dies 148t
hoffen, dafl die Bestimmung des Fehlertyps das leichtere Problem darstellt.
Gleichzeitig arbeit man nun aber ungenauer, da das Verhalten mehrerer
Zustande zum Verhalten eines ganzen Fehlerraumes zusammengefafit wer-
den. Darunter konnte die Qualitdt der getroffenen Aussage leiden. Dies
flihrt zu einer interessanten Frage: Ist eine rein qualitative Untersuchung
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geniigend oder zwingt das Diagnoseproblem zu einer praziseren, quanti-
tativen Vorgehensweise. Dies soll durch die vorliegende Arbeit aufgehellt
werden.

Falls es nicht immer gelingt, einen einzigen Teilraum C; € 7 fiir ein ge-
messenes Systemverhalten y verantwortlich zu machen, kann man aus den
verbleibenden Kandidaten Cj,,C;,, ... € T solche mit sehr geringer Wahr-
scheinlichkeit herausgefiltern, wenn man den Teilrdumen eine Auftritts-
wahrscheinlichkeit zuweist. Dadurch werden einfachere Fehlererklarungen
solchen vorgezogen, die von einer stirkeren, aber unwahrscheinlichen Zer-
storung des Systems ausgehen. Eine Fehlerwahrscheinlichkeit pr ordnet da-
zu Jedem Teilraum C; € 7 eine Auftrittswahrscheinlichkeit zu.

pr:T —[0,1]
Z pr(C;) =1
CieT

Die Aufteilung des Fehlerraums durch die Fehlergruppierung driickt die
Fahigkeit der verwendeten Werkzeuge aus, mit Mehrfachfehlern umzuge-
hen. Falls die Methoden zum Beispiel mit Doppelfehlern arbeiten kénnen,
so definiert man nicht nur Teilrdume, die einzelnen Defekten entsprechen,
sondern auch Teilrdume, in denen zwei Defekte vorkommen.

Die am haufigsten verwendeten Fehlergruppierungen sind die Einzelfeh-
ler und die Doppelfehler. Als , Begriindung® dafiir wir oft angefiihrt, dafl
es zum einen sehr unwahrscheinlich 1st, dafl mehrere Komponenten eines
Systems gleichzeitig einen Schaden erleiden, und dafl es zum anderen zu
aufwendig ist, Mehrfachfehler héherer Ordnung zu betrachten. Den ersten
Punkt mufi man leider ein wenig relativieren. Denn die Wahrscheinlichkeit
eines gleichzeitigen Defekts ist nur dann sehr gering, wenn die Defekte un-
abhéngig voneinander sind. Dies ist bei realen System nicht immer der Fall,
eine defekte Komponente kann weitere Komponenten in Mitleidenschaft
zichen, oder der Defekt wird durch einen &ufieren Einflufl verursacht, der
auch auf andere Komponenten einwirken kann. Weiterhin mufl man beach-
ten, daf} sich Fehler nicht immer sofort auswirken, sodafi Fehler, die schon
langer im System vorhanden sind, scheinbar gleichzeitig beobachtet werden.
Dies zeigt, dafi Mehrfachfehler nicht ignoriert werden diirfen, wenn man ei-
ne hochwertige Diagnose erstellen will. Der hohe Aufwand beim Betrachten
von Mehrfachfehlern rechtfertigt aber immerhin, dafl man sich auf Einzel-
und eventuell Doppelfehler konzentriert. Wenn dann fiir diese Fehlerklassen
gute Losungen existieren, kann man die bei deren Entwicklung gewonnenen
Erfahrungen nutzen, um Verfahren fiir Mehrfachfehler zu gewinnen.

Fiir das in dieser Arbeit betrachtete Anwendungsbeispiel der Tank-Ballast-



24 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Systeme sind Fehlerwahrscheinlichkeiten nicht bekannt. Dennoch wollen wir
uns den Blick fiir andere Anwendungen nicht versperren und drei typi-
sche Fehlergruppierungen mit zugehorigen Fehlerwahrscheinlichkeiten fiir
ein System mit n méglichen Defekten betrachten.

e Im ersten Fall interessieren wir uns nur fiir die n Einzelfehler. Sie
sollen alle gleichwahrscheinlich sein, der genaue Wert ist aber nicht
bekannt. Er soll aber geringer sein, als die Wahrscheinlichkeit, daf
kein Fehler im System vorliegt und héher als die eines Mehrfachfeh-
lers. Dies geniigt, um zwischen verschiedenen, méglichen Fehlerkan-
didaten auszuwéhlen.

T = {C(),Cl,...,cn.H}
3
pr(Co) = 573
2 .
pr(C;) = SR (1<i<n)
1
pr(C”‘I'l) = 277.-|-4

e Im zweiten Fall mége das System aus n voneinander unabhéngigen
Komponenten bestehen, deren Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausfall
durch die Werte py,ps, - -+, p,, gegeben ist.

T = {CO;Cl;-~~;Cn+1}
pr(Co) = (1 —pi)
i=1
pr(C) = p [ (1-p) (1<i<n)
j=ljs

pr(Cny1) = > [T (1 =po)'=>
(Ao, d) € {0, 1) =T
Mo+t An >2

e Gegeniiber dem letzten Beispiel sollen nun zusétzlich noch Doppel-
fehler betrachtet werden. Dadurch erhéht sich die Zahl der Teilrdume.
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Sie betragt nun %(n2 +n)+2.

T = {C’O,C],...,C'nz+n+1}
pr(Cy) = (1—pi)
i=1
pr(Cy) = p; H (I—p;) firl<i<n
j=1j#i
P’“(Cﬂ;aj+i+n+1) = Pipj ]___[ (I—-py) firl<i<j<mn
A=1

NELAE ]

PrCozgny) = Z ]._.[p;'\i (1—pi)' =
(A1, An) € {0, 1} =1

2.1 Rauschen und Ahnlichkeit

Wir nehmen an, dafl Mefigerate reelle Werte liefern. Andere Wertebereiche
mogen der Einfachheit halber auf die reellen Zahlen abgebildet werden —
binire Mefiwerte etwa auf Null und Eins. Wir protokollieren die Resultate in
einem Beobachtungszeitraum 7' mit der Samplefrequenz s/T und erhalten
damit eine Mefirethe m = (mq, ma, - -+, my) aus s verschiedenen Mefiwerten
des Gerites im Zeitraum 7.

Das System S verfiige iiber r verschiedene Mefipunkte. Jeder Mefpunkt
liefert eine eigene Mefireihe. Der Ausgaberaum Y des Systems ist also

Y = IR"

Leider kann man kleinere Differenzen zwischen den vorausberechneten Mef3-
reihen und den aus der Realitit durch wirkliche Messungen erhaltenen Mef-
reihen nicht vollstdndig verhindern. Sie entstehen durch Meflungenauigkei-
ten und der notwendigen Vereinfachung der Wirklichkeit im Systemmodell.
Eine gute Diagnose sollte robust gegeniiber solchem Rauschen sein.

In Abbildung 2.2 ist eine Mefireihe und eine verrauschte Aufzeichnung
davon dargestellt. Zwei Mefirethen z und y, die nur eine kleine Differenz
aufweisen, wollen wir als dhnlich bezeichnen. Wir schreiben dafiir  ~ y. Um
zwischen kleinen und grofien Differenzen unterscheiden zu kénnen, brauchen
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— MeBreihe
verrauschte MeBreihe

v

T >

N

Abbildung 2.2: Rauschen

wir den Begriff des Abstands zwischen zwei Mefirethen. Dazu geben wir dem
Raum TR’ der Mefreihen eine Norm |[|.||. Kleine Differenzen zwischen zwei
MeBreihen 2 und y entsprechen dann einem geringen Abstand ||z — y||. Da
wir recht viel Gebrauch von diesem Abstand machen wollen, frischen wir
seine mathematische Definition an dieser Stelle kurz auf.

Definition 2 Fine Vektornorm ||.|| eines Vekiorraumes V ist eine Abbil-
dung von V in die reellen Zahlen, fir die folgende Aziome erfillt sind:

Definitheit [|lz|| >0 VeeV
|z]l=0&2=0
positiveHomogenitat [|ex|| = le| ||=]| VeelR, Ve eV

Subadditivitat ||z + y|| < ||z|| + [|y|| Yz, yeV

Geeignete Normen sind zum Beispiel die L, Normen

und die sich fiir den Grenzfall p — co ergebende Maximumsnorm L
el = max{fas] |1 < s)

Eine Norm [|.|] ist in der Lage, den Abstand || —y|| zweier MeBreihen & und
y zu beschreiben. Wir wollen von Rauschen sprechen, wenn dieser Abstand
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eine bestimmte Schranke nicht tibersteigt. Diese Schranke kann von den
Mefireihen abhéngig sein. Wir sprechen dann von relativem Rauschen im
Gegensatz zu absolutem Rauschen, fiir das die Schranke unabhéngig von
den Mefireithen ist. In beiden Fillen wollen wir die maximale Abweichung
durch eine Zahl I € [0, 1] angeben. Dabei soll I, = 0 fiir rauschfreie und

L =1 fiir vollig verrauschte Messungen stehen.

Definition 3 Der absolute Abstand dq(z, y) und relative Abstand d,(z, y)
zweter MefSrethen x,y € IR’ ist gegeben durch:

da(z,y) = |z =yl

el ]+ flyl] > 0
de(z,y) =

0 5 llzll =1lgll =0

2.1.1 Absolutes Rauschen

Absolutes Rauschen, also Rauschen, das nicht von der Gréfle einer Mef3-
reihe abhéngt, ergibt sich zum Beispiel aus dem Einsatz von Mefgeriten.
Denn deren Prézision wird durch die aktuellen Werte, die gerade gemessen
werden, nicht beeinflufit.

Wir werden im folgenden haufig durch den Term (1 — L) dividieren.
Rechnet man mit dem fiir L = 1 entstehenden wuneigentlichen Wert 0o, so
bleiben die Aussagen korrekt. Wen dies stort, der mag sich durch Multi-
plizieren der Gleichungen mit dem Faktor (1 — L) davon iiberzeugen. Die
Lesbarkeit wird durch die gew&hlte Schreibweise jedoch derart gesteigert,
dafl die leichte Unsauberkeit fir L = 1 in Kauf genommen wurde.

Definition 4 Zwei Mefireihen z,y € IR® heiffen dhnlich mit absoluter Un-
genauigkeit L fir 0 < L < 1, wenn ihr absoluter Abstand do(x,y) = ||z —y||
die Schranke L/(1 — L) nicht dberschreitet.

a L
TRLY = ||”7_y||§m

Die gewihlte Schranke T'(L) := % wichst monoton fiir L € [0, 1] von

ro)= 12—0 =0 bis zu I'(1) = 1i—1 = 00, da ihre Ableitung in [0, 1 positiv
ist:
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v

lp

Abbildung 2.3: moglicher Bereich, der zu « dhnlichen Mefireihen

Fiir die Maximumsnorm |||« lassen sich die zu einer Mefireihe 2 ahnli-
chen Mefireihen y fiir ein festes L durch einen Schlauch um z mit Abstand
p = L/(1 — L) darstellen. Die zu z dhnlichen Mefireihen, sind gerade die
Mefireihen, die den in Abbildung 2.3 dargestellten Schlauch nie verlassen
und entsprechen damit der Intuition des Begriffes dghnlich, denn sie sehen
der Mefireihe  dadurch dhnlich. Eine entsprechende, graphische Anschau-
ung eines sowohl notwendigen als auch hinreichenden Kriteriums gibt es
fiir die L,-Normen mit p < oo nicht. Abbildung 2.3 stellt fiir sie aber im-
mer noch ein notwendiges Kriterium dar, denn wenn eine Mefireihe y den
Schlauch um 2 mit Abstand p = L/(1 — L) verldfit, dann kann sie unter
keiner L,-Norm zu z &hnlich sein. Dies folgt aus

S

ViE{l,Q,...,S}Z |mi_yi|§ 4 Z|xj_yj|p:”m_y||}7 <
ji=1

L
1-1L

2.1.2 Relatives Rauschen

Unter gewissen Umsténden kann die Stdrke des Rauschens von der Grofle
der Mefirethen abhéngen. Dies ist zum Beispiel bei Modellierungsrauschen
der Fall. Denn eine Ungenauigkeit im Modell ist im allgemeinen umso
grober, je grofier die Werte sind, die betrachtet werden. Dafiir wollen wir
den Begriff des relativen Rauschens einfithren.
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Definition 5 Zwei Mefireihen z,y € R’ heiffen dhnlich mit relativer Un-
genauigkeit I fir 0 < L < 1, wenn ihr relativer Abstand d.(z,y) nicht zu

grof$ ist:
rxpy & de(z,y) <L

& le =yl < LAl + 19l

Fiir absolutes Rauschen konnten wir in Abbildung 2.3 graphisch veran-
schaulichen, wie die zu einer Mefireihe # dhnlichen Mefireihen aussehen.
Auch fiir relatives Rauschen gibt es einen Schlauch um z, den diese Mef-
reihen nicht verlassen diirfen. Dessen Breite p hingt nun neben L auch noch
von der Gréfle ||z|| der Mefireihe « ab:

]l + 1yl

le—sll < L
Ll + fly = 2+ =])
L

2

IN

2]l + [}z — o1}
L
el

= flz—9ll < 2.1
Die Ungleichung (2.1) werden wir noch des 6fteren benétigen. Mit der schon
fiir absolutes Rauschen benutzten Beziehung |z; — y;| < ||z — y||, fiir alle
i€ {1,2,...,5} und alle L,-Normen folgt daher, dafl eine zu x dhnliche
Mefireihe y den Schlauch um z mit der Breite p := %HT” nicht verlassen
kann.

Der Einfachheit halber schreiben wir Aussagen, die sowohl auf die abso-
lute Ahnlichkeit /% als auch auf die relative Ahnlichkeit ~ zutreffen,
abkiirzend mit &~y .

Die Ungenauigkeit . bietet die Moglichkeit, die Scharfe des vergleichen-
den Blickes einzustellen. Dabei steht I = 0 fiir den Blick mit einer Lupe,
denn nur identische Mefireihen sind dhnlich mit Ungenauigkeit 0:

rroy & [lz—y|<0 & 2=y

Mit Blindheit geschlagen ist hingegen ein Beobachter, der zwei Mefirethen
mit Ungenauigkeit L = 1 vergleicht. Er wird sie immer als dhnlich bezeich-
nen. Im Falle der absoluten Ungenauigkeit ist der Wert der rechten Seite in
der Definition unendlich und daher die Ungleichung immer erfiillt. Im Falle
der relativen Ungenauigkeit gilt fiir jedes Paar #,y von Mefirethen wegen
der Dreiecksungleichung, daB ||z — y|| < [|#|| + ||y|| und damit auch:

rr~y YVe,ye RS
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Zwischen diesen beiden Extremen kann man die Ungenauigkeit L gerade so
einstellen, daf} sie das durch ungenaue Modellierung und Meflungenauigkeit
entstehende Rauschen beim Vergleich von realen Mefireithen mit Simulati-
onsergebnissen beriicksichtigt. Beim Modellierungsrauschen ist man dabei
auf Erfahrungswerte angewiesen, die durch Beobachten von Diskrepanzen
zwischen Realitdt und Simulation gewonnen werden. Die Genauigkeit von
Mefigeraten ist dagegen meistens bekannt. Sie wird oft jedoch weder mit ei-
ner absoluten noch mit einer relativen Ungenauigkeit L angegeben, sondern
mit einer unsymmetrischen Ungenauigkeit C'.

2.1.3 Unsymmetrische Ahnlichkeit

Bei der unsymmetrischen Ahnlichkeit wird der Abstand ||z — y|| der realen
und ermittelten Mefireihen z und y nicht mit der Groflen ||z|| und ||y||
seiner beiden Bestandteile, sondern nur mit einer ausgezeichneten davon
verglichen. Es ist iblicherweise die reale Mefirethe x.

Definition 6 Zwei Mefirethen z,y € IR’ heifflen ahnlich mit unsymmetri-
scher Ungenauigkeit C' fir 0 < C' < oo, wenn thr Abstand ||z — y|| im
Vergleich zu ||z|| nicht zu grof§ ist:

ercy e fle—yl] <Ozl

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der unsymmeterischen Un-
genauigkeit C' und der relativen Ungenauigkeit 7; kann man das eine in
das andere umwandeln? Dies hitte den Vorteil, dafli man die unsymme-
trische Ungenauigkeit nicht weiter betrachten muf}, sondern sich auf die
beiden symmetrischen Ungenauigkeiten beschranken kann. Im allgemeinen
gilt dies sicherlich nicht, wohl aber ndherungsweise fiir sehr kleine 7, und
C'. Dies zeigt das folgende Lemma:

Lemma 1
2L

x & = zabymitC = ——
LY clY -7

. == ; <1
rRLy = o]y mitl:=
1

; sonst
Teil 1 des Lemmas haben wir schon durch die Ungleichung (2.1) von Seite
29 bewiesen.

Kommen wir daher gleich zum zweiten Teil. Die Behauptung fir C' > 1
gilt trivialerweise wegen z =7 y fiir alle z, y € IR’. Kann man diese Schranke
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noch verbessern? Um dies zu widerlegen, nehmen wir an, es gibe ein L < 1,
das die Voraussetzung z x¢ y = x &7 y erfiillt. Dann gilt

[z =0l = llz[| < Cllzll = 2z~c0
= zx70
= [z =0l < L=l + lol])
- 1<

Bleibt noch der Fall ' < 1 zu zeigen.

C 27
LI:— =
—c — Y11

lzll=lle—y+ull < ==yl +Iyl
= lll > llll 12 = ol
sty s llemul S Cllell= gl
(+Dlle =yl < 20
le=ull < Ll = lle = ol < LI+l
= zxLY

(Lemma 1) O

Das Lemma zeigt, daff die unsymmetrische und die relative Ahnlichkeit fiir
sehr kleine L und C durch C & 2 L ineinander iibergehen. Dies entspricht
auch der Intuition, dafl es bei einer grofien Prizision nicht von Bedeutung
ist, ob man ||z|| + ||y|| oder [|z|| + ||z|| zur Relativierung des Abstandes
[|z — y|| nimmt, da sich dann # und y nicht sehr voneinander unterscheiden.

Wegen dieser Beziehung werden wir uns in dieser Arbeit nicht weiter um
die unsymmetrische Ahnlichkeit kiimmern, wir betrachten sie als abgedeckt
durch die, in einem gewissen Sinne schénere, da symmetrische Relation der
relativen Ahnlichkeit.

2.1.4 Transitivitit der Ahnlichkeit

Das Vorhandensein von Rauschen in Messungen hat das Ersetzen der Iden-
titatsrelation der Gleichheit zwischen zwei MeBreihen durch die Ahnlich-
keitsrelation ~r motiviert. Dabei soll aber nicht tibersehen werden, dafl
sich diese beide Relationen in einer Eigenschaft stark voneinander unter-
scheiden: die Identitit ist eine Aquivalenzrelation, die Ahnlichkeit nicht.
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<

v

N\

T >
Abbildung 2.4: Ahnlichkeit ist nicht transitiv

Abbildung 2.4 zeigt ein Beispiel, das die Transitivitit verletzt. Obwohl so-
wohl z & y als auch y &~ z gelten, findet sich ein geeignetes L, so dafl
T L z.

Wir wollen uns damit aber nicht zufriedengeben, sondern vielmehr eine
schwache Transitivitit herausarbeiten. Denn fiir die beiden Mefireihen z
und z besteht doch sehr wohl eine schwache Ahnlichkeit, wenn 7, y und
y &1 z mit einer geeigneten Mefireihe y gilt.

Lemma 2 Seien z,y und z MefSrethen aus IR®*. Dann gili:

2L
TNRLY, YRz = x%%,zmitL'::H—L
2L
l‘ery,y%rLz = I‘%TL/ZTI”LZ"[LI::
1-1L
Beweis:
Teil 1:
2L 2L
I — L _ THL _ L
2L — 1-L —
=1 -3 51 1-L
snty = -yl < ——
- 1-7L
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= lz =zl < llz—vll+lly— =l

IN
I\

Teil 2:
. 21 _
ey = |lz—y| < 1_L||;73|| (Ungleichung (2.1))
. 21
v = =zl < 2k
2L
= e =zl < =yl +lly ==l < 37— (el +]l=[)
= xR~z
(Lemma 2) O

2.2 Aufgabenstellungen

An einem System S = (X, Y, C, behave) liegt eine Eingabe 2 € X an und es
wird eine Ausgabe y € Y gemessen. Wir nehmen an, dafl die Entscheidung,
ob man das Mef3- und Modellierungsrauschen durch absolute oder relative
Ahnlichkeit einbezieht, sei getroffen und die dazugehérende Ungenauigkeit
L sei bekannt. Dann stellen sich folgende Aufgaben:

Fehlererkennung

Bei der Fehlererkennung geht es darum, zu iiberpriifen, ob sich die Unter-
schiede zwischen der erhaltenen Messung y und der durch Simulation des
Systems erwarteten Messung behave(z,co) durch Rauschen der Stérke L
erkldren lassen, oder ob ein Fehler im System vorliegt.

Entscheide, ob y &1, behave(z, cg)

Die Schwierigkeit der Fehlererkennung besteht in der Unterscheidung zwi-
schen Abweichungen, die durch Rauschen verursacht werden und solchen,
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die aus einem Defekt im System resultieren. Dadurch, daf} in unserem An-
satz Rauschen klar definiert ist, verschwindet dieses Problem fiir uns. Das
heifit natiirlich nur, dafi es verlagert wurde — ndmlich dahin, einen Rauschle-
vel I so zu bestimmen und das System entsprechend fein zu modellieren,
daf} sich Defekte von Rauschen unterscheiden lassen. Wir werden uns in
dieser Arbeit um diesen Aspekt allerdings nicht weiter kiimmern.

Fehlereingrenzung

Wenn festgestellt wurde, dafi ein Fehler im System vorliegt, interessiert
man sich fiir die Ursache. Die Aufgabe der Fehlereingrenzung ist es, das
Fehlverhalten auf einige wenige, potentielle Ursachen zu begrenzen.

Definition 7 FEine Fehlereingrenzung mit Ungenauigkeit L fir ein System
S = (X,Y,C,behave) mit Eingabe x € X, Ausgabe y €Y und eine Fehler-
gruppierung T = {Cy,C1,...,Cy,} ist eine Menge red mit:

red C {C;|0<i<m}
Ci¢gred = Ace Gy, y=p behave(x,c)

Fehlerdiagnose

Das Eingrenzen der Fehlerursachen mag geniigen, um langfristige Repara-
turarbeiten in die Wege zu leiten. Zum schnellen Gegensteuern oder um
zukiinftige Systemzustédnde zu prognostizieren, bendtigt man aber Wissen
iiber die genaue Auspriagung der im System vorhandenen Fehler. Dies soll
die Fehlerdiagnose erméglichen, die exakte Parameter der Fehler sucht, die
die Messungen erkldren kdnnen.

Definition 8 FEine Fehlerdiagnose mit Ungenauigkeit L fiir ein System
S = (X,Y,C,behave) mit Eingabe x € X und Ausgabe y € Y ist eine
Konfiguration ¢ € C' mut

y &1, behave(z, c)

Die Unterteilung in Fehlereingrenzung und Fehlerdiagnose soll helfen, zu
klaren, ob es hilfreich ist, die Diagnose von der Pflicht zu entbinden, das
Verhalten durch exakte Parameter zu erkliren. Es sollte doch wesentlich
einfacher sein, die Fehler nur grob einzugrenzen. Man kénnte also auch von
einer groben und einer feinen Diagnose sprechen.

Beide Aufgaben sind eng miteinander verbunden. Zum einen kann die
Fehlereingrenzung durch eine Reduktion des Suchraumes der Fehlerdiagno-
se eine Menge Arbeit ersparen und zum anderen kann die feinere Diagnose
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zu weiteren Fehlereingrenzungen fithren noch bevor sie ihre eigene Aufgabe
gelost hat.

2.3 Klassifizierung von Mefireihen

Menschen nutzen bei einer Entscheidungsfindung im allgemeinen nicht die
exakten Werte der Problemstellung, die ihnen oft auch gar nicht vorliegen,
sondern nur sehr grobe Unterscheidungen. Es geniigt uns zum Beispiel die
Information Das Wasser ist kalt anstelle der exakten Temperatur von 4.2°
Celcius, um nicht baden zu wollen. Das liegt daran, dafi wir unser Verhal-
ten durch Regeln der Art (Situation — Reaktion) steuern. Da die Menge
der méglichen Situationen bei exakter Information sehr komplex, unser Re-
gelvorrat aber beschréankt ist, bilden wir die exakten Angaben auf einige
wenige Werte ab. Wir kompaktieren dadurch die Regeln

(Wassertemperatur 13° —  nicht baden)

(Wassertemperatur 12.9° —  nicht baden)

zu der einzigen Regel (Wasser kalt — nicht baden). Um sie anzuwenden,

werden durch die Abbildung

7 Temperaturen — {kalt, warm}
T(t) = kalt & t<13°

aus der exakten Temperatur ¢ die beiden Qualititen kalt und warm ge-
wonnen.

Dieses Prinzip, Information zuerst auf Qualitdten abzubilden und Ent-
scheidungen mit diesen Qualitdten anstelle der urspriinglichen Informati-
on zu treffen, wollen wir auch zum Vereinfachen der Diagnose einsetzen.
So kann man den Fehler Filter verstopft zum Beispiel aus der Liste der
moglichen Kandidaten streichen, wenn man einen iiberhthten Wasserstrom
gemessen hat. Es gilt ndmlich die Regel

(Filter verstopft — geringerer Strom)

Dabei wurden gleich zwei exakte Werte auf Qualitéten abgebildet, zunéchst
der Verstopfungsgrad des Filters auf die Qualititen {verstopft, frei} und
dann die Differenz des gemessenen und erwarteten Wasserstroms auf die
Qualitaten {geringer, gleich, gréfier}. Eine der zentralen Fragen dieser Ar-
beit 1st gerade, wie weit dieses Konzept tragt, das heifit, wieviel Information
kann man in diesem konkreten Beispiel der Tank-Ballast-Diagnose durch
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qualitatives Argumentieren im Vergleich zu quantitativen Verfahren gewin-
nen?

Viele bekannte Ansétze zur Diagnose komplexer Systeme ziehen nur die
Meflwerte zu einem festen Zeitpunkt zum Diagnostizieren heran. Sie be-
trachten also nur ein Tupel im IR" anstelle der gesamten Matrix y € IR™*.
Wir mochten hingegen das Wissen aus dem gesamten Beobachtungszeit-
raum ausschopfen. Dazu miissen wir die bei reellen Meflwerten gewohnten

Abbildungen

vorzeichen : R — {negativ, null, positiv}

vergleich : R x IR — {kleiner, gleich, groBer}

auf Mefireihen aus dem IR’ anpassen, um ein qualitatives Argumentieren
7u ermoglichen.

Definition 9 Fine Abbildungen f :TR"™ — @Q, die n MefSreihen eine Qua-
litdt ¢ € Q aus einer endlichen Menge @ zuordnet, heifit Klassifizierung.

Neben den schon bekannten Klassifizierungen nach Vorzeichen und durch
den Vergleich gibt es fiir Mefireihen noch die Klassifizierungen durch Mono-
tonie und Kriimmung. Wir werden in den folgenden Abschnitten auf diese
Klassifizierungen néher eingehen.

Ordnet man jeder Qualitdt ¢ € @) ein Priadikat zu, das angibt, welche
MeBreihen z € IR® auf q abgebildet werden, so kann man sich auf die Unter-
suchung dieser Pradikate zuriickzichen. Dadurch lassen sich die unterschied-
lichen Qualitdtsmengen, wie zum Beispiel Q1 = {negativ, null, positiv}
und Qs = {kleiner, gleich, grofier} in der formalen Diskussion durch die
einheitlichen Qualitdten wahr oder falsch eines Priadikates eliminieren. Bei
der spéteren Anwendung der Klassifizierungen sind die Qualitdtsmengen
jedoch praktischer; wir werden daher wieder auf sie zuriickkommen.

2.3.1 Einzelne Mefireihen

Pradikate iiber einzelnen Mefireihen sind Abbildungen e : IR’ — {0,1}.
Wir nennen sie auch Figenschaften einer Mefireihe. Eine Mefireihe z € IR®
erfillt die Eigenschaft e, wenn e(z) = 1 gilt.

Rauschfreie Mefireihen

Wir wollen hier einige, typische Eigenschaften &€ einer rauschfreien Mefrei-
he z = (z1,2,...,25) € R" definieren. Diese sollen spater auf verrauschte
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Mefreihen iibertragen werden. Dabei unterscheiden wir durch die Aufspal-
tung von £ in die Mengen &y, & und & den Grad der Ableitung aus der
die Eigenschaft gewonnen wurde. Die Namen der Eigenschaften entsprechen
ihrer mathematischen Intention.

Die nullte Ableitung

&o := {nullgleich, positiv, streng_positiv, negativ, streng_negativ}

I = {1,2,...,5}

nullgleich(z) =1 <= x;=0 Viel

positiv(z) =1 &= ;>0 Vi€e]

streng positiv(z) =1 <= z; >0 Yi€]

negativ(z) =1 <= x;<0 Viel

streng negativ(z) =1 <= 2, <0 Vi€l

Die erste Ableitung
&1 = {konstant, monoton_steigend, streng_monoton_steigend,

monoton_fallend, streng_monoton_fallend}

I, = {2,3,...,s}
konstant(z) =1 <= z;—2,1=0 Vi€l
monoton_steigend(z) =1 <= z;—2;.1>0 Vi€l
streng_monoton_steigend(z) =1 <= z;—2;_1>0 Vie T
monoton_fallend(z) =1 <= z;,—z2;,.1<0 Vi€l
streng_monoton_fallend(z) =1 <= z;— 2,1 <0 Viel
Die zweite Ableitung
&y = A{linear,linksgekrimmt, streng_linksgekrimmt,

rechtsgekrummit, streng_rechtsgekrummt}

Is = {3,4,...,s}
linear(z) =1 <= &; —2xi—1+xi—2=0 Viels
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linksgekrummit(z i —2zx;_1+4+z;_2>0 Viel;
i —2xi_14+xi_a>0 Viel;
;Ei—QIi_l—f'CEi_zSO ViEIg

i —2xi_1+x_9<0 Vigl;

streng_linksgekrummt

rechtsgekrummt

1101

)

)
z)=

)

o~~~ —

streng_rechtsgekrummt

Verrauschte Mefireithen

Rauschen beim Messen kann vorhandene Eigenschaften zerstéren oder nicht
vorhandene Figenschaften vorspielen. Daher geniigt bei verrauschten Mef3-
rethen der Begriff des Erfillens nicht aus, es miissen auch Aussagen iiber
die Robustheit einer Eigenschaft getroffen werden. Denn es interessiert ja
nicht so sehr, ob die zur Verfiigung stehende, verrauschte Mefireihe z eine
Eigenschaft erfiillt, sondern wie es um die reale, aber leider unbekannte
Mefreihe y steht.

Definition 10 Fine Figenschaft e : IR® — {0, 1} heifit absolut (oder rela-
tiv) L-robust beziglich einer verrauschten Mefireihe x, wenn fir alley € R’
mit x &% y (bzw. x &7 y) gilt: e(x) = e(y).

Die absolute (relative) Robustheit von e beziglich x ist die mazimale
Stirke L, so daff e absolut (relativ) L-robust beziglich x ist: Dieses Mawi-
mum muf§ allerdings nicht immer angenommen werden, daher ist an dessen
Stelle das Suprenum zu bilden.

Rq(e,z) = sup{L|e ist absolut L-robust beziiglich x}
R,(e,x) := sup{L|e ist relativ L-robust beziiglich z}

Der Begriff der Robustheit ermoglicht es, Eigenschaften einer realen Grofie
zu beurteilen, auch wenn diese nicht selbst bekannt ist, sondern nur eine
verrauschte Variante davon und eine Abschitzung der Giite dieser Variante.
Rechnerisch einfacher 148t sich die Robustheit tiber eine Charakterisie-
rung mit dem Begriff des Rauschabstandes zweier Mefirethen handhaben.

Definition 11 Der Rauschabstand zweier Mefireihen z,y € R® ist der
minimale Grad des Rauschens, der bendtigt wird, um die beiden Mefirethen
als dhnlich zu betrachten.

La(z,y) = min{L|z~] y}
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= min{L|d.(2,y) < L+ Lda(z,y)}

_ mm{L‘%y))gL}

1+da(z,y
_ dew) _ el s
L+da(z,y) 14|z -yl
Ly(x,y) = min{l|z~T y}
= min{L|d.(x,y) < L} =d,(z,y) (2.3)

Die absolute oder relative Robustheit R(e, ) entspricht dem minimalen
Rauschabstand von 2 zu einer Mefireihe y, die sich in der Eigenschaft e von
z unterscheidet.

R(e,z) = sup{L|e ist L-robust beziiglich x}
sup{L|VyeR 1z~ y = e(z) = e(y)}
nf{L 3y € RS, 2 ~r y, o(x) # e(y))
= inf{L(z,y) |y € R’ e(x) # e(y)}

Beispiel 1 Die Mefireihe 2 := (1000, 2500, 4000, 5500,7000), dargestellt in
Abbildung 2.5 ist streng monoton wachsend und nicht konstant. Das Rau-
schen soll relativ sein und in der Li-Norm gemessen werden. Wie stark darf
z unter diesen Bedingungen verrauscht sein, wenn man die Monotonie und
Nicht-Konstanz auch von der realen physikalischen Gréfie behaupten will?

Eine der unter der Li-Norm ndchsten Mefireithen zu 2, die nicht streng
monoton wachsend sind, ist die gepunktet dargestellte Mefireihe y'. Damit
folgt fiir die relative Robustheit R,(monoton_steigend, x):

y' = (1000, 2500, 4000, 7000, 7000)

R,(monoton_steigend, x)

inf {L,(z,y)|y ~monoton_steigend}
yER?

IA

Lo(z,y") = do(z,y")
lz=y'lL _ 1500
llzlls + [ly*]l: ~ 20000 + 21500

~ 0.0361

y! liefert eine obere Schranke fiir die Robustheit R,(monoton_steigend, r).
Obwohl sich spiter herausstellen wird, dafi dies in diesem Beispiel auch
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7000

5500

v

Abbildung 2.5: robuste Eigenschaften

der exakte Wert ist, gilt im allgemeinen nicht, dafl die relative Robustheit
R, durch eine Mefireihe y mit minimalem absolutem Abstand ||z — y|| und
e(x) # e(y) eingegrenzt wird. Denn y geht in den relativen Abstand d,(z, y)
aus Gleichung (2.3) nicht nur im Zahler des Bruchs ||z — y||/(||z]| + ||]])
ein, sondern auch im Nenner.

Als Beispiel dazu dient eine Eigenschaft, die die Mefireihe x nicht erfiillt:
x 1st nicht konstant. Die zu x unter der Li-Norm néchste, konstante Mef3-
reihe y? ist in Abbildung 2.5 gestrichelt dargestellt.

y> = (4000, 4000, 4000, 4000,4000)

R, (konstant, z)

inf{L,(z,y) |y € R,y konstant}
Ly(2,y*)
|z — y2|]1 9000

= = =0.225
llz[l+ + [l¥2]li — 20000 + 20000

IN

Diese Schranke ist nicht scharf. Denn es gibt eine (in Abbildung 2.5 nicht
eingezeichnete) konstante Mefreihe y® := (5500, 5500, 5500, 5500, 5500), de-
ren absoluter Abstand ||z — y3||1 = 10500 zwar grofler ist als der minimale

absolute Abstand ||z — y?||1 = 9000, fiir die der Rauschabstand L, (z,y%)
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aber dennoch kleiner ist als L,(z,y?):

Le(2, %) = lz = ¥’llx _ 10500 ~ 0921
ll2lls + [|¥3]: ~ 20000 + 27500

Da sich bei einem Vergleich aller konstanten Mefireihen, den wir uns hier
aber schenken wollen, L, (z, y*) als der minimale Rauschabstand und damit
als relative Robustheit herausstellt, erhdlt man die Sicherheit, dafi z nicht
die verrauschte Mefireihe einer konstanten Wertefolge ist, auch noch mit ei-
nem etwa 6-fachen Rauschpegel L gegeniiber der Monotonie . Die Mefireihe
z ist also wesentlich robuster nicht-konstant als dafl sie monoton steigend
ist.

Um Robustheit zu erlangen, wenn sie nicht gegeben ist, kann man hoher-
wertige Mefigerite oder eine feinere Modellierung des Systems wéhlen. Dies
wird allerdings nicht immer von Erfolg gekront sein, denn es gibt auch ge-
gen jegliche Stérungen empfindliche Eigenschaften wie zum Beispiel die
Linearitat. Sei y* fiir € €]0, 1000] eine Schar von Mefireihen gegeben als

y© = (1000 — ¢, 2500, 4000, 5500, 7000)

Fiir jedes € > 0 verletzt y° die Linearitat.

Ly(z,y°) = Iz =yl _ <
T [lz]]1 + [|¥¢]ls — 20000 + (20000 — €)
R,(linear,z) = inf{L.(z,y)|y € R’y —~linear}

IA

inf{L,(z,y°)|e>0} =0

Die Robustheit der Nicht-Konstanz in Beispiel 1 hat gezeigt, dafl es schwie-
riger ist, den minimalen Rauschabstand L(z, y) zu minimieren, als den ab-
soluten Abstand ||z — y|| aller MeBreihen y mit e(z) # e(y). DaBl zwischen
diesen Groflen aber ein Zusammenhang besteht, bestitigt folgendes Lemma.
Es liefert fiir absolutes Rauschen den exakten Wert der Robustheit R(e, z)
und fiir relatives Rauschen eine untere und obere Schranke dafiir. Mit deren
Hilfe kann man bei bekannter Stirke des Rauschens folgern, daff neben der
Mefireihe 2 auch die reale aber unbekannte Mefireihe y die Eigenschaft e
(nicht) besitzt.

Lemma 3 Fir eine Eigenschaft e : R® — {0,1} und eine Mefireihe x €
IR® seien die minimale Distanz dmin(e, ) von x 2u einer Mefireihe, die sich
in e von x unterscheidet und die mazrimale Gréfie ymax(e, ) einer solchen
Mefirethe gegeben durch:

dmin(e, ) = inf{da(e,y) |y € IR", e(x) # e(y)}
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Ymax(e,z) = sup{||yll |y € R, e(z) # e(v), [l — yl| = dmin}
Dann gilt:
_ dmin(eam)
Ra(e, QL’) = 7_1 T dmin(e’ x)
dmin(e;x) < RT(E,T) < dmin(eax)

2]l + Ymax (e, )

Beweis:

Um die Aussage iiber die absolute Robustheit R, (e, 2) zu beweisen, geniigt
es zu zeigen, dafl ein Minimum des absoluten Rauschabstands Lq(z,y) ei-
nem Minimum des absoluten Abstandes ||z—y|| tiber allen y mit e(x) # e(y)
entspricht. Sei dazu z eine weitere Mefireihe mit e(z) # e(z).

La(z,y) < La(z,2)

=yl o=z
= Tt —oll = T+fe-4]

= le-ull+le=slllle =20 < llz =zl +lle ==l |z~ yl
= eyl < ezl

Die obere Schranke fiir die relative Robustheit R, (e, ) ist klar: Das Infi-
mum der Rauschabstidnde kann nicht grofier sein als ein spezieller Vertreter
davon.

Um die untere Schranke zu beweisen, nehmen wir ein beliebiges y € IR’
mit e(z) # e(y) und zeigen, dafl der relative Rauschabstand L, (z,y) grofier
oder gleich dieser unteren Schranke ist:

v E R e(2) # o(y) =
=yl > dmin(e,2)
e =yl 2l + duwin(e.2)) > dmine, ) (2]J2]] 4 [l2 = o]}
= dmin(e,2) (lal| + (ly — 2] + fl2I])
> duin(e, 2) ([l2l] + II(y — 2) + 2]
= duin(e,2) (]| + 1)
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llz — ll dmin (€, 2)
lzll+ 1ol = 2|lz]l + dmin(e, 2)

(Lemma 3) O

Zuriick zu Beispiel 1. Aus Lemma 3 folgt der Wert der relativen Robustheit
R,(monoton_steigend, x) sogar exakt.

dinin(monoton_steigend, x) = ||z —y'||; = 1500
Ymax (monoton_steigend, z) = |jy'||; = 21500
duin(monoton_steigend, x) B 1500 3
2||z||1 + dmin(monoton_steigend, z) 40000+ 1500 83
dmin(monoton_steigend, z) B 1500 3
[|Z[|1 + Ymax(monoton_steigend, z) 20000 + 21500 83

Die relative Robustheit dafiir, dal 2 nicht konstant ist, kann Lemma 3
dagegen nur ungefihr eingrenzen: R,(konstant,z) = L,(z,y®) ~ 0.221
wird von unten durch

din (konstant, x) 9000

= ~ 0.18367
2|z||1 + dmin(konstant,z) 40000 + 9000
und von oben mit
dmin(konstant, :
(konstant, z) 9000 — 0.995

[|2|]1 + Ymax(konstant, x) ~ 20000 + 20000

abgeschitzt.

Der Grund dieses unterschiedlichen Verhaltens liegt darin, daf sich die
MeBreihen y' und 2 nur beriihren, wihrend sich y? und z schneiden: In der
Herleitung der unteren Schranke wurde die Ungleichung ||y|| < |ly—z||+||=||
verwendet. Diese ist fiir die Li-Norm genau dann scharf, wenn fir alle
i € {1,2,...,s} gilt, daB |y;| > |=i|. Dies ist erfiillt fiir y', nicht aber fiir
Yy’

Fir die Eigenschaften aus £ soll nun der minimale Abstand dmin (e, ) be-
stimmt werden, mit dessen Hilfe dann tiber Lemma 3 die absolute Robust-
heit bestimmt oder die relative Robustheit eingegrenzt werden kann. Nicht
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in allen Féllen wird es gelingen, eine geschlossene Formel dafiir anzugege-
ben, teilweise kann nur ein Nidherungsverfahren beschrieben werden. Wir
beschrdnken uns bei den symmetrischen Eigenschaften immer auf den posi-
tiven Fall. Zur Vereinfachung soll das Rauschen derart einschrénkt werden,
daf} es iiber eine L,-Norm oder die L,-Norm definiert ist.

Verletzung einer erfiillten Eigenschaft

Bei der Bestimmung des minimalen Abstandes dmin(e, ) mufl man zwei
Fille voneinander unterscheiden. Zum einen kann mit e(z) = 1 die Eigen-
schaft e fiir die Mefreihe  erfiillt sein, zum anderen mit e(#) = 0 nicht.
Wir beschéftigen uns hier zundchst mit dem Fall e(z) = 1.

I. Nullgleichheit
dmin(nullgleich,0) = inf{d.(0,y)|y € R*,y#0} =0

Lemma 3 liefert daraus fiir die absolute Robustheit

) dmin(nullgleich,0)
Ro(nullgleich,0) = TF doim (nullgleich, 0) 0

Fiir die relative Robustheit ist Lemma 3 ungeeignet. Sie 148t sich aber
dennoch leicht bestimmen:

R,(nullgleich,0) = inf{L.(0,y)|y € R’ y+#0}

(o=l }
fo I c Ry £ 00 =1
in {||0||+||y|| veRy#

Hier zeigt sich ein deutlicher Unterschied zwischen absolutem und relati-
vem Rauschen: Bei relativem Rauschen ist auch die kleinste Anderung der
Nullmessung relativ zur ihr unendlich grofl. Je kleiner eine Mefireihe im Sin-
ne threr Norm ist, desto genauer ist sie auch, die Nullmessung muf} daher
vollig genau sein. Absolutes Rauschen hingegen beachtet die Grofle einer
Mefireihe nicht.

I1. Positivitit

Eine zu einer positiven Mefirethe  néichste, nicht positive Mefireihe y gibt
es nicht. Sie miifite ja, um nicht positiv zu sein, in mindestens einer Kom-
ponente einen negativen Wert tragen. Verkleinert man diese Komponente
betragsméfig, so verringert sich aber der Abstand zur Mefireihe . Daher
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braucht man in der Definition von d,,;; das Infimum und nicht das Mini-
mum der Absténde ||z — y|| mit e(z) # e(y).

Die dadurch angendherte Mefireihe stimmt mit z an allen aufler einer
Stelle tiberein. An dieser Stelle tragt sie den Wert Null. Der geringste Ab-
stand zu z stellt sich ein, wenn die modifizierte Stelle die Komponente des
kleinsten Wertes ist.

dmin(positiv,z) = inf{dy(z,y)|y € R’ y - positiv}
= minfe; 1<) < s}

III. Konstanz

Sei z # 0 eine konstante Mefireihe. Die Robustheit dieser Aussage ist Null,
denn es geniigt eine infinitesimale Verdnderung an z um die Konstanz zu
zerstoren, also auch eine die sich durch Rauschen fiir beliebig kleine L > 0
erklaren lafit.

dmin(konstant,z) = inf{d.(z,y)|y € R*,y —~konstant} =0

Im Gegensatz zur Eigenschaft Nullgleich gibt hier Lemma 3 auch fiir rela-
tives Rauschen den exakten Wert R,(konstant, ) = 0 an, da hier ||| > 0
gilt.

IV. Monotonie

Sei z nun monoton steigend. Ebenso wie bei den positiven Mefireihen gibt
es zu x keine nichste, nicht monoton steigende Mefirethe. Bei einer infi-
nitesimal ndchsten Mefreihe sind die Werte zweier aufeinanderfolgenden
MeBwerte z;_1 und z; auf einen gemeinsamen Zwischenwert angehoben,
um die Monotonie zu verletzen, wihrend alle anderen Komponenten un-
verdndert bleiben. Zu jeder méglichen Komponente j und allen moglichen
Zwischenwerten p € [0, 1] definieren wir eine Mefireihe z/# durch:

zj_1+p(e;—2xzj_1) ;i=joderi=j—1
xz; ; sonst
Nun soll der Abstand ||z — xj’“H minimiert werden:

e = 2|

= (/(l‘j—l Fp(ry—zja) =z )P + (v —wjo —p(xy —aj0))P
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= i G e+ (= e — iy

= S+ (= e — gy

= (zj—zj_) Y+ (1 —p)p

Da 4/ eine monoton wachsende Funktion ist, fallen die Minima der Funk-
tionen /pP 4+ (1 — p)P und f(p) := p? + (1 — p)? zusammen. Die erste
Ableitung von f nach p

flw) = ppr~ —p(1—py~!
besitzt in g = 1/2 ihre einzige Nullstelle. Da die zweite Ableitung von f
nach p

') = plp—pr+pp—1)(1—pp>

nie negativ wird, miissen die Randpunkte p = 0 und g = 1 nicht betrachtet
werden. f(p) und damit auch {/puP + (1 — p)P sind daher genau fiir g = 1/2
minimal. Der giinstigste Zwischenwert ist also bei jeder Lp-Norm die Mitte
der beiden Werte x;_1 und z;, die zur Verletzung der Monotonie verdndert
werden.

min {da (2, 27*) | u € 0,1]}
= min{ (gj — @j-0) /w + (1— 7 | u € 0,11}

1 P
= 52z —zj)

dmin (monoton_steigend, )

= inf{ds(z,y) |y € R’ y 7" monoton_steigend}

= min{da(z,29")|2<j < s,p€[0,1]}

1
= win{ 5 V3 -y |25 5]
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V. Linearitat

Sei die Mefireihe & # 0 linear. Auch diese Eigenschaft schliefit, wie wir schon
auf Seite 41 gesehen haben, jegliches Rauschen aus. Denn mit Lemma 3 folgt
R(linear,z) = 0 aus

dmin(linear, ) = inf{d,(z,y) |y € IR*,y = linear} =0

VI. Linkskriimmung

Ausgehend von einer linksgekriimmten Mefireihe z entsteht eine néchste,
nicht-linksgekriimmte Mefirethe durch Linearisieren dreier aufeinanderfol-
gender Mefipunkte. Hierbei miissen wir ein wenig vorgreifen. Auf Seite 60
werden wir sehen, wie eine zu einer Mefireihe z néchste, lineare Mefireihe
neat_linear(z) berechnet werden kann. Weiterhin bendtigen wir an dieser
Stelle erstmals die Projekiion einer Mefreihe.

Definition 12 z;, ;, € R0+ it 1 < iy < iy < s set die Projektion
der Mefrethe x = (z1,29,...,25) € R’

Liyiz = (;‘L‘il,fbil+1, ceey Iiz)
Damit erhalten wir

dmin(linksgekrimmt, x) = - I;lin 2 da(next linear(zi;y2), Tiit2)
i 12,..,8—2

Herstellen einer nicht erfiillten Eigenschaft

Nachdem nun die Robustheit von Eigenschaften untersucht wurde, die von
einer Mef3reihe erfiillt werden, wenden wir uns nun dem minimalen Abstand
dmin(e, z) fiir den Fall zu, daf die Eigenschaft e fiir die Mefireithe  nicht
erfiillt, also e(z) = 0 ist. Gesucht ist dann eine zu x néchste Mefireihe, die
die Eigenschaft e erfiillt.

I. Nullgleichheit
Sei 2 # 0. Dann gilt:
duin(nullgleich,z) = da(z,0) = ||lz—0]| = [l

dmin(nullgleich, x) _ [|z]]

o (nullgleich, = =
Ra(nullgleich, z) 1+ dmin(nullgleich, ) 14 ||z

LT(I,O) _ ||$_0”

R, (nullgleich, z) - M -
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Abbildung 2.6: zu z néchste, konstante Mefireihe

I1. Positivitat

Sei x nicht-positiv. Die zu z niichste, positive Mefireihe z1 ergibt sich da-
durch, daf alle negativen Komponenten von z auf Null angehoben werden.

x; ;x>0
zf =
0 ;z<0
dmin(positiv,z) = inf{d,(z,y) |y € R®,y positiv} = ||z — zT||

III. Konstanz

Sei die Mefireihe z nicht konstant. Die zu ihr nichste, konstante Mefireihe

y liegt, wie in Abbildung 2.6 erkennbar ist, zwischen den beiden Extremen
y' und 2.

Vie{l,2,...,s}y = min{z; [1 < j < s}
Vie{l,2,...,s}y = max{z; |1 <j <s}
dmin(konstant, z) = inf{d,(x,y)|y € R,y konstant}

_ : _ 1 _ 2
= min flz = Qg + A =Nyl
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Sei d: [0,1] — TR definiert durch

(€)= [le — (€y" + (1= vl

Diese Funktion ist linksgekriimmt. Denn fiir beliebige 0 < & < &5 < 1 liegt
der Wert von d an jeder Stelle A&y + (1 — X) €y zwischen den Punkten ¢&;
und &3 nicht iiber der Verbindungsgeraden, die von d(¢;) nach d(¢2) fiihrt.

dA& + (1= X)&2)
= [e— (A& +1=N&E) Y +(1— A&+ (1= X&)yl
le— A&y +(1=-N&y' +v° = A&y — (1= V&)
o= A&y +(1=&) v + (1= A) (G’ + (1 - &)yl
A=y +(1=-€)y")+ (1= 2 (z— (a9 + (1 — &) v*)|
Ma =y + 0=+ A=) lz = (29" + (1= &)yl
Ad(&) + (1= A)d(é2)

IA

Das Minimum einer linksgekriimmten Funktion f : [left, right] — TR 143t
sich mit der auf Seite 77 im Anhang dieses Kapitels vorgestellten Routine
min_left_curvature(f,left, right) leicht bestimmen.

dmin(konstant,x) = d(minleft_curvature(d,0,1))

Um spéter auf die zu  néchste, konstante Mefireihe next_konst(z) € IR’
zugreifen zu kdnnen, definieren wir:

next_konst(z) = Ayl 4+ (1—X)y?

mit A\ = minleft_curvature(d,0,1)

Thr Niveau best_konst(z) € IR ist bei gleichem X gegeben durch:

best_konst(z) = Ay +(1 =)y}

Fiir die wichtigsten Sonderfille der L,-Normen ist in Abbildung 2.7 die
Funktion d(A) zur Mefireihe z := (7000, 3000, 4000, 1000, 6000, 3000) aus
Abbildung 2.6 dargestellt, wobei:

y' = (1000, 1000, 1000, 1000, 1000, 1000)

y? = (7000,7000,7000,7000,7000,7000)
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”
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Abbildung 2.7: d(A) fir die Mefireihe & aus Abbildung 2.6

Fiir diese Sonderfélle benétigt man Algorithmus 3 nicht, das Minimum der
Funktion d 148t sich hier einfacher bestimmen. Wir nehmen dazu ¢ als die
Lage der konstanten Funktion Ay' + (1 — X)) y? = (¢,¢,...,¢€).

p=1:

e = (e e, 0)li= D (mi—e)+ > (c—z)

ri>€ z;<¢€

Fiir p = 1 entsteht, wie in Abbildung 2.7 zu erkennen, eine abschnitt-
weise lineare Funktion, deren Minimum (mindestens auch) auf einem
der Punkte 21, z5,...2; liegt. € ist gerade dann optimal, wenn ent-
weder die Anzahl der z; < € gleich der Anzahl der 2; > ¢ oder die
Anzahl der z; < € gleich der Anzahl der x; > ¢ ist.

p = 2: Die ideale Lage ¢ der konstanten Funktion ist fiir p = 2 gerade der
Schwerpunkt % (1 + 22+ ...+ x;) der einzelnen Mefiwerte.

[l — (e,¢,...,6)|]2 =
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Dieses Ergebnis ist auch schon durch die mathematische Statistik be-
kannt. Man vergleiche dazu Seite 787 in [BS79].

p=o0r Mit || — (€,¢,...,6)|looc = max{|z; — €| |1 < i < s} ergibt sich die
néchste, konstante Funktion durch

e= - (min{z; |1 < i< s} +max{z; |1 <i<s})

N | —

IV. Monotonie

Sei z nicht monoton steigend. Wir wollen einen Algorithmus entwickeln,
der eine zu z nachste monotone steigende Mefireihe y annédhert. Aus dieser
kann dann di, (monoton_steigend, x) bestimmt werden. Zu beachten ist,
daB y nicht eindeutig bestimmt ist. Nehmen wir die Funktion z := (2,1) €
IR? unter der L;-Norm als Beispiel. Alle konstanten MeBreihen (€, €) mit
1 < e < 2 sind eine zu x nichste, monoton steigende Mefireihe. Es geniigt
uns aber, eine dieser Mefireithen zu berechnen.

Die Menge {1,2,...,s} reprasentiert die diskreten Zeitpunkte, an denen
die MeBgerite ausgewertet wurden. Ein Paar (iy,i3) € {1,2,...,5}? mit
11 < 15 kann daher als Zeitintervall betrachtet werden. Zu einer Menge K C
{1,2,...,5}?solcher Intervalle definieren wir die Menge Y (K) derjenigen zu
z nachsten, monoton steigenden Mefireihen y, die auf allen Zeitintervallen
(71,i9) € K konstant sind durch:

(1) y ist monoton_steigend
yeEY(K) < (2) du(z,y) = dmin(monoton_steigend, x)
(3) (i1,i2) € K = 5, 5, konstant

Eine Menge K C {1,2,...,5}? von Zeitintervallen nennen wir méglich, ge-
nau dann, wenn jeder Zeitpunkt i € {1,2,...,s} von genau einem Intervall



52 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

(71,i9) € K iiberdeckt wird und es eine zu 2z nichste, monoton steigende
MeBreihe y gibt, die zwischen i und i5 konstant ist, fiir alle (i1,i5) € K:

(1) Firalleie {1,2,...,s} existiert genau
K moglzch R — ein (il, iQ) € K mit 71 < 1 < 19

(2) Y(K)#0

Bemerkung: Ky := {(1,1),(2,2),...,(s,s)} ist mdglich. Denn jede zu z
néchste, monoton steigende Funktion y ist auf den trivialen Intervallen
(1,7) fiir : € {1,2,..., s} konstant.

Mit diesen Vereinbarungen gilt folgende Behauptung:

K ist mdéglich
(21,22)61{,(22+1,23)EIX’ —
best_konst(x;, ;,) > best_konst(x;,41,)

IX’ \ {(il; iz), (22 -|- 1, 23)} U {(il, 23)} iSt moglzch (24)

Wir wollen diese Behauptung nun beweisen. Da nach Voraussetzung K
mdglich ist, gibt es eine monoton steigende Mefireihe y € IR* mit Abstand
do(z,y) = dmin(monoton_steigend, x) zu z, die auf den in K beschriebenen
Gebieten konstant ist. Wir werden nun eine Mefireihe y definieren, mit den
gleichen Eigenschaften, die aber nicht nur jeweils zwischen ¢; und i3 sowie
is + 1 und i3 konstant ist, sondern auf dem gesamten ~Gebiet zwischen
und i3. Anders ausgedriickt, wollen wir zeigen, dafl Y (K) # 0 fir

K = K\{(i1,i2), (is+ 1,i3)} U {(i1,43)}

Da y monoton steigend ist, gilt y;, < y;,. Im Falle der Gleichheit setzen wir
y := y und sind fertig. Ansonsten gibt es durch die Lage best_konst(z;, i,)
der idealen konstanten Funktion im Gebiet (i1, ¢2) drei Falle zu unterschei-
den:

Fall 1: y;, < y;, < best_konst(x;, ;,)

~,._{ i, 3 i1<i<is

Yi = y; ; sonst

In y wurde das Gebiet (¢1,42) auf das Niveau von y;, angehoben. Dies
entspricht einer Annéherung an die ideale Lage best_konst(z;, ;,). Auf
Seite 49 wurde gezeigt, dafl der absolute Abstand d, einer Mefireihe
zu einer konstanten Mefireihe (e, ¢, .. ., €) eine linksgekriimmte Funk-
tion im Niveau € ist. Wir nahern uns daher hier dem Minimum einer



2.3. KLASSIFIZIERUNG VON MESSREIHEN 33

linksgekriimmten Funktion. Dadurch kann sich der der Abstand zu z
nicht vergrofiern. Es ist aus diesem Grunde

do(2,Y) < do(z,y) = dmin(monoton_steigend, x)

Auch die Monotonie von y wurde bei der Konstruktion von gy nicht
zerstort. ¥ mufl daher eine monoton steigende Mefirethe minimalen
Abstandes zu z sein. Da sie auf allen Gebieten in K und dem Gebiet
(41, i3) konstant ist, ist ¥ € Y(K) und damit K mdoglich.

Fall 2: y;, < best_konst(x;, ;,) < ys,

~ _ | best_konst(x;, ;,) ; i1 <i<i3
Yi == y; ; sonst

In diesem Fall wird das Gebiet (i1,42) der neuen Mefreihe § auf das
Niveau best_konst(z;, ;,) angehoben und das Gebiet (i3 + 1, i3) dar-
auf abgesenkt. Dies bedeutet fiir beide Gebiete eine Anndherung an
ihre ideale Lage, da best_konst(x;, ;,) > best_konst(x;,41;,) voraus-
gesetzt wurde. Daher kann ¥ nicht weiter von z entfernt sein als y.
Da auch die Monotonie von y in ¥ erhalten bleibt, gilt wiederum
y € Y(K) und damit ist K auch in diesem Falle méglich.

Fall 3: best_konst(z;, i,) < yi, < Yi,

~ _Joy, 5 1<i<ig

Yi = { y; ; sonst
Dieser Fall ist fast symmetrisch zum ersten, das Gebiet (i3 + 1,13)
wird hier auf den Wert von y; abgesenkt. Zusétzlich zum ersten Fall
bendtigt man nun aber in der Argumentation die Voraussetzung, daf
best_konst(x;, ;,) > best_konst(xj,41,,). Denn nur dadurch stellt y
eine Anniherung an die optimale Lage dar.

(Behauptung (2.4)) O

Informal charakterisiert ein Intervall in K ein Gebiet, in dem ein Wider-
spruch zur Monotonie durch ein konstantes Teilstiick behoben werden kann.
Ordnet man jedem Intervall (71, 73) einer méglichen Menge K die gegeniiber
x;, ;, optimale konstante Funktion zu, so impliziert K dadurch eine Mef-
reihe y¥.

yl = best_konst(x;, ;,) mit (iy,42) € K, iy <1 <y

Fiir Kg erhilt man dadurch y®° = . Die MeBreihe y* ist die zu z nichste
Mefreihe, die auf den Gebieten aus K jeweils konstant ist. Falls daher K
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Abbildung 2.8: zu = nichste, monoton steigende Mefireihe
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méglich und y¥ monoton steigend ist, so ist y* eine zu z nichste, monoton
steigende Mefireihe.

Unsere Aufgabe ist es also, eine mogliche Menge K zu finden, fiir die
y monoton steigend ist. Hierbei hilft uns Behauptung (2.4), denn sie
driickt aus, dafl zwei benachbarte Gebiete vereint werden kdnnen, wenn
das optimale Niveau ihrer jeweiligen Teillosungen selbst wieder zu einem
Widerspruch zur Monotonie fiihrt. Abbildung 2.8 mége dies verdeutlichen.
Zur Mefireihe z := (3000, 8000, 9000, 1000, 10000) sei eine néchste, mono-
ton steigende Mefireithe unter der Ly-Norm gesucht. Angewendet auf die

Projektion z;, ;, ergibt best_konst unter der Ly-Norm den Schwerpunkt

i
>
i=1,

19—11+ 1
Mit (3,3) € Ko und (4,4) € Kq liefert Behauptung (2.4) wegen

best_konst(x;, ;,) =

best_konst(xsz) = 9000 > best_konst(x44) = 1000

daB auch K; := {(1,1),(2,2),(3,4), (5,5)} moglich ist. Die zugehdrige Mef-
reihe ¥ ist in Abbildung 2.8 gestrichelt dargestellt. Diese ist aber nicht
monoton steigend, da

1
best_konst(xs2) = 8000 > best_konst(xs4) = 2 (9000 + 1000) = 5000

Dies erlaubt nun eine weitere Anwendung der Behauptung (2.4), wonach

auch Ky :={(1,1),(2,4),(5,5)} moglich ist. Wegen

best_konst(x1,1) = 3000
1
< best_k'onst(l‘zA) = 3 (8000 4 9000 + 1000) = 6000

< best_konst(xss) = 10000

ist die sich dadurch ergebende, gepunktet dargestellte MeBreihe y%2 =
(3000, 6000, 6000, 6000, 10000) monoton steigend und da K3 mdglich, eine
7u z nichste, monoton steigende Mefireihe.

Diese Vorgehensweise soll nun in einen Algorithmus gefafit werden. Aus-
gehend von Ky wird Behauptung (2.4) wiederholt angewendet, solange ihre
Voraussetzungen erfiillt sind. Kann die Behauptung jedoch nicht mehr an-
gewendet werden, so miissen die Niveaus der in K beschriebenen Gebiete
monoton steigend angeordnet sein. Da das aktuelle K mdglich ist, gibt es
eine zu z nichste, monoton steigende Mefireihe, die auf diesen Gebieten
jeweils konstant ist. Da aber y® monoton steigend und nach Konstruktion
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auch die zu z nichste Mefireihe ist, die auf den Gebieten von K konstant
ist, ist sie eine zu x nichste, monoton steigende Mefireihe.

Algorithmus 1 Berechnung einer ndchsten, monoton steigenden Mefiret-

he

next_monoton(x)
begin

K — igl{(i, s

while 3 (il,ig) €K, (22 + 1, 13) €K,
best_konst(x;, ;,) > best_konst(x;,41,)
do
K — K \ {(ila 7:2)a (iQ +1, 13)} U {(ila 23)}
od
foreach (i1,i3) € K
do
i, <« best_konst(x;, ;,)
Yi,41 — best_konst(z;, ;,)

Yi, — best_konst(z;, ,iz)
od

return (yi,ys,...,¥s)
end.

V. Linearitit

Sei nun z nicht linear. Die Suche nach einer zu x ndchsten Gerade entspricht
fiir den Fall der La-Norm dem Ausgleichsprinzip der minimalen Quadrate
bei der Aufstellung linearer, empirischer Formeln in der Statistik [BS79].
Wir fithren zur Bestimmung des Abstandes dmin(linear, ) einer zu x
néchsten, linearen Mefreihe die Geraden g,3 € R® fiir a,b € IR ein:

gap = (b+a,b+2a,b+3a,...,b+sa)
Damit gilt dann
dmin (linear,z) = min{d.(z,ga3)|a,b€ R}

Ist eine Mefireihe z gegeben, so sollen einige Steigungen und Aufpunkte der
Geraden g, ; ausgezeichnet sein:

Gmin = min{z;y1 —z; |1 <i<s—1}
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Umax = max{z;4; —2z;|1<i<s—1}
bpin = min{z; —iapay |1 <i< s}
bmax = max{z; —iamin|l <i< s}

In einem ersten Schritt soll nun gezeigt werden, daf} fiir eine zu = néchste
Gerade g4 3 die Steigung a und der Aufpunkt b durch diese Grenzen einge-
schrankt sind.

ac [amin; amax] und b€ [bmin; bmax] (25)

Wir beschrinken uns auf den Beweis der Aussagen @ < @pax und b > bpiy.
Die beiden restlichen Ungleichen ¢ > apjy und b < bpax kann man in
gleicher Weise zeigen.

Die Mefireihe x schneidet die Gerade g, 3 abwechselnd won unten und
von oben:

Gébe es keinen solchen Schnittpunkt, so kénnte man g, 3 durch Verschieben
an die Mefireithe 2 anndhern, was ein Widerspruch zur Annahme ist, daf
ga,b eine zu & nachste Gerade ist.

Qn/
l J

X

Ahnlich verhilt es sich, wenn es nur einen einzigen Schnittpunkt zwischen
gap und x gibt, dann kann man die Gerade durch Drehen der Mefreihe
anndhern.
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X

)

b

Aus dieser Uberlegung folgt, daB es zwischen ga,p und z mindestens zwei
Schnittpunkte gibt und da diese abwechselnd won unten und von oben er-
folgen, mufl mindestens ein Schnitt von oben dabei sein. Formal bedeutet
dies, dafi ein i € {1,2, ..., s} existiert mit

z;, < b4ia
ziy1r > b+ (i+1)a

Durch Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung folgt nun
Tig1—x; > a
Somit haben wir a < #;41 — #; < amax gezeigt. Weiter folgt:
x; b+ia < b+ 1iamax

<
= b >

r; — 2 dmax Z bmin

(Behauptung (2.5)) O

Nun wollen wir versuchen, eine zu x néchste Gerade g,; zu bestimmen.
Eine erste Idee kénnte sein, den Wert von a festzuhalten — zum Beispiel in
der Mitte zwischen apin und @max — und b zu optimieren. Dann h&lt man
den hieraus gewonnen Wert von b fest und optimiert a. Dies iteriert man
so oft, bis sich die Werte stabilisieren. Dieses Verfahren ist sehr einfach,
leider aber auch falsch, wie das Beispiel z := (1000, 2000, 3000, 4000, 3000)
mit der Li-Norm in Abbildung 2.9 aufzeigt.

amin = 3000 —4000 = —1000
@max = 2000 — 1000 = 1000
bmin = 3000 — 5% 1000 = —2000

bmax = 4000 -4+ —1000 = 8000
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2000

1000

1 2 3 4 5
Abbildung 2.9: Beispielmessung z

Mit dem Startwert % (@min + @max) = 0 erhélt man den optimalen Aufpunkt
b := 3000 und damit als erste Ndherung die Funktion
Yy = (3000, 3000, 3000, 3000, 3000)

Im néchsten Schritt wird dann die Steigung a optimiert, wihrend b = 3000
festgehalten wird.

0<a<250:
|2 — ga,3000/l1 = (2000+a)+ (1000 +2a)+3a+ (1000—4a)+5a
= 4000+ Ta
—-500<a<0:
|z — ga,3000|t = (20004 @)+ (10004+2a)—3a+ (1000 —4a)—5a
= 4000—-9a

Die giinstigste Steigung wird daher fiir a := 0 angenommen. Da dies keine
Anderung gegeniiber der Startgerade y° bedeutet, wird die Suche mit dem
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Ergebnis y° abgebrochen. Dies ist jedoch nicht die giinstigste Gerade, denn
der Abstand der Mefireihe y! := (1000, 2000, 3000, 4000,5000) zu = ist mit
|z — y'||1 = 2000 geringer als ||z — y°|]; = 4000.

Das abwechselnde Optimieren der Steigung a und des Aufpunktes b
fithrt also nicht zum Erfolg. Wir werden die Idee daher leicht modifizieren.
Seien dazu die Funktionen f, fiir a € [ayin, Gmax] und f wie folgt definiert.

fa : [bmin; bmax] — 1R fa(b) = ||$ - gd7b||
f i [amin, @max) = IR f(a) = min{fa(b)|b € [bmin, bmax]}

Auf Seite 49 wurde gezeigt, daf die Funktion des Abstands der konstanten
Mefireihen (¢, ¢, ..., €) zu @ linksgekriimmt ist. Dies lafit sich véllig analog
auf den kontinuierlichen Ubergang zwischen zwei Geraden erweitern. Daher
ist auch die Funktion f, fiir beliebiges a linksgekriimmt und ihre Minima
und damit die Funktionswerte der Funktion f kénnen durch Algorithmus
3 bestimmt werden:

fla) =~ min_left_curvature(fa, bmin, bmax)

Da wir noch zeigen werden, dafi auch f linksgekriimmt ist, kann dessen
Minimum und damit der gesuchte Wert dmin(linear, ) ebenfalls mit Algo-
rithmus 3 bestimmt werden:

dmin(linear,z) = min{f(a)|a € [amin, Gmax]}

~ min_left_curvature(f, dmin, Gmax)

Damit erhalten wir folgenden Algorithmus zur Berechnung von g, 5, auf den
wir bei der Berechnung der Robustheit der Linkskriimmung einer Mefireihe
auf Seite 47 schon einmal im voraus zugegriffen haben:

Algorithmus 2 Bestimmen einer zur Mefireithe x ndchsten Gerade

next_linear(x)

begin
a = min_left_curvature(f, dmin, Gmax);
b = min_le ft_curvature(fo, bmin, bmax);
return Jab;

end.

Zum oben versprochenen Beweis der Linkskriimmung von f wihlen wir fiir
gegebene ai1,as € [amin, Gmax] die Aufpunkte b1,bs € [bmin, bmax] so, dafl
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i-1 i i+l
Abbildung 2.10: Zu 2 nichste, linksgekriimmte Mefreihe y

2 = gay,0:ll = flar) und [[& = ga, p,[| = f(a2). Dann gilt

frai + (1= X)az) Min{[[# = gx a+(1-2) a2, [0 € [bmin, bmax]}

< 2= gra+(1-2)az A ba4(1-2) b2l
= ||$_(Aga17b1 +(1_A)ga‘27b2)||
< )‘Hz_gahbl”+(1_’\)||$_gdz7bz||

Aflar) + (1= A) f(az)

(Linkskriimmung von f) O

VI. Linkskriimmung

Sei z nicht linksgekriimmt und y eine zu z néchste, linksgekriimmte Mef-
reihe. Dann liegt jeder Mefipunkt y; # z; in einer Linie mit entweder seinen
beiden Vorgidngern y;_2 und y;_1, seinen beiden Nachfolgern y; 1 und y;49
oder seinen beiden Nachbarn y;_1 und y;41. Wére dem nicht so, so konnte
man durch eine Anndherung von y; an x; den Abstand von y zu x verringern
ohne dafl dabei y seine Linkskriimmung verliert. Wie dies zur Berechnung
von dmin(linksgekrimmt, x) genutzt werden kann, ist noch offen.

Die Vermutung, dafl in Analogie zur Behauptung (2.4) bezliglich der
Monotonie einer Mefireithe ein Widerspruch der Linkskrimmung in den
Punkten z;_1,2; und x;41 durch eine Gerade in y;_1,y; und y;41 beho-
ben werden mu$, ist leider falsch. Man sieht dies in Abbildung 2.10. Durch
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die Umgebung werden die MefSpunkte y;_1 und y; 1 soweit angehoben, daf}
%(yi—] + Yit1) weiter von z; entfernt ist als y;.

Es ist bis heute noch kein Verfahren bekannt, das eine zu z néichste,
linksgekriimmte Mefireihe bestimmen kann!

2.3.2 Vergleich zweier Mefireihen
Rauschfreier Vergleich

In vielen Ansétzen zur Diagnose komplexer Systeme werden nicht komplet-
te Mefireihen, sondern nur die Meflwerte eines einzelnen Zeitpunktes aus-
gewertet. Wenn man bedenkt, auf wieviel Information dadurch verzichtet
wird, so muf} es dafiir einen gewichtigen Grund geben: Die reellen Zahlen,
als Trager der Meflwerte, verfiigen iiber eine natiirliche Anordnung, wohin-
gegen der IR® ungeordnet ist. Eine Ordnung ermdglicht aber ein einfaches
qualitatives Argumentieren mit den Begriffen gréfier und kleiner.

Es ist bekannt, daf sich schon der IR? als zu den komplexen Zahlen
isomorpher Koérper nicht anordnen lafit. Daraus kénnte man schliefien, es
sel unmoglich, eine Ordnung auf dem IR’ der Menge der Mefreihen zu de-
finieren. Wir interessieren uns aber bei Mefirethen nicht fiir alle Korperei-
genschaften des IR?, die Multipliquation ist hier nicht von Bedeutung. Eine
Ordnung fiir Mefirethen muf3 keine Regel folgender Art erfiillen:

a,bceR’, a<b = ca<chb VYe>0

Man darf aus der fehlenden Anordnung des Kérpers IR’ nicht auf die
Nichtexistenz einer Ordnung der Menge IR’ schliefien.

In diesem Abschnitt soll nun gezeigt weren, daf} sich der IR® fast anord-
nen laBt und damit die Qualitdten gréfler und kleiner auch fiir Mefireithen
zur Verfiigung stehen. Fast anordnen heifit hierbei, dafl es zwar unendlich
viele unvergleichbare Paare im IR® gibt, man sie aber bei der zufilligen
Auswahl eines Paares nur mit Wahrscheinlichkeit 0 antrifft. Diese Ordnung
werden wir dann noch derart modifizieren, daf sie mit unserem Begriff des
Rauschens konform ist.

Definition 13 Fine Relation R C M x M einer Menge M heifit irreflexi-
ble, partielle Ordnung, wenn folgende Aziome erfillt sind:

Irreflexibilitét (x,y) ER = z#y
Antisymmetrie (z,y) R = (y,z)¢ R
Transitivitit (z,y) € R, (y,2) € R = (z,2)ER
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Abbildung 2.11: Zwei zu vergleichende Mefireithen 2 und y

Um die Definition des Vergleichs zu vereinfachen, wollen wir annehmen, daf}
alle Mefiwerte einer Mefireihe nicht negativ sind. Fiir die beiden Spezialfille
der Li-Norm und der L. ,-Norm werden wir die Konzepte spéter auch auf
negative Mefiwerte ausweiten. Wir betrachten vorerst also nur Mefireithen
z,y € R}, wobei gelten soll, dal Ry := {r € R|r > 0}.

Definition 14 Die Relationen grofier C IRy x IR’ und kleiner C IR}, xR,
sowie unvergleichbar C IR, xR}, , als Zeichen geschrieben >, < und ~, sind
defintert durch:

z<y = |l <yl
z~y e lzfl =yl
z>y o (] >yl

Man sieht leicht, daf die Relationen < und > irreflexible, partielle Ordnun-
gen auf dem IR’ sind. In welcher Weise entsprechen sie aber auch unserer
Intuition der Begriffe gréfier und kleiner? Dies héngt stark von der Wahl
der Norm |[|.|| ab. Nehmen wir Abbildung 2.11 als Beispiel. Unter der Loo-
Norm gilt z > y, da das Maximum aller z; grofler ist als das Maximum
aller y;. Mit der Li-Norm ||.||1 hingegen ist # < y, da die Summe der |z;|
kleiner als die Summe der |y;| ist. Durch die Wahl der Norm kénnen wir
also zum Ausdruck bringen, ob wir mehr an singuldren Ereignissen oder
aber am Gesamtbild der Mefireihe interessiert sind.
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Abbildung 2.12: Unter allen L,-Normen unvergleichbare Mefireihen

Sind die Mefireihen 2 und y unter den Augen unserer Norm [|.|| gerade
gleich groB, so kénnen wir sie nicht miteinander vergleichen (siehe Abbil-
dung 2.12).

Die obige Annahme, alle Mefiwerte einer Mefireihe seien nicht negativ, ist
gerechtfertigt, wenn dies auch in der Realitat der Fall ist, oder aber der Ver-
gleich zweier Mefireihen invariant gegentiber einer Verschiebung der beiden
Mefireihen ist. Dann kann man im Falle eines negativen Wertes beide Mef3-
reihen geniigend anheben, um die Annahme zu erfiillen.

Der Vergleich zweier nicht-negativer Mefireihen ist sowohl unter der L;-
Norm als auch unter der L.,-Norm invariant gegeniiber einer (kleinen)
Verschiebung. Klein ist hierbei in dem Sinne zu verstehen, dafl die bei-
den Resultate auch nicht-negativ sein miissen. Der durchaus naheliegende
Gedanke, dies gilte fiir alle L,-Normen, ist leider falsch. Dies wird deut-
lich am Beispiel der beiden Mefireihen in Abbildung 2.13. Sie sind unter der
La-Norm unvergleichbar. Durch eine minimale Verschiebung konnen beide
grofler als die jeweils andere werden! Denn es gilt mit den um e verschobenen
Mefireihen 2. und y, fiir den Vergleich unter der Ly-Norm gerade:

T, = 24€6,2462+¢,44¢,24+¢€,2+¢)
ye = (24e¢l+el4eb4el4e,24¢)

Te<ye <= <0
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Abbildung 2.13: Mit Ly-Norm unvergleichbare Mefireihen: [|z||s = [|y|l2 = 6

Te ™~ Ye — EZO
>y <= >0

Begriindung;:
el = VB4 T+ (A +0)?
= 36+ 28+ 6
lvell: = V3(1+e?+22+6)>+(B+¢)

= V36 + 24¢ 4+ 62

Der Grund, warum wir in Definition 14 nicht-negative Mefireihen gefordert
haben, ist die Betragsbildung der L,-Normen. Mit s := 1 ergibt sich zum
Beispiel fiir alle p, daf ||z||, = |z|. Wegen || —3||, > || — 2||, wire damit —3
grofler als —2.

Fir die Spezialfalle der Li-Norm und der L.,-Norm lassen sich diese
unangenehmen Betrige eliminieren. Definition 14 ergibt dafiir:

Li-Norm:

8 ki
p<y = Y |ul <> |yl
i=1 i=1
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Lo-Norm:

r<y <= 121?;|mi|<1rgiaé|yi|

Fiir diese beiden Normen kann Definition 14 auf beliebige Mefireihen z,y €
IR’ erweitert werden. Denn fiir nicht-negative Mefireihen sind die darin
enthaltenen Betragsbildungen nicht nétig. Lassen wir sie weg, so dndert sich
fiir den Geltungsbereich von Definition 14, die nicht-negativen Mefireihen,
nichts. Fiir beliebige Mefireithen aber haben wir nun ein monotones Mafl
gefunden. Monoton in dem Sinne, dafl eine Vergrofierung eines einzelnen
Wertes x; immer zu einer Vergroflerung der gesamten Mefireihe « fiihrt.

Definition 15 Die Relationen grofier > C IR’ x IR® und kleiner < C IR® x
IR?, sowie unvergleichbar ~ C TR* x IR’ sind fiir die Li-Norm und L.,-
Norm definiert durch:

Li-Norm:

s 8§
r<y <= in<2yi
i=1 i=1
8§ s
r~Yy < in:Zyi
i=1 i=1
s s
>y < in>2yi
i=1 i=1

Lo,-Norm:
r<y <= max r; < max y;
1<i<s 1<i<s

r~yYy < max r; = max y;
1<i<s 1<i<s

>y < max r; > max y;
1<i<s 1<i<s

Auch nach der Erweiterung auf den gesamten Raum IR*® x IR’ sind die
Relationen gréfier und kleiner irreflexible, partielle Ordnungen.
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Abbildung 2.14: Schwierigkeiten beim Anordnen mit Rauschen

Vergleich mit Rauschen

Wenn die zu untersuchenden Mefirethen mit Rauschen belastet sind, soll
sich dies auch beim Vergleich niederschlagen. Unser Ziel ist es, sicher zu
sein, dafl die Mefireihe z wirklich kleiner ist als y, wenn wir die Behauptung
z <, y fiir eine Ungenauigkeit I aufstellen und eine der beiden Mefirethen
mit einem Rauschen der maximalen Starke L belastet ist.

Die erste Idee, dies zu realisieren, konnte lauten, die Relation < zu
iibernehmen, wenn die beiden Mefireithen nicht dhnlich sind, wenn sie also
einen geniigend grofien Abstand voneinander haben, so daf sie nicht durch
Rauschen ineinander iibergehen kénnen.

(vorldufige Definition) 2z <py & z<yundzzry (2.6)

Diese Definition von <y hilft uns leider nicht weiter. So ist zum einen die
Relation <7, damit keine Ordnung und zum anderen entspricht sie auch
nicht der obigen Vorstellung eines robusten Vergleichs. Dies wird in Abbil-
dung 2.14 deutlich. Wir betrachten die Mefireihen 2,y und z mit absolutem
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Rauschen der maximalen Starke L := 0.88 unter der L{-Norm.

r = (1,2,3,4,5,6)
y o= (4,4,4,4,4,4)
= (2)3;4;5;6;7)
ly—=[r = [(3,2,1,0,-1,=2)]1 =9
L 0.88 _1
> [T -3 Ty
||Z—y||1 = ||(_2ﬂ_1)0;1;2;3)||1:9
3 0.88 _1
= — = 7—
> [Cp o3 TyFL:
||Z—£L‘||1 = ||(1a1a1a1a1;1)||1:6
L 0.88 _1
< — —

=—=7- >z~
-7 o012 '3 ~7*7~L?

2 =zl1<|lyl1 =24, 2%y = z<py
24 =|yllh < lz[i =27, yrz = y<pz

rrpz = —(x<p2)

Die durch die vorlaufige Definition (2.6) gegebene Relation <y, ist wegen
©<py, y<gzund = (z < z) nicht transitiv und damit keine partielle
Ordnung. Das Beispiel zeigt weiterhin, dafi die Relation <, nicht der oben
gestellten Forderung geniigt, dafl aus z < y gefolgert werden kdnnen soll,
jede zu z dhnliche Mefireihe z sei kleiner als y.

Die vorlédufige Definition (2.6) der Relation <, ist daher keine geeignete
robuste Ausprigung der Begriffe gréfler und kleiner. Wir werden sie deshalb
durch folgende Vereinbarung ersetzen:

Definition 16 Fine Mefireihe x heifit kleiner mit Ungenauigkeit L als eine
Mefirethe y, wenn alle Mefirethen, die zu x dhnlich mit Ungenauigkert L
sind, kleiner als y gemdff den Definitionen 14 und 15 sind und x selbst
kleiner als alle Mefirethen ist, die zu y dhnlich mit Ungenauigkeit L sind:

r<by & YzeER  zxl:=z2<y
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V:ER’  z~b y=> <z

e~y o rdhy yihe

Hierbei driicki t € {a,r} aus, ob es sich um absolutes oder relatives Rau-
schen handelt.

Genau wie bei den Ahnlichkeitsrelationen ~¢ und x7 werden wir bei den
Ordnungen <¢ und <7 den Typ ¢t € {a,r} weglassen und nur <y, schrei-
ben, wenn die entsprechenden Aussagen sowohl fiir absolutes als auch fiir
relatives Rauschen gelten.

Bemerkungen

1. Fiir alle L € [0, 1] gilt die Inklusion < C<. Denn fiir alle z € IR’ gilt,
dafl &1 x. Daraus folgt aus # <z, y mit Definition 16, daff z < y.

2. Die Relation < ist identisch zur rauschfreien Ordnung <. Wegen der
gerade gezeigten Inklusion < C< fiir alle L € [0, 1] fehlt hierzu nur
noch <C<g. Man schliefit die Liicke durch z rg z = 2 = 2z, weswegen
mit 2 < y gilt, da} z < y fir alle z & 2, sowie z < z fiir alle z &g y
und daher auch z <q y.

3. Die Relation <y ist leer. Nehmen wir an, es gebe ein Paar z,y € IR’
mit 2 <y y. Wegen z =21 y folgt aber mit Definition 16, dafl y < v,
was ein Widerspruch zur Irreflexibilitdt der Ordnung < ist.

Lemma 4 Die Relationen <, sind fir alle L € [0, 1] irreflexible, partielle
Ordnungen auf dem IR’.

Beweis:

Die Relation <, iibernimmt durch die erwdhnte Inklusion <;C< sowohl

die Trreflexivitat als auch die Antisymmetrie des rauschfreien Vergleichs.
Es bleibt daher nur die Transitivitdt von <z, zu zeigen. Sei dazu = <r, y

und y <. z. Jede zu x ahnliche Mefireihe ist mit # <, y kleiner als y und

wegen <rC< und y <r z auch kleiner als z. Analog ist jede zu z dhnliche

Mefireihe grofer als x und es gilt daher z <r, z. (Lemma 4) O

Definition 16 ist leider nicht sehr handlich. Ob zwei Elemente z und y des
IR’ durch <, in Relation zueinander stehen, ist an eine Bedingung iiber
unendlich viele z € IR’ gekniipft. Ein anwendbares Entscheidungskriterium
fir  <r y geben uns die Sdtze 1 und 2. Dabei unterscheiden wir, wie im
rauschfreien Falle auch, zwischen nicht-negativen Mefireihen und beliebigen
Mefireihen. Fiir nicht-negative Mefireihen trifft Satz 1 eine Aussage, die fiir
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alle Normen gilt, wihrend Satz 2 beliebige Mefireihen akzeptiert, aber nur
fir die L1-Norm und die L,-Norm giiltig ist.

Satz 1 Fir z,y € R} und L € [0,1] gilt mit der der Ahnlichkeit =,

zugrunde liegenden Norm ||.||:

L
e<py & [yl=lzll>—F

, L
v<py < |vll> Il

1-1L

Wir beginnen mit der Riickrichtung des Beweises der Aussage tiber absolu-
tes Rauschen mit Ahnlichkeit ~¢. Es gilt also [|y|| — ||z]| > 7. Zu zeigen
ist nun z < y fiir alle z € IR} mit z ~§ z und z < z fiir 2 &} y.

ez = |l = lle—z e

< llz =2l + [l=]

IN

= + ||l (da 2 ~f @)
< |yl (nach Voraussetzung)

= z < Yy

2ty = 2 < |l - 2 (nach Voraussetzung)
< lemsl+lell- 5 (ol =l —2)+2])
el IR Al | (day =7 2)

= r < z

Kommen wir nun zur anderen Richtung. Es gilt ¢ <f y. Zu zeigen ist
L L
Il =[] > 7= - Falls 2 = 0, dann muf§ [ly]| —|=[| = ||yl =0 = [ly[| > 7=
deshalb gelten, weil ansonsten y ~¢ 0 und damit wegen 0 = = <} y folgen
wiirde, daB ||0]| < [|0]]. Wir kénnen daher annehmen, dafi z # 0. Wir wihlen

nun ein z € IRfI_ aus, fiir das z &¢ z erfiillt ist.

z = azx
L
a = 14+ —

(1= L)[l=ll
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= z-zl=(@-Dlzll= —F

Unter der Voraussetzung, dafi x < y folgt mit der erhaltenen Ahnlichkeit
x &§ z auch die Beziehung z < y. Daraus 148t sich dann die Behauptung
folgern:

L
= = = — <
1=l lJazl] = afle]| = llz] + 7= <l
L
1-L

=yl = ll=[l >

Nachdem wir die Aussage iiber absolutes Rauschen bewiesen haben, kénnen
wir uns nun dem Beweis fiir relatives Rauschen mit Ahnlichkeit &} zuwen-
den. Wir beginnen wieder mit der Riickrichtung. Es gilt also 1 ||z|| < ||y]|.

Zu zeigen ist z < y fiir alle z € IR} mit z &7 z und z < z fiir z &7 y.

VI R F—
< lz ==( +[]=]]
< L[zl + [l + [l=ll
= Lzl + 1+ L) |l=
= el < el
< |yl (nach Voraussetzung)
= z < Yy
yRLz = ol = lly—z+=
< ly =zl +l=ll



72 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

< Lllyll + ll=1) + =]l
= Lyl + 1+ L) [l
1+ L
<
- Il < el
1+ L
l-l__L||J3|| < |y (nach Voraussetzung)
1+1L
< Il
1—-L
= r < z

Nun fehlt uns nur noch eine Richtung der Aussage. Es gilt = <} y. Zu

zeigen ist dann ||y|| > 3£ ||z||. Wir wihlen wieder ein z € IR , das dhnlich

zu z ist und uns iiber z < y die Behauptung liefert.

cimam o=t oo o0T]
’ 1-L a+1
lz—zll = (a—=1)=|
= L(a+1)z
= L(ll=ll + =)

+ L
1-1L

= lzll = lleel] = ozl = ]l < Iyl

(Satz 1) O

Um auch negative Mefireihen robust vergleichen zu kénnen, wollen wir die-
sen Satz fir die L1-Norm und die Lo,-Norm auf beliebige Mefireihen aus-
weiten.
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Satz 2 Fir z,y € R’ und L € [0,1] gilt fir die L1-Norm und die L,-
Norm:

Li-Norm:

S

. L
r<iy o Z(yl—xz)>1_L

i=1

r - ¢ L
<y =Y () > 2 maxtlel i)
i=1

L
r<py <« Z(yi —xi) > QEmaX{”I”la vl }

i=1
Loo-Norm:
L
x <5 < max y; — max r; > ———
Ly (RS T R T T

I
r<py = DAX y; — max z; > ?m max{||z[|co, [|yl|oo }

L
#<py & maxy — max x> 20— max{|l]lo, [[yllee}

Wir beginnen mit dem Beweis der Aussage tiber absolutes Rauschen fiir die
Li-Norm. Wir definieren uns

S
Hoo= Zyi — Ty
i=1

Wir miissen nun zuerst zeigen, daf}

a L
xr <L Yy = H > j
Dazu wihlen wir ein z € R® durch z := (x1 4+ p, 29, 23,...,2;) aus. Mit
dieser Mefireihe gilt z £ y wegen

S

Zzi = /l+21’i = Zyi
i=1 i=1

i=1

Daraus folgt aber zusammen mit der Voraussetzung z <9 y, dafl z % «z,
die MeBreihe z also nicht dhnlich zu 2 ist. Daher ist ||z — z||; > % und
mit ||z — z||; = p die Behauptung gezeigt.

Fiir den Beweis der Gegenrichtung sei z zunéchst eine zu 2 dhnliche,

beliebige Mefireihe im IR®. Unter der Voraussetzung p > % wollen wir
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zeigen, dafl dann z < y folgt.

S
> i
=1

1=

=z

IN

IA

<

s

i=1

-

N
1l
—

s
lzi — @il + )
1 =1

1=

% + 2:1 z; (wegen z & z)
2=

ki

X v (wegen p > L7)

1=

Y

Da mit z =% y auf analoge Weise folgt, dafl z > z, gilt insgesamt, daf

z <%y

Wir kommen im Beweis von Satz 2 nun zu den Aussagen iber relatives
Rauschen fiir die Li-Norm. Zu zeigen ist

u L
e<iy = Y oui— x> 2 max{lfells ol

i=1

Wir wahlen dazu zwel Mefireihen z,z' € IR’ geeignet aus, zeigen, dafl sie
) ) bl

nicht dhnlich zu 2 bezichungsweise zu y sein konnen und folgern daraus die

Behauptung.
S
2
i=1

2Ly, x<py

(214 p, 22, 23,...,2,) €ER’

u+zxi:Zyi—xi+zxi:Zyi
i=1 i=1 i=1 i=1
z4y

Iz = z[ls Iz —z[ls

L<
Nl + 2l el + (=] = llz — z[]x

@ll2lls = [l& = z[l) L < [Jz = z[}1
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= lz =zl 0+ L) > 2|jz[l L

s 21
= Zz_;yz'—9L'z'=/i=||96‘—2||1>1+L||9L'||1
2= (g =2,y -, Ys) €ERS
s 2L
= -~~i;yi—l‘i=/i=||y—z'||1>1+—L||3/||1

Fiir die Gegenrichtung miissen wir zeigen, dafl

S
L
1<y « ;;w—m>2ijmnmmhmm}

Um z <} y unter den Voraussetzungen zu zeigen, miissen wir aus x &7 z
fiir beliebige z folgern, daf} z < y:

L
lzlli = (I=L)p>2L|zlli = L] +p) < p

>
=171
I
= L<—1
2|zl + p
N o | Iz = =1l
lz|ln + [zl = [zl + =]l + ||z = =[]
Iz llz = z||1
> > L >
2|zl + p 2||z[[1 + ||z — 2[]x

= p>|lz—zlh

8 S
Yvi—wmi=p>le—zlh =) -
i=1 i=1

S S

Yy
i=1 i=1

= Yy>z

Mit g > 2L ||y||1 folgert man analog, daf z &% y = ... = z < z. Also gilt
insgesamt x <7 y.
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Der Beweis fiir die Lo,-Norm verlduft vollig analog. Dabei wihlt man:

poo= QR T
z = (z1+pzotpestp,... 2, +p R
2= (- Y= ys— . ys — p) ERS

(Satz 2) O

Die Liicke in Satz 2 zwischen den Faktoren 1£—L und H_LL mag zwar argerlich
sein. Sie hindert aber nicht daran, die Robustheit des Vergleiches zweier
Mefirethen 2z und y auch in dem dadurch entstandenen Grenzbereich, tiber
den Satz 2 keine Aussage trifft, exakt zu bestimmen.

Die Liicke entsteht in der Abschétzung ||z — z||1 > ||2||1 — ||2||1. Die
scharfe Schranke p > 2 %Hx”l erhdlt man, wenn ||z — z||1 +||2||1 = ||2]]1-
Dies ist gleichbedeutend mit z; > 0. Da man p genausogut auf jede andere
Komponente von z aufaddieren kénnte, um eine zu x mit relativem Abstand
néachste Mefireihe z zu definieren, die nicht kleiner ist als y, erhélt man die
scharfe Schranke auch dann, wenn es irgendeine nicht-negative Komponente
in z gibt. Ansonsten mufl man g mit der betragsméaBig kleinsten Kompo-
nente von z verrechnen. Im ungiinstigsten Falle entsteht dadurch die obige
Abschétzung. Da die exakte Berechnung fiir konkrete 2 und y méglich ist,
kann man auch fiir Vergleiche, iber deren Robustheit Satz 2 keine Aussage
macht, diese dennoch bestimmen. Die Liicke des Satzes ist daher nicht allzu
schlimm.

Anhang: Das Minimum einer linksgekriimm-
ten Funktion

Der Wert an einer Zwischenstelle ist bei einer linksgekriimmten Funkti-
on f : D — IR immer kleiner als der Wert der Verbindungsgeraden der
Randpunkte an dieser Stelle:

f(A.El-F(l—A)IQ)S/\f(a}l)-i-(l—A)f(Iz) Y Il,IQED,/\E[O,l]

Fiir eine solche Funktion soll nun in einem Intervall [/, 7] eine Stelle zmin
gesucht werden mit f(zmin) < f(2),Va € [l,r]. Dazu wird das Suchin-
tervall [[,r] in zwei sich Uberlappende Intervalle [I,m,] und [my,r] mit
l < mi < m, < r aufgeteilt. Der Vergleich der Funktionswerte f(m)
und f(m,) kann entscheiden, in welchem der beiden kleineren Intervalle
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ein Minimum i, liegen muf}. Auf diesem Intervall wird die Vorgehens-
weise rekursiv fortgesetzt, solange bis die Gréfle des Suchintervalls eine
festgelegte Schranke unterschreitet. Der Mittelpunkt dieses Intervalls wird
als Ndherungslosung zuriickgegeben.

Wie 148t sich die Entscheidung zugunsten eines der Teilintervalle be-
griinden? Betrachten wir dazu den Fall f(m;) < f(m,). Die Annahme,
es existiere ein € [m,,r] mit f(x) < f(my) fithrt mit einem geeigneten

A €[0,1] zu dem Widerspruch
f(me) = fAmi+ (1= X))
Af(mi) +(L=A) f
Af(my)) +(1=X) f
f(mi)

Die Annahme muf also falsch sein, weswegen man das Intervall [m,, 7] bei

(2)
(m)

A IA

der weiteren Suche vernachlissigen und sich auf [I, m,] beschrinken kann.
Der Fall f(m;) > f(m,) verlduft vollig symmetrisch.

Bei der Wahl der Hilfspunkte m; und m, gibt es einen Trade-off zwischen
Geschwindigkeit und numerischer Stabilitéat. Liegen beide Punkte sehr na-
he am Mittelpunkt von [I, ], so ergibt sich fast eine Binédrsuche mit einer
Halbierung der Intervallgréfie. Der Vergleich zwischen f(mi) und f(m,) ist
dann aber sehr kritisch. Liegen m; und m, weit auseinander, so ist der Ver-
gleich numerisch stabiler, aber man bendétigt mehr Iterationen, da sich die
Intervalle nicht so sehr verkleinern. Algorithmus 3 wahlt die gréfftmoglichen
Abstidnde zwischen [, m;, m, und r.

Algorithmus 3 Minimum einer linksgekrimmien Funkiion

min_left_curvature(f, le ft, right)

begin
I — left;
r < right;
while (r — I > toleranz)
do
my — %l—l— %r;
my, — %l—l— %r;
if f(mi) < f(m,) then r — m,;
else | — my;
fi;
od;

return % (I+r);
end.
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Kapitel 3
Tankballastsysteme

Nachdem wir nun geklart haben, was wir unter einem System und einer
Diagnose seines Zustandes verstehen, wenden wir uns einem konkreten An-
wendungsbeispiel zu. Denn es erscheint als viel zu schwere Aufgabe, das
Diagnoseproblem fiir allgemeine Systeme l6sen zu wollen. Bei der Auswahl
einer Anwendung sollten folgende Punkte beachtet werden:

1. Es muf} ein Diagnosebedarf fiir die Anwendung herrschen.

2. Das System soll Eigenschaften aufweisen, die die Diagnose durch her-
kémmliche Methoden ungeeignet macht.

3. Technische Einzelheiten sollten leicht zugénglich sein, um eine genii-
gende Realitdtsnahe zu gewéahrleisten.

Die Anwendung, die hier untersucht werden soll, sind Tankballastsysteme.
Auf schwimmenden Kranplattformen, wie der Micoperi 7000 werden schwe-
re Lasten von bis zu 14 000 Tonnen Gewicht bewegt oder aus dem Wasser
gehoben. Um dabei das Gleichgewicht zu halten, ist ein Lastausgleich nétig.
7Zu diesem Zweck besitzt die Micoperi 57 Ballasttanks, die iiber zwei Pum-
pen mit Seewasser gefiillt werden kénnen. Auch das Verlagern des Schwer-
punktes durch Umpumpen von Wasser zwischen den Tanks ist méglich.
Durch einen elektronischen Leitstand kann dieser Lastausgleich gesteuert
werden. Der Leitstand hat viele Arbeiter vor Ort ersetzt, die frither Ven-
tile noch manuell bedient haben. Bei einem Schaden in der Anlage macht
sich das Fehlen dieser menschlichen Sensoren bemerkbar. Fehler, die frither
vom Personal schnell erkannt wurden, sind heute nur durch ein unerwar-
tetes Verhalten der Plattform bemerkbar und kénnen oft nicht gleich loka-
lisiert werden. Ein unkorrekter Ballastausgleich kann aber schwere Folgen,
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bis hin zum Untergang, haben. Daher besteht ein grofier Bedarf nach au-
tomatischen Verfahren, die in der Lage sind, mit Hilfe der vorhandenen
Sensordaten eine Diagnose zu erstellen.

Tankballastsysteme umfassen sehr unterschiedliche Komponenten. Da-
her miissen nicht nur mechanische Teile, wie Pumpen und Ventile mit Mo-
toren zur Steuerung beriicksichtigt, sondern auch Fliissigkeitsbewegungen
analysiert und elektronische Steuerelemente beachtet werden. All diese Tei-
le bilden einen heterogenen Regelkreis, der sich den bekannten Methoden
zur Diagnose erfolgreich widersetzt.

Im Verbundvorhaben Behavior wurden Tankballastsysteme intensiv un-
tersucht. Insbesondere war mit der Systemtechnik Nord GmbH ein Hersteller
solcher Systeme im Projekt beteiligt. Dadurch sind die nétigen technischen
Einzelheiten durch Berichte zuginglich und eine wirklichkeitsnahe Model-
lierung eines solchen Systems ist méoglich.

Im folgenden soll die Modellierung eines Tankballastsystems und die
Simulation seines Verhaltens durch Rechenmaschinen beschrieben werden.
Abbildung 3.1 zeigt dazu das Schema einer kleinen Kranplattform mit einer
Pumpe und drei Ballasttanks. Diese grobe Vereinfachung gegeniiber den 57
Tanks der Micopery erfolgt in Anlehnung an das Behavior-Projekt. Sie 1483t
sich ein wenig dadurch rechtfertigen, daff beim Betrieb der Plattform immer
nur maximal drei Tanks angesteuert werden. Man mufl aber beachten, dafl
durch Defekte, wie zum Beispiel nicht vollstindig geschlossene Ventile, auch
durchaus mehr als nur drei Tanks von einer Operation betroffen sind. Zur
Entwicklung von neuen Methoden geniigt uns aber das Dreitank-System.

Eine schematische Darstellung, wie in Abbildung 3.1 erméglicht die Ein-
gabe von Tankballastsystemen mit einem Systemeditor. Zur Simulation des
Verhaltens hingegen ist eine andere Sicht sinnvoll. Dazu wird aus den Kom-
ponenten ein Rohrleitungsnetz abgeleitet, fiir das die Wasserstromungen
berechnet werden kénnen. Geometrische Daten, wie Durchmesser von Roh-
ren, gehen dabei in physikalische Grofien, wie Widerstidnde, ein. Das aus
Abbildung 3.1 entstehende Rohrleitungsnetz ist in Abbildung 3.2 darge-
stellt. Es ist ein Graph, dessen Kanten den méglichen Wasserstrom zwi-
schen markanten Druckpunkten, den Knoten, représentieren. Die Knoten
des Graphs lassen sich in zwei Gruppen unterteilen: Die Knoten vom Grad
grofer eins (innere Knoten, als Kreise dargestellt) und Knoten vom Grad
eins (duflere Knoten, als Rechtecke dargestellt). Verzweigungen des Wasser-
stroms oder Mefipunkte des Wasserdrucks werden zu inneren Knoten. Die
aufleren Knoten sind die Quellen und Senken des Stroms.

Im néchsten Abschnitt werden die einzelnen Komponenten eines Tank-
ballastsystems, ihr Verhalten und die Modellierung in einem Rohrleitungs-
netz vorgestellt. Danach werden mogliche Fehlverhalten und ihre Modellie-
rung angesprochen. Es folgt die Beschreibung der Simulation von Strémun-



-
Pumpe

Abbildung 3.1: Schema eines Dreitanksystems
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I 1]

Abbildung 3.2: Rohrleitungsnetz zum Dreitanksystem

gen in Rohrleitungsnetzen. Dabei werden numerische Probleme angedeutet
und deren Loésung aufgezeigt.

3.1 Die Komponenten und ihr Verhalten

In Abbildung 3.1 erkennt man die typischen Komponenten eines Tankbal-
lastsystems. Nicht abgebildet ist dabei die Steuereinheit, die die Werte der
Sensoren und Mefigerdte aufnimmt und tiber die Ventile in das Geschehen
eingreift.

Das Beispiel besteht aus drei Tanks, die jeweils iiber ein Entliftungs-
rohr, einen Druckmesser und zwei Schwimmschalter verfiigen. Diese Schal-
ter helfen der Steuereinheit den richtigen Zeitpunkt des Offnens und Schlie-
Bens der Ventile vy, v und vs in den Zuleitungen der Tanks zu finden, um
ein Leer- oder Uberlaufen der Tanks zu verhindern. Die Pumpe kann so-
wohl zum Entleeren als auch zum Fiillen der Tanks mit Seewasser genutzt
werden. Zum Fiillen werden die Ventile vg und v; gedffnet und die Ventile
vq und vy geschlossen. Zum Entleeren drehen sich diese Ventilstellungen
gerade um. Um die Pumpe vor Verunreinigungen im Meer zu schiitzen, ist
ihr ein Filter vorgeschaltet. Die Geschwindigkeit des Fiillens oder Entlee-
rens wird durch das Regelventil vsg beeinflufit. Es soll verhindern, daf§ zu
starke Wasserstromungen entstehen und dafiir sorgen, dafl der Saugdruck
der Pumpe nicht zu tief ist. Wir werden spéter auf diese Aufgaben des
Regelventils und der Steuereinheit ndher eingehen. Thr stehen dazu neben
den Driicken in den Tanks auch der Druck vor und nach der Pumpe zur
Verfiigung.

Die unterschiedliche Dicke der Rohre kommt in Abbildung 3.1 nicht zum
Ausdruck, deshalb erkennt man auch keine Verjiingungen. Neben der rdum-
lichen Lage haften den Komponenten Eigenschaften wie Léangen, Durch-
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Abbildung 3.3: Rohr, Verjiingung und Knick

messer oder Winkel an. Wir wollen nun diese Eigenschaften und ihren
Einfluf auf das Verhalten der einzelnen Komponenten beschreiben. Ahn-
liche Betrachtungen finden sich in dem technischen Bericht [Riim92] des
Behavior-Projektes. Eine weitergehende Einfithrung in die Strémungslehre

gibt [Bec86].

Rohre

Ein Rohr wird durch seinen Durchmesser d und seine Lange [ charakteri-
siert. Es sei mit einer Fliissigkeit der Dichte p gefiillt. Ein Druckgefille P
zwischen seinen Enden fithrt zu einer Strémung. Dabei gilt fiir die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit w nach Uberwinden der Massentriigheit:
K
P= 5 |w]
K ist ein dimensionsloser Widerstandsbeiwert, der sich zu K := (A1)/d mit
der Rohrlinge [, dem Durchmesser d und der Widerstandszahl' X ergibt.
Mit dem Strémungswiderstand R := (K p)/(2Q?) bedeutet dies fiir den
Volumenstrom ¢ = QQw tiber der Querschnittsfliche ) des Rohres:

P = Rqlql

1P|

¢ = sgn(P)/ 4

Der entsprechende Strom g stellt sich natiirlich nicht schlagartig ein, son-
dern wird wegen der Massentrigheit angendhert. Dies driickt sich im Im-
pulssatz F' = mw mit der tragen Masse m = p () [ und der beschleunigenden
Kraft F = (P — Rqlq|) Q aus. Daraus leitet sich folgende Differentialglei-
chung ab, die in Verbindung mit einem Startwert gq des Volumenstroms

IDie Widerstandszahl hingt von der Art der Strémung — laminar oder turbulent —
und durch die Reynoldszahl Re von der Viskositat der Fliissigkeit ab. Man kann sie sich
aber auch vereinfacht, als aus dem physikalischen Himmel gefallen vorstellen.
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dessen Verhalten in der Folgezeit eindeutig bestimmt:

i- %(P—Rq|q|) (3.1)

Wir fassen den Rohrquerschnitt ), die Dichte p und die Rohrlidnge I in
der Trdgheitskonstanten k := @Q/(pl) zusammen. Dies ist in der Literatur
zwar nicht Ublich, es wird uns aber spéater sehr behilflich sein, wenn wir
unterschiedliche Rohre in einem Ersatzrohr zusammenfassen wollen. Diesem
148t sich ndmlich kein einheitlicher Querschnitt und keine Lénge zuordnen,
wohl aber eine neue Triagheitskonstante.

Damit ist ein Rohr im Rohrleitungsnetz geméafl Gleichung (3.1) durch
drei Grofien bestimmt: Durch den Widerstand R, die Tragheitskonstante k
und durch einen additiven Druck Py. Widerstand und Tragheitskonstanten
sind nach obigen Uberlegungen klar, der additive Druck bedarf jedoch noch
einer Erklarung. An dem Druckgefille P zwischen seinen Enden ist ein
Rohr weitgehend unschuldig, lediglich ein sich durch die Lage des Rohres
im Raum ergebender Héhenunterschied der beiden Offnungen kann sich als
additiver Druck bemerkbar machen.

Verjiingungen und Knicke

Eine Verjiingung wird, wie Abbildung 3.3 verdeutlicht, durch die beiden
Durchmesser d; und d» und die Linge des Ubergangs [ vom einen zum
anderen Durchmesser beschrieben. Ein Knick ist durch den Winkel ¢, seinen
Durchmesser d und seine Lange [ spezifiziert.

Dem Wasserstrom setzen Verjingungen und Knicke einen, gegeniiber
einem Rohr gleicher Léange, zusétzlichen Widerstand entgegen. Man kann
sie also im Rohrleitungsnetz wie Rohre mit einem héheren Widerstand be-
trachten.

Verzweigungen

Verzweigungen werden durch ihren Verzweigungsgrad und die Winkel zwi-
schen jedem Paar ausgehender Rohre charakterisiert. In Abbildung 3.4 ist
eine Verzweigung vom Grad drei dargestellt.

Die Kanten des Rohrleitungsnetzes werden mit den drei beschreiben-
den Werten des Widerstandes, der Tragheitskonstanten und des additiven
Druckes attributiert. Die inneren Knoten des Netzes bilden sich hingegen
aus den Verzweigungen der Rohrleitungen. Die Verzweigung in Abbildung
3.4 geht also in einen Knoten mit drei ausgehenden Kanten tiber.

Ist diese einfache Sichtweise, Widerstdnde nur den Kanten selbst zuzu-
ordnen, nicht aber den einzelnen Ubergéngen zwischen den Kanten, iiber-
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(R k. Ps)

(Ruk,,P)

Abbildung 3.4: Verzweigung und entsprechendes Rohrleitungsnetz
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haupt ausreichend? Betrachten wir dazu die Verzweigung in Abbildung 3.4.
Dem Wasserstrom von Rohr 1 nach Rohr 2 stellt die Verzweigung entspre-
chend dem Winkel ¢12 einen Widerstand Ris entgegen. Ebenso verhilt es
sich fiir die Ubergiéinge von Rohr 1 zu Rohr 3 und von Rohr 2 zu Rohr 3. Wie
gehen nun diese Widerstinde Ri9, R13 und Ras der einzelnen Ubergéinge n
die Widerstande an den Kanten des Rohrleitungsnetzes ein? Wir miissen
daraus die Widerstdnde Ri, Rs und Rj3 bestimmen, die wir zu den schon
vorhandenen Widerstdnden in den drei ausgehenden Kanten des entspre-

chenden Knotens addieren. Es gilt dabei:

Ris = R + Ry
Ri3 = Ry + R3
Rz = Ry + R3

Lost man dieses Gleichungssystem auf, so erhélt man

1 .

Ry = §(R12 + Riz — Ras)
1

Ry, = §(R12 + Roz — Ri3)
1

Ry = §(R13 + Ros — Rl?)

Es ist also mdglich, die unterschiedlichen Widerstinde, die sich in einer
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Verzweigung ergeben, den beiden entsprechenden Kanten des Rohrleitungs-
netzes zuzuordnen.?

Pumpe und Filter

Eine Pumpe der Lange | mit Durchschnitt d und dem Pumpendruck Py
verhalt sich wie ein Rohr gleicher Grofle mit einem additiven Druckgefélle
Py und eventuell einem gegeniiber dem Rohr etwas héheren Widerstand.

Auch ein Filter verhalt sich wie eine Rohrleitung mit stark erhéhtem
Widerstand.

Ventile

Ventile verhalten sich wie Rohre mit regelbarem Widerstand. Eine Beson-
derheit ergibt sich jedoch, wenn ein Ventil geschlossen wird. Dies verdndert
namlich die Topologie des Rohrleitungsnetzes durch Wegfall der entspre-
chenden Kante. Unter Umstdnden kann das Netz dadurch sogar in zwei
Teilnetze zerfallen.

Seekasten

Ein Seekasten stellt die Verbindung des Tankballastsystems zum Meer her.
Er geht in das Rohrleitungsnetz als dufilerer Knoten ein, das heift, er ist
eine Quelle oder Senke des Netzes. Der Druck dieses Knotens entspricht
dem Wasserdruck zwischen Seekasten und Wasseroberflache.

Tanks

Ein Tank wird durch seine Grundfliche A und seine Hohe h charakteri-
siert. Im Rohrleitungsnetz wird er, wie ein Seckasten, als dufierer Knoten
repriasentiert. Der Druck des Knotens ist der Druck des Wassers im Tank
und damit abhéngig von dessen Fiillstand, der sich verdndert durch den
Wasserstrom in den Tank hinein und aus ihm heraus. Erreicht der Wasser-
stand einen der beiden Schwimmschalter, so wird dieser angehoben.

Steuereinheit

Die Ventile vy bis vz ermdglichen die Wahl der Operation: We}_che Tanks
beteiligt sind und ob sie gefiillt oder entleert werden. Um das Offnen und

2Man erkennt, daBl die Widerstinde Ry, Ry und R3 gerade dann positiv sind, wenn
es nicht einfacher fiir das Wasser ist, zuerst in das falsche Rohr zu entweichen, dort
umzudrehen und nun ins Ziel zu flieflen.
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Schlieflen von Ventilen im Laufe einer Operation durch das Bedienungsper-
sonal der Plattform modellieren zu kdénnen, werden die Steuersignale mit
einer Uhrzeit versehen, zum Beispiel, Ventil vs &ffnet sich nach 3 Minuten.

Die Ventile vy, v5 und vz verhindern zusétzlich, dafl die Tanks leer- oder
iiberlaufen. Die dazu nétigen Steuersignale erhalten sie von den oberen und
unteren Schwimmschaltern.

Das Regelventil vg steuert die Starke der Strémung in den Rohren und
die Druckverhéltnisse. Die Steuereinheit wertet dazu die Driicke vor und
hinter der Pumpe aus. Sie achtet darauf, dafl die Stromung einen maximalen
Wert gmax, d