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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einleitung

In der “klassischen” Komplexititstheorie untersucht man, wie schwierig ein algo-
rithmisches Problem im schwierigsten Fall (worst-case) ist. In der Praxis ist es aber
unter Umstdnden wesentlich wichtiger zu wissen, wie aufwendig die Problemlosung
im Mittel ist, d.h. zum Beispiel welche mittlere Laufzeit ein Losungsalgorithmus hat,
wenn die Eingaben einer bestimmten Verteilung unterliegen. Dies soll kurz an einem
Beispiel erliutert werden.

Das Problem, zu erkennen, ob ein gegebener Graph dreifdrbbar ist, d.h. ob eine Mar-
kierung der Knoten mit drei verschiedenen Farben existiert, so dafl keine zwei durch
eine Kante verbundenen Knoten die gleiche Farbe haben, wird Dreifdrbbarkeits-
Problem genannt. Es ist nicht bekannt, ob das Dreifdrbbarkeits-Problem zur Klasse
P der in Polynomzeit entscheidbaren Probleme gehort. Fiir jede vorgeschlagene
Féarbung eines Graphen kann man aber in Polynomrzeit entscheiden, ob sie eine
korrekte Dreifirbung ist. Somit gehért das Dreifirbbarkeits-Problem zu NP, der
Klasse von Problemen, deren Losungen sich in Polynomzeit verifizieren lassen. Es
ist sogar N'P-vollstindig (vergleiche [16]), d.h. falls P # NP gilt, gibt es keinen
Losungsalgorithmus fiir das Dreifirbbarkeits-Problem, dessen Laufzeit bei allen Ein-
gaben polynomiell beschrinkt ist. Die A"P-vollstindigen Probleme gelten deshalb
als besonders schwer. Allerdings bezieht sich diese Aussage nur auf die worst-case
Situation. Es gibt ndmlich Graphen, fiir die man in sehr kurzer Zeit entscheiden
kann, ob sie dreifirbbar sind oder nicht. Je nachdem mit welcher Wahrscheinlichkeit
“schwierige” und “einfache” Eingaben fiir einen Entscheidungsalgorithmus auftre-
ten, ist die Problemlésung #m Mittel mehr oder weniger aufwendig. H. S. Wilf gibt
in [19] fiir eine bestimmte Verteilung auf den Eingabegraphen einen Algorithmus an,
der das Dreifdrbbarkeits-Problem 16st und dessen erwartete Laufzeit konstant ist.
Einen Uberblick iiber eine Vielzahl solcher Resultate findet man in [10].

Selbst wenn P # NP gilt, kénnte es dennoch zu jedem A“P-Problem und jeder in der
“Praxis” auftretenden Verteilung einen Losungsalgorithmus geben, dessen Laufzeit
bei dieser Eingabeverteilung im Mittel polynomiell beschrinkt ist.
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Diese Beobachtungen lassen es sinnvoll erscheinen, eine average-case Komplexitits-
theorie zu entwickeln. Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung
eines allgemeinen Rahmens fiir eine solche Theorie und die Herleitung einer Reihe
moglichst allgemeiner Resultate innerhalb dieses Rahmens.

In der Literatur gibt es bereits einige Beitrige zu diesem Thema: Leonid A. Levin
stellt 1984 in [11] eine Definition fiir den Begriff “im Mittel polynomielle Laufzeit”
vor. In seinem Modell gelingt es Levin, eine Reduktionstheorie zu entwickeln und
die Existenz eines vollstdndigen Problems nachzuweisen. Seit 1984 haben eine Reihe
von Autoren die fiir die Levinsche Theorie entscheidende Definition von “im Mittel
polynomielle Laufzeit” diskutiert. (Vergleiche dazu zum Beispiel [6], [1] und [8].) Es
ist jedoch nicht klar, ob es weitere, sinnvolle Definitionen dieses Begriffes gibt, die
von der Levinschen Definition verschieden sind. Daher regt O. Goldreich in [6] an,
nach alternativen Definitionen zu suchen, die ebenso wie das Levinsche Modell zu
einer an Ergebnissen reichen average-case Komplexititstheorie fithren.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit untersuchen wir die Frage, welche “natiirlichen”
Eigenschaften ein average-case Modell haben sollte. Ist in einem solchen Modell ein
Algorithmus im Mittel polynomiell beziiglich einer bestimmten Eingabeverteilung,
so verlangen wir zum Beispiel, daf} dieser Algorithmus in dem Modell auch dann im
Mittel polynomiell ist, wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir die “leichten” Eingaben
grofler und entsprechend die Wahrscheinlichkeiten fiir die “schwierigen” Eingaben
geringer werden. Modelle, die diese natiirlichen Eigenschaften haben, heiflen starke
average-case Modelle. Wir zeigen, dafl es Beispiele fiir solche Modelle gibt. Es stellt
sich heraus, dafl das Levinsche Modell kein starkes average-case Modell ist.

Im dritten Kapitel fithren wir eine Reihe technischer Begriffe wie Dominanz von
Dichten und wuniverselle Dichten ein. Wir stellen verschiedene Klassen von Vertei-
lungen vor und geben Beziehungen zwischen diesen Klassen an.

Wir zeigen im vierten Kapitel, dafl wichtige aus der worst-case Komplexitidtstheo-
rie bekannte Zusammenhinge fiir alle schwachen average-case Modelle gelten. Zu
diesen Resultaten gehéren die Beziehungen zwischen mittlerem Platz- und mittlerem
Zeitbedarf von deterministischen bzw. nichtdeterministischen Turingmaschinen, dar-
unter zum Beispiel eine Ubertragung des Satzes von Savitch auf allgemeine schwache
average-case Modelle.

Wihrend wir zum Beweis der genannten Resultate Techniken aus der klassischen
Komplexitidtstheorie verwenden kénnen, fithren diese beim Versuch, Hierarchiesitze
fiir schwache average-case Modelle zu zeigen, nicht zum Ziel. Hierzu ben&tigen wir
die Theorie der Complezity Cores (vergleiche [5]) bzw. die der Super Complexity
Cores.

Ein Complexity Core fiir eine nicht in Polynomzeit entscheidbare Sprache L ist eine
unendliche Menge von Strings, so daf} jeder Lésungsalgorithmus fiir L mehr als po-
lynomielle Laufzeit bei fast allen (d.h. allen bis auf endlich vielen) Eingaben aus
dieser Menge benttigt. Beziiglich einer Verteilung, die die Elemente eines Com-
plexity Cores fiir L besonders bevorzugt, haben daher alle Losungsalgorithmen fiir
L auch ein im Mittel schlechtes Laufzeitverhalten. Damit wird aber keine Aussage
iiber die Laufzeit von Algorithmen gemacht, die die Sprachzugehérigkeit nur bei den
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mit positiver Wahrscheinlichkeit auftretenden Eingaben korrekt berechnen. Wir ent-
wickeln daher die Theorie der Super Complezity Cores. Ist S eine unendliche Menge
von Strings und ist A die Menge aller Algorithmen, die fiir alle Eingaben aus S
die Sprachzugehorigkeit zu L korrekt entscheiden, dann ist S ein Super Complexity
Core fiir L, wenn alle Algorithmen aus A bei fast allen Eingaben aus S mehr als
polynomielle Laufzeit verbrauchen. Treten nur Strings mit positiver Wahrschein-
lichkeit auf, die Elemente eines solchen Super Complexity Cores sind, so hat jeder
Algorithmus, der bei allen diesen Eingaben das korrekte Ergebnis liefert, eine im
Mittel schlechte Laufzeit. Wir zeigen die Existenz von (rekursiven) Complexity Co-
res und die Existenz von (rekursiven) Super Complexity Cores und benutzen diese,
um Hierarchiesédtze in schwachen average-case Modellen zu beweisen.

Wir schlieflen das vierte Kapitel mit einem Satz iiber den Zusammenhang zwischen
worst-case und average-case Komplexitdtstheorie. Gem&f [1] gilt: Wenn sich im
Levinschen Modell alle A"P-Sprachen in mittlerer polynomieller Zeit beziiglich aller
in polynomieller Zeit approximierbaren Verteilungen auf den Eingaben erkennen
lassen, so ergibt sich als Folgerung fiir die klassische Komplexitidtstheorie, daf} die
Sprachklassen DEzpTime und NEzpTime identisch sind. Wir geben eine hinrei-
chende Bedingung an, unter der fiir ein beliebiges schwaches average-case Modell
ein entsprechender Satz gilt.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit entwickeln wir eine Reduktions- und Vollstdndig-
keitstheorie fiir schwache average-case Modelle. Der urspriinglich in der Levin-
schen Theorie entwickelte Begriff fiir “Polynomzeitreduktion” ist nicht “transitiv”.
(Vergleiche [6].) Wir geben eine allgemeine Definition fiir “Polynomzeitreduktion
beziiglich eines schwachen average-case Modells” an, die die Transitivitdtseigenschaft
hat. Fiir einige schwache average-case Modelle geben wir hinreichende Bedingungen
dafiir an, dafl eine Funktion eine Polynomzeitreduktion beziiglich dieses Modells ist.
Schliellich verallgemeinern wir zwei im Levinschen Modell bekannte Vollstindig-
keitssitze (vergleiche [11] und [1]) auf eine spezielle Klasse von schwachen average-
case Modellen und zeigen dariiber hinaus weitere Vollstdndigkeitsresultate fiir diese
Klasse.

1.2 Bezeichnungen

Bezeichnung von Zahlbereichen

Wir verwenden folgende Symbole zur Bezeichnung von Zahlbereichen:
IN  Menge der natiirlichen Zahlen (ohne Null)
INg  Menge der natiirlichen Zahlen einschliefilich Null

Z  Menge der ganzen Zahlen

IR Menge der reellen Zahlen

Rt Menge der positiven reellen Zahlen (ohne Null)

R} Menge der positiven reellen Zahlen einschlieflich Null

Ist » € IR, so bezeichnet |r] die gréfite ganze Zahl z mit z < r. Entsprechend
bezeichnet [r] die kleinste ganze Zahl z mit r < z.
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Strings und Alphabete

Ist 3 ein Alphabet, d.h. eine endliche Menge, dann nennen wir eine endliche Folge
{z;}1<i<k, k € INg, von Elementen z; aus ¥ einen String iber 3 oder auch ein Wort
iber . Wir benutzen fiir diesen String auch die Schreibweise ziz5...2. Dabei
ist die Ldnge des Strings x5 ...2, genau k. Ist z ein String iiber ¥, so wird mit
|z| die Linge dieses Strings bezeichnet. Die leere Folge iiber ¥ wird als der leere
String € bezeichnet. Dieser hat die Linge 0. Die Menge aller Strings iiber ¥ der
Lénge n € INg wird mit X" bezeichnet. Dariiber hinaus ist es iiblich die Menge aller
Strings iiber ¥ als ¥* zu schreiben, d.h. es gilt

o= =

iEWO

Abkiirzend schreibt man % fiir die Menge aller nicht-leeren String iiber ¥, somit
ist
ot=J =
€N
Sind k,f € INg, x = @1...2, und y = yy ...y Strings iiber ¥, dann bezeichnet
die Schreibweise z o y, die Konkatenation der Strings 2 und y, d.h. den String
Z1...2ZkY1 - .. ye der Linge k + £ iber X.

Aufzihlungen

Ist M eine abzdhlbare Menge und {m;};cn, eine Folge von Elementen aus M mit

U {m;} = M,

iEWo
so nennen wir diese Folge eine Aufzdhlung von M.

Gilt ferner fiir alle ¢, j € INg mit ¢ # j
m; # my,

so heifit die Folge {m;}icm, eine wiederholungsfreie Aufzihlung von M.

Die <-Relation bei Funktionen

Sei M eine Menge mit einer totalen Ordnung < auf ihren Elementen, sei S C M und
seien f,g: M — IR Funktionen. Im folgenden verstehen wir unter der Schreibweise

fSSga

daB es my,my € S mit my < mg gibt, so daB fir alle z € S mit & > my oder z < my
gilt: f(z) < g(x). Ist die Menge S aus dem Kontext bekannt, so schreiben wir statt
<g auch kurz <. Entsprechendes gilt fiir die Schreibweisen <g und <, sowie >g, >.

Ist § C IR, so bedeutet f < ¢, dal f(z) < g(2) fiir alle 2 € S bis auf ein Intervall mit
endlichen Intervallgrenzen gilt. Im Fall einer diskreten Menge S bedeutet f <g g,
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daB f(z) < g(x) fir alle bis auf endlich viele © € S gilt. Wir sagen dann auch, daf
f(z) < g(x) fir fast alle z € S gilt.

Ist ¥ ein Alphabet, M = ¥*, so ist zum Beispiel die lexikographische Ordnung auf
den Strings iiber ¥ eine totale Ordnung auf ¥*. Ist § = ¥* und sind f,¢: ¥* — R}
Funktionen, so schreiben wir in dieser Arbeit in der Regel f < g statt f <g ¢ und
entsprechend < statt <g, > statt >g, > statt >g und < statt <g.

O-Notation

Sei f:%* — R} (bzw. f : INg — IR{), so bezeichnen wir mit O(f) die Menge der
Funktionen g : ¥* — R} (bzw. g : INg — IRy, fiir die es eine Konstante ¢ > 0 gibt,
so daf fir fast alle z € &*

g(z) < e f(z)

gilt.

Darstellung von Algorithmen

Wir verwenden zur Darstellung von Algorithmen eine modifizierte Form der von
I. Nassi und B. Shneiderman in [15] eingefiithrten Struktogramme. Da diese selbst-
erkldrend sind, verzichten wir an dieser Stelle auf weitergehende Erlduterungen.



Kapitel 2

Starke und schwache
average-case Modelle

2.1 Aufzidhlungen, Dichten und Verteilungen

Sei S eine unendliche abzidhlbare Menge und sei ¢ : § — INy eine Funktion. Ist ¢
bijektiv, so ist die Folge {z;};cn, mit ¢(z;) = i, i € INp, eine wiederholungsfreie
Aufzihlung von S. Daher nennen wir ¢ eine wiederholungsfreie Aufzihlungsfunktion
von S oder kurz auch eine wiederholungsfreie Aufzihlung von S.

Sei k € INg und ¥ = {0,1,2,...,k}. Dann ist ¥* eine unendliche abzihlbare Menge,
denn es existiert zum Beispiel die folgende bijektive Abbildung ¢y : 3* — INg:

¢s(e) = 0,
bntereasiin) = (1 + Yok DG 17 -
=1
mit33173727...7337.6{0717.__7]@}.

Wenn ¢ eine wiederholungsfreie Aufzéhlung von ¥* ist, wenn ¢ in polynomieller Zeit
in |z| bei Eingabe 2 € * und ¢! in polynomieller Zeit in log,(n + 1) bei Eingabe
n € INg berechnet werden kann, dann nennen wir ¢ eine lezikographische Aufzdhlung
von §. Wir folgen mit dieser Begriffshildung der in [6] iiblichen Sprechweise.

Wie man leicht sieht, ist ¢y eine lexikographische Aufzihlung. Sie wird Standard-
aufzdhlung von ¥* genannt.

Ist zum Beispiel ¥ = {0,1}, so ist

)
¢=(00

10
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Sei ¢ eine wiederholungsfreie Aufzihlung von £*, ¢ € %, k € Z mit ¢(z) +k > 0,
so setzen wir

zik=0¢""(¢(z)+k).

Hat 2 die Nummer n € INp in der gegebenen wiederholungsfreien Aufzihlung, so ist
x + k der String y, dessen Nummer gerade n + k ist. Wir schreiben z < y, wenn z
in der gegebenen wiederholungsfreien Aufzéhlung eine kleinere Nummer als y hat.
Entsprechend ist < y zu verstehen.

Ist zum Beispiel 3 = {0,1} und ist die Standardaufzihlung gegeben, so ist
“0077 ; (—l) — cclw
und
“077 4'_ 2 — “0077.
Hierbei haben wir Strings in {0,1}* durch “ und ” gekennzeichnet.

Hat man eine abzdhlbare Menge S und eine wiederholungsfreie Aufzihlung ¢ von
S gegeben, so kann man die aus der Stochastik bekannten Begriffe der Dichte und
Verteilung wie folgt definieren.

Definition 2.1 (Verteilung, Dichte)

1. Eine Funktion v : S — [0,1] heifit Dichte auf S, wenn

Doy =1

yeSs
gilt.

Ist M C S, so setzen wir

(M) =) P(x).

zeEM
Die Menge SUP(¢) ={z € S :¢(x) > 0} heifit Trigermenge von .
Ist |[SUP()| = oo, so heifit ¢ unendlich, sonst endlich.
2. Sei ¥ : S — [0,1] eine Abbildung und ¢ eine wiederholungsfreie Aufzihlung

von S. Ist die Funktion ¥’ : S — [0,1] mit

oy~ ) V@) =7 d(x) - 1) fallsz #e,
Vie) = { U(z) fallsx = ¢

eine Dichte auf S, so heiffit ¥ Verteilung auf S beziiglich ¢. Die Funktion ¥’
heifit dann die zu ¥ beziiglich ¢ gehérende Dichte.
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Verteilungen sind beziiglich der zugrunde liegenden wiederholungsfreien Aufzihlung
monoton wachsend und konvergieren gegen 1, d.h.: Ist ¥ eine Verteilung auf S
beziiglich ¢, ist {z;};ev eine Folge von Elementen aus S und gilt ¢(z;_1) < ¢(z;)
fiir alle ¢+ € IV, so folgt

lim ¥(z;) =1.

1—00

Zu einer gegebenen wiederholungsfreien Aufzihlung ¢ und einer Dichte ¢ : S — [0, 1]
148t sich eine Verteilung ¢* : § — [0, 1] mittels

i)=Y w(y)

definieren. Es gilt:

Wir nennen ¢* die zu ¢ beziglich ¢ gehdrende Verteilung.

In den folgenden Abschnitten und Kapiteln werden wir hiufig statt einer Dichte auf
S eine Funktion g : S — [0, 1] angeben mit der Eigenschaft

0< Y g(z) < .

z€S
Die Konstante ¢ = (}_,cg¢(2))" nennen wir Normierungskonstante von g, denn
mit
pz)=c-g(x)
ist eine Dichte gegeben.

Betrachten wir wieder den Fall, dal ¥ = {0,1} und S = ¥* ist. Wir setzen
D = {y: ~ ist eine Dichte auf £*}. (2.1)
Sei ¢ die Standardaufzihlung von ¥. Dann ist zum Beispiel die Funktion

a7 = [0,1]

0 sonst

S |z|72-271Fl falls 2 # &,
uu(r)z{ =1 7

eine Dichte auf ¥*. Ublicherweise wird die zu p,, beziiglich der Standardaufzihlung
gehorende Verteilung in der Literatur als die Gleichverteilung auf {0,1}* bezeich-
net. Alle Strings gleicher Linge haben die gleiche durch die Dichtefunktion gege-
bene Wahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Strings der
Linge n ist gleich 7?—2 -n~2. Dadurch wird eine Dichte auf den Lingen der Strings,
bzw. auf INy definiert, ndmlich yp, : INg — [0, 1] mit

71\70(”) =

Sy

sonst.

{ L .on72 fallsn > 1,
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AufBlerdem ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Strings = der Linge n
pn(z) =277

Allgemeiner: Sei ¥ ein beliebiges Alphabet und ¢ eine lexikographische Aufzihlung

von ¥*. Wir setzen

ME = {zeT:¢(x) =0},

M? = {zex: |Z"-1<¢(z) < D" -1}
und (4(z) = n, falls € M2,

Ist ¢ die Standardaufzihlung, so ist M gerade die Menge aller Strings iiber ¥ der
Linge n, d.h. Mg = " und (¢(z) = |z|.

Seien v, : M® — [0,1] fiir n € INg und 7, : Ny — [0, 1] Dichten. Sei z € ¥*, und
sei n so gewihlt, daB = € M? gilt. Dann wird mit

7(@) = 1o () - ()

eine Dichte auf ¥* definiert, denn

Yoalx) = D () D ()

rzeEL* n€e Ny :I:EMS
= Z TNo (1) - 1
nEWo
= 1.

Umgekehrt 1a8t sich zu jeder Dichte v auf ¥* eine Folge v, , 70,71, . . - obiger Form
angeben, so daB fiir alle n € INy und = € M? gilt:

7(@) = TN (1) - ().

Dazu setzt man fiir n € INg

TNo(n) = Z 7(%)

xGMﬁ
und fiir 2 € M2

YV (1)
sonst.

) falls v, (n) > 0,
Tn(w) = 1
M)
Dabei wurde fiir den Fall ypy,(n) = 0 willkiirlich die Gleichverteilung auf den Ele-
menten von M¢ gewihlt. Man sieht leicht, da diese Funktionen Dichten sind.

Wir nennen eine solche Folge von Dichten ypy,, Y0, 71, . . eine beziglich ¢ dekompo-
nierte Dichte auf ¥* bzw. die Dekomposition von v beziiglich ¢. Umgekehrt heifit v
Komposition der Folge beziiglich ¢. Entsprechendes gilt fiir Verteilungen.

In den folgenden Abschnitten und Kapiteln gehen wir vom Alphabet 3 = {0,1} und
der zugehorigen Standardaufzéhlung aus, sofern wir nicht explizit andere Angaben
machen.
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2.2 Das Levinsche Modell

Ein in der Analyse von Algorithmen hiufig untersuchtes Maf fiir die Giite eines Al-
gorithmus ist seine mittlere Laufzeit, d.h. der Erwartungswert der Laufzeit beziiglich
einer vorgegebenen Verteilung auf den Eingabestrings.

Genauer: Sei f : ¥* — INg die Laufzeitfunktion einer Turingmaschine M, d.h. M
macht an Eingabe © € £* genau f(z) Uberginge. Seien v, : £" — [0,1], n € INo,
Dichten, so hat f polynomiellen Erwartungswert beziglich {v,}necmv, falls es ein
t € INg gibt, so daf} fiir fast alle n € INy gilt:

Ef(X)] = ) fe) - ym(e) <n', (2.2)

reX™

Auf der Suche nach einer formalen Definition fiir den Begriff “eine Funktion f
ist im Mittel polynomiell beziiglich einer Verteilung + : ¥* — INy” bietet es sich
zunichst an, zu fordern, dafl f polynomiellen Erwartungswert beziiglich {v,}nen
hat. 0. Goldreich zeigt in [6], dafi diese Formalisierung jedoch schwerwiegende
Nachteile hitte.

Betrachtet man z.B. die Verteilung v = p,, aus Abschnitt 2.1 und die Funktion

N |z|?  fallsz #0...0,
f(”_{zifl falls 7 = 0.0,

dann hat f polynomiellen Erwartungswert beziiglich v, denn es gilt:

S f@) () = nPe(2—1)-27" 42727
TeEX™
n2+1

s

IA A

fir n > 2. Es gilt aber auch

> @) (z) = wt(2n-1)-27n 22027
x€X"
> o,

Somit hat f? keinen polynomiellen Erwartungswert beziiglich . Der Erwartungs-
wert ist keine gute Formalisierung des Begriffs “im Mittel polynomiell”, wie wir im
folgenden erldutern werden.

In der klassischen Komplexitdtstheorie betrachtet man zum Beispiel Einband- und
Zweiband-Turingmaschinen. Wird eine Sprache L von einer Zweiband-Turingma-
schine in Zeit f : ¥* — INg erkannt, so gibt es eine Einband-Turingmaschine, die L in
Zeit O( f?) erkennt. Damit ist sichergestellt, daf z.B. die Sprachklasse P, die Menge
der Sprachen, die von einer deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit
erkannt werden kénnen, nicht vom speziellen Turingmaschinen-Modell abhingt.
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Um diese Unabhéngigkeit vom speziellen Turingmaschinen-Modell auch fiir die Klas-
se der in “mittlerer Polynomzeit” erkennbaren Sprachen zu erhalten, muf} eine For-
malisierung des Begriffs “f ist im Mittel polynomiell” beziiglich einer gegebenen
Verteilung p folgende Eigenschaft haben: Ist f im Mittel polynomiell beziiglich p,
so folgt, daB auch f* fiir alle & € IV im Mittel polynomiell beziiglich y ist.

In [11] wurde 1984 von L. Levin die folgende Formalisierung vorgeschlagen:

Definition 2.2 Fine Funktion f : ¥* — IN heifit im Mittel polynomiell (im Levin-
schen Modell) beziiglich einer Dichte v : ¥* — [0,1], wenn es ein t € IN gibt, so

dafy )
> o) 1O <o

et |$|

gilt.

Wie man leicht sieht, gilt im Levinschen Modell: Ist f im Mittel polynomiell
beziiglich einer Dichte v auf ©*, so ist fiir alle & € INg die Funktion f* ebenso
im Mittel polynomiell beziiglich .

Weitere wichtige Eigenschaften der Levinschen Definition werden im folgenden Satz
angegeben.

Satz 2.3

1. Ist f; durch eine Funktion fy beschrdnkt und ist fy im Mittel polynomiell
beziiglich einer Verteilung v, so ist auch fy im Mittel polynomiell beziiglich v,
d.h. es liegt eine Art Transitivitit vor.

2. Ist f polynomiell beschrdnkt, so ist f auch im Mittel polynomiell beziglich
jeder Dichte v auf ¥*.

3. Sind fi und fo wm Mittel polynomiell beziiglich einer Dichte v, so ist auch
f1+ fo tm Mittel polynomuell beziglich .

4. Ist f nicht polynomaiell beschrinkt, dann ¢ibt es eine Verteilung v, so daf$ f
beziiglich v nicht im Mittel polynomiell ist.

In Abschnitt 2.4.4 untersuchen wir die Eigenschaften des Levinschen Modells bzw.
des dort eingefiihrten erweiterten Levinschen Modells genauer. Dort finden sich auch
die Beweise zu den obigen Aussagen.

Von S. Ben-David u.a. wurde in Analogie zur Levinschen Definition in [1] der Begriff
“4m Mittel logarithmisch” eingefiihrt:

Definition 2.4 Eine Funktion f : ¥* — IN heifft im Mittel logarithmisch (im

Levinschen Modell) beziglich einer Dichte v : £* — [0,1] , wenn es ein t € IN gibt,

so dafl
of(z)/t

||

> () < 00

zexnt
gilt.
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Es 148t sich zeigen, daf} folgendes gilt: Wenn eine Funktion f im Mittel logarithmisch
beziiglich einer Verteilung 7 ist, so ist 2¥ im Mittel polynomiell beziiglich . Dabei
handelt es sich um eine wichtige Eigenschaft dieses Modells, da sie sicherstellt, daf}
alle Probleme, die in mittlerem logarithmischen Platz gelost werden kénnen, auch
in mittlerer polynomieller Zeit gelost werden kénnen. Dies ist die analoge Aussage
zu dem aus der klassischen Komplexitdtstheorie bekannten Satz, daf} alle Problem,
die in Platz f gelést werden kénnen, auch in Zeit 257 fiir ein k € IV zu 15sen sind.
(Vergleiche dazu Korollar 2.2.17 in [12].) In Abschnitt 2.4.4 beweisen wir diese
Behauptung in einem allgemeineren Zusammenhang.

2.3 Starke average-case Modelle

Nachdem das Levinsche Modell in [11] vorgestellt worden war, wurde in mehreren
Veroffentlichungen gezeigt, dafl es eine sinnvolle Formalisierung des Begriffs “im
Mittel polynomiell” darstellt. Insbesondere gelang es, Reduktions- und Vollstandig-
keitsbegriffe einzufithren und vollstindige Probleme nachzuweisen. Ein zentraler
Punkt der Diskussion auf diesem Forschungsgebiet bleibt aber die Definition “im
Mittel polynomiell” selbst. Wir untersuchen im folgenden, ob es alternative Forma-
lisierungen dieses Begriffes gibt, die ebenso wie das Levinsche Modell zu starken Re-
sultaten fiihren und intuitiv nachvollziehbare Eigenschaften haben. Im Levinschen
Modell wird das Verhalten einer Funktion mit dem Verhalten aller Funktionen einer
ganzen Funktionenklasse (den Polynomen) verglichen. Wir verfeinern die Fragestel-
lung, indem wir nach solchen Formalisierungen suchen, in denen zwei Funktionen
miteinander verglichen werden kénnen.

Im folgenden benttigen wir die Menge der Funktionen
F={f:%" - RI}
und die in Gleichung (2.1) definierte Menge von Dichten D auf ¥*.

Definition 2.5 (Vergleichsmodell)

Ein Vergleichsmodell ist ein Paar R = (H,V)mit H CF undV C F x D x H. Gilt
(f,7,9) € V, so schreiben wir f §,If g. Entsprechend schreiben wir f <£;c g, falls
f Sff g und g g5 f gilt. Die Menge H heifit Menge der Vergleichsfunktionen von
R.

In der klassischen Komplexitdtstheorie vergleicht man Laufzeit- oder Speicherbe-
darfsfunktionen von Turingmaschinen in der Regel nur mit Funktionen wie den
Polynomfunktionen, den Logarithmusfunktionen oder den Exponentialfunktionen.
Deshalb beinhaltet die Definition des Begriffs Vergleichsmodell die Spezifikation der
Menge der Vergleichsfunktionen H dieses Vergleichsmodells.

Im folgenden schreiben wir, wie in Abschnitt 1.2 bereits erwéhnt, kurz

<y
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statt
f<sv g
fiir zwei Funktionen f,g € F, d.h. daB fiir fast alle z € * gilt: f(z) < g(z).

Definition 2.6

1. Wir nennen eine Menge H C F unbeschrinkt, wenn es fir alle f € F ein
h € H gibt, so dafs
f<s+h

gilt. Andernfalls heifst H beschrdinkt.

2. Ein Vergleichsmodell R = (H,V) heif$t unbeschrinkt, wenn H unbeschrdnkt
ist. Andernfalls heifit es beschriankt.

Man kann dem Levinschen Modell das (beschrinkte) Vergleichsmodell L = (H,V)
mit

H={-]":teN}

und

V:{(fv”/a|'|t) : v€D, t € N und es gilt

i T@YE
2 @) = < }

zeXt

zuordnen. Dabei bezeichnen wir mit | - |* die Funktion, die z auf |2|" abbildet.

Ebenso 148t sich aus der worst-case Komplexititstheorie das Vergleichsmodell
W= (F,V)

mit
V=A{(f,7,9): 7v€Dundesgilt f < g}
entwickeln, bei der die dem Vergleich zugrunde liegende Dichte keine Rolle spielt.

Da im folgenden der Formel
f<fy

die Bedeutung “im durch R gegebenen Vergleichsmodell ist die Funktion fim Mittel
beziiglich der Dichte v nach oben durch die Funktion g beschrinkt” gegeben werden
soll, ist abzusehen, daf} nicht jedes beliebige Vergleichsmodell fiir diese Interpretation
sinnvolle Eigenschaften hat. Wir entwickeln daher in den folgenden Abschnitten
solche Eigenschaften, die “sinnvolle” Vergleichsmodelle haben miissen, und geben
Beispiele und Gegenbeispiele dafiir an. Vergleichsmodelle, die diese Eigenschaften
haben, werden wir average-case Modelle nennen.

Es stellt sich heraus, daf§ die in Abschnitt 2.3.1 vorgestellte erste Variante einiger
dieser Eigenschaften so starke Forderungen an das Vergleichsmodell stellt, daf} zum
Beispiel das bewdhrte Levinsche Modell diesen nicht geniigt. (Vergleiche Satz 2.19.)
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Wir geben daher in Abschnitt 2.4 eine zweite schwichere Variante der entsprechen-
den Eigenschaften an. Wir zeigen, daf} es eine Reihe von Vergleichsmodellen gibt, die
diese schwicheren Eigenschaften haben. In Kapitel 3 zeigen wir dann, dafl schon aus
diesen schwachen Eigenschaften wichtige komplexitdtstheoretische Zusammenhinge
folgen.

2.3.1 Definition der starken average-case Modelle

Unser Ziel ist es, die Vergleichsmodelle R = (H,V) zu charakterisieren, fiir die die
Relationen <§ auf F x H fiir alle v € D &hnliche Eigenschaften haben wie die oben
definierte Relation <y« auf F x F.

Wir werden im folgenden auf eine Reihe solcher Eigenschaften eingehen und ihre
Bedeutung fiir eine sinnvolle average-case Theorie aufzeigen.

Wir wir schon in Abschnitt 2.2 gesehen haben, betrachten wir die Transitivitit als
eine wichtige Eigenschaft geeigneter Vergleichsmodelle. Ist ein Algorithmus A; im
Mittel beziiglich einer gegebenen Dichte v mindestens so schnell wie ein Algorithmus
Ay und ist dieser wiederum beziiglich 7 mindestens so schnell wie ein Algorithmus
As, so erwartet man unbedingt, dafl A; im Mittel beziiglich v mindestens so schnell
wie As ist. Diese Uberlegung fithrt zur sogenannten Transitivititseigenschaft.

Werden zwei verschiedene Algorithmen mit Laufzeiten f; und f; auf dieselbe Ein-
gabe ¢ angewandt, so daf} sich die Gesamtlaufzeit als Summe der Einzellaufzeiten
ergibt, so wiirde man erwarten, dafl f; + fo im Mittel beziiglich einer Verteilung
kleiner oder gleich g1 + go ist, sofern f; im Mittel beziiglich v kleiner oder gleich
g; fiir ¢ = 1,2 ist. Ein Vergleichsmodell mit dieser Eigenschaft nennen wir additiv
monoton oder monoton beziiglich Addition.

Es scheint uns natiirlich zu sein, dafl jedes geeignete Modell vertriglich mit der
gewOhnlichen Ordnungsrelation ist. Dabei sind nur « € SUP(7y) von Interesse.
Folgt aus f <syp(y) g, daB f §,]f g gilt, so sagen wir, R ist vertrdglich mit <.

Umgekehrt wiirde man auch erwarten, daf§ f fé,]f g fiir eine unendliche Dichte v gilt,
falls g <suyp(+) fist. Diese Idee spiegelt sich in der starken Antisymmetrieeigenschaft
wider. Ein weiterer Grund, dafl wir von einem “sinnvollen” Vergleichsmodell eine Art
Antisymmetrieeigenschaft fordern, besteht darin, daf§ wir in Satz 2.18 zeigen, dafl
auch das triviale Vergleichsmodell W = (F,F x D x F) die anderen Eigenschaften
hat. Diese Relation wiirde man intuitiv nicht fiir ein verniinftiges Vergleichsmodell
halten.

Wie bereits erwdhnt, halten wir es fiir notwendig, dafl auch in den im folgenden be-
trachteten Modellen fiir eine average-case Komplexitdtstheorie Invarianz beziiglich
des zugrunde gelegten Turingmaschinen-Modells gewahrt bleibt. Daher nennen wir
ein Vergleichsmodell R monoton beziglich Komposition, wenn aus f §5 g fiir aus-
gewihlte Funktionen t : RY — R{ auch to f <F to g folgt. Selbstverstindlich
macht es keinen Sinn, dies fiir alle Funktionen aus der Menge

NF = {t:R} - R})}
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zu fordern: Ist zum Beispiel f < g und t eine streng monoton fallende Funktion,
0 ist sicher t o g < t o f und demnach wiirde t o f g!f t o g zu einem Widerspruch
zur Antisymmetrie fiihren. Bei unseren Untersuchungen hat sich gezeigt, daf es sich
anbietet, diese Kompositionseigenschaft fiir Funktionen t aus

MW = {t € NF : t ist streng monoton wachsend und konvex }

zu fordern. Man beachte dabei, daf} jede Funktion ¢ € MW stetig ist.

Als letzte Eigenschaft eines geeigneten Vergleichsmodells R fordern wir, dafl das
Vergleichsmodell monoton beziiglich Verbesserung der Verteilungist: Weifl man, dafl
f §5 g gilt und daB die Verteilung 7 die Instanzen z mit f(z) < g(z) wenigstens
so stark bevorzugt wie v, d.h. 7(z) > 7(2), und die Instanzen z mit f(z) > g(z)
héchstens so stark gewichtet wie v, d.h. 7(2) < ¥(2), so wiirde man sicher erwarten,
daB f <R g gilt. Wir fiihren fiir eine derartige Situation zwischen 4 und 7 bei
gegebenen f und g folgende Schreibweise ein:

Definition 2.7 Gegeben f,g € F und 7,7 € D, so schreiben wir

T S(f,g) 7

wenn T(x) < v(x) fur fast alle x € ¥* mit f(x) > g(x) gilt, und wenn ferner
T(x) > y(z) fir fast alle x € ¥* mit f(z) < g(x) gilt.

Die oben erlduterten Eigenschaften werden im folgenden formalisiert:
Definition 2.8 Sei R = (H,V) ein Vergleichsmodell.

1. Wir sagen, R ist

(ST) stark transitiv, wenn fir alle f € F, g,h € H aus f Sf? g,9 S,]f h folgt,
daf$ auch f §5 h gilt.

(SMA) stark monoton beziiglich Addition, wenn fir fi, fo € F und ¢1,92 € H
aus fi <B g1, fo <I g, folgt, daf auch fi + fo <& g1 + g2 gilt.

(MK) monoton beziiglich Komposition, wenn fir alle f € F, ¢ € H und
te MW aus f Sfj”gfolgt, dafito f Sf?”tog gilt.

(V) vertriglich mit <, wenn fir alle Dichten v € D und fir alle Funktionen
feF, geH aus f <syp(y) g folgt, daf f <E g gilt.

(MV) monoton beziiglich Verbesserung der Verteilung, wenn fir alle f € F
und g € H mit f S,]f g gut: Ist 7 eine Dichte mit T <(z4) 7, so gilt
f<Byg.

(SA) stark antisymmetrisch, wenn fir alle v € D mit |SUP(v)| = co und fiir
alle g € H und f € F aus g <syp(y) [ folgt, daf f ﬁ,]f g gilt.

2. Wenn R unbeschrdinkt ist und alle obigen FEigenschaften hat, sagen wir, R ist
ein starkes average-case Modell.
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Lemma 2.9 Ist ein Vergleichsmodell R vertrdglich mit < wnd stark transitiv, so
gilt fir alle f,g € F mit f ;{ff g und alle h € H mit g > h:

f 25 h.

Beweis: Falls f <! h und g > h gilt, so folgt mit den Eigenschaften (V) und (ST),
das f Sf? g gilt, im Widerspruch zur Voraussetzung. |

2.3.2 Konstruktion starker average-case Modelle

Ist S eine Menge von Vergleichsmodellen, so wird mittels R = (H, V') mit

H= () H
(H',V')esS

und

V={(f7.9): 7 €D undfiralle B € § gilt f </ g}

ein neues Vergleichsmodell definiert. Man sieht leicht, daf folgender Satz gilt:

Satz 2.10

1. Wenn alle R’ € S eine der Eigenschaften {(ST), (SMA), (MK), (MV), (V),
(SA)} haben, dann hat auch R diese Eigenschaft.

2. Wenn ein R' € S ein starkes average-case Modell ist, alle R' € S die Eigen-
schaften (ST), (SMA), (MK), (MV) und (V) haben und H unbeschrdnkt ist,

dann ist R ein starkes average-case Modell.

2.3.3 Positive Beispiele

Sind Ry = (Hy,Vy) und Ry = (H,,V,) zwel Vergleichsmodelle, so nennen wir R,
eine Frweiterung von Ry, wenn Hy C Hy und Vo C V4 gilt. Umgekehrt nennen wir
Ry eine FEinschrdnkung von Rq.

Wir zeigen, daf jedes starke average-case Modell R = (H,V) mit H = F eine Erwei-
terung der folgenden Abwandlung des Modells der worst-case Komplexitdtstheorie
ist.

Satz 2.11 Das Vergleichsmodell FU = (F,V) mit

V:{(fv'-)/vg): ")/GID, fSSL{P('y)g}

ist ein starkes average-case Modell.
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Beweis: Nach Definition ist FU unbeschrinkt.

1. (ST): Seien f Sfu g,9 Sfu h, dann gibt es in der Menge SUP(7) nur endlich
viele z mit f(z) > g(z) oder g(z) > h(z). Somit gibt es in SUP(y) auch nur
endlich viele z mit f(z) > h(z). Daraus folgt aber f Sfu h, und es ergibt
sich, dafl FU stark transitiv ist.

2. (SMA): Die starke additive Monotonie beweist man analog zur starken Tran-
sitivitit.

3. (MK): Seien f §,qu g, und sei t : Ry — RS streng monoton wachsend. Da
f(z) > g(x) nur fir endlich viele @ € SUP(7) gilt und da ¢ streng monoton
wachsend ist, gilt auch nur an diesen endlich vielen Stellen t(f(z)) > t(g(z)).
Alsoist to f Sfu tog.

4. (MV): Sei f <7H g. Gibt es nur endlich viele z € SUP(7) mit f(z) > g(z) und
ist 7 <(s4) 7, 50 gibt es auch nur endlich viele x € SUP(7) mit f(z) > g(z)
Daher ist f <F¥ ¢

5. (V): Die Vertriglichkeitseigenschaft liegt nach Definition vor.

6. (SA): Gilt g <syp(y) f und ist v unendlich, so gilt f Lsyp(y) g. Daraus folgt
fi¥yg

Es folgt, dafl FU ein starkes average-case Modell ist. |
Offensichtlich gilt der folgende Satz:

Satz 2.12 Jedes Vergleichsmodell R = (H,V) mit H = F, das vertrdaglich mit <
1st, ist eine Erweiterung von FU.

Korollar 2.13 Jedes starke average-case Modell R = (H,V') mit H = F st eine
Erweiterung von FU.

Beweis: Jedes starke average-case Modell R ist vertridglich mit <. Somit gilt fiir
alle v und alle f,¢ € 7 mit f <gyp(,) ¢ die Beziehung f gﬁ g gilt. Damit folgt die
Behauptung. |

Wir untersuchen nun Beispiele, bei denen im Gegensatz zu den bis jetzt beschriebe-
nen Vergleichsmodellen die Gréfle der Werte v(z) eine Rolle spielt.

Wir fithren folgende Notation ein: Sei 7 eine Dichte auf INg. Mit s, : INg — {0,1}
bezeichnen wir die Funktion

o (n) :{ 0 falls n ¢ SUP(7),

sonst.

Ist v eine Dichte auf £* und vpy, die zugehoérige Dichte auf IV, so schreiben wir
abkiirzend statt s, auch s,.
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Satz 2.14 Seiw : IN — IN eine Funktion, und sei R = (F, V') ein Vergleichsmodell
mit

V=2{(f79): €D, lim |sy(n)-wln)- Y 7alz)|=0
zeX”

f(z)>g(z)

Dann ist R ein starkes average-case Modell.

Beweis: Nach Definition ist R unbeschrinkt.

Wir zeigen, daf die Eigenschaften eines starken average-case Modells vorliegen.

1. (ST): Seien f Si” g,9 Sff h. Dann gilt

T s Y 4] = o

lm | sy(n)-w(n)- Z yz)| = 0.

n—oo
reX™

9(z)>h(z)

Wenn f(x) > h(x) gilt, folgt f(z) > g(x) oder g(x) > h(z). Deshalb folgt

Tim | sy(n)-w(n)- ¥ ()

zEL™
f(z)>h(z)
< nh—>I%o sy(n)-w(n)- Z v(z)+ Z 7()
reX™ LN
f(z)>g(z) g(z)>h(z)

= 0.
Somit folgt f S,]f h.

2. (SMA): Analog zu (ST) beweist man, dafl R stark monoton beziiglich Addition
ist.

3. (MK): Ist t € MW, so gilt fiir fast alle z € X*, daB aus t(f(z)) > t(g(z))
die Ungleichung f(z) > g(z) folgt. Daraus ergibt sich leicht die Eigenschaft

4. (V): Ist v € D und f <gsyp(q) g, dann ist

f(@)>4(x) e,
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eine Folge, die nur an endlich vielen Stellen positive Werte annimmt. Somit
konvergiert sie gegen 0. Damit gilt

f<ly.
5. (MV): Sei f §5 g und 7 eine Dichte mit 7 <(; gy 7. Sei fiir n € INg
By ={o e f(z)> g(o)}
Wir zeigen zunichst, dafl fiir fast alle n € IV
52 (1) - (Ba) < 53(n) - 70 Ba) (23
gilt.
Ist 7,(By) = 0, so ist die obige Ungleichung trivialerweise erfiillt. Nach De-

finition 2.7 gibt es ein N > 0, so daf} fiir alle n > N folgendes gilt: Falls
Tn(Br) > 0 gilt, ist auch v,(By) > 0. Damit ist

s7(n) = sy(n) = 1,

und es gilt
(Bn) < 7(Bn),
r(S"\ Ba) > 3(S"\ Ba),
~ 7(Br)
T S EET Y
B 7(By)
Tn(Bn) = 7(By) + 7(3"\ By)
Daher ist

7(Bn) - 7(5"\ By,
Somit folgt durch Addition von 7(B,
7(Bn) - (7(Bn) +7(5"\ Ba)) < 7(Bn) - (7(Bn) + 7(E" \ Bn)).

Also gilt fiir alle n > N mit 7(B,,) > 0

Tn(Bn) < yn(Bn).
Da s.(n) = sy(n) = 1 gilt, folgt, daB die Ungleichung (2.3) erfiillt ist.
Mittels der Ungleichung (2.3) erhdlt man fiir fast alle n € INg
sr(n)-w(n)- E Tn(2)

rex™
f(z)>g(z)

*Tn(Bn)
) 7n(Bn)

7(Bp) - 7(E"\ Bp).

) <
)-v(By,) auf beiden Seiten der Ungleichung

l
)
5
o
3
g
o
3

IN
V)
2
—~
3
R e
S
—
3
R

I
[V
2
—
3
g
—~
3

Somit folgt die Eigenschaft (V).
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6. (SA): Sei v € D eine unendliche Dichte. Seien f,g € F mit g <syp(4) f, dann
ist fiir fast alle n € IV

) wm) - Y (@) = sy(n) - w(n).
Somit ist

rex™
1(@)>a(e) el

keine Nullfolge. Daraus folgt nach Definition

fky.

Aus Satz 2.14 und Satz 2.10 ergibt sich die folgende Aussage:

Satz 2.15 Sei S eine Menge von Funktionen w : INg — IN. Dann ist R = (F,V)
mit

V:{(fa'/ag) : v €D und fir alle w € § gilt

dm st S ) | =0
reXn”
f(z)>g(z)

ewn starkes average-case Modell.

Aus diesem Satz 148t sich folgendes Beispiel fiir ein starkes average-case Modell
ableiten:

Als PolySum1-Modell bezeichnen wir Vergleichsmodell MS = (F,V) mit

V:{(f,v,g) : v € D und fiir alle t € IV gilt

Hm | sy(n)-n'- D qu(z)| =0

n—oo
zeX™

f(#)>g(z)
Korollar 2.16 Das Vergleichsmodell MS st ein starkes average-case Modell.

Ein weiteres Beispiel wird in dem nachstehenden Satz vorgestellt:
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Satz 2.17 Das Vergleichsmodell Z = (F, V') mit

V:{(f,v,g) : v €D und es gilt

lm | s,(n)- Z Ta(z) ] =0

n—oo
zeX"™

f(z)>g(z)

ist ein starkes average-case Modell.

Der Wert

Z V()
zeL™
f(z)>g(z)

in der obigen Formel ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal f(z) > g¢(z) gilt, wenn
z gemif der Dichte v, aus X" zufillig gewdhlt wird. Im Vergleichsmodell Z gilt
f §$ g genau dann, wenn diese Wahrscheinlichkeit asymptotisch gegen Null strebt.
Dabei sind nur Eingabeldngen n relevant, fiir die

7(Z") >0

gilt, d.h. fiir die es Eingaben z mit |z| = n und y(z) > 0 gibt. Deshalb wird das
asymptotische Verhalten der Folge

sy(m) - Z Tn(2)
€N
untersucht, die nur dann positive Werte annimmt, wenn s,(n) > 0 und somit

7(27) > 0 gilt.

Weitere positive Beispiele

Weitere Beispiele fiir starke average-case Modelle sind alle Vergleichsmodelle der
Form R = (F,V) mit

V= {(f,v,g) : 7 € D und fir alle w € 5 gilt

Yo sy(lz)) - w(lz]) g (e) < ooy,
reL*
f(z)>g(x)

wobei S eine Menge von Funktionen w : INg — IV ist.
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Ein Beispiel dieser Art ist SR = (F, V) mit

VZ{(f,’Y,g) : v € D und fir alle t € IV gilt

Yo sylzh) -2l e (e) < o
reL*
f(z)>g(x)

Da die Beweise dieser Aussagen die gleichen Beweistechniken verwenden, die in den
Beweisen der analogen Aussagen bei anderen Modellen auftreten, verzichten wir hier
auf die Beweise.

2.3.4 Negative Beispiele

In Abschnitt 2.4.4 geben wir positive Beispiele fiir sogenannte schwache average-
case Modelle an. Diese Beispiele sind keine starken average-case Modelle, wie in
Abschnitt 2.4.4 gezeigt wird. Dariiber hinaus sind auch alle Vergleichsmodelle, die
keine schwachen average-case Modelle sind (siche Abschnitt 2.4.5), keine starken
average-case Modelle, wie wir in Abschnitt 2.4.3 zeigen. In diesem Abschnitt be-
schrinken wir uns daher auf drei Beispiele.

Wie man leicht sieht, gilt der folgende Satz:

Satz 2.18 Das Vergleichsmodell W = (F,F x D x F) hat die Eigenschaften (ST),
(SMA), (MK), (MV), (V), aber nicht (SA). Somit ist W kein starkes average-case
Modell.

Als weiteres Beispiel untersuchen wir das Vergleichsmodell R = (F, V') mit

V=A(f,7,9) : 7€ D und fiir alle n € INV gilt
F(0™) < ¢g(0™) oder v(0™) = 0}.

Hier spielen nur die Instanzen x eine Rolle, die ausschlieflich aus Nullen bestehen.
Sei zum Beispiel f(z) = 2l und g(z) = 1, das heift, g ist die Funktion, die konstant
den Wert 1 annimmt, sei weiter v beliebig, nehme aber an allen z € {0}* den Wert 0
an. Dann gilt nach obiger Definition f 35 g. Alsoist R nicht stark antisymmetrisch.
Das entspricht auch der Intuition, da die Funktion f im obigen Beispiel an allen
Stellen erheblich grofler als g ist und die Dichte v aus einer groflen Menge von
Dichten frei gewdhlt werden kann.

Wir zeigen nun, dafl das Levinsche Modell einige Eigenschaften eines starken average-
case Modells nicht hat. Daher werden wir im néichsten Abschnitt diese abschwichen,
um in unserer Theorie auch dieses Modell mit zu umfassen.

Satz 2.19 Das Levinsche Modell ist weder stark transitiv noch stark antisymme-
trisch.
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Beweis: Wir zeigen zuniichst, dal L nicht stark transitiv ist. Sei f(z) = |z|'?,

g(z) = |z|* und h(z) = |2|3, und sei
y(z) = ¢ 271 2] 73 (1 + log, [2]) %,

. . . . . I I
wobei ¢ die Normierungskonstante ist. Dann gilt f <’ g und g <J' h, denn

flz)'/ — 2| -3 —2 2
3 () = e 5 o a1 4 o o) e
rzexnt zexnt
= Z n~t (14 logyn) ™2
neN

< ™

und

1/3
g(z el - _
Y () LT S o (1 4 logy [o]) 2 - ol

zent 2] zext
= c- Z n=8/3 . (1 + logyn)~2
neN
< o0.
Aber f ﬁ{? h, denn
m)1/3 |z _ _
> (@) E o Y0 27 a7 (14 logy Ja]) 72 - Jaf?
rext rzext
= c- Z(l—|—10g2n)_2
neN
= 0.

Das Levinsche Modell ist auch nicht stark antisymmetrisch. Um dies zu sehen,
betrachte man f(z) = |z]3, g(2) = |z|* und

(z) = C.W falls z # e,
' 0 falls z = ¢,

wobei ¢ € RT die Normierungskonstante ist.

Dann gilt

1/2
T (). 1 )| =Y () [

zeXt

Daraus folgt, daf} f S{j g. Da aber g < f gilt und |SUP(7)| = oo, ist somit L nicht
stark antisymmetrisch. Daraus folgt die Behauptung. |
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In der klassischen Komplexitdtstheorie beschaftigt man sich in der Regel mit Kom-
plexitdtsklassen wie P, EX PTIMEFE u.i. Der Anspruch der Levinschen Definition
besteht nur darin, festzulegen, ob eine Funktion im Mittel polynomiell ist oder nicht.
Daher ist es nicht verwunderlich, daf fiir Polynomfunktionen keine starke Antisym-
metrie vorliegt. Ist dagegen zum Beispiel g(z) = |z|, f(z) = 2!*l und vp,(n) > L
fiir ein ¢ > 1, so sieht man leicht, dafl f ﬁ{; g, d.h. in Fillen, in denen f “erheblich”
von g abweicht und 7z, nicht “zu schnell” mit wachsendem n fillt, kénnen f und ¢
sehr wohl im Levinschen Modell unterschieden werden.

2.4 Schwache average-case Modelle

Wir schwéchen nun die Forderungen an ein Vergleichsmodell derart ab, daf sich auch
das Levinsche Modell verallgemeinern und in die Theorie der schwachen average-case
Modelle einordnen 148t.

Wie wir i Beweis von Satz 2.19 gezeigt haben, gibt es Beispiele fiir Vergleichsmo-
delle R = (H,V), die nicht stark antisymmetrisch sind. Genauer: Es gibt unendliche
Dichten p und Funktionen f, g, so dal ¢ < f, aber f Sff g gilt.

Moglicherweise ist die starke Antisyminetrieeigenschaft eine zu restriktive Forde-
rung an ein average-case Modell. Daher mdéchten wir die Antisymmetriebedingung
abschwichen. Eine erste Abschwichung besteht darin, daf wir nicht mehr fordern,
daB aus g <syp(,) [ folgt, daB f ﬁ,lf g gilt, sondern nur noch verlangen, daff zu
jedem g ein f € H mit f > ¢ existiert, so daf fiir alle unendlichen Dichten v gilt:
f ﬁ,];i g. Somit soll fiir Funktionenpaare f,g € F derart, dafl g “sehr viel” kleiner
als f ist, und fiir unendliche Dichten v die Beziehung f ,{5 g gelten. Dabei ist das
Vergleichsmodell R dafiir mafigeblich, wie “sehr” definiert ist.

Betrachtet man zwei verschiedene unendliche Dichten v und 7, wobei fiir fast alle
n € INy die Ungleichungen vy, (n) > n% und T, (n) > 2% gelten, so fillt die “Be-
deutung”, d.h. die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der Eingaben mit steigender
Stringldange, bei v wesentlich langsamer als bei 7. Bei 7 liegt die “Masse” der Wahr-
scheinlichkeit stirker bei Eingaben kleiner Linge als bei v. Anders ausgedriickt: 7
ist einer endlichen Verteilung ndher verwandt als 4. Wir ordnen daher die Dichten
i gemdf dem Verhalten von ppy, .

Definition 2.20 Seiw : INg — [0,1] eine Dichte auf INg. Wir bezeichnen mit D,
die Menge aller unendlichen Dichten v € D mit folgenden Figenschaften:

1. SUP(yN,) C SUP(w).
. . win
2. FEs qilt nh_)néo VJ—LNO < 0
sy(n)=1
Ist w eine Dichte auf INg und ist v € D,,, so bedeutet dies, daf} unter der Dichte ¥

die Wahrscheinlichkeiten fiir zunehmende Eingabeldngen weniger schnell fallen als
die Funktion w.
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Definition 2.21 Ist Q eine Menge von Dichten auf INg, so setzen wir

Do = |J D..
w€en

Seien f,g € F. In der Levinschen Definition wird ein Zusammenhang hergestellt
zwischen der Wahrscheinlichkeit, mit der ein z mit f(z) > g(z) auftritt, und der
Grofe der Abweichung des Wertes f(z) vom Wert g(z). Gibt es zu viele dieser
Abweichungen, in denen entweder die Gréfle der Abweichung oder die Wahrschein-
lichkeit fiir die Abweichungsstelle grof$ ist, so gilt f §§{7 g.

Gegeben eine Funktion g und gegeben eine Dichte w auf Ny, so findet man stets
eine Funktion f, so dafl im Levinschen Modell f ﬁ,% g fiir alle v € D, gilt. Wir
zeigen diese Aussage in Korollar 2.34. Man sieht leicht, daff die Funktion f um so
schneller wachsen muf}, je schneller w fillt.

Definition 2.22 Sei R = (H,V) ein Vergleichsmodell und w eine Dichte auf INg.
1. Seige H und f € F. Gilt f > g und qilt fir alle v € D, daff

fky,

so sagen wir, daf8 f die Funktion g beziiglich R und w dominiert.

2. Gibt es zu allen g € H ein f € F, das g beziglich R und w domaniert, so heifst
R schwach antisymmetrisch beziiglich w.

3. Wir bezeichnen mit Qr die Menge aller Dichten w auf INg, so daf§ R schwach
antisymmetrisch beziglich w ist.

Eine sinnvolle schwache Antisymmetrieforderung kénnte darin bestehen, dafl man
von einem Vergleichsmodell R verlangt, dafl Qr die Menge aller Dichten auf Ny ist.
Bei unseren Untersuchungen hat sich jedoch gezeigt, daf§ es giinstig ist, die Anti-
symmetrieforderung noch schwicher zu fassen. Zum Beispiel gilt fiir das PolySum?2-
Modell, das wir in Abschnitt 2.4.4 vorstellen werden, dal Qg nicht alle Dichten auf
INy enthilt, obwohl dieses Modell ansonsten “sinnvolle” Eigenschaften hat.

Wir verlangen von einem Vergleichsmodell R, das schwach antisymmetrisch ist, le-
diglich, dafi Qg # ( gilt. Dies wird im folgenden Abschnitt formalisiert.

Dariiber hinaus geben wir eine schwache Form der Transitivitit, die auch vom Levin-
schen Modell erfiillt wird, und eine schwache Form der Monotonie beziiglich Addition
an, die in weiteren Modellen, die wir hier nicht untersuchen werden, wichtig ist.
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2.4.1 Definition der schwachen average-case Modelle
Definition 2.23 Sei R = (H,V) ein Vergleichsmodell.

1. Wir sagen, R ist

(WT) schwach transitiv, wenn
i. fir alle f € F, g,h € H aus f Sf g und g < h folgt, daf$ f Sff h
gilt, und
. fir alle f € F, g,h € H aus f S‘gup(,y) g und g Sff h folgt, daf
f 35” h gilt.
(WMA) schwach monoton beziiglich Addition, wenn es ein ¢ > 1 gibt, so daf fir
alle fi,f2 € F, g1,92 € H aus fi <B g1, f <P gy folgt, dap

i+ f S?C'(fh-l'g?)

gilt. Die kleinste Konstante ¢ mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir mat
CR.
(WA) schwach antisymmetrisch, wenn Qg # 0.

2. FEin Vergleichsmodell R, das die Eigenschaften (WT), (WMA), (MK), (MV),
(V) und (WA) hat, heifft schwaches average-case Modell.

Fiir schwache average-case Modelle gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.24 Sei R = (H,V) ein Vergleichsmodell, das vertraglich mit < und
schwach transitiv ist. Seien w eine Dichte auf INg, g € H und h € F, so daf h
die Funktion g beziglich R und w dominiert. Dann gilt fir alle v € D, und alle
feF mith <syp(y) f

Fky.

Beweis: Falls f Sf g fiir ein v € D, gilt, folgt aus der zweiten Eigenschaft der
schwachen Transitivitit
R
h<ig
im Widerspruch dazu, dafl h die Funktion g beziiglich R und w dominiert. Daraus
folgt die Behauptung. |

2.4.2 Konstruktion schwacher average-case Modelle

Sei S eine Menge von Vergleichsmodellen, und sei R = (H,V') mit
H= ﬂ H'
(H',ZVhes

und
V={(fir.9) : 7€D, g€ Hund fiir alle R’ € § gilt f <¥ ¢}.
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Man sieht leicht, dafl folgender Satz gilt:

Satz 2.25

1. Seien g € H, f € F und w eine Dichte auf INg. Wenn es ein R’ € S gibt,
so dafy f die Funktion g beziglich R' und w dominiert, so gilt: f dominiert g
auch beziglich R und w.

2. Es gqilt:

U Qr C Qp.
R'eS

3. Wenn alle R' € S eine Figenschaft aus der Menge {(ST), (WT), (SMA),
(WMA), (MK), (MV), (V), (SA), (WA)} haben, dann hat auch R diese FEi-
genschaft.

4. Wenn ein R' € S ein schwaches average-case Modell ist, alle R' € S die Ei-
genschaften (WT), (WMA), (MK), (MV) und (V) haben und H unbeschrdnkt

ist, dann ist R ein schwaches average-case Modell.

Bewels:
1. Ist f > g und gilt fiir alle v € D,

fEf g,

so folgt
F£5y.
Daraus folgt die Behauptung.

2. Sei w € Upieg Qrr, dann gibt es ein R’ € S, so daB fiir jedes g € H' ein f € F
existiert mit: Fiir alle v € D, gilt

F£8y.
Insbesondere gibt es daher fiir jedes g € H ein f € F mit
Fif g
Damit gilt auch
f£ky.

3. Folgt aus der Definition von R.

4. Diese Aussage folgt aus den zuvor gezeigten Zusammenhingen.
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2.4.3 Verhaltnis zwischen starken und schwachen average-case Mo-
dellen

Wie wir schon angedeutet haben, gilt der folgende Satz:

Satz 2.26 Jedes starke average-case Modell R ist auch ein schwaches average-case

Modell.

Beweis: Sei R = (H,V) ein starkes average-case Modell. Es geniigt zu zeigen, daf}
die Eigenschaften (WMA), (WT) und (WA) aus den Eigenschaften eines starken

average-case Modells folgen.

1. Transitivitat:

(a) Seien f € F,g,h € H mit f §,]f gund g < h. Da R vertriglich mit < ist,
gilt
R
g <y h.

Da R stark transitiv ist, folgt somit

R
f<fh.

(b) Ist f <sur() g, dann ist f §,]f g gemifB der Vertriglichkeitseigenschaft.
Ist ¢ Sf h, dann folgt
fF<ih

v 1Y

da R stark transitiv ist.

2. Monotonie beziiglich Addition: Aus der starken Monotonie beziiglich Addition
folgt direkt die schwache Monotonie beziiglich Addition mit Konstante cp = 1.

6. Antisymmetrie: Sei g € H beliebig. Zu g+ 1 gibt es ein ¢’ € H mit g+ 1 < ¢/,
da R unbeschrinkt ist. Aus der Eigenschaft der starken Antisymmetrie folgt
fiir alle unendlichen Dichten p € D, daf}

g <Ry
Daraus folgt, dafl Qpr die Menge aller Dichten auf Ny ist.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit folgenden Satz, der aus Satz 2.12 direkt gefolgert
werden kann:

Satz 2.27 Jedes schwache average-case Modell R = (H,V) mit H = F ist eine
Erweiterung von FU.
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2.4.4 Positive Beispiele

In diesem Abschnitt geben wir eine Erweiterung des Levinschen Modells an, die
ein schwaches average-case Modell ist. Dariiber hinaus zeigen wir, dafl es weitere
Beispiele fiir schwache average-case Modelle gibt.

Das erweiterte Levinsche Modell

Wir fiithren zunéchst einige Begriffe ein:

Definition 2.28 FEine Funktion f € F heifit lingenwachsend, wenn sie die folgen-
den Bedingungen erfillt:

1. f ist nach oben nicht beschrdinkt.
2. Fur alle x,y € ¥* mit |z| = |y| gilt f(z) = f(y).

3. Fir alle z,y € ¥* mit |z| < |y| gilt f(z) < f(y).
Wie man leicht sieht, gilt folgendes Lemma:

Lemma 2.29 Seien f,ge F,ce RY undt € MW. Sind f und g lingenwachsend,
so sind auch ¢ - f, f + g, max{f, g}, min{f, g}, f-g und to f lingenwachsend.

Ist f eine lingenwachsende Funktion, so bezeichnen wir mit f: JRS' — JRS' die Funk-
tion, die durch lineare Interpolation zwischen den Stiitzstellen (n, f(0")) entsteht,
wobei mit 0° der leere String ¢ bezeichnet wird, d.h.

fry= (@ =r+[r])- FOU) 4+ (r = |7]) - fOUIH), (2.4)
Da f lingenwachsend ist, ist f streng monoton wachsend auf R{ und
F(RE) = [f(e), [ C RR.

Sei f‘l die inverse Funktion zu f auf [f(e), oo]. Wir erweitern f_l auf RY, indem
wir fiir r < f(e)

=0

setzen. Somit ist f~! monoton wachsend.

Lemma 2.30

1. Sind g und h lingenwachsend und gilt ferner g < h, so ist Bt <gl.

2. Sind g1 und g9 lingenwachsend, dann ist fir alle r € IRS'

g+ 9(r) = Gi(r)+ galr). (2.5)
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3. Sind g1, g2 lingenwachsend, dann gilt fir alle r € RY wund alle A € [0,1] mit
r € (g4 g) R, \-r € G(RE) und (1 = N)-r € G2(IRY), die folgende
Ungleichung

G (<A ) @RI A) ),

4. Istt € MW und ist g lingenwachsend, so ist

tog>tog.

Beweis:

1. Sei N = max{n € IV : j(n) > h(n)}. Fiir alle 7 > N 41 gilt dann g(r) < R(r).
Entsprechend gilt fiir alle 2 € IR mit z > h(N + 1), dafl

W) <),
2. Nach Definition ist fiir alle n € IV
g1+ g2(n) = (g1 + g2)(0") = g1(0") + g2(0") = gi(n) + Ga(n).
Daher folgt fiir alle r € R

gito(r) = (L=r+[r])g
1)

= (I=r+1[r])-(g
= qi(r) + gar)-

1+ ga(lr]) + (= [r]) g1+ ga(lr] + 1)
1+ g2)([r]) + (r = [7]) - (91 + g2)([7] + 1)

3. Vorausgesetzt g1, go sind lingenwachsend und es gibt r € RF und \ € [0,1],
so dafl die Argumente in der folgenden Ungleichung in den entsprechenden
Definitionsbereichen enthalten sind. Gilt

(G +g2) 7 (1) > g (M) + @ (1= ) ),

dann folgt aus der Tatsache, daB §i, §» und gy + ¢, streng monoton wachsen,
und mittels der Identitét (2.5)

ro= (g1t 92) (g1 + g2) 7 (1))

(i +g2)(@i ' A1)+ @ (1= X) - 7))

GG )+ RTHA =) )+ @G )+ @ (=) )
@ )+ @2 (1= A) 7))

Acr+(1=X)-r

T.

V

v

Das ist ein Widerspruch. Somit folgt die Behauptung.
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4. Es gilt fiir alle n € IV
tog(n) =tog(0") = t(g(0") = t(4(n)),
und daher folgt

tog(r)

(L =7+ [r])-2g([r]) + (r = |r]) - 2(g([r] + 1))
(=4 r])-g(lr)) + (r = 1)) - g([r] + 1))
#(g(r))-

Dabei gilt die erste Ungleichung, da t € MW und somit konvex auf RY ist.

vV

Definition 2.31 Unter dem erweiterten Levinschen Modell bzw. dem (erweiterten)
Levinschen Vergleichsmodell verstehen wir £ = (H,V') mit

H = {g € F:g lingenwachsend }

und

V= {(fvﬂl/vg) . S D, g € H und €es gllt
~1
5 () AL oo}.
Wir zeigen zunéichst, dafl £ eine Erweiterung des Levinschen Modells ist:

Satz 2.32 Das Vergleichsmodell L ist eine Erweiterung des Levinschen Modells,
das in Definition 2.2 definiert wurde.

Beweis: Sei t € IV und g(z) = |z|'. Dann gilt fiir alle r € RY:
(r+1)" > ([r])' 2 g(r) 2 (7)) = (r - 1)
Damit folgt fiir alle y im Bild der Funktion g, d.h. fiir y > 0
y 1> g7 (y) >y - L

Sei § ={zex* : fla)/t <1}.
Dann folgt

IN
2
—
8
S—
)
|
_
—~
-
—
&
S—
S

IA
TN
2
—
=
SN—
~
—
=
S—
i
Py
~———
+
—
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Dariiber hinaus gilt:

und

Also konvergiert

genau dann, wenn

konvergiert, d.h. f ist im Levinschen Modell im Mittel polynomiell beziiglich v
genau dann, wenn es ein ¢t € IN so gibt, daf§ f §§ | - |* gilt. Dabei bezeichnet | - |
die Funktion, die dem Wert z den Funktionswert |z|' zuweist. |

Satz 2.33 Das Vergleichsmodell L ist ein schwaches average-case Modell.

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, charakterisieren wir die Menge Q.
Aus diesem Lemma kann dann die schwache Antisymmetrie gefolgert werden.

Korollar 2.34

1. Im erweiterten Levinschen Modell gilt

Qr = {w: Dichte auf INy}.
2. Seien g € H und w € Qg. Dann dominiert die Funktion
fla)=3g (le -szngg'{l,w(m)}"ﬂ)
die Funktion g beziiglich L und w.

Beweis: Sei w eine Dichte auf INy und ¢ € F. Dann gilt fiir alle z € ©*
97 (f(2)) 2 |2 - max {1, w(m)}~".
m<|z|
Sei v € D,,, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0, so daB fiir alle n € IN mit s,(n) =1

TN (1) 2 € w(n)



Kapitel 2 Starke und schwache average-case Modelle

37

gilt. Dariiber hinaus ist 7 eine unendliche Dichte nach Definition von D,,. Es gilt

zext 2]
—1
n-wlin
>N - W
nelN
sy(n)=1

v
N
N
&
2
&
=
|

Somit gilt fir alle v € D, daB
f£59.

Wir beweisen nun, dafy das erweiterte Levinsche Modell ein schwaches average-case

Modell ist.

Beweis von Satz 2.33: Nach Definition ist £ unbeschrinkt. Wir miissen zeigen,

daf} alle Eigenschaften eines schwachen average-case Modells vorliegen.

1. (WT):

i. Seien f §§ g, und sei h eine lingenwachsende Funktion mit ¢ < h. Dann

gilt gem&f der ersten Aussage von Lemma 2.30

hl<gt.

Q)

Sei N € IN so gewdhlt, daB fiir alle r > N

) <)

gilt. Ist f eine nach oben beschrinkte Funktion und ist B € IN eine obere

Schranke von f, so ist

Y oest 7(2) - ‘1|(If|(w)) < o,

da h(f(x)) < h'(B).
Ist f nicht beschrankt, dann ist

(l
=2
—
&
—
=
L
—
~~
—
8
S—
S—
+
=2
—
&
~—
=
L
—
~~
—
&
S—
~—

IN
2
—
=]
~—
>
L
~—
=
S—
_|_
—
~—
>
L
—~
-
—
&
S—
S

(2.6)
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o~

< Y Al h|<|N .S 7(w).@‘l'(j:l(a:))
f(z)<N f(®)>N

< 2 ) h_|aE|N) + > () g I(:fl(m))
f(z)<N rex+

< oo,

denn die erste Summe konvergiert gem#f Ungleichung (2.6) und die zweite
Summe konvergiert, da f §§ g gilt. Somit ist f §,€ h.

ii. Seien f <syp(y) g und g §§ h. Sei N € IN so gewahlt, dafl fiir alle
z € SUP(v) mit |z| > N
f(x) < g(2)
gilt. Da h lingenwachsend ist, ist B!
alle # € SUP(v) mit |z| > N:

Y (f(2)) < B (g(a)).

monoton wachsend. Somit gilt fiir

Also folgt

> oty L
rzeLt

D S R N DRTC R
0<|z|<N . |z|>N )

< Y S ) )
0<|z[<N R |lz|>N .

< 3 @l 3 s
0<|z|<N res+

< o0,

denn die erste Summe ist endlich und die zweite Summe konvergiert nach
Voraussetzung. Somit folgt f SS h.

2. (SMA) und (WMA): Seien f; Sf/ g1, f2 Sf/ g2. Sei Ny = ¢g1(e)+ 1 und
N3 = ga(¢)+ 1. Dann gilt nach Definition von gl/—}—\gg und gemifl Lemma 2.30
fiir alle z € ¥*:

s o (A) + fx)

< grgr (wax(Ni, fi()) + max(Na, fo(x))

< i YA - (max(Ny, fi(2)) + max(Ny, fo(2))))
-I—gAZ_l((l — A) - (max(Ny, fi(z)) + max(Nz, fa(z))))

< gi Y(max(Ny, fi(2))) + Go~H(max( Ny, fao))),

_ max(Ny, fi(z))
max( Ny, f1(z)) + max(Ny, fo(z))
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Dann ist

S ). 9T 9" (fie) + fol2)

zeXLt |33|
> 7(m)_gAl_ (max|(af\|71,f1(:v)))+ 3 7(33)_“72_ (maxl(ﬁ’g,fz(w)))
zert zexrt

IA
2
—~
=
N—
@
[y
|
/F
=
SN—
_|_
—~
N—
N
L
/F
=
(3]
SN—

zeTH 2] zext 2]
TG a7 ()
+x§+7( ) 2] +x§+ () |z
< o0,

da fi §,§ g1 und fo §,§ g2 gilt. Somit ist fi + fo §,€ g1+ g2. Also ist L stark
additiv monoton.

Aus dem Beweis von Satz 2.26 folgt, dafl £ auch schwach additiv monoton ist.
. (MK): Sei t € MW und f S,f g. Dann ist t o g lingenwachsend, da g € H

lingenwachsend und ¢ streng monoton wachsend auf RY ist. Somit ist

toge H.
Nach Lemma 2.30 folgt
tog>tog,

und damit ist
(g <ot

Daher ist
( (tog) " (t(f(2)) .. (@)
P B VR OB
_ .. 9 (f(@)
< oo,

undesgilttofg,’y:tog.

. (V): Sei v € D. Seien f € F, g lingenwachsend und f <gsyp(y) g. Sei N € IV
so gewdhlt, dafl fiir alle 2 € SUP(vy) mit |z| > N gilt: f(z) < g(z) = g(|z]).
Dann folgt fiir fast alle 2 € SUP(y) mit |z| > N

g (f(x)) < el
Da fiir die endlich vielen 2 € ¥* mit |z| < N der Wert

97 (f(2))
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durch eine Konstante beschriankt wird, folgt insgesamt

Z 4(z) - ' (f()) < 0.

rzent |w|

. (MV): Sei f <% g und 7 <(54) 7. Seien S1 = {z : f(z) > g(x)} und

Sy = X1t \ §;. Fiir alle z € S, gilt dann
g7 (f(2)) < Jal,

denn
fz) < g(x) = g(|z])-
Da 7 <(54) 7 ist, folgt fiir alle z € Sy, daB 7(z) < (=) gilt. Sei
Sg={z €85 : 7(z) <y(2)}.

Dann ist die folgende Summe endlich:

c= Y () @)

2€51\Ss ||
Damit folgt
(a TN (f(2))
2 7@ g
_ z 9~ (f(=)) Hz g~ ' (f(2))
= (&7 *(Z ST )

IN
\]
—
8
~—
)
|
_
—
~n
—
8
S—r
S—
+
—

IN
o
—
&
S—
)
|
-
—~
-
—
&
S—
S
_|_
—

IN
2
—
=
S—
Q)
L
—
~~
—
5]
~—
~—
_|_
—
_|_
o

I
2
—
8
S—
)
—
[y
—
SN—
S—
+
—
+
o

< 0.

Dabei gilt die letzte Ungleichung, da f §§ g gilt. Somit folgt f <% g.

. (WA): Die Eigenschaft der schwachen Antisymmetrie folgt aus Korollar 2.34.

Man beachte, daf§ nach Satz 2.19 keine Erweiterung des Levinschen Modells ein

starkes average-case Modell ist.

Unsere Erweiterung des Levinschen Modells ist unabhéngig von den in [2] und in [14]

vorgestellten Verallgemeinerungen entstanden. Die Formalisierungen sind in allen
Féllen recht &hnlich.
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Das PolySum2-Modell

Definition 2.35 Als PolySum2-Modell bezeichnen wir das Vergleichsmodell
S=(F,V) mit

V=<(f7,9): 7€Dund fir allet € IN gilt E |zt y(2) < o0
TzEL*
f(z)>g()

Das PolySum2-Modell ist ein Spezialfall einer ganzen Familie von Modellen. Wir
geben zundchst einen Satz iiber diese allgemeineren Modelle an und leiten dann die
entsprechenden Sitze fiir das PolySum2-Modell ab.

Satz 2.36

1. Sei w: INg — IN eine Funktion, fir die
Z L < o0

gilt. Sei R = (F,V) mit

V=<(f79): v€Dund es gilt Z w(]z])-v(z) < 00
131500
Dann ist R ein schwaches aber kein starkes average-case Modell.
2. Die Menge Qr enthdlt die Menge aller unendlichen Dichten w auf INg, die
lim _t < 00

S wln) -w(n)

erfillen.

3. Sei g € F. Die Funktion f(z) = g(z) + 1 dominiert g beziglich R und w fir
alle w € Qp.

Beweis: Es folgt aus der Definition, dafl R unbeschrinkt ist.
Wahlt man zwei Funktionen f,¢g mit f > g und

1
7(53) =cC- ’u](|x|) . |$|2 o]’

wobei ¢ die Normierungskonstante ist, so ist

w(lz]|) -v(z) < w(n)  ———~ < 0.
mg* (| |) f( ) n%];\] ( ) w(n)ng
f(z)>g(z)
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Somit ist R nicht stark antisymmetrisch und daher kein starkes average-case Modell.

Gegeben eine Dichte w auf Vg, so dafl

gilt, dann gibt es eine Konstante d > 0, so daf fiir alle n € SUP(w) gilt
1
d- W < LU(TL)
Sei g € F. Setze f(z) = g(z)+ 1. Sei v € D,,. Dann gilt nach Definition von D,

S wle) vz Y wm) e > Y =

zeX* n€Ng n€Ny
f(z)>g(x) sv(n)=1 sv(n)=1
fiir eine geeignete Konstante ¢/, denn nach Definition ist v eine unendliche Dichte.
Somit ist f ;{5 g und fiir alle w € Qg dominiert f die Funktion g beziiglich R und
w.

Es folgt: Qg enthilt die Menge aller unendlichen Dichten w auf INg, die

1
lim ———— <
S0 w(n) -w(n)
erfiillen. Zum Beispiel ist w(n) = ﬁ € Qp, wobei ¢ die Normierungskonstante ist,
denn es gilt:
1
— < Q.
v

Wir zeigen nun die restlichen Eigenschaften, die zum Beweis, dafl R ein schwaches
average-case Modell ist, nétig sind.

1. (ST) und (WT): Seien f Sf” g,9 Sf” h, dann gilt

> w(lz)-v(z) < oo,
TEX*
f(z)>g(=)

Yo w(z))-q(e) < o
zeEX*
g(z)>h(z)

Wenn f(z) > h(x) gilt, folgt f(z) > g(x) oder g(z) > h(x), und damit folgt
S wllel) ()

zeEL*

f(z)>h(z)
< Y wle)ale)+ YD w(le])q(e)
TeEX* reEX*
f(z)>g() g(z)>h(z)
< oo

Also gilt f Sff h. Daher ist R stark transitiv und somit auch schwach transitiv.
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2. (SMA) und (WMA): Lafit sich analog zu (ST) beweisen.
3. (MK): Man sieht leicht, dafl diese Eigenschaft vorliegt.

4. (V):Seiy€D. Sei fe€ F,g€ H und f <supr(y) 9- Dann gibt es nur endlich
viele 2 € SUP(y) mit f(z) > g(z). Somit ist die Summe

>, w(z) ()
zESUP ()
f(z)>g(z)
endlich und konvergiert.

5. (MV):Ist f € F,g € H mit f §,If g und ist 7 eine Dichte, so daf} fiir fast alle
x mit f(z) > g(z) gilt 7(z) < y(z), dann folgt:

Y. wlel) @) <et Y0 w(la])y(2) < oo

zEX* zeEX*
f(z)>g(z) f(z)>g(z)
Dabei ist
c= > w(|z])- 7(z) < .
zeX*
f(@)>g(z)Ar(z)>v(x)

Somit gilt (MV).
6. (WA): Aus der oben gezeigten Aussage iiber Qp folgt direkt, dafi R schwach
antisymmetrisch ist.
[ |

Die Bedingung im obigen Satz an die Funktion w ist wichtig, um sicherzustellen,
dal R schwach antisymmetrisch ist. Sie ist jedoch nur eine hinreichende und keine
notwendige Bedingung.

Aus dem Konstruktionsprinzip fiir schwache average-case Modelle folgt:

Satz 2.37

1. Sei W = {w,; };,cv eine Folge von Funktionen w; : INg — IN mit
1

2{: —fzgj < 0.

nEWO wl

Dann ist R = (F,V) mit

V=<(f,7,9): 7 €D und fir alle i € IN gilt Z wi(|z]) -v(z) < 0
IS
f(z)>g(z)

ein schwaches aber kein starkes average-case Modell.
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2. Die Menge Qg enthdlt alle unendlichen Dichten w auf INg, die

1
lim ——————— <
At wi(n) - w(n)

fir ein© € IN erfillen.

3. Sei g € F. Die Funktion f(z) = ¢g(z)+ 1 dominiert g beziglich R und w fir
alle w € Qp.

Beweis: Aus Satz 2.10 und Satz 2.25 folgen alle Behauptungen bis auf die Aussage,
daB R kein starkes average-case Modell ist.

Wir setzen dazu .

max{wi(n),...,wu(n)}’
wobei ¢ die Normierungskonstante ist. Somit ist w eine Dichte auf INg. Sei g € F
eine beliebige Funktion, und sei f € F, f > g. Setze

w(n) =

1
|2 - w(|x]) - 2117

1(z)=d

wobei d die Normierungskonstante ist. Fiir alle ¢ € IV gilt dann

1 d
Z w;(|z]) - d- o w([a]) 2 < nz: o) < .

zeX* >1
f(z)>g(x)
Somit gilt f §,]f g im Widerspruch zur starken Antisymmetrieeigenschaft. |

Wir folgern die nachstehenden Aussagen iiber das PolySum2-Modell:

Satz 2.38

1. Das Vergleichsmodell S ist ein schwaches average-case Modell, aber kein star-
kes average-case Modell.

2. Die Menge Qs enthdilt alle unendlichen Dichten w auf INg, fir die es eint > 1

gibt mit
1
lim ———— < o0.
oS ' w(n)

Weitere positive Beispiele

Das von R. Reischuk und Ch. Schindelhauer neu in [13] vorgestellte Modell ist eben-
falls ein schwaches average-case Modell. Es ist nicht stark monoton beziiglich Ad-
dition aber schwach monoton beziiglich Addition. Die bisher vorgestellten Beispiele
waren stets stark monoton beziiglich Addition. Wir verzichten hier auf die Darstel-
lung des von Reischuk vorgestellten Modells und den Nachweis, daf es ein schwaches
average-case Modell ist, da dies den Rahmen der Arbeit sprengen wiirde.
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2.4.5 Negative Beispiele

Wir geben in diesem Abschnitt drei Beispiele fiir unbeschrinkte Vergleichsmodelle
an, die keine schwachen average-case Modelle sind.

Ein triviales Beispiel ist W = (F, F XD X F). Man sieht leicht, dal W nicht schwach

antisymmetrisch und damit kein schwaches average-case Modell ist.
In Abschnitt 2.2 haben wir einen Spezialfall des Erwartungswert-Modells, das wie
folgt definiert ist, erwdhnt: & = (F, V) mit

V =A{(f,7,9): fiir fast alle n € INg gilt s,(n) - E,,[f(X)] < sy(n) - E,,[¢(X)]}.
Satz 2.39 Das Erwartungswert-Modell ist kein schwaches average-case Modell.

Beweis: Wir haben in Abschnitt 2.2 bereits ein Beispiel angegeben, das zeigt, daf
das Erwartungswert-Modell nicht monoton beziiglich Komposition ist. |

Man sieht aber leicht, dafi das Erwartungswert-Modell die Eigenschaften (ST),
(SMA), (MV), (SA) und (V) hat.

Als drittes Beispiel untersuchen wir Vergleichsmodelle folgender Bauart: Eine mogli-
che Vorgehensweise zur Konstruktion von Vergleichsmodellen kénnte zum Beispiel
darin bestehen, dafl man einem Paar aus Verteilung und Funktion einen reellen Wert,
eine Art “Mafl”, zuordnet und zwei Funktionen unter einer Verteilung vergleicht, in-
dem man ihre entsprechenden Werte vergleicht. Genauer:

Sei w:F XD — IRU{oo} eine Abbildung. Sei H C F. Dann ist Ry, = (H,V,)

mit

Vo ={(f,7.9) : g€ H undes gilt w(f,7) < w(g,7)}

ein Vergleichsmodell, wie man leicht sieht.

Es gilt der folgende Satz:
Satz 2.40 Fir keine unbeschrinkte Menge H C F gibt es eine Funktion

w:FxD—IRU{x},

so dafy Ry, ein schwaches average-case Modell ist.

Beweis: Wir nehmen an, es gibe ein w, so dafl R = Ry, ein schwaches average-case
Modell ist. Dann ist Qr # 0. Sel w € Qr und p € D,,. Sei B = suppcg{w(h,pn)}.
Dann gibt es eine Folge {h;};cv, mit h; € H, so daf

lim w(h;,u) =B

gilt.
Setze g(x) = max{hi(z),..., g (z)} + |2|. Dann ist fiir alle i € Vg

hi <g.
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Da H unbeschrinkt ist, gibt es ein h € H mit
g < h.
Also gilt gemi der Eigenschaft der Vertriglichkeit fiir alle ¢ € INg
w(hi, p) < wlh, p).

Daraus folgt
w(h,pu) > B.

Es gibt gemif der Eigenschaft der schwachen Antisymmetrie ein f € H, so dafl

f £k h.
Somit gilt
B < w(h,p) < w(f,pm).
Dies ist ein Widerspruch zur Definition von B. |

2.5 Vergleichsmodelle unter Nicht-Standardaufzih-
lungen

In den vorausgegangenen Abschnitten haben wir die Standardaufzihlung unseren
Definitionen und Resultaten zugrunde gelegt. Man kann jedoch in analoger Weise
fiir jede beliebige wiederholungsfreie Aufzihlung von 3* die verschiedenen Beispiele
fiir Vergleichsmodelle definieren und die Ergebnisse iiber diese beweisen. Ist ¢ eine
beliebige wiederholungsfreie Aufzihlung von ¥*, so geniigt es, in den Abschnitten
2.2 bis 2.4.3 jeweils " durch M2, | -| durch die Funktion (¢ und in der Definition
des -Operators in Gleichung (2.4) die Argumente 01") und 0UJ4! durch ¢='(271-1)
bzw. durch ¢=1(2L"]) zu ersetzen.



Kapitel 3

Klassen von Dichten und
Sprachklassen

In Abschnitt 2.1 haben wir Dichten und Verteilungen auf unendlichen Mengen de-
finiert. In der Literatur werden unterschiedliche Klassen von Dichten untersucht,
die wir im folgenden zusammen mit weiteren, fiir den Rest der Arbeit wichtigen
Begriffen einfiihren werden. Wir werden bekannte Resultate iiber die Beziehungen
zwischen diesen Dichteklassen zitieren und eigene neue Ergebnisse vorstellen.

3.1 Dominanzbegriffe

3.1.1 Funktionenweise Dominanz

Ist R ein Vergleichsmodell und gilt f Sff g, so interessiert man sich dafiir, welche
Dichten 7 ebenfalls f <P ¢ erfiillen. Im Modell FU kann diese Frage leicht beant-
wortet werden: Wenn |SUP(7) \ SUP ()| < oo und f <T¥ g gilt, folgt f <T¥ g.

Allgemein definieren wir

Definition 3.1 Ist R ein Vergleichsmodell und sind v, 7 € D zwei Dichten mit der
Eigenschaft, daff fir alle f,g € F mat f §§ g auch f <B g gilt, so sagen wir, ¥
dominiert 7 funktionenweise beziiglich R.

3.1.2 Dominanz beziiglich einer Menge von Funktionen

In vielen Fillen vergleicht man eine Laufzeitfunktion nicht mit einer bestimmten
anderen Funktion, sondern mit einer Klasse von Funktionen. So wird zum Beispiel
in der urspriinglichen Levinschen Definition (Definition 2.2) die Laufzeitfunktion mit
der Menge der Polynomfunktionen verglichen. Wir fithren daher folgende Definition
ein:

47
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Definition 3.2 Ist R = (H,V) ein Vergleichsmodell, C C F und ist v € D, so
setzen wir
R . § . . i R
Cr={feF: esgibteinge CNH mit f < g}

Ist Pol die Menge aller Funktionen |- |* mit ¢ € IV, so ist Polff die Menge aller
Funktionen, die im Mittel polynomiell beziiglich ¥ und R sind.

Definition 3.3 Die Dichte v € D dominiert die Dichte T € D beziiglich R und C,
wenn gilt
R R
. CCy.

Somit ist die “funktionenweise” Dominanz ein Spezialfall des obigen Dominanzbe-

griffs. Dominiert v die Dichte 7 funktionenweise beziiglich eines Vergleichsmodells
R = (H,V), so dominiert v die Dichte 7 auch beziiglich R und jeder Menge C C H.

Wir untersuchen nun das PolySum?2-Modell S:
Wir sagen, eine Dichte v begrenzt die Dichte T polynomiell, wenn es ein s € IN gibt,

so daf} fiir fast alle z € ¥* gilt:

T(z) < |]® - v(x).
Ist f §§ g, so ist fiir alle t € IV

Y. laler@) < Y0 [l ey(e) < .
reL* zeL*
f(@)>a(x) f(@)>g(x)

Somit gilt f <% g, und es ergibt sich folgendes Lemma:

Lemma 3.4 Im FU-Modell und im PolySum2-Modell gilt: Begrenzt v die Dichte T
polynomiell, so wird T funktionenweise von v dominiert.

Im FU-Modell gilt die diese Aussage, da fiir jede Dichte 7, die von einer Dichte v
polynomiell begrenzt wird, gilt:

|SUP(T)\ SUP(7)| < .

Im erweiterten Levinschen Modell £ gilt diese Aussage dagegen nicht, wie folgen-
des Beispiel zeigt. Sei f(z) = |z|* und g(z) = |z|, v(z) = ¢ - ﬁ 2= 12l und
T(z)=cy- # -2"’”', wobei ¢y, ¢y die Normierungskonstanten sind. Dann ist

/1
Y (@) 1 3 (@) o]

zent || zent

e
1° 73
neN n
< 0.
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Aber es gilt

2/
DO PG M

zext

n
St
neN
= 0.

Somit begrenzt v die Dichte 7 zwar polynomiell, aber es gilt f Sf g, wihrend f £5 ¢
ist.

Geht man jedoch von der funktionenweise Dominanz zur Dominanz beziiglich Men-
gen von Funktionen C iiber, so la88t sich eine Lemma 3.4 entsprechende Aussage fiir
bestimmte Mengen C' machen.

Um diese benennen zu kénnen, filhren wir folgende Definitionen ein:

Definition 3.5 Seig: S* — R}. Wir definieren

t
P(g) = {h €F: esgibtte N mit h(z) < (t- max g(y)) fiir alle z € E*} .

lyl<|e[*

Entsprechend sei fir C C F

p(C)= | P(g).

gec

Dann gilt folgendes Lemma:
Lemma 3.6 Fir C C F gilt P(C) = P(P(C)).

Beweis: Offensichtlich ist P(C) C P(P(C)).
Sei h € P(P(C))\ P(C). Dann gibt es ein g € P(C') und ein t; € IN, so daf}
31
h(z) < (tl- max g(y))
lyl<|e[1

gilt, und es gibt ein 7 € C und ein ¢; € IV, so da}

2
g(y) < [t2- max r(z)
l2[<]y|*
gilt, woraus
bt
h(z) < (tl-tg- max T(Z))

|2[<]ef1 02

folgt. Also ist A € P(C'), und somit ist das Lemma bewiesen. |

Wegen dieser Abschluieigenschaft nennen wir P(C) den P-Abschluff von C. Gilt
C = P(C), so heiit C P-abgeschlossen.
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Satz 3.7 Sei das erweiterte Levinsche Modell L = (H,V') gegeben, C C F. Begrenzt
v die Dichte T polynomiell, so dominiert v die Dichte T beziiglich L und P(C).

Beweis: Gelte fiir fast alle z € ¥*
T(z) < ||® - v(x).
Sei f € P(C)E, dann gibt es eine lingenwachsende Funktion g € P(C) N H mit

f Sf/ g. Sei

h(z) =2+ max y) = 2 g(lz|*th).
( |y|s|m|s+lg(y) g(l[**)

Dann ist & € P(C)N H und es gibt eine Schranke N, so daf fiir alle » > N gilt

~ 1

W) < g7 .

Denn fiir alle n € IN gilt

und damit
A7 (r) < BTH([r]) = g ([r]/2) D < G () D),
Setze .
c = Z T(x)h (f(x))<oo
zeNt |$|
f(z)<N
und

S={eext: f(z)> Nund g7 (f(2))/CH) > |z]}.
Dann gilt fiir alle 2 € S die Ungleichung

G U (a—%f(w))l/(s“))s“

||

<

Daraus folgt

S (o) UMD e (ﬁ*(f(a:))lﬂs“))“l

||

IN IN
= 4
—_ —_
= &
~— ~—
Q)
| —
—
—_
-
—~ »
&8 |
~—r —
~— —~
-
—_
=8
~—
~—

IN
-2
—
8
~—
)
|
-
—
~~
—
&
—
S—r
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Es ist dartiber hinaus

> r(a)- g (f(2))*D

< 0.
zeXH\S |$|
Damit folgt
R~ (f(x))
2 (@) =5
zeLt
1
-1
g~ (f(x))t+D
< et Y T(x) ( |($|))
zext
flz)>N
~_1 1 P 1
g~ (f(z))t+D G 1(f(z))FD
< e+ ZT(L)%-I- Z T(.L)—( |($|))
z€s z€TH\S
< 00.
Somit ist f < h und damit f € P(C)E. [ |

3.1.3 Die Eigenschaft der polynomiellen Dominanz

Definition 3.8 Sei R = (H,V) ein Vergleichsmodell. Gilt fir alle C C F, alle
v € D und alle T € D, die von v polynomiell begrenzt werden, dafi v die Dichte T
beziiglich R und P(C') dominiert, so sagen wir, R hat die Eigenschaft der polyno-
miellen Dominanz.

Aus dieser Definition ergibt sich das folgende Lemma:

Lemma 3.9 Ist R = (H,V) ein Vergleichsmodell, das die Figenschaft der polyno-
miellen Dominanz hat, sind v,7 € D und begrenzt v die Dichte T polynomiell, so
gibt es fir alle f € F, g€ H mit f §5 g ein g € P({g})n H mat:

f<Eg.

Dabei gilt insbesondere, dafi es ein t € IN gibt mit

g(z) < (t' max g(y))

ly[<|=[*

fir alle © € ¥*.
Nach den obigen Uberlegungen gilt der folgende Satz:

Satz 3.10 Das Modell FU, das PolySum2-Modell S und das erweiterte Levinsche
Modell £ haben die Figenschaft der polynomiellen Dominanz.
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Es gibt dagegen auch Beispiele fiir schwache average-case Modelle, die die Eigen-
schaft der polynomiellen Dominanz nicht haben, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 3.11 Das PolySumi1-Modell MS hat die Eigenschaft der polynomiellen
Dominanz nicht.

Beweis: Sei C = {f € F: es gibt ein t € IV mit f < |-|'}. Ist

7(z) = { sl falls € {1},

0 sonst,
und .
2

)= —————

wobei ¢y, ¢y die Normierungskonstanten sind, so ist

Sei weiter

fo) _{ 217l falls 2 € {1},

11 sonst.

Dann gilt fiir alle » € IV und alle ¢t € IN

1
s) Y (e =t o
zeX”
f(x)>|=]

Somit ist f € C’,’Y\’t‘g. Aber fiir alle n,s € IN ist

se(n)- > nPr(e)=n®-1.
zeX"
f(z)>|=]*

Damit ist f ¢ CMS, obwohl 4 die Dichte 7 polynomiell begrenzt. |

3.2 Universelle Dichten

Gegeben ein Vergleichsmodell R = (H,V), eine Funktionenmenge C C F, eine
Teilmenge D C D und eine Dichte v € D, die alle 7 € D beziiglich ¢ und R
dominiert. Dann folgt fiir alle f € Cf/% und 7 € D, daB f € CF gilt. Daher ist v
gewissermaflen eine “schwierigste” Dichte unter allen Dichten 7. In der folgenden
Definition fiithren wir einen Namen fiir solche Dichten ein.

Definition 3.12 Sei R = (H,V) ein Vergleichsmodell, C C F und D € D. Fine
Dichte v € D heifst D-universell beziiglich C' und R, falls fir alle 7 € D gilt: ~
dominiert T beziiglich R und C.
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3.3 P-abgeschlossene Funktionenmengen

Wir benutzen folgende Bezeichnungen:
Log = {feF:3telN f<(log(l-]+1)},
Pol = {feF:TtelN f<| '}, (3.1)
Exp = {feF:3telv f<2ly}

Wie man leicht sieht, gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.13 Die Mengen Log, Pol, Exp sind P-abgeschlossen.

Dagegen ist zum Beispiel die Menge der linearen Funktionen
Lin={feF:3teN f<t-|-|}
nicht P-abgeschlossen.

Eine weitere Eigenschaft der Mengen Log, Pol, Exzp wird im folgenden Lemma ge-
schrieben.

Lemma 3.14 Ist C € {Lin, Log, Pol, Exp}, so gibt es fir alle f € C ein f' € C
mit f < f', das lingenwachsend ist.

3.4 Stabile Funktionenmengen

Infolge der Vertriglichkeitseigenschaft gilt der folgende Satz:

Satz 8.15 Fir alle schwachen average-case Modelle R = (H,V), alle C C H und
alle vy € D gilt

R
cccy.
Somit gilt insbesondere
R
cc()ch
~ED
Die Mengen C C F, fiir die sogar
R
c= ()¢}
~ED

gilt, nennen wir stabil beziiglich R.

Wir geben eine hinreichende Bedingung dafiir an, dafl eine Menge C beziiglich eines
Vergleichsmodells R stabil ist. Dazu ben6tigen wir noch einige Begriffe:

Wir nennen eine Menge C' C F beziiglich < abgeschlossen, wenn fir alle f € C und
g € Fmit g < fgilt: g€ C.

Eine Menge C C F wird von einer Folge {h;};cv von Funktionen in C iberdeckt,
wenn fiir alle 7 € IV gilt h; < h;41 und wenn es zu jedem g € C ein ¢ € IV gibt mit
g < h;. Wir sagen: C hat eine abzihlbare Uberdeckung.

Es gilt folgender Satz :
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Satz 3.16 Sei R = (H,V) ein schwaches average-case Modell, sei C C F beziglich
< abgeschlossen und besitze C eine abzihlbare Uberdeckung. Wenn es ein w € Qp
gibt, so daf fir alle g € C N H ein g' € C existiert, das g beziglich R und w
dominiert, so ist C stabil beziglich R.

Wir beweisen zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 3.17 Mit den Voraussetzungen des obigen Satzes gilt: Sei f € F\ C.
Gegeben eine unendliche Menge S C X* derart, daf fir kein g € C gqilt: f <g g¢.
Dann gibt es eine unendliche Dichte i € D, mit SUP(p) C S und f ¢ CE.

Beweis: Sei {h;};cv eine Uberdeckung von C.

Gibt es also kein ¢ € C' mit f <g g, so gibt es insbesondere zu allen h; eine unendliche
Menge X; C §, so da8B fiir alle z € X; gilt f(z) > h;(2).

Da fiir alle ¢ € IN gilt h; < hit1, gibt es eine Folge {n;}ic, so daf fiir alle z € &*
mit |z| > n; gilt hipa(z) > hi(z).

Wihlt man nun fiir alle ¢ € IV nacheinander aus X; ein Element x; aus, das zuvor

noch nicht ausgewdhlt wurde und |z;| > n; erfiillt, so erhélt man eine unendliche
Menge X C S, so daB fiir alle 7 € IN und fast alle 2 € X gilt h;(z) < f(2).

Setzt man

0 fiir z ¢ X,
fir z € X,

wa) = c-w(lwl)-{

wobei ¢ die Normierungskonstante ist, so ist g € D, und es gilt SUP(u) C S.

1
| XNxlel|

Fiir alle ¢ € C N H gibt es nach Voraussetzung ein ¢’ € C, das ¢ beziiglich R und w
dominiert. Daher gibt es ein j € IV, so daf}

9<x g <xh;j<x f
und
g £y
gilt. Folglich gilt
9 <supr I
Nach Lemma 2.24 folgt daraus

f£ky.
Da dies, wie oben gesagt, fiir alle ¢ € C' N H gilt, folgt
fé Cf.
Daraus folgt die Behauptung. |

Wir kommen zum Beweis des Satzes 3.16:

Beweis von Satz 3.16: Ist f ¢ C, so gibt es kein ¢ € C mit f < g, da C
beziiglich < abgeschlossen ist. Wihlt man daher S = ¥* in Lemma 3.17, so folgt
die Behauptung des Satzes. |
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Wir geben nun Beispiele fiir schwache average-case Modelle und Mengen C C F an,
die die Voraussetzungen des Satzes 3.16 erfiillen.

In der klassischen Komplexitidtstheorie spielen insbesondere die Mengen Log, Pol,
Ezp, die wir im Abschnitt 3.3 definiert haben, eine besondere Rolle. Diese sind
offenbar beziiglich < abgeschlossen und besitzen eine abzihlbare Uberdeckung. Dar-
iiber hinaus sind diese Mengen nach Lemma 3.13 P-abgeschlossen.

Sei C' C F eine P-abgeschlossene Menge, und sei das erweiterte Levinsche Modell

L = (H,V) gegeben. Gemif Korollar 2.34 gilt fiir alle g € H und alle w € Q¢, daB

glz)=9 (le -T{Lnsaﬁgcc'{LW(m)}_lW)

die Funktion g beziiglich R und w dominiert. Da zum Beispiel w(n) = f—g . n% € Qr

gilt, gilt fiir alle ¢ € H N C somit g € H N C. Daher sind alle Voraussetzungen des
obigen Satzes und Lemmas fiir R = £ und C € {Log, Pol, Exp} erfiillt.

Analog zeigt man fir C' € {Log, Pol, Exp} und die schwachen average-case Modelle
S, MS,FU, Z, daBl die Voraussetzungen des obigen Satzes erfiillt sind. Es ergibt
sich der folgende Satz:

Satz 3.18 Ist R € {L,S,MS,FU,Z} und C € {Log, Pol, Exp}, so ist C stabil
beziiglich R.

3.5 Das verwendete Turingmaschinen-Modell

In diesem Abschnitt erliutern wir das Turingmaschinen-Modell, das wir unseren Er-
gebnissen zugrunde legen. Dabei stiitzen wir uns auf das Buch von John E. Hopcroft

und Jeffrey D. Ullman [9].

Wir gehen im folgenden von deterministischen bzw. nichtdeterministischen Turing-
maschinen mit einem read-only Eingabeband und beliebig vielen Berechnungsbin-
dern aus. Alle Binder sind einseitig unendlich. Der Bandkopf auf dem Eingabeband
wird nur auf den mit der Eingabe beschriebenen Bandfeldern und den ersten daran
anschlieflenden Feldern bewegt. (Dieses Modell wird auch off-line Modell genannt.)
Eine Berechnung einer deterministischen bzw. nichtdeterministischen Turingmaschi-
ne bei Eingabe z ist eine endliche Folge von Konfigurationen der Maschine, wobei
die erste Konfiguration die Startkonfiguration der Maschine bei Eingabe 2 und die
letzte Konfiguration eine Haltekonfiguration ist. In einem Ubergang darf auf allen
Béndern der Maschine parallel eine Schreibe- oder Bewegungsaktion stattfinden.

Seien s : ¥* — INg, t : ¥* — INg Funktionen und 5,7 C {f : ¥* — INg} Mengen

von Funktionen.

Eine deterministische Turingmaschine M mit einem read-only Eingabeband und
beliebig vielen Arbeitsbindern hat Platzkomplexitdt s und heifit s-platzbeschrdinkt,
wenn M fiir jede Eingabe z hochstens s(z) Felder auf jedem ihrer Arbeitsbdnder
benutzt.
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Macht M bei jeder Eingabe « hochstens t(z) Uberginge, bis sie den Haltezustand
erreicht, so hat M Zeitkomplexitit t. Wir sagen auch, dal M eine t-zeitbeschrdinkte
Turingmaschine ist.

Wie es in der Literatur iiblich ist, gehen wir davon aus, daf} fiir Platzkomplexitits-
maBe s immer s(z) > 1 und fiir ZeitkomplexitdtsmaBe ¢ immer t(z) > |z| 4+ 1 fiir
alle z € ¥ gilt.

Eine nichtdeterministische Turingmaschine ist von der Zeitkomplezitdt t, wenn fiir
alle € ¥* die Linge jeder moglichen Konfigurationenfolge der Maschine bei Ein-
gabe z durch t(z) beschrinkt ist. Sie hat Platzkomplexitit s, wenn fiir alle z € ¥*
in jeder der moglichen Konfigurationenfolgen bei Eingabe x die Zahl der benutzten
Bandfelder auf jedem Arbeitsband durch s(z) beschrinkt ist.

Eine deterministische (bzw. nichtdeterministische) Turingmaschine M ist von Zeit-
komplezitit T (bzw. Platzkomplezitit S), wenn es ein t € T (bzw. ein s € S) gibt,
so dafl M von Zeitkomplexitit ¢ (bzw. Platzkomplexitat s) ist. Wir sagen auch, daf
M eine T-Zeit (bzw. S-Platz) Turingmaschine ist.

Ausgabe einer deterministischen Turingmaschine M bei Eingabe a ist der Inhalt
ihres ersten Arbeitsbandes, nachdem die Turingmaschine den Haltezustand erreicht
hat. Wir bezeichnen mit M (z) die Ausgabe von M bei Eingabe x.

Eine deterministische Turingmaschine M akzeptiert eine Eingabe z genau dann,

wenn M(z) =1 gilt.

Eine nichtdeterministische Turingmaschine M akzeptiert eine Eingabe z, wenn es
bei Eingabe von z wenigstens eine Berechnung gibt, so dafl im Haltezustand der
Wert 1 auf dem ersten Arbeitshand und dahinter der Bandkopf steht.

Ist M eine deterministische oder nichtdeterministische Turingmaschine, so ist L(M)
die Menge aller akzeptierten Eingaben z € 3*.

Eine Sprache L wird von einer deterministischen bzw. einer nichtdeterministischen
Turingmaschine M akzeptiert, wenn L = L(M) gilt. Hat M Zeitkomplexitat T bzw.
Platzkomplexitdt S hat, so wird L in Zeit T bzw. in Platz S akzeptiert.

berechnet, wenn die Maschine bei Eingabe z einen endlichen Bitstring agaq .. .ax
(k € INy) ausgibt mit

k
flz) = ZZ_i - ;.
=0

Eine Funktion f : ¥* — IN heifit undr berechenbar, wenn es eine deterministische
Turingmaschine M gibt, die fiir alle Eingaben z € £* die Ausgabe 1/(*) berechnet.

Die Funktion f wird in Zeit t und in Platz s berechnet, wenn es eine t-zeitbeschrinkte
und s-platzbeschrinkte deterministische Turingmaschine M gibt, die f berechnet.

Ist t € T', so sagen wir, f wird in T-Zeit berechnet oder f wird in Zeit T berechnet.
Entsprechend heifit f in S-Platz berechenbar bzw. in Platz S berechenbar, falls s € §.
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Ist L C ¥* und berechnet eine deterministische Turingmaschine M die sogenannte
charakteristische Funktion xr, von L,

() = 1 fallsz € L,
XAEI=9 0 falls 2 ¢ L,

so sagen wir, M erkennt L. Eine Sprache L heifit rekursiv, wenn es eine determini-
stische Turingmaschine gibt, die L erkennt.

3.6 Klassen von Dichten und Verteilungen

3.6.1 Berechenbare Dichten und Verteilungen

Definition 8.19 Seien C1,Cy C F. Die Klasse der in C1-Zeit und Cy-Platz bere-
chenbaren Dichten aus D wird mit Dcomp(Cq, Cy) bezeichnet.

Ist C4 = Cy = F so schreiben wir kurz Dcomp fir die Klasse der (iberhaupt)
berechenbaren Dichten.

Fir die Menge von Dichten, deren zugehdrige Verteilung in Cq-Zeit und Cy-Platz
berechenbar ist, fihren wir die Menge Vcomp(Cy,C3) ein.

Entsprechend ist Vcomp = Vecomp(F,F).
Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 3.20 Sei ¢ eine lexikographische Aufzdhlung von ¥*, so daff ¢ in Zeit |z|°
mit ¢ > 1 bei Eingabe x € S* und ¢! in Zeit (logy(n + 1)) bei Eingabe n € INg
berechnet werden kann. Seien t und s lingenwachsend, und sei A eine Verteilung
auf X* beziglich ¢. Gibt es eine deterministische Turingmaschine, die A in Zeit t
und in Platz s berechnet, so kann die zugehérige Dichte A" in Zeit O(]|-|°+t(+)) und
in Platz O(] - |° 4 s(+)) berechnet werden.

Beweis: Berechne die deterministische Turingmaschine A die Verteilung A in Zeit ¢
und Platz s. Man verwendet die folgende Turingmaschine. Soll A’(z) berechnet wer-
den, so wird die Maschine A an Eingabe 2 und an Eingabe 2 } (—1) gestartet. Dazu
mufl man zu =z den Wert 2z { (—1) berechnen. Dies geschieht mit Hilfe der determi-
nistischen Turingmaschinen zum Berechnen von ¢ und ¢~'. Als Ergebnisse liefert
A dann A(z) und A(z + (—1)). Es ist aber A'(z) = A(z) — A(z + (—1)). Somit
geniigt es, die erhaltenen Ergebnisse zu subtrahieren. Daraus folgt die Behauptung.
[ |

Da im folgenden die in Pol-Zeit berechenbaren Verteilungen und Dichten eine grofie
Rolle spielen werden, wobei Pol die in Gleichung (3.1) definierte Klasse der poly-
nomiell beschrinkten Funktionen ist, sagen wir auch kurz, dafy die entsprechende
Funktion in polynomieller Zeit (bzw. in P-Zeit) berechenbar ist, und formulieren
folgendes Korollar:
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Korollar 3.21 Ist eine Verteilung in polynomieller Zeit berechenbar, so ist auch die
zugehorige Dichte in polynomieller Zeit berechenbar.

Falls NP # P gilt, gilt die Umkehrung nicht, wie Y. Gurevich in [7] zeigt. Wir

zitieren diesen Satz:

Satz 3.22 Falls N'P # P gilt, gibt es eine in polynomieller Zeit berechenbare Dichte
v, so daf$ die zugehérige Verteilung v* nicht in polynomieller Zeit berechnet werden
kann.

3.6.2 Approximierbare Dichten und Verteilungen

Hiufig geniigt es, dafl eine Dichte oder eine Verteilung bis auf eine vorgegebene
Prézision in “verniinftiger” Zeit berechnet werden kann. Wir verwenden fiir eine
solche Situation den Begriff der Approzimierbarkeit. Es gibt Funktionen, die nicht
berechnet, aber die approximiert werden kénnen. Zum Beispiel gibt es keine deter-
ministischen Turingmaschinen, die die Bindrdarstellung der Werte von Funktionen
f : ¥* — [0,1] berechnen kénnen, die nicht-rationale Funktionsergebnisse haben.
Diese Funktionen kénnen hochstens approximiert werden.

Eine Funktion f : ¥* — [0,1] wird von einer deterministischen Turingmaschine A
in Zeit t : ¥* — IN und in Platz s : ¥* — IN approxzimiert, wenn die Maschine bei
Eingabe von 201F € ¥* nach hochstens ¢(201%) Schritten und mit einem Platzbedarf
von héchstens s(201%) Bandeinheiten einen endlichen Bitstring aga; .. .ax (k € INg)
ausgibt mit

|f(z) — bin(agay .. .a)| < 27F.

Ist C C Fund t € C, so sagen wir, f ist in C-Zeit approzimierbar. Entsprechend
heiflt f in C-Platz approximierbar, falls s € C.

Definition 3.23 Seien Cy,Cy C F. Die Klasse der in C1-Zeit und Cy-Platz appro-
zimierbaren Dichten aus D wird mit Dapproxz(Cy,Cy) bezeichnet.

Ist Cy = Cy = F so schreiben wir kurz Dapprox fir die Klasse der (tiberhaupt)
approzimierbaren Dichten.

Fiir die Menge von Dichten, deren zugehdrige Verteilung in Cy-Zeit und Cy-Platz
approzimierbar ist, fihren wir die Bezeichnung Vapproz(Cy,C3) ein.

Entsprechend ist Vapprox = Vapproz(F,F).

Lemma 3.24 Sei ¢ eine lexikographische Aufzdhlung von ¥*, so daff ¢ in Zeit |z|°
fiir ein ¢ > 1 bei Eingabe v € * und ¢~ in Zeit (logy(n + 1)) bei Eingabe n € INg
berechnet werden kann. Gelte fiir t,s: ¥* x {0} x {1}* — IN, daf$ fiir alle k > 0 die
Funktionen t(z) = t(201%) und 3(z) = s(201%), = € %%, lingenwachsend sind. Sei
A eine in t-Zeit und s-Platz approximierbare Verteilung. Dann kann die zugehorige
Dichte in Zeit

t1(201%) = O(|z|° + t(201%+1))
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bzw. in Platz

51(201%) = O(Jz|° + s(z01F+1Y)

approrimiert werden.

Beweis: Man beweist dieses Lemma dhnlich wie Lemma 3.20. Man approximiert
mittels der Approximationsmaschine A fiir A die Werte A(z) und A(z + (—1)) auf
E + 1 Stellen genau. Dazu ist Zeit O(t(z01%*1)) und Platz O(s(z01%*1)) nétig.
Die beiden Werte, die dabei von A berechnet werden, seien mit A(z,1%*!) und
A(z § (—1),1%*1) bezeichnet. Dann gilt

|A(z) — Az, 181 < 27+,
|A(z 3 (=1)) = A(z § (=1),181)] < 2-(+1),
Daraus folgt
|A'(2) = (A(z, 151) = Az § (=1),1%)|
= 1(A(e) = Az  (=1))) = (A2, 1) = A § (1), 1)
< 2.9 (k+1)
= 27k

Falls
A, 151 = A(a (1), 1) 2 0

gilt, so wird dieser Wert als Approximationswert fiir A’(z) ausgegeben, andernfalls
wird 0 ausgegeben. Gilt

Az, 171 — A(z & (-1),1%Y) <0,

so ist
Alz) < Alle) = (A, 1) = Az § (-1),1%))
|A(z) = (A(z, 1FT1) = A(z § (1), 15|
< 27k

und daher ist

|A'(z) - 0] = Al(z) < 27%,

Somit approximiert das angegebene Verfahren tatsichlich A’. Die Laufzeit- und
Platzkosten ergeben sich aus den Kosten zum Berechnen von z { (—1) und den
Kosten zum Berechnen der Werte A(z,1%¥*!) und A(z § (—1),1%+1). |

Zwischen den in polynomieller Zeit approximierbaren Verteilungen und den in po-
lynomieller Zeit berechenbaren Verteilungen besteht ein Zusammenhang, der in
Lemma 3.25 formuliert wird. Ein #hnliches Resultat findet sich in [7]. Selbst-
verstdndlich 148t sich das folgende Lemma auch auf andere Zeit- und Platzklassen
verallgemeinern.
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Lemma 3.25 Sei U eine in polynomieller Zeit approximierbare Verteilung auf ¥*
und sei t € IN. Dann gibt es eine in polynomieller Zeit berechenbare Verteilung A
mit

10- Al(z) > ¥'(2)

und

5- Al(w) = W'(2)| < 3272k
fir alle © € ¥*.

Beweis: Die Beweisidee besteht darin, dafl man A aus ¥ konstruiert, indem man
die Approximationsmaschine die Funktion ¥ auf hinreichend viele Stellen genau
approximieren 148t.

Wir beweisen obigen Satz der Einfachheit halber nur fiir ¢ = 1. Der allgemeine
Beweis verlduft analog.

Die erste Idee aus einer approximierbaren Verteilung eine berechenbare zu kon-
struieren besteht darin, eine Genauigkeitsschranke k& vorzugeben und die durch die
Approximation auf k Stellen erhaltenen Werte als Werte einer P-Zeit berechenbaren
Verteilung anzusehen. Leider sind diese Werte mit wachsendem 2 nicht notwendi-
gerweise monoton wachsend und stellen daher in der Regel keine Verteilung dar. Wir
miissen deshalb bei der Konstruktion von A eine kompliziertere Strategie verfolgen.

Wir betrachten die folgende Funktion p : ¥* — [0, 1],

p(z) = (V'(z) 427711 %-
Dann gilt
0<5-p(z)—(z) < 27211, (3.2)
Man sieht leicht, daf§
Zg* w(z) = é : (mg* '(z)+2- mg* 2‘2'|””|) =1

gilt, daf} also p eine Dichte ist. Weiter ist

() = “I’(;) T (( 3 QL) Ly < w2:2|_|zi||= |x|}|) |

n<|z|

dabei bedeutet y < z, wie bereits in Abschnitt 2.1 erwdhnt, dafl y in der gegebenen
wiederholungsfreien Aufzihlung von ¥* vor z steht oder x ist. Somit handelt es sich
bei der Menge {y < z : |y| = |z|} um die Menge aller Strings mit |y| = |z|, die in
der gegebenen wiederholungsfreien Aufzihlung von ¥* vor z auftreten. Man sieht
leicht, daf sich somit p* in polynomieller Zeit approximieren 148t.

Man beachte, daf3

p(a) > < -270



Kapitel 3  Klassen von Dichten und Sprachklassen 61

fiir alle z € ¥* gilt.

Approximiere die deterministische Turingmaschine A die Verteilung p* in polyno-
mieller Zeit. Sei A(z,k) die Ausgabe der Maschine bei Eingabe z01* als binirer
Bruch interpretiert.

Wir setzen
v(z) = A(z,2- |z]+5) = Az i (-1),2- |z i (-1)[ +5)

fiir 2 # ¢ und
7(e) = A(e, 5).

Nach Definition der Approximation gilt
(2,2 [o] +5) - w*(a)] < 27el+9), (3.3)
Daher folgt mit der Dreiecksungleichung fiir alle z # ¢

[(A(2,2- 2] +5) = A(z + (=1),2- |z + (=1)| + 5)) = (n*(z) — " (2 + (-1)))]

< (A(z,2- 2| 4+ 5) = pi (@) + |A(z 4 (=1),2- [z + (=1)| +5)) — " (z + (=1)))|
< 9= (Zz45) 4 9-(2]z +(=1)|+5)
< 5- 9~ (2:|z[+5)

Also gilt fiir alle  # ¢

[7(z) = p(z)|
[(A(z,2-[z|+5) = A(z + (=1),2-[z i (=1)| +5)) — p(=)]
< 5.27@ll+5), (3.4)

Fiir z = ¢ gilt diese Ungleichung ebenfalls, da p*(¢) = p(e) und v(¢) = A(e, 5) gilt.
Da p(z) > 2 -27%lel gilt, folgt

> (@)= o ()

v

()

> % ()
0.
Damit ist
@) > 5 oue)> 3 V() = ()
Weiter ist nach Ungleichung (3.3)
() — 2 Eie
< Aly.2-1yl+5) =D (e)

<y
< p(y) 2@,
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Daher folgt mittels des Summen- und des Einschniirungssatzes der Analysis bei
Folgen:

1
= Jim (7 (y) - 27 0)

Yy—00

Jim 2 (2)

z<y

IN

INA

lim (M*(y) 4 2—(2~|y|+5))

y—00
= 1.

Somit ist v eine Dichte auf ¥*, und weiter ist
7 (y) = Aly,2- |yl +5)
polynomiell berechenbar, und es gilt infolge der Ungleichungen (3.2) und (3.4)
5 7(z) — ¥(z)| < 2.27%kl 4 25 2= (2lel+5) < 3. 9=2lal,

Setzen wir A = ~*, so folgt die Behauptung des Satzes. |

Der vorangegangene Satz findet Anwendung im Beweis des folgenden Satzes. Sei
das betrachtete average-case Modell das erweiterte Levinsche Modell und f € F ex-
ponentiell beschrinkt. Dann geniigt es P-Zeit berechenbare Verteilungen zu unter-
suchen, wenn man den Untersuchungen ausschliefllich P-Zeit approximierbare Ver-
teilungen zugrunde legt. Ziel einer solchen Untersuchung kénnte zum Beispiel die
Frage sein, beziiglich welcher Dichten f im Mittel polynomiell ist.

Satz 8.26 Sei C C F und gelte max{g,|-|)} € C fir alle g € C. Seit € IN,
E, = {f eF:.f< 2|'|t}, und sei ¥ eine in P-Zeit approximierbare Verteilung auf
¥*. Dann gibt es eine in P-Zeit berechenbare Verteilung A, so dafd

Ct NnE, =C%nE

gilt.

Beweis: Nach Lemma 3.25 gibt es zu ¥ eine P-Zeit berechenbare Verteilung A mit
15 Al(z) — ¥(x)| < 3272l "=ll, (3.5)
Sei f € C\f,, N Ey, d.h. es gibt ein lingenwachsendes g € C, so daf§
F<§g

und fiir fast alle 2 € ¥* gilt
|t

flz) <2k
Dann ist

S wi UG

zeXLt |£E|
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Setze h = max{g,|-|}. Dann ist h lingenwachsend und nach Voraussetzung gilt
h € P(C). Da L schwach transitiv ist, gilt

E T/ h '(f(z))

< 0.
zeXt |£|
Mittels Ungleichung (3.5) ergibt sich
fl—l
zext |$|
oy st i)
B zeXLt g |$|
3-1 -1
Ly e ) 3§ g B UG)
> zent 7] g zent 2]
~ .
< EZ\I/’(.%)% § 222|$|t |5E.2||
T e 2] D em+ 2]
1 RL(f(2) 3 |
< _.Eg[;’(gc).i 2 Egn._
5 ent o] neN "
< .

Somit ist
fecsnE,.

Ebenso zeigt man, dafl
CinE CClnE,.
|

Ein dhnlicher Satz mit sogar schwicheren Voraussetzungen 148t sich im PolySum?2-
Modell S zeigen:

Satz 3.27 Sei C C F, und sei U eine in P-Zeit approximierbare Verteilung auf ¥*.
Dann gibt es eine in P-Zeit berechenbare Verteilung A, so daf8

(jé/::(jg/
gilt.

Beweis: Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die Beobachtung, daf fiir alle
t € IV und alle Funktionen § : £* — [0, 1] mit

8(z) < 272l
gilt:

Z |z|" - é(z) < .

TEX*
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Denn mit Lemma 3.25 folgt, dafl es zu ¥ eine berechenbare Verteilung A gibt mit
5. Al(z) — ¥'(z)] < 3-2721I,

Daher hat die Funktion
8(z) =5-Alz) - ()|
die obige Eigenschaft.
Ist z.B. f € Cé;, so gibt es ein g € C, so daf fiir alle t > 1 gilt:

> ]t ¥(2) < oo,
zEX*
f(z)>g(z)

Daher gilt fiir alle t > 1

> el )

zEL*
f(z)>g(z)

S el s (W) + 8(0)

zeEL*
f(z)>g(z)
oL

_ E |x|t.é.\1ﬂ($)+ Z |z 56(90)

zeL* zeL*
f(z)>g(z) f(z)>g(z)
< o0

IN

Somit gilt f € C%,. Die Inklusion
cl c el

folgt analog. |

Untersucht man, ob ein A“P-Problem in mittlerer P-Zeit beziiglich einer P-Zeit
approximierbaren Verteilung ¥ zu lsen ist, so kann man sich im erweiterten Le-
vinschen Modell und auch im PolySum2-Modell auf die Untersuchung dieser Frage
beziiglich P-Zeit berechenbarer Verteilungen zuriickziehen. Diese Aussage ergibt
sich aus den letzten beiden Sdtzen, wenn man C durch die Menge der Polynome Pol
ersetzt und beachtet, daf alle A"P-Probleme in exponentieller deterministischer Zeit
gel6st werden kénnen, wie aus der klassischen Komplexititstheorie bekannt ist.

Aus Lemma 3.25 148t sich auflerdem folgender Satz fiir das average-case Modell FUY
folgern:

Satz 3.28 Sei C C F und VU eine in P-Zeit approzimierbare Verteilung, so gibt es
eine in P-Zeit berechenbare Verteilung A, so dafs

ci4 c ot

gilt.
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3.6.3 Generierbare Dichten und Verteilungen

Man stellt sich iiblicherweise die “Quelle” zur “zufilligen” Erzeugung von Strings
in ¥* als eine probabilistische Turingmaschine vor, die bei leerer Eingabe Strings
mit einer bestimmten, von der Definition der Maschine abhingigen Wahrscheinlich-
keit liefert. In diesem Zusammenhang hat sich das Modell der Minzwurf-Maschine
durchgesetzt. Dabei handelt es sich um eine nichtdeterministische Turingmaschine,
zu der es in jeder Konfiguration maximal zwei verschiedene Folgekonfigurationen
gibt. Diese sind gleich wahrscheinlich. Jeder Konfigurationenfolge kann eine Wahr-
scheinlichkeit zugeordnet werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir jede Ausgabe ist die
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Konfigurationenfolgen, die bei fester Eingabe
und damit fester Startkonfiguration zu dieser Ausgabe fithren. Ist A eine solche
Miinzwurf-Maschine, so bezeichnen die Werte m4(x,y) der Funktion

T4 8 X (Z*U{x}) — [0,1]

die Wahrscheinlichkeit, dafl A bei Eingabe 2 die Ausgabe y liefert. Diese Funktion
heiflt Ausgabedichte von A. Hierbei bedeutet y = oo, dafl A nicht anhilt. Diese
Funktion erfiillt

Z 7TA(Q?, y) + WA(x7 OO) =1L

yeL*
Daher sagt man, eine Miinzwurf-Maschine A generiert die Dichte 74(z,-) bei Ein-
gabe z.

Eine formale Theorie der sogenannten probabilistischen Turingmaschinen und der
Minzwurf-Maschinen, die ein Spezialfall der probabilistischen Turingmaschinen sind,

findet sich in [3].

Definition 3.29

1. Eine Dichte v : ¥* — [0,1] wird von einer Minzwurf-Maschine A in Zeit
t:¥X* — IN und Platz s : ¥* — IN generiert, wenn A bei Fingabe ¢ mit Aus-
gabe x nur dann hdlt, wenn sie héchstens t(x) Schritte gemacht und héchstens
s(z) Bandeinheiten benutzt hat, und wenn mwa(e,-) = v gilt, d.h. wenn die
Ausgabedichte von A bei Fingabe ¢ die Dichte v ist.

2. Ist C C F undteC, so sagen wir, v wird in C-Zeit generiert. Entsprechend
heifst v in C-Platz generierbar, falls s € C.

3. Wir sagen, eine Verteilung A wird in Zeit t und Platz s generiert, falls es eine
Miinzwurf-Maschine gibt, die die zugehorige Dichte A' in Zeit t und Platz s
generiert. Analog ergeben sich die Begriffe “A wird in C-Zeit generiert” bzw.

“in C-Platz” fir C C F.

Definition 8.30 Seien C1,Cy C F. Die Klasse der in Cy-Zeit und Cy-Platz gene-
rierbaren Dichten aus D wird mit Dgen(Cy, Cy) bezeichnet.

Ist C; = Cy = F, so schreiben wir kurz Dgen fir die Klasse der (tberhaupt)
generierbaren Dichten.
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Fir die Menge von Dichten, deren zugehdrige Verteilung in Cy-Zeit und Ca-Platz
generierbar ist, fihren wir die Menge Vgen(Cq,Cq) ein.

FEntsprechend ist Vgen = Vgen(F,F).

Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen den berechenbaren und den generier-
baren Verteilungen:

Satz 3.31 Wird die Verteilung A in P-Zeit berechnet, so kann sie in P-Zeit gene-
riert werden.

Dieser Satz ergibt sich aus dem folgenden Lemma. Der Beweis des Satzes wurde
bereits in sehr knapper Form in [1] skizziert. Wir geben fiir das folgende allgemeinere
Lemma einen Beweis an.

Lemma 3.832 Sei t : ¥* — IN eine lingenwachsende Funktion, die in Zeit O(t)
undr berechnet werden kann. Ist die Verteilung A in Zeit t berechenbar, so kann sie
mn Zeit

O(l-F-4(-)- 421 )

fiir ein k > 1 generiert werden.

Beweis: Werde die Verteilung A von einer deterministischen Turingmaschine in
Zeit t berechnet. Wir konstruieren eine Miinzwurf-Maschine M, die A in Zeit
O(] % -t(-)-#(2-|-])) generiert.

Seien

B.
B,

{y € {0,1}'9) 1 0 < bin(y) < A(e)},
{y € {0, 1} 1 A(z § (-1)) < bin(y) < A(2)}

fir € &% und sei B = ¢z« Bs.
Dann ist

|By| = 2'1") . A'(x)
fiir alle z € 3*.

Findet man nun einen Algorithmus, der nur Bitstrings generiert, die in B liegen,
und dariiber hinaus diese Bitstrings y mit der Wahrscheinlichkeit 2=l liefert, so
generiert er folgende Dichte

T(y):{ 0 falls y ¢ B,

1
Y sonst.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit fiir alle 2 € ¥*, dafl dieser Algorithmus ein y € B,
ausgibt, genau
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Findet man nun zu einem solchen y das zugehérige z und gibt dieses aus, so hat
man einen Algorithmus zum Generieren von A.

Wir geben einen Algorithmus an, der die oben genannten Eigenschaften hat und
dariiber hinaus gleich das gewiinschte z ausgibt.

Algorithmus 3.33

BEGIN (1)
Ende = false; y = ¢; (2)
WHILE Ende = false (3)
Wiihle per Miinzwurf ein Bit b zufdllig; (4)
y = yob, wobei o die Konkatenation ist; (5)

Suche mit Hilfe des bindren Suchverfahrens ein x € ¥* derart, daff (6)
Az + (=1)) < bin(y) < A(z) gilt bzw. 0 < bin(y) < A(e);

IF 1y] > 1(a) 7)
THEN|Ende = true; (8)
Gib z aus. (9)

END (10)

Wenn der Algorithmus z ausgibt, dann hat er genau #(z) Schleifendurchlaufe voll-
zogen. Man iberlegt sich ndmlich leicht, daf} in jedem Schritt y genau um ein Bit
wéachst. Seien y; und z; die Belegungen der Variablen y und z im ¢-ten Schleifen-
durchlauf fir 0 <7 < #(z). Gilt fiir ein ¢, daf |y;| < t(z;), so folgt

lyit1| = yi| + 1 < t(x;) < t(zi41),

da t lingenwachsend ist. Somit hilt der Algorithmus, wenn |y;| = #(z;) gilt, dazu
sind #(z) Schleifendurchliufe nétig.

Wenn der Algorithmus mit Ausgabe z hilt, gilt y,.) € B;. Daher gilt fiir das letzte
berechnete y, daf§ y € B erfiillt ist. Da in jedem Schleifendurchlauf ein weiteres Bit
gleichverteilt gewdhlt wird, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl der Algorithmus
ein bestimmtes y € B liefert, gleich 271, Somit hat dieser Algorithmus die oben
genannten Eigenschaften und generiert damit A.

Es bleibt die bindre Suche zu erldutern, die in Schritt (6) durchgefiihrt wird, und
ebenso bleibt zu zeigen, dafl der Algorithmus die gewiinschte Laufzeit hat.

Sei also y ein Bitstring, und das eindeutige « € ¥* sei gesucht, das

Az § (~1)) < bin(y) < A(x)
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bzw.

0 < bin(y) < A(e)

erfiillt. Sei z; der String, der beziiglich der zugrunde liegenden lexikographischen
Ordnung die Nummer 27 hat. Zundchst untersucht man mit wachsendem j, ob

bin(y) < A(zj)

gilt. Sobald man das erste j mit dieser Eigenschaft gefunden hat, sucht man binir im
Bereich |z;_1, 2], d.h. nach dem gleichen Prinzip wie zuvor. Sicher ist die Nummer
von z beziiglich der lexikographischen Ordnung mindestens % - j, fiir dieses kleinste
j. Somit ruft man den Berechnungsalgorithmus fiir A nur mit Eingaben 2’ auf, die
|2’| < 2. |z| erfiillen. Insgesamt ruft man den Berechnungsalgorithmus O(|z|) oft
auf, wobei jeweils maximal #(2 - |z|) Schritte nétig sind. Daraus ergibt sich eine
Gesamtlaufzeit zur Berechnung der unterschiedlichen A-Werte von O(|z|-#(2 - |z|))
Schritten. Dazu kommt noch die polynomielle Laufzeit beim Berechnen der Strings
zu den vorgegebenen Nummern. Diese hingt von der zugrunde gelegten lexikogra-
phischen Ordnung ab. Also betriigt die Gesamtlaufzeit der Suche O(|z|-#(2 - |z]))
fiir ein ¢ > 1.

Da der Algorithmus zum Generieren t(z) Schleifendurchliufe benétigt und in jedem
Durchlauf eine Suche erfolgt, ist seine Laufzeit durch

O(|z|° - t(x) - 1(2 - |z])

beschrinkt. [ |

Aus dem obigen Satz ergibt sich die folgende Charakterisierung der in C-Zeit gene-
rierbaren Verteilungen. Gelegentlich wird statt der obigen Definition fiir generier-
bare Dichten auch eine Definition verwendet, die der Charakterisierung von Lemma
3.35 entspricht.

Dazu bendtigen wir zunéchst den Begriff der induzierten Dichte.

Definition 3.34 Sei h:¥* — X* und p € D, so bezeichnet uy, die Dichte

yeD*
h(y)==

die durch h iber p induzierte Dichte.

Sei nun C C F eine unter < abgeschlossene Menge von Funktionen, fir die gilt:

1. Firalle f,ge Cgilt f+ g€ C.

2. Fiir alle g € C gibt es eine lingenwachsende Funktion h € C mit g < h und

o~

|17 () -m(2-]-]) € C.
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Lemma 3.35

1. Wenn es eine in C-Zeit berechenbare Funktion h : ¥* — ¥* mit |h(z)| > |z|
fiir alle x € ¥* und eine in C-Zeit berechenbare Verteilung T' gibt mit T, = p,
dann ist die Dichte p in C-Zeit generierbar.

2. Ist dagegen p in C-Zeit generierbar, so gibt es eine in C-Zeit berechenbare
Funktion h : ¥* — ¥* und eine Dichte v mit v, = u, fir die gilt:

(@) e {0,551

fir alle x € ¥* = {0,1}*.

Beweis:

Beweis der ersten Behauptung des Lemmas:

Werde h von der deterministischen Turingmaschine M in Zeit g € C berechnet und
berechne T die Verteilung I' in Zeit ¢t € C. Nach dem vorangehenden Lemma 3.32
gibt es dann eine Miinzwurf-Maschine 7', die T’ in Zeit O(|z|* - t(z) - #(2 - |z]))
generiert. O0.B.d.A. seien g und ¢ lingenwachsend und erfiille ¢

|-1°-9()-g(2-[-]) e C.

Durch Hintereinanderschalten der Maschine M hinter T’ ergibt sich eine Miinzwurf-
maschine, die T/, = u generiert. Ist die Ausgabe dieser Miinzwurf-Maschine y, so
gibt es ein z mit h(z) = y. Damit ist |z| < |y|. Die Laufzeit ergibt sich infolge der
Eigenschaften von C dabei zu

O(J|* - t(z) - 12 |z])) + g(z) < O(lyl* - t(y) - 12 |y])) + 9(y) C C.

Daraus folgt die Behauptung.
Beweis der zweiten Behauptung des Lemmas:

Eine Minzwurf-Maschine M arbeitet im wesentlichen wie eine deterministische
Turingmaschine bis auf die Kounfigurationen, in denen zwei Folgekonfigurationen
moglich sind. Wir nennen diese im folgenden Miinzwurf-Konfigurationen. Betrach-
tet man eine Berechnung der Miinzwurf-Maschine bei Eingabe ¢ und ordnet man
dieser Berechnung eine Folge aus {0,1}* zu, die kodiert, welche Folgekonfigurati-
onen in den Minzwurf-Konfigurationen gewdhlt wurde, so 1afit sich anhand dieses
Bitstrings und der Beschreibung der Miinzwurf-Maschine die gesamte Berechnung
rekonstruieren. Offensichtlich sind in der Regel nicht alle Bitstrings Beschreibun-
gen einer Berechnung einer gegebenen Minzwurf-Maschine, und nach Definition
der Miinzwurf-Maschinen ist die Wahrscheinlichkeit, mit der diese Maschine die zu
einem gegebenen Bitstring b gehorige Berechnung ausfiihrt,

() { % falls b einer Berechnung entspricht,
’y =

2
0 sonst.
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Sei Bys C {0,1}* die Menge der Bitstring, die einer Berechnung von M entsprechen.

Ist p in C-Zeit generierbar, dann gibt es eine Miinzwurf-Maschine M und eine Funk-
tion g € C, so dal M die Dichte p in Zeit g generiert, d.h. mas(e, @) = p() fir alle
x € ©*. Zu M konstruieren wir die folgende deterministische Turingmaschine M:
Als Eingabe erhilt M einen endlichen Bitstring b. Die Turingmaschine arbeitet ana-
log zu M mit dem Unterschied, daf} sie stets dann ein Zeichen der Eingabe liest und
den Lesekopf ein Zeichen weiter nach rechts bewegt, wenn bei der Simulation von
M eine Miinzwurf-Konfiguration auftritt. Dann wird gemifl dem gelesenen Bit der
Eingabe eine der beiden méglichen Folgekonfigurationen von M durch M gewihlt.
Parallel zu der Simulation, protokolliert M die Zahl der gemachten Uberginge auf
einem weiteren Arbeitsband. Ist b € Byy, so fithrt M genau die Berechnung durch,
die zu b beziiglich M gehort. Ist der Bitstring der Eingabe zu kurz, d.h. gerit M
bei der Simulation in eine Miinzwurf-Konfiguration und der Bandkopf des Eingabe-
bandes steht hinter der Eingabe, so bricht die Maschine ab und kopiert den Inhalt
des Protokollbandes auf ihr erstes Arbeitsband, d.h. in diesem Fall ist die Ausgabe
bis auf eine multiplikative Konstante so lang, wie die Berechnungszeit. Offenbar
berechnet somit die deterministische Turingmaschine M eine Funktion h : * — &*
mit ¥ = {0,1}. Nach Konstruktion und den Eigenschaften von C ist h in C-Zeit
berechenbar. Weiterhin ist die Ausgabeverteilung von M bei Eingabeverteilung ~
genau

(+) = (e, ) = p(-)-

Daraus ergibt sich die zweite Aussage des obigen Lemmas. |

3.7 Sprachklassen

Definition 3.36

1. Sei L C ¥, vy €D, t: ¥ - INg (bzw. s : £* —» INg), R = (H,V) ein
Vergleichsmodell und C C F. Gibt es ein k > 0 und eine t-zeitbeschrdnkte
(bzw. s-platzbeschrinkte) deterministische bzw. nichtdeterministische k-Band
Turingmaschine A, so dafi t € Cff (bzw. s € Cf) gilt, so akzeptiert A die
Sprache L in mittlerer C-Zeit (bzw. C-Platz) beziiglich v und R.

2. Ist R = (H,V) ein Vergleichsmodell, C C F und D C D, so bezeichnet
DTimeg(C ) die Menge aller Sprachen L dergestalt, daff es zu jedem v € D
ein k > 0 und eine deterministische k-Band Turingmaschine gibt, die L in
mittlerer C-Zeit beziiglich v und R akzeptiert.

Analog sind NTimeR(C), DSpacel(C) und NSpaceR(C) definiert.
Ist D = {7} einelementig, so schreiben wir statt DTime?A/}(C) auch kurz
DTime(C).
Analog schreiben wir

NTimef”(C), DSpacef(C), NSpacef;e(C).
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Mit DTime(C), NTime(C), DSpace(C) und NSpace(C) bezeichnen wir die bekann-
ten worst-case Sprachklassen, d.h. zum Beispiel ist DTime(C') die Menge aller Spra-
chen L, fiir die es eine deterministische Turingmaschine M mit Laufzeit ¢ € C und
L = L(M) gibt. Weiter benutzen wir folgende abkiirzende Schreibweisen:
P = DTime(Pol)
NP = NTime(Pol)
DEzpTime = DTime (20<|f|)),
NEzpTime = NTime (20(“')),
PSpace = DSpace( Pol),

dabei ist Pol die in Gleichung (3.1) definierte Menge der Polynomfunktionen.

Offenbar gilt infolge der Vertriglichkeit mit < bei schwachen average-case Modellen
der folgende Satz:

Satz 3.37 Sei R = (H,V) ein schwaches average-case Modell, Dy,D; C D mit
Dy C Dy und C C F. Dann gilt

DTime(C) C DTime} (C) C DTimefs (C),
NTime(C) C NTimep, (C) C NTimep (C),
DSpace(C) C  DSpacef (C) C  DSpacep, (C),
NSpace(C) C NSpacegz(C) C NSpacegl(C).



Kapitel 4

Komplexitatstheorie

In diesem Kapitel zeigen wir eine Reihe wichtiger komplexitdtstheoretischer Re-
sultate, die sich ergeben, wenn man den Uberlegungen ein schwaches average-case
Modell zugrunde legt.

Eine Reihe bekannter Resultate aus der worst-case Komplexitdtstheorie lassen sich
ohne weitere Voraussetzungen iibertragen.

Wir gehen in den folgenden Abschnitten stets von einem schwachen average-case

Modell R aus.

4.1 Bekanntes aus der klassischen Komplexititstheo-
rie

Wir zitieren in diesem Abschnitt bekannte Sitze aus der klassischen Komplexitits-
theorie, die wir in den folgenden Abschnitten zum Beweis einiger Aussagen benutzen
werden.

Da die Anzahl der Zustinde und das Bandalphabet einer Turingmaschine beliebig
grof} sein konnen, kann der zum Akzeptieren einer Sprache benétigte Speicher immer
um einen konstanten Faktor komprimiert werden, indem verschiedene Bandsymbole
zu einem Symbol kodiert werden. Eine &hnliche Aussage gilt auch fiir die Laufzeit.
Daher konnen konstante Faktoren in den Laufzeit- und Platzschranken ignoriert
werden. Dies wird in den folgenden S&tzen prizisiert.

Seien im folgenden s : ¥* — IN und ¢t : ¥* — IN.

Satz 4.1 (Bandkompression) Sei L € ¥*. Wird L von einer s-platzbeschrinkten
Turingmaschine mit k Arbeitsbindern akzeptiert, so gilt fir jedes ¢ > 0, daf es
eine Turingmaschine M mit k Arbeitsbindern gibt, die L in Platz max(1, [c- s(-)])
akzeptiert.

72
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Satz 4.2 (Bandreduktion)

1. Wird L von einer s-bandbeschrinkten Turingmaschine mit k > 1 Arbeits-
bdandern akzeptiert, so gibt es eine Turingmaschine mit nur einem Arbeitsband,
die L in Platz s akzeptiert.

2. Wird L von einer k-Band Turingmaschine mit k > 1 in Zeit t akzeptiert,
so gibt es eine Turingmaschine mit nur einem Arbeitsband, die L in Zeit t2
akzeptiert.

Die Beweise zu den letzten beiden Sitzen findet man in [9].

Gemif [12] gilt der folgende Satz:

Satz 4.3 (Lineare Beschleunigung) Seic > 0, k > 1. Wenn L von einer Tu-
ringmaschine My mit k Arbeitsbindern in Zeit t akzeptiert wird, so gibt es eine
Turingmaschine My mit (k + 1) Arbeitsbindern, die L in Zeit t' akzeptiert, wobes
fiir fast alle x € 3*

-tz sonst

#(z) < { le|+e-t(z) fallst<Ek-|-| fireink e IN,

gilt.

Definition 4.4 FEine Funktion s : ¥* — IN heifit voll bandkonstruierbar, wenn
es ein k > 0 und eine deterministische k-Band Turingmaschine gibt, die bei allen
FEingaben © € ¥* auf dem ersten Arbeitsband genau s(x) Bandeinheiten benutzt.

Eine Funktion t : ¥ — IN heif$t voll zeitkonstruierbar, wenn es ein k > 0 und eine
deterministische k-Band Turingmaschine gibt, die bei allen FEingaben z € X% genau
t(z) Schritte macht.

Nach [9] gilt der folgende Zeithierarchiesatz:

Satz 4.5 Istt; : X* — IN eine Funktion, ist ty : ©¥* — IN eine voll zeitkonstruier-
bare Funktion und gilt
t - ]_ t -
i 12 o0 (0) _
|z|—o0 tz(w)

dann ¢ibt es eine Sprache L, die von einer deterministischen Turingmaschine in Zeit
ty akzeptiert wird, die aber von keiner deterministischen Turingmaschine in Zeit tq
akzeptiert werden kann.
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4.2 Hierarchiesatze

4.2.1 Exkurs in die Theorie der Complexity Cores

Wir benétigen zum Beweis von Hierarchiesdtzen Ergebnisse aus der Theorie der
allgemeinen Complexity Cores. Aus diesem Grund werden wir die dabei verwende-
ten Begriffe und Resultate hier einfithren. Wir folgen dabei den Ausfiihrungen in
[6]. Man beachte, dafl in der Literatur hiufig der Begriff Hard Core anstelle von
Complexity Core verwendet wird.

Definition 4.6 Sei C eine Klasse von Sprachen in %*. Fiir alle Sprachen L C ¥*
set

¢, ={CeC:CCIL).

Eine unendliche Menge H C ¥* heiffit Complexity Core von L beziglich C, wenn fir
alle C € Cy, gilt:
|C NH| < oo.

Falls ferner H C L g¢ilt, ist H ein echtes Complexity Core.

Wir erldutern zuerst die Bedeutung der Complexity Core Theorie an einem Beispiel.

Sei L C ¥* eine Sprache. Falls es ein Complexity Core H von L beziiglich C = P
gibt, so bedeutet dies fiir alle ¢ > 1, daf} alle deterministischen Turingmaschinen, die
L akzeptieren, bei Eingabe z fiir fast alle « € H mehr als |z|* Schritte machen.

Falls es ndmlich eine deterministische Turingmaschine M mit L(M) = L und ein
t > 1 gibt, so daBl M auf einer unendlichen Teilmenge U C ‘H maximal |z|* Schritte
bei Eingabe 2 € U macht, so wird die Sprache

C = {z : M akzeptiert z in maximal |z|" Schritten}

in P-Zeit akzeptiert. Es gilt somit C € Cr, und |[HNC| = oo. Dies ist ein Widerspruch
dazu, daf} H ein Complexity Core von L beziiglich C = P ist.

Wir benétigen noch einige Begriffe.

Definition 4.7
Sei S C ¥* eine unendliche Menge. Wir nennen eine Folge X = {z;}icn, eine
rekursive Aufzihlung von S, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Die Folge X 1ist eine Aufzdhlung von S.

2. FEs gibt eine deterministische Turingmaschine, die fir alle 1 € INg bei Eingabe
1* den String x; ausgibt.

Ist die Folge X dariber hinaus eine wiederholungsfreie Aufzdhlung von S, so nennen
wir sie eine rekursive wiederholungsfreie Aufzihlung.
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Entsprechend sind die Begriffe rekursiv aufzihlbare, rekursiv wiederholungsfrei auf-
zGhlbar und rekursiv aufzdhlen zu verstehen.

Wir fithren in der folgenden Definition einige Begriffe ein, die in der Literatur (ver-

gleiche [5]) iiblich sind.

Definition 4.8 SeiC eine Klasse von Sprachen in X*.

1. Die Klasse C heifst rekursiv aufzihlbar, wenn es eine Folge {C;}icn, von Spra-
chen in C und eine deterministische Turingmaschine gibt, die bei Fingabe von
1), i € INg, die Kodierung einer deterministischen Turingmaschine ausgibt,
die C; erkennt, und wenn ferner

c=J{ci}

1€ Ny
gilt. Wir nennen {C;}ien, dann auch rekursive Aufzihlung von C.

2. Wir sagen, C ist abgeschlossen unter endlicher Vereinigung, wenn fir alle
unendlichen Sprachen C1,Cy € C gilt:

CiuCyecC.

3. Die Menge C heifit abgeschlossen unter endlicher Variation, wenn fir alle un-
endlichen Sprachen C € C und alle endlichen Sprachen F C ¥* stets FUC € C
und C'\ F € C gilt.

Da wir Theorem 2.10 aus [5] verwenden, dessen Beweis dort ungliicklicherweise feh-
lerhaft ist, geben wir einen eigenen Beweis fiir diesen Satz an. Wir formulieren
zundchst den Satz.

Satz 4.9 SeiC eine rekursiv aufzihlbare Klasse rekursiver Sprachen, die unter end-
licher Vereinigung und unter endlicher Variation abgeschlossen ist. Jede unendliche
rekursive Sprache L ¢ C hat ein rekursives echtes Complexity Core beziiglich C.

Beweis: Sei {C;};cnv, im folgenden eine beliebige, aber feste rekursive Aufzihlung
der Menge C. Sei weiter {z;};c v, eine beliebige, aber feste rekursive wiederholungs-
freie Aufzihlung von ¥*. Die Idee der Konstruktion besteht darin, alle Sprachen C;
aus Cy, nacheinander in eine Menge U aufzunehmen und parallel dazu ein Comple-
xity Core H zu berechnen. Dies geschieht, indem man sicherstellt, dafl man nie einen
String in H aufnimmt, der in einer der Sprachen in U liegt. Ein Problem besteht
darin, dafl es schwierig ist, die Sprachen C; € Cr, rekursiv aufzuzéhlen. Dieses 16st
man, indem man alle Sprachen aus C rekursiv aufzihlt und parallel zur Konstruk-
tion von M fiir alle C' € U testet, ob es ein z € L gibt mit 2 € C. In diesem Fall gilt
C ¢ Cr, und wir entfernen C aus der Menge U.
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Algorithmus 4.10

BEGIN (1)
Setze U=0; H=0;i=0; n = —1; (2)
LOOP FOREVER (3)
Setze U = U U {C;}; (4)
REPEAT (5)
Setze n = n+ 1; (6)
IFand L (7)
THEN|FORALL C € U, fir die ¢n € C gilt, (8)

Setze U = U\ {C}; (9)

UNTIL Es gilt v, € L und zp, ¢ Uper C; (10)
Setze H =HU{zp}; i =1+ 1; (11)
END (12)

Wir zeigen zunichst, dafl die innere Schleife (Schritt (5) bis Schritt (10)) stets ter-
miniert.

Wir nehmen an, daf§ die innere Schleife irgendwann nicht terminiert. Dann gibt es
einen Wert 5 der Variable ¢, so dafl beim j-ten Aufruf der inneren Schleife diese nicht
abbricht. Sei n; der Wert, den die Variable n hat, bevor die Schleife betreten wird,
und sei U; der Wert, den die Menge U zu diesem Zeitpunkt hat. Innerhalb dieser
Schleife kommen keine neuen Mengen C' zu U mehr hinzu, sondern alle C' € U;, fiir
die es ein z, € LN C mit n > n; gibt, werden aus U entfernt. Nachdem die Schleife
daher oft genug durchlaufen wurde, gilt fiir alle C, die dann noch in U enthalten
sind:

CNL C {z,:n<n;} (4.1)

Sei ny der Wert der Variable n zu diesem Zeitpunkt und U} entsprechend der Wert
der Variable U. Terminiert die Schleife nicht, so folgt, dal die Abbruchbedingung
nicht erfiillt ist, und daher gilt fir alle z,, € L mit n > ng:

Ty, € U C.

CEUk

Sei L = Ucer, €. Da C unter endlicher Vereinigung abgeschlossen ist, gil Lec.
Dann ist
L\NL CH{z,:n<ng}

und )
L\LCH{z,:n < ng}.
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Also gibt es endliche Mengen Fy, F; mit L = (LU F})\ Fo. Da L € C gilt und C
unter endlicher Variation abgeschlossen ist, folgt: L € C. Dies ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung.

Somit terminiert die innere Schleife und in die Menge H wird dann ein Element
aufgenommen, das vorher noch nicht in H enthalten war. Da aus H in keinem
Schritt des Algorithmus ein Element entfernt wird, zdhlt dieser Algorithmus in H
eine unendliche Menge auf.

Weiter ist zu zeigen, daf} fiir alle C’ € Cy, gilt

|THNC'| < .

Sei C'" € Cr,, und sei ¢ die Nummer von C’ in der obigen Aufzihlung von C. Dann
wird C’ im i-ten Durchlauf der #ufleren Schleife in die Menge U aufgenommen.
Dariiber hinaus wird C’ nie wieder aus U entfernt, da wegen C’ € Cy, fiir alle x,, ¢ L
auch z, € C' gilt. Nachdem C’ in U aufgenommen wurde, werden aber nur noch
z, in H aufgenommen, fiir die

anUC

ceU
gilt, d.h. insbesondere
z, & C".
Daher gilt
|[HNC'| < .

Es bleibt zu zeigen, dafl die von obigem Algorithmus konstruierte Menge H eine
rekursive Sprache ist. Folgender Algorithmus erkennt H: Bei Eingabe z wird die
eindeutige Zahl m € IN berechnet, fiir die x,,, = « gilt. Dann wird der Algorithmus
4.10 solange simuliert, bis der Wert der Variablen n genau m + 1 ist. Wurde zuvor
T in die Menge aufgenommen, die durch die Variable H reprisentiert wird, so wird
1 ausgegeben, sonst 0. Offenbar terminiert dieser Algorithmus bei allen Eingaben z
und gibt genau dann 1 aus, wenn z zu irgendeinem Zeitpunkt von Algorithmus 4.10
in die Menge H aufgenommen wird. Daraus folgt, dafl das konstruierte Complexity
Core eine rekursive Sprache ist. |

4.2.2 Ein Hierarchiesatz fiir DTimefj(T)

In [9] werden Zeit- und Bandhierarchiesitze fiir die worst-case Komplexitatstheorie
vorgestellt. Auch fiir schwache average-case Modelle R = (H,V) kénnen solche
Sdtze gezeigt werden. Wir zeigen im folgenden einen Zeithierarchiesatz. Amnalog
beweist man entsprechende Bandhierarchiesitze.
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Satz 4.11 Sei w € Qgr. Set g € H, lingenwachsend, sei h € H lingenwachsend
und voll zeitkonstruierbar, und sei f : ¥* — INo, f € H, f() > 2-|-|+ 6,
eine lingenwachsende, voll zeitkonstruierbare Funktion, die g beziglich R und w
dominiert. Gilt ferner

o T Joa(F(m)
so gibt es eine Dichte u € D, so dafs

=0,

DTimel({g}) C DTimel({f}) C DTimef({h})

aber

DTimel}({g}) # DTimel({h})
gilt.

Beweis: Die Idee zur Konstruktion einer Dichte u € D, und einer Sprache
L € DTimel{({h})\ DTimel({g})
besteht darin, ein Complexity Core H zu einer Sprache
L € DTime({h})\ DTime({f})

zu konstruieren und g so zu wihlen, dal SUP(u) = H gilt. Mittels der schwachen
Antisymmetrieeigenschaft und der Tatsache, dafl f die Funktion g beziiglich R und
w dominiert, 148t sich die Aussage des Satzes dann folgern.

Die Funktion f spielt im obigen Satz die Rolle, die die Funktion g(z)+ 1 im ent-
sprechenden Satz der worst-case Theorie inne hat. Sie “trennt” die Funktion g von
der Vergleichsfunktion h. In unserem Kontext ist f nétig, da wir nur die schwache
Antisymmetrieeigenschaft voraussetzen.

Da nach Voraussetzung f die Funktion ¢ beziiglich R und w dominiert, gilt g < f.
Daher ist g < f < h erfiillt und fiir alle Dichten 7 gilt

DTimel({g}) C DTime]({f}) C DTimef({h}),

da R vertréglich mit < ist. Nach dem Zeithierarchiesatz der klassischen Komple-
xitdtstheorie (vergleiche Satz 4.5) gibt es eine Sprache

L € DTime({h})\ DTime({f}). (4.2)

Somit gibt es zu jeder deterministischen Turingmaschine, die L akzeptiert, eine
unendliche Menge von Strings z, an denen sie mehr als f(2) Schritte macht.

Behauptung:
Es gibt eine Dichte u € Dy, so daff alle deterministischen Turingmaschinen M mit

L(M)=1L

auf fast allen Eingaben x € SUP(p) mehr als f(x) Schritte machen.
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Aus dieser Behauptung folgt dann insbesondere fiir alle Turingmaschinen, die L
akzeptieren, daf} fiir ihre Laufzeit ¢ gilt:

I <sur t
Somit ist gemif Lemma 2.24
R
t £y 95
und daher gilt
L ¢ DTimel({g}).

Wir zeigen nun obige Behauptung:

Wir konstruieren im folgenden zunéchst eine Menge H, von der wir zeigen werden,
daf alle deterministischen Turingmaschinen M mit L(M) = L auf fast allen z € H
mehr als f(z) Schritte bendtigen. Dann konstruieren wir eine Dichte y € D, mit

SUP(p) =H.
Da f(-) > 2-|-|+ 6 gilt, ist nach dem Beschleunigungssatz (Satz 4.3)

o~ o~

DTime(f) = DTime(O(f)).
Die Klasse

o~

C = DTime(O(f))
ist aber unter endlicher Vereinigung und endlicher Variation abgeschlossen, wie wir
im folgenden zeigen werden. Sind Ly, Ly € C, so gibt es zwei deterministische Tu-
ringmaschinen My, M; und Konstanten ¢y, ¢3 > 1, so dafl M;, i = 1,2, eine Eingabe
z € ¥* genau dann in hochstens ¢; - f(x) Schritten akzeptiert, wenn z € L; gilt.
Man betrachte die folgende deterministische Turingmaschine M: Bei Eingabe von
x € X* fiihrt M die Berechnungen der Maschinen M; und M, parallel maximal
max{cy,c2} - f(x) Schritte lang aus. Diese Schranke ist voll zeitkonstruierbar, da
f voll zeitkonstruierbar ist. Die Machine M akzeptiert die Eingabe genau dann,
wenn eine dieser Berechnungen zum Akzeptieren fiihrt. Daher ist die Laufzeit von
M durch O(f) beschrinkt, und C ist unter endlicher Vereinigung abgeschlossen.

Ebenso zeigt man, dafl C unter endlicher Variation abgeschlossen ist.

Wir kénnen Satz 4.9 auf C und L anwenden, und somit gibt es zu L (vergleiche
Formel (4.2)) eine Menge H C L, so da8 fiir alle C € Cy, gilt:

|C NH| < 0.

Somit benstigen alle deterministischen Turingmaschinen an fast allen Eingaben

© € H mehr als f(z) Schritte.
Offensichtlich gibt es Dichten u € D, mit SUP(p) = H, zum Beispiel

,M(f):{ w(|w|)m firz e H

0 sonst,

(4.3)

wobei ¢ die Normierungskonstante ist. Damit ist die obige Behauptung und der Satz
bewiesen. |

Falls die im vorangehenden Satz vorausgesetzte Dichte w auf INy berechenbar ist,
ist auch die konstruierte Dichte u (vergleiche (4.3)) berechenbar, da nach Satz 4.9
das Complexity Core H, das zur Konstruktion von p verwendet wird, eine rekursive
Sprache ist.



80 Kapitel 4 Komplexitdtstheorie

4.2.3 Die Sprachklassen DTimeff(T)

Sei 4 € D eine Dichte, R ein Vergleichsmodell und ¢ € F. Man beachte, dafl
DT@'meﬁ({g}) die Menge aller Sprachen L ist, fiir die es eine Turingmaschine gibt,
die genau die Sprache L akzeptiert und die die mittlere Laufzeit g beziiglich u hat.

Ist L ¢ DTimeff({g}), so heifit dies, daf} es keine deterministische Turingmaschine
M gibt mit L(M) = L und Laufzeit t <2 g. Ist SUP(p) # T*, so kann es aber
durchaus eine deterministische Turingmaschine M’ geben mit

L(M")YNSUP(u) = LN SUP(u)

und einer Laufzeit ¢ SE” g, d.h. fiir alle 2 € SUP(u) gilt: M’ akzeptiert z genau
dann, wenn z € L gilt. Fiir alle v € £* \ SUP(p) kann nicht gesagt werden, ob M’
akzeptiert oder nicht, aber auf den “wesentlichen” Eingaben z € SUP(u) “arbeitet”
M’ korrekt.

Sei T CF, D CDund R ein Vergleichsmodell. Wir bezeichnen mit
DTimeR(T)

die Menge der Sprachen L C ¥*, so daf es fiir alle y € D eine deterministische
Turingmaschine M mit

L(M)NSUP(pu) = L NSUP(1)

gibt, fiir deren Laufzeit tjs € Tf gilt. Entsprechend sind NTimeR(T), DSpacel(T)
und NSpacel(T) zu verstehen.

Legt man die Sprachklassen DTimeg(T) den Uberlegungen zu Zeithierarchiesitzen
zugrunde, so funktioniert der Beweis zu Satz 4.11 nicht mehr, da dort

SUP(p) C L

gilt und jede Turingmaschine, die konstant die 1 ausgibt, damit auf SUP(u) das
richtige Ergebnis liefert. Das Konzept der Complexity Cores scheint in diesem Zu-
sammenhang zu schwach zu sein.

Betrachtet man die positiven Beispiele fiir schwache average-case Modelle mit Aus-
nahme des Reischuk-Schindelhauer-Modells, so sieht man, daf man in allen Fillen
den Beweis von Satz 4.11 derart modifizieren kann, daf§ dieser Satz fiir ein p mit
SUP(p) = T gilt. Dies erreicht man, indem man die folgende Dichte

c 1 1
pE) = < L sonst,

1
[z[Z ~ 22T~ Rzl
wahlt. Dabei ist ¢ > 0 die Normierungskonstante. Dann spielen die Elemente aus
¥* \ H gewissermaflen keine Rolle bei der Bestimmung, ob f §ff g gilt, wihrend

SUP(u) = E* erfiillt ist. Im Reischuk-Schindelhauer-Modell gelten dariiber hinaus
sogar wesentlich feinere Hierarchiesdtze. (Vergleiche [13].)
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Um wiederum einen allgemeingiiltigen Hierarchiesatz fiir schwache average-case Mo-
delle und Sprachklassen DTimeff(T) zu erhalten, bietet es sich an, nach einem stérke-
ren, der Idee der Complexity Cores verwandten Konzept zu suchen. Im folgenden
Abschnitt stellen wir dieses neue Konzept, das wir Super Complexity Cores nennen,
vor.

4.2.4 Theorie der Super Complexity Cores

In Abschnitt 4.2.1 zeigen wir die Existenz eines Complexity Cores H zu einer gege-
benen Sprache L und einer Komplexitdtsklasse C. Dabei handelt es sich bei C zum
Beispiel um DTime(T), wobei T' C F eine geeignete Menge von Laufzeitfunktionen
ist. Dann gilt fiir ¢ € T und alle deterministischen Turingmaschinen M mit

L(M)=1L,

daB fiir fast alle # € H die Turingmaschine M bei Eingabe z mehr als #(z) Schritte
macht. Eine Menge §, fiir die diese Aussage fiir die gréfere Menge der determini-
stischen Turingmaschinen M mit

L(M)nS=LNS

gilt, d.h. fiir die Menge der deterministischen Turingmaschinen, die xz, auf S korrekt
berechnen, nennen wir Super Complezity Core von L beziiglich C. Ist L € DTime(h)
fiir ein h € F, so kann yy, in Zeit h auf S berechnet werden. Diese Eigenschaft ist
zum Beweis des Satzes 4.39 von Bedeutung.

Die Existenz von Super Complexity Cores ist unseres Wissens nach lediglich in ei-
nem Spezialfall untersucht worden. In [18] stellen J. Balcdzar und U. Schoéning
den Begriff einer sogenannten bizmmunen Menge beziiglich einer gegebenen Kom-
plexitdtsklasse C vor und zeigen die Existenz einer biimmunen Menge beziiglich der
Komplexititsklasse P. Dabei steht der Begriff der biimmunen Menge in folgender
Beziehung zu unserer Theorie: Ist L ¢ C, und ist S ein Super Complexity Core von

L beziiglich C, so sind S N L und S N L biimmune Mengen beziiglich C.

Sei im folgenden T C F eine Menge von Funktionen mit folgenden Eigenschaften:

1. Zu allen t € T gibt es eine zeitkonstruierbare Funktion ¢ € T,
so daf fir alle v € T gilt: ¢(z) < '(x).
2. Die Menge T ist beziiglich < abgeschlossen.
3. Fiir die Funktion |- |, die jedem z € ¥* den Wert || zuordnet, gilt |- | € T.

4. Fiir alle k € IV und alle #1,...,t, € T gilt 325 ¢, € T.

Offenbar gilt fiir alle t € T
O(t) CT.

Wir betrachten in diesem Abschnitt sogenannte normale Sprachklassen, die wir nun
definieren.
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Definition 4.12 Eine Sprachklasse C mit C = DTime(T), wobei T C F eine Menge
von Funktionen ist, die die obigen Figenschaften hat, heiffit normal.

Definition 4.13 Sei f : ¥* — ¥*, § C ¥* und M eine deterministische Turing-
maschine. Wir sagen, daff M die Funktion f auf § berechnet, wenn fir alle x € §

M(z) = f(x)
gtilt.

Definition 4.14 Sei T C F eine Menge von Funktionen, so daff C = DTime(T)
eine normale Klasse von Sprachen ist, und set L C ¥* eine Sprache mit L ¢ C.
Eine Menge S C ¥.* heiffit Super Complexity Core von L beziiglich C, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

1. S ist eine unendliche Menge.

2. Fir alle deterministischen Turingmaschinen M, die x1, auf S berechnen und
fir allet € T gilt: Die Turingmaschine M macht bei fast allen Eingaben x € S
mehr als t(z) Schritte.

Sei im folgenden C = DTime(T) eine normale Sprachklasse. Offenbar gilt der fol-
gende Satz:

Satz 4.15

1. Jedes Super Complexity Core von L beziglich C ist auch ein Complexity Core
von L beziglich C.

2. Falls es ein Complexity Core von L beziiglich C ¢ibt, so gibt es auch ein solches,
das kein Super Complexity Core von L beziglich C ist.

Beweis: Die erste Behauptung des obigen Satzes folgt aus den entsprechenden
Definitionen. Die zweite Behauptung ergibt sich wie folgt: Kein Complexity Core
H von L beziiglich C mit H C L oder H C L ist ein Super Complexity Core von L
beziiglich C. Ist H ein Complexity Core von L beziiglich C, so ist entweder HN L eine
unendliche Menge und damit selbst wieder ein Complexity Core von L beziiglich C
oder es gilt dies fiir H N L. |

In Anlehnung an #hnliche Sachverhalte in [18] geben wir nun zwei Charakterisie-
rungen von Super Complexity Cores an, die wir spiter zur Konstruktion eines sol-
chen benétigen. Wir werden im néchsten Satz zeigen, dafl das Konzept eines Super
Complexity Cores einer Sprache L beziiglich C und die in der folgenden Definition
eingefiithrten C-biimmunen Paare von L im wesentlichen dquivalent sind.

Definition 4.16 Seien A C ¥*, B C ¥* Mengen. Sei L C ¥* eine Sprache. Das
Paar (A, B) heif$it C-biimmunes Paar von L, wenn gilt:

1. |A| =00, |B| =00, ACL, BC L, und
2. fiir alle Sprachen C € C mit CN A =0 oder CN B = () gilt
|CN(AUB)| < oc.
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Satz 4.17 Seien A,B,S,L C ¥*.

1. Ist (A, B) ein C-bitmmunes Paar von L, dann ist S = AU B ein Super Com-
plexity Core von L beziglich C.

2. Ist L eine rekursive Sprache, und ist S ein Super Complexity Core von L
beziiglich C, dann ist (A,B) mit A= SN L und B = SN L ein C-bitmmunes
Paar von L.

Beweis: Sei angenommen, dafl S kein Super Complexity Core von L beziiglich C
ist. Das heifit, daf es ein ¢ € T und eine deterministische Turingmaschine M gibt,
die xz, auf S berechnet, so daf§ fir die Laufzeitfunktion tp; von M folgendes gilt:

H{e € S i tm(z) < t(z)} = oo.

Sei D={z €8 :ty(x) <t(z)}. O.B.d.A. gilt |D N A| = co. Nach Voraussetzung
gibt es zu t eine zeitkonstruierbare Funktion t' € T mit ¢t < #'. Man betrachte die
Maschine M': Bei Eingabe z 148t die Maschine M’ zunichst M mit der Eingabe
z genau t'(z) Schritte laufen. Dies wird erreicht, indem parallel dazu die zeitkon-
struierbare Funktion ¢ auf zusidtzlichen Arbeitsbindern berechnet wird. Hilt M
innerhalb dieser Zeit, so gibt M’ das Ergebnis von M aus und hilt, sonst gibt M’
das Zeichen 0 aus. Sei C die von M’ akzeptierte Sprache. Es gilt DN L C C und
C € C. Ferner gilt
CNBCCNL=40

und

|[CN(AUB)| > |DnA| = .
Das bedeutet aber, dal (A, B) kein C-biimmunes Paar von L ist.

Sei nun angenommen, dafl (A, B) kein C-biimmunes Paar von L ist. Das heifit,
0.B.d.A. gibt es ein C € C mit CN B = () und |C N (AU B)| = co. Somit gilt
|C N S| = co. Sei M eine deterministische Turingmaschine mit Laufzeitfunktion
tar € T, die C akzeptiert, und sei My, eine deterministische Turingmaschine, die y,
auf 3* berechnet. Man betrachte folgende deterministische Turingmaschine E: Bei
Eingabe 2 rechnet E parallel wie M und Mp. Falls die Simulation von M zuerst
beendet wird und sich als Ergebnis der Wert 1 ergibt, gibt F auch 1 aus und stoppt.
Andernfalls beendet E die Simulation von M7, und gibt als Ergebnis das Ergebnis
der Berechnung von My, aus.

Wir zeigen zunichst, dafl £ die Funktion yj, auf § berechnet: Sei z € §. Falls zuerst
die Simulation von M beendet wird und M (z) =1 gilt, folgt 2 € C. DaCNB =10
gilt, ist daher 2 € A C L und E gibt offenbar korrekt 1 aus. Andernfalls simuliert
E die Berechnung von My, zu Ende und gibt My (2) = xr(2z) nach Voraussetzung
iber My aus. Also berechnet E die Funktion xjy auf 5.

Sei tp die Laufzeitfunktion von E. Dann gibt es ein ¢ > 0, so da8 fiir alle z € C gilt

te(z) < c-typ(z).
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Setzt man t = ¢ - tps, dann ist nach Voraussetzung ¢t € T und es gilt
o =|C|<|{ze S tg(z) <t(z)}

Daher ist S kein Super Complexity Core von L beziiglich C. |

Aus dem obigen Satz ergibt sich, dafl wir uns im folgenden auf die Untersuchung
C-biimmuner Paare (A, B) von L zuriickziehen kénnen.

Um die zweite Charakterisierung zu zeigen, ist es notig, einige Begriffe einzufiihren.

Sei Funk (T') die Menge aller Funktionen ¢ : ¥* — ¥*, die von einer deterministischen
Turingmaschine in T-Zeit berechnet werden.

Definition 4.18 Seien V,W C S* mit VN W = (. FEine Funktion f : ¥* — I*
heift

1. (V,W)-treu, wenn f(V)N f(W) =0 gilt.

2. C-Reduktion von (V, W), wenn f € Funk(T) gilt und f eine (V,W)-treue

Funktion ist.

Somit gilt fiir C-Reduktionen f eines Paares disjunkter Mengen (V, W) und fiir alle
r€VundyeWwW

f(@) # f(y).

Wie man leicht sieht, gilt das folgende Lemma.

Lemma 4.19 Sei L C ¥* eine Sprache. Dann ist die identische Funktion f(z) =
eine C-Reduktion von (L, L).

Wir bezeichnen mit Redp(V,W) die Menge aller C-Reduktionen von (V, W) und
setzen

N-Redp(V,W) = Punk (T) \ Redp(V,W).

Somit ist N-Redr(V,W) die Menge aller durch deterministische Turingmaschinen
berechenbaren Abbildungen von ¥* nach ¥*, die keine C-Reduktionen von (V, W)

sind.

Von besonderer Bedeutung sind im folgenden Funktionen, die “fast injektiv” auf
einer gegebenen Menge V sind, die ndmlich stets nur endlich vielen verschiedenen
Urbildern aus V' das gleiche Bild zuordnen.

Definition 4.20 Sei V C ¥* eine Menge. Eine Funktion f : ¥* — ¥* heifft finite-
one auf V', wenn fir alle y € ¥*

1 (y)NV] <

gilt.
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Wir kommen nunmehr zur zweiten Charakterisierung der Super Complexity Cores:

Satz 4.21 Seien L C Y* eine Sprache, A C L, B C L, |A| = oo und |B| = co.
Dann gilt: (A, B) ist ein C-bitmmunes Paar von L genau dann, wenn alle C-
Reduktionen von (A, B) finite-one auf AU B sind.

Beweis: Angenommen, es gibt eine Funktion f € Redr(A, B), die nicht finite-one
auf AU B ist. Dann gibt es ein z € ¥* mit

(=) N (AUB)| = .

Setze nun C = f~1(z). Es gilt C € C, denn: Sei M die deterministische T-Zeit Tu-
ringmaschine, die f berechnet. Dann berechnet folgende Maschine M’ die Sprache
C in T-Zeit. Bei Eingabe x startet M’ zuniichst die Maschine M und vergleicht
das Ergebnis dieser Berechnung mit z. War das Ergebnis z, so gibt M’ den Wert 1
aus, sonst gibt M’ den Wert 0 aus. Da f nach Voraussetzung eine C-Reduktion von
(A, B) ist, gilt fiir alle z,y € AU B mit f(z) = f(y), dal entweder z,y € A oder
z,y € B gilt. Daher ist entweder CN A = () oder C N B = ), und (A, B) ist kein
C-biimmunes Paar von L.

Sei nun angenommen, daf (A, B) kein C-biimmunes Paar von L ist. Dann gibt es
eine Sprache C € C mit 0.B.d.A. CNB = und [C N (AU B)| = co. Sei zq ein
kiirzestes Wort in C N (A U B). Betrachte nun die Funktion f:¥* — ¥* mit

xg fallsz e C,
f(:v)z{ ’

T sonst.

Die Funktion f kann durch eine deterministische T-Zeit Turingmaschine berechnet
werden, weil C € C gilt. Fiir alle z,y € AU B mit f(z) = 2o = f(y) gilt

z,ye CN(AUB) C A.

Die Funktion f ist eine C-Reduktion zu (A, B), die nicht finite-one auf AU B ist. B

Wir kommen nun zum Nachweis, daf} es zu jeder Sprache L ¢ C ein Super Complexity
Core beziiglich C gibt. Die dabei benutzte Konstruktion liefert allerdings nur den
mathematischen Nachweis der Existenz eines solchen Super Complexity Cores zu L
beziiglich C, aber kein rekursives Super Complexity Core.

Die Idee zum Beweis des Existenzsatzes ist folgende: Ziel ist es, ein Paar unendlicher
Mengen (A, B) mit A C L,B C L so zu konstruieren, daf} fiir alle Funktionen
f € Punk (T) gilt: Entweder ist f € N-Redr(A, B) oder f ist finite-one auf A U B.
Am einfachsten wire es natiirlich, wenn man A und B so konstruieren kénnte, dafl
N-Redr(A, B) = Funk (T) gilt. Leider ist das nicht méglich, denn wie man leicht
sieht, gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.22 Sei L C ©*. Fiir alle AC L,B C L mit |A| = 0o und |B| = o gilt

0 # Redr(L,L) C Redr(A, B).
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Daher bietet es sich an, folgende Strategie einzuschlagen: Man versucht ein Paar
(A, B) zu konstruieren, so daf |A| = oo, |B| = 00, A C L, B C L gilt und

1. alle C-Reduktionen von (L, L) finite-one auf A U B sind, und

2. daB N-Redp(L,L) = N-Redr(A, B) gilt, daf also fiir alle f € N-Redp(L, L) ein
Paar a € A, b € B existiert mit f(a) = f(b).

Auch diese Strategie stofit auf Schwierigkeiten! Man kann sich wieder leicht iiber-
legen, daff es unmoglich ist, das zweite Ziel zu erreichen, wenn (L, L) nicht schon

ein C-biimmunes Paar von L ist: Seien dazu A, B beliebige unendliche Mengen mit
ACL,BCLundoB.dA.sei B# L. Seia€ Aund z¢€ L\ B. Dann ist die

Funktion
a falls z = z,
-

r  sonst,

keine C-Reduktion von (L, L), aber sicherlich C-Reduktion von (4, B).

Man sieht, dafl die Beispielfunktion f “im wesentlichen” die identische Funktion ist,
die wiederum eine C-Reduktion von (L, L) ist. Es stellt sich heraus, daf} dieser Typ
von Funktionen, die keine C-Reduktionen von (L, L) sind, aber “nahe verwandt” mit
einer solchen sind, genau die Funktionen sind, die es schwierig machen, das oben
genannte zweite Ziel zu realisieren.

Daher charakterisieren wir die Funktionen diesen Typs in Definition 4.24 und un-
tersuchen sie.

Definition 4.28 Seien V,W C *, V.NW = 0, Mengen und sei f : ¥* — 2*
eine Funktion. Eine Menge (x,y) heifit Konfliktpaar von f beziiglich (V, W), wenn
entweder x € V,y € W oder x € W,y € V gilt und wenn f(z) = f(y) ist. Mit Psyvw
wird die Menge aller Konfliktpaare von f beziglich (V, W) bezeichnet.

Definition 4.24 Sei L C Y* eine Sprache. FEine Funktion f : %* — ¥* heifst
Beinahe-Reduktion von (L, L), wenn f durch eine deterministische T-Zeit Turing-
maschine berechnet wird, wenn Pz # (0 gilt und wenn es eine deterministische
T-Zeit Turingmaschine R mit folgenden Eigenschaften gibt:

1. R(¥*) C{0,1,7}.

2. Fir alle x € ¥* mit R(z) #7? gilt R(z) = xr.(z).

3. Fir alle (z,y) € P; ;7 gilt R(z) #7V R(y) #7.
Somit ist eine Beinahe-Reduktion von (L, L) beziiglich C eine T-berechenbare Funk-
tion, zu der eine deterministische T-Zeit Turingmaschine existiert, die bei allen Ein-

gaben z einen der Werte 0,1 oder 7 ausgibt. Die Maschine R “liigt” bei Eingabe
aus X* nie: Wenn sie 0 ausgibt, gilt € L; gibt sie 1 aus, so gilt € L. Dariiber
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hinaus weif} sie fiir wenigstens ein Element jeden Konfliktpaars, ob dieses in L oder
in L liegt.
Fiir Beinahe-Reduktionen f von (L, L) beziiglich C gilt nach Definition

P g #0.

Daher sind Beinahe-Reduktionen von (L, L) beziiglich C keine C-Reduktionen von
(L, L). Alle in T-Zeit berechenbaren Funktionen f, die weder C-Reduktion von (L, L)
sind, noch zu den Beinahe-Reduktionen von (L, L) beziiglich C gehéren, nennen wir
chaotische Funktionen von (L, L) beziglich C. Die Menge dieser Funktionen wird
mit

C-Funkr(L, L)

bezeichnet.

Offenbar gilt das folgende Lemma:

Lemma 4.25 Sei L C ©* eine Sprache. Die Menge der C-Reduktionen von (L, L),
die Menge der Beinahe-Reduktionen von (L, L) beziglich C und in die Menge der
chaotischen Funktionen von (L, L) beziglich C bilden eine Partition der Menge aller
durch deterministische T'-Zeit Turingmaschinen berechenbaren Funktionen Funk (T).

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung, da er in Verbindung mit den vorhe-
rigen Uberlegungen und dem vorangehenden Lemma die Konstruktion eines C-biim-
munen Paares von L ermdoglicht.

Satz 4.26 Sei L C * eine Sprache und seien V.C L und W C L Mengen. Falls
es eine Funktion f € Funk (T) gibt, die

1. Beinahe-Reduktion von (L, L) beziglich C und
2. C-Reduktion von (V,W) und

3. nicht finite-one auf VU W ist,
so gibt es eine C-Reduktion von (L, L), die nicht finite-one auf V.U W ist.

Beweis: Da f eine Beinahe-Reduktion von (L, L) ist, existiert eine deterministische
T-Zeit Turingmaschine R mit den Eigenschaften aus Definition 4.24. Man betrachte
die Abbildung f : 3* — ¥*, die wie folgt definiert ist:

10f(z) falls R(z) =7,
fle)y=4 01 falls R(z) = 1,
00 falls R(z) = 0.

Die Abbildung f kann durch eine deterministische T-Zeit Turingmaschine berechnet
werden, weil R eine deterministische T-Zeit Turingmaschine ist und f durch eine
deterministische T-Zeit Turingmaschine berechnet werden kann.

Seien nun z,y € * mit f(z) = f(y), dann gibt es folgende Fille:
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1. Der String f(:v) beginnt mit 10. Das heifit, daf§ die Maschine R sowohl bei
Eingabe z als auch bei Eingabe y das Zeichen ? ausgibt. Dann gilt aber
(z,y) ¢ P; 7, weil f eine Beinahe-Reduktion von (L, L) beziiglich C ist und
deshalb R zumindest fiir einen String eines Konfliktpaares die Zugehorigkeit

zu L entscheiden kann. Somit ist (z,y) kein Konfliktpaar von f beziiglich
(L,L).

2. Der String f(r) ist 01. Das heifit, da8 die Maschine R fiir 2 und y das Zeichen
1 ausgibt, und somit gilt + € L und y € L.

3. Der String f(x) ist 00. Dieser Fall ist analog zu Fall 2.

Daher ist P;; 7 = 0, und die Funktion f ist eine C-Reduktion von (L, L).

Die Funktion f ist nach Voraussetzung nicht finite-one auf V.U W. Somit gibt es
ein y € ¥* mit

7 )N (VUW)| = cc.
Sei nun D = f~'(y) N (V UW). Es gilt nach Konstruktion

f(D) C {00,01, 10y}.
Daraus folgt aber, daff es eine Teilmenge D' C D C V U W gibt mit |D’| = oo und
|f(D")| = 1. Dann ist f aber nicht finite-one auf V.U W. [ |

Wenn es uns gelingt, ein Paar unendlicher Mengen A C L, B C L zu konstruieren,
das folgende Eigenschaften hat, so ist (A, B) ein C-biimmunes Paar von L. Dazu
muf} gelten:

1. Alle C-Reduktionen von (L, L) sind finite-one auf A U B, und
2. keine chaotische Funktion von (L, L) beziiglich C ist C-Reduktion von (4, B).

Denn: Gemif Satz 4.21 mufl man lediglich testen, ob es eine C-Reduktion f von
(A, B) gibt, die nicht finite-one auf AU B ist. Da f € Funk (T') gilt, ergibt sich mit
Lemma 4.25 folgende Fallunterscheidung:

1. Falls f € Redr(L, L) gilt, ist f nach Voraussetzung finite-one auf A U B.

2. Falls f eine Beinahe-Reduktion von (L, L) ist, so ergibt sich mit Satz 4.26 ein
Widerspruch zum ersten Fall. In diesem Fall erfiillt ndmlich f die Vorausset-
zungen dieses Satzes, so daf} folglich auch ein g € Redp(L, L) existiert, das
C-Reduktion von (A, B) und nicht finite-one auf A U B ist.

3. Falls f eine chaotische Funktion von (L, L) beziiglich C ist, ist f nach Voraus-
setzung keine C-Reduktion von (A, B).

Die Konstruktion eines Super Complexity Cores zu einer Sprache L beziiglich C
wird nun wie folgt erreicht: Statt die zu konstruierenden Mengen A und B induktiv
zu defininieren, geben wir die Konstruktion in Form eines Algorithmus an. Man
beachte dabei, daf} dieser Algorithmus lediglich eine mathematische Konstruktion
beschreibt und nicht als Skizze einer Turingmaschine verstanden werden kann.
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Sei L C ¥* eine Sprache.

Algorithmus 4.27

Sei {fi}iew eine Aufzihlung aller chaotischen Funktionen von (L, L) beziglich C,
und sei {g;}jen eine Aufzihlung aller C-Reduktionen von (L, L).

BEGIN (1)
Setzei=—-1;7=0; A=0; B=0; R=10; (2)
REPEAT (3)
LOOP FOREVER (1)
REPEAT (5)
i=i+1; (6)
UNTIL fi(A)n fi(B)=10. (7)
Wihle x € L, y € L, so daf gilt: (8)

o fi(z) = fily) und
oVgeR:g(x)¢ g(A\{z})Ag(y) € 9(B\ {y});

Setze A= AU{z}, B=BU{y}; (9)
Setze R = RU{y;}; (10)
Setze j = j + 1; (11)
END (12)

Satz 4.28 Schritt (8) des Algorithmus 4.27 kann stets durchgefihrt werden.
Zum Beweis des obigen Satzes ben&tigen wir die Aussage des folgenden Lemmas:

Lemma 4.29 Seien L C Y* eine Sprache, V. C L, |V| < oo, und W C L,
|W| < o0c. Seik € IN, f € N-Redr(L,L) und sei M = {sq,...,s;} eine Menge
von C-Reduktionen von (L,L). Wenn es fir alle Konfliktpaare (z,y) € P, 7 eine
C-Reduktion s; € M, 1 <t < k, und ein z € VUW gibt mit s;(z) = s;(x) oder
s;(2) = si(y), dann ist f eine Beinahe-Reduktion von (L, L) beziglich C.

Beweis: Nach Voraussetzung wird f durch eine deterministische T-Zeit Turing-
maschine berechnet. Es bleibt also noch die Existenz der Maschine R (vergleiche
Definition 4.24) zu zeigen.

Die Maschine R arbeitet bei Eingabe von z € ¥* wie folgt:
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1. Die Maschine R priift, ob es eine C-Reduktion s; € M, 1 < i < k, und ein
z € VUW gibt mit s;(z) = s;(z). Existiert kein solches z € V. UW, dann gibt
die Maschine R das Zeichen ? aus und hilt.

2. Andernfalls testet die Maschine R durch Nachschlagen in einer Tabelle fiir alle
Strings in V.U W, ob z € L gilt. In diesem Fall gibt R das Zeichen 1 aus und

sonst 0.

Die Maschine R ist eine deterministische T-Zeit Turingmaschine. Dies sieht man
wie folgt: Da alle s;, 1 < i < k, C-Reduktionen von (L, L) sind, gibt es Funktionen
t; € T, so daB alle s; in Zeit t;, 1 < i < k, berechenbar sind. Da die Mengen M, V
und W endlich sind, benotigt R zur Durchfithrung von Schritt (1) Laufzeit

0 (Z: t,(:v))

und zur Durchfithrung von Schritt (2) konstante Laufzeit. Wegen der Eigenschaften
von T gehort die Laufzeitfunktion tg von R zu T'. Die Maschine R gibt fiir Eingaben
aus ¥* nur die Zeichen {0,1, 7} aus. Gibt R den Wert 1 aus, so existiert ein z € VUW
und eine C-Reduktion s; € M mit s;(z) = s;(z). Da s; aber eine C-Reduktion ist,
folgt sofort, dal « € L gilt. Die analoge Aussage gilt fiir den Fall, dafl R den Wert
0 ausgibt. Ist (z,y) € Pf,LI ein Konfliktpaar, so existiert nach Voraussetzung eine
C-Reduktion s; € M und ein z € V U W mit s,(z) = s;(z) oder s;(2) = s;(y). Dann
mufl R aber fiir  bzw. y entscheiden kénnen, ob o € L oder y € L gilt. Insgesamt
folgt, daB f eine Beinahe-Reduktion von (L, L) beziiglich C ist. |

Nun 148t sich Satz 4.28 zeigen:

Beweis von Satz 4.28: Die Eigenschaft einer Funktion, eine C-Reduktion, eine
Beinahe-Reduktion oder eine chaotische Funktion zu sein, hingt nach Lemma 4.25
nur von der Sprache L und nicht von einem speziellen Lauf des obigem Algorithmus

ab.

Die Menge aller deterministischen Turingmaschinen ist abzdhlbar. Die lexikogra-
phische Anordnung der Programme aller dieser Maschinen beziiglich einer festen
universellen Turingmaschine definiert eine Aufzihlung der Menge aller determini-
stischen Turingmaschinen. Somit existieren auch die Aufzihlungen {f;}icpv, und
{9;}jen,.- Man erhilt ndmlich durch Streichen von Maschinen aus der Aufzihlung
der Menge aller deterministischen Turingmaschinen solche speziellen Aufzihlungen.
(Diese sind in der Regel aber keine rekursiven Aufzihlungen.)

Wenn der Algorithmus die innere Repeat-Schleife verlifit, existieren stets geeig-
nete € L und y € L, die die Bedingungen erfiillen. Der Beweis erfolgt durch
Widerspruch: Angenommen fiir alle 2 € L und fiir alle y € L kénnen nicht alle Be-
dingungen in Schritt (8) gleichzeitig erfiillt werden, dann sind die Voraussetzungen
von Lemma 4.29 erfiillt. Das heifit, daf§ die betrachtete Funktion f; eine Beinahe-
Reduktion von (L, L) ist. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, daB alle f; chaotische
Funktionen von (L, L) beziiglich C sind. |
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Satz 4.30 Sei L C X* eine Sprache. Wenn der obige Algorithmus zwei unendliche
Mengen A und B konstruiert, so ist (A, B) ein C-biimmunes Paar von L.

Beweis: Es ist zu zeigen, daff alle C-Reduktionen von (A, B) finite-one auf AU B
sind. Sei f € Redr(A, B) beliebig. Es gibt nach Lemma 4.25 folgende Fille:

1. Es gilt f € Redp(L,L). Dann gibt es ein j € INg mit f = g;. Die Funktion
g; wird irgendwann in die Menge R aufgenommen. Angenommen, f ist nicht
finite-one auf AU B. Das heift, es gibt ein y € ¥* mit [f~!(y)N (AU B)| = .
Nachdem die Funktion g; in die Menge R aufgenommen wurde, miissen somit
unendlich viele Elemente nach AU B aufgenommen werden, die das gleiche Bild
unter ¢g; haben. Die Bedingungen, die an = und y gestellt werden, erzwingen,
daf} die Bilder von neu hinzugenommen Elementen verschieden sind von den
Bildern aller schon vorher aufgenommenen Elemente. Somit tritt dieser Fall
nie ein, und f ist finite-one auf AU B.

2. Es gilt: f ist eine Beinahe-Reduktion von (L, L). Falls f nicht finite-one auf
AU B ist, gibt es nach Satz 4.26 eine C-Reduktion von (L, L), die nicht finite-
one auf A U B ist. Das ist aber ein Widerspruch zu Fall 1.

3. Es gilt: f € C-Punkr(L,L). Dann nimmt der Algorithmus aber Elemente
nach AU B auf, so daB} f ¢ Redr(A, B) folgt.

Es bleibt noch zu zeigen, dafi der Algorithmus 4.27 zwei unendliche Mengen A und
B kounstruiert. Dazu benotigen wir folgenden Satz:

Satz 4.31 Seien L C ¥* eine Sprache, X C ¥* eine endliche Menge. Wenn eine
Beinahe-Reduktion f von (L, L) beziglich C existiert mit |f(¥*\ X)| = 1, dann gilt
LelC.

Beweis: Sei X eine endliche Menge und f eine Beinahe-Reduktion f von (L, L)
beziiglich C mit |f(£*\ X)| = 1. Dann existiert zu f eine deterministische T-Zeit
Turingmaschine R mit den Eigenschaften aus Definition 4.24. Wir konstruieren eine
deterministische T-Zeit Turingmaschine, die L akzeptiert. Dazu unterscheiden wir
folgende Fille:

1. Es gibt ein 2 € L\ X mit R(x) =?, dann folgt fiir alle y € L\ X, dafi R(y) =0
gilt. Sonst gibe es ein Konfliktpaar (z,y) mit R(z) = R(y) =?. Die Maschine
M, die L entscheidet, arbeitet wie folgt: Bei Eingabe x € ¥* priift M durch
Nachschlagen in einer Tabelle, ob 2 € X gilt. Ist ¢ X, so berechnet M den
Wert R(z). Ist R(z) =7, so gibt M das Zeichen 1 aus, sonst das Zeichen R(z).
Ist z € X, so bestimmt M durch eine Tabelle, ob z € L gilt, und gibt das
entsprechende Ergebnis aus.



92 Kapitel 4 Komplexitdtstheorie

2. Fir alle z € L'\ X gilt R(z) = 1. Die Maschine M, die L entscheidet, arbeitet
wie folgt: Bei Eingabe 2 € £* berechnet M den Wert R(z). Gilt R(z) #7, so
gibt M das Zeichen R(z)aus. Falls R(x) =7 gilt, priift A/ durch Nachschlagen
in einer Tabelle, ob « € X gilt. Ist z ¢ X, soist @ ¢ L, und M gibt das Zeichen
0 aus. Ist 2 € X, dann bestimmt M durch eine Tabelle, ob z € L gilt, und
gibt das entsprechende Ergebnis aus.

Satz 4.32 Sei L C X* eine Sprache. Gilt L ¢ C, dann konstruiert der obige Algo-
rithmus zwei unendliche Mengen A und B.

Beweis: Wir fiilhren einen indirekten Beweis. Angenommen, es gilt |A| < oo.
Sei 79 > 0 der Wert, den die Variable ¢ zu dem Zeitpunkt hat, von dem ab der
Algorithmus die Menge A nicht mehr verdndert. Man betrachte die unendliche
Familie von Funktionen {tx}xev von £* nach ¥*, die wie folgt definiert ist:

k+1
() = { 1 falls 2 € A,

1 sonst.

Da A endlich ist, kénnen die Funktionen t, k¥ € IN, durch deterministische T-Zeit
Turingmaschinen berechnet werden. Ferner gilt, dafl die Funktionen #; keine C-
Reduktionen von (L, L) sind, sonst wire L oder L endlich und damit L € C. Weil
|A| < oo und L ¢ C gilt, folgt mit Satz 4.31, daf§ die Funktionen ¢, keine Beinahe-
Reduktionen von (L, L) beziiglich C sind. Mit Lemma 4.25 folgt, daf

{tetren € {fitien,

gilt. Da {f;};cv eine Aufzihlung aller Funktionen in C-Funkr(L, L) ist, gibt es ein
s > dg mit fs € {tx}rev. Offenbar gilt tx(A) Nt (T*\ A) = § fiir alle £ € IV. Somit
verldfit der Algorithmus die innere Repeat-Schleife, wenn die Variable ¢ den Wert s
annimmt. In Schritt (8) wird ein Paar z € L, y € L gewihlt mit f,(2) = f,(y). Nach
Definition der Funktionen t folgt fi(z) = 1 = fs(y). Daher ist z ¢ A und somit
wird in Schritt (9) das neue Element z in A aufgenommen. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme. Daher folgt, dafl A eine unendliche Menge ist.

Ebenso zeigt man, daf} |B| = oo gilt. [ |

Wie wir im folgenden zeigen werden, gibt es auch Super Complexity Cores S zu
einer Sprache L beziiglich einer rekursiv aufzihlbaren, normalen Sprachklasse C, die
rekursiv sind. Unsere Konstruktion bedient sich der Technik, die wir zum Beweis
der entsprechenden Aussage (vergleiche Beweis zu Satz 4.9) in der Theorie der Com-
plexity Cores verwendet haben. Seien eine Sprachklasse C und eine Sprache L ¢ C
so gewdhlt, daf} es ein Super Complexity Core S von L beziiglich C gibt. Zunéichst
versuchen wir, das Problem der Konstruktion eines Super Complexity Cores “lokal”
7zu l6sen: Betrachtet man nur eine endliche Menge M C C, so gibt es sicher ein
Super Complexity Core von L beziiglich M, ndmlich wiederum 5. In Anlehnung an
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die Charakterisierung der Super Complexity Cores definieren wir sogenannte Mini-
cores von L beziiglich M. Dabei handelt es sich um endliche Mengen, aus denen
Super Complexity Cores konstruiert werden kénnen. Dann konstruieren wir eine
unendliche Folge {M,};c v, solcher endlicher Mengen M; C C mit M;_; C M;,i > 1,
und

U M =c,

1€ Ny
und parallel dazu konstruieren wir eine unendliche Folge von Minicores R; von L
beziiglich M; fiir i € IN. Es zeigt sich (vergleiche Lemma 4.36), dafl dann ;e R;
ein Super Complexity Core von L beziiglich C ist.

Definition 4.33 Sei L C ¥*. Sei M eine endliche Menge von Sprachen. FEine
Menge R C ¥* mit 0 # |R| < oo heifst Minicore von L beziiglich M, wenn fir alle
C € M eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. CNR=0.

2.CNRNL#Dund CNRNL#0.
Wir geben zunéchst einige einfach zu beweisende Eigenschaften von Minicores an.

Lemma 4.34 Sei C eine Klasse von Sprachen und L ¢ C eine Sprache.

1. Seien R, My, My C ¥* endliche Mengen. Gilt My C My C C und ist R ein
Minicore von L beziiglich My, so ist R auch ein Minicore von L beziglich M; .

2. Sei C € C, und set M C C eine endliche Menge und R ein Minicore von L
beziiglich M und seien z,y € ¥*. Gilt * € CNL und y € C N L, und gilt fir
alle D € M entweder DN R # 0 oder xp(z) = xp(y) = 0, so ist RU{z,y}
ein Minicore von L beziglich M U {C'}.

3. Ist M C C eine endliche Menge und sind Ry, Ry C ¥* zwei Minicores von L
beziiglich M, dann ist auch Rz = Ry U Ry ein Minicore von L beziiglich M.

Zunichst miissen wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen solche Minicores
existieren. Das néchste Lemma besagt, dafl zu jeder endlichen Menge M C C ein
Minicore von L beziiglich M existiert, wenn es ein Super Complexity Core von L

beziiglich C gibt.

Satz 4.35 Seien N € INy, {z;},cn, eine wiederholungsfreie Aufzihlung von ¥*,
C eine unter endlicher Variation abgeschlossene Klasse von Sprachen, L & C eine
Sprache und S ein Super Complexity Core von L beziglich C. Sei weiter M C C
eine endliche Menge. Dann gibt es eine endliche Menge R C S\ {z,, : n < N}, die
ein Minicore von L beziiglich M ist.
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Beweis: Sei H,C C ¥*. Wir setzen
AF=CcnHNL

und
BE=CcnHNL.

Behauptung 1:
Fir alle C € M gilt eine der beiden folgenden Aussagen:

1. |A2] < 0o und |BZ| < oc.
2. |AZ| = 0 und |BZ| = .

Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir an, daf es ein C' € C gibt mit 0.B.d.A.

|AZ| < oo und |BZ| = co. Dann betrachten wir C’ = C' \ AZ. Da C unter endlicher
Variation abgeschlossen ist, ist C’ € C. Weiterhin gilt C' N SN L = () und

IC'NnSNLl=|CNnSNL|=oc.

Also ist S kein Super Complexity Core von L beziiglich C. Dies ist ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Setze
T=|{en:n<N}u |J AZ U U B2
ceM ceM
[ <o 1BZ <00
und
S§'=85\T.

Dann ist T eine endliche Menge, und offenbar ist S’ auch ein Super Complexity Core
von L beziiglich C.

Nach Wahl von S’ und mittels Behauptung 1 folgt:

Behauptung 2:
Fir olle C € M gilt eine der beiden Aussagen:

1. A UBZ| =0
2. |AZ| = 0o und |BY| = .
Sei M' = {C € M :|AZ| = oo und |BZ'| = o0}. Dann gilt fiir alle C € M \ M’

cns' = 0.

Ist M' # (), so konstruiert man ein Minicore R wie folgt: Fiir alle C € M’ nimmt
man zwei Strings x € Aé’, Yy € B‘g in R auf. Ist dagegen M' = (), so setzen wir
R = {z0}. Dabei ist zg das kleinste Element in 5’

Man sieht folgendermaflen, dal R ein Minicore ist: Offenbar ist R # (.
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1. Fall: Ist die Menge M’ nicht leer, so sei D € M beliebig gewihlt. Falls D € M’
gilt, gibt es 2,y € R mit (2,y) € A5 x B5. Somit gilt DNRNL # 0 und
DNRNL#Y.

Ist dagegen D € M \ M’, so gilt nach Konstruktion fiir alle z € R: DN R = .
2. Fall: Ist M' = (), dann gilt fiir alle D € M:

Dns' =90.
Somit gilt insbesondere fiir alle D € M die Gleichung 2o ¢ D, und somit ist
DNR=0.

Die Konstruktion eines Super Complexity Cores kann nun mit Hilfe der durch das fol-
gende Lemma beschriebenen lokalen Bestimmung von Minicores durchgefiithrt wer-
den.

Lemma 4.36 Sei C eine normale Klasse von Sprachen, sei L ¢ C eine rekursive
Sprache, und sei {M,};,c, eine Folge von endlichen Mengen aus C mit My = () und

M;_ C M;

fiir alle t € IN, und sei {R;};cv eine Folge von Mengen aus ¥*, fir die gilt: R; ist
ein Minicore von L beziglich M; fir alle 1 € IN.

Falls U;e v, M; = C gilt, ist S = ;e v Ri ein Super Complezity Core von L beziiglich
C.

Beweis: Angenommen, S ist kein Super Complexity Core von L beziiglich C. Dann
gibt es 0.B.d.A. nach Satz 4.17ein D € C mit DNSNL =0 und [DNS| = 0.
Da U;en, Mi = C gilt, gibt es ein ¢ € IN mit D ¢ M; y und D € M;. Nach
Voraussetzung und nach Lemma 4.34 gilt fiir alle j > ¢, dafi R; ein Minicore von L
beziiglich M; ist.

DaDnSNL=0git, folgt DNR;NL =0 fiir alle j > 1. Fiir j > 7 ist R; aber
ein Minicore von L beziiglich M;. Somit ist insbesondere D N R; = () fiir alle j > ¢.
Daher ist

IDNS| = |Dn[JR;

i>1
i—1

< [Dn|JRj|+|Dn|JR;
j=1 j>i
i—1

= |Dn U R;
=1

< .

Dies ist ein Widerspruch. |

Wir zeigen nun, dafl es Super Complexity Cores gibt, die rekursive Sprachen sind.
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Satz 4.37 Ist C eine rekursiv aufzdhlbare, normale Klasse von Sprachen und ist
L eine rekursive Sprache mit L & C, so gibt es ein Super Complezity Core von L
beziiglich C, das eine rekursive Sprache ist.

Beweis: Offenbar ist L ¢ C. Sei {C,};c, eine rekursive Aufzihlung von C, und sei
{zi}ien, eine wiederholungsfreie Aufzihlung von ¥*.

Algorithmus 4.38

BEGIN (1)
Setze S =0; M =0;n=0;1=0; (2)
LOOP FOREVER (3)
Setze M = M U{C;}; T = 0; (4)
REPEAT (5)
Setze T =T U {z,}; n=n+1; (6)
UNTIL es gibt ein Minicore R C T von L beziglich M (7)
Sei R’ das mazimale Minicore von L beziglich M mit R' C T; (8)
Setze S =SUR';i=1i+1; (9)
END (10)

Wir zeigen zunichst, daf} die von obigem Algorithmus berechnete Menge S ein Super
Complexity Core von L beziiglich C ist:

Da nach Definition ein Minicore eine endliche nicht-leere Menge ist und nach Lemma
4.34 das maximale Minicore in Schritt (8) existiert und wohldefiniert ist, wichst je-
desmal, wenn Schritt (9) durchlaufen wird, die Menge S um wenigstens ein Element.
Zunichst zeigen wir, daf§ die Schleife von Schritt (5) bis Schritt (7) stets terminiert.
Angenommen die Schleife terminiert fiir einen bestimmten Wert der Variablen M
nicht. Sei N € INy der Wert der Variable n, bevor die Schleife betreten wurde. Da
normale Sprachklassen offenbar unter endlicher Variation abgeschlossen sind und
daher nach Satz ?? ein Super Complexity Core von L beziiglich C existiert, gibt es
nach Satz 4.35 auch ein Minicore R von L beziiglich M mit RN {z, :n < N} = 0.
Dann terminiert die Schleife aber im Widerspruch zur Annahme.

Aus Lemma 4.36 folgt, dafl die unendliche konstruierte Menge S ein Super Comple-
xity Core von L beziiglich C ist.
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Es bleibt zu zeigen, dafl diese Menge S eine rekursive Sprache ist. Dazu betrachtet
man den Algorithmus, der bei Eingabe z = z,, mit m € INy den Algorithmus 4.38
solange simuliert bis Schritt (9) erreicht wird und bis fiir die Variable n den Wert m
iberschritten hat. Ist dann z,, in der durch die Variable § repréasentierten Menge,
so wird 1 ausgegeben, sonst 0. Bei der Simulation beachte man, dafl sowohl der
Test iiber die Existenz des Minicores in Schritt (7) als auch die Bestimmung des
maximalen Minicores in Schritt (8) durch Ausprobieren aller Méglichkeiten fiir R
bzw. R’ durchgefiihrt werden kann.

Dieser Algorithmus erkennt offenbar S'! |

4.2.5 Ein Hierarchiesatz fiir DTimefj(T)

Es ist nun mittels der Ergebnisse des vorangehenden Abschnitts méglich, einen

zu Satz 4.11 analogen Hierarchiesatz fiir Sprachklassen vom Typ DTimeff(T) mit
T C F, p € D fiir ein schwaches average-case Modell R zu zeigen.

Satz 4.39 Seiw € Qpr. Sei g € H lingenwachsend, sei h € H lingenwachsend und
voll zeitkonstruierbar, und sei f : ¥* — IN, f € H, f(:) > 2-|-| + 6, eine lingen-
wachsende, voll zeitkonstruierbare Funktion, die g beziglich R und w dominiert. Gilt
ferner

o~ o~

o Fn) Tog(F(n)
so gibt es eine Dichte u € D, so dafi

bl

DTimel({g}) C DTimel({f}) C DTimel({h})

aber

DTimef({g}) # DTimel}({h})
gilt.
Beweis: Der Beweis dieses Satzes verlauft dhnlich dem Beweis von Satz 4.11. Sei

L € DTime({h})\ DTime({f}).

Es geniigt die folgende Behauptung zu zeigen:

Behauptung:
Es gibt eine Dichte u € D, so daf alle deterministischen Turingmaschinen M mit

L(M)NSUP(u) = L NSUP(1)

auf fast allen Eingaben x € SUP(u) mehr als f(x) Schritte machen.

~

Wir beweisen nun die Behauptung: Sei C = DTime(O(f)). Nach dem Beschleuni-
gungssatz 4.3 gilt dann C = DTime({f}). Also ist L ¢ C.
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Man sieht leicht, daff C eine normale Sprachklasse ist. Aus Satz ?? folgt damit die
Existenz eines Super Complexity Cores S von L beziiglich C. Wir setzen

_c
() = w(|z|) SAsTE] falls z € S,
0 sonst,
wobei ¢ > 0 die Normierungskonstante ist.

Nach Voraussetzung ist

L € DTime({R}),
und somit gilt:

L € DTimef({h}).

Da S ein Super Complexity Core von L beziiglich C = DTime(O(f)) ist, R schwach
antisymmetrisch beziiglich w ist und SUP(u) = S gilt, folgt
L ¢ DTimel({g}).

Damit ist der Satz bewiesen. [ |

4.3 Beziehungen zwischen Komplexititsmaflen

Wir betrachten wiederum nur schwache average-case Modelle R = (H,V). Da jede
Turingmaschine maximal soviele Bandeinheiten benutzt, wie sie Schritte in einer
Berechnung macht, gilt infolge der Vertriglichkeit und infolge der schwachen Tran-
sitivitdt der folgende Satz, der aussagt, dafl auch im Modell R Berechnungen, die
im Mittel Zeit g benttigen, auch nur mittleren Platz g verbrauchen. Man beachte,
daf an dieser Stelle deutlich wird, dafl das Vertriglichkeitsaxiom und das schwache
Transitivitdtsaxiom wichtige Forderungen an “sinnvolle” Vergleichsmodelle sind.

Satz 4.40 Fir alle g € H und alle p € D gilt
DTime({g}) C DSpacel({g})

und

NTimef({g}) C NSpaceli({g}).

Auch die Monotonie beziiglich Hintereinanderausfiithrung stellt eine wichtige An-
forderung an schwache average-case Modelle dar, wie der folgende Satz zeigt. Zu
seinem Beweis benttigen wir offensichtlich diese Eigenschaft.

Satz 4.41 Seig € H mit g(z) > logy(|z|+1) fir alle x € £*, und sei p € D. Dann
gilt fir alle
L € DSpace;({g}),

daf$ es eine von L und R abhdngige Konstante ¢ > 0 ¢ibt, so dafi
Le DTimefj”({T'g})

gilt.
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Beweis: Sei
L e DSpaceﬁ”({g}),

und akzeptiere die deterministische k-Band Turingmaschine M; die Sprache L in
Platz s : ¥* — INg. Da M; deterministisch ist, ist die Zahl der moglichen Konfigu-
rationen, die My wihrend einer Berechnung bei Eingabe z annehmen kann, durch

e (2] +2) - (s(2)F - 5 *) < gk maxtae)logs (ol +1)}

begrenzt. Dabei ist ¢y die Zahl der Zustinde von My, ¢y die Zahl der Bandsymbole
der Maschine und £’ eine geeignete Konstante. Das Produkt auf der linken Seite der
obigen Ungleichung setzt sich folgendermafien zusammen: Eine Konfiguration wird
eindeutig bestimmt durch den Zustand der Turingmaschine, durch die Stellung des
Lesekopfes auf dem Read-only Eingabeband, durch die Stellungen der Bandkopfe
auf den Arbeitsbdndern und durch den Inhalt der Arbeitsbinder. Es gibt ¢y ver-
schiedene Zustdnde. Gem&fl der Wahl des benutzten Turingmaschinen-Modells in
Abschnitt 3.5 benutzt der Lesekopf auf dem Eingabeband nur die |z| + 1 Bandein-
heiten der Eingabe und des nichsten leeren Bandfeldes hinter der Eingabe. Da nur
s(z) Bandeinheiten auf den Arbeitsbindern verwendet werden kénnen, gibt es nur
(s(z))* viele Kombinationen fiir die Stellungen der Bandkopfe. Hat das Alphabet
¢ Symbole (einschliefilich #), so gibt es cg.s(x) mogliche Inhalte der Arbeitsbinder.
Aus dem Produkt dieser Werte ergibt sich die Zahl mdoglicher Konfigurationen bei
Eingabe z.

Die deterministische Turingmaschine Mj simuliert jeweils einen Schritt von M,
notiert die neue Konfiguration I’ und untersucht alle zuvor angenommenen Konfi-
gurationen daraufhin, ob I’ bereits angenommen wurde. In diesem Fall akzeptiert
M nie, da sie sich in einer Endlosschleife befindet. Andernfalls simuliert M; den
nidchsten Schritt. Da sich nach maximal

90 (max{s(z),logs(||+1)})

simulierten Schritten Konfigurationen wiederholen, benétigt die gesamte Berechnung
durch die Maschine M,

90 (max{s(z),logy, (|z[+1)})
mal die maximalen Kosten der Simulation eines Schrittes Zeit.

Die Simulation eines solchen Schrittes kostet erstens Zeit, um die neue Konfigura-
tion I’ von Mj zu bestimmen und zu notieren, und zweitens mufl Zeit aufgewendet
werden, um zu testen, ob I’ bereits zuvor aufgetreten ist.

Beide Aufgaben kénnen offenbar in Zeit

zc-max{s(x) Jog, (|z|+1)}

durchgefiihrt werden fiir ein geeignetes ¢ > 0. Ist s Sﬁ” g, dann folgt gemif der
Vertriglichkeit, der Monotonie beziiglich Addition und beziiglich Komposition, daf§

max{s(-), logy(| -| + 1)} < 2 er-g(-),
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wobei cg die in der Definition 2.23 eingefiihrte zu R geh6érende Konstante ist. Damit
gilt
20~max{s(-),log2(|~|+1)} Sfj 22-CR-c-g(~)_

Ebenso zeigt man den folgenden Satz:

Satz 4.42 Seig € H mit g(x) > logy(|z|+1) fir alle x € %, und sei p € D. Dann
gilt fir alle
Le NTimeff({g}),

daf es eine von L und R abhdngige Konstante ¢ > 0 ¢ibt, so dafi
L € DTimel({2°9})

gilt.

4.4 Der Satz von Savitch fiir schwache average-case
Modelle

Wenn wir die Definitionen aus Abschnitt 3.5 zugrunde legen, kénnen wir auch den
wichtigen Satz von Savitch auf schwache average-case Modelle iibertragen. Da die
Aussage des Satzes 4.43 fiir den Beweis von Satz 4.44 nicht geniigt, beweisen wir
mit Satz 4.45 eine allgemeinere Version des Satzes von Savitch.

Folgende Version des Satzes von Savitch findet sich in [9].

Satz 4.43 (Satz von Savitch) Sei s : ¥* — IN eine Funktion mit s(z) = s(y),
falls |z| = |y|, und s(z) > logy(|z|+1) fir alle x € £*. Wird L von einer nichtdeter-
ministischen Turingmaschine in Platz s akzeptiert und ist s voll bandkonstruierbar,
s0 gibt es eine deterministische Turingmaschine, die L in Platz s? akzeptiert.

Ziel der nachstehenden Untersuchungen ist es, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 4.44 Sei s : ¥* — IN eine Funktion, die s(z) > logy(|z| + 1) fir alle z € &*
erfiilllt. Dann gilt fiir alle u € D

NSpaceff({s}) C DSpaceﬁ({ﬁ}).

Gegeben eine Sprache L € NSpaceﬁ({s}), dann gibt es eine nichtdeterministische
Turingmaschine M, die L in Platz p Sf} s akzeptiert. Um jetzt den Satz von Savitch
anwenden zu konnen, miifite bekannt sein, ob p voll bandkonstruierbar ist oder ob
es eine Funktion p’ > p gibt, die voll bandkonstruierbar ist und fiir die p’ Sff s gilt.
Diese Eigenschaft kann aber in der Regel nicht vorausgesetzt werden, denn abhingig
von R gibt es sicher auch Funktionen p §ff s, fiir die an unendlich vielen Strings
x € ¥* gilt:
p(x) > s(z).
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Somit gelingt es nicht, Satz 4.43 anzuwenden, sogar dann nicht, wenn wir zusétzlich
voraussetzen, dafl s voll bandkonstruierbar ist.

Genau betrachtet, stért die Voraussetzung, daf§ s voll bandkonstruierbar sein mu$,
im Satz von Savitch. Wir zeigen daher, dafl diese Voraussetzung nicht benétigt wird,
wenn wir die Definitionen aus Abschnitt 3.5 unseren Untersuchungen zugrunde legen.

Dort haben wir definiert, daf} eine nichtdeterministische Turingmaschine M genau
dann s-platzbeschrédnkt ist, wenn fiir alle € ¥* und alle moglichen Konfiguratio-
nenfolgen von M bei Eingabe z gilt, dafl in diesen héchstens s(z) Bandeinheiten auf
jedem Arbeitsband verwendet werden. Dies entspricht der Definition in [9].

Satz 4.45 (Satz von Savitch, 2. Version) Sei s : £* — IN eine Funktion mit
s(x) = s(y), falls |z| = |y|, und s(x) > logy(|z| + 1) fir alle « € *. Wird L von
etner nichtdeterministischen Turingmaschine in Platz s akzeptiert, so gibt es eine
deterministische Turingmaschine, die L in Platz s* akzeptiert.

Beweis: Der Beweis beruht auf einer Modifikation des Beweises zum Satz 4.43. Sei
M eine nichtdeterministische Turingmaschine, die L in Platz s akzeptiert.

Es gibt nur 2¢%(#) Konfigurationen, die M bei Eingabe 2 annehmen kann, dabei ist
¢ > 0 eine geeignete Konstante, die von M abhingt. Diese Beobachtung haben wir
bereits im Beweis von Satz 4.41 gemacht.

Wir geben nun einen Algorithmus an, der L in Platz O(s?) akzeptiert:
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Algorithmus 4.46

BEGIN (1)
Sei Iy die Startkonfiguration von M bei Eingabe x; (2)
Setze w = 1; ende = false; nextw = false; (3)
REPEAT (1)
FORALL akzeptierende Haltekonfigurationen I' mit Bandbedarf von  (5)
maximal w Bandeinheiten
IF Test(Iy,I',w,c- w)= true (6)
THEN|Setze accept = true; ende = true; (7)
IF ende = false (8)
THEN|FORALL Nichthaltekonfigurationen I' mit Bandbedarf von (9)
genau w + 1 Bandeinheiten
IF Test(Iy, I',w,c-w) = true (10)
THEN|nextw = true; (11)
IF nextw = true (12)
THEN|w = w + 1; nextw = false; (13)
ELSE |ende = true; (14)
UNTIL ende = true; (15)
IF accept = true (16)
THEN|RETURN 1; (17)
ELSE |RETURN 0; (18)
END (19)
PROCEDURE Test(I,I,p,i) (1)
BEGIN (2)
IF Es gilt i = 0 und entweder ist Iy = I, oder I F I (3)
THEN|RETURN true; (1)
IFi>1 (5)
THEN|FORALL Nichthaltekonfigurationen I' mit mazimalem Bandbe- (6)
darf p
IF Test(Iy,I',p,i — 1)= true und Test(I',I,p,i — 1)= true (7)
THEN|RETURN true; (8)
RETURN false; (9)
END Test (10)
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Zunichst fiilhren wir eine Schreibweise ein, die wir bereits im obigen Struktogramm
verwendet haben:

Wir schreiben Iy by, I, wenn es eine Folge von genau k Ubergéingen von I nach I,
gibt, bzw. auch F statt .

Behauptung 1:
Ein Aufruf der Prozedur Test der Form

Test(I1,Iz,p,1)

terminiert stets und liefert genau dann true, wenn es eine Ubergangsfolge von I
nach Iy ¢ibt, die maximal 2° Ubergdinge lang ist und wihrend der keine Konfiguration
auftritt, in der mehr als p Bandeinheiten verwendet werden.

Dies kann man leicht durch Induktion iiber ¢ beweisen:

Wenn es eine derartige Ubergangsfolge tatsichlich gibt, gibt es fiir die rekursi-
ven Aufrufe von Test jeweils eine entsprechende Wahl fiir die Variable I'. Ist die
Ubergangsfolge nicht genau 2* Schritte lang, so werden entsprechende viele Aufrufe
der Form

Test(I',I',p, 7)

notig sein. Auf jeden Fall terminiert der Aufruf Test(Iq, I3, p, ), und es wird true
ausgegeben.

Betrachten wir umgekehrt einen Aufruf der Form
Test(I1, Iz, p, ).

Ist ¢+ = 0, so terminiert die Prozedur in jedem Fall, und es wird true genau dann
ausgegeben, wenn It = Iy oder I1 - Iy gilt. Das heifit, dafl genau dann true
ausgegeben wird, wenn es eine Ubergangsfolge von I; nach I, von einer Linge von
maximal 2° = 1 Schritten gibt und wenn in den Zwischenkonfigurationen nie mehr
als p Bandeinheiten maximal verwendet werden.

Ist ¢ > 1, so terminiert der Prozeduraufruf spitestens dann, wenn alle Prozedur-
aufrufe der Form Test(I;, I’ p,i—1)und Test(I’, I, p, i —1) fiir alle Konfigurationen
I’, die maximal p Bandeinheiten verwenden, abgearbeitet worden sind und jeweils
selbst terminiert haben. Nach der Induktionsvoraussetzung trifft dies aber immer
zu. Dariiber hinaus gibt die Prozedur genau dann der Wert true zuriick, wenn es
eine solche Konfiguration I’ gibt mit

Test(I;, I',p,i — 1) = true

und
Test(I', I, p,i — 1) = true.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann

Il |_2i—l II |_2i—l 127
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wobei in keiner Zwischenkonfiguration mehr als p Bandeinheiten benutzt werden.
Somit gilt
I]_ |_2i _[2,

und damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Behauptung 2:
Der Algorithmus akzeptiert die Sprache L.

Der Bandbedarf fiir nichtdeterministische Turingmaschinen bei einer Eingabe z ist
definiert als die maximal ben6tigte Zahl von benutzten Bandeinheiten auf einem der
Bénder der Turingmaschine in einer Konfiguration, die von der Startkonfiguration
aus erreichbar ist. Erreichbar ist eine Konfiguration Iy aus einer Konfiguration Iy
genau dann, wenn es eine endliche Folge von Ubergingen von I; nach I gibt.

Der Rumpf des Algorithmus besteht nun darin, solange den Wert der Variablen w
zu erhéhen, bis entweder eine von der Startkonfiguration aus erreichbare akzeptie-
rende Haltekonfiguration mit einem Platzbedarf von w Bandeinheiten gibt oder es
keine aus der Startkonfiguration aus erreichbaren Konfigurationen mit einem Platz-
bedarf von w + 1 Bandeinheiten gibt. Man sieht leicht ein, dafl es im letzteren Fall
auch keine erreichbaren Konfigurationen mit Platzbedarf von mehr als w + 1 Band-
einheiten gibt. Der Test, ob dies erfillt ist, wird rekursiv mit Hilfe der Prozedur
Test ausgefithrt. Gibt es eine aus der Startkonfiguration erreichbare Haltekonfigu-
ration mit Platzbedarf von w Bandeinheiten, so akzeptiert die nichtdeterministische
Turingmaschine M, es gilt w < s(z) und auch der obige Algorithmus akzeptiert.
Somit ist die maximale Rekursionstiefe der Berechnung s(z).

Wenn es eine erreichbare Konfiguration I’ mit Platzbedarf w + 1 gibt, dann gibt
es eine Berechnung, die hochstens w Bandeinheiten benutzt und die zu I’ fiihrt.
Insbesondere gibt es dann auch eine solche, die héchstens 2% Uberginge benutzt.
Also gilt Test(Iy, I',w,c- w) = true.

Der Algorithmus bricht nur dann ab, wenn die Variable ende den Wert true an-
nimmt. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn entweder eine akzeptierende Halte-
konfiguration mit maximalem Bandbedarf von w Bandeinheiten pro Arbeitsband
gefunden wurde oder wenn in allen Schleifendurchldufen der Schleife (8) bis (10)
keine erreichbare Konfiguration mit Bandbedarf von genau w + 1 Bandeinheiten ge-
funden wurde. Im ersten Fall wird 1 ausgegeben, im zweiten Fall 0, denn offenbar ist
in diesem Fall w der maximale Bandbedarf bei der Berechnung von M bei Eingabe
z und es gibt keine akzeptierende Haltekonfiguration mit maximaler Bandbelegung
von w Bandeinheiten pro Arbeitsband.

Damit ist die Behauptung, daf der Algorithmus xz(z) liefert, bewiesen.

Behauptung 3:
Der obige Algorithmus benétigt mazimal O(s?) Bandeinheiten.

Im wesentlichen wird nur Platz zum Speichern der Variablenwerte des aktuellen
Aufrufs der Prozedur Test benétigt, bevor rekursiv die Prozedur Test wieder aufge-
rufen wird. Da die Rekursionstiefe bei Eingabe x durch s(z) beschriankt ist und zum
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Speichern der Variablenwerte, wie wir unten zeigen werden, O(s(xz)) Platz notig ist,
ist damit der Platzbedarf durch

0(s?)
beschrinkt. Wir zeigen diese Behauptung im folgenden genauer:
Sei sp(i, p) der maximale Platzbedarf der Prozedur Test beim Aufruf Test(Iy, I, p, 1),
wobei Iy, I irgendwelche Konfigurationen sind. Sei d die Anzahl der Zustinde der

Maschine. Wir zeigen durch Induktion, daf der Aufruf Test(Iy, I, p, i) einen maxi-
malen Platzbedarf von

sp(irp) = ¢ max{(2 K + 1) p,logy(lel +2),logy(i), 3 + d} -
fiir eine Konstante ¢ > 4 hat. Man beachte dabei, dafl wir den Platz zum Speichern

von I; und I, hier nicht dazurechnen.

Fir ¢ = 0 ist sp(0,p) konstant, da der Test, ob Iy = I; oder I; F I gilt, in
konstantem Platz mit Hilfe der Ubergangstabelle der Maschine M durchgefiihrt
werden kann.

Sei ¢ > 1, dann wird Platz fiir folgende Aufgaben benétigt:
1. Speichern von Kontrollinformationen iiber das gerade bearbeitete I’,
2. Speichern von %,

3. Speichern von p,

4. Nacheinander Berechnen von Test(I1,I’,p,7 — 1) und Test(I', I, p,i — 1).

Da die verschiedenen Test-Aufrufe auf den gleichen Bandeinheiten durchgefiithrt wer-
den konnen, wird fiir die letzte Aufgabe nur Platz sp(¢ — 1, p) benotigt. Die gerade
bearbeitete Konfiguration I’ besteht aus den Bandinhalten, dem Zustand und den
Positionen der Bandkopfe auf den &+ 1 Bindern. Auf allen Arbeitsbiandern werden
maximal p Bandeinheiten und auf dem Eingabeband maximal |z| + 2 Bandeinhei-
ten benutzt. Da aber sowieso nur Konfigurationen verwendet werden, die auf dem
Eingabeband z haben, geniigt es, die Information iiber die Stellung des Bandkopfes
fiir dieses Band zu speichern. Es ergibt sich folgender Platzbedarf zum Speichern
der Information iber I':

d+Fk-p+k-flogypl + [logy(le[+2)] <2-k-p+logy([z]+2)+1+d.
Dazu kommt noch der Platzbedarf zum Speichern von ¢ und p. Damit ergibt sich
2k -p+logy(le] +2) + 14 d+1logy(i) + 1 +logy(p) + 1+ sp(i — 1,p)

<
< (k4 1)-p+logy(le] +2) + 3+ d + logy(i) + sp(i - 1,p)
< 4-max{(2-k+1)- p,logy(|a] + 2),logy(i), 3+ d} + sp(i — 1, ).

sp(i,p)

Benutzt man nun die Induktionsannahme, so folgt
sp(i,p) < 4 -max{(2-k+1)-p,logy(|z|+2),log,(i),3 + d}

Fe-max{(2-k +1)- p,logy(|] + 2),logy (i), 3+ d} - (i - 1)
¢-max{(2- & +1) - p,logy(|a| + 2),logy (i), 3 + d} -

IN
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Damit ist die Induktionsbehauptung bewiesen.

Im Hauptprogramm wird Platz zum Speichern einer festen Zahl von Kontrollbits,
Platz zum Speichern der aktuellen Konfiguration I’ und Platz fiir den Aufruf der
Prozedur Test benétigt. Dabei beachte man, dafl keine Konfigurationen auftreten,
die mehr als w = s(z) Bandeinheiten auf einem der Arbeitsbinder benutzen. Daraus
ergibt sich ein Platzbedarf von

e+ k-logy(w+ 1)+ k-w+logy(le| +2)+ 1+ splc-w,w)

e+ k-logy(w+ 1)+ k-w+logy(lz]|+2)+1+
c-max{(2-k+1)-w,logy(|z| + 2),logy(c - w),34+d} - c-w

e+ c-max{(2-k+ 1) w,logy(|z| + 2),logy(c-w),3+d}-(c-w+1)
f-max{w,logy(|z| +2)} - w

f - max{w,logy(|z] + 2)}’

IN

(VAN VAN VAN

fiir geeignete Konstanten e, f > 1, denn ¢ ist eine Konstante. Gem#fl dem Band-
kompressionssatz 4.1 gibt es dann eine deterministische Turingmaschine, die L in
Platz s? akzeptiert.

Daraus folgt die behauptete Aussage iiber den Platzbedarf des Algorithmus, und
der Satz ist bewiesen. |

Wir kénnen nun Satz 4.44 beweisen:
Beweis von Satz 4.44: Sei L € NSpaceﬁ({s}). Dann gibt es eine nichtdetermini-
stische Turingmaschine My, die L in Platz p € F mit

p<p

akzeptiert. Aus Satz 4.45 ergibt sich, daf} es eine deterministische Turingmaschine
Mj gibt, die L in Platz
max{p,logy(| - | +1)}*

akzeptiert. Damit akzeptiert M, die Sprache L ebenso in Platz
P+ (logy(] - [ +1))%

Gemif dem Bandkompressionssatz 4.1 gibt es dann auch eine deterministische Tu-
ringmaschine M3z, die L in Platz

max{l, P’z + (logy(] - | + W” _ P+ (om(l [ +1)°

1
4-c?2 4-0% +

akzeptiert. Mit Hilfe der schwachen Monotonie beziiglich Addition, der Vertraglich-
keit und der Monotonie beziiglich Komposition folgt
p* + (logy(| - |+1)) ) s? + &2 1 2

7 = S
4. CR 4-ch 2-cp

und es gilt

?

2 2
p* 4 (logy(]- [+ 1)) R 1 2 R 2
4¢3 TS er: 2 cn 1) S
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da 1-s%(2) + cp < s*(2) fiir fast alle © € T gilt. Damit ist der Satz 4.44 bewiesen.
|

Zum Beweis des obigen Satzes ist unbedingt notwendig, daf} es eine obere Schranke
fiir den Platzbedarf aller moglichen Berechnungen der nichtdeterministischen Tu-
ringmaschine gibt. Dies wird durch die von uns verwendete Definition des Begriffs
der Platzbeschrinktheit bei nichtdeterministischen Turingmaschinen garantiert.

Eine ebenfalls hiufig in der Literatur verwendete Definition fiir diesen Begriff lautet
wie folgt:

Sei s : ¥* — INg. Eine nichtdeterministische Turingmaschine akzeptiert eine Sprache
L schwach s-platzbeschrdnkt, wenn fiir alle @ € L eine akzeptierende Berechnung
existiert, wihrend der maximal s(2) Bandeinheiten auf jedem Arbeitsband benutzt
werden.

Der Unterschied zu der in Abschnitt 3.5 gegebenen Definition besteht darin, dafl
an den Platzbedarf bei Berechnungen bei Eingaben @ ¢ L im Fall der schwachen
Platzbeschrianktheit keine Bedingungen gestellt werden.

Die in Satz 4.43 vorgestellte Version des Satzes von Savitch gilt ebenfalls fiir Spra-
chen L, die von einer schwach s-platzbeschrinkten nichtdeterministischen Turing-
maschine M akzeptiert werden. Die Version in Satz 4.45 und damit auch Satz 4.44
kénnen wir nur fiir das eingeschrinkte Modell aus Abschnitt 3.5 zeigen, also fiir
Sprachen, die von einer s-platzbeschrinkten nichtdeterministischen Turingmaschine
akzeptiert werden.

Allerdings verliert der Satz von Savitch nicht wirklich an Aussagekraft, wenn man
den eingeschrankten Platzbeschranktheits-Begriff bei nichtdeterministischen Turing-
maschinen verwendet. Betrachtet man ndmlich eine Sprache L, die von einer schwach
s-platzbeschrinkten nichtdeterministischen Turingmaschine M, akzeptiert wird, wo-
bei s voll platzkonstruierbar ist (vergleiche die Voraussetzungen von Satz 4.43), dann
wird L auch von einer s-platzbeschrinkten nichtdeterministischen Turingmaschine
M, akzeptiert. Die Turingmaschine Mj berechnet ndmlich bei Eingabe 2 den Wert
s(z) und markiert auf allen Arbeitsbindern die ersten s(z) Bandfelder. Dann rech-
net My wie M;. Immer wenn sie dabei auf einem Arbeitsband diese markierte
Bandeinheit zu iiberschreiten droht, gibt M; den Wert 0 aus und stoppt. Tritt
dieser Fall nicht ein, so wird genau die Berechnung von M; durchgefiihrt.

4.5 Verhaltnis zur worst-case Theorie

Eine in der Literatur fiir das Levinsche Modell diskutierte Frage ist: Sind alle N'P-
Sprachen L beziiglich aller in P-Zeit approximierbaren Dichten in mittlerer P-Zeit
deterministisch berechenbar, d.h. gilt fiir D = Vapproz(Pol, F)

NP C DTimef(Pol)?

Diese Frage hat zum Beispiel in der Kryptographie praktische Bedeutung.

Da sich diese Frage zur Zeit genauso wenig beantworten 148t wie die Frage, ob
P = NP gilt, versucht man das obige Problem auf die Fragestellung P = NP zu
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reduzieren. Dies war bisher im Levinschen Modell nicht maoglich. In [1] wird jedoch
gezeigt, daff aus NP C DTime5(Pol) mit D = Vapproz(Pol,F) im Levinschen
Modell folgt, daB DEzpTime = NExpTime in der worst-case Komplexititstheorie
gilt. Wir zeigen im folgenden, dafl diese Beziehung fiir eine Reihe von schwachen
average-case Modellen gilt. Dabei verallgemeinern wir zum Beweis von Satz 4.48 die
Technik des entsprechenden Beweises in [1].

Wir setzen
AverageP® = DTimel(Pol)
mit D = Vapproxz(Pol,F).

Lemma 4.47 Sei R = (H,V) ein schwaches average-case Modell, das die polyno-
mielle Dominanzeigenschaft hat, und zu dem es ein w € Qg derart gibt, daff es zu
allen p € Pol eine Funktion f € Pol N H ¢ibt, die p beziiglich R und w dominiert.
Sei g € F. Seic >0 und vy € D eine Dichte mit

A(z) > ﬁ oder 7(z) = 0

fir alle x € ¥*. Falls es ein r € IN mit
g<FI-r
gibt, so gibt es eint > 0 mit g <syp(q) | - |t, d.h. g ist polynomiell beschrinkt auf
SUP(”;)
Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein w € Qp, so daf§ zu allen p € Pol ein

f € Pol N H existiert, das p beziiglich R und w dominiert.

Falls die Funktion g nicht polynomiell beschrinkt ist, gibt es eine unendliche Folge
{z;}ien von Elementen z; € SUP(y) wachsender Linge, so daff g(z;) > |z;|* gilt.
Setze nun

d-w(|z; falls 2 = z;,72 € IN,
M:{ ()

0 sonst,

wobei d die Normierungskonstante und w obige Dichte auf IVy ist.

Sei g <I|.|" fiir ein r > 0. Alle Dichten 7 mit SUP(r) C SUP(y) werden von 7
polynomiell begrenzt, denn nach Voraussetzung gilt fiir alle 2 € ¥*:

2l 7(2) = 0 oder |2 () > 1.
Daher ist fiir alle 2 mit 7(z) > 0 auch y(z) > 0, und es gilt
7(2) <1< 2] (2).

Ebenso gilt fiir alle  mit 7(z) = 0 diese Ungleichung. Daraus folgt, daf} 7 die Dichte
T polynomiell begrenzt.

Da dariiber hinaus R die Eigenschaft der polynomiellen Dominanz hat und g §ff [-|"
gilt, folgt, daf es insbesondere zu p ein s > 1 gibt mit

g<pl-I% (4.4)
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Nach Wahl von w wird |-|* von einer Funktion |-|* € H beziiglich R und w dominiert,

d.h. es gilt
R
da p € D, gilt.
Da ferner | - |* <sup(u 9 gilt, folgt nach Lemma 2.24, daf

R s

gilt.

Dies ist ein Widerspruch zu Ungleichung (4.4). Daher ist g polynomiell beschrankt
auf SUP(7). ]

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Satz iiber den Zusammenhang zwischen
worst-case und average-case Theorie.

Satz 4.48 Sei R = (H,V) ein schwaches average-case Modell, das die polynomielle
Dominanzeigenschaft hat, und zu der es ein w € Qp derart ¢ibt, daff es zu allen
g € Pol eine Funktion f € PolN H gibt, die g beziglich R und w dominiert.
Ist

NP C AveragePE,

dann st

DEzpTime = NEzpTume.

Beweis: Sei L € NEzpTime, M eine nichtdeterministische Turingmaschine, die L in
Zeit 251 | fiir ein s € IV akzeptiert, und ¢ die Standardaufzihlung von ¥* = {0, 1}*.
Setze

T=A{1":n=¢(x),x €L}

und

(2) = 5 firz=1"ne N,
=3 0 sonst.

Dabei ist ¢ die Normierungskonstante. Dann ist ¥ € Vapproz(Pol, F)und T € NP,
denn folgende nichtdeterministische Turingmaschine M’ akzeptiert T: Bei einer Ein-
gabe y ¢ {1}* wird 0 ausgegeben, da offenbar y ¢ T gilt. Andernfalls ist y = 1* fiir
k = |y|, und es wird z = ¢~ 1(k) berechnet. Nach Definition der Standardaufzihlung
¢ von X* gilt fiir x € ¥*

ket _ 9 > ¢(z) > 2lol — 1,
Daher folgt
ly| > 2071 - 1.

Da ¢~ ! in P-Zeit berechnet werden kann, gibt es ein ¢t € IV, so dafi zum Berechnen
von ¢~ !(|y|) maximal |y|* 4+ ¢ Schritte notig sind.

Nach der Berechnung von z wird ein akzeptierender Berechnungspfad der Maschine
M bei Eingabe von z geraten und verifiziert, wenn ein solcher existiert. Dazu
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sind nach Voraussetzung O(2°1%1) = O(|y|?*) Schritte nétig. Somit ist M’ eine
nichtdeterministische Turingmaschine mit polynomiell beschrinkter Laufzeit. Da
T € NP gilt, gibt es nach Voraussetzung eine deterministische Turingmaschine F
mit Laufzeit t € Polf/%, die T akzeptiert. Gemé&f dem vorangegangenen Lemima ist
dann ¢ polynomiell beschriankt auf SUP(7), d.h. es gibt ein r > 0, so daBl

t <sup(y) |- 1"

gilt. Folgende deterministische Turingmaschine A entscheidet dann L in exponen-
tieller Zeit: Bei Eingabe 2 berechnet A den Wert ¢(z) und startet die Maschine
E mit der Eingabe 19(*). Offensichtlich akzeptiert A eine Eingabe x genau dann,
wenn 19(%) € T gilt. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn z € L gilt. Da
19(2) € SUP(7) gilt, folgt fiir alle z € £

t(1¢(1)) < ¢la) < (2|I|+1>r — 90(l=]).

Damit ist die gesamte Laufzeit zum Erkennen von L exponentiell beschrinkt. Daraus
folgt die Behauptung. |

Korollar 4.49 Ist R das erweiterte Levinsche, das PolySum2- oder das FU-Modell,
so gilt:
Ist

NP C AveragePR,

dann ist
DFEzpTime = NEzpTime.

Beweis: Mit Hilfe der im ersten und zweiten Kapitel gezeigten Sétze iiber die
Eigenschaften dieser average-case Modelle (vergleiche Satz 2.37, Satz 2.26, Korollar
2.34 und Satz 3.10), 148t sich zeigen, daff die Bedingungen an R im obigen Satz fiir
diese average-case Modelle erfiillt sind. |
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Vollstandigkeitstheorie

In Anlehnung an das aus der klassischen Komplexitdtstheorie bekannte Problem,
ob die Sprachklassen A”P und P iibereinstimmen, stellt sich in jedem schwachen
average-case Modell die Frage, ob es eine NP-Sprache und eine Dichte gibt, so daf
diese Sprache nicht durch eine deterministische Turingmaschine in mittlerer poly-
nomieller Zeit beziiglich dieser Dichte und diesem schwachen average-case Modell
erkannt werden kann. Eine positive Antwort auf diese Frage in irgendeinem schwa-
chen average-case Modell wiirde (wegen der Vertriglichkeitseigenschaft) bedeuten,

daB NP # P gilt.

In der klassischen Komplexitiitstheorie ist es gelungen, Sprachen L € AP zu finden,
fir die L € P genau dann gilt, wenn P = NP gilt, nimlich die N'P-vollstindigen
Sprachen. Daher liegt es nahe, eine solche Vollstdndigkeitstheorie auch fiir schwache
average-case Modelle zu entwickeln.

Im Levinschen Modell wurde untersucht, ob es eine AN"P-Sprache L und eine Dichte u
aus einer gegebenen Menge D C D gibt, so daB das Paar (L, ) nur dann in mittlerer
P-Zeit 16sbar ist, wenn alle Paare (L,7) mit L' € NP und 7 € D in mittlerer P-Zeit
losbar sind. In [11] zeigt L. Levin, daB es wvollstindige Probleme in DistN P gibt.
Dabei ist DistN P die Menge der Paaren (L, p), wobei L € AP und p eine Dichte
ist, deren zugehorige Verteilung in P-Zeit berechenbar ist.

Wir zeigen im folgenden dhnliche Resultate, die nicht nur fiir das Levinsche Modell
gelten, sondern auch fiir das PolySum2-Modell und das FU-Modell. Wir fithren dazu
zunichst den Begriff der Polynomzeitreduktion beziiglich eines Vergleichsmodells R
ein und zeigen, dafl dieser die Eigenschaften hat, die man von einem Reduktionsbe-
griff erwartet. Dazu gehort unter anderem die Eigenschaft, dafl zwei hintereinander
ausgefithrte Reduktionen wieder eine Reduktion ergeben. Der urspriinglich in der
Levinschen Theorie entwickelte Reduktionsbegriff hatte diese Eigenschaft nicht. Un-
abhingig von unseren Ergebnissen wurde von Y. Gurevich und A. Blass in [4] ein
Reduktionsbegriff fiir das Levinsche Modell entwickelt, der diese Transitivitdtseigen-
schaft hat.

111
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5.1 Polynomzeitreduktionen

Wir kommen zunéchst zur Definition von Polynomzeitreduktionen beziiglich schwa-
cher average-case Modelle.

Definition 5.1 Sei R ein schwaches average-case Modell. Seien f : ¥* — Y%
tis g € D, Ly, Ly C ¥*. Dann heifit f Polynomzeitreduktion beziiglich R von
(L1, p1) auf (Lg, p2), wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Fir alle v € * gilt f(x) € Ly genau dann, wenn @ € Ly.

2. FEs gibt eine deterministische Turingmaschine M, die f in Zeit t berechnet,
wobei t € Polf”l.

3. FiralleheF,ge Hmith §§2 g gilt

hofe P(g)f.

Ist C eine P-abgeschlossene Klasse von Laufzeitfunktionen wie zum Beispiel die
Menge der Polynome, der Exponentialfunktionen oder der Logarithmusfunktionen
(siehe Abschnitt 3.3), so stellt die dritte Bedingung in der Definition von Polynom-
zeitreduktionen beziiglich R sicher, dafl (Lq, p2) in mittlerer C-Zeit erkannt wird,
wenn (Lq, p1) in mittlerer C-Zeit erkannt wird.

Satz 5.2 Ist C C F eine P-abgeschlossene Menge und ist Pol C C, so gilt:
Ist f eine Polynomzeitreduktion von (L1, p1) auf (Lo, p2) und gilt

Ly € DTimelt (C),
s0 18t

Ly € DTimel? (C).

Beweis: Die deterministische Turingmaschine zum Erkennen von L; berechnet f(z)
bei Eingabe z und startet die Maschine M zum Erkennen von L; mit der Eingabe
f(z). Hat die Turingmaschine fiir die Berechnung von f die Laufzeit ¢ und die
Turingmaschine zum Erkennen von L, die Laufzeit ¢35, dann ergibt sich die Laufzeit

t1(z) + t2(f(2))
zum Erkennen von L;. Esist ¢y € Cﬁi = P(C)ffz, da C eine P-abgeschlossene Menge

ist. Damit ist gem&f den Eigenschaften der Polynomzeitreduktion f
tyof e PO =Cf.
Weiter ist
ty € Polll CCR.

Daraus folgt mittels der schwachen Monotonie beziiglich Addition die Behauptung.
[ |

In Abschnitt 3.3 haben wir gezeigt, daf§ die Mengen Pol, FExp und Log P-abge-
schlossen sind. Daraus folgt das nédchste Korollar.
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Korollar 5.3 Fir C € {Pol, Exp, Log} gilt die Aussage des obigen Satzes.

Wir zeigen im folgenden Lemma, dafl die Reduzierbarkeit unter der obigen Definition
transitiv ist.

Lemma 5.4 Ist f eine Polynomzeitreduktion von (L1, u1) auf (La,p2), und ist t
eine Polynomzeitreduktion von (La, ua) auf (Ls, u3), so ist to f eine Polynomzeit-
reduktion von (Ly, 1) auf (L3, pus).

Beweis: Es gilt
t(f(z)) € Lg < f(z)e Ly <= z €Ly

nach Definition. Damit erfiillt to f die erste Eigenschaft einer Polynomzeitreduktion.

Berechnet My die Funktion f in Zeit ¢; € Polffl und berechnet M; die Funktion ¢
in Zeit ty € Polfz, dann ist die Laufzeit der Turingmaschine, die bei Eingabe von
x € ¥* zuerst wie M; rechnet und auf dem Ergebnis dieser Berechnung wie AM;y
arbeitet, beschriankt durch

t1(z) + t2(f(2)).
Nach Voraussetzung gibt es Polynome p; € Pol mit
R
ti <u; Di
fiir + = 1,2. Da f eine Polynomzeitreduktion ist, folgt

tyo f € P(p2)} C Polf.

Infolge der schwachen Monotonie beziiglich Addition folgt
t1+t20f€POZ§l.

Damit hat t o f die zweite Eigenschaft einer Polynomzeitreduktion.

Sei h Sﬁs g, dann ist
hote P(g)R

H2?

da t Polynomzeitreduktion ist, d.h. es gibt ein ¢’ € P(g) mit
hot §§2 q'.

Weiter ist dann
hotofe P(g)E C P(P(g)f

H1 H1

nach Voraussetzung. Nach Lemma 3.6 gilt P(P(g)) = P(g). Somit folgt
ho(tof) e Plg)

Es folgt daraus, daB t o f eine Polynomzeitreduktion ist. |
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5.2 P-Transformationen

Es ist in der Regel schwierig, die dritte Bedingung in der Definition des Begriffs
“Polynomzeitreduktion beziiglich R” bei gegebener Funktion f : ¥* — ¥* zu veri-
fizieren. Héufig benutzt man jedoch Polynomzeitreduktionen von einem speziellen,
“unkomplizierten” Typ.

In diesem Abschnitt geben wir fiir einige der im ersten Kapitel vorgestellten schwa-
chen average-case Modelle R ein hinreichendes Kriterium dafiir an, daf} eine Funk-
tion f:¥* — ¥* die dritte Bedingung in der Definition einer Polynomzeitreduktion
beziiglich R erfillt.

Sei p eine Dichte und py die in Definition 3.34 definierte durch f iiber p induzierte
Dichte.

Ein Vergleichsmodell R = (H,V') mit den Eigenschaften

1. fiir alle f : ¥* — 3* folgt fiir alle h € F und ¢ € H aus h §5f g die
Ungleichung ho f gfj go f,und

2. fiir alle p, g € F und f: 3* — T* mit |f(-)| € Polf folgt go f € P(g)R,

hat offensichtlich eine besonders angenehme Struktur. Man kann fiir ein solches
Vergleichsmodell leicht eine hinreichende Bedingung dafiir angeben, welche Funk-
tionen f die dritte Bedingung in der Definition 5.1 erfiillen: Dazu muf die Dichte po
die Dichte p 5 funktionenweise beziiglich R dominieren und es mufl |f(-)| € Pol}
gelten. Dann folgt aus den Eigenschaften von R fiir alle h sz g,daBB ho f € P(g)ﬁ”l
gilt.

Leider haben die Beispiele fiir schwache average-case Modelle aus Kapitel 2 diese
Eigenschaften in dieser Allgemeinheit nicht. Fiir spezielle Funktionen f liegen diese
Eigenschaften jedoch vor. In der folgenden Definition fiihren wir einen Begriff fiir
solche Funktionen ein.

Definition 5.5 Sei R ein schwaches average-case Modell. Eine Funktion f heifit
P-Transformation (beziiglich R), wenn fir alle Dichten p und alle h € F, g € H
gilt: Sind |f(+)| € Polf} und h §ﬁf g, so folgt

hofeP(g)

Es gilt das folgende Lemma fiir schwache average-case Modelle, die die polynomielle
Dominanzeigenschaft haben:

Lemma 5.6 Sei R ein schwaches average-case Modell, das die Figenschaft der
polynomiellen Dominanz hat, und seien py1,uy Dichten, f eine P-Transformation
beziglich R mit |f(-)| € Polﬁ”l. Begrenzt dann py die Dichte py 5 polynomeiell, so gilt
fir alle h sz g .

hof e P(g),-
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Welche Funktionen P-Transformationen sind, hdngt direkt von dem zugrunde liegen-
den Vergleichsmodell ab. Wir untersuchen im folgenden fiir verschiedene average-
case Modelle, welche Funktionen P-Transformationen sind.

Satz 5.7 Im PolySum2-Modell sind alle Funktionen f, fir die es ¢,k > 0 gibt, so
dafs
1
[f(2)] = ¢zl
fir alle ¢ € ¥ gilt, P-Transformationen beziglich S.

Beweis: Sei |f(-)| € PolS . h S‘El’f g und gelte fiir alle z € X*

H1
L
[f(z)] 2 e |a]%.

Dann gibt es ein s > 0, so da$ fiir alle ¢t € IV

S (o) Jaff < o
reX*
|f (z)|>|e]*

gilt, d.h.

FOl < |1 (5.1)
Setze w(z) = |I|IETX| g(y), dann ist w € P(g).
yI<|zl®
Fiir alle t € IN gilt
o > D pag()foff

TEX*
h(z)>g(z)

= > > )| -zl

reL* yex*
h(z)>g(z) \ f(y)==

= Yooy If )l

yer*
Rh(f(y))>g(f(v))

S uly) -yl

yeX*
h(f(y))>g(f(v))

v

Daher ist
hof S‘El gof.

Gilt fiir ein 2 € ¥* die Ungleichung g(f(z)) > w(z), so folgt f(z) > |z|°. Somit ist
wegen Ungleichung (5.1) und der Definition von &
gof S‘zl w.

Da S stark transitiv und w € P(g) ist, erhalten wir
hof e P(g),.

Daher ist f eine P-Transformation beziiglich S. |
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Satz 5.8 Im PolySuml1-Modell sind alle Funktionen f, fir die es ¢,k > 0 mit
()] = e[|/
fir alle x € ¥* ¢ibt und die
2] = [y| <= [f(2)] = [f(y)]

erfillen, P-Transformationen beziglich MS.

Beweis: Sei y eine Dichte mit |f(-)| € Pol/*S und h Sx‘g g. Setze F(n) = |f(0™)],
dann gilt fir alle € ¥*
F(lz]) = [f(2)]
Weiter gilt
su(n) >0 <= s,,(F(n)) >0
und
pgv(m) = un (F~H(m)).
Daher gilt fiir |y| = m

€)Y 10
#eml) = oD~ i (E- 1)

Es folgt fiir alle t € IN und n € IV
Z 2" - fin(T)

zeX”

h(f(z))>a(f(2))
1 .
X @ ()

zeX”
h(f(x))>g(f(z))

1 1 ket
_— . a’; . a’;
B % Moo
h(f(2))>q(f(2))
- F(n)kt. w(x
i PO X
h(f(2))>g(f(=))

CF()* - > ug(y)

h(y)>g(y)

. ke Mg(y)
|y|=zp<n) N D)

h(y)>g(y)
e Hg(y)
7 |yt
ckt |y|§(n) ps,v(lyl)
h(y)>g(v)

7 Z |?J|k't'ﬂf,F(n)(y)-

ly|=F(n)
h(y)>g(y)

IN

IN

[
L

IA
|~
—

[
Eo
L

IN
o
k“p—\
Y

I
|

IN
|
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Da |f(z)] > ¢~ |z|'/* fiir alle x € £* gilt, folgt

lim F(n) = cc.

n—oo

Da aber h st g und daher fiir alle s > 0

gilt, folgt

lm | su(n)- > |z|" - pn(z) | = 0.

n—oo
zEL"

h(f(x))>g(f(=))

Also ist ho f g;}"s go f. Es bleibt die Behauptung, dafl
gofePg)y"”

gilt, zu zeigen. Wegen |f(-)| € Pol'® gibt es ein s > 1 mit
FOI<E™ 11

Sei t : ©* — IR die folgende Funktion mit

t(z) = |yr|r%a|gc|sg(y)

fir alle 2 € ¥*. Dann ist ¢t € P(g) und fir alle z € ¥* mit g(f(z)) > t(x) gilt
|f(z)| > |z|®. Daher folgt fiir alle t € IV

T |sun) ot Y o) (52)
|z|=n
g(f(z))>t(x)
< nh—{%o Su(n)-nt- Z pn () (5.3)
|z|=n
1 (z)[>]=|*
= 0. (5.4)

Dabei gilt die letzte Ungleichung, da | f(+)] §ﬁ’t‘g | -|® ist. Somit ist go f g;}"s t und
es folgt go f € P(g);’:’ts.

Daraus folgt die Behauptung des Satzes. |

Satz 5.9 Im erweiterten Levinschen Modell sind alle Funktionen f € F P-Trans-
formationen beziglich L.
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Beweis: Sei |f(+)] € Polf, und gelte h Sﬁf g. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 1,
so daB

< 00 (5.5)

gilt, und ferner ist

Sei

z€Y |$|
_ oy 8T (@) |f()|7
= 2O ek R

Da va-b < 2 fiir alle a,b > 0 gilt, folgt fiir alle z € I*

IR f@) @l L (;7‘1(h(f(wl)))% . |f<x)|%)
| f(z)|2F 2 T 2 1f(2)|7 |z|?
< L (ﬁ‘l(h(f(wl))ﬁ s |f<x>|%)
|f(z)] 2|

Damit ergibt sich

U (TG e
¢ <5 2 H (( 7@) ) o )
Lo (TOE@D\T L @l
IR ( 7@) ) ty 2 Ha) T
< 2t 2w ( 7@ ) '

Die letzte Ungleichung folgt aus Ungleichung (5.5). Wir schitzen nun die verblei-
bende unendliche Reihe ab. Dazu sei

Dann ist
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. N ﬁ‘l(h(f(w))))%
> +m€§\Tﬂ() ( |f(w)|
S O

zeX*\T

)
< 14 Y pyy) L)

< X

nach Voraussetzung. Daraus ergibt sich, dafl C < oo ist. Sei fiir alle 2 € ¥*
s(z) = 1max ,
(=) IyISIIIQ‘tg(y)
dann ist s € P(g) und s(-) = g(| - |**). Weiter gilt
— S 1
) <y GO

Man beachte dabei, daf s lingenwachsend ist, da g lingenwachsend ist. Also ist s
eine Vergleichsfunktion im erweiterten Levinschen Modell. Somit folgt

Z M(I) i §_1(h(f(x))) < C < 0

z€Xt |$|
und damit
hof Sﬁ S.
Daraus ergibt sich
ho f € P(g)s.
Also ist f eine P-Transformation beziiglich L. |

Wie man leicht sieht, 148t sich im FU-Modell der analoge Satz zeigen.

Satz 5.10 Im FU-Modell sind alle Funktionen f P-Transformationen beziglich FU.

5.3 Glatte schwache average-case Modelle

Wir haben im vorangehenden Abschnitt fiir verschiedene Modelle hinreichende Be-
dingungen kennengelernt, unter denen eine Funktion f eine P-Transformation ist:
Im erweiterten Levinschen Modell, im PolySum1-, im PolySum?2- und im FU-Modell
gilt, daf} jede Funktion f, die die folgenden Eigenschaften hat, eine P-Transformation
ist:

1. Es gibt ¢,k > 0 mit |f(2)] > ¢ - |z|'/* fiir alle 2 € B~

2. [z =yl = [f(2)] = [f(y)l.



120 Kapitel 5 Vollstdndigkeitstheorie

Definition 5.11 FEin schwaches average-case Modell R, das die polynomielle Do-
minanzeigenschaft hat und fir das gilt, dafi alle Funktionen mit den obigen Figen-
schaften 1 und 2 P-Transformationen beziiglich R sind, heifft glatt.

Gemi$ den im vorangehenden Abschnitt und in Abschnitt 3.1.3 gezeigten Aussagen
gelten die beiden folgenden Lemmata:

Lemma 5.12 Jedes Vergleichsmodell R € {S, L, FU} ist glatt.

Das PolySum1-Modell MS ist nicht glatt, da es gemdf Lemma 3.11 nicht die Eigen-
schaft der polynomiellen Dominanz hat.

Lemma 5.13 Seien Li,Ly C ¥* und pui,us € D. Ist R ein glattes schwaches
average-case Modell und ist f eine Abbildung mit

1. f(z) € Ly < z € Ly,
2. f st in mittlerer P-Zeit beziiglich py und R berechenbar,
3. es gibt ¢,k > 0 mit |f(z)] > c- [z['/* fir alle z € 5%,

4. |zl =yl = [F(2) =1f()l,
5. pa begrenzt polynomiell iy ¢,

so reduziert f das Paar (Lq, j1) polynomiell beziiglich R auf (Lg, pz).

Beweis: Hat f die Eigenschaften 1 bis 5, so hat f offensichtlich die ersten bei-
den Eigenschaften einer Polynomzeitreduktion beziiglich R, und wir miissen nur die
dritte Eigenschaft nachweisen.

Sei h §5”2 g, dann gilt gemif der Eigenschaft der polynomiellen Dominanz und der
finften Eigenschaft von f

h e P(g)R (5.6)

Hi,f”

Da R glatt ist und f die Eigenschaften 3 und 4 hat, ist f eine P-Transformation
beziiglich R. Somit gilt
hofe P(g)R

nach Lemma 5.6. Damit ist die Aussage des Lemmas bewiesen. |

Wir kommen nun zur Definition des Vollstindigkeitsbegriffs.

Definition 5.14
Sei R ein schwaches average-case Modell, L' C ¥* und u € D. Sei

T C {(L,p):LCY* peD}.

Wir sagen (L', ) ist T-hart beziiglich R, wenn es fir alle Paare (L,v) € T eine
Polynomzeitreduktion f beziiglich R von (L,v) nach (L', i) gibt.

Gilt ferner (L', u) € T, so ist (L', i) vollstindig beziiglich R in 7.
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Der folgende Satz begriindet die Bedeutung 7-harter Paare (L, p):

Satz 5.15
Sei R ein schwaches average-case Modell und sei T C {(L,u): L C ¥*, p € D}.
Falls es ein T-hartes Paar (L', p), L' CX*, p € D, mit L' € DTimeﬁ(Pol) gibt, gilt
fir alle (L,y) € T:

L € DTimel(Pol).

Beweis: Fiir alle (L,7) € 7 gibt es eine Polynomzeitreduktion beziiglich R von
(L,v) nach (L', 1) und es gilt L' € DTimeff(Pol). Nach Satz 5.2 folgt dann

L € DTimel(Pol).
|

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir einige Mengen 7, die von einem speziellen
Typ sind. Diese haben ndmlich die Form 7 = S x D, wobei S eine Menge von
Sprachen und D C D ist. Fiir diese Mengen ergibt sich aus obigem Satz das folgende
Korollar:

Korollar 5.16 Sei R ein schwaches average-case Modell, S eine Menge von Spra-
chen, D C D und T = S x D. Falls es ein T-hartes Paar (L',u), L' C¥*, n € D,
mit L' € DTimet(Pol) gibt, gilt S C DTimef(Pol).

5.4 Vollstindigkeitsresultate

Wir weisen in den folgenden Sdtzen nach, daff es solche vollstindigen Probleme
beziiglich glatter schwacher average-case Modelle gibt.

Sei DistNP = {(L,u): L € NP,u € Vapproz(Pol, F)}.

Satz 5.17 Sei R ein glattes schwaches average-case Modell. Dann gibt es ein Paar
(L, ), das vollstindig beziglich R in DistN P ist.

Der Beweis dieses Satzes benutzt Beweistechniken aus [6]. Der Unterschied zum
entsprechenden Beweis in [6] besteht darin, daff wir hier nur Reduktionsabbildungen
f mit

2] =yl <= [f(@)] = [f(y)]
benutzen. Wir benttigen dabei ein Lemma aus [6], auf dessen Beweis wir hier
verzichten.

Lemma 5.18 Ist u € Vcomp(Pol,F), so gibt es eine injektive Funktion
codey, : X" — X7,

die wn polynomaieller Zeit von einer deterministischen Turingmaschine M.oq4. berech-
net wird, mit

|code,(z)] < 2 4 min {|97|a10g2 (ﬁ) }

fir alle x € ¥*.
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Beweis von Satz 5.17: Um die Behauptung zu beweisen, miissen wir ein spezielles
vollstiandiges Paar (Lo, po) € DistN P und fiir jedes Paar (L,v) € DistNP eine
Polynomzeitreduktion f von (L,7) auf (Lo, o) angeben. Wir gehen dabei wie folgt
vor: zuerst zeigen wir, dal es zu (L,7) eine Dichte u € Vecomp(Pol, F) und eine
Polynomzeitreduktion von (L,v) auf (L, i) gibt. Dann reduzieren wir (L, u) auf ein
Paar (BHrp,, 1), wobei BHj, eine von L abhéngige Sprache ist, aber u; weder von
L noch von p abhéngt. SchlieBlich reduzieren wir (BHy,, p1) auf das Paar (BH, ug),
wobei BH eine Variante der bekannten Sprache Bounded Halting ist. (Vergleiche
zum Beispiel Definition 3.7 in [17].)

1. Reduktion von (L,v) auf ein Paar (L, p) mit p € Vecomp(Pol, F):
Nach Lemma 3.25 gibt es eine Dichte u € Vcomp(Pol, F) mit

10 - p(x) 2 y(x)

fir alle z € ¥*. Da R glatt ist, ist ¢(z) = ¢ gemif Lemma 5.13 offenbar eine
Polynomzeitreduktion von (L,v) auf (L, u).

2. Reduktion von (L,pu) auf (BHL, puy):

Nach Lemma 5.18 existiert zu p eine Funktion code, : ¥* — ¥*, die in polynomieller
Zeit von einer deterministischen Turingmaschine M ,q. berechnet wird und fiir die

lcode,(2)] < 2+min{|aj|,10g2 (ﬁ)} (5.7)

fiir alle 2 € ¥* gilt. Sei Mp die folgende nichtdeterministische Turingmaschine: bei
Eingabe 2’ rdt Mp ein 2 und berechnet M ,q.(z). Ist 2’ gleich der Ausgabe dieser
Maschine, so gibt sie z aus, sonst geht sie in eine Endlosschleife. Somit bestimmt
Mp zu 2’ das Urbild beziiglich der Abbildung code,,, falls ein solches existiert. Sei
t € IN so gewihlt, daB |2'|' eine obere Schranke fiir die Laufzeit dieser Berechnung
ist. Seien eine nichtdeterministische Turingmaschine My, die L akzeptiert, und ein
I > 0 so gew&hlt, daB bei keiner Eingabe 2 € ¥* die Turingmaschine M7, mehr als
|z|* Schritte macht. Sei Mp die Turingmaschine, die durch Hintereinanderschalten
von zuerst Mp und dann M7, entsteht. Wir bezeichnen mit

BHy,
die Menge aller Strings
z'01%,
fiir die gilt, dafl Mp die Eingabe 2’ in maximal k + |2/| Schritten akzeptiert.

Sei .
——S—— falls ¢ = 2’01 fiir ein k£ > 1,
pi(z) = { k2. |z|2-212] =

0 sonst,

wobei ¢ die Normierungskonstante ist. Es gilt offensichtlich: BHy € NP und
w1 € Vapproz(Pol, F).
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Wir konstruieren nun eine Polynomzeitreduktion von (L, ) auf das Paar (BHp,, y1).
Dabei stellen wir sicher, daf§ die Reduktionsabbildung die Eigenschaften aus Lemma

5.13 hat.
Sei w € IV, so daB fiir alle z # ¢ gilt:

w4 |z|” > [eode,(z)| + |2

Ein solches w existiert, da |code,(z)| in P-Zeit berechenbar und damit polynomiell
beschrdnkt ist. Die Polynomzeitreduktion von (L, u) auf (BHp, 1) hat dann die

Form
f(z) = code,(2)01°,
wobei
¢ =w+ |z[" - [code,y)|
ist.

Wir zeigen, daf§ f die Eigenschaften einer Polynomzeitreduktion hat:

Es gilt € L genau dann, wenn Mp die Eingabe code,(2) in maximal
code,(2)]! + [of' < w + [o]”
Schritten akzeptiert. Dies gilt genau dann, wenn
code,(z)01° € BHy,
gilt, wobei
c=w+ |z|” - |codey()]

ist.

(5.8)

Dariiber hinaus kann f in polynomieller Zeit berechnet werden, da code, in polyno-

mieller Zeit berechenbar ist.
Schlieflich gilt
|f(2)| = w+ [2]* > |z|.

Da f injektiv ist, gilt
0 falls y € f(X%),
Hily) = { p(z) falls y = f(=).
Daher folgt fiir alle y ¢ f(X*)

11(y) > 0 = pys(y).

Und fiir alle y € f(¥*) folgt, daBl y die folgende Form hat:

y = z'01F.
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Dabei gilt fiir @ mit code,(z) = 2
k=w+|z|¥ — |codey(z)| = w + |z]* — |2'].

Aus Ungleichung (5.7) folgt

1
1= e <2 ey (1 1Y,
|$ | |CO eM($)| = + max |$|7 0g2 ,UJ(:L)

Daher ist fiir fast alle y € $* mit y = 2/01%

_ C
i) = R
> C
Z d-|w|2.22+log2(u(lz)) '|.’L‘|2'w
C
2 Td e MO
C

Td g W)

fiir ein d > 0. Dabei gilt die letzte Ungleichung, da |y| = |f(z)| > |z| gilt. Also wird
pf polynomiell begrenzt von p;.

Nach Lemma 5.13 ist f eine Polynomzeitreduktion, da R glatt ist.

3. Reduktion von (BHy,, 1) auf (BH, po):

Sei mit < -,- > eine in Polynomzeit berechenbare und invertierbare Pairing-Funktion
(vergleiche Seite 7 in [17]) bezeichnet, die die folgende Eigenschaft hat: Es gibt eine
Konstante d > 0, so daf fiir alle 2,y € ¥*

| <z, y>|=2-]z[+ |yl +d

gilt. Die Funktion p : ©* x ©* — %* mit p(z,y) = 1/¥102y ist ein Beispiel fiir eine
solche Funktion. Sei

BH

die Menge aller y =< M, z01% >, wobei M die Kodierung einer nichtdeterministi-
schen Turingmaschine ist, die die Eingabe z in maximal k + || Schritten akzeptiert.

Sel weiter

Cc

k -
po(< M, 201" >) = 31 2

- (z01%). (5.9)
Sei M die Kodierung einer nichtdeterministischen Turingmaschine, die BHj in
polynomieller Zeit akzeptiert. Wir zeigen, dafl die Funktion

9(y) =< Mp,y >

eine Polynomzeitreduktion von (BHry,, p1) auf (BH, ug) ist.
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Hat y nicht die Form z01*, so ist y ¢ BHp und ebenso ist < Mr,y >¢ BH.
Fiir y = 201F gilt: Die Maschine M, akzeptiert die Eingabe z in maximal k + |z|
Schritten genau dann, wenn 201F € BHy gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
< Myp,201% >¢ BH gilt.

Offensichtlich kann ¢ in polynomieller Zeit berechnet werden.

Dariiber hinaus ist ¢ injektiv, und es gilt
|g(201%)| = 201" + ¢ > |,

wobel ¢ eine Konstante ist.

Aus der Injektivitiat von g folgt

() = 0 falls y ¢ g(X7),
H1,\Y) = p1(201%F)  falls y =< Mp,201% > .

Daher gilt fiir y =< My, 201% >
¢ k
= = 01
oY) = e 0L
c
= e M)
Also begrenzt pg die Dichte pq 4 polynomiell, und daher ist g eine Polynomzeit-
reduktion.

Mit Lemma 5.4 folgt dann, dal g o f ot eine Polynomzeitreduktion von (L,7) nach
(BH, jip) ist. Somit ist (BH, po) vollstindig beziiglich R in DistN P. |

Ebenso zeigt man:

Satz 5.19 Seien T = {(L,u) : L € PSpace, p € Vapproz(Pol,F)} und R ein
glattes schwaches average-case Modell. Dann gibt es ein Paar (L, 1), das vollstindig
beziglich R in T ist.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis des vorangehenden Satzes. Da-
bei verwendet man in der Definition der Dichte ug (vergleiche Gleichung (5.9))
statt der nichtdeterministischen Turingmaschinen deterministische Turingmaschi-
nen, statt der Sprache BH die Sprache

BP = {< M, 201% >: M ist eine DTM, die z akzeptiert und dabei
maximal |#| + k& Bandeinheiten benutzt} (5.10)

und, bei gegebenem L, im ersten Teil des Beweises statt BHy, die Sprache

BP; = {z01% : My akzeptiert z in maximalem Platz von
k + |z| Bandeinheiten },
wobei My die analoge Maschine zu Mp aus obigem Beweis ist. Die Maschine Mg

setzt sich aus einer deterministischen Turingmaschine M}, zum Dekodieren der Ein-
gabe und der entsprechenden Maschine zum Erkennen, ob der dekodierte String in
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L liegt oder nicht, zusammen. Da Dekodieren durch eine A“P-Maschine realisiert
werden kann, kann es auch durch eine PSpace-Maschine ausgefiihrt werden. Da
L € PSpace gilt, gilt auch BPr, € PSpace. |

Verwendet man statt BH im Beweis von Satz 5.17 die Sprache

EBH ={< M, 201% >: M ist eine DTM, die z akzeptiert und dabei
maximal 2/"** Schritte macht} (5.11)

und statt BHj, die Sprache
EBHj = {x01F: M} akzeptiert  in maximal 2F+1% Schritten },

und paft man die Definition der Dichte g geeignet an, so erhdlt man den nachste-
henden Satz 5.20. Dabei ist Mg die folgende deterministische Turingmaschine: Nach
Voraussetzung gibt es eine deterministische Turingmaschine My, die die Sprache L
in Zeit 20071) alkzeptiert. Die Maschine My dekodiert zuerst y = code,(x)01°, d.h.
sie berechnet z. AnschlieBend wird My, mit der Eingabe z gestartet. Da |y| > |z| gilt
und die Laufzeit von My, bei Eingabe & durch 20U < 20(¥) abgeschitzt werden
kann, miissen wir nur noch die Zeit zum Dekodieren abschitzen, um zu zeigen, daf}
M}, Laufzeit 20(l) hat. Dies sieht man aber folgendermafien: Der Wert £ = |z| kann
nach Wahl der Pairing-Funktion aus y gem#f Gleichung (5.8) in P-Zeit berechnet
werden. Ebenso kann in P-Zeit getestet werden, ob fiir ein gegebenes 2’ € ©*

code,(z")01F = y

gilt, da die Funktion code, in P-Zeit berechnet werden kann. Es mufl daher nur
das korrekte x zu dem gegebenen y gefunden und getestet werden. Dazu werden
alle 2/ € ©¢ durchprobiert. Somit sind zum Dekodieren nur 2°0(¥) Schritte nétig.
Daraus folgt, dafl EBH, € DExpTime gilt.

Satz 5.20 Seien T = {(L,p): L € DEzpTime, p € Vapproz(Pol,F)} und R ein
glattes schwaches average-case Modell. Dann gibt es ein Paar (L, 1), das vollstindig
bezuglich R in T ist.

Die obigen Resultate gelten beziiglich in P-Zeit approximierbarer Dichten. Wir
kommen nun zu Ergebnissen fiir Klassen von Paaren (L, i), wobei p eine in P-Zeit
generierbare Dichte ist und L zum Beispiel in NP liegt. In den folgenden Sitzen und
Beweisen haben wir Techniken aus [1] auf unsere allgemeinere Situation iibertragen.

Satz 5.21 Seien T = {(L,u) : L € NP, u € Vgen(Pol,F)} und R ein glat-
tes schwaches average-case Modell. Dann gibt es ein Paar (L,u), das vollstindig
beziiglich R in T ist.

Beweis: Wir geben zuniichst einen Uberblick iiber den Beweis an: Ziel ist es wieder,
alle Paare (L,v) mit L € NP und vy € Vgen(Pol, F) auf ein Paar (BH, ) zu redu-
zieren, wobei 7 die durch die Reduktionen f induzierten Dichten 7 dominiert und
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BH die aus dem Beweis zu Satz 5.17 bekannte Sprache Bounded Haltingist. Da alle
Dichten v in P-Zeit generierbar sind, sind auch die durch Reduktionen f induzierten
Dichten in P-Zeit generierbar, falls f selbst in P-Zeit berechenbar ist. Somit liegt
es nahe, eine Dichte 7 zu suchen, die alle in P-Zeit generierbaren Dichten polyno-
miell beschrinkt. (Man sieht leicht, daf 7 in diesem Fall Vgen(Pol, F)-universell
beziiglich R und P(C) fiir alle C C F ist, da R die polynomielle Dominanzeigen-
schaft hat.) Ist {7;}icn, eine Aufzihlung aller in P-Zeit generierbaren Dichten, so

1st -
1=0 7T2 22

eine solche universelle Dichte beziiglich jedes schwachen average-case Modells, das
die Eigenschaft der polynomiellen Dominanz hat. Leider ist aber unklar, ob diese
Dichte in P-Zeit generiert werden kann, da die offensichtliche Methode, diese Dichte
zu generieren, nicht in P-Zeit in der Linge der Ausgabe funktioniert. Diese of-
fensichtliche Methode hat ndmlich folgende Form: zuerst wird ein ¢+ € INg zufillig

gewdhlt, dann wird die Minzwurf-Maschine M; berechnet, die 7; generiert, und
schlieflich wird diese Maschine auf der Eingabe ¢ gestartet. Mit wachsendem ¢ kann
jedoch der Grad des Laufzeitpolynoms von M; auch wachsen, so dafl diese Kon-
struktion nicht zu einer Miinzwurf-Maschine fiithrt, deren Laufzeit polynomiell in
der Linge der Ausgabe ist.

Dieses Problem umgeht man, wie in [2] dargestellt wird, indem man sich auf Dichten
7; beschriinkt, die in Zeit O(]-|?) in der Linge der Ausgabe generiert werden konnen.
Dann zeigt man, dafl es zu jedem Paar (L,7) mit L € NP und 7 € Vgen(Pol,F),
ein Paar (L',v’) gibt, auf das (L,~) mittels einer Polynomzeitreduktion beziiglich
R reduziert werden kann, wobei L' € NP und 7’ eine in Zeit O(] - |*) generierbare
Dichte ist.

Man mu$ also nur noch Dichten v; beachten, die in Zeit O(|-|?) generiert werden,
dennoch bleibt bei obiger Methode folgendes Problem bestehen: Berechnet man zu
i die Miinzwurf-Maschine };, die die Dichte 7; generiert, so ist die Zeit #(¢) dafiir
wiederum abhingig von 7 und wéchst sicherlich mit ¢. Wird also ein 2 mit Hilfe der
Maschine M; mit |z|? < #(i) generiert, so funktioniert die obige Methode sicher nicht
in Zeit O(]-]?). Ebenso sieht man, daff dies nicht in polynomiell beschréinkter Zeit in
der Linge der Ausgabe realisierbar ist. Wir umgehen dieses Problem im folgenden,
indem wir die Dichte 7 passend verdndern.

Wir kommen nunmehr zum detailierten Beweis des Satzes.

Sei {M,;}iemn, eine rekursive Aufzihlung aller Miinzwurf-Maschinen mit nur einem
Arbeitsband, und sei E eine deterministische Turingmaschine, die bei Eingabe 17,
i € INg, die Kodierung der Miinzwurf-Maschine M; ausgibt. Bendtige E dafiir ¢(¢)
Schritte.

Sei 4; die von M; bei Eingabe ¢ generierte Dichte, d.h. fiir alle 2 € ¥* gilt
(@) = Ty (e, ).

Man betrachte folgende Miinzwurf-Maschine ¢): Eingabe der Maschine @) ist die
Kodierung einer Miinzwurf-Maschine M; mit nur einem Arbeitsband. Die Maschine
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@ hat zusitzlich zum Eingabeband vier Arbeitsbdnder. Auf dem ersten Band wird
die Berechnung der Maschine M; an der Eingabe ¢ simuliert, auf dem zweiten Ar-
beitsband wird parallel dazu die Zahl der simulierten Schritte notiert, und auf dem
dritten Arbeitsband wird die Zahl der Schritte, die @ macht, unir notiert. Ist die
Simulation von M; beendet und hat 3; dabei die Ausgabe 2 in ¢ Schritten berechnet,
so berechnet @ auf dem vierten Arbeitsband den Wert 2 - |z|? + 2 und priift durch
Vergleich der Linge des beschriebenen Teils des zweiten und vierten Arbeitsbandes,
ob
<2 |z)* 42

gilt. In diesem Fall gibt ) den Wert 2 aus, andernfalls wird die Protokollierung der
Laufzeit auf Band vier gestoppt und der Inhalt des dritten Bandes ausgegeben.

Die dabei generierte Dichte bezeichnen wir mit 7;.

Behauptung 1:
Die Laufzeit der Maschine Q ist durch O(|z|*) bei Ausgabe x beschrdnkt.

Ist M; die Eingabe von @), und werden ¢ Schritte der Maschine M; simuliert, bis
diese mit Ausgabe 2 hilt, so sind zur Simulation dieser ¢ Schritte von M;, ¢ € INg,
maximal O(t-log,t) Schritte in der Simulation nétig. Da alle anderen Aktionen auf
den tibrigen Bindern parallel durchgefiihrt werden, kosten diese keine weitere Zeit.
Zur Berechnung des Wertes 2 - |z|? + 2 auf dem vierten Arbeitsband ist, da diese
Funktion voll zeitkonstruierbar ist (vergleiche [12]), nur Zeit 2 - |z|? 4+ 2 n6tig. Tritt
der Fall ein, dafi ¢t < 2-|z|? 4 2 gilt, so stoppt @ und hat O(|z|? -log,(|z|)) Schritte
gemacht. Andernfalls ist ¢+ > 2 -|z|? + 2. Hat @ bisher s Schritte gemacht, so ist
der Inhalt seines dritten Arbeitsbandes s Zeichen lang. Dieser wird auf das erste
Band kopiert und damit ausgegeben. Dazu sind nochmals 2-s Schritte nétig. Da die
Ausgabe aber in diesem Fall s Zeichen lang ist, ist die Laufzeit von @ bei Ausgabe
z maximal O(|z|?).

Wir sagen im folgenden, daf eine Miinzwurf-Maschine M eine Dichte v in quadra-
tischer Zeit generiert, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dafl fiir alle z € ¥*
gilt: Alle Berechnungen von M bei Eingabe ¢, die zur Ausgabe von z fithren, haben
maximale Linge max{c,2 - |z|? + 2}.

Behauptung 2:

Sei v eine Dichte, die von einer Minzwurf-Maschine mit nur einem Arbeitsband in
quadratischer Zeit generiert wird. Dann gibt es eine Minzwurf-Maschine M; aus
obiger Aufzihlung, so daf8 fir die von Q bei Eingabe M; erzeugte Dichte ! und fir
fast alle x € ¥* gilt:

7i(2) = 7(2).

Sei M; die Miinzwurf-Maschine mit nur einem Arbeitsband, die v in quadratischer
Zeit generiert. Dann gilt fiir fast alle Ausgaben  von M; und alle Berechnungen, die
zu dieser Ausgabe fiihren, dafl die Linge der jeweiligen Berechnung ¢ die Ungleichung

t<2-|z)? 42
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erfiillt. Daher gibt ) nach Konstruktion bei Eingabe M; genau die bei der Simulation
von M; berechneten Ausgaben von M; aus, d.h. fiir alle z, zu deren Ausgabe M;
maximal 2 - |2|% + 2 Schritte bendtigt, gilt

7i(e) = 7(2).

Behauptung 3:

Sei & eine Dichte auf INg mit SUP(6) = INg. Wenn es eine Minzwurf-Maschine
M und eine Konstante ¢ > 0 gibt, so daff M nur Ausgaben aus {1}* liefert und bei
Ausgabe 1, i € INg, mazimal ¢ - i+ ¢ Schritte macht und 1' mit Wahrscheinlichkeit
0(i) ausgibt, dann gibt es eine Dichte T € Vgen(Pol,F) mit

1 . 1
T(z) > 5~ > () ile) [ +6(2]) - 5
2 . 2lz|
ZEWO
m(i)<a|

fir alle x € £*, wobei m(i) = ¢ -1+ ¢+ t(1).

Wir geben eine Miinzwurf-Maschine an, die eine solche Dichte 7 generiert.

Algorithmus 5.22

BEGIN (1)
Wihle b € {0,1} zufillig und gleichverteilt per Minzwurf; (2)
Wihle ein i € INg mit Hilfe von M; notiere die Zahl der gemachten (3)
Schritte parallel dazu undr auf einem zusdtzlichen Arbeitsband;

IFb=0 (1)

THEN |Starte die Maschine E an der Fingabe ¢ und notiere parallel (5)
dazu die Zahl der bendtigten Schritte dieser Berechnung undr
auf dem zusdtzlichen Arbeitsband;

Sei M; die dabei erhaltene Minzwurf-Maschine; (6)
Starte @) mit der Eingabe M;;

Sei x die dabei erhaltene Ausgabe;

Sei m der notierte Wert auf dem zusdtzlichen Arbeitsband;

IF |z| > m (7)
THEN|Gib x aus; (8)
ELSE |Gib den String 0™ qus; (9)

ELSE |Widhle einen i Bits langen Zufallsstring y und gib diesen aus;  (10)
END (11)
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Sei i die Zahl, die in Schritt (3) gewdhlt wird. Auf dem zusitzlichen Arbeitshand der
Maschine wird maximal der Wert #(¢) + ¢- i 4 ¢ protokolliert, da ¢4+ ¢ bzw. t(¢) die
entsprechenden maximalen Laufzeiten zum Generieren von ¢ bzw. zum Berechnen
von M; sind. Somit ist in Schritt (6)

m < m(z).

Schritt (2) kann in einem Ubergang realisiert werden, Schritt (3) wird nach Voraus-
setzung in Zeit t1 < ¢-i+4 ¢ durchgefithrt. Man beachte dabei, daf} die Berechnungen
von M nicht simuliert werden miissen, denn M kann in die Ubergangstabelle der
Gesamtmaschine eingebaut werden. Schritt (4) kann wiederum in O(1) Zeit durch-
gefithrt werden. In Schritt (5) sind ¢, < #(i) Ubergéinge nach Definition der Funktion
t notig. Esist t;+#, = m. Schritt (6) bendtigt gemif der ersten Behauptung O(|z|?)
Ubergiinge, wenn die Ausgabe in diesem Schritt = ist. Schritt (7) kann in O(m)
Schritten realisiert werden. Schritt (8) bzw. Schritt (9) sind in linearer Zeit in der
Linge der Gesamtausgabe durchfiithrbar. Schritt (10) ist in Zeit O(7) realisierbar.
Erzeugt die Miinzwurf-Maschine in Schritt (8) oder (9) die Ausgabe, so ist die Lauf-
zeit maximal O(m + |z|?) = O(|z|?) in dieser Ausgabe. Wird die Ausgabe dagegen
in Schritt (10) erzeugt, so wurden bis dahin maximal ¢-i+c+O(1) Schritte gemacht,
die Ausgabe hat aber Linge ¢. Daher ist die Laufzeit der Gesamtmaschine durch
O(]z]3) beschrinkt, wenn die Ausgabe z ist.

Es bleibt zu zeigen, daf} die generierte Dichte 7 die Ungleichung

1 ) 1
T(z) > 5 - Yo ) (@) | +8(lz]) - S
2 . 2lz|
ZEWO
m (1)< |z|

fiir alle z € ¥* erfiillt.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi die Ausgabe in Schritt (8) oder (9) generiert
wird, ist % Ebenso ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl die Ausgabe in Schritt
(10) generiert wird, 1. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in Schritt (6) mittels der

Maschine M; der Wert & berechnet wird, ist

8(1) - yi(z).

Falls fiir dieses z gilt |z| > m, so wird dieses z ausgegeben. Da m < m(1) gilt, ist
die Wahrscheinlichkeit, daf§ 2 in Schritt (8) ausgegeben wird, mindestens

> 6(i)7i(e)
iEWO
m(i)<|z|

Weiter ist fiir alle 2 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal 2 in Schritt (10) ausgegeben
wird,

1 1
5'5(|$|)'W-
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Daraus folgt, daB fiir alle « die Wahrscheinlichkeit 7(z), daff @ ausgegeben wird,

1 . 1
T(z) > 5+ Y () i) | +6(l2]) - o
2 _ 2lz|

ZEWO

m(i)<|e]

betrdgt. Damit ist Behauptung 3 bewiesen.

Behauptung 4:

FEs gibt eine Dichte § auf INg mit SUP(6) = INg, fiir die eine Minzwurf-Maschine M
und ein ¢ > 0 ezistiert, so daf M bei Eingabe ¢ die Ausgaben der Form 1', i € I,
mit Wahrscheinlichkeit 6(i) in mazimal ¢ - i + ¢ Schritten generiert.

Die von folgendem Algorithmus generierte Dichte hat die behaupteten Eigenschaf-
ten.

Algorithmus 5.23

BEGIN (1)
Wihle b € {0,1} zufillig per Minzwurf; (2)
Setze 1t = 0; (3)
WHILE b =1 (4)

Setze t = i+ 1; (5)

Wihle b € {0,1} zufillig per Miinzwurf; (6)
Gib 1% aus; (7)
END (8)

Offensichtlich ist die Laufzeit O(i), und alle 1*, i € INg, werden mit positiver Wahi-
scheinlichkeit ausgegeben.

Behauptung 5:

Sei T eine Dichte, die die Bedingungen der 8. Behauptung erfillt. Fir alle Dichten p,
die in quadratischer Zeit von einer Minzwurf-Maschine mit nur einem Arbeitsband
generiert werden, gibt es dann eine Konstante d > 0, so daf fir alle x € ¥* gilt:

d-t(z) > p(z).

Somit begrenzt T insbesondere alle in quadratischer Zeit generierbaren Dichten po-
lynomiell.

Offensichtlich ist 7(z) > 0 fiir alle # € £*. Da es zu allen Dichten ~, die in quadrati-
scher Zeit von einer Miinzwurf-Maschine mit nur einem Arbeitsband generiert wer-
den koénnen, gemif Behauptung 2 ein ¢ € INg und N € INg gibt, so dal y(z) = v{(z)
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fiir alle |z| > N gilt, folgt nach Behauptung 3 fiir alle |¢| > max{m(i) + 1, N }:

T(z) >

8(0) 742 = 5 6(3) 7o),

N

Fiir die Menge der z mit |z| < max{m(i) + 1, N} gibt es eine Konstante d mit
T(z) > d-v(z),da SUP(T) = T*.

Behauptung 6:

Sei Ly € NP, u € Vgen(Pol,F). Dann gibt es ein Ly € NP und eine Dichte
v, die von einer deterministischen Turingmaschine mit nur einem Arbeitsband in
quadratischer Zeit generiert werden kann, derart, daff es eine Polynomzeitreduktion
beziiglich R von (Ly, ) auf (Lq,7) gibt.

Sei t > 2 so gewihlt, dafl p in Zeit |z|' + ¢t von einer Miinzwurf-Maschine M mit
nur einem Arbeitsband generiert wird. Man beachte dabei, daf} jede Dichte, die in
polynomieller Zeit von einer Miinzwurf-Maschine mit mehr als einem Arbeitsband
generiert wird, gem&fl dem aus der klassischen Komplexitdtstheorie bekannten Satz
iiber die Simulation von Mehrbandmaschinen durch Einbandmaschinen auch in po-
lynomieller Zeit von einer Miinzwurf-Maschine mit nur einem Arbeitsband generiert
werden kann. (Siehe Satz 4.2.)

Setze
Ly={201°:¢c=|z|" +t—|2z| — 1 und 2 € L}

und

2(y) = p(z) falls y = 201F und |z|* + ¢ = |y,

"= 0 sonst.
Weiter sei

flz) = 201°,

wobei ¢ = |z|' + ¢ — |z| — 1. Dann ist f(z) € Ly genau dann, wenn z € Ly, und

offensichtlich kann f in P-Zeit von einer deterministischen Turingmaschine berechnet
werden. Dariiber hinaus gilt

2] = ly| = [f(z)| = [f(y)l,
und f ist injektiv. Es gilt sogar
7= Bf-
Da R glatt ist, folgt daraus, daf f eine Polynomzeitreduktion beziiglich R ist.

Weiter ist Ly € AP und 74 kann wie folgt in quadratischer Zeit generiert werden.
Dazu betrachte man zunéchst folgenden Algorithmus, der von einer Turingmaschine
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T mit zwei Arbeitsbdndern ausgefithrt wird:

Algorithmus 5.24

BEGIN (1)
Starte M an FEingabe ¢ auf dem zweiten Arbeitsband; sei x das Ergebnis (2)

der Berechnung;

Berechne auf dem ersten Arbeitsband 111"t und dberschreibe die ersten  (3)
|z| + 1 Bandfelder mit x 0 0;

Ausgabe ist der Inhalt des ersten Arbeitsbandes; (4)
END (5)

Der Algorithmus gibt nur Ausgaben der Form y = 201° mit ¢ = |z|* + ¢ — |z| — 1
aus und macht dabei O(|z|'+¢) = O(|y|) Schritte. Analog dem Beweis zum zweiten
Teil des Bandreduktionssatzes 4.2 1483t sich zeigen, daf} es eine Miinzwurf-Maschine
T mit nur einem Arbeitsband gibt, die die gleiche Dichte generiert, dabei aber nur
ebensoviele Miinzwiirfe wie 7 macht und in Zeit O(|y|?) in Abhingigkeit von der
Ausgabe rechnet. Somit macht T nur O(|y|) viele Miinzwiirfe in Abhiingigkeit von
der Ausgabe. Benutzt man den Beweis zum Satz iiber lineare Beschleunigung 4.3 so
kann man zeigen, daff es dann eine Miinzwurf-Maschine gibt, die nur 2 - |y|? Schritte
bei fast allen Ausgaben y benétigt. Dabei ist wichtig, daf} die Zahl der Miinzwiirfe
nur O(|y|) betrigt, da diese Schritte in der Berechnung von T nicht beschleunigt
werden konnen. (Dariiber hinaus beachte man, dafl bei Anwendung der Technik der
linearen Beschleunigung zunichst die Ausgabe y in komprimierter Form in Zeit |y|?
fiir fast alle Ausgaben y berechnet wird. Dann wird aus dieser komprimierten Form
die korrekten Ausgabe berechnet. Dazu sind fiir fast alle Ausgaben y wiederum nur
|y|? Schritte nétig. Somit ist die Gesamtlaufzeit durch 2 - |y|? fiir fast alle Ausgaben
y beschrinkt.) Damit ist Behauptung 6 bewiesen.

Sei im folgenden < -,- > eine in polynomieller Zeit berechenbare und invertierbare
Pairing-Funktion, und sei

m : kl_z -7(z) falls y =< M,201* > und M Kodierung einer
ply) = nichtdeterministischen Turingmaschine ist,
0 sonst,

eine Dichte auf ¥*. Dabei ist 7 die in Behauptung 3 bezeichnete Dichte und ¢’ die
Normierungskonstante. Bei geeigneter Wahl der Kodierung fiir die nichtdetermini-
stischen Turingmaschinen ist p € Vgen(Pol,F), da 7 € Vgen(Pol, F) gilt. (Eine
solche geeignete Kodierung erhilt man zum Beispiel folgendermafien: Ist {T;};e
eine rekursive Aufzihlung von Kodierungen aller nichtdeterministischen Turingma-
schinen und ist G eine deterministische Turingmaschine, die bei Eingabe 17, i € N,
in Zeit s(i) genau T; ausgibt, so kann man daraus eine rekursive Aufzihlung aller
nichtdeterministischen Turingmaschinen in einer anderen Kodierung konstruieren,
so daf} die Kodierungen der nichtdeterministischen Turingmaschinen in polynomiel-
ler Zeit in Abhingigkeit von der Ausgabelinge generiert werden kénnen. Dazu
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wird die ¢-te nichtdeterministische Turingmaschine statt durch 7; durch den String
T! = T;10°0) kodiert. Generiert wird diese Aufzihlung folgendermafen: Parallel
wird bei Eingabe 1' die Maschine G auf dem ersten Arbeitsband gestartet und auf
dem zweiten Arbeitsband wird Protokoll iiber die Zahl der von G gemachten Schritte
gefithrt. Hilt G, so wird hinter die Ausgabe 10° geschrieben, wobei ¢ die Zahl der
von G gemachten Schritte ist.)

Behauptung 7:

Ist L € NP und ist v eine in quadratischer Zeit von einer Minzwurf-Maschine mit
nur einem Arbeitsband generierbare Dichte, so gibt es eine Polynomzeitreduktion
beziglich R von (L,7v) auf (BH,p), wobei p die oben bezeichnete Dichte und BH die
aus dem Beweis zu Satz 5.17 bekannte Sprache Bounded Halting 4st.

Zu L gibt es eine nichtdeterministische Turingmaschine My, die L in Zeit t + |- |
fiir ein geeignetes t > 2 akzeptiert. Setze fiir alle z € ¥*

g(z) =< My, 201 >,

wobei ¢ = t + |z|' — |z| ist. Es ist g(z) € BH genau dann, wenn My, die Eingabe
z in maximal ¢ + |z|* Schritten akzeptiert. Dies gilt aber genau dann, wenn z € L.
Dariiber hinaus ist

lg(z)| = |Mp| + 1+t + ||
Somit gilt
lz| = ly| <= |g(2)] = |g(y)|.

Auflerdem ist ¢ injektiv, und es gilt

(y) = y(z) falls y =< Mp,201°> und ¢ =t + |2]' — |z],
19\ =73 o sonst.

Da 7 in quadratischer Zeit in der Lange der Ausgabe generierbar ist, ist 74 ebenfalls
in quadratischer Zeit generierbar: Sei dazu G die Miinzwurf-Maschine mit nur einem
Arbeitsband, die 4 in quadratischer Zeit generiert.

Folgende Miinzwurf-Maschine T generiert 7, in linearer Zeit in Abhéngigkeit von
der Ausgabe, benutzt aber mehr als ein Arbeitsband. Zuerst wird My, auf das erste
Arbeitsband geschrieben, danach wird z mittels G generiert und

t+ o —|z|
unir berechnet. Dies ist in Zeit ¢ + |z|* — || méglich, da diese Funktion voll zeit-
konstruierbar ist (siehe [12]). Dann wird hinter Mj, und z der String 01° mit
¢ = t+ |z|' — |z| geschrieben und die Pairing-Funktion auf diesen String ange-
wandt. Dadurch ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von maximal O(|z|") Schritten. Die
Ausgabe y hat aber Linge |z|'. Somit ist die Laufzeit bei Ausgabe y durch O(|y|)
beschrinkt.

Ebenso wie im Beweis von Behauptung 6 kann man die Techniken zum Beweis des
Bandreduktionssatzes 4.2 und des linearen Beschleunigungssatzes 4.3 anwenden, um
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zu zeigen, daf aus der Existenz von T folgt, dafl es auch eine Miinzwurf-Maschine T’
gibt, die 7, in quadratischer Zeit generiert und dazu nur ein Arbeitsband benétigt.

Wir zeigen, dafl p die Dichte 7, polynomiell begrenzt. Nach Behauptung 5 gibt es
eine Kounstante d > 0, so daf} fir alle 2 € ¥*
d-7() > 7(x)

gilt. Fiir y = g(2) gilt y =< My, 201¢ > mit ¢ = ¢ + |z|" — |¢|. Daraus folgt fiir alle
y€9(X7)

1
o) 2 &)
1
> d- |$|2~t T(:C)
d' 1
> . A
- 4 |$|2~t /(:E)
d 1

= F W : */g(y),

wobel d' eine geeignete (nur von My, abhingige) Konstante ist. Somit begrenzt p
die Dichte 7, polynomiell.

Also ist ¢ eine Polynomzeitreduktion von (L,v) auf (BH, p). Damit ist Behauptung
7 bewiesen.

Gemif Satz 5.2 ist die Hintereinanderausfiithrung g o f der Polynomzeitreduktionen
g und f aus den Beweisen zu Behauptung 6 und 7 eine Polynomzeitreduktion von
(L,p) auf (BH,p). Dariiber hinaus ist BH € NP und p € Vgen(Pol,F). Somit
ist (BH,p) vollstindig beziiglich R in 7. Damit ist die Behauptung des Satzes
bewiesen. |

In [1] wurde dieser Satz fiir das Levinsche Modell vorgestellt. Wir erweitern zum
Beweis unseres allgemeineren Satzes Techniken aus der dort und in [2] dargestellten
Beweisskizze. Dariiber hinaus war es uns moglich, in diesen Skizzen nicht gel6ste
Detailprobleme selbst zu 16sen, so zum Beispiel die Frage, wie man die Dichte 7
konstruieren mufl, damit sie in polynomieller Zeit generiert werden kann.

Analog zu obigem Beweis zeigt man die folgenden S&tze:

Satz 5.25 Seien T = {(L,u) : L € PSpace, pu € Vgen(Pol, F)} und R ein glattes
schwaches average-case Modell. Dann gibt es ein Paar (L, ), das vollstindig beziig-

lich R i T ist.

Zum Beweis dieser Aussage geniigt es, Behauptung 7 des obigen Beweises so zu
modifizieren, dafl statt BH die Sprache BP, die in Gleichung (5.10) definiert wurde,
und eine entsprechend verdnderte Dichte p verwendet wird. (In der Definition von
p stehen dann anstelle der nichtdeterministischen Turingmaschinen deterministische
Turingmaschinen.)

Verwendet man statt BH in der 7. Behauptung des obigen Beweises die Sprache
EBH und eine auf geeignete Weise verdnderte Dichte p, so kann man den folgenden
Satz zeigen:
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Satz 5.26 Sei7 = {(L,u): L € DExpTime, p € Vgen(Pol,F)}. Sei R ein glattes
schwaches average-case Modell. Dann gibt es ein Paar (L, ), das vollstindig beziig-
lich R in T ist.
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