
Algebraische Methoden zur

Parameteridentifikation für lineare

unendlichdimensionale Systeme

Dissertation

zur Erlangung des Grades

der Doktorin der Ingenieurwissenschaften
(Dr.-Ing.)

der Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultät II

– Physik und Mechatronik –

der Universität des Saarlandes

von

Nicole Gehring

Saarbrücken

2015



Tag des Kolloquiums: 06.08.2015

Dekan: Prof. Dr.-Ing. G. Frey

Mitglieder des
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Kurzfassung

Während für durch gewöhnliche Differentialgleichungen beschriebene Systeme eine

Vielzahl an bekannten Verfahren zur Parameteridentifikation zur Verfügung stehen,

basieren jene für Systeme unendlicher Dimension (wie Transportprozesse oder Lei-

tungsprobleme) häufig auf endlichdimensionalen Ersatzmodellen. Der hier vorgestellte

algebraische Zugang kommt ohne derartige Approximationen aus und ist in diesem

Sinne exakt. Er nutzt neben der Laplace-Transformation mit dem Ritt-Algorithmus

und dem Buchberger-Algorithmus zur Berechnung von Gröbner-Basen Methoden der

kommutativen und Differentialalgebra, um eine einfache polynomiale Gleichung als Be-

ziehung zwischen konzentrierten Messsignalen und den unbekannten Systemparametern

herzuleiten. Letztlich erfordert die Berechnung der Parameter lediglich die Auswertung

von Faltungsprodukten der Trajektorien gemessener Größen. In der Arbeit wird neben

einem allgemeinen Algorithmus zur Identifikation der Parameter in partiellen Differen-

tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ein entsprechendes Vorgehen für spezielle

Gleichungen mit ortsabhängigen Koeffizienten diskutiert. Unterstützt sowohl durch Si-

mulationsergebnisse als auch durch eine Messung illustrieren zahlreiche Fallstudien die

Anwendung der algebraischen Methode zur Parameteridentifikation auch auf weitere

Systemklassen wie beispielsweise fraktionale Systeme.

Abstract

While a wide range of methods of identification is known for finite-dimensional sys-

tems, this is not the case for systems of infinite dimension (such as transmission or

diffusion processes). As a result, most methods rely on finite-dimensional approxima-

tions. In contrast, the algebraic approach presented here is an exact method that does

not require any approximations. It derives simple polynomial equations relating the

concentrated measurements and the unknown parameters by using the Laplace trans-

form and applying methods of commutative and differential algebra such as the Ritt

algorithm and the Buchberger algorithm for computing Gröbner bases. In the end, the

identification of parameters requires only the calculation of convolution products of

measurement signals. In addition to presenting the general identification procedure for

partial differential equations with constant coefficients, this thesis discusses an equi-

valent approach for partial differential equations with spatially dependent coefficients.

Reviewing a manifold of case studies, simulation results and experimental data serve to

illustrate the identification method. They also show the applicability of the algebraic

approach to a broader spectrum of systems such as fractional systems.





Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

2 Herleitung von Identifikationsgleichungen für lineare partielle Diffe-

rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 7

2.1 Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Herleitung einer Identifikationsgleichung am Beispiel einer schwingenden

Saite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 Herleitung von Messgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.4 Aufstellen des Eliminationsproblems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.5 Herleitung einer Identifikationsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.6 Identifizierbarkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.7 Anmerkung zum Fall inhomogener Anfangsbedingungen . . . . . . . . . 24

3 Parameteridentifikation 27

3.1 Erzeugen neuer Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Algebraische Identifikation der Parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Kapitel 1

Einleitung

In vielen technischen Systemen hängen die Systemgrößen nicht nur von der Zeit son-

dern auch von einer Ortsvariable ab; beispielsweise die Temperaturverteilung bei ther-

mischen Prozessen, elastische Strukturverformungen in der Mechanik oder die Diffusion

und der Transport von Medien. Die mathematische Beschreibung derartiger dynami-

scher Prozesse führt auf partielle Differentialgleichungen (Dgln.), die im systemtheo-

retischen Kontext als Systeme mit verteilten Parametern oder Systeme unendlicher

Dimension bezeichnet werden. Künftig wird eine wachsende Zahl technologischer Pro-

zesse eine Berücksichtigung der Ortsabhängigkeit der Systemgrößen in den sich stel-

lenden Regelungsaufgaben erfordern, um unter anderem Anforderungen an Dynamik,

Präzision oder Leichtbau gerecht zu werden.

In den letzten zwei Jahrzehnten wurden beispielsweise im Rahmen des flachheitsba-

sierten Entwurfs oder des sogenannten Backsteppings leistungsfähige Methoden sowohl

für die Steuerung als auch für die Regelung derartiger Systeme entwickelt [Rud03a,

Rud03b, KS08]. Die Anwendung der modellbasierten Verfahren setzt dabei die Kennt-

nis eines die Regelstrecke hinreichend gut beschreibenden mathematischen Modells

voraus. Während die Struktur der Modelle aus einer physikalischen Modellbildung her-

vorgeht, müssen deren Parameter oft experimentell bestimmt werden.

Mit wenigen Ausnahmen basieren bekannte Methoden zur Identifikation von Para-

metern in linearen Systemen unendlicher Dimension auf endlichdimensionalen Ersatz-

modellen – vgl. exemplarisch [GR95, CB02] sowie [PG76, Kub77] für eine ausführliche,

wenn auch nicht ganz aktuelle Übersicht – nicht zuletzt, da für letztere Klasse eine Viel-

zahl an Methoden zur Parameteridentifikation zur Verfügung stehen [Lju87]. Geeignete

Ersatzmodelle werden beispielsweise durch eine Diskretisierung der Ortsvariable oder

eine modale Entwicklung der Lösung gewonnen. Die Notwendigkeit einer Approxima-

tion unterscheidet die meisten anderen Identifikationsmethoden vom hier vorgestellten

algebraischen Ansatz, der sich einer Integraltransformation zur Algebraisierung bzgl.

der Ortsvariable bedient und damit die Charakterisierung der Methode als algebraisch

motiviert.

Die Idee der Verwendung einer Integraltransformation im Rahmen der Parameter-

identifikation geht auf [Shi54] im Zusammenhang mit Systemen endlicher Dimension

in Form einer Eingangs-Ausgangs-Gleichung zurück. Dabei dienen harmonische Funk-
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tionen als Integralkern, um Ableitungen der bekannten Eingangs- und Ausgangssignale

zu vermeiden. Ein entsprechender Ansatz findet sich in [PG66] für Systeme unendlicher

Dimension, setzt jedoch die nur schwer realisierbare Kenntnis von verteilten Messgrößen

voraus. Die Messung ortsabhängiger Größen wird auch in [DR94, BSDR97, OB00] für

die Identifikation der Parameter örtlich verteilter Systeme angenommen, wodurch die

Einsatzmöglichkeiten dieser Verfahren wesentlich eingeschränkt werden.

Basierend auf [Shi54] kam in [FSR03] mit der Laplace-Transformation eine spezielle

Integraltransformation zum Einsatz (siehe auch [SRGRCRLJ14]). Der zunächst nur für

lineare gewöhnliche Differentialgleichungen vorgestellte Ansatz konnte schon wenige

Jahre später auf lineare Totzeitsysteme [BRF06, BRF09] übertragen werden. Zeitgleich

gelang in [RW07] die Erweiterung auf die Identifikation von Parametern für lineare

örtlich eindimensionale partielle Dgln. (erster und) zweiter Ordnung mit konstanten

Koeffizienten aus konzentrierten Messsignalen.

Im Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall treten bei der Laplace-Transforma-

tion von Totzeitsystemen spezielle (transzendente) Operatoren auf, beispielsweise der

Totzeitoperator e−τs; die Gleichungen sind nicht mehr algebraisch in den Parametern.

Um dennoch die Parameter in den in s transzendenten Funktionen identifizieren zu

können, wird die Kenntnis jener Dgln. genutzt, denen die Funktionen bzgl. der kom-

plexen Veränderlichen s der Laplace-Transformation genügen. Dadurch ergeben sich

Gleichungen, die im Zeitbereich einfach zu interpretieren sind. Letztlich müssen zur

Berechnung der Parameter lediglich Faltungsprodukte der Messsignale ausgewertet

werden. Erschwerend kommt jedoch hinzu, dass die zu identifizierenden Parameter

in polynomialer Form auftreten, wohingegen die Gleichungen im endlichdimensionalen

Fall linear in diesen waren.

Zur Veranschaulichung des algebraischen Identifikationszugangs wird das einfache

Totzeitsystem aus [RW07] aufgegriffen. Setzt man darin b = 1, so gilt

ẏ(t) = ay(t) + u(t− τ) (1.1)

mit dem um die unbekannte Totzeit τ > 0 verzögerten Eingang u. Für die Messgrößen

u und y, auf Basis derer die Systemparameter a und τ zu identifizieren sind, werden

homogene Anfangsbedingungen

y(0) = 0, u(t) = 0, t ∈ [−τ, 0]

angenommen. Dann folgt durch Laplace-Transformation von (1.1)

(s− a)ŷ = ûe−τs, (1.2)

wobei ŷ und û die Transformierten von y und u bezeichnen. Diese Gleichung lässt

sich zwar nach der unbekannten Totzeit τ auflösen, eine Rücktransformation in den

Zeitbereich ist nach der Umformung nicht möglich.

Da der Totzeitoperator e−τs mit
(
d

ds
+ τ

)
e−τs = 0
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einer (bekannten) Dgl. bzgl. der komplexen Veränderlichen s der Laplace-Transformati-

on genügt, wird es im Folgenden möglich sein, eine im Parameter algebraische Gleichung

zu ermitteln. Die Anwendung des entsprechenden Differentialoperators d
ds

+ τ auf die

nach dem Totzeitoperator aufgelöste Gleichung (1.2) ermöglicht dessen Elimination:

(
d

ds
+ τ

)
(s− a)ŷ

û
= 0.

Nach elementaren Umformungen ergibt sich daraus

(1− as−1)(ûŷ′ − û′ŷ) + a−1ûŷ = −τ(1− as−1)ûŷ, (1.3)

mit x̂′ = dx
ds

der Ableitung nach s. Im Gegensatz zu (1.2) ist (1.3) algebraisch in den

Parametern.

Da in (1.3) keine positiven Potenzen der komplexen Veränderlichen s auftreten,

werden bei der Rücktransformation in den Zeitbereich Zeitableitungen der Messgrößen

u und y vermieden1, und es gilt

a

∫ t

0

ȳ1(σ) dσ + aτ

∫ t

0

ȳ2(σ) dσ + τ ȳ2(t) = ȳ1(t) +

∫ t

0

ȳ2(σ) dσ (1.4)

mit

ȳ1 = t̄u ∗ y − u ∗ t̄y
ȳ2 = u ∗ y

und der identischen Abbildung t̄ : t 7→ t. Da die Gl. (1.4) algebraisch (und nicht

transzendent) in den zu identifizierenden Parametern a und τ ist, lassen sich diese mit

Hilfe bekannter Methoden aus [Lju87] oder entsprechend [BRF06, RW07] identifizieren,

d.h., aus den Faltungsprodukten der Messsignale berechnen.

Da das Totzeitsystem (1.1) äquivalent als Kopplung einer gewöhnlichen Dgl.

ẏ(t) = ay(t) + w(`, t)

und einer partiellen Dgl.

∂zw(z, t) +
`

τ
∂tw(z, t) = 0, z ∈ [0, `], t ≥ 0

mit der Randbedingung w(0, t) = u(t) und der homogenen Anfangsbedingung w(z, 0) =

0 dargestellt werden kann, liegt eine Übertragung des algebraischen Zugangs auf par-

tielle Dgln. nahe, wie in [RW07] für solche erster und zweiter Ordnung geschehen. Die

Grundidee der algebraischen Identifikation besteht dabei darin, zunächst einen Zu-

sammenhang zwischen (mindestens) zwei konzentrierten Messgrößen herzuleiten, um

auf diese Weise eine Art Eingangs-Ausgangs-Gleichung für das unendlichdimensionale

System zu gewinnen. Durch (teilweise umfangreiche) Umformungen und Manipulatio-

nen dieser Beziehung ergeben sich in den zu identifizierenden Parametern polynomiale

1Ggf. lässt sich das stets durch die (wiederholte) Multiplikation von (1.3) mit s−1 sicherstellen.
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Gleichungen, deren Koeffizienten sich als einfache Faltungsprodukte der Messsignale

darstellen, sogenannte Identifikationsgleichungen.

Die in dieser Arbeit vorgestellte algebraische Methode verallgemeinert den Ansatz

aus [RW07] auf lineare örtlich eindimensionale partielle Dgln. beliebiger Ordnung mit

konstanten Koeffizienten und zumindest exemplarisch auf solche mit ortsabhängigen

Koeffizienten [GKRW12a, GKRW12b, GKRW12c]. Darüber hinaus werden Potentiale

der Erweiterung auf weitere Systemklassen wie beispielsweise lineare fraktionale Sys-

teme [GR12, GR13] und örtlich zweidimensionale Systeme [GRS12a, GRS12b, SGR13]

aufgezeigt. Der Identifikationsalgorithmus ermöglicht dabei insbesondere die Identi-

fikation jener Systemparameter, die keiner oder nur schwer einer direkten Messung

zugänglich sind, und normalerweise aufwendig experimentell bestimmt werden müssen.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. Im Anschluss an diese Ein-

leitung wird in Kapitel 2 die Herleitung von Identifikationsgleichungen allgemein für

lineare partielle Dgln. mit konstanten Koeffizienten dargestellt. Ausgehend von der

Laplace-Transformierten des partiellen Differentialgleichungssystems werden aus der

Lösung der resultierenden gewöhnlichen Dgln. Beziehungen zwischen den konzentrier-

ten Messgrößen ermittelt. In diesen sogenannten Messgleichungen treten in s transzen-

dente Funktionen auf. Für deren Elimination mit Hilfe des Ritt-Algorithmus der Diffe-

rentialalgebra kommen jene Dgln. zum Einsatz, denen die transzendenten Funktionen

bzgl. s genügen, und die im Kapitel systematisch hergeleitet werden. Als Ergebnis er-

geben sich in den unbekannten Parametern polynomiale Identifikationsgleichungen. In

Kapitel 2 wird zudem die Frage der Identifizierbarkeit der Systemparameter diskutiert.

Basierend auf einer Identifikationsgleichung widmet sich Kapitel 3 schwerpunkt-

mäßig der Lösung des zugehörigen polynomialen Parameterproblems. Dafür werden

neben dem Zugang der Überparametrierung aus [RW07] weitere Ansätze zur Lösung

der polynomialen Gleichungen angegeben, die vom Ritt-Algorithmus und vom Buch-

berger-Algorithmus (der kommutativen Algebra) Gebrauch machen. Das Kapitel gibt

außerdem Hinweise zur systematischen Unterdrückung von Störungen der Messsigna-

le im Zusammenhang mit der algebraischen Identifikation, sowie zur Implementierung

der Identifikationsalgorithmen. Darüber hinaus erfolgt ein Vergleich des algebraischen

Zugangs mit verwandten Identifikationsmethoden.

Die theoretischen Ergebnisse aus den Kapiteln 2 und 3 finden in Kapitel 4 An-

wendung auf typische Beispiele partieller Dgln., wobei sowohl simulative als auch ex-

perimentelle Untersuchungen die Leistungsfähigkeit der algebraischen Identifikations-

methode unterstreichen. Mit einer Transportgleichung, einer elektrischen Leitung und

einem Euler-Bernoulli-Balken dienen dabei Systeme zunehmender Ordnung (bzgl. der

Ortsvariable) und Komplexität als Fallstudien.

In Kapitel 5 wird die Methode zumindest exemplarisch auf Systeme erweitert, die

durch lineare partielle Dgln. mit ortsabhängigen Koeffizienten beschrieben werden. Die

Herleitung von Beziehungen zwischen den Messgrößen gestaltet sich dabei insofern

anspruchsvoller als im Fall konstanter Koeffizienten, als dass die Lösung von Dgln. mit

ortsabhängigen Koeffizienten im Allgemeinen nicht-trivial ist. Mit dem schweren Seil

und einer ringförmigen Platte werden Beispiele mit bekannter Lösung diskutiert. Sie
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illustrieren, dass der algebraische Zugang für diese Systemklasse im Wesentlichen mit

jenem für die Systeme in Kapitel 2 übereinstimmt.

Kapitel 6 fasst schließlich diverse Anwendungen der algebraischen Identifikation auf

weitere Systemklassen zusammen. Mit einer hydraulischen Leitung wird der Zugang

zunächst auf ein örtlich zweidimensionales System angewandt. Es wird an Beispielen

illustriert, dass sich in fraktionalen Systemen sowohl deren nicht-ganzzahlige Ablei-

tungsordnungen (bzgl. der Zeit) algebraisch identifizieren lassen als auch die übrigen

Systemparameter. In Verallgemeinerung dessen wird gezeigt, dass sich die Ordnung

gewöhnlicher Dgln. in Form von Eingangs-Ausgangs-Gleichungen ohne Eingangsablei-

tungen eindeutig aus den Verläufen von Eingang und Ausgang berechnen lässt. Ab-

schließende Bemerkungen zu nichtlinearen und örtlich mehrdimensionalen partiellen

Dgln. geben einen ersten Ausblick in Bezug auf Erweiterungen des algebraischen Zu-

gangs und schließen somit direkt an die Zusammenfassung in Kapitel 7 an.
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Kapitel 2

Herleitung von

Identifikationsgleichungen für

lineare partielle

Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizienten

Die systematische Herleitung einer sogenannten Identifikationsgleichung für lineare

partielle Dgln. mit konstanten Koeffizienten, wie im Folgenden beschrieben und in

Ansätzen im Rahmen von [GKRW12c] präsentiert, stellt ein wesentliches Ergebnis die-

ser Arbeit dar. Eine Identifikationsgleichung stellt dabei die konzentrierten Messgrößen

des Systems in Relation mit dessen Parametern. Auf der Basis dieser exakten Bezie-

hung, für deren Herleitung keinerlei Approximationen des zugrunde liegenden unend-

lichdimensionalen Systems erforderlich sind, lassen sich die Parameter ermitteln.

Der in Abbildung 2.1 schematisch dargestellte Algorithmus zur algebraischen Iden-

tifikation der Systemparameter lässt sich grob in vier Schritte unterteilen:

1.) die Überführung der partiellen Dgln. in gewöhnliche unter Verwendung der La-

place-Transformation,

2.) das Herstellen von Zusammenhängen zwischen den konzentrierten Messgrößen,

sog. Messgleichungen, ausgehend von der Lösung des Randwertproblems,

3.) die Herleitung von Identifikationsgleichungen durch Elimination der transzen-

denten Funktionen in den Messgleichungen (mit Hilfe des Ritt-Algorithmus),

4.) die Identifikation der Parameter basierend auf den Identifikationsgleichungen

(s. Kapitel 3).

Der erste Schritt motiviert die Bezeichnung der Identifikationsmethode als algebraisch,

da durch die Laplace-Transformation eine Algebraisierung bzgl. der Zeit erfolgt. Die

Namensgebung geht auf den Aufsatz in [FSR03] zurück, worin der algebraische Ansatz
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System System

Laplace-Transformation

(im Ort z) gewöhnliche

Differentialgleichungen

transformierte
Rand-

bedingungen

Lösung des
Randwertproblems
Abschnitt 2.3

Rand-
bedingungen
in Gl. (2.1b)

homogene
Anfangs-

bedingungen

partielle Differentialgleichungen
(in Ort z und Zeit t)

in Gl. (2.1a)

konzentrierte Messgrößen

in Gl. (2.1c)

Elimination der
transzendenten Funktionen
Abschnitte 2.4 und 2.5

Messgleichungen
(Beziehungen zwischen Messgrößen)

in Gl. (2.13)

Identifikationsgleichungen
(polynomial in Systemparametern)

in Gl. (2.3)

inverse
Laplace-Transformation

Identifikation
(Lösung des Parameterproblems)

Kapitel 3

Laplace-Transformation

Umformungen

Abbildung 2.1: Vereinfachte schematische Darstellung der Vorgehensweise bei der algebrai-

schen Identifikation von Parametern.

für gewöhnliche Dgln. vorgeschlagen wurde. Durch die Laplace-Transformation gehen

diese gewöhnlichen Gln. in algebraische über, wobei die anschließend auf dieser Basis

durchgeführten Operationen – insbesondere die algebraische Ableitung d
ds

nach der

komplexen Veränderlichen s der Laplace-Transformation – zur Extraktion bzw. zur

Berechnung der Systemparameter rein algebraischer Natur sind.

Im Folgenden wird zunächst die Problemstellung für die Identifikation in Form der

betrachteten Systemklasse und der verfügbaren Messgrößen formuliert. Einem exem-

plarischen Ansatz zur Lösung dieses Problems schließt sich ein systematischer Algo-

rithmus zur Herleitung von Identifikationsgleichungen in den Abschnitten 2.3–2.5 an,

der im Wesentlichen den zuvor aufgeführten ersten drei Phasen der algebraischen Iden-

tifikation entspricht. Abschließend finden sich Bemerkungen zur Identifizierbarkeit der

Parameter sowie zum Fall inhomogener Anfangsbedingungen für die partiellen Dgln.,

die sonst als homogen angenommen werden. Die eigentliche Berechnung und damit

Identifikation der Systemparameter erfolgt auf der Basis der Identifikationsgleichung

und wird in Kapitel 3 behandelt.
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2.1 Problemstellung

Betrachtet werden Systeme, deren verteilte Größen w1, . . . , wq sowohl vom Ort z als

auch von der Zeit t abhängen. Das mathematische Modell des örtlich eindimensionalen

Systems besteht aus q homogenen, linear unabhängigen partiellen Dgln.

α∑

j=0

β∑

k=0

q∑

`=1

ai,j,k,`∂
k
t ∂

j
zw`(z, t) = 0, i = 1, . . . , q (2.1a)

mit konstanten Koeffizienten ai,j,k,`, homogenen Anfangsbedingungen und geeigneten

Randbedingungen

α∑

j=0

β∑

k=0

γ∑

m=0

q∑

`=1

bi,j,k,m,`∂
k
t ∂

j
zw`(zm, t) =

β∑

k̄=0

r∑

¯̀=1

ci,k̄,¯̀
dk̄

dtk̄
v¯̀(t), i = 1, . . . , ᾱ, (2.1b)

worin v¯̀ konzentrierte Größen – beispielsweise Stelleingriffe – bezeichnen. Über ent-

sprechende Beziehungen

α∑

j=0

β∑

k=0

γ∑

m=0

q∑

`=1

bi,j,k,m,`∂
k
t ∂

j
zw`(zm, t) =

β∑

k̄=0

r∑

¯̀=1

ci,k̄,¯̀
dk̄

dtk̄
v¯̀(t) + yi−ᾱ(t),

i = ᾱ + 1, . . . , ᾱ +N, (2.1c)

sind N konzentrierte Messgrößen yi definiert, die im Gegensatz zu den ebenfalls kon-

zentrierten Größen v¯̀ bekannt sind. Wird eine der Größen v̂¯̀ ebenfalls gemessen oder ist

aufgrund ihres Charakters als eine Stellgröße bekannt, so lässt sich dieser Sachverhalt

über eine entsprechende Gl. der Form (2.1c) berücksichtigen.

Die Aufgabe besteht in der Bestimmung der Systemparameter ai,j,k,`, bi,j,k,m,`, ci,k̄,¯̀ ∈
R, zumindest sofern möglich, aus den konzentrierten Messgrößen y = (y1, . . . , yN)T .

Man beachte, dass aufgrund der homogenen Anfangsbedingungen mindestens N = 2

Signale gemessen werden müssen, da – im Wesentlichen – für eine Identifikation der

Systemparameter die Reaktion des Systems auf eine bekannte Anregung vorhanden

sein muss. Allgemein gelte

N ≥ 1 + r. (2.2)

Die Lösung dieser Aufgabe soll auf dem Ansatz aus [RW07] aufsetzen, um unter

Verwendung der Laplace-Transformation eine als Identifikationsgleichung bezeichnete

Beziehung

F (s−1,θ, ŷ, ŷ′, ŷ′′, · · · ) = 0 (2.3)

herzuleiten. Die ggf. vektorielle Funktion F sei polynomial in all ihren Argumenten,

also dem Reziproken der komplexen Veränderlichen s der Laplace-Transformation, dem

Parametervektor θ als Untermenge der Systemparameter sowie den Messgrößen ŷ und

einer endlichen Anzahl deren Ableitungen nach s. So ergibt sich aus der Darstellung

von F im Zeitbereich ein polynomiales Problem in den zu identifizierenden Parametern

θ, das als Grundlage für die Identifikation in Kapitel 3 dient.
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0

M

z

w(z, t)

y`(t)

`

Abbildung 2.2: Schwingende Saite mit Punktmasse.

Definition 2.1 (Identifikationsgleichung). Eine Identifikationsgleichung ist eine Glei-

chung der Form (2.3), in der die Funktion F polynomial in all ihren Argumenten ist.

Als Identifikationsgleichung wird zudem die zugehörige Darstellung L−1{F} = 0 im

Zeitbereich bezeichnet.

2.2 Herleitung einer Identifikationsgleichung am

Beispiel einer schwingenden Saite

Betrachtet wird die ebene Bewegung einer schwingenden Saite der Länge `, an deren

einem Ende sich ein als Punktmasse modellierter Körper befindet und deren anderes

Ende frei beweglich ist (vgl. Abb. 2.2). Die Änderung der Auslenkung w der Saite wird

durch die Wellengleichung

∂2
zw(z, t)− µ2∂2

tw(z, t) = 0 (2.4a)

und die Randbedingungen

m∂2
tw(0, t) = ∂zw(0, t), w(`, t) = y`(t) (2.4b)

beschrieben, wobei µ den Kehrwert der Ausbreitungsgeschwindigkeit bezeichnet und

m den Quotienten der Masse am Ende der Saite und der Zugspannung in der Saite.

Als Messgrößen steht neben y` die Auslenkung der Last zur Verfügung:

y0(t) = w(0, t), y`(t) = w(`, t). (2.4c)

Zunächst wird eine Beziehung zwischen den Messgrößen (2.4c) benötigt. Aus der

Laplace-Transformierten1

d2ŵ

dz2
(z)− µ2s2ŵ(z) = 0

von (2.4a) mit ŵ = L{w} erhält man für homogene Anfangsbedingungen die Lösung

ŵ(z) =
1

2
(eµsz + e−µsz)ŵ(0) +

1

2µs
(eµsz − e−µsz)

dŵ

dz
(0) (2.5)

1vgl. Abschnitt A.1
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in Abhängigkeit der Randwerte bei z = 0. Unter Berücksichtigung der Randbedingun-

gen (2.4b) und der Definition der Messsignale (2.4c) ergibt sich daraus

ŷ` =
1

2µ
(ms+ µ)ŷ0 eµs` − 1

2µ
(ms− µ)ŷ0 e−µs`. (2.6)

Man erkennt, dass die zu identifizierenden Parameter als Argumente der transzenden-

ten Fundamentallösungen auftreten, weshalb (2.6) nicht direkt nach diesen aufgelöst

werden kann.

In dem Bestreben, die beiden Exponentialfunktionen eµs` und e−µs` zu eliminieren,

wird diese Beziehung zwischen den beiden Messsignalen nach s abgeleitet. Zusammen

mit (2.6) erhält man auf diese Weise ein Gleichungssystem, das nach den Exponenti-

alfunktionen aufgelöst werden kann:

eµs` =
`mµs− lµ2 −m
`m2s2 − lµ2 −m

ŷ`
ŷ0

+
ms− µ

`m2s2 − lµ2 −m

(
ŷ`
ŷ0

)′

e−µs` =
−`mµs− lµ2 −m
`m2s2 − lµ2 −m

ŷ`
ŷ0

+
ms+ µ

`m2s2 − lµ2 −m

(
ŷ`
ŷ0

)′
.

Diese Ausdrücke werden in der zweiten Ableitung von (2.6) nach s ersetzt. Das führt

mit

(m+ `µ2)
(
ŷ2

0 ŷ
′′
` − 2ŷ0ŷ

′
0ŷ
′
` + 2(ŷ′0)2ŷ` − ŷ0ŷ

′′
0 ŷ`
)
− `2µ2

(
3m+ `µ2 −m2`s2

)
ŷ2

0 ŷ`

−m2`
(
s2
(
ŷ2

0 ŷ
′′
` − 2ŷ0ŷ

′
0ŷ
′
` + 2(ŷ′0)2ŷ` − ŷ0ŷ

′′
0 ŷ`
)

+ 2s(ŷ0ŷ
′
0ŷ` − ŷ2

0 ŷ
′
`) + 2ŷ2

0 ŷ`
)

= 0,

(2.7)

auf eine Gleichung, die polynomial ist in den (transformierten) Messgrößen ŷ0 und ŷ`
sowie deren erster und zweiter Ableitung nach s, den Parametern `, m und µ sowie der

komplexen Veränderlichen s selbst. Folglich ist eine Interpretation im Zeitbereich sehr

einfach, insbesondere nachdem (2.7) mit s−2 multipliziert wurde, um Ableitungen der

Messgrößen nach der Zeit zu vermeiden. Auf die Frage, welche der drei Parameter sich

daraus tatsächlich ermitteln lassen wird später eingegangen.

2.3 Herleitung von Messgleichungen

Zur Herleitung von Messgleichungen als Zusammenhängen zwischen den (transformier-

ten) Messgrößen in ŷ = L{y} wird für die Laplace-Transformation von (2.1a) eine

Darstellung erster Ordnung eingeführt:

dx̂

dz
(z) = Âx̂(z), Â ∈ R(s)n×n, (2.8)

mit x̂(z) ∈ Rn. Dabei bezeichnet n die Ordnung des Gleichungssystems (2.1a) bzgl.

des Ortes z. Im Gegensatz zu den Betrachtungen in [KW13], die in großen Teilen

mit jenen in diesem Abschnitt übereinstimmen, sind hier die Einträge der Matrix Â
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rational und nicht polynomial2 in s. Die zu (2.8) gehörenden Laplace-transformierten

Randbedingungen (2.1b) und der Definitionen (2.1c) der Messsignale können in der

Form

γ∑

m=0

B̂m,1x̂(zm) + Ĉ1v̂ = 0 (2.9a)

γ∑

m=0

B̂m,2x̂(zm) + Ĉ2v̂ = ŷ (2.9b)

angegeben werden, mit v̂ = (v̂1, . . . , v̂r)
T und in s polynomialen Matrizen B̂m,1 ∈

R[s]n×n, B̂m,2 ∈ R[s]N×n, Ĉ1 ∈ R[s]n×r, Ĉ2 ∈ R[s]N×r.

In der allgemeinen Lösung

x̂(z) = Φ̂(z)x̂(0) (2.10)

von (2.8) bezeichnet Φ̂(z) = eÂz die Matrix-Exponentialfunktion. Setzt man die Lösung

in (2.9) ein, so ergibt sich die in s und den Einträgen von Φ̂(zm) polynomiale Block-

matrix P̂ ∈ R(n+N)×(n+r) mit
(∑γ

m=0 B̂m,1Φ̂(zm) Ĉ1

∑γ
m=0 B̂m,2Φ̂(zm) Ĉ2

)

︸ ︷︷ ︸
P̂

(
x̂(0)

v̂

)

︸ ︷︷ ︸
ξ̂

=

(
0

ŷ

)
, (2.11)

wobei R einen Polynomring in den Einträgen von Φ̂(zm), m = 0, . . . , γ über dem

Ring R[s] der Polynome in der komplexen Veränderlichen der Laplace-Transformation

bezeichnet. Aufgrund der Annahme N ≥ 1 + r (vgl. (2.2)) weist P̂ mehr Zeilen als

Spalten auf. Daher existiert

Û =

(
Û1

Û2

)
=

(
Û1,1 Û1,2

Û2,1 Û2,2

)
, Û1 ∈ R(n+r)×(n+N), Û2 ∈ R(N−r)×(n+N)

mit einer linksteilerfremden Matrix Û2,2 derart, dass

Û P̂ =

(
ˆ̄P

0(N−r)×(n+N)

)

bzw.

ˆ̄P ξ̂ = Û1,2ŷ (2.12a)

0 = Û2,2ŷ (2.12b)

gilt. Da R kein Bézout-Ring ist [Zer00], kann eine linksteilerfremde Matrix Û2,2 zwar

nicht immer zu einer unimodularen Matrix Û ergänzt werden, auf die Bedeutung der

2Durch eine Einschränkung auf polynomiale Einträge ließe sich mit der Darstellung erster Ordnung

nicht allgemein die Laplace-Transformation von (2.1a) darstellen (vgl. z.B. die normierte Wellenglei-

chung mit Kelvin-Voigt-Dämpfung (z.B. [CLL98]): wzzt + wzz = wtt).
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Multiplikation mit einer nicht unimodularen Matrix Û , durch die (2.11) und (2.12)

nicht äquivalent wäre, wird hier jedoch nicht weiter eingegangen (vgl. [KW13] für eine

vergleichbare Diskussion).

Während (2.12a) im Wesentlichen den Anfangswert x̂(0) und die unbekannten

Größen in v̂ in Abhängigkeit von ŷ definiert, liegt mit (2.12b) eine Beziehung zwischen

den Messsignalen vor. Diese im Folgenden als Messgleichungen bezeichneten N − r

Beziehungen lassen sich in der Form

D̂ŷ = 0, D̂ ∈ R(N−r)×N (2.13)

angeben3. Die Gleichung ist damit polynomial in den Messgrößen ŷ, der komplexen

Veränderlichen s sowie den Einträgen φ̂i,j(zm) = eTi Φ̂(zm)ej von Φ̂(zm), mit ej dem

Einheitsvektor mit einer Eins in der j-ten Zeile.

Definition 2.2 (Messgleichung). Eine Messgleichung ist eine Gleichung der Form

(2.13), in der die Einträge der Matrix D̂ polynomial in all ihren Argumenten sind.

Da die transzendenten Funktionen φ̂i,j(zm) nichtlinear von den zu identifizieren-

den Parametern abhängen, muss als nächstes geklärt werden, wie sich diese aus den

Messgleichungen extrahieren lassen. In dieser Arbeit soll dafür im sich anschließenden

Abschnitt gezeigt werden, dass die Matrix-Exponentialfunktion Φ̂ einer Dgl. bzgl. s

genügt und sich deren Einträge φ̂i,j daher systematisch aus (2.13) eliminieren lassen.

2.4 Aufstellen des Eliminationsproblems

Wie aus der Herleitung einer Identifikationsgleichung für die schwingende Saite hervor-

geht, besteht eine wesentliche Aufgabe in der Elimination der dem Fundamentalsystem

von (2.8) entsprechenden transzendenten Funktionen in der Lösung (2.10). Möglich ist

dies stets unter Berücksichtigung jener Dgln., denen diese Funktionen bzgl. s genügen.

Für eine systematische Herleitung der Dgln. wird von der Darstellung erster Ord-

nung in (2.8) ausgegangen. Die zu Â gehörende Matrix-Exponentialfunktion lässt sich

unter Verwendung der Matrix V̂ der Eigen- und Hauptvektoren von Â und der Jordan-

Matrix Ĵ in der Form

Φ̂(z) = eÂz = V̂ eĴzV̂ −1 (2.14)

darstellen.

Um aus der Ableitung von (2.14) nach s,

Φ̂′(z) = V̂ ′eĴzV̂ −1 + V̂ (eĴz)′V̂ −1 + V̂ eĴz(V̂ −1)′, (2.15)

eine autonome Dgl. in Φ̂ zu erhalten, macht man sich zu Nutze, dass einerseits V̂ −1V̂ ′+

(V̂ −1)′V̂ = 0 aufgrund der Regularität von V̂ gilt und andererseits für jede quadratische

3Im Kontext der Gröbner-Basen (vgl. Abschnitt A.2) lassen sich derartige Beziehungen unter Ver-

wendung des Buchberger-Algorithmus für ein aus den Gleichungen von (2.11) definiertes Ideal berech-

nen.
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Matrix M̂ mit analytischen Einträgen in s [Sni64, Wil67]

(eM̂)′ =

∫ 1

0

eτM̂M̂ ′e(1−τ)M̂dτ.

Damit folgt für (2.15)

Φ̂′(z) = −V̂ (V̂ −1)′V̂ eĴzV̂ −1 + V̂

∫ 1

0

eτ ĴzĴ ′ze(1−τ)ĴzdτV̂ −1 − V̂ eĴzV̂ −1V̂ ′V̂ −1

bzw. unter Berücksichtigung der Definition (2.14) von Φ̂

Φ̂′(z) = −V̂ (V̂ −1)′Φ̂(z) + V̂

∫ 1

0

eτ ĴzĴ ′ze(1−τ)ĴzdτV̂ −1 − Φ̂(z)V̂ ′V̂ −1.

Die Diagonalmatrix Ĵ ′ und die Block-Diagonalmatrix eτ Ĵz kommutieren aufgrund ihrer

speziellen Struktur. Damit führt das erneute Einsetzen von (2.14) auf die gesuchte

Matrix-Dgl.

Φ̂′(z) = Ŵ Φ̂(z) + z(ÂŴ + Â′ − Ŵ Â)Φ̂(z)− Φ̂(z)Ŵ (2.16)

mit Ŵ = V̂ ′V̂ −1.

Basierend auf [RW07] ist im Anhang B.2 eine alternative Herleitung des Differenti-

algleichungssystems bzgl. s für die Fundamentallösungen angegeben (vgl. (B.16)). Die

Herleitung geht zur Vereinfachung der Darstellung von einer skalaren verteilten Größe

w in (2.1a) aus, also q = 1. Da in jeder Darstellung erster Ordnung wie in (2.8) (für

die Laplace-Transformierte von (2.1a)) die Matrix Â entsprechend

T̂−1ÂT̂ =




F̂1 0 · · · 0

0 F̂2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 F̂q



, T̂ ∈ R(s)n×n (2.17)

transformiert werden kann [Ber09, Theorem 5.2.3], mit Matrizen

F̂i =




0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1

−f̂i,0 −f̂i,1 · · · · · · −f̂i,ni−1




in Frobenius-Form, stellt diese Vereinfachung keinerlei Beschränkung der Allgemeinheit

dar. Tatsächlich ist eine Überführung von (2.16) auf die Form (B.16) möglich.

Dafür wird von q = 1 und Â = F̂1 ausgegangen. Da die Matrix Â und ihr Expo-

nential kommutieren, lassen sich die n2 Gln. für die n2 Einträge von Φ̂ in (2.16) und

die n2 Gln. in

ÂΦ̂(z) = Φ̂(z)Â (2.18)
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zu n linear unabhängigen Gln. für n Komponenten von Φ̂ vereinfachen. Aufgrund der

Frobenius-Form von Â, können wegen (2.18) alle Komponenten von Φ̂ in Abhängigkeit

jener n der ersten Zeile dargestellt werden:

φ̂
T

1 = eT1 Φ̂

φ̂
T

i+1 = φ̂
T

i Â = φ̂
T

1 Â
i, i = 1, . . . , n− 1.

Als Ergebnis lässt sich (2.16) in der Form

ˆ̄P ( d
ds
, z)φ̂1(z) = 0 (2.19)

darstellen, mit der quadratischen Polynommatrix ˆ̄P ( d
ds
, z) ∈ R(s)[ d

ds
, z]n×n. Da der

Vektor Ŝ in (B.16) der ersten Zeile φ̂1 von Φ̂ entspricht, sind beide Darstellungen

äquivalent, also bis auf die Multiplikation mit einer unimodularen Matrix von links

identisch.

Für die im folgenden Abschnitt beschriebene systematisch Elimination der Einträge

φ̂i,j(zm) der Fundamentalmatrix aus den Messgleichungen (2.13) kann folglich entwe-

der auf die Matrix-Dgl. (2.16) zurückgegriffen werden – unter Berücksichtigung der

Kommutativität (2.18) – oder auf eine äquivalente Polynommatrix-Darstellung (2.19).

Damit die Elimination auf eine in s bzw. s−1 polynomiale Identifikationsgleichung (2.3)

führt (und somit eine einfache Interpretation im Zeitbereich zulässt), müssen die der

Elimination zugrunde liegenden Gleichungen die gleiche Polynomialität aufweisen.

Die Messgleichungen (2.13) sind offensichtlich polynomial in s sowie den Einträgen

φ̂i,j(zm). Gleiches gilt für die in Anhang B.2 hergeleitete Polynommatrix. Hingegen

werden in (2.16) aufgrund der Abhängigkeit von den Eigen- und Hauptvektoren in

V̂ die Einträge der Matrizen Ŵ allgemein irrationale Funktionen von s sein. Aus der

Transformation (2.17) über R(s) in Block-Frobenius-Form wird jedoch klar, dass sich

in Verallgemeinerung des Falls q = 1 in Anhang B.2 für jede (n×n)-Matrix Φ̂(z) = eÂz

unter Berücksichtigung von (2.18) eine Polynommatrix-Darstellung der Form (2.19)

für n Komponenten der Fundamentalmatrix angeben lässt. Folglich existiert für jedes

System (2.1a) partieller Dgln. mit Randbedingungen (2.1b) und konzentrierten Mess-

größen eine in s bzw. s−1 polynomiale Identifikationsgleichung (2.3).

Beispiel 4.1 (Schwingende Saite (Aufstellen des Eliminationsproblems))

Für die Laplace-Transformierte von (2.4a) kann eine Darstellung

dx̂

dz
(z) = Âx̂(z) =

(
0 1

µ2s2 0

)
x̂(z)

mit x̂ = (ŵ, dŵ
dz

)T angegeben werden. Deren Lösung führt unter Berücksichtigung der

Randbedingungen (2.4b) auf die Messgleichung

ŷ` = eT1 Φ̂(`)

(
ŷ0

ms2ŷ0

)
(2.20)
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als Beziehung zwischen den Messsignalen in (2.4c). Die Matrix-Exponentialfunktion

Φ̂(`) genügt entsprechend (2.16) der Matrix-Dgl.

Φ̂′(`) =

(
0 `

s

m`s 1
s

)
Φ̂(`)− Φ̂(`)

(
0 0

0 1
s

)
,

bei einer Wahl von

V̂ =

(
1
2

1
2√

m
2
s −

√
m
2
s

)
, Ĵ =

(√
ms 0

0 −√ms

)
.

Berücksichtigt man die Kommutativität von Â und ihrem Matrix-Exponential, also

ÂΦ̂(`) =

(
0 1

µ2s2 0

)(
φ̂1,1(`) φ̂1,2(`)

φ̂2,1(`) φ̂2,2(`)

)
=

(
φ̂1,1(`) φ̂1,2(`)

φ̂2,1(`) φ̂2,2(`)

)(
0 1

µ2s2 0

)
= Φ̂(`)Â

lassen sich die vier Dgl. für die vier Komponenten von Φ̂ auf jene zwei reduzieren,

die in der Messgleichung (2.20) auftreten und für die Elimination aus dieser benötigt

werden:

φ̂′1,1(`) = µ2`s φ̂1,2(`) (2.21a)

φ̂′1,2(`) =
`

s
φ̂1,1(`)− 1

s
φ̂1,2(`). (2.21b)

2.5 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Den Ausgangspunkt für die systematische Elimination der transzendenten Funktionen

φ̂i,j(zm) aus den Messgleichungen (2.13) stellen die Dgln. (2.16) sowie die Kommu-

tativität entsprechend (2.18) dar. Da sich diese Gleichungen alternativ als ein (ggf.

reduziertes) in φ̂i,j(zm) lineares Gleichungssystem der Form (2.19) schreiben lassen,

wie im vorangegangenen Abschnitt 2.4 gezeigt, wird hier von dieser Polynommatrix-

Darstellung ausgegangen.

Definiert man mit

ψ̂ = {φ̂i,j(zm)|i, j = 1, . . . , n ∧m = 0, . . . , γ}

die Menge aller zu eliminierenden Funktionen, dann lassen sich (2.19) sowie ggf. weitere

polynomiale Gleichungen in ψ̂ als multivariate differential-algebraische Gleichungen der

Form

fi(s, ŷ, ψ̂, ŷ
′, ψ̂

′
, . . . , θ̄) = 0, i = 1, . . . , σ (2.22)

angeben, mit der Menge θ̄ = {{ai,j,k,l}, {bi,j,k,l,m}, {ci,k̄,l̄}} der Systemparameter aus

(2.1). Im Folgenden werden die differentiellen Polynome fi vereinfachend als

fi(s, ŷ, ψ̂, θ̄), i = 1, . . . , σ
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geschrieben. Die unbekannten, konstanten Systemparameter θ̄ hängen im Gegensatz

zu den zu eliminierenden Größen in ψ̂ und den bekannten Messgrößen ŷ nicht von s

ab, d.h. θ̄
′
= 0.

Die Elimination von ψ̂ lässt sich systematisch durch eine verallgemeinerte Polynom-

division (für differentielle Polynome) bewerkstelligen [LG94]. Man macht sich leicht

klar, dass durch die Gültigkeit von (2.22) ebenfalls all jene Gleichungen erfüllt sind,

die durch Ableiten nach s sowie Addition, Skalierung und Multiplikation der fi daraus

hervorgehen, beispielsweise

d

ds
f1(s, ŷ, ψ̂, θ̄) + (θ̄1 + s2 − 2ŷ4)f2(s, ŷ, ψ̂, θ̄)f3(s, ŷ, ψ̂, θ̄) = 0.

So lassen sich durch geeignete Kombination der fi sukzessive Gleichungen gewinnen,

in denen die Elemente von ψ̂ nicht mehr auftreten.

Sei R(s){s, ŷ, ψ̂, θ̄} ein differentieller Polynomring über dem differentiellen Körper

R(s) der rationalen Ausdrücke in der komplexen Veränderlichen s der Laplace-Trans-

formation mit reellen Koeffizienten und der Ableitung d
ds

(vgl. Abschnitt A.3). Dann

erzeugt die Menge der differentiellen Polynome fi ∈ R(s){ŷ, ψ̂, θ̄}, i = 1, . . . , σ ein

differentielles Ideal4 I = [f1, . . . , fσ]. Vergleichbar mit dem Buchberger-Algorithmus

lassen sich mit dem Ritt-Algorithmus sogenannte charakteristische Mengen für eine

Monomordnung bestimmen [Rit50, Kol73]. Da hier die Größen in ψ̂ zu eliminieren

sind, wird

ψ̂ > θ̄ > ŷ (2.23)

definiert5, wobei für die Ableitungsordnung · · · > x′′ > x′ > x gilt (entsprechend

(A.4)).

Mit der Monomordnung (2.23) ergibt sich durch Nullsetzen der charakteristischen

Mengen Ai des differentiellen Ideals I ein Gleichungssystem (vgl. Abschnitt A.3.1)

A1(s, ŷ) = 0 (2.24a)

A2(s, θ̄, ŷ) = 0 (2.24b)

A3(s, θ̄, ψ̂1, ŷ) = 0 (2.24c)

A4(s, θ̄, ψ̂1, ψ̂2, ŷ) = 0 (2.24d)

...

Sollten differentielle Polynome A1 existieren, so kann anhand deren zugehöriger Dar-

stellungen im Zeitbereich geprüft werden, ob konkrete, gegebene Trajektorien t 7→ y(t)

die Gleichung L−1{A1} = 0 erfüllen. Dies liefert einen Anhaltspunkt dafür, ob ein

Systemmodell (2.1) ein reales System mit den Messsignalen y hinreichend gut abbildet

4Es wird (ohne wesentliche Einschränkung der Allgemeinheit) angenommen, dass alle differentiellen

Ideale in dieser Arbeit Primideale sind. Insbesondere für das im folgenden Abschnitt definierte spezielle

Ideal I∗ prüft man leicht, dass dieses prim ist.
5Während sämtliche theoretischen Betrachtungen für eine beliebige Monomordnung gelten, wird

in allen Beispielen in dieser Arbeit stets mit der lexikografischen Monomordnung gearbeitet, sofern

nicht gegenteilig spezifiziert (siehe Definition A.2).
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und damit eine Identifikation der Parameter θ̄ möglich ist. Noch wesentlicher sind die

Polynome A2, die unmittelbar auf Identifikationsgleichungen der Form (2.3) bzw.

F̄ (s−1, θ̄, ŷ) = 0 (2.25)

führen. Die Abhängigkeit von s−1 soll dabei hervorheben, dass es sich um einen in

s−1 polynomialen Ausdruck handelt. Für die über dem differentiellen Körper R(s)

definierten differentiellen Polynome kann eine solche Darstellung stets gefunden werden.

Bemerkung 5.1 (Komplexität der Elimination): Die Gleichungen in (2.19) sind linear

in den zu eliminierenden Größen ψ̂. Gleiches gilt folglich für die Menge der differenti-

ellen Polynome fi, von denen I erzeugt wird. Im Zusammenhang mit der Elimination

der ψ̂ könnte man in diesem Fall von linearer Eliminierbarkeit sprechen.

Hingegen existieren allgemeiner auch polynomiale Abhängigkeitsbeziehungen zwi-

schen den im Wesentlichen den Fundamentallösungen einer gewöhnlichen Dgl. ent-

sprechenden Größen ψ̂. So gilt für die Fundamentalmatrix Φ̂ der (ortsunabhängigen)

Matrix Â in der Darstellung (2.8) erster Ordnung stets die Liouvillesche Formel (vgl.

[BSMMl01])

det Φ̂(z) = eSpur(Â). (2.26)

Man erkennt unmittelbar, dass der Term auf der linken Seite dieser Gleichung nicht

linear in φ̂i,j(zm) bzw. ψ̂ ist. Es wird stark vermutet, dass diese und vergleichbare

Abhängigkeitsbeziehungen nicht aus den Polynomen in (2.19) hervorgehen, also nicht

im Ideal I liegen. Damit ist I nicht identisch zu einem Ideal, das det Φ̂(z) − eSpur(Â)

enthält.

Die Eliminierbarkeit ist bei Berücksichtigung dieser polynomialen Beziehung nicht

linear. Folglich steigt die Komplexität bei der Berechnung der charakteristischen Men-

gen (2.24) beträchtlich. Wie insbesondere das Beispiel der elektrischen Leitung in Ab-

schnitt 4.2 zeigt, kann es im Rahmen der Identifikation dennoch von Vorteil sein, der-

artige polynomiale Abhängigkeitsbeziehungen zu berücksichtigen.

Auf der Basis der Identifikationsgleichungen (2.25) stellt sich nunmehr die Frage,

ob sich sämtliche Systemparameter θ̄ aus beliebigen Trajektorien der Messsignale y

bestimmen lassen. Für die Beantwortung dieser Frage soll im folgenden Abschnitt wei-

terhin mit der Repräsentation (2.25) der Identifikationsgleichung im Bildbereich der

Laplace-Transformation gearbeitet werden, auch wenn eine analoge Betrachtung im

Zeitbereich möglich und im Zusammenhang mit den Trajektorien der Messsignale mit-

unter naheliegender wäre.

Beispiel 5.2 (Schwingende Saite (Identifikationsgleichungen))

Dass eine mit Hilfe des Ritt-Algorithmus ermittelte Identifikationsgleichung abhängig

von den der Elimination zu Grunde gelegten Polynome fi bzw. dem zugehörigen diffe-

rentiellen Ideal ist, kann leicht am Beispiel der schwingenden Saite erkannt werden.
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Mit ψ̂1 = φ̂1,1(`), ψ̂1 = φ̂1,2(`) ergeben sich aus (2.20) und (2.21)

f1 = ψ̂′1 − µ2`sψ̂2 (2.27a)

f2 = sψ̂′2 − `ψ̂1 + ψ̂2 (2.27b)

f3 = ŷ` − ψ̂1ŷ0 −ms2ψ̂2ŷ0 (2.27c)

f4 = ψ̂2
1 − µ2s2ψ̂2

2 − 1, (2.27d)

wobei man mit f4 die trigonometrische Identität

(
φ̂1,1(z)

)2 − µ2s
(
φ̂1,2(z)

)2
= 1

aus der Liouvilleschen Formel det Φ̂ = eSpur(Â) = 1 findet. Abhängig von der Defini-

tion des Ideals ergeben sich daraus unterschiedliche Beziehungen als Grundlagen für

Identifikationsgleichungen6:

I1 = [f1, f2, f3] : F1 = `m2µ2s2b̂1 = 0

I2 = [f2, f3, f4] : F2 = m3s4 (ms− µ) (ms+ µ)
(
m2s2ŷ2

0 + µ2ŷ2
`

)
b̂2 = 0

I3 = [f1, f3, f4] : F3 = `2m3µ4s3 (ms− µ) (ms+ µ) (ŷ` − ŷ0) (ŷ` + ŷ0) b̂2 = 0

I4 = [f1, f2, f3, f4] : F4 = `2m2µ2s2b̂2 = 0

mit

b̂1 = (m+ `µ2)
(
ŷ2

0 ŷ
′′
` − 2ŷ0ŷ

′
0ŷ
′
` + 2(ŷ′0)2ŷ` − ŷ0ŷ

′′
0 ŷ`
)
− `2µ2

(
3m+ `µ2 −m2`s2

)
ŷ2

0 ŷ`

−m2`
(
s2
(
ŷ2

0 ŷ
′′
` − 2ŷ0ŷ

′
0ŷ
′
` + 2(ŷ′0)2ŷ` − ŷ0ŷ

′′
0 ŷ`
)

+ 2s(ŷ0ŷ
′
0ŷ` − ŷ2

0 ŷ
′
`) + 2ŷ2

0 ŷ`
)

(2.28a)

b̂2 = `2m4s4ŷ4
0 − 2`m3s2ŷ4

0 + µ2
(
(ŷ′0)2ŷ2

` − 2ŷ0ŷ
′
0ŷ`ŷ

′
` + ŷ2

0(ŷ′`)
2
)

+ `µ2(2m+ `µ2)
(
ŷ4

0 − ŷ2
0 ŷ

2
`

)
+m2`2µ2s2

(
ŷ2

0 ŷ
2
` − 2ŷ4

0

)

−m2
(
s2
(
(ŷ′0)2ŷ2

` − 2ŷ0ŷ
′
0ŷ`ŷ

′
` + ŷ2

0(ŷ′`)
2
)

+ 2s
(
ŷ0ŷ
′
0ŷ

2
` − ŷ2

0 ŷ`ŷ
′
`

)
− ŷ4

0 + ŷ2
0 ŷ

2
`

)
.

(2.28b)

Für nicht verschwindende Systemparameter werden b̂1 = 0 und b̂2 = 0 von F1 = 0 und

F4 = 0 impliziert. Man erkennt, dass b̂1 = 0 mit der in (2.7) hergeleiteten Gleichung

übereinstimmt. Im Vergleich zu F1 und F4 weisen F2 und F3 eine größere Lösungsmenge

an Systemparametern auf, die die zugehörigen Gleichungen für gegebene Messsignale

erfüllen.

Das Beispiel unterstreicht die Beobachtung aus Bemerkung 5.1. Die Ideale I2, I3, I4,

in denen das nichtlineare Polynom f4 enthalten ist, weisen im Vergleich zu I1 charak-

teristische Mengen bzw. eine Identifikationsgleichung höherer Komplexität auf.

Beispiel 5.3 (Schwingende Saite (Definition der zu eliminierenden Funktionen))

Welcher Zusammenhang zwischen der Definition der zu eliminierenden Funktionen

6Aufgrund der umfangreichen symbolischen Berechnungen werden hier lediglich die A2(s, θ̄, ŷ) = 0

entsprechenden Gleichungen angegeben. Eine schrittweise Herleitung der charakteristischen Mengen

kann am Beispiel des Transportbandes in Abschnitt 4.1.1 nachvollzogen werden.



20
Herleitung von Identifikationsgleichungen für lineare partielle

Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

(bzw. des zugehörigen Ideals) und einer aus deren Elimination resultierenden Identi-

fikationsgleichung besteht, soll erneut am Beispiel der schwingenden Saite untersucht

werden. Der Einfachheit halber seien die Messgrößen

ŷ1 = ŵ(0), ŷ2 = ŵ(`), ŷ3 =
dŵ

dz
(`)

bekannt.

In einem ersten Ansatz zur Herleitung einer Identifikationsgleichung wird das Fun-

damentalsystem

Ŝ1(z) = eµsz, Ŝ2(z) = e−µsz

gewählt bzw. entsprechende Funktionen definiert. Folglich lässt sich die Lösung in Ab-

hängigkeit der Randwerte bei z = `, also der bekannten Randgrößen, als

ŵ(z) =
Ŝ2(z)Ŝ1(`) + Ŝ1(z)Ŝ2(`)

2
ŵ(`) +

Ŝ2(z)Ŝ1(`)− Ŝ1(z)Ŝ2(`)

2µs

dŵ

dz
(`) (2.29)

darstellen, woraus unmittelbar die Messgleichung als Beziehung zwischen ŷ1, ŷ2 und

ŷ3 folgt. Für die vier zu eliminierenden Funktionen ψ̂1 = Ŝ1(0), ψ̂2 = Ŝ2(0), ψ̂3 =

Ŝ1(`), ψ̂4 = Ŝ2(`) ergibt sich aus der Messgleichung und den Dgln. der ψi bzgl. s das

Gleichungssystem

2µsŷ1 = µs(ψ̂2ψ̂3 + ψ̂1ψ̂4)ŷ2 + (ψ̂2ψ̂3 − ψ̂1ψ̂4)ŷ3, (2.30a)

ψ̂′1 = 0, ψ̂′2 = 0, ψ̂3 = µ`ψ̂3, ψ̂4 = −µ`ψ̂4. (2.30b)

Basierend auf der Lösung (2.29) empfiehlt sich die alternative Definition der Funk-

tionen

T̂1(z) =
Ŝ2(z)Ŝ1(`) + Ŝ1(z)Ŝ2(`)

2
, T̂2(z) =

Ŝ2(z)Ŝ1(`)− Ŝ1(z)Ŝ2(`)

2µs
,

die ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. Erneut stellt man fest, dass die Funktionen
ˆ̄ψ1 = T̂1(0) und ˆ̄ψ2 = T̂2(0) in der resultierenden Messgleichung einem Differentialglei-

chungssystem zweiter Ordnung genügen. Demnach müssen sie aus dem Gleichungssys-

tem

ŷ1 = ˆ̄ψ1ŷ2 + ˆ̄ψ2ŷ3,
ˆ̄ψ′1 = µ2` ˆ̄ψ2, s ˆ̄ψ′2 = ` ˆ̄ψ1 − ˆ̄ψ2 (2.31)

eliminiert werden.

Mit Hilfe des Ritt-Algorithmus ergibt sich für ein auf der Basis von (2.31) definiertes

differentielles Ideal

I2 = [ŷ1 − ˆ̄ψ1ŷ2 − ˆ̄ψ2ŷ3,
ˆ̄ψ′1 − µ2` ˆ̄ψ2, s

ˆ̄ψ′2 − ` ˆ̄ψ1 + ˆ̄ψ2]

eine Identifikationsgleichung

F̂2(µ, `, ŷ1, ŷ2, ŷ3) = 0,
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wobei auf die Angabe der Abhängigkeit von den Ableitungen der ŷi nach s verzichtet

wurde. Hingegen weist eine entsprechende Identifikationsgleichung basierend auf (2.30)

mit

I1 = [2µsŷ1 − µs(ψ̂2ψ̂3 + ψ̂1ψ̂4)ŷ2 − (ψ̂2ψ̂3 − ψ̂1ψ̂4)ŷ3, ψ̂3 − µ`ψ̂3, ψ̂4 + µ`ψ̂4, ψ̂
′
1, ψ̂

′
2]

die faktorisierte Form

F̂1(µ, `, ŷ1, ŷ2, ŷ3) =
(
f̂1(µ, `, ŷ1, ŷ2, ŷ3)

)2(
f̂2(µ, `, ŷ1, ŷ2, ŷ3)

)3(
F̂2(µ, `, ŷ1, ŷ2, ŷ3)

)2
= 0

auf, mit F̂2 als einem der Faktoren. Da weder f̂1 noch f̂2 im Ideal I2 enthalten sind,

folgen f̂1 6= 0 und f̂2 6= 0.

Das Beispiel macht deutlich, dass die Komplexität einer Identifikationsgleichung

stark mit der Definition des Ideals verknüpft ist, aus dessen charakteristischen Mengen

sie hervorgeht.

2.6 Identifizierbarkeit

Zunächst macht man sich anhand des einfachen Beispiels

c1ŷ1 + c2ŷ2 + c3ŷ3 = 0 (2.32)

mit nicht verschwindenden Parametern klar, dass ausgehend von dieser Identifikations-

gleichung lediglich zwei Quotienten der drei Parameter bestimmt werden können, z.B.

c2/c1 und c3/c1, da die Gleichung nicht normiert ist. Wird das Beispiel durch Setzen

von ŷ2 = ŷ3 leicht modifiziert, so sind c2 und c3 nicht mehr unterscheidbar. Folglich

lässt sich nur noch ein Parameter c2+c3
c1

bestimmen.

Im ersten Schritt ist daher zu prüfen, welche Systemparameter oder Funktionen

von Systemparametern identifizierbar sind. Es bezeichne dafür p einen Spaltenvektor

mit allen in der Identifikationsgleichung (2.25) auftretenden Monomen der Systempa-

rameter θ̄ und Y T einen Zeilenvektor mit den auftretenden Monomen in s−1 sowie den

Messgrößen ŷ und deren Ableitungen nach s derart, dass die Identifikationsgleichung

als

Y TMp = Y TU−1Hp = 0

geschrieben werden kann. Dann ist M eine Matrix mit reellen Einträgen, die stets

in Zeilen-Echelon-Form H = UM transformiert werden kann [Mey00]. Durch diese

Transformation folgen aus Hp bzw. genauer nach Skalierung mit beispielsweise dem

ersten Eintrag dieses Vektors die identifizierbaren Koeffizienten ᾱi und mit Y TU−1 die

zugehörigen Faktoren als differentielle Polynome hi derart, dass (2.25) in

0 = h0(s−1, ŷ) +
nα∑

i=1

ᾱi(θ̄)hi(s
−1, ŷ) (2.33)

übergeht, mit RangM = nα + 1. Ähnlich wie im Beispiel (2.32) sind auf der Basis

dieser in ᾱi affinen Identifikationsgleichung lediglich die in den Systemparametern θ̄
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rationalen Funktionen ᾱi identifizierbar7. Da (2.33) ausgehend von einem spezifischen

Ideal hergeleitet wird, hängt die Eigenschaft der Identifizierbarkeit von der Definition

eines Ideal ab.

Die Menge der differentiellen Polynomen (vgl. (2.22)), die aus den Messgleichungen

(2.13), den Dgln. (2.16) sowie der Kommutativitätsbeziehung (2.18) hervorgehen, er-

zeugt ein spezielles differentielles (Prim-)Ideal I∗. Für dieses lässt sich stets mindestens

eine Gleichung der Form (2.33) herleiten.

Definition 2.3 (Algebraische Identifizierbarkeit). Für das differentielle Ideal I∗ wer-

den die Funktionen ᾱi der Parameter θ̄ in (2.33) als algebraisch identifizierbar bezeich-

net.

Die Definition der algebraische Identifizierbarkeit beschränkt sich damit auf spezi-

elle Ideale. Deren Erzeugende sind linear in ψ̂ und dessen Ableitungen nach s sind,

sofern gleiches für die Messgleichungen (2.13) gilt. Es wird stark vermutet, dass keine

polynomiale Abhängigkeitsbeziehung – wie beispielsweise (2.26) – zwischen ψ̂ derart

existiert, dass ausgehend von einem zugehörigen Ideal Parameter identifizierbar sind,

die dies zuvor nicht waren. Die algebraische Identifizierbarkeit ist damit eine Eigen-

schaft des Systems (2.8)–(2.9) (bzw. (2.1)). Sie ist unabhängig von (speziellen) für die

Identifikation verwendeten Trajektorien der Messsignale.

Tatsächlich macht man sich erneut anhand des einfachen Beispiels (2.32) leicht

klar, dass aus speziellen Trajektorien t 7→ y(t) nicht alle algebraisch identifizierbaren

Parameter ermittelt werden können. Für den Fall einer verschwindenden Trajektorie

t 7→ y2(t) = 0 lässt sich lediglich c3/c1 bestimmen. Der Quotient c2/c1 kann jedoch für

jede andere Trajektorie von y2 ermittelt werden. Identifizierbarkeit hängt demnach –

anders als die algebraische Identifizierbarkeit – von den Trajektorien der Messsignale

ab.

Dieses Beispiel unterstreicht, dass eine unzureichende Erregung des Systems (2.1a)

mit den Randbedingungen (2.1b) bzw. spezielle Trajektorien der Messgrößen eine Iden-

tifikation gewisser Systemparameter verhindern können, obwohl diese algebraisch iden-

tifizierbar sind. Im Folgenden wird daher stets von einer hinreichenden Erregung (engl.

persistence of excitation) ausgegangen. Für eine mathematisch exakte Definition dieser

Eigenschaft wird auf [LG94] verwiesen.

Definition 2.4 (Hinreichende Erregung). Die Trajektorien t 7→ y(t) eines Systems

(2.1) werden als hinreichend erregend bezeichnet, wenn sich auf ihrer Basis die ratio-

nalen Funktionen ᾱi, i = 1, . . . , nα in (2.33) identifizieren lassen.

7Für das am Anfang des Abschnitts diskutierte Beispiel c1ŷ1 + c2ŷ3 + c3ŷ3 = 0 erkennt man aus

Y TMp =
(
ŷ1 ŷ3

)(1 0 0

0 1 1

)

c1
c2
c3


 ,

dass M in diesem Fall bereits in Zeilen-Echelon-Form vorliegt. Folglich lässt sich die Gleichung als

ŷ1 + ᾱŷ3 = 0 mit ᾱ = c2+c3
c1

darstellen.
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Wie genau die Berechnung und damit die Identifikation der ᾱi erfolgt, wird später

erörtert. Zunächst soll jedoch untersucht werden, welche der Systemparameter θ̄ über-

haupt aus ᾱi berechnet werden können.

Beispiel 6.1 (Schwingende Saite (Algebraisch identifizierbare Parameter))

Für die schwingende Saite wurden mit (2.28) zwei Identifikationsgleichungen hergeleitet

(von den positiven Potenzen von s abgesehen). Diese gingen aus den charakteristischen

Mengen von vier unterschiedlich definierten differentiellen Idealen I1, . . . , I4 hervor, die

jeweils aus Kombinationen der vier die betrachtete schwingende Saite beschreibenden

differentiellen Polynome f1, . . . , f4 erzeugt wurden.

Entsprechend (2.33) lässt sich die erste Identifikationsgleichung b̂1 = 0 in (2.28)

beispielsweise als

0 = ĥ0 +
m+ `µ2

`m2︸ ︷︷ ︸
ᾱ1

ĥ1 +
`µ2(3m+ `µ2)

m2︸ ︷︷ ︸
ᾱ2

ĥ2 + `2µ2

︸︷︷︸
ᾱ3

ĥ3 (2.34)

darstellen, mit

ĥ0 = −
(
ŷ2

0 ŷ
′′
` − 2ŷ0ŷ

′
0ŷ
′
` + 2(ŷ′0)2ŷ` − ŷ0ŷ

′′
0 ŷ`
)
− 2s−1(ŷ0ŷ

′
0ŷ` − ŷ2

0 ŷ
′
`)− 2s−2ŷ2

0 ŷ` (2.35a)

ĥ1 = s−2
(
ŷ2

0 ŷ
′′
` − 2ŷ0ŷ

′
0ŷ
′
` + 2(ŷ′0)2ŷ` − ŷ0ŷ

′′
0 ŷ`
)

(2.35b)

ĥ2 = −s−2ŷ2
0 ŷ` (2.35c)

ĥ3 = ŷ2
0 ŷ`. (2.35d)

In den drei algebraisch identifizierbaren Koeffizienten ᾱ1, ᾱ2, ᾱ3 treten mit m, ` und

µ sämtliche Systemparameter auf (vgl. Definition 2.3). Dass man diese dennoch nicht

alle aus den ᾱi bestimmen kann, wird durch die Substitution θ1 = m/µ, θ2 = µ` in

(2.34) deutlich:

0 = ĥ0 +
θ1 + θ2

θ2
1θ2

ĥ1 +
θ2

θ2
1

(3θ1 + θ2)ĥ2 + θ2
2ĥ3. (2.36)

Dass lediglich θ1 und θ2 algebraisch identifizierbar sind, wird bereits anhand der dif-

ferentiellen Polynome f1, . . . , f4 in (2.27) deutlich. Nach einer Substitution ˆ̄ψ2 = µψ̂2

lassen sich diese ausschließlich in Abhängigkeit der Parametern θ1 und θ2 darstellen.

Diese Beobachtung unterstützt die Vermutung, dass die algebraische Identifizierbarkeit

unabhängig von in ψ̂ polynomialen Abhängigkeitsbeziehungen ist.

Entsprechend verifiziert man auch anhand der zweiten Identifikationsgleichung b̂2 =

0 in (2.28), also

0 = ĥ0 + `2m2

︸︷︷︸
ᾱ1

ĥ1 + `(2m+ `µ2)
︸ ︷︷ ︸

ᾱ2

ĥ2 +
m2

µ2

︸︷︷︸
ᾱ3

ĥ3 +
`m3

µ2

︸︷︷︸
ᾱ4

ĥ4 +
`2m4

µ2

︸ ︷︷ ︸
ᾱ5

ĥ5 (2.37)
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mit

ĥ0 = −s−4
(
ŷ2

0(ŷ′`)
2 + (ŷ′0)2ŷ2

` − 2ŷ0ŷ
′
0ŷ`ŷ

′
`

)

ĥ1 = s−2(2ŷ4
0 − ŷ2

0 ŷ
2
` )

ĥ2 = s−4(ŷ2
0 ŷ

2
` − ŷ4

0)

ĥ3 = s−2
(
ŷ2

0(ŷ′`)
2 + (ŷ′0)2ŷ2

` − 2ŷ0ŷ
′
0ŷ`ŷ

′
`

)
− 2s−3(ŷ2

0 ŷ`ŷ
′
` − ŷ0ŷ

′
0ŷ

2
` )− s−4(ŷ4

0 − ŷ2
0 ŷ

2
` )

ĥ4 = 2s−2ŷ4
0

ĥ5 = −ŷ4
0,

dass aus dieser tatsächlich nur θ1 und θ2 identifizierbar sind:

0 = ĥ0 + θ2
1θ

2
2ĥ1 + θ2(2θ1 + θ2)ĥ2 + θ2

1ĥ3 + θ3
1θ2ĥ4 + θ4

1θ
2
2ĥ5. (2.38)

Das Beispiel illustriert, dass die Eigenschaft der algebraischen Identifizierbarkeit der

Parameter einer Identifikationsgleichung sich bereits anhand der ein Ideal erzeugenden

Polynome erkennen lässt.

Basierend auf der exemplarischen Betrachtung anhand der schwingenden Saite wird

mit θ eine Menge mit der minimalen Anzahl an Elementen θi = ti(θ̄) als Funktion der

Systemparameter derart definiert, dass entsprechend (2.33)

0 = h0(s−1, ŷ) +
nα∑

i=1

αi(θ)hi(s
−1, ŷ) (2.39)

gilt. Für (2.25) folgt

F (s−1,θ, ŷ) = 0.

Die Menge θ umfasst damit die algebraisch identifizierbaren Parameter, deren Kar-

dinalität nθ nicht größer als nα sein kann, da anderenfalls keine minimale Anzahl an

Elementen θi definiert wäre.

2.7 Anmerkung zum Fall inhomogener Anfangsbe-

dingungen

Beim dem hier verfolgten algebraischen Zugang zur Parameteridentifikation von par-

tiellen Dgln. treten in den Laplace-Transformierten der partiellen Dgln. (2.1a) stets

die Anfangsprofile der verteilten Größen auf, wobei sie im Unterschied zur Behandlung

gewöhnlicher Dgln. in [FSR03] nicht allgemein eliminiert werden können. Das stellt eine

wesentliche Einschränkung des algebraischen Zugangs dar, da durch Nullsetzen der An-

fangsbedingungen im inhomogenen Fall das Identifikationsergebnis erheblich verfälscht

wird. Dies kann für einfache Beispiele rechnerisch und für aufwändigere Systeme simu-

lativ bestätigt werden.
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Sind die Anfangsbedingungen für die verteilten Größen in (2.1a) inhomogen, so ist

die zugehörige bzgl. der Zeit algebraisierte Gl. im Gegensatz zu (2.10) nicht autonom.

Ihre Lösung kann in der Form

x̂(z) = Φ̂(z − z0)x̂(z0) +

∫ z

z0

Φ̂(z − σ)Ĥ(σ) dσ.

angegeben werden, wobei die Anfangsbedingungen durch die nicht weiter spezifizierte

vektorielle Funktion Ĥ Berücksichtigung finden. Zwar gilt weiterhin die Dgl. (2.16)

bzgl. s für die Fundamentalmatrix Φ̂, der Verlust der Polynomialität der Lösung z 7→
x̂(z) führt jedoch dazu, dass die Elimination von Φ̂ nicht für beliebige, unspezifizierte

Anfangsbedingungen möglich ist, wie das Beispiel einer einfachen Transportgleichung

unterstreicht.

Beispiel 7.1 (Transportgleichung)

Als Lösung der Laplace-Transformierten einer einfachen Transportgleichung ∂zw +

a∂tw = 0 mit Transportgeschwindigkeit 1
a

ergibt sich

ŵ(z) = ŵ(z0)Φ̂(z − z0) + a

∫ z

z0

Φ̂(z − σ)w0(σ) dσ,

mit dem Anfangsprofil w0(z) = w(z, 0), wobei die Fundamentallösung Φ̂(z) = e−asz

der Dgl. Φ̂′(z) = −azΦ̂(z) genügt. Durch Ableitung der Lösung nach s und partielle

Integration folgt

ŵ′(z) =
(
ŵ′(z0)− a(z − z0)ŵ(z0)

)
Φ̂(z − z0)− a2

∫ z

z0

∫ τ

z0

Φ̂(z − σ)w0(σ) dσ dτ.

Man erkennt, dass sich in Gegenwart einer nicht weiter spezifizierten Funktion w0

die Fundamentallösung Φ̂ nicht durch Kombination der Lösung z 7→ ŵ(z) und ihrer

Ableitungen nach s eliminieren lässt.

Möglich wird die Elimination, wenn die inhomogenen Anfangsbedingungen in dem

Sinn bekannt sind, dass sie einer linearen Dgl. bekannter Ordnung bzgl. z mit ggf.

unbekannten Parametern genügen, wobei die unbekannten Parameter entweder identi-

fiziert oder algebraisch eliminiert werden können. Diese Voraussetzung wird nicht nur

durch in z polynomiale Approximationen der Anfangsprofile erfüllt, sondern insbeson-

dere auch für stationäre Lösungen von (2.1a), die in vielen Fällen als Ausgangspunkt

von Messungen vorliegen.

Da die Parameteridentifikation in Gegenwart inhomogener Anfangsbedingungen mit

der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode schnell sehr komplex wird, wie ein einfa-

ches Beispiel in [RW07] unterstreicht, soll hier nicht weiter auf diesen Fall eingegangen

werden. Stattdessen sei auf den in [KW13] im Rahmen der algebraischen Identifikation

wieder aufgegriffenen Optimierungsansatz verwiesen, bei dem auf die Elimination der

Fundamentallösungen verzichtet und stattdessen die Parameter der Messgleichungen

(2.13) im Zeitbereich durch numerische Optimierung dieser Lösung bestimmt werden.
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Darüber hinaus sei auf den Ansatz in [BRF07b] und [Bel10] für lineare Totzeitsys-

teme verwiesen, bei dem durch Faltung mit nahezu verschwindenden Funktionen die

Anfangsbedingungen näherungsweise eliminiert werden. Eine Verallgemeinerung dieses

Ansatzes auf die hier betrachtete Systemklasse scheint jedoch nicht möglich.



Kapitel 3

Parameteridentifikation

Nachdem in Kapitel 2 ausgehend von einem System partieller Dgln. mit zugehörigen

Randbedingungen und homogenen Anfangsbedingungen mit (2.33) eine einfache, po-

lynomiale Beziehung in den konzentrierten Messsignalen und den zu identifizierenden

Parametern hergeleitet wurde, stellt sich nunmehr die Frage, wie die Parameter θi auf

der Grundlage dieser Gleichung

0 = ĥ0 +
nα∑

i=1

αi(θ)ĥi (3.1)

zu berechnen sind. Da die Identifikationsgleichung (3.1) im Allgemeinen unterbestimmt

sowohl bzgl. θ als auch bzgl. α ist, werden zur Lösung des Parameterproblems weitere

Gleichungen benötigt.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden daher zunächst weitere Gleichungen

auf der Basis von (3.1) erzeugt. Für die Lösung des resultierenden Gleichungssystems

kommen anschließend in Abschnitt 3.2 vier verschiedene Ansätze zum Einsatz, die in

Abbildung 3.1 schematisch dargestellt sind. Darüber hinaus widmet sich Abschnitt 3.3

dem Einfluss von Messstörungen auf die Identifikation. Bevor in Abschnitt 3.5 eine

kurzer Vergleich des algebraischen Zugangs mit verwandten Identifikationsmethoden

erfolgt, sind in Abschnitt 3.4 wichtige Aspekte im Zusammenhang mit der Implemen-

tierung der Identifikationsalgorithmen zusammengefasst.

3.1 Erzeugen neuer Gleichungen

Für die Berechnung der Parameter θi auf der Basis der Identifikationsgleichung (2.39)

kann auf Grundideen der algebraischen Identifikation aus [FSR03] für Systeme mit

konzentrierten Parametern zurückgegriffen werden, also solcher, die durch gewöhnliche

lineare Dgln. beschrieben werden.

In [FSR03] wurde dafür mit negativen Potenzen von s multipliziert, was einer Inte-

gration der Identifikationsgleichung im Zeitbereich gleichkommt und bei einer hinrei-

chenden Erregung auf unabhängige Gleichungen führt. In dieser Arbeit soll der Zugang
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der vier in dieser Arbeit diskutierten Vorgehens-

weisen zur Berechnung der Parameter θ auf der Basis einer (unterbestimmten) Identifikati-

onsgleichung, wobei hier der vierte, der untere Ansatz bevorzugt wird.

aus [Mbo09] verfolgt werden, bei dem sich durch Anwendung eines Differentialoperators

D(a,b)
s = s−b

d

ds

a

, a, b ∈ N0 (3.2)

auf (3.1) im Zeitbereich neue Gleichungen

0 = h
(a,b)
0 (t) +

nα∑

i=1

αi(θ)h
(a,b)
i (t) (3.3)

mit

h
(a,b)
i (t) =

(−1)a

(b− 1)!

∫ t

0

(t− τ)b−1τahi(τ) dτ

generieren lassen. Hierbei besteht ein enger Zusammenhang mit der Methode der kleins-

ten Quadrate und es kann gezeigt werden, dass beide im Grenzübergang – bei Be-

trachtung einer gegen Unendlich gehenden Anzahl von Gleichungen des Typs (3.3) –

identisch sind (siehe [Mbo09] oder auch [Knü15]).

Alternativ lassen sich unabhängige Gleichungen durch Anwendung des Dämpfungs-

satzes der Laplace-Transformation (vgl. (A.1)) generieren, also durch die Anwendung

der Abbildung s 7→ s + a auf Gl. (3.1). Die Wahl des Parameters a ∈ R richtet sich

nach dem Spektrum der Funktionen hi, mit denen im Zeitbereich die Exponential-

funktion t 7→ e−at multipliziert wird. Dieser Ansatz wurde beispielsweise in [BRF07a]
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für Totzeitsysteme verfolgt und wird in Abschnitt 3.5.1 in einer exemplarischen Ge-

genüberstellung der Methode aus [BRF07a] und der in dieser Arbeit vorgestellten Iden-

tifikationsmethode näher erläutert. Zudem besteht ein enger Zusammenhang zum An-

satz in Abschnitt 3.4.2 zur Reduktion des numerischen Aufwands bei der Berechnung

von Faltungsprodukten.

3.2 Algebraische Identifikation der Parameter

Im Gegensatz zu den endlichdimensionalen Systemen sind die Identifikationsgleichun-

gen zumeist auch dann nichtlinear in den zu identifizierenden Parametern θi (vgl. z.B.

Gln. (2.36) und (2.38)), wenn die zugrunde liegenden partiellen Dgln. und Randbedin-

gungen linear in diesen Parametern sind.

Für die Berechnung der θi kommen unterschiedliche Zugänge in Frage. Auf zwei

Ansätze, die im Zusammenhang mit den Fallstudien in den folgenden Abschnitten

Anwendung finden, soll hier kurz eingegangen werden:

• Lösung eines linearen Gleichungssystems durch Überparametrierung,

• Lösung polynomialer Probleme unter Zuhilfenahme von Gröbner-Basen und cha-

rakteristischen Mengen.

3.2.1 Überparametrierung

Bei der in [RW07] vorgeschlagenen Überparametrierung werden die Ausdrücke αi(θ) in

der Identifikationsgleichung (3.1) trotz ihrer polynomialen Abhängigkeit bedingt durch

θ als voneinander unabhängig aufgefasst (siehe auch [GRS12a]). Für die Formulierung

eines in ihnen linearen, nicht unterbestimmten Gleichungssystems werden mindestens

nα Gleichungen benötigt.

Unter Verwendung von N 3 n ≥ nα Gleichungen vom Typ (3.3) lässt sich ein

überparametriertes, in

α(θ) = (α1(θ), . . . , αnα(θ))T

lineares Gleichungssystem

M(t)α(θ) = −b(t)
mit

M(t) =




h
(a1,b1)
1 · · · h

(a1,b1)
nα

h
(a2,b2)
1 · · · h

(a2,b2)
nα

...
...

h
(an,bn)
1 · · · h

(an,bn)
nα




und b(t) =




h
(a1,b1)
0

h
(a2,b2)
0

...

h
(an,bn)
0




(3.4)

aufstellen. Damit die Zeilen von M paarweise unterschiedlich sind, muss |ai − aj| +
|bi − bj| 6= 0 für alle i, j = 1, . . . , n gelten. Eine besonders gute Kondition1 für M kann

1Eine Matrix M verfügt über eine gute Kondition, falls das Produkt ‖M‖ ‖M+‖ der Normen von

M und der Pseudo-Inversen M+ von M näherungsweise eins beträgt [Mey00].
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für

ai + bi = aj + bj, i, j = 1, . . . , n (3.5)

erreicht werden [Mbo09].

Für eine hinreichende Erregung (vgl. Definition 2.4) sind die Spalten von M(t)

linear unabhängig und die Matrix hat vollen Rang. Dann minimiert der Vektor

β := α(θ) = −
(
MT (t)M(t)

)−1
MT (t)b(t) (3.6)

das Quadrat des Residuums M(t)α(θ) + b(t) [Bjö96]. Auf der Grundlage von α(θ)

lassen sich anschließend mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus die gesuchten Parameter

θi ermitteln.

Ausgehend von den in den Parametern θi rationalen, aber allgemein nicht polyno-

mialen, Funktionen αj mit αj(θ) = βj wird ein Ideal

Iθ = 〈β1 denomα1(θ)− numerα1(θ), . . . , βnα denomαnα(θ)− numerαnα(θ)〉

im Polynomring R[β1, . . . , βnα , θ1, . . . , θnθ ] definiert2. Für die Monomordnung

θnθ > · · · > θ1 > βnα > · · · > β1

liefert der Buchberger-Algorithmus eine Gröbner-Basis

F0(β) = 0 (3.7a)

F1(β, θ1) = 0 (3.7b)

...

Fnθ(β, θ1, . . . , θnθ) = 0. (3.7c)

Wegen nθ ≤ nα, also da die Anzahl nθ der Parameter θi aufgrund deren Definition

in Abschnitt 2.6 nie die Anzahl nα der Funktionen in diesen Parametern übersteigt,

existieren alle Polynome Fi, i = 1, . . . , nθ. Damit lassen sich mit Hilfe von (3.6) die

Gleichungen (3.7) sukzessive nach den (algebraisch) identifizierbaren Parametern θi
auflösen. Man beachte, dass die Abhängigkeitsbeziehungen in F0 nur für nθ < nα
existieren.

Der bisher beschriebene Zugang ist zwar für einfache Beispiele mit einer geringen

Differenz nβ−nθ als Grad der Überparametrierung praktikabel (vgl. die Totzeitsysteme

in [BRF06, RW07], die hydraulische Leitung in [SGR13] oder die schwingende Saite in

Beispiel 6.1), für umfangreichere Probleme ist die durch Überparametrierung entste-

hende Matrix M in (3.4) allerdings häufig schlecht konditioniert [RW07, GKRW12b].

Als eine mögliche Lösung dieses Problems wurde in [GKRW12b] am Beispiel eines

schweren Seil mit Last ein Ansatz beschrieben, der unter Berücksichtigung der nur von

den (überparametrierten) Koeffizienten αi(θ) = βi abhängenden Gleichungen (3.7a)

den Nullraum der numerisch schlecht konditionierten Matrix M eingeschränkt. Auf

diese Weise konnten die gesuchten Parameter θi bestimmt werden.

2Es bezeichnen numerx = x1 den Zähler und denomx = x2 den Nenner einer rationalen Funktion

x = x1/x2.
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3.2.2 Polynomiale Probleme

Die Identifikationsgleichung (3.1) ist rational, ihr Zähler polynomial in jedem der Para-

meter θi. Es liegt daher der Wunsch nahe, jedes θi als Lösung einer in diesem Parame-

ter polynomialen Gleichung zu bestimmen, die ausschließlich von den bekannten Mess-

größen y abhängt. Ähnlich wie in (3.7) im Zusammenhang mit der Überparametrierung

kann dafür erneut von Eliminationsalgorithmen für polynomiale Probleme Gebrauch

gemacht werden.

Definiert wird ein differentielles Ideal

Ĩθ = [numer(ĥ0 +
∑nα

i=1 αi(θ)ĥi),
dθ1
ds
, . . . ,

dθnθ
ds

]

mit Ableitung d
ds

im differentiellen Polynomring R(s){ĥ1, . . . , ĥnα , θ1, . . . , θnθ} basie-

rend auf dem Zähler der Identifikationsgleichung (3.1) und der Tatsache, dass die Pa-

rameter θi konstant sind. Aus der Ordnung

θnθ > · · · > θ1 > ĥnα > · · · > ĥ1

ergeben sich unter Verwendung des Ritt-Algorithmus für das Ideal Ĩθ differentielle

Polynome

Ã0(ĥ0, . . . , ĥnα) = 0 (3.8a)

Ã1(ĥ0, . . . , ĥnα , θ1) = 0 (3.8b)

...

Ãnθ(ĥ0, . . . , ĥnα , θ1, . . . , θnθ) = 0 (3.8c)

als charakteristische Mengen. Sofern Ã0 existiert, können konkrete Trajektorien t 7→
y(t) in die Gleichung L−1{Ã0} = 0 eingesetzt werden. In Abhängigkeit des resultieren-

den Gleichungsfehlers kann auf diese Weise eine Aussage darüber getroffen werden, ob

sich die Trajektorien für die Identifikation der Parameter θi unter Verwendung der Ãi,

i = 1, . . . , nθ eignen.

Die inverse Laplace-Transformierte von (3.8b) liefert eine in θ1 polynomiale Glei-

chung mit bekannten, von den Messsignalen abhängenden Koeffizienten. Deren Lösun-

gen lassen sich zumindest numerisch leicht berechnen und können anschließend bei der

Lösung von L−1{Ã2} = 0 verwendet werden, der in θ2 polynomialen Gleichung. So

lassen sich sukzessive alle Parameter θi aus dem zugehörigen Polynom Ãi identifizie-

ren. Dass tatsächlich alle Ãi, i = 1, . . . , nθ existieren, folgt aus der Definition einer

minimalen Anzahl von Parametern θi (vgl. Abschnitt 2.6).

Ein Nachteil dieses Identifikationsansatzes besteht darin, dass in (3.8) im Gegensatz

zu (3.1) Produkte der ĥi sowie deren Ableitungen nach s auftreten. Im Zeitbereich re-

sultiert das in einer wesentlichen Steigerung der Anzahl der in den Faltungsprodukten

zu faltenden Faktoren und in diesem Zuge einer Erhöhung des numerischen Rechen-

aufwandes. Dem kann entgegengewirkt werden, indem die zuvor im Bildbereich der

Laplace-Transformation durchgeführten Betrachtungen auf äquivalente Art und Weise

in den Zeitbereich übertragen werden.
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Dafür wird basierend auf der inversen Laplace-Transformation des Zählers der Iden-

tifikationsgleichung (3.1) und der Tatsache, dass die Parameter θi konstant sind, ein

differentielles Ideal

Īθ = [numer(h0 +
∑nα

i=1 αi(θ)hi),
dθ1
dt
, . . . ,

dθnθ
dt

]

mit Ableitung d
dt

im differentiellen Polynomring R(s){h1, . . . , hnα , θ1, . . . , θnθ} definiert.

Erneut sei daran erinnert, dass die Funktionen hi aufgrund ihrer Abhängigkeit von den

Messgrößen y bekannt sind. Aus der Ordnung

θnθ > · · · > θ1 > hnα > · · · > h1

ergibt sich für das differentielle Ideal Īθ

Ā0(h0, . . . , hnα) = 0 (3.9a)

Ā1(h0, . . . , hnα , θ1) = 0 (3.9b)

...

Ānθ(h0, . . . , hnα , θ1, . . . , θnθ) = 0. (3.9c)

Für die Berechnung der Parameter θi – wie im Zusammenhang mit (3.8) beschrieben

– müssen zwar lediglich (einfache) Produkte der Faltungsprodukte in hi ausgewertet

werden, allerdings treten Zeitableitungen der hi und damit der Messgrößen auf. Zwar

wird vermutet, dass die Ableitungen durch Integration der Gln. (3.9) aufgrund der

homogenen Anfangsbedingungen stets eliminiert werden können, dennoch hat sich ein

dritter Ansatz als besonders geeignet erwiesen, der die Vorteile aus der Elimination der

θi im Bildbereich und jener im Zeitbereich kombiniert.

Dafür werden zunächst nf ≥ nθ Gleichungen vom Typ (3.3) auf Basis einer Identi-

fikationsgleichung (3.1) generiert:

fj(t) = h
(aj ,bj)
0 (t) +

nα∑

i=1

αi(θ)h
(aj ,bj)
i (t) = 0, j = 1, . . . , nf .

Mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus lässt sich für ein auf diesen Gleichungen defi-

niertes Ideal3 Iθ = 〈f1, . . . , fnf 〉 eine Gröbner-Basis

F0(h
(a1,b1)
0 , . . . , h

(anf ,bnf )
nα ) = 0 (3.10a)

F1(h
(a1,b1)
0 , . . . , h

(anf ,bnf )
nα , θ1) = 0 (3.10b)

...

Fnθ(h
(a1,b1)
0 , . . . , h

(anf ,bnf )
nα , θ1, . . . , θnθ) = 0. (3.10c)

ermitteln. Wie im Fall von Īθ sind für die Berechnung der Parameter θi lediglich Pro-

dukte von Faltungsprodukten auszuwerten.

3Das Ideal wird im Polynomring R[h
(a1,b1)
0 , . . . , h

(a1,b1)
nα , . . . , h

(anf ,bnf )
nα , θ1, . . . , θnθ ] definiert.
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Da Iθ im Gegensatz zu Īθ kein differentielles Ideal ist, treten in den Gleichungen

keine Ableitungen der Messsignale auf. Dieser Ansatz mit der Gröbner-Basis (3.10)

wird daher im Folgenden favorisiert.

Bemerkung 2.1 (Lösungen einer polynomialen Gleichung): Im Zusammenhang mit

der Lösung der in θi polynomialen Gleichung stellt sich die Frage, welche deren Nullstel-

len dem gesuchten, tatsächlichen Systemparameter entspricht. Auch wenn diese Frage

bisher nicht allgemein beantwortet werden konnte, wurde anhand zahlreicher Simula-

tionsstudien beobachtet, dass ebenso wie in dem Beispiel am Ende dieses Abschnitts

stets nur eine der Nullstelle zeitlich konstant ist. Da sämtliche Systemparameter als

zeitunabhängig angesetzt wurden, muss diese Lösung der gesuchten entsprechen. Zu-

dem besteht stets die Möglichkeit, entsprechend Abschnitt 3.1 neue Gleichungen aus

der in θi polynomialen Gleichung zu generieren und durch Kombination der Gleichun-

gen ein lineares bzw. affines Parameterproblem herzuleiten. Beispielsweise folgt durch

Anwendung von Differentialoperator D(a1,b1)
s und D(a2,b2)

s (entsprechend (3.2)) auf eine

quadratische Gleichung

0 = ĥ0 + θĥ1 + θ2ĥ2

und Kombination der resultierenden Ausdrücke in eine in θ affine Gleichung

0 = ĥ
(a1,b1)
0 ĥ

(a2,b2)
2 − ĥ(a1,b1)

2 ĥ
(a2,b2)
0 + θ

(
ĥ

(a1,b1)
1 ĥ

(a2,b2)
2 − ĥ(a1,b1)

2 ĥ
(a2,b2)
1

)
.

Auch auf diese Weise werden die sich über die Zeit ändernden Lösungen eliminiert.

(Für eine vergleichbare Fragestellung und umfangreichere allgemeingültige Diskussion

wird auf Abschnitt 6.3 verwiesen.)

Beispiel 2.2 (Schwingende Saite (Lösungen einer polynomialen Gleichung))

Für die schwingende Saite mit Masse werde angenommen, dass die Länge ` und der

Kehrwert µ der Ausbreitungsgeschwindigkeit bekannt sind, also lediglich m auf Basis

der Auslenkungen der Enden der Saite zu identifizieren ist. In diesem Fall kann die

Identifikationsgleichung (2.34) als Polynom zweiten Grades in dem gesuchten Parame-

ter dargestellt werden,

0 = m̂2(`ĥ0 + `3µ2ĥ3) + m̂(ĥ1 + 3l2µ2ĥ2) + lµ2ĥ1 + l2µ4ĥ2 (3.11)

wobei m durch eine neue Größe m̂ ersetzt wurde, um die Lösungen der Gleichung von

dem tatsächlichen Systemparameter unterscheiden zu können. Zur Untersuchung der

Nullstellen wird die Messgleichung (2.6) als Beziehung zwischen den Messgrößen ŷ`
und ŷ0 in (3.11) bzw. in die Definition der ĥi in (2.35) eingesetzt:

`(m− m̂)ŷ3
0

(
e−µs`(`µ2 + `m̂µs+ m̂) + eµs`(`µ2 − `m̂µs+ m̂)

)
= 0.

Die Nullstellen dieser in m̂ quadratischen Gleichung liegen bei

m̂ ∈
{
m,

`µ2(eµs` + e−µs`)

`µs(eµs` − e−µs`)− eµs` − e−µs`

}
=

{
m,

`µ2φ̂1,1(`)

`µ2s2φ̂1,2(`)− φ̂1,1(`)

}
.
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Ebenso wie aus der entsprechenden Lösungsmenge von (2.37) erkennt man, dass die

einzig nicht von s abhängende und damit konstante Lösung m̂ = m ist. Eine entspre-

chende Beobachtung kann für die Länge ` gemacht werden, wenn m und µ als bekannt

vorausgesetzt werden.

3.2.3 Anmerkung zur Berechnung der Parameter

In der vorliegenden Arbeit werden die Gleichungen zur Berechnung der Parameter

(z.B. (3.4) oder (3.10)) zu jedem Zeitpunkt gelöst. Damit ergeben sich zeitabhängige

Schätzwerte für die konstanten Parameter θ. Da eine Abweichung zwischen den Schätz-

werten und den tatsächlichen Systemparametern ausschließlich den in den Abschnitten

3.3 und 3.4 beschriebenen Effekten von Messstörungen und der Diskretisierung bei der

Implementierung geschuldet sind – Identifizierbarkeit und ein ideales Modell voraus-

gesetzt – und der Schätzwert nach hinreichend langer Zeit dem tatsächlichen Wert

entspricht, wird im Folgenden zumeist nicht symbolisch zwischen einem Schätzwert für

θ und θ selbst unterschieden. Ein Parameter gilt als identifiziert, wenn ein Schätzwert

über die Zeit (näherungsweise) konstant ist.

Alternativ zu einer punktweisen Lösung der Bestimmungsgleichungen (3.4) und

(3.10) lässt sich ein einziger Schätzwert durch Minimierung des Gleichungsfehlers über

ein Zeitintervall [0, T ] gewinnen (z.B. [Bel10]). So folgt beispielsweise aus der L2-Norm

von (3.6) der zeitunabhängige Vektor

α(θ) =

∫ T

0

∣∣∣
(
MT (t)M(t)

)−1
MT (t)b(t)

∣∣∣
2

dt.

Diese Berechnung umgeht die bei der punktweisen Lösung auftretenden Singularitäten,

die einer (punktweise) schlechten Kondition von M geschuldet sind. Auch wenn dies

hier keine Anwendung findet, macht man sich leicht klar, dass sich auf entsprechende

Weise eine gleitende Mittelwertbildung bei der Berechnung der Parameter realisieren

lässt.

3.3 Strukturierte und unstrukturierte Störungen

der Messsignale

Im Rahmen der Parameteridentifikation auf der Basis von Messsignalen y ist zu beach-

ten, dass ein nominales Nutzsignal (in realen Messungen) fast immer von ungewollten

Störungen überlagert wird. In [FSR03, SRGRCRLJ14] illustrieren Beispiele endlicher

Dimension, dass strukturierte Störungen wie beispielsweise ein konstanter Versatz oder

harmonische Signalanteile unbekannter Amplitude bei der algebraischen Identifikation

ebenso unterdrückt werden können wie Gausssches weißes Rauschen (vgl. [Fli06] für ei-

nen mathematischen Hintergrund). Diese Ergebnisse lassen sich direkt auf die in dieser

Arbeit betrachteten Systeme unendlicher Dimension übertragen. Da jedoch strukturier-

te Störungen die Komplexität einer Identifikationsgleichung erheblich erhöhen, wird die
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Grundidee der Elimination lediglich am Beispiel der Transportgleichung in Abschnitt

4.1.3 veranschaulicht.

Im Gegensatz dazu wird Gausssches weißes Rauschen, das in dieser Arbeit oftmals

abkürzend nur als Rauschen bezeichnet wird, in nahezu allen Simulationsstudien zur

Validierung der Robustheit der Algorithmen dienen. Das Signal-Rausch-Verhältnis4

(SNR) stellt dabei ein Maß für die Störung dar und ist für ein Signal y = ȳ+n : [0, T ]→
R als das Verhältnis des quadratischen Mittels von Nutzsignal ȳ und Rauschanteil n

definiert [Sch91]:

SNRdB = 20 log10 SNR = 20 log10

∫ T
0

(̄y(t))2 dt
∫ T

0
(n(t))2 dt

.

Das weiße Rauschen einzelner Messsignale ist stets unkorreliert. Wegen

lim
t→∞

∫ t

0

n(σ) dσ = 0 ⇒ lim
t→∞

∫ t

0

σkn(σ) dσ = 0, k ∈ Z (3.12)

und folglich

lim
t→∞

∫ t

0

σky(σ) dσ = lim
t→∞

∫ t

0

σkȳ(σ) dσ, k ∈ Z

lässt sich dieses mittelwertfreie Rauschen durch Integration einer Identifikationsglei-

chung (3.3) unterdrücken. Da die Koeffizienten h
(a,b)
i Summen von Faltungsprodukten

der Messsignale darstellen, muss entsprechend der Anzahl der zu faltenden Faktoren

integriert werden, z.B.

∫ t

0

∫ σ

0

(y1 ∗ y2)(τ) dτ dσ =

∫ t

0

(Y1 ∗ y2)(σ) dσ =

∫ t

0

(y1 ∗ Y2)(σ) dσ = (Y1 ∗ Y2)(t).

mit Yi(t) =
∫ t

0
yi(σ) dσ, i = 1, 2.

3.4 Aspekte der Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zahlreiche Fallstudien theoretisch und simulativ un-

tersucht (vgl. u.a. Kapitel 4). Die teilweise umfangreichen symbolischen Berechnungen

erforderten die Zuhilfenahme von Computer-Algebra-Systemen. Sämtliche Algorithmen

wurden allgemein und somit leicht auf andere Beispiele übertragbar in Maple R© imple-

mentiert. Die Routinen ermöglichen einerseits die halbautomatische Herleitung einer

Identifikationsgleichung (2.25) und andererseits die vollautomatische Erkennung der al-

gebraisch identifizierbaren Parameter sowie die Überführung in die Struktur (2.3). Für

den Buchberger-Algorithmus wurde auf das Maple R©-Paket Groebner zurückgegriffen,

für den Ritt-Algorithmus auf CharSets in der Version 2.2 (2003) von Dongming Wang

[Wan95].

In Maple R© wird zudem MATLAB R©-Code für die zeitoptimale Berechnung der hi in

der Identifikationsgleichung (2.3) erzeugt, der sich direkt in eine vorhandene Umgebung

4engl. signal-to-noise ratio
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für die Identifikation der Parameter (z.B. durch Überparametrierung) einbinden lässt.

Auf zwei im Zusammenhang mit der Implementierung der Identifikationsalgorithmen

wesentliche Aspekte wird im Folgenden kurz eingegangen.

3.4.1 Diskretisierung

Für die numerische Umsetzung der Identifikationsalgorithmen in den Abschnitten 3.2.1

und 3.2.2, also insbesondere der Identifikationsgleichungen (3.3), muss von der zeit-

kontinuierlichen Darstellung zu einer zeitdiskreten übergegangen werden. Das betrifft

insbesondere die Integration und die Faltung. Seien dafür fc, gc : [0,∞) → C zeitkon-

tinuierliche Funktionen, die (im Rahmen einer Messung) mit einer festen Schrittweite

T abgetastet werden. Für die resultierenden (zeitdiskreten) Folgen fd und gd gilt dann

fd[k] = fc(kT ), gd[k] = gc(kT ), k ∈ N0

mit t = nT .

Die (einseitge) Faltung

(fc ∗ gc)(t) =

∫ t

0

fc(t− τ)gc(τ) dτ, t ≥ 0

geht unter Verwendung der Trapezregel in die zeitdiskrete Faltung

(fd ∗ gd)[n] = T
n∑

k=0

fd[n− k]gd[k]− T

2

(
fd[n]gd[0]− fd[0]gd[n]

)
(3.13)

mit limT→0(fd ∗ gd)[n] = (fc ∗ gc)(t) über. Entsprechend werden bei der numerischen

Implementierung im Folgenden sämtliche Integrale mit Hilfe der Trapezregel approxi-

miert: ∫ t

0

fc(τ) dτ ≈
n−1∑

k=0

T

2

(
fd[k] + fd[k + 1]

)
.

3.4.2 Asymptotische Approximation der Faltungsprodukte

Die Anzahl der arithmetischen Operationen zur Berechnung eines Faltungsprodukts

zweier gleichlanger Signale steigt quadratisch mit deren Länge n, also O(n2), wobei O
das Landau-Symbol bezeichnet. Insbesondere bei einer Online-Identifikation kann das

schnell zu Problemen führen.

Zwar lässt sich der numerische Aufwand bei der Berechnung der Faltungsproduk-

ten über die schnelle Fourier-Transformation5 mit O(n log n) erheblich reduzieren (z.B.

[BSMMl01]), er steigt jedoch weiterhin nichtlinear mit der Länge der Signale. Ein

Ausweg besteht in einer Approximation der Faltungsprodukte (z.B. [Woi07, Definiti-

on 2.12]), durch die der Rechenaufwand auf O(n) sinkt. Von einer solchen Approximati-

on wurde auch in [RW10] im Zusammenhang mit der Identifikation der Parameter eines

5engl. fast Fourier transform (FFT)
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Wärmetauschers Gebrauch gemacht. Dabei wird eine Identifikationsgleichung mit einer

Exponentialfunktion t 7→ e−αt multipliziert6, deren Parameter α relativ zur Amplitude

der Messungen hinreichend klein gewählt werden muss [Knü15]. Durch anschließende

Integration geht das Faltungsprodukt asymptotisch für t → ∞ in ein Produkt der

integrierten Faktoren über.

Als Beweis wird ein Faltungsprodukt u ∗ y zweier Funktionen u, y : [0,∞)→ C mit

einer abklingenden Exponentialfunktion t 7→ e−αt, α > 0 multipliziert und über [0, t]

integriert. Dann gilt für den Grenzwert t→∞ entsprechend der Definition der Faltung

I = lim
t→∞

∫ t

0

e−ασ(u ∗ y)(σ) dσ = lim
t→∞

∫ t

0

∫ σ

0

u(τ)y(σ − τ)e−ασ dτ dσ

= lim
t→∞

∫ t

0

∫ σ

0

uα(τ)yα(σ − τ) dτ dσ,

mit uα(t) = u(t)e−αt, yα(t) = y(t)e−αt. Spaltet man das innere Integral auf zwei Inter-

valle [0, t] und [σ, t] auf,

I = lim
t→∞

∫ t

0

[∫ t

0

uα(τ)yα(σ − τ) dτ −
∫ t

σ

uα(τ)yα(σ − τ) dτ

]
dσ,

so wird deutlich, dass jener Anteil über [σ, t] aufgrund der linksseitig beschränkten

Träger von u und y identisch Null ist. Mit Hilfe des Satzes von Fubini kann die Reihen-

folge der Integration vertauscht und zu uneigentlichen Integralen übergegangen werden,

die Existenz der Integrale vorausgesetzt [Heu92]:

I =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

uα(τ)yα(σ − τ) dσ dτ.

Dann folgt

I =

∫ ∞

0

uα(τ)

∫ ∞

0

yα(t− τ) dσ dτ =

∫ ∞

0

uα(τ) dτ

∫ ∞

0

yα(σ̄) dσ̄

und es ist bewiesen, dass die Faltung zweier Funktionen uα und yα mit linksseitig be-

schränktem Träger und exponentiell beschränktem Wachstum asymptotisch dem Pro-

dukt von deren Integralen entspricht.

Die auf der Basis einer derart approximierten Identifikationsgleichung identifizier-

ten Parameter konvergieren (lediglich) für große Zeiten gegen den tatsächlichen Wert;

hingegen war die Identifikation bei Berechnung der Faltungsprodukte zuvor theoretisch

nahezu unmittelbar möglich.

Eine Schwierigkeit besteht in der Wahl des Parameters α. Zwar muss er hinrei-

chend klein gewählt werden, um in Abhängigkeit der Amplitude der Messsignale die

Existenz der Integrale zu gewährleisten, allerdings führen vergleichsweise kleine Werte

α auf eine langsame Konvergenz der Schätzwerte. Umgekehrt resultieren große Wer-

te α in einer starke Dämpfung der Signale, was aufgrund der für die partiellen Dgln.

vorausgesetzten homogenen Anfangsbedingungen insbesondere im Zusammenhang mit

signifikanten Totzeiten eine Identifikation verhindern kann.

6Das entspricht der Abbildung s 7→ s+ α (vgl. Abschnitt 3.1).
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3.5 Alternative, nicht-approximative Identifika-

tionsmethoden in der Literatur

Die in dieser Arbeit vorgestellte algebraische Methode steht in engem Zusammenhang

zu zwei alternativen, ebenfalls nicht-approximativen Identifikationsmethoden für linea-

re Systeme mit verteilten Parameter. Eine erste Methode in Abschnitt 3.5.1 ist zwar

auf Totzeitsysteme beschränkt – die alternativ durch Transportgleichungen als partielle

Dgln. erster Ordnung mit geeigneten Randbedingungen beschrieben werden können –

stimmt für diese jedoch mit der algebraischen Methode überein. Der Zugang in Ab-

schnitt 3.5.2 unterliegt keiner derartigen Beschränkung der Systemklasse.

3.5.1 Ein Zugang für Totzeitsysteme mittels Distributionen

Die Multiplikation von Messgrößen mit unbeschränkten Funktionen – genauer Polyno-

men – wie sie in den Identifikationsgleichungen (vgl. (3.1)) aufgrund deren Herleitung in

Kapitel 2 durch Ableitung nach s im Bildbereich auftreten, führt zu einer Verstärkung

von Rauschen und reduziert die Robustheit der Parameteridentifikation gegenüber Ein-

flüssen vernachlässigter dynamischer Effekte [BRF07a]. Um dies zu vermeiden, wird in

[BRF07a] für die Klasse der Totzeitsysteme vorgeschlagen, die Messgrößen stattdessen

mit (bekannten) Exponentialfunktionen zu multiplizieren (vgl. Dämpfungssatz (A.1)

der Laplace-Transformation). Anstelle der Laplace-Transformation wird dabei direkt

im Zeitbereich mit Distributionen gearbeitet. Auch wenn dieser Zugang nicht auf alle

Systeme der Form (2.1a) anwendbar ist, soll er hier kurz am Beispiel eines verzögerten

Integrators

ẏ(t) = u(t− τ) = (δτ ∗ u)(t) (3.14)

=

∫ t

0

δτ (σ)u(t− σ) dσ

aus [BRF07a] mit dem unbekannten und zu identifizierenden Parameter τ dargestellt

und in Beziehung zu dem hier diskutierten Vorgehen gesetzt werden. Es wird von

homogenen Anfangsbedingungen ausgegangen.

Die Multiplikation der Systemgleichung (3.14) mit der Exponentialfunktion η(t) =

e−γt mit bekanntem γ > 0 führt auf eine Beziehung, in der der gesuchte Parameter τ

nicht mehr nur im Argument des Eingangs u auftritt:

η(t)ẏ(t) = η(t)(δτ ∗ u)(t) = e−γτ
(
δτ ∗ (ηu)

)
(t) (3.15)

= e−γτ
∫ t

0

δτ (σ)η(t− σ)u(t− σ) dσ.

Die Faltung von (3.14) mit e−γτηu und (3.15) mit u führt nach dem Gleichsetzen beider

Ausdrücke auf

e−γτ (ηu) ∗ ẏ = u ∗ (ηẏ). (3.16)
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Zur Vermeidung von Ableitungen der Messgrößen u und y wird abschließend integriert

und nach dem gesuchten Parameter aufgelöst:

e−γτ =

(
u ∗ (ηy)

)
(t) + γ

∫ t
0

(
u ∗ (ηy)

)
(σ) dσ(

(ηu) ∗ y
)
(t)

. (3.17)

Simulationsergebnisse für die Identifikation von τ in [BRF07a] belegen eine Robustheit

gegenüber Rauschen. Dabei scheint die Wahl des Dämpfungsparameters γ ebenso wie

in Abschnitt 3.4.2 zumindest von den Signalen u und y selbst sowie deren Signal-

Rausch-Verhältnisse abzuhängen.

Alternativ zur Anwendung der Distributionentheorie lässt sich (3.17) auch unter

Verwendung der Laplace-Transformation herleiten. Entsprechend des Dämpfungssatzes

(A.1) der Laplace-Transformation entspricht die Multiplikation der Systemgleichung

(3.14) mit einer Exponentialfunktion e−γt in (3.15) der Laplace-Transformierten von

(3.14) mit s 7→ s+ γ:

(s+ γ)ŷ(s+ γ) = e−τ(s+γ)û(s+ γ).

Durch Kombination der bei s sowie s+ γ ausgewerteten Laplace-Transformierten lässt

sich e−τs eliminieren, was auf die Laplace-Transformierte von (3.16) führt:

se−τγû(s+ γ)ŷ(s) = (s+ γ)ŷ(s+ γ)û(s).

Demnach unterscheiden sich die Zugänge in Abschnitt 2.5 und [BRF07a] methodisch

maßgeblich dadurch, dass für ersteren linear unabhängige Gleichungen durch Ableitung

nach s gewonnen werden, während letzterer diese durch Auswertung für unterschiedli-

che Argumente s erreicht.

Es wird vermutet, dass der Zugang aus [BRF07a] (zumindest) auf solche Systeme

der Form (2.8) angewandt werden kann, für die sämtliche Eigenwerte der Systemmatrix

Â proportional zur komplexen Veränderlichen s der Laplace-Transformation sind, also

Systeme mit konzentrierten und speziellen verteilten Totzeiten.

3.5.2 Identifikation auf der Basis einer Messgleichung

Der Ansatz in [KW13, Knü15] setzt auf den Messgleichungen (2.13) auf, wobei anstelle

der Elimination der darin auftretenden Fundamentallösungen φ̂i,j die Beziehung zwi-

schen den Messsignalen in den Zeitbereich zurück transformiert wird. Beispielsweise

ergibt sich zwischen zwei Messsignalen y1 und y2 qualitativ

0 = O1(θ) ∗ y1 −O2(θ) ∗ y2

mit (Ultra-)Distributionen O1 und O2 (vgl. [KW13]). Diese Beziehung ist im Allge-

meinen nichtlinear in den gesuchten Parametern θ und kann neben Totzeiten und

Prädiktionen auch Ableitungen der Messsignale enthalten. Letztere machen eine Regu-

larisierung der Messsignale durch die Projektion auf ein Orthogonalsystem erforderlich

(vgl. [Knü15]). Wie in der vergleichbaren Methode in [CWG71] besteht die Grundidee
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darin, die gesuchten Parameter durch die keineswegs triviale Minimierung des Glei-

chungsfehlers

e(·,θ) = O1(θ) ∗ y1 −O2(θ) ∗ y2

zu ermitteln.

Der komplexen numerischen Berechnung steht der Vorteil gegenüber, dass dieser

Ansatz problemlos mit inhomogenen Anfangsbedingungen klarkommt (vgl. Abschnitt

2.7).



Kapitel 4

Fallstudien für lineare partielle

Differentialgleichungen mit

konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt wird die zuvor dargestellte Methoden zur Parameteridentifikation

auf typische lineare partielle Dgln. mit konstanten Koeffizienten angewandt. Beginnend

mit dem einfachsten Beispiel einer Transportgleichung wird mit einer elektrischen Lei-

tung eine Wellengleichung mit Dämpfung diskutiert. Als Beispiel für eine partielle Dgl.

vierter Ordnung bzgl. des Ortes dient schließlich ein Euler-Bernoulli-Balken. Zumeist

stehen Simulationdaten zur Illustration der Ergebnisse zur Verfügung. Für Ergebnisse

zur algebraischen Identifikation eines Wärmeleitungsproblems wird auf [RW07, RW08a]

verwiesen, für einen Wärmetauscher auf [RW10].

4.1 Ein Transportproblem

Bei dem in Abb. 4.1 skizzierten Transportprozess wird ein Gut mit konstanter Ge-

schwindigkeit ν auf einem Band der Länge ` befördert. Die Höhe des Guts w(z, t)

hängt sowohl vom Ort z ∈ [0, `] als auch von der Zeit t ab und genügt der Transport-

gleichung

ν∂zw(z, t) + ∂tw(z, t) = 0. (4.1)

Mit

y0(t) = w(0, t), y`(t) = w(`, t) (4.2)

stehen zwei konzentrierte Messgrößen zur Verfügung, die jeweils die Höhe des Guts an

den Enden bezeichnen, grundsätzlich aber an jeder beliebigen Stelle auf dem Intervall

[0, `] positioniert sein können. Im Zusammenhang mit der Lösung der Transportglei-

chung kann die Beziehung zur Definition von y0 dabei als Randbedingung interpretiert

werden. Für die Identifikation der unbekannten Parameter ` und ν spielt dies jedoch

keine Rolle.
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y0(t)

w(z, t)

0 `
z

ν

y`(t)

Abbildung 4.1: Skizze eines Transportbandes mit Sensorik.

4.1.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Zunächst wird die Laplace-Transformierte von (4.1) bei homogenen Anfangsbedingun-

gen ermittelt, also ausgehend von einem leeren Transportband1. Sie kann als

dx̂

dz
(z) = − s

ν
x̂(z) (4.3)

mit x̂ = ŵ dargestellt werden. Die Fundamentallösung Φ(z) = e−
s
ν
z genügt entspre-

chend (2.16) der Dgl. bzgl. s

Φ̂′(z) = −z
ν

Φ̂(z), (4.4)

was sich in diesem Fall für die Exponentialfunktion leicht verifizieren lässt. Zudem

ergibt sich aus der Lösung von (4.3) die Messgleichung

ŷ` = Φ̂(`)ŷ0 (4.5)

als Beziehung zwischen den Höhen des Transportguts bei z = 0 und bei z = `.

Zur Herleitung einer Identifikationsgleichung mit Hilfe des Ritt-Algorithmus und

den charakteristischen Mengen (vgl. Abschnitt A.3.1) definiert man basierend auf (4.4)

und (4.5) mit ψ̂ = Φ̂(`) das differentielle Ideal

I = [f1, f2] = [νψ̂′ + `ψ̂, ŷ` − ψ̂ŷ0].

Wegen (2.23) mit ψ̂ > ŷ` > ŷ0 müssen f1 und f2 derart durch Multiplikation, Addition

und Ableitung kombiniert werden, dass ψ̂ nicht mehr auftritt. Da die Ordnung bzgl.

ψ̂ des Leitterms LT(f1) = ψ̂′ größer ist als jene von LT(f2) = −ψ̂ŷ0, wird f2 nach s

abgeleitet. Das zugehörige S-Polynom

S(f1, f
′
2) = ψ̂(νŷ′0 − `ŷ0)− νŷ′` =: f3

weist bzgl. ψ̂ die Ordnung null und den Grad eins auf. Folglich ergibt sich mit

S(f2, f3) = `ŷ0ŷ` + ν(ŷ0ŷ
′
` − ŷ′0ŷ`)

1Zumindest jedoch muss das Gut eine bekannte konstante Höhe w0 über der gesamten Länge des

Bandes aufweisen, also z 7→ w(z, 0) = w0 eine stationäre Lösung von (4.1) sein.
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ein von ψ̂ unabhängiges Polynom2, und durch Nullsetzen die Identifikationsgleichung

`ŷ0ŷ` + ν(ŷ0ŷ
′
` − ŷ′0ŷ`) = 0, (4.6)

die in diesem einfachen Fall auch durch Einsetzen von Φ̂(`) aus (4.5) in (4.4) hergeleitet

werden hätte können.

Aus (4.6) ist zu erkennen, dass sich aus den Messsignalen lediglich der Quotient

aus der Länge ` des Transportbandes (bzw. dem Abstand der Messpunkte) und der

Transportgeschwindigkeit ν identifizieren lässt, also die Totzeit

τ = θ =
`

ν
=
y0 ∗ (t̄y`)− (t̄y0) ∗ y`

y0 ∗ y`
für (y0 ∗ y`)(t) 6= 0. (4.7)

Entsprechend hätten die Polynome im Ideal I bereits in Abhängigkeit von τ anstelle

von ν und ` formuliert werden können.

4.1.2 Simulationsergebnisse und asymptotische Approximati-

on der Faltungsprodukte

Exemplarische Simulationstrajektorien für y0 und y` sowie die aus (4.7) identifizierte

Totzeit mit τ = 2 s können Abbildung 4.2 entnommen werden. Aufgrund der homoge-

nen Anfangsbedingungen y`(t) = 0, t ∈ [0, 2] s ist eine Identifikation erst für t > 2 s

möglich. Grundsätzlich kann die Totzeit aus den gegebenen (ungestörten) Trajekto-

rien dieses Totzeitsystems natürlich direkt als jener Zeitpunkt abgelesen werden, für

den y`(t) 6= 0 gilt. Die Simulation unterstreicht jedoch, dass, sobald der Parameter für

t > 2 s identifizierbar ist, mit der vorgeschlagenen Methode der berechnete Parameter

exakt mit dem tatsächlichen Parameter übereinstimmt.

Im Gegensatz dazu lässt sich aus den durch mittelwertfreies Rauschen überlagerten

Trajektorien der Messsignale3 in Abbildung 4.3 nicht unmittelbar die Totzeit als zeit-

licher Versatz zwischen y0 und y` ablesen. Für die Identifikation von τ wurde (4.7) zur

Glättung des Schätzwerts einfach integriert. Trotz eines signifikanten Signal-Rausch-

Verhältnisses von 5 dB weist der auf der Basis dieser Signale identifizierte Schätzwert

für die Totzeit einen relativen Fehler von weniger als einem Prozent bzgl. τ auf.

Auch wenn es sich bei dem betrachteten Transportband um ein sehr einfaches Iden-

tifikationsproblem handelt, wurde zum Vergleich mit (4.7) die asymptotische Approxi-

mation der Faltungsprodukte nach Abschnitt 3.4.2 auf (4.7) angewandt:

τ = lim
t→∞

∫ t
0
yα0 (τ) dτ

∫ t
0
σyα` (σ) dσ −

∫ t
0
τyα0 (τ) dτ

∫ t
0
yα` (σ) dσ

∫ t
0
yα0 (τ) dτ

∫ t
0
yα` (σ) dσ

. (4.8)

Die zugehörigen, aus den zuvor in Abbildung 4.2a verwendeten Trajektorien berechne-

ten Größen yα0 (t) = e−αty0(t) und yα` (t) = e−αty`(t) (bei einer Wahl von α = 1.5 1/s)

sowie der Schätzwert für die Totzeit sind in Abbildung 4.4 dargestellt. Es ist zu erken-

nen, dass der auf Basis von (4.8) berechnete Schätzwert tatsächlich für große Zeiten

2Die charakteristischen Mengen sind A1(ŷ0, ŷ`) = S(f2, f3) und A2(ŷ0, ŷ`, ψ̂) = f2.
3Die nominalen Zeitverläufe von y0 und y` ohne Rauschen entsprechen jenen in Abbildung 4.2a.
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Abbildung 4.2: Identifikation von τ mittels (4.7): (a) Trajektorien von y0 (blau) und y` (grün),

(b) geschätzte Totzeit (blau) und tatsächliche Totzeit (grün).
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Abbildung 4.3: Identifikation von τ in Gegenwart von Rauschen mittels der einfach integrier-

ten Gleichung (4.7) zur Glättung des Schätzwerts: (a) verrauschte Trajektorien von y0 (blau)

und y` (grün), (b) geschätzte Totzeit (blau) und tatsächliche Totzeit (grün).
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Abbildung 4.4: Asymptotische Identifikation von τ mittels (4.8): (a) Trajektorien von yα0
(blau) und yα` (grün), (b) geschätzte Totzeit (blau) und tatsächliche Totzeit (grün).
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Abbildung 4.5: Asymptotische Identifikation von τ mittels (4.8): Vergleich zwischen der

geschätzten Totzeit (blau) und der tatsächliche Totzeit (grün) bei einer Wahl von α = 1.5 1/s

in (a) und α = 3 1/s in (b).

gegen die Totzeit τ = 2 s konvergiert. In diesem Zusammenhang sei jedoch auf die

im Vergleich zu y0 und y` deutlich kleineren Amplituden von yα0 und yα` hingewiesen,

die bereits nach kurzer Zeit näherungsweise Null sind und damit die Identifikation der

Totzeit erschweren.

Besonders gut wird die bereits in Abschnitt 3.4.2 angedeutete Problematik bei der

Wahl von α in Gegenwart von Rauschen deutlich. Bereits ein Signal-Rausch-Verhältnis

von 60 dB führt in diesem Beispiel dazu, dass die Totzeit zwar für α = 1.5 1/s korrekt

identifiziert wird, nicht aber für die doppelte Dämpfung α = 3 1/s (vgl. Abbildung 4.5).

4.1.3 Störung der Messsignale

Am Beispiel des Transportbandes soll exemplarisch dargestellt werden, wie sich struk-

turierte und unstrukturierte Störungen von Messsignalen bei der algebraischen Identi-

fikation berücksichtigen und auf diese Weise unterdrücken lassen (vgl. Abschnitt 3.3).

Dafür seien die Messgröße y0 aus (4.2) durch Gausssches weißes Rauschen t 7→ n(t)

überlagert, jene bei z = ` durch einen unbekannten konstanten Anteil γ:

ŵ(0) = ŷ0 − n̂, ŵ(`) = ŷ` −
γ

s
.
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Aus der Lösung von (4.3) folgt damit die Messgleichung

ŷ` −
γ

s
= Φ̂(`)(ŷ0 − n̂).

Da der Parameter γ unbekannt ist, könnte er ebenfalls algebraisch identifiziert werden

[SRGRCRLJ14]. Hier soll stattdessen genutzt werden, dass die strukturierte Störung

mit d
ds
sγ
s

= 0 einer Dgl. bzgl. s genügt und sich durch Anwendung des entsprechen-

den Differentialoperators auf die Messgleichung aus dieser eliminieren lässt. Unter

Berücksichtigung der Dgl. (4.4) für die Exponentialfunktion Φ̂(`) ergibt sich mit

0 = sŷ′` + ŷ` + Φ̂(`)
(
sθ(ŷ0 − n̂)− s(ŷ′0 − n̂′)− ŷ0 + n̂

)
(4.9)

(und θ = τ) eine von γ unabhängige Beziehung.

Aus (4.9) lässt sich durch Elimination von Φ̂(`) eine in θ quadratische Gleichung

0 = ĥ0 + θĥ1 + θ2ĥ2

mit

ĥ0 = −(sŷ′′` − 2ŷ′`)(ŷ0 − n̂)− (s2ŷ′′` − 2ŷ`)(ŷ
′
0 − n̂′) + s(sŷ′` + ŷ`)(ŷ

′′
0 − n̂′′)

ĥ1 = (s2ŷ′′` − 2ŷ`)(ŷ0 − n̂)− 2s(sŷ′` + ŷ`)(ŷ
′
0 − n̂′)

ĥ2 = s(sŷ′` + ŷ`)(ŷ0 − n̂)

herleiten. Da entsprechend (3.12) für das Rauschen s−1 dkn̂
dsk

= 0 gilt, k ∈ Z, folgt durch

Multiplikation mit s−3 die Identifikationsgleichung

0 = ˆ̄h0 + θˆ̄h1 + θ2ˆ̄h2

mit

ˆ̄h0 = −s−2ŷ0(ŷ′′` − 2s−1ŷ′`)− s−1ŷ′0(ŷ′′` − 2s−2ŷ`) + s−1ŷ′′0(ŷ′` + s−1ŷ`)

ˆ̄h1 = s−1ŷ0(ŷ′′` − 2s−2ŷ`)− 2s−1ŷ′0(ŷ′` + s−1ŷ`)

ˆ̄h2 = s−1ŷ0(ŷ′` + s−1ŷ`).

Da jedes ŷ0 in den ˆ̄hi mit negativen Potenzen von s multipliziert ist, folgt, dass in einer

zugehörigen Darstellung im Zeitbereich die verrauschte Messung y0 nur in integrierter

Form auftritt, wodurch der mittelwertfreie Rauschanteil unterdrückt wird. Auf die

Angabe von Simulationsergebnissen wird an dieser Stelle verzichtet.

4.2 Eine elektrische Leitung

Die als homogen betrachtete zweiadrige elektrische Leitung in Form eines Koaxialkabels

weise über die Länge ` konstante Werte für den Widerstandsbelag R, den Leitwertbe-

lag G, den Kapazitätsbelag C und den Induktivitätsbelag L auf (vgl. Abb. 4.6). Die
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Abbildung 4.6: Skizze einer zweiadrigen elektrischen Leitung.

Änderung der Spannung u(z, t) und des Stroms i(z, t) über dem Ort z ∈ [0, `] und der

Zeit t wird durch die Telegraphengleichungen

∂zi(z, t) + C∂tu(z, t) +Gu(z, t) = 0 (4.10a)

∂zu(z, t) + L∂ti(z, t) +Ri(z, t) = 0 (4.10b)

beschrieben. Da für die sich anschließende Identifikation der Leitungsbeläge von der

Messung sämtlicher Randgrößen4

u0(t) = u(0, t), u`(t) = u(`, t), i0(t) = i(0, t), i`(t) = i(`, t) (4.11)

ausgegangen wird, werden etwaige (zusätzliche) Randbedingungen nicht benötigt. Viel-

mehr spiegeln sie sich bereits in (4.11) wider. Das Modell wird durch homogene An-

fangsbedingungen vervollständigt.

4.2.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Für die Herleitung einer Identifikationsgleichung wird unter Berücksichtigung der Ho-

mogenität der Anfangsbedingungen die Laplace-Transformation auf die Telegraphen-

gleichungen angewandt und die Lösung des daraus hervorgehenden gewöhnlichen Dif-

ferentialgleichungssystems berechnet:
(
û(z)

Ẑî(z)

)
=

(
cosh(Γ̂z) − sinh(Γ̂z)

− sinh(Γ̂z) cosh(Γ̂z)

)(
û(0)

Ẑî(0)

)

mit

Γ̂ =
√

(R + sL)(G+ sC), Ẑ =

√
R + sL

G+ sC
.

Aus der Lösung bei z = ` ergibt sich eine Beziehung zwischen den Messgrößen in (4.11),

die nach den hyperbolischen Funktionen

cosh(Γ̂z) =
û0û` − Z2(s)̂i0î`

û2
0 − Z2(s)̂i20

, sinh(Γ̂z) =
î0û` − û0î`

û2
0 − Z2(s)̂i20

4Man beachte, dass die Leitung grundsätzlich eine Länge größer als ` aufweisen darf. Es wird

lediglich davon ausgegangen, dass an zwei beliebigen Stellen des Kabels die Spannung zwischen Innen-

und Außenleiter sowie der Strom im Innenleiter gemessen werden.
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aufgelöst werden kann, falls die Leitung nicht reflexionsfrei abgeschlossen ist5. Durch

Einsetzen dieser Ausdrücke in die hyperbolische Identität

cosh2(Γ̂z)− sinh2(Γ̂z) = 1

ergibt sich die Identifikationsgleichung

(Gs−1 + C)(û2
` − û2

0)− (Rs−1 + L)(̂i2` − î20) = 0. (4.12)

In dieser sind lediglich drei Quotienten der Leitungsbeläge identifizierbar. Eine Division

durch den Kapazitätsbelag C führt auf eine normierte Gleichung und ermöglicht im

Zeitbereich beispielsweise aus



I0 I1 −U1

I1 I2 −U2

I2 I3 −U3






L/C

R/C

G/C


 =



U0

U1

U2


 (4.13)

mit Uk(t) =
∫ t

0
Uk−1(τ) dτ , Ik(t) =

∫ t
0
Ik−1(τ) dτ , k ∈ {1, 2, 3} und

U0 = u` ∗ u` − u0 ∗ u0, I0 = i` ∗ i` − i0 ∗ i0

die Identifikation der Impedanz
√

L
C

sowie des Widerstandsbelags R und des Leitwert-

belags G, die Kenntnis von C vorausgesetzt.

Das gleiche Ergebnis (4.12) lässt sich auch systematisch entsprechend der Elimina-

tion in Kapitel 2 herleiten. Dafür wird eine Darstellung

dx̂

dz
(z) = Âx̂(z) =

(
0 −(Cs+G)

−(Ls+R) 0

)
x̂(z)

erster Ordnung mit x̂ = (̂i, û)T für die Laplace-Transformierte von (4.10) eingeführt,

wobei sich die Beziehung (
î`
û`

)
= Φ̂(`)

(
î0
û0

)
(4.14a)

zwischen den Messgrößen ergibt. Das Matrix-Exponential Φ̂(`) = eÂ` genügt der Dgl.

Φ̂′(`) = Φ̂(`)

(
0 0

0 1
2

CR−GL
(Ls+R)(Cs+G)

)
−
(

0 1
2

(2CLs+CR+GL)`
Ls+R

1
2

(2CLs+CR+GL)`
Cs+G

1
2

CR−GL
(Ls+R)(Cs+G)

)
Φ̂(`) (4.14b)

und kommutiert mit Â selbst:

Φ̂(`)Â = ÂΦ̂(`). (4.14c)

Für die Wronski-Determinante von Â gilt die Formel von Liouville [BSMMl01]

det Φ̂(`) = 1. (4.14d)

5Bei angepasster Leitungsimpedanz am Rand breiten sich die Wellen nur in einer Richtung mit

û(z) = ±Ẑî(z) aus.
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Abbildung 4.7: Aufbau zur Messung (bzw. Berechnung) der Spannungen und Ströme am

Koaxialkabel RG 59/B/U.

Aus (4.14) lässt sich Φ̂(`) bzw. lassen sich die vier Einträge der Matrix leicht elimi-

nieren. Die bereits zuvor ermittelte Identifikationsgleichung (4.12) geht dabei aus den

charakteristischen Mengen eines basierend auf (4.14a), (4.14c) und (4.14d) definierten

differentiellen Ideals I = [f1, . . . , f5] mit

f1 = î` − φ̂1,1(`)̂i0 − φ̂1,2(`)û0

f2 = û` − φ̂2,1(`)̂i0 − φ̂2,2(`)û0

f3 = φ̂1,1(`)− φ̂2,2(`)

f4 = (Ls+R)φ̂1,2(`)− (Cs+G)φ̂2,1(`)

f5 = φ̂1,1(`)φ̂2,2(`)− φ̂1,2(`)φ̂2,1(`)− 1

hervor.

Es sei bemerkt, dass die Länge ` nicht als Parameter in den Polynomen f1, . . . , f5

des Ideals I auftritt. Folglich gilt gleiches für die aus den charakteristischen Mengen von

I hervorgehende Identifikationsgleichung (4.12), und die Länge ist nicht identifizierbar.

Über die algebraische Identifizierbarkeit kann auf der Basis von I jedoch keine Aussage

getroffen, da sich diese Eigenschaft aus dem speziellen Ideal I∗ entsprechend Definition

2.3 ableitet. Hier stellt man fest, dass zwar nicht die Länge ` selbst, wohl aber ein

skalierter Parameter L` algebraisch identifizierbar ist. Falls ` bzw. L` geschätzt werden

soll, muss der Ritt-Algorithmus auf ein Ideal Ī = [f1, . . . , f6] angewandt werden, das

zumindest eine der vier skalaren Gln. in (4.14b) enthält, z.B.

f6 = 2(Ls+R)φ̂′1,1(`) + `(2CLs+ CR +GL)φ̂′2,1(`).

4.2.2 Simulations- und Messergebnisse

Zur Untersuchung der praktischen Anwendbarkeit wurden Messungen an einem Ko-

axialkabel durchgeführt. An einem 50 m langen Koaxialkabel vom Typ RG 59/B/U

mit den in Tabelle 4.1 angegebenen, für die Identifikation wesentlichen Parametern

wurden dafür jeweils zwei Spannungen an den Enden des Kabels gemessen (vgl. Mess-

aufbau in Abb. 4.7), auf Basis derer sich die als Messsignale definierten Größen in

(4.11) berechnen lassen.

Von einem stationären Regime ausgehend wurde die elektrische Leitung zum Zwecke

der Parameteridentifikation mit einer Rechteckschwingung der Frequenz 1333 kHz an-

geregt und die in Abb. 4.8 dargestellten Messsignale mit 1250 MHz abgetastet. Für die
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Parameter Wert Einheit

Länge ` 50 m

Wellenwiderstand Impedanz
√

L
C

75± 3 Ω

Kapazitätsbelag C 67 pF/m

Tabelle 4.1: Parameter des Koaxialkabels RG 59/B/U laut Datenblatt.

Berechnung der Leitungsparameter entsprechend (4.13) ergaben sich unter Verwendung

des Kapazitätsbelags C aus Tabelle 4.1 Schätzwerte für
√

L
C

, R und G, wie Abb. 4.9

zu entnehmen ist, wobei die Gleichung (4.13) hier achtfach zusätzlich integriert wurde,

um den Einfluss des Rauschens zu reduzieren. Es ist zu erkennen, dass sich zumindest

für die Leitungsimpedanz und den Widerstandsbelag konstante und damit (eigentlich)

vertrauenswürdige Werte ergeben. Die Leitungsimpedanz liegt jedoch außerhalb des

im Datenblatt angegebenen Bereichs und auch der Widerstandsbelag scheint zu hoch.

Für den Leitwertbelag kann kein konstanter Wert identifiziert werden. Der driftende

Schätzwert deutet an dieser Stelle auf eine geringe Sensitivität des Systemverhaltens

bzgl. einer Variation des Leitwertbelags hin.

Aus diesen Gründen wurde eine Simulation auf Basis der identifizierten Parameter

durchgeführt, mit den arithmetischen Mittelwerten

√
L

C
= 78.6 Ω, R = 0.53 Ω/m, G = 0.6 µS/m (4.15)

der letzten 100 Schätzwerte eines jeden Parameters. Für die Simulation, in der die Tra-

jektorien von Spannung und Strom bei z = 0 für ein gegebenes Paar entsprechender

Trajektorien bei z = ` aus der Lösung der Telegraphengleichung (4.10) exakt berech-

net werden, wurde die Länge ` der Leitung und der Kapazitätsbelag C als bekannt

angenommen. Für die Validierung diente der Ausschnitt einer Messung, bei der das

Koaxialkabel mit einer Frequenz von 1750 kHz angeregt und mit 2500 MHz abgetastet

wurde. Der Vergleich zwischen den gemessenen und den auf Basis der identifizierten

Leitungsparameter simulierten Trajektorien von u0 und i0 in Abb. 4.10 zeigt eine sehr

gute Übereinstimmung sowohl in den (quasi-)stationären Bereichen als auch in den

dynamischen. Die Simulation validiert damit die identifizierten Parameter in (4.15),

auch wenn diese von den Nominalwerten des Datenblatts abweichen.

4.2.3 Eine gestörte elektrische Leitung

Ein weiteres interessantes Anwendungsgebiet der algebraischen Identifikationsmethode

eröffnet sich in der Detektion und Lokalisierung von Störungen. Für die elektrische

Leitung soll diese Möglichkeit am Beispiel einer defekten Isolierung zwischen Innen-

und Außenleiter eines Koaxialkabels kurz skizziert werden. Zur Vereinfachung der sich

anschließenden Berechnungen sei die Leitung als verlustfrei angenommen, sodass in

den Telegraphengleichungen (4.10) R = G = 0 gilt. Eine entsprechende elektrische
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Abbildung 4.8: Trajektorien der Messsignale: Spannungen u0 (blau) und u` (grün) in (a),

Ströme i0 (blau) und i` (grün) in (b).
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Abbildung 4.9: Aus den Messsignalen in Abb. 4.8 identifizierte Leitungsparameter.
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Abbildung 4.10: Vergleich zwischen gemessenen (blau) und auf Basis der identifizierten Lei-

tungsparameter simulierten Trajektorien (grün) von Spannung und Strom bei z = `.
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Leitung der Gesamtlänge ` lässt sich abschnittsweise, getrennt durch den unbekannten

Ort z = `0 der Störung durch die partiellen Dgln.

∂zi1(z, t) + C∂tu1(z, t) = 0, ∂zu1(z, t) + L∂ti1(z, t) = 0, z ∈ [0, `0) (4.16a)

∂zi2(z, t) + C∂tu2(z, t) = 0, ∂zu2(z, t) + L∂ti2(z, t) = 0, z ∈ (`0, `] (4.16b)

modellieren. Die beiden Segmente sind über die Randbedingungen

u1(`0, t) = u2(`0, t) (4.17a)

i1(`0, t) = i2(`0, t) +G`0u2(`0, t) (4.17b)

an der Störstelle gekoppelt, wobei der unbekannte Leitwert G`0 im ungestörten Fall

gegen Null geht. Erneut sind die Anfangsbedingungen homogen.

In Folge der vorangegangenen Betrachtungen, also der Identifikation im ungestörten

Fall, wird davon ausgegangen, dass bis auf den Leitwert G`0 und die Position `0

sämtliche Leitungsparameter bekannt sind, insbesondere die Impedanz
√

L
C

, der Ka-

pazitätsbelags C und die Länge `. Zur Identifikation der Störstelle stehen weiterhin

die Messungen von Spannung und Strom bei z = 0 und z = ` entsprechend (4.11) zur

Verfügung.

Analog zum ungestörten Fall wird aus der Laplace-Transformierten von (4.16) un-

ter Berücksichtigung der Kopplungsbedingungen die Lösung des Randwertproblems

berechnet, aus dem sich mit

(
û`

Zî`

)
=

(
cosh

(
Γ̂(`− `0)

)
− sinh

(
Γ̂(`− `0)

)

− sinh
(
Γ̂(`− `0)

)
cosh

(
Γ̂(`− `0)

)
)(

1 0

−G`0Z 1

)

·
(

cosh(Γ̂`) − sinh(Γ̂`)

− sinh(Γ̂`) cosh(Γ̂`)

)(
û0

Zî0

)

eine Beziehung zwischen den vier Messgrößen ergibt, mit Γ̂ = s
√
LC, Z =

√
L
C

. Die

erste und zweite Ableitung dieser Gleichung nach s ermöglicht die Elimination der

Fundamentallösungen in Form der vier hyperbolischen Funktionen und führt auf eine

Identifikationsgleichung der Form

ĥ0 + `0ĥ1 + `2
0ĥ2 = 0, (4.18)

wobei die Größen ĥi polynomial sind in den Messgrößen (und deren Ableitungen nach

s) sowie den Parametern Z, C und `.

Das elektrische Netzwerk (4.16), (4.17) wurde über die Methode der Charakteristi-

ken simuliert, wobei für beide Leitungssegmente eine Impedanz von Z = 75 Ω und ein

Kapazitätsbelag von C = 67 pF/m gewählt wurden. Als Anregung für die 100 m lange

Leitung mit einer Störstelle in Form des Leitwerts G = 1 mS bei `0 = 17 m diente ein

periodisches Signal mit der Frequenz 3400 kHz. Die zugehörigen mit einer Frequenz

von 1990 MHz abgetasteten Trajektorien der vier Randgrößen u0, u`, i0, i` sowie der

Schätzwert für `0 können Abb. 4.11 entnommen werden, wobei für letzteren nur die
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Abbildung 4.11: Simulationsergebnisse zur Lokalisierung einer Störstelle auf einer elektrischen

Leitung: u0 (blau) und u` (grün) in (a), i0 (blau) und i` (grün) in (b), einzig für t > 1 µs

zeitlich konstante Lösung von (4.18) als Schätzwert für `0 in (c).

(nach hinreichend langer Zeit) konstante der zwei Lösungen von (4.18) dargestellt ist.

Man erkennt, dass wegen u`(t) = i`(t) = 0 für t ∈ [0, 0.5] µs eine Identifikation erst

für t > 0.5 µs möglich ist, anschließend jedoch der Schätzwert nahezu unmittelbar mit

dem tatsächlichen Systemparameter exakt übereinstimmt.

Dass nur im Fall einer Störstelle die Identifikationsgleichung (4.18) deren Position

als Lösung liefert, konnte anhand weiterer Simulationen einer ungestörten Leitung ve-

rifiziert werden. In diesem Fall entspricht die (einzig) zeitlich konstante Lösung von

(4.18) der Leitungslänge `.

4.3 Ein Euler-Bernoulli-Balken

Betrachtet wird ein einseitig eingespannter Euler-Bernoulli-Balken der Länge L > 0,

dessen Auslenkung w(z, t) der partiellen Dgl.

EI∂4
zw(z, t) + Aρ∂2

zw(z, t) = 0 (4.19)

genügt. Es bezeichnen die konstanten Parameter E, I, A und ρ den Elastizitätsmodul,

das (relevante) Flächenträgheitsmoment, die Querschnittsfläche und die flächenbezoge-

ne Dichte des homogenen Balkens. Im Beispiel werden Randbedingungen

w(0, t) = 0, ∂zw(0, t) = 0, ∂2
zw(L, t) = 0, ∂3

zw(L, t) = F (t) (4.20)
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betrachtet. Für die Identifikation des einzigen in (4.19) auftretenden Parameters α =
Aρ
EI

unter Verwendung der Messgrößen F (t) und y(t) = w(L, t) wird von homogenen

Anfangsbedingungen ausgegangen.

Basierend auf einer Darstellung

dx̂

dz
= Âx̂ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−αs2 0 0 0



x̂ (4.21)

erster Ordnung mit x̂ = (ŵ, dŵ
dz
, d

2ŵ
dz2
, d

3ŵ
dz3

)T für die Laplace-Transformierte von (4.19)

lässt sich entsprechend (2.16) eine Dgl. für die Matrix-Exponentialfunktion Φ̂(z) = eÂz

bzgl. s angeben:

Φ̂′(z) =




0 z
2s

0 0

0 1
2s

z
2s

0

0 0 1
s

z
2s

−α sz
2

0 0 3
2s




Φ̂(z) + Φ̂(z)




0 0 0 0

0 − 1
2s

0 0

0 0 1
2s

0

0 0 0 1
2s



, (4.22)

wobei für die Matrix V̂ der Eigenvektoren und die Jordan-Matrix Ĵ als

V̂ =




1 1 1 1

(−αs2)
1
4 −j(−αs2)

1
4 j(−αs2)

1
4 −(−αs2)

1
4

(−αs2)
1
2 −(−αs2)

1
2 −(−αs2)

1
2 (−αs2)

1
2

(−αs2)
3
4 j(−αs2)

3
4 −j(−αs2)

3
4 −(−αs2)

3
4




Ĵ =




(−αs2)
1
4 0 0 0

0 −j(−αs2)
1
4 0 0

0 0 j(−αs2)
1
4 0

0 0 0 −(−αs2)
1
4




gewählt wurden.

Die Messgleichung als Beziehung zwischen F̂ und ŷ lässt sich ausgehend von der

Lösung x̂(z) = Φ̂(L− z)x̂(L) mit

ŵ(z) = φ̂1,1(L− z)ŵ(L) + φ̂1,2(L− z)
dŵ

dz
(L) + φ̂1,3(L− z)

d2ŵ

dz2
(L) + φ̂1,4(L− z)

d3ŵ

dz3
(L)

unter Berücksichtigung der Randbedingungen (4.20) ermitteln:

α2s2
(
α2s2φ̂2

1,1(L) + φ̂1,2(L)φ̂1,4(L)
)
ŷ =

(
α2s2φ̂1,1(L)φ̂1,2(L) + φ̂1,3(L)φ̂1,4(L)

)
F̂ . (4.23)

Die Herleitung einer Identifikationsgleichung erfordert die Elimination der vier Fun-

damentallösungen φ̂1,i mit Hilfe von (4.22). Eine solche Gleichung lässt mit Hilfe des



56
Fallstudien für lineare partielle Differentialgleichungen mit konstanten

Koeffizienten

Ritt-Algorithmus für das differentielle Ideal I = [f1, f2, f3, f4, f5] mit

f1 = 2ψ̂′1 − αsLψ̂4 (4.24a)

f2 = 2sψ̂′2 + ψ̂2 + Lψ̂1 (4.24b)

f3 = 2sψ̂′3 + 2ψ̂3 + Lψ̂2 (4.24c)

f4 = 2sψ̂′4 + 3ψ̂4 + Lψ̂3 (4.24d)

f5 = α2s2
(
α2s2ψ̂2

1 + ψ̂2ψ̂4

)
ŷ −

(
α2s2ψ̂1ψ̂2 + ψ̂3ψ̂4

)
F̂ (4.24e)

ermitteln, wobei sich die Beziehungen f1, . . . , f4 für die Ableitungen von ψ̂i = φ̂1,i(L)

nach s aus (4.22) unter Berücksichtigung von ÂΦ̂ = Φ̂Â ergeben.

Da es aufgrund der symbolischen Komplexität des Problems bisher nicht möglich

war, unter Verwendung des Maple R©-Pakets CharSets die charakteristischen Mengen

für I zu ermitteln, soll ein alternativer Zugang zur Elimination der ψ̂i verfolgt werden.

Motiviert durch die in der Messgleichung auftretenden Produkte ψ̂iψ̂j werden mit

ψ̄1 = ψ2
1, ψ̄2 = ψ1ψ2, ψ̄3 = ψ1ψ3, ψ̄4 = ψ1ψ4, ψ̄5 = ψ2

2,

ψ̄6 = ψ2ψ3, ψ̄7 = ψ2ψ4, ψ̄8 = ψ2
3, ψ̄9 = ψ3ψ4

neun neue Funktionen definiert. Von den n(n+1)/2 = 10 unterschiedlichen Kombinatio-

nen ψiψj, mit n = 4 der Dimension von Â, entfällt dabei ψ̄10 wegen−2ψ̄3+ψ̄5−αs2ψ̄10 =

0. Dieser Sachverhalt wird auch auf der Basis der Fundamentallösungen von (4.21) er-

sichtlich, da die multiplikative Kombination der vier trigonometrischen und hyperboli-

schen Funktionen aufgrund der jeweiligen Identitätsbeziehungen auf acht unabhängige

Produkte und eine Konstante führt. Im Gegensatz zu (4.24) sind die daraus hervorge-

henden Ausdrücke

f̄1 = 2s ˆ̄ψ′1 − 2αLs2 ˆ̄ψ4

f̄2 = 2s ˆ̄ψ′2 + L ˆ̄ψ1 + ˆ̄ψ2 − αLs2 ˆ̄ψ7

f̄3 = 2s ˆ̄ψ′3 + L ˆ̄ψ2 + ˆ̄ψ3 − αLs2 ˆ̄ψ9

f̄4 = 2s ˆ̄ψ′4 + 3L ˆ̄ψ3 + 3 ˆ̄ψ4 + L ˆ̄ψ5

f̄5 = 2s ˆ̄ψ′5 + 2L ˆ̄ψ2 + 2 ˆ̄ψ5

f̄6 = 2s ˆ̄ψ′6 + L ˆ̄ψ3 + L ˆ̄ψ5 + 3 ˆ̄ψ6

f̄7 = 2s ˆ̄ψ′7 + L ˆ̄ψ4 + L ˆ̄ψ6 + 4 ˆ̄ψ7

f̄8 = 2s ˆ̄ψ′8 + 2L ˆ̄ψ6 + 4 ˆ̄ψ8

f̄9 = 2s ˆ̄ψ′9 + L ˆ̄ψ7 + L ˆ̄ψ8 + 5 ˆ̄ψ9

f̄10 = α2s2
(
α2s2 ˆ̄ψ1 + ˆ̄ψ7

)
ŷ −

(
α2s2 ˆ̄ψ2 + ˆ̄ψ9

)
F̂

linear in ˆ̄ψi. Auch für das Ideal [f̄1, . . . , f̄10] konnten mit dem CharSets-Paket nicht

die charakteristischen Mengen ermittelt werden. Da für die Identifikation aber nicht

alle diese Mengen benötigt werden, sondern lediglich jene, die sich im letzten Schritt
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des Eliminationsalgorithmus ergibt, soll an diesem Beispiel eine alternative Herleitung

einer Identifikationsgleichung beschrieben werden.

Aufgrund der Linearität der Messgleichung (4.23) bzgl. ˆ̄ψi, kann diese als

(
α4s4ŷ −α2s2F̂ 0 0 0 0 α2s2ŷ 0 −F̂

)
ˆ̄ψ = 0

mit ˆ̄ψ = ( ˆ̄ψ1, . . . ,
ˆ̄ψ9)T geschrieben werden. Dann ergibt sich daraus durch k-faches

Ableiten, k = 0, . . . , 8 ein homogenes Gleichungssystem

M̂ ˆ̄ψ = 0

mit einer quadratischen Matrix M̂ , deren Einträge polynomial im Parameter α, der

komplexen Veränderlichen s der Laplace-Transformation sowie den Messgrößen ŷ, F̂

und deren Ableitung nach s sind. Aufgrund der linearen Unabhängigkeit der Elemente

von ˆ̄ψ muss M̂ singulär sein. Die Determinante von M̂ führt damit auf eine Identi-

fikationsgleichung (nach Multiplikation mit s−k, k ∈ N derart, dass keine positiven

Potenzen der komplexen Veränderlichen mehr auftreten):

s−k det M̂ = 0. (4.25)

Da in der Identifikationsgleichung (4.25) neunfache Produkte der Messgrößen F̂ , ŷ und

deren Ableitungen nach s auftreten – entsprechend der rechenintensiven Faltung von

jeweils neun Faktoren im Zeitbereich – wurde dieses Ergebnis bisher noch nicht weiter

simulativ untersucht6.

6Für erste Simulationsstudien lässt sich die Komplexität der Identifikationsgleichung erheblich

durch die Hinzunahme weiterer Messgrößen vereinfachen, insbesondere bei Messung sämtlicher Größen

an einem Rand, z.B.

ŷ0 = ŵ(0), ŷ1 = ŵ(L), ŷ2 =
dŵ

dz
(L), ŷ3 =

d2ŵ

dz2
(L), ŷ4 =

d3ŵ

dz3
(L).
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Kapitel 5

Algebraische Identifikation für

lineare partielle

Differentialgleichungen mit

ortsabhängigen Koeffizienten

Die Herleitung von Beziehungen zwischen den Messgrößen für Systeme mit ortsabhän-

gigen Koeffizienten erfolgt analog zum Fall konstanter Koeffizienten in Kapitel 2. Die

zur Vereinfachung dieser Beziehungen erforderlichen algebraischen Umformungen sind

jedoch wesentlich anspruchsvoller. Während es für lineare partielle Dgln. mit konstan-

ten Koeffizienten möglich war, einen durchgehenden Algorithmus für die vorgeschlage-

ne algebraische Parameteridentifikation anzugeben, ergibt sich im Fall ortsabhängiger

Koeffizienten insbesondere bei der Lösungsberechnung ein natürlicher, fundamenta-

ler Unterschied. Für die Systeme, die sich für letztere Klasse im Bildbereich ergeben,

ist es im Allgemeinen nicht-trivial ein Fundamentalsystem zu konstruieren [Heu95].

Da die Kenntnis der Lösung für diese Art der Parameteridentifikation notwendig ist,

beschränkt sich dieser Abschnitt auf die Untersuchung von Beispielen mit bekannter

Lösung. Die Bestimmung der Parameter basierend auf einer Identifikationsgleichung

unterscheidet sich nicht vom Fall mit konstanten Koeffizienten.

Zunächst soll ein schweres Seil in unterschiedlichen Konfigurationen einen intuitiven

Zugang für die Identifikation von Parametern in Systemen mit ortsabhängigen Koeffi-

zienten geben (vgl. [GKRW12a, GKRW12b, GKRW12c]), bevor weitere, teils abstrakte

Beispiele gewisse Muster und Systematiken aufzeigen.

5.1 Ein schweres Seil

Das Modell des schweren Seils stellt im regelungstechnischen Kontext ein klassisches

Beispiel für ein System dar, dessen Dynamik durch eine partielle Dgl. mit ortsabhängi-

gen Koeffizienten beschrieben wird (siehe z.B. [DNC00, PR01]).



60
Algebraische Identifikation für lineare partielle Differentialgleichungen mit

ortsabhängigen Koeffizienten

z

M

g

F (t)

z = 0

m

z = `

ρ, ε

w(z, t)

y0(t)

y`(t)

Abbildung 5.1: Skizze des schweres Seils mit Last.

5.1.1 Modell und Lösung

Hier wird ein homogenes Seil der Länge ` mit konstanter Querschnittsfläche und der

Liniendichte ρ betrachtet, das sich im Schwerefeld der Erde bewegt (vgl. Skizze in

Abbildung 5.1). Im Unterschied zu klassischen Betrachtungen wird durch den Propor-

tionalitätsfaktor ε eine durch [Ban92] motivierte Kelvin-Voigt-Dämpfung modelliert,

durch die den Reibungseffekten im Inneren des Seils Rechnung getragen werden soll.

Mit der krummlinigen Koordinate z entlang des Seils bezeichnet w(z, t) die horizontale

Position eines Punktes relativ zu einer festen vertikalen Referenz zum Zeitpunkt t. Am

unteren Ende des Seils, bei z = 0, kann eine punktförmige Last der Masse m befestigt

sein. Für kleine Auslenkungen wird das dynamische Verhalten durch

ε(Pwzt)z + (Pwz)z − ρwtt = 0, z ∈ [0, `], t ≥ 0 (5.1)

beschrieben, wobei P (z) = g(ρz + m) die Kraft im Seil und g die Erdbeschleunigung

bezeichnen.

Das obere Ende des Seils ist an einem horizontal beweglichen Wagen der Masse M

befestigt, an dem parallel zur Bewegungsrichtung eine Kraft F angreift. Die horizontale

Position w(`, t) = y`(t) des Wagens genügt der Bewegungsgleichung

P (`)
(
εwzt(`, t) + wz(`, t)

)
+Mwtt(`, t) = F (t). (5.2a)

Entsprechend führt eine Kräftebilanz am unteren Seilende auf

P (0)
(
εwzt(0, t) + wz(0, t)

)
−mwtt(0, t) = 0. (5.2b)

Neben diesen beiden Randbedingungen wird das Modell durch homogene Anfangsbe-

dingungen

w(z, 0) = 0, wt(z, 0) = 0
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vervollständigt.

Analog zu den Betrachtungen in Kapitel 2 wird in einem ersten Schritt (5.1) mit

Hilfe der Laplace-Transformation in eine gewöhnliche Dgl. mit ortsabhängigen Koeffi-

zienten überführt:

g(1 + εs)

(
(ρz +m)

d2ŵ

dz2
(z) + ρ

dŵ

dz
(z)

)
− ρs2ŵ(z) = 0. (5.3)

Die für den Fall mit Kelvin-Voigt-Dämpfung modifizierte klassische Koordinatentrans-

formation (vgl. [PR01])

x = f̂(z) =

√
P (z)

ρ(1 + εs)
= 2s

√
ρz +m

gρ(1 + εs)
(5.4)

überführt anschließend (5.3) in die modifizierte Bessel-Gleichung nullter Ordnung:

x2d
2w̄

dx2
(x) + x

dw̄

dx
(x)− x2w̄(x) = 0.

In deren bekannter Lösung

w̄(x) = Ĉ1I0(x) + Ĉ2K0(x)

für x 6= 0, bzw.

ŵ(z) = Ĉ1I0

(
f̂(z)

)
+ Ĉ2K0

(
f̂(z)

)
(5.5)

in den ursprünglichen Koordinaten, bezeichnen I0 und K0 die modifizierten Bessel-

Funktionen nullter Ordnung und erster bzw. zweiter Art. Die Operatoren Ĉ1 und Ĉ2

hängen von den Randbedingungen ab, auf die anschließend in den konkreten Fallstudien

eingegangen wird.

5.1.2 Fall 1: Identifikation im Fall ohne Last und ohne Kelvin-

Voigt-Dämpfung

Im einfachsten, mit ε = 0 reibungsfreien Fall, wie auch in [GKRW12a] und [GKRW12b]

betrachtet, hängt bei z = 0 keine Last am Seil, d.h. m = 0. So ergibt sich durch

Auswertung der Lösung (5.5) am unteren Seilende1 Ĉ2 = 0; die Randbedingung (5.2b)

wird trivial. Allerdings folgt aus (5.5) unmittelbar wz(0, t) = 0, sodass das System

durch

gz
d2ŵ

dz2
(z) + g

dŵ

dz
(z)− s2ŵ(z) = 0 (5.6a)

P (`)
dŵ

dz
(`) +Ms2ŵ(`) = F̂ (5.6b)

ŵz(0) = 0 (5.6c)

beschrieben wird.

1Anderenfalls wäre die Auslenkung ŵ(0) unendlich groß.
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Es wird angenommen, dass die Kraft F unbekannt ist und stattdessen die horizon-

tale Position an beiden Enden gemessen wird, d.h. die Randgrößen

ŷ0 = ŵ(0), ŷ` = ŵ(`).

Da somit die Position des Wagens bekannt ist, wird der Identifikationsalgorithmus un-

abhängig von der zugehörigen Randbedingung (5.6b) sein, womit weder die Linienichte

ρ noch die Masse M des Wagens unter diesen Voraussetzungen algebraisch identifizier-

bar sind2. Durch Auswertung der Definitionen von ŷ0 und ŷ` im Lösungsansatz (5.5)

wird aus der Messgleichung

ŷ` = I0(θs)ŷ0 (5.7)

ersichtlich, dass lediglich der zur Vereinfachung der Notation eingeführte Parameter

θ = 2

√
`

g

algebraisch identifizierbar ist, also bei bekannter Erdbeschleunigung die Seillänge `.

Eine Identifikationsgleichung leitet sich durch Anwendung des Ritt-Algorithmus auf

das sich aus (5.7) sowie den Dgln. für ψ̂1 = I0(θs) und ψ̂2 = I1(θs) (vgl. Anhang A.4)

zusammensetzende Gleichungssystem

ŷ` = ψ̂1ŷ0

ψ̂′1 = θψ̂2

sψ̂′2 = θsψ̂1 − ψ̂2

her:

ŷ0(ŷ0ŷ
′′
` − ŷ′′0 ŷ`) + (s−1ŷ0 − 2ŷ′0)(ŷ0ŷ

′
` − ŷ′0ŷ`) = θ2ŷ0ŷ0ŷ`.

Daraus ergibt sich für die Identifikation der Länge

` =
g

4
θ2 =

g

4

ynum(t)

ydenom(t)
, (5.8)

im Zeitbereich (falls ydenom(t) 6= 0) mit

ynum(t) = (v0 ∗ v0 ∗ t̄2v1)(t)− (v0 ∗ t̄2v0 ∗ v1)(t)− 2(t̄v0 ∗ v0 ∗ t̄v1)(t)

+ 2(t̄v0 ∗ t̄v0 ∗ v1)(t) +

∫ t

0

(v0 ∗ t̄v0 ∗ v1 − v0 ∗ v0 ∗ t̄v1)(σ) dσ

ydenom(t) = (v0 ∗ v0 ∗ v1)(t),

wobei t̄ : t 7→ t erneut die identische Abbildung bezeichnet. Der Parameter kann

offensichtlich aus beliebigen Trajektorien der Messgrößen, also bei beliebiger Bewegung

des Seils, ermittelt werden, solange ydenom(t) 6= 0 gilt.

2Steht die Kraft F anstelle einer der anderen Messgrößen y0 und y` zur Verfügung (oder zusätzlich

zu diesen), so lässt sich (bei Kenntnis von g) zusätzlich zur Länge ` des Seils zumindest ein Verhältnis

der Masse M des Wagens und der Liniendichte ρ des Seils identifizieren.
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Abbildung 5.2: Identifikation der Seillänge: (a) Auslenkung y0 vom unteren Seilende (blau)

und y` vom oberen Ende (grün), (b) mit (5.8) berechnete Seillänge (blau) im Vergleich mit

der tatsächlichen Länge (grün).
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Abbildung 5.3: Identifikation der Seillänge in Gegenwart von mittelwertfreiem Rauschen: (a)

Auslenkung y0 vom unteren Seilende (blau) und y` vom oberen Ende (grün), (b) mit (5.8)

berechnete Seillänge (blau) im Vergleich mit der tatsächlichen Länge (grün).

Zur Verifikation von (5.8) wurde die Lösung von (5.1) bzw. die inverse Laplace-

Transformierte von (5.7) simuliert (vgl. z.B. [PR01]). Die Ergebnisse in Abb. 5.2 lassen

klar erkennen, dass aufgrund der homogenen Anfangsbedingungen mit y0(t) = 0, t ∈
[0, 2] s eine Identifikation erst für t ≥ 4 s möglich ist. Dass die tatsächliche für die

Simulation verwendete Seillänge von ` = 10 m nicht unmittelbar für t = 4 s identifiziert

wird, ist numerischen Fehlern bei der Integration und Faltung der mit einer Schrittweite

von 5 ms abgetasteten Messsignale geschuldet.

Zur Prüfung der Robustheit der Identifikation wurden den Trajektorien vom obe-

ren und unteren Seilende weißes Rauschen mit einem Signal-Rausch-Verhältnis von

35 dB überlagert. Die zugehörige identifizierte Seillänge ist in Abb. 5.3 dargestellt. Im

Gegensatz zum rauschfreien Fall kam hierfür eine Simulation des Seils durch modale

Approximation (mit den ersten 20 Moden) zum Einsatz, um auch auf diese Weise die

Robustheit in der Berechnung von ` zu testen. Zwar wäre für die in der Simulation

gewählten und mit einer Schrittweite von 5 ms abgetasteten Trajektorien von y0 und

y` theoretisch eine Identifikation der Seillänge für t ≥ 9 s möglich, aufgrund des Rau-

schens, der modalen Approximation und erneut numerischer Fehler gelingt dies aber
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erst ab t ≈ 15 s. Während im Fall ohne Rauschen der Schätzwert identisch mit der

tatsächlichen Länge ` war, ist hier eine leichte Oszillation mit der Frequenz der Schwin-

gung des unteren Seilendes zu erkennen. Der Fehler bei der Identifikation liegt jedoch

deutlich unterhalb von einem Prozent.

5.1.3 Fall 2: Identifikation im Fall mit Last und ohne Kelvin-

Voigt-Dämpfung

Ist am unteren Ende des reibungsfreien Seils mit ε = 0 eine Last der Masse m befestigt

(vgl. [GKRW12a, GKRW12b]), so ergibt sich aus (5.1) und (5.2) das Randwertproblem

g(ρz +m)
d2ŵ

dz2
(z) + gρ

dŵ

dz
(z)− ρs2ŵ(z) = 0 (5.9a)

P (`)
dŵ

dz
(`) +Ms2ŵ(`) = F̂ (5.9b)

P (0)
dŵ

dz
(0)−ms2ŵ(0) = 0. (5.9c)

Wie im Fall ohne Last wird angenommen, dass die Kraft F unbekannt ist und statt-

dessen die horizontale Positionen beider Seilenden gemessen werden:

ŷ0 = ŵ(0), ŷ` = ŵ(`).

Ausgehend von der allgemeinen Lösung (5.5) für (5.9a) mit f̂(z) = 2s
√

ρz+m
gρ

, die sich

alternativ unter Berücksichtigung der Identität (A.10) als

ŵ(z) =
[
I0

(
f̂(z)

)
K1

(
f̂(0)

)
+K0

(
f̂(z)

)
I1

(
f̂(0)

)]
f̂(0)

︸ ︷︷ ︸
Ŝ1(z)

ŵ(0)

+
[
I0

(
f̂(z)

)
K0

(
f̂(0)

)
−K0

(
f̂(z)

)
I0

(
f̂(0)

)] f̂(0)
df̂
dz

(0)︸ ︷︷ ︸
Ŝ2(z)

dŵ

dz
(0) (5.10)

in Abhängigkeit der Randwerte von ŵ bei z = 0 darstellen lässt, ergibt sich die Mess-

gleichung

ŷ` =
[
I0

(
f̂(`)

)
K1

(
f̂(0)

)
+K0

(
f̂(`)

)
I1

(
f̂(0)

)]
f̂(0)ŷ0

+
[
I0

(
f̂(`)

)
K0

(
f̂(0)

)
−K0

(
f̂(`)

)
I0

(
f̂(0)

)] f̂ 2(0)

2
ŷ0 (5.11)

als Beziehung zwischen den beiden Messgrößen.

Zur Herleitung einer Identifikationsgleichung müssen die acht einem Differential-

gleichungssystem achter Ordnung bzgl. s genügenden Bessel-Funktionen

ψ̂1 = I0

(
f̂(0)

)
, ψ̂2 = I1

(
f̂(0)

)
, ψ̂3 = K0

(
f̂(0)

)
, ψ̂4 = K1

(
f̂(0)

)

ψ̂5 = I0

(
f̂(`)

)
, ψ̂6 = I1

(
f̂(`)

)
, ψ̂7 = K0

(
f̂(`)

)
, ψ̂8 = K1

(
f̂(`)

)
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aus (5.11) eliminiert werden. Erneut lassen sich dafür die Dgln. aus Anhang A.4 nutzen.

Äquivalent zu der Betrachtung für die schwingende Saite in Beispiel 5.3 ist das auf diese

Weise formulierte Eliminationsproblem mit der Messgleichung

ŷ` = (ψ̂5ψ̂4 + ψ̂7ψ̂2)f̂(0)ŷ0 + (ψ̂5ψ̂3 − ψ̂7ψ̂1)
f̂ 2(0)

2
ŷ0

und einem Differentialgleichungssystem achter Ordnung bzgl. s für ψ̂1, . . . , ψ̂8 unnötig

komplex. Vielmehr sollte berücksichtigt werden, dass die Fundamentallösungen Ŝ1 und

Ŝ2 in (5.10) ebenfalls Dgln. zweiter Ordnung sowohl bzgl. z als auch s erfüllen. Die

Definition neuer Größen

T̂1 = I0

(
f̂(`)

)
K0

(
f̂(0)

)
−K0

(
f̂(`)

)
I0

(
f̂(0)

)
(5.12a)

T̂2 =
(
I0

(
f̂(`)

)
K1

(
f̂(0)

)
+K0

(
f̂(`)

)
I1

(
f̂(0)

))
f̂(0) (5.12b)

T̂3 =
(
I1

(
f̂(`)

)
K1

(
f̂(0)

)
−K1

(
f̂(`)

)
I1

(
f̂(0)

))
f̂(0)f̂(`) (5.12c)

T̂4 =
(
I1

(
f̂(`)

)
K0

(
f̂(0)

)
+K1

(
f̂(`)

)
I0

(
f̂(0)

))
f̂(`) (5.12d)

führt auf besonders schöne Differentialgleichungen bzgl. s:

sT̂ ′1 = −T̂2 + T̂4 (5.13a)

sT̂ ′2 = −f 2(0)T̂1 + T̂3 (5.13b)

sT̂ ′3 = f 2(`)T̂2 − f 2(0)T̂4 (5.13c)

sT̂ ′4 = f 2(`)T̂1 − T̂3. (5.13d)

Eine alternative Herleitung dieser Dgln., die nicht explizit von der Kenntnis der Lösung

Gebrauch macht, findet sich in Anhang B.3. Zusammen mit der Messgleichung (5.11)

ergibt sich das differentielle Ideal I = [f1, f2, f3, f4, f5] mit

f1 = ŷ` − T̂2ŷ0 − 2s2θ1T̂1ŷ0

f2 = sT̂ ′1 + T̂2 − T̂4

f3 = sT̂ ′2 + 4s2θ1T̂1 − T̂3

f4 = sT̂ ′3 − 4s2(θ1 + θ2)T̂2 + 4s2θ1T̂4

f5 = sT̂ ′4 − 4s2(θ1 + θ2)T̂1 + T̂3,

wobei mit θ = (θ1, θ2) = (m
gρ
, `
g
) bereits die beiden algebraisch identifizierbaren Pa-

rameter ersetzt wurden3. Unter Verwendung des Ritt-Algorithmus ergibt sich nach

Elimination der T̂i die Identifikationsgleichung

0 = ĥ0 + θ1ĥ1 + θ2ĥ2 + θ2
2ĥ3 + θ3

2ĥ4 + θ1θ2ĥ5. (5.14)

3Ebenso wie im Fall ohne Last mit dem Quotient `/g hängt in Gegenwart einer Last die Lösung

des Systems, also das dynamische Verhalten, lediglich von den Parametern θ1 und θ2 als Funktionen

der Systemparameter m, ρ, g und ` ab.
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Auf die Angabe der etwas länglichen Ausdrücke ĥi wird an dieser Stelle verzichtet.

Wesentlich ist, dass für ihre Berechnung im Zeitbereich Faltungsprodukte mit fünf

Faktoren auszuwerten sind.

Im Gegensatz zur Lösung des Parameterproblems in (5.14) durch Überparametrie-

rung wie in [GKRW12a, GKRW12b] soll hier alternativ ein Zugang aus Abschnitt 3.2.2

verfolgt werden, der unter dem Hintergrund der in der vorliegenden Arbeit verwende-

ten Methoden der Differentialalgebra natürlicher erscheint. Da die Identifikation der

beiden Parameter θ1 und θ2 mindestens zwei Gleichungen erfordert, werden Differen-

tialoperatoren D(a1,b1)
s und D(a2,b2)

s entsprechend (3.2) auf (5.14) angewandt, wodurch

sich im Zeitbereich das Gleichungssystem

0 = h
(a1,b1)
0 + θ1h

(a1,b1)
1 + θ2h

(a1,b1)
2 + θ2

2h
(a1,b1)
3 + θ3

2h
(a1,b1)
4 + θ1θ2h

(a1,b1)
5 (5.15a)

0 = h
(a2,b2)
0 + θ1h

(a2,b2)
1 + θ2h

(a2,b2)
2 + θ2

2h
(a2,b2)
3 + θ3

2h
(a2,b2)
4 + θ1θ2h

(a2,b2)
5 (5.15b)

ergibt. Da die Gleichungen affin in θ1 sind, lässt sich dieser Parameter durch Linear-

kombination beider eliminieren. Aus dem resultierenden Polynom

0 = h̄0 + θ2h̄1 + θ2
2h̄2 + θ3

2h̄3 + θ4
2h̄4 (5.16)

vierten Grades mit

h̄0 = h
(a1,b1)
1 h

(a2,b2)
0 − h(a1,b1)

0 h
(a2,b2)
1 (5.17a)

h̄1 = h
(a1,b1)
1 h

(a2,b2)
2 − h(a1,b1)

2 h
(a2,b2)
1 − h(a1,b1)

0 h
(a2,b2)
5 + h

(a1,b1)
5 h

(a2,b2)
0 (5.17b)

h̄2 = h
(a1,b1)
1 h

(a2,b2)
3 − h(a1,b1)

3 h
(a2,b2)
1 − h(a1,b1)

2 h
(a2,b2)
5 + h

(a1,b1)
5 h

(a2,b2)
2 (5.17c)

h̄3 = h
(a1,b1)
1 h

(a2,b2)
4 − h(a1,b1)

4 h
(a2,b2)
1 − h(a1,b1)

3 h
(a2,b2)
5 + h

(a1,b1)
5 h

(a2,b2)
3 (5.17d)

h̄4 = h
(a1,b1)
5 h

(a2,b2)
4 − h(a1,b1)

4 h
(a2,b2)
5 (5.17e)

ergeben sich vier Schätzwerte für θ2, auf Basis derer sich mit (5.15a) (oder (5.15b)) ein

zugehöriger Wert

θ1 = −h
(a1,b1)
0 + θ2h

(a1,b1)
2 + θ2

2h
(a1,b1)
3 + θ3

2h
(a1,b1)
4

h
(a1,b1)
1 + θ2h

(a1,b1)
5

(5.18)

berechnen lässt.

Eine zur Verifikation von (5.16) und (5.18) durchgeführte Simulation des schwe-

ren Seils mit Last (durch modale Approximation) verwendet die in Tabelle 5.1 dar-

gestellten Parameter, sowie die entsprechend (3.5) einfachste Wahl (a1, b1) = (1, 0),

(a2, b2) = (0, 1). Die Ergebnisse für eine Überführung des oberen Seilendes zwischen

zwei Positionen bei Oszillation des unteren Seilendes in der Endposition finden sich in

Abbildung 5.4. Aus den vier Lösungen von (5.16) und zugehörigen Schätzwerten ent-

sprechend (5.18) ist zu erkennen, dass genau eine der Nullstellen über die Zeit konstant

ist. (Da lediglich die Realteile der vier Lösungen abgebildet sind, können an einigen

Stellen Bifurkationen der Lösungen beobachtet werden.) Die (konstanten) Schätzwerte

für θ1 und θ2 stimmen für t > 8 s trotz der modalen Approximation des System durch le-

diglich 10 Moden mit den tatsächlichen Systemparametern überein, von Singularitäten

abgesehen.
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Parameter Wert Einheit

Seillänge ` 2 m

Last m 5 kg

Liniendichte ρ 3 kg/m

Kelvin-Voigt-Dämpfung ε 0 s

Erdbeschleunigung g 9.81 m/s2

Schrittweite 0.01 s

Anzahl Moden 10 –

Tabelle 5.1: Simulationsparameter.
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Abbildung 5.4: Schweres Seil mit Last: (a) Trajektorien der Auslenkung y0 (blau) und

y` (grün), (b-c) aus (5.16) und (5.18) berechnete Parameter (blau) im Vergleich zu den

tatsächlichen Werten (grün).
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5.1.4 Fall 3: Identifikation im Fall ohne Last und mit Kelvin-

Voigt-Dämpfung

Das schwere Seil mit Kelvin-Voigt-Dämpfung entsprechend (5.1) ist ein Beispiel für eine

Dgl., deren höchste Ableitung sich als Mischableitung nach dem Ort z und der Zeit t

darstellt4. Für den Fall ohne Last ergibt sich aus (5.1) und (5.2) das Randwertproblem

g(1 + εs)

(
ρz
d2ŵ

dz2
(z) + ρ

dŵ

dz
(z)

)
− ρs2ŵ(z) = 0 (5.19a)

P (`)(1 + εs)
dŵ

dz
(`) +Ms2ŵ(`) = F̂ (5.19b)

dŵ

dz
(0) = 0, (5.19c)

wobei die Bedingung an den Gradienten bei z = 0 wie im Fall ohne Reibung in Ab-

schnitt 5.1.2 erneut aus der Forderung einer endlichen Auslenkung ŵ(0) folgt.

Für dieses System wurden in [GKRW12c] die Dämpfung ε und die Seillänge ` aus

der Kenntnis der Position t 7→ w(`, t) und des Gradienten t 7→ wz(`, t), der aufgrund

der linearisierten Betrachtung kleiner Auslenkungen dem Winkel bei z = ` entspricht,

identifiziert. Im Gegensatz dazu dienen hier die Auslenkungen

ŷ0 = ŵ(0), ŷ` = ŵ(`)

als Messgrößen, wie bereits in den vorangegangenen Fallstudien. Aus der allgemeinen

Lösung (5.5) ergibt sich für das Randwertproblem (5.19) die Beziehung

ŷ` = I0

(
f̂(`)

)
ŷ0 (5.20)

zwischen den beiden Messgrößen, wobei f̂(`) entsprechend der Koordinatentransfor-

mation (5.4) als

f̂(`) = 2s

√
`

g(1 + εs)

definiert ist.

Da die modifizierte Bessel-Funktion I0 einer Dgl. zweiter Ordnung genügt, lässt sich

diese leicht aus der Messgleichung eliminieren und damit eine Identifikationsgleichung

0 = ĥ0 + θ2ĥ1 + θ1ĥ2 + θ1θ2ĥ3 + θ2
1ĥ4 + θ2

1θ2ĥ5 + θ3
1ĥ6 + θ3

1θ2ĥ7 + θ4
1ĥ8 (5.21)

für die Parameter (θ1, θ2) = (ε, l
g
) herleiten. Wie im Fall mit Last und ohne Dämpfung

ist diese Identifikationsgleichung affin in θ2. Entsprechend lässt sich aus dem durch

Anwendung von Differentialoperatoren D(a1,b1)
s und D(a2,b2)

s resultierenden Gleichungs-

system eine in θ1 polynomiale Gleichung siebten Grades der Form

0 = h̄0 + θ1h̄1 + θ2
1h̄2 + θ3

1h̄3 + θ4
1h̄4 + θ5

1h̄5 + θ6
1h̄6 + θ7

1h̄7 (5.22)

4Dessen Laplace-Transformierte motiviert folglich die Wahl von Â ∈ R(s)n×n (und nicht Â ∈
R[s]n×n) in (2.8) im Kontext partieller Dgln. mit konstanten Koeffizienten.
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Parameter Wert Einheit

Seillänge ` 10 m

Last m 0 kg

Liniendichte ρ 5 kg/m

Kelvin-Voigt-Dämpfung ε 0.1 s

Erdbeschleunigung g 9.81 m/s2

Schrittweite 0.01 s

Anzahl Moden 30 –

Tabelle 5.2: Simulationsparameter.

gewinnen, wobei auf eine Angabe der h̄i in Abhängigkeit von ĥ
(a1,b1)
j und ĥ

(a2,b2)
j wie

in (5.17) verzichtet wird. Zu jeder der Nullstellen als Schätzwerte für θ1 ergibt sich ein

zugehöriger Wert für θ2 aus (5.21).

Erneut erfolgte eine Verifikation der Identifikation von θ1 und θ2 auf Basis von (5.21)

anhand von Simulationsstudien. Exemplarisch sind die Ergebnisse für eine Simulati-

on des schweren Seils mit Kelvin-Voigt-Dämpfung (durch modale Approximation) mit

den Parametern in Tabelle 5.2 sowie (a1, b1) = (1, 0), (a2, b2) = (0, 1) in Abbildung 5.5

dargestellt. Von den sieben Nullstellen von (5.22) ist dabei nur eine zeitlich konstant.

Darüber hinaus ist aus den abgebildeten Ausschnitten zu erkennen, dass lediglich eine

der sieben Nullstellen von (5.22) positiv ist. Die Auswahl der dem (positiven) System-

parameter entsprechenden Nullstelle ist damit sehr einfach. Beide Parameter werden

nahezu exakt richtig identifiziert.

Auf die Identifikation der Dämpfung ε in Gegenwart einer angehängten Last wurde

kurz in [GKRW12c] eingegangen. Da das Vorgehen für die Identifikation der System-

parameter sich lediglich in der symbolischen Komplexität von den bisher betrachteten

Fällen unterscheidet, wird auf diese Konstellation nicht weiter eingegangen.

5.2 Eine ringförmige, elastische Platte

Ein weiteres Beispiel für ein System mit ortsabhängigen Koeffizienten ist eine dünne

elastische Platte, wie in Abb. 5.6 schematisch skizziert. Die dünne ringförmige Platte

mit Innenradius ri und Außenradius ra weist eine im Vergleich zu ihrem Durchmes-

ser vernachlässigbare Höhe h auf. Entsprechend der Betrachtung in [WR04] sei die

vertikale Auslenkung w(r, t) der Platte am Ort r zum Zeitpunkt t unabhängig vom

(Azimuth-)Winkel der Platte, wodurch das System zu einem örtlich eindimensionales

Problem wird5. Da die Betrachtung auf kleine Auslenkungen beschränkt ist, entspricht

w(r, t) zugleich dem Winkel zwischen der Platte und der Vertikalen. Die sich aus der

Kirchhoffschen Gleichung unter Vernachlässigung der rotatorischen Trägheit ergebende

5Für umfangreichere Betrachtung zum Modell und dessen Herleitung sei auf die verwandten Ar-

beiten [RW06] und [RW08b] und die darin angegebenen Referenzen verwiesen.
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Abbildung 5.5: Schweres Seil mit Kelvin-Voigt-Dämpfung: (a) Trajektorien der Auslenkung

y0 (blau) und y` (grün), (b-c) basierend auf (5.21) berechnete Parameter (blau) im Vergleich

zu den tatsächlichen Werten (grün).
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w(r, t)

ra ri 0

β

Abbildung 5.6: Schematisches Darstellung des Schnitts einer ringförmigen, elastischen Platte.

partielle Dgl.

∆2w + β2∂2
tw = 0, ∆ =

1

r
∂r(r∂r) (5.23)

für die Auslenkung w der Platte kann als Analogon zum Euler-Bernoulli-Balken in

Abschnitt 4.3 angesehen werden. Es bezeichnet β2 = ρh
D

das Verhältnis aus Dichte

ρ, Höhe h und Steifigkeit D der Platte. Für die innen fest eingespannte Platte, an

deren äußerem Rand über einen Stelleingriff u sowohl ein Moment als auch eine Kraft

eingeprägt werden, ergeben sich die Randbedingungen aus [WR04]

w(ri, t) = 0 (5.24a)

∂rw(ri, t) = 0 (5.24b)

∆w(ra, t)− (1− ν)
1

ra
∂rw(ra, t) = kmu(t) (5.24c)

∂r∆w(ra, t) = kfu(t), (5.24d)

mit der Poissonzahl ν und den Proportionalitätsfaktoren km, kf .

Man erkennt leicht, dass sich der Differentialoperator in (5.23) mit

∆2 + β2∂2
t = (∆ + jβ∂t)(∆− jβ∂t)

in zwei Bessel-Operatoren (vgl. schweres Seil in Abschnitt 5.1) faktorisieren lässt. Ent-

sprechend bilden die Bessel-Funktionen

Ĵ0(
√
jβs), Ŷ0(

√
jβs), Î0(

√
jβs), K̂0(

√
jβs), (5.25)

ein Fundamentalsystem für die durch Laplace-Transformation aus (5.23) hervorgehende

gewöhnliche Dgl. und genügen jeweils autonomen Dgln. zweiter Ordnung bzgl. s (vgl.

Anhang A.4). Da gleiches für die Fundamentallösungen φ̂1,k, k = 1, . . . , 4 in

ŵ(r) = φ̂1,1(r− ri)ŵ(ri) + φ̂1,2(r− ri)
dŵ

dz
(ri) + φ̂1,3(r− ri)

d2ŵ

dz2
(ri) + φ̂1,4(r− ri)

d3ŵ

dz3
(ri)

(5.26)
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gelten muss, erhält man das Differentialgleichungssystem




ψ̄′1

ψ̄′2

ψ̄′3

ψ̄′4

ψ̄′5

ψ̄′6

ψ̄′7

ψ̄′8




=




0 1 0 0 0 0 0 0

0 −1
s

0 0 −β2(r2−r2i )

4
0 −β2(r2+5r2i )

4ri
β2ris

0 0 0 1 0 0 0 0
r2−r2i
4ris2

− ri
s
− r2+r2i

4r2i s
2 −2

s

r2+r2i
4r3i s

2 0
(r2i−r2)(2+β2r4i s

2)

4r4i s
2

1
r2i s

0 0 0 0 0 1 0 0
r2−r2i

4s2
0

r2−3r2i
4ris2

− ri
s
− r2+5r2i

4r2i s
2 −3

s

r2−r2i
2r3i s

2 − 1
ris

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0
r2−r2i

4s2
0 − r2+3r2i

4ris2
− ri

s

r2−r2i
2r2i s

2
2
s







ψ̄1

ψ̄2

ψ̄3

ψ̄4

ψ̄5

ψ̄6

ψ̄7

ψ̄8




(5.27)

mit ψ̄2k−1 = φ̂1,k, k = 1, . . . , 4, wobei zur Vereinfachung der Darstellung auf die Angabe

des Arguments r − ri von ψ̄k verzichtet wurde.

Für die Identifikation der Parameter β, ri, ra, ν, km und kf des Systems – Iden-

tifizierbarkeit vorausgesetzt – werden mit der Laplace-Transformierten von (5.24) die

Randwerte in der Lösung (5.26) bestimmt. Basierend auf der Messung des Stellein-

griffs û und der Auslenkung ŵ(ra) am äußeren Rand der Platte ergibt sich daraus

eine polynomiale Gl. in den Messgrößen, den Systemparametern und ψ̂k = ψ̄k(ra− ri),
k = 1, . . . , 8:

0 =
(
(ψ̂7ψ̂2 − ψ̂5ψ̂4)rari

3 − (2ψ̂5ψ̂8 + ψ̂6ψ̂7)rari + 2ψ̂8ψ̂7ra + (ψ̂4ψ̂7 + ψ̂5ψ̂6)rari
2
)
kmû

+
((
ψ̂5ψ̂3−ψ̂7ψ̂1)ra+(ψ̂5ψ̂8−ψ̂6ψ̂7)(ν−1)

)
ri

3−
(
(ψ̂3ψ̂7 +ψ̂2

5)ri
2 +2ψ̂2

7−3ψ̂5ψ̂7ri
)
ra

)
kf û

+
(

(ψ̂1ψ̂4− ψ̂2ψ̂3)rari
3 +(ψ̂4ψ̂6− ψ̂8ψ̂2)(ν−1)ri

3 +
(
(2ψ̂1ψ̂8−2ψ̂7ψ̂2)ra+3ψ̂8ψ̂6(ν−1)

)
ri

+ (ψ̂2ψ̂5 − ψ̂1ψ̂6)rari
2 − (ψ̂4ψ̂8 + ψ̂2

6)(ν − 1)ri
2 − 2ψ̂2

8(ν − 1)
)
ŷ.

Auf die in diesem Fall umfangreiche Elimination der ψ̂k unter Verwendung von (5.27)

wird nicht weiter eingegangen.

5.3 Allgemeine Beobachtungen und weitere Bei-

spiele

Die betrachteten Beispiele des schweren Seils (mit und ohne Last) sowie der ringförmi-

gen, elastischen Platte werfen eine für die Herleitung einer Identifikationsgleichung

wichtige Frage auf: Wie lassen sich die Dgln. herleiten, denen die Fundamentallösungen

bzgl. der komplexen Veränderlichen s der Laplace-Transformation genügen? Wesentlich

ist dabei insbesondere die Ordnung derartiger Dgln. Anhand der Beispiele wurde be-

obachtet, dass die Fundamentallösungen sowohl für das schwere Seil als System zweiter

Ordnung bzgl. z als auch für die ringförmige Platte mit der doppelten Ordnung (bzgl. z)

jeweils Dgln. zweiter Ordnung bzgl. s genügen. Als Ursache erkennt man, dass sich der
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Differentialoperator (5.25) der Platte in zwei Differentialoperatoren zweiter Ordnung

bzgl. z faktorisieren lässt.

Mit der Frage der Faktorisierung von Differentialoperatoren haben sich bereits

G. Frobenius, E. Landau und G. Mammana zu Beginn des 20. Jahrhunderts beschäftigt.

Exemplarisch sei hier auf die Arbeiten [Ber07] und [Fak99] verweisen, die zudem eine

umfangreiche Liste weiterführender Referenzen zum Thema enthalten. Hier soll an-

hand zweier (abstrakter) gewöhnlicher Dgln. die Bedeutung im Zusammenhang mit

der vorgestellten Identifikationsmethode hervorgehoben werden.

Für die Dgl.
d3ŵ

dz3
(z) + 2a2s2z2dŵ

dz
(z) + 2a2s2zŵ(z) = 0 (5.28)

dritter Ordnung (vgl. [Kam48, Gl. (3.15)]) ist mit den speziellen Lösungen

Ĵ2
1/4(1

4

√
2asz2), Ĵ1/4(1

4

√
2asz2)K̂1/4(1

4

√
2asz2), K̂2

1/4(1
4

√
2asz2)

ein Fundamentalsystem bekannt. Da der zur Dgl. gehörende Differentialoperator ir-

reduzibel ist [Fak99], genügen die Fundamentallösungen zwar (5.28) aber keiner Dgl.

niedrigerer Ordnung. Ebenso stellt man nach einigen Umformungen fest, dass sie ebenso

jeweils eine Dgl. dritter Ordnung bzgl. s erfüllen, jedoch keine Dgl. niedrigerer Ordnung.

Folglich ergäbe sich für die drei Fundamentallösungen ein Differentialgleichungssystem

neunter Ordnung, mit Hilfe dessen sich die Fundamentallösungen aus einer etwaigen

Messgleichung im Rahmen der Parameteridentifikation eliminieren ließen.

In einem zweiten Beispiel wird die Dgl.

(z + 1)N
d2ŵ

dz2
(z)− (f(s))2ŵ(z) = 0 (5.29)

zweiter Ordnung in Abhängigkeit des Polynomgrads N ∈ N0 untersucht, deren Funda-

mentallösung hypergeometrische Funktionen sind [Kam48]. Insbesondere ergeben sich

N = 0 : ef(s)z, e−f(s)z (5.30a)

N = 1 :
√
z + 1 I1

(
2f(s)

√
z + 1

)
,

√
z + 1K1

(
2f(s)

√
z + 1

)
(5.30b)

N = 2 : (z + 1)
1+
√

1+4(f(s))2

2 , (z + 1)
1−
√

1+4(f(s))2

2 (5.30c)

N = 3 :
√
z + 1 I1

( 2f(s)√
z+1

)
,

√
z + 1K1

( 2f(s)√
z+1

)
(5.30d)

N = 4 : (z + 1) sinh
(f(s)
z+1

)
, (z + 1) cosh

(f(s)
z+1

)
. (5.30e)

Die Fundamentallösungen für N ∈ {0, 2, 4} unterscheiden sich wesentlich von jenen für

N ∈ {1, 3}. Sie genügen Dgln. erster Ordnung bzgl. z mit ortsabhängigen (komplexen)

Koeffizienten, wohingegen die speziellen Lösungen im Fall N ∈ {1, 3} nur derartige

Dgln. zweiter Ordnung erfüllen. Entsprechend ist der Differentialoperator in (5.29)

irreduzibel für die betrachteten ungeradzahligen Grade und lässt sich faktorisieren für

N = 0 als
d2

dz2
− (f(s))2 =

[
d

dz
− f(s)

] [
d

dz
+ f(s)

]
,
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für N = 2 als

(z + 1)2 d
2

dz2
− (f(s))2 =

[
(z + 1)

d

dz
− 1

2
+ ĉ tanh (ĉ ln(z + 1))

]

·
[
(z + 1)

d

dz
− 1

2
− ĉ tanh (ĉ ln(z + 1))

]

mit ĉ =

√
(1+4(f(s))2

2
und für N = 4 als

(z + 1)4 d
2

dz2
− (f(s))2 =

[
(z + 1)2 d

dz
− z − 1 + f(s)

] [
(z + 1)2 d

dz
− z − 1− f(s)

]
,

wobei der Fall N = 0 auf den hier weniger interessanten Fall einer Gleichung mit

konstanten Koeffizienten führt.

Ebenso wie bei allen bisher betrachteten Systemen sowohl mit konstanten als auch

mit ortsabhängigen Koeffizienten verifiziert man für (5.30) leicht, dass die Dgln., denen

die Fundamentallösungen bzgl. z und s genügen, jeweils die gleiche Ordnung aufwei-

sen. Daher wird vermutet, dass die minimale Ordnung einer Dgl., der eine Fundamen-

tallösung bzgl. s genügt, mit der Ordnung des zugehörigen Faktors des faktorisierten

Differentialoperators übereinstimmt.

Im Rahmen der algebraischen Identifikation und der notwendigen Elimination der

Fundamentallösungen aus einer Messgleichung ist damit die Ordnung der Dgln. der

Fundamentallösungen bzgl. der komplexen Veränderlichen s der Laplace-Transforma-

tion bekannt. Folglich können Aussagen über die Komplexität und Struktur einer als

Ergebnis der Elimination hervorgehenden Identifikationsgleichung sowie insbesondere

die minimale Anzahl der zu faltenden Faktoren getroffen werden (vgl. beispielsweise

den Euler-Bernoulli-Balken in Abschnitt 4.3).



Kapitel 6

Anwendung der algebraischen

Identifikation auf weitere

Systemklassen

Über die linearen eindimensionalen partiellen Dgln. mit konstanten und ortsabhängigen

Koeffizienten hinaus fasst dieses Kapitel diverse Anwendungen der algebraischen Iden-

tifikation auf weitere Systemklassen zusammen. Mit einer hydraulischen Leitung wird

der Zugang zunächst auf ein örtlich zweidimensionales System angewandt. Es wird

an Beispielen illustriert, dass sich in fraktionalen Systemen sowohl deren nicht-ganz-

zahlige Ableitungsordnungen (bzgl. der Zeit) algebraisch identifizieren lassen als auch

die übrigen Systemparameter. In Verallgemeinerung dessen wird gezeigt, dass sich die

Ordnung gewöhnlicher Dgln. in Form von Eingangs-Ausgangs-Gleichungen ohne Ein-

gangsableitungen eindeutig aus den Verläufen von Eingang und Ausgang berechnen

lässt. Abschließende Bemerkungen zu nichtlinearen und örtlich mehrdimensionalen par-

tiellen Dgln. sind eher als Ausblick zu verstehen.

6.1 Eine hydraulische Leitung

Die Besonderheit der hier betrachteten hydraulischen Leitung, bei der eine Flüssigkeit

in einem zylindrischen Rohr strömt, besteht darin, dass ihr Modell zunächst örtlich

zweidimensionale partielle Dgln. enthält. Die Ausnutzung von Symmetrien und die Dar-

stellung in speziellen (und für die Untersuchung vorteilhaften) Systemgrößen ermöglicht

jedoch die Überführung auf ein (eindimensionales) Randwertproblem, das jedoch im

Unterschied zur Darstellung erster Ordnung in (2.8) irrationale Faktoren in s aufweist.

Dennoch wird es auch hier möglich sein, durch Elimination der irrationalen Ausdrücke

eine in s polynomiale Identifikationsgleichung herzuleiten.

Dieser Abschnitt betrachtet die Identifikation für ein Leitungsmodell mit frequenz-

abhängiger Reibung und folgt dabei im Wesentlichen [GRS12a], bzw. der ihr zu Grunde

liegenden Arbeit [GRS12b]. Darüber hinaus findet sich in [SGR13] eine Gegenüber-

stellung der Identifikation der Parameter dreier Modelle für eine hydraulische Leitung,
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z

L0

r
R

{u,w}(r, z, t)

K, ρ, ν

p(z, t)

Abbildung 6.1: Skizze einer hydraulischen Leitung.

einschließlich jenem mit frequenzabhängiger Reibung, die deren transientes Verhalten

jeweils unterschiedlich genau abbilden.

6.1.1 Mathematisches Modell

Das hier für die in Abb. 6.1 skizzierte hydraulische Leitung verwendete Modell mit

frequenzabhängiger Reibung geht auf [DO64] zurück. Es geht von der Annahme aus,

dass die Wand des Rohrs starr ist und seine kreisförmige Schnittfläche einen konstanten

Radius R aufweist. Darüber hinaus wird angenommen, dass die Strömung im Rohr

laminar ist und jegliche konvektiven Komponenten aufgrund der kleinen Mach-Zahl

vernachlässigt werden können. Für eine umfangreichere Modellierung sowie Diskussion

und Bewertung der verschiedenen Annahmen wird auf [DO64] und [SD86] verwiesen.

Unter Ausnutzung von Rohrsymmetrien ergeben sich für die Strömungsgeschwin-

digkeiten u(r, z, t) und w(r, z, t) in axialer bzw. radialer Richtung sowie den über den

Querschnitt des Rohrs konstanten Druck p(z, t) die Impulsbilanz in axialer Richtung

∂zp(z, t) +
(
∂t − ν∂2

r −
ν

r
∂r

)
ρu(r, z, t) = 0 (6.1a)

sowie die Massenbilanz

1

K
∂tp(z, t) +

(
1

r
+ ∂r

)
w(r, z, t) + ∂zu(r, z, t) = 0 (6.1b)

mit der radialen Koordinate r ∈ [0, R], der axialen Koordinate z ∈ [0, L] und der

Zeit t ≥ 0. Die konstanten Parameter K, ρ und ν bezeichnen den Kompressionsmodul

der Flüssigkeit, dessen Dichte und kinematische Viskosität. Es sei bemerkt, dass die

Impulsbilanz in radialer Richtung wegen u� w vernachlässigt werden konnte, ebenso

wie die Energiegleichung aufgrund der nur geringen Fluktuationen der Temperatur.

Ausgehend von einem stationären Strömungszustand bei t = 0, also homogenen

Anfangsbedingungen für die als Abweichungen von stationären Werten definierten ver-

teilten Größen, ergibt die Laplace-Transformation von (6.1)
(
∂2
r +

1

r
∂r −

s

ν

)
û(r, z) =

1

ρν

dp̂

dz
(z) (6.2a)

s

K
p̂(z) +

(
1

r
+ ∂r

)
ŵ(r, z) + ∂zû(r, z) = 0. (6.2b)
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In diesen weiterhin partiellen Dgln. erkennt man in (6.2a) einen auf û bzgl. der radialen

Koordinate wirkenden Bessel-Operator. Unter der Annahme einer verschwindenden

Geschwindigkeit am Leitungsrand r = R, d.h. û(R, z) = 0, und der Forderung einer

endlichen Lösung in der Mitte des Rohrs, korrespondierend zu ∂rû(0, z) = 0, folgt

daraus die Lösung [DO64]

û(r, z) =

(
I0(r

√
s
ν
)

I0(R
√

s
ν
)
− 1

)
1

ρs

dp̂

dz
(z). (6.3)

Nachdem damit die Strömungsgeschwindigkeit in axialer Richtung als Funktion des

Druckgradienten vorliegt, treten nur noch Ableitungen der radialen Komponente ŵ

bzgl. r auf. Aufgrund der Rohrsymmetrie entfallen diese jedoch, wenn zu einer Dar-

stellung mit Volumenströmen anstelle von Strömungsgeschwindigkeiten übergegangen

wird.

Da die Messung des Volumenstroms

q(z, t) =

∫ R

0

∫ 2π

0

u(r, z, t) r dφ dr

technisch einfacher ist als jene des Geschwindigkeitsprofils des Fluids über den gesamten

Querschnitt des Rohres, lässt sich eine für die folgende Identifikation vorteilhaftere

Systembeschreibung

dp̂

dz
(z) = −s ρ

πR2

I0

(
R
√

s
ν

)

I2

(
R
√

s
ν

) q̂(z) (6.4a)

dq̂

dz
(z) = −sπR

2

K
p̂(z) (6.4b)

für (6.3) und (6.2b) durch Integration dieser Gln. über die radiale Koordinate unter

Berücksichtigung von ŵ(R, z) = 0 angeben. Somit liegt (aufgrund der angenommenen

Symmetrien) ein System gewöhnlicher Dgln. für die örtlich zweidimensionalen partiel-

len Dgln. (6.1) vor.

6.1.2 Herleitung einer Identifikationsgleichung

Im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen liegt mit (6.4) ein System vor, dessen Ko-

effizienten irrational in s sind. Es wird daher vermutet, dass ein analoges Vorgehen zu

Kapitel 2 auf eine Gleichung mit irrationalen Ausdrücken führt.

Für die Identifikation der Leitungsparameter wird davon ausgegangen, dass sämtli-

che Randwerte, also der Druck und der Volumenstrom bei z = 0 und z = L, gemessen

werden1:

p̂0 = p̂(0), q̂0 = q̂(0), p̂L = p̂(L), q̂L = q̂(L). (6.5)

Die Identifikation ist damit unabhängig von spezifischen Randbedingungen, weshalb

auf sie im Zusammenhang mit der Herleitung des Randwertproblems (6.4) nicht weiter

1In [GRS12a] ist die Identifikation für jenen Fall betrachtet, dass lediglich die Drücke p̂(0) und

p̂(L) zur Verfügung stehen, aber keine Messung des Volumenstroms.
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eingegangen wurde. Darüber hinaus wird angenommen, dass die Leitungsgeometrie,

also die Länge L und der Radius R bekannt sind. Als unbekannte und (sofern möglich)

zu identifizierende Parameter verbleiben die Dichte ρ, der Kompressionsmodul K und

die Viskosität ν.

Aus der Lösung

(
p̂(z)

Ẑq̂(z)

)
=

(
cosh(Γ̂z) − sinh(Γ̂z)

− sinh(Γ̂z) cosh(Γ̂z)

)(
p̂(0)

Ẑq̂(0)

)
(6.6)

von (6.4) mit

Γ̂ = s

√
ρ

K

√
I0

(
R
√

s
ν

)

I2

(
R
√

s
ν

) , Ẑ =

√
ρK

πR2

√
I0

(
R
√

s
ν

)

I2

(
R
√

s
ν

)

ergibt sich unmittelbar eine Beziehung zwischen den vier Messgrößen in (6.5). Anstelle

der Ableitung dieser Gln. nach s werden zur Erhaltung von Symmetrien die hyperbo-

lischen Funktionen unter Verwendung der hyperbolischen Identität

(
cosh(Γ̂z)

)2 −
(

sinh(Γ̂z)
)2

= 1

(analog zur elektrischen Leitung in Abschnitt 4.2) eliminiert. Man beobachtet, dass

(6.6) nur dann nach den hyperbolischen Funktionen aufgelöst werden kann, wenn

p̂2(z) − Ẑ2q̂2(z) 6= 0 gilt, wovon im Folgenden ohne wesentliche Einschränkungen der

Allgemeinheit ausgegangen wird. Die Annahme ist erfüllt, wenn die Leitung nicht re-

flexionsfrei abgeschlossen ist, da sich bei angepasster Leitungsimpedanz am Rand die

Wellen in nur eine Richtung mit p̂(z) = ±Ẑq̂(z) ausbreiten. So folgt aus der hyperbo-

lischen Identität

(p̂2
L − p̂2

0)− ρK

π2R4︸ ︷︷ ︸
Z2
0

I0

(
R
√

s
ν

)

I2

(
R
√

s
ν

)
︸ ︷︷ ︸

ζ̂

(q̂2
L − q̂2

0) = 0, (6.7)

wobei Z0 die charakteristische Leitungsimpedanz bezeichnet.

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen treten in (6.7) mit ζ̂, einem

Quotient modifizierter Bessel-Funktionen, weiterhin in s irrationale Ausdrücke auf.

Macht man sich jedoch zu Nutze, dass ζ̂ mit der Riccati-Gl.

4s
ν

R2
ζ̂ ′ + sζ̂2 −

(
2s+ 4

ν

R2

)
ζ̂ + s = 0

einer in ζ̂ (und seiner Ableitung) polynomialen Dgl. genügt, folgt durch Einsetzen von

(6.7) die Identifikationsgleichung

0 = ĥ0 + Z4
0 ĥ1 + Z2

0

ν

R2
ĥ2 + Z2

0 ĥ3 (6.8)

mit

ĥ0 = P̂ 2, ĥ1 = Q̂2, ĥ2 = 4(P̂ ′Q̂− P̂ Q̂′ − s−1P̂ Q̂), ĥ3 = −2P̂ Q̂
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Abbildung 6.2: Simulationsmodell für die hydraulische Leitung.

und P̂ = p̂2
L − p̂2

0, Q̂ = q̂2
L − q̂2

0. Die Identifikationsgleichung ist polynomial in den

(algebraisch) identifizierbaren Parametern θ1 = Z2
0 und θ2 = ν/R2. Bei bekanntem

Radius R sind damit sowohl die Viskosität ν als auch mit der Leitungsimpedanz Z0 das

Produkt aus Dichte ρ und Kompressionsmodul K aus den Trajektorien der Randgrößen

(6.5) identifizierbar.

Für die Bestimmung der Parameter θ1 und θ2 aus (6.8) wurden n = 6 Gln. der

Form

0 = h
(α,β)
0 (t) + θ2

1h
(α,β)
1 (t) + θ1θ2h

(α,β)
2 (t) + θ1h

(α,β)
3 (t)

entsprechend Abschnitt 3.1 generiert und das resultierende Gleichungssystem durch

Überparametrierung gelöst2.

6.1.3 Simulationsergebnisse

Zur Validierung von (6.8) wurden mit Hilfe der hydroLib-Toolbox Simulationen mit

MATLAB R©/Simulink R© durchgeführt. Die Toolbox von [Man12] stellt dabei ein Modell

der betrachteten hydraulischen Leitung basierend auf der Zielke-Suzuki-Simulationsme-

thode zur Verfügung [Zie66, STS91]. Das in Abb. 6.2 dargestellte Simulationssystem

wird von einer Quelle mit dem konstanten Volumenstrom qs angesteuert, das durch

ein als PT2-Glied modelliertes 3-2-Wege-Ventil mit einer Schaltzeit von 20 ms mit der

Leitung verbunden ist. Weitere Simulationsparameter finden sich in Tabelle 6.1.

Durch das Schließen des Ventils erfahren der Volumenstrom und der Druck im

Rohr zum Zeitpunkt t = 0.1 s eine Anregung aus ihrem stationären Regime. Die

zugehörigen Trajektorien der vier Messgrößen (zuzüglich des stationären Anfangswer-

tes) sowie die darauf basierend berechneten Schätzwerte für den Kompressionsmodul

K und die Viskosität ν können Abb. 6.3 entnommen werden. Man erkennt, dass die

Schätzwerte für die Parameter nahezu unmittelbar ab t = 0.4 s mit den tatsächlichen

Werten übereinstimmen. Eine frühere Identifikation ist aufgrund der vierfachen Fal-

tung in (6.8) nicht möglich, da das Ventil für 0 ≤ t ≤ 0.1 s geschlossen ist und somit

p0(t) = pL(t) = q0(t) = qL(t) = 0 auf diesem Intervall gilt.

2Im Wesentlichen wurden (ai, bi) = (6−i, 6+i), i = 1, . . . , 6 gewählt, um einerseits (5.2) zu erfüllen

und andererseits durch die mindestens siebenfache Integration der hi eine hohe Unterdrückung von

weißem Rauschen zu erreichen.
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Parameter Wert Einheit

Länge L 20 m

Radius R 7.5 · 10−3 m

Eigenwerte des Ventils 70π(−1± j) s−1

kinematische Viskosität ν 34 · 10−6 m2/s

Dichte ρ 860 kg/m3

Kompressionsmodul K 1.4 · 109 N/m2

Volumenstrom qs 20 l/min

nominaler Volumenstrom durch Blende 20 l/min

nominaler Druckabfall über Blende 15 bar

Tankdruck pT 15 bar

Totvolumina V0, V1 1 l

Tabelle 6.1: Simulationsparameter.

Da in einer experimentellen Umgebung die betrachteten Messsignale meist durch

einen nicht geringen Rauschanteil gestört sind, wird den nominalen Messsignalen in

einer zweiten Simulation mittelwertfreies weißes Rauschen mit einem Signal-Rausch-

Verhältnis von 35 dB hinzugefügt. In Abb. 6.4 ist zu erkennen, dass trotz der negativen

Wirkung der signifikanten Rauschamplitude sehr passable Schätzwerte für die Parame-

ter erzielt werden können. Dass im Vergleich zum rauschfreien Fall die Schätzwerte

bereits für t > 0.2 s zur Verfügung stehen, begründet sich durch das frühere Schließen

des Ventils.

6.2 Lineare fraktionale Systeme

Fraktionale Systeme, also solche mit nicht-ganzzahligen Ableitungsordnungen3 (im hie-

sigen Kontext nach der Zeit), haben in den letzten Jahren verstärkt Interesse auf sich

gezogen, insbesondere für die Modellierung von visko-elastischen Materialien (z.B. Po-

lymeren) und Batterien. Während die meisten dieser Modelle empirischer Natur sind

und ihre Validierung (lediglich) durch eine Identifikation der im Vergleich zu einem An-

satz mit ganzzahligen Ableitungen wenigen Modellparameter erfolgt, existieren auch

Beispiele fraktionaler Systeme, die aus einer physikalisch basierten Modellbildung her-

vorgehen. Eine der ersten mathematischen Modellierungen findet sich in [TB84], wo

die Lösung einer Diffusionsgleichung für ein Newtonsches Fluid auf halboffenem Gebiet

auf ein fraktionales System der Ordnung 1/2 führt.

Im Folgenden werden zunächst einige einführende Bemerkungen zu Definitionen

fraktionaler Ableitungen angegeben, die anschließend für die algebraische Identifika-

3Die Bezeichnung fraktional ist historisch begründet. Eine fraktionale Ableitung kann allgemeiner

reeller oder sogar komplexer Ordnung sein.
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(b) Trajektorien der Volumenströme q0 (blau, durchgezogen) und qL (rot, gestrichelt) –

zuzüglich des stationären Anfangswertes.
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(c) Schätzwerte für den Kompressionsmodul K (blau) und die Viskosität ν (rot).

Abbildung 6.3: Identifikation basierend auf simulierten Trajektorien.
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(c) Schätzwerte für den Kompressionsmodul K (blau) und die Viskosität ν (rot).

Abbildung 6.4: Identifikation basierend auf simulierten und von mittelwertfreiem weißen Rau-

schen überlagerten Trajektorien.
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tion der Ableitungsordnung und der übrigen Systemparameter benötigt werden. Der

vorgestellte Ansatz, der sowohl für ein Beispiel mit konzentrierten als auch für eines mit

verteilten Parametern diskutiert wird, ist das einzige bekannte parametrische Verfah-

ren, das ohne Approximation des fraktionalen Systems auskommend die Identifikation

sämtlicher Systemparameter einschließlich der Ableitungsordnung ermöglicht [GR12,

GR13]. Als Beispiele für alternative, wenn auch nicht gleichwertige, Verfahren seien

die fraktionale Zustandsvariablenfilterung (eng. state variable filter) aus [COPB01] ge-

nannt, das die Kenntnis der Ordnung voraussetzt, die Approximation der fraktionalen

Ableitung durch FEM in [SG02] oder die auf einer modalen Approximation basierende

Frequenzgangmethode in [KL09]. Ein ausführlicherer Überblick über Identifikations-

methoden findet sich in [MVNO07].

6.2.1 Mathematische und systemtheoretische Grundlagen

Die mathematischen Definitionen und systemtheoretischen Grundlagen in diesem Ab-

schnitt entstammen den Büchern [Pod99] und [OS74] sowie dem einführenden Aufsatz

[GM97].

Die am weitesten verbreitete der zahlreichen Definitionen für fraktionale Ablei-

tungen geht auf B. Riemann und J. Liouville zurück und wird ihnen zu Ehren als

Riemann-Liouville-Definition bezeichnet. Ausgangspunkt ist das (linksseitige) fraktio-

nale Integral, das als natürliche Erweiterung der n-fachen Integration einer Funktion

f basierend auf der Cauchy-Formel
∫ t

0

∫ σ1

0

· · ·
∫ σn−1

0

f(σn) dσn dσn−1 · · · dσ1 =
1

Γ(n)

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)1−n dτ, n ∈ N,

mit der Gamma-Funktion Γ, als

Jαt f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)1−α dτ, t > 0

für reelle Integrationsordnungen 0 < α ∈ R definiert ist4. Aus der Forderung, dass die

fraktionale Ableitung Dα
t der linksinverse Operator von Jαt sein soll, also Dα

t J
α
t f = f ,

folgt die Riemann-Liouville-Definition

Dα
t f(t) =





1

Γ(ν − α)

d

dt

ν ∫ t

0

f(σ)

(t− σ)α+1−ν dσ, ν − 1 < α < ν

d

dt

ν

f(t), α = ν

(6.9a)

mit der Ableitungsordnung α ∈ (ν − 1, ν], ν ∈ N. Eine alternative Definition wurde

von M. Caputo eingeführt:

CDα
t f(t) =





1

Γ(ν − α)

∫ t

0

f (ν)(σ)

(t− σ)α+1−ν dσ, ν − 1 < α < ν

d

dt

ν

f(t), α = ν.

(6.9b)

4Im Gegensatz zu allgemeineren Definitionen wurde die untere Integrationsgrenze zu Null gewählt
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Die mathematischen Bestimmungsgleichungen machen deutlich, dass die fraktionale

Ableitung einer Funktion zu einem Zeitpunkt t von Funktionswerten auf dem Inter-

vall [0, t) abhängt. Dieser globalere Charakter, der sich wesentlich von herkömmlichen,

ganzzahligen Ableitungen unterscheidet, bei denen die Ableitung an einem Punkt ledig-

lich von benachbarten Punkten abhängt, hat dazu geführt, dass fraktionalen Systemen

eine Art
”
Gedächtnis“ zugeschrieben wird, was sie nicht nur für die Modellierung von

Polymeren und Batterien als besonders geeignet erscheinen lässt. Die die Systeme be-

schreibenden Gln. sind Funktional-Differentialgleichungen.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Riemann-Liouville-Ableitung und der

Caputo-Ableitung besteht in der Definition zugehöriger Anfangsbedingungen. Hier wird

auf die klassische Definition nach [OS74] zurückgegriffen, auch wenn Ergebnisse in den

letzten Jahren (z.B. [LH08, TMSO12]) zeigen, dass diese die Anfangsbedingungen nicht

allgemein hinreichend gut berücksichtigen. (Eine Erweiterung der algebraischen Iden-

tifikation auf die aus diesen neuen Erkenntnissen hervorgehenden Definitionen ist noch

zu untersuchen.) So gelten für die Laplace-Transformierten von (6.9a) und (6.9b)

Dα
t f =

[
sαf̂ −

ν−1∑

k=0

Dk
t J

ν−α
t f(0)sν−1−k

]
, ν − 1 < α ≤ ν, ν ∈ N (6.10a)

CDα
t f =

[
sαf̂ −

ν−1∑

k=0

f (k)(0)sα−1−k

]
, ν − 1 < α ≤ ν, ν ∈ N, (6.10b)

wobei Jν−αt f(0) der rechtsseitige Grenzwert von Jν−αt f(t) für t→ 0 ist. Für homogene

Anfangsbedingungen sind beide offensichtlich identisch.

6.2.2 Ein System mit einer fraktionalen Ableitung

Als Beispiel für ein System mit fraktionaler Zeitableitung dient das empirische Modell

σ(t) = E0ε(t) + E1D
α
t ε(t), α ∈ (0, 1) (6.11)

eines visko-elastischen Materials (z.B. [Bag83]), das oftmals aufgrund der drei es be-

schreibenden Parameter E0, E1 und α als verallgemeinertes 3-Parameter-Voigt-Modell

bezeichnet wird. Darin ergibt sich die Spannung σ aus der Superposition eines elasti-

schen Anteils E0ε und eines visko-elastischen Anteils, der von der fraktionalen Ablei-

tung der Ordnung α der Dehnung ε abhängt. Für die Identifikation der drei Parameter

wird angenommen, dass die Trajektorien der Messsignale der Spannung σ und der

Dehnung ε bekannt sind.

Wird zunächst von homogenen Anfangsbedingungen ausgegangen, so lautet die

Laplace-Transformierte von (6.11)

σ̂ = E0ε̂+ E1s
αε̂. (6.12)

Um eine in α polynomiale Gl. zu erhalten, wird nach s abgeleitet und durch Kombi-

nation mit (6.12) sα eliminiert. Die resultierende Identifikationsgleichung

(ε̂′ + αs−1ε̂)(σ̂ − E0ε̂) = ε̂(σ̂′ − E0ε̂
′) (6.13)
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ist polynomial in s−1, den Parametern E0 und α sowie den Messsignalen und ihren

Ableitungen nach s. Soll lediglich die Systemordnung α identifiziert werden, so kann

durch Kombination von (6.13) und dessen Ableitung nach s der Parameter E0 eliminiert

werden:

αs−1ε̂(ε̂σ̂′ − ε̂′σ̂) = (s−1ε̂− 2ε̂′)(ε̂σ̂′ − ε̂′σ̂) + ε̂(ε̂σ̂′′ − ε̂′′σ̂).

Die Interpretation dieser in α affinen Gleichung im Zeitbereich ist direkt möglich und

erfordert keinerlei fraktionale Ableitungen oder Integrale.

Alternativ ergibt sich aus der Darstellung von (6.13) und der mit s−1 multiplizierten

Gl. im Zeitbereich ein in α und αE0 lineares Gleichungssystem:

(
−
∫ t

0
(ε ∗ σ)(τ) dτ

∫ t
0
(ε ∗ ε)(τ) dτ

−
∫ t

0
(t− τ)(ε ∗ σ)(τ) dτ

∫ t
0
(t− τ)(ε ∗ ε)(τ) dτ

)(
α

αE0

)

=

(
(ε ∗ t̄σ − t̄ε ∗ σ)(t)∫ t

0
(ε ∗ t̄σ − t̄ε ∗ σ)(τ) dτ

)
, (6.14)

in dem die Mehrfachintegrale mittels partieller Integration durch Einfachintegrale dar-

gestellt wurden. Erneut bezeichnet t̄ : t 7→ t die identische Abbildung. Da die Determi-

nante der Matrix in (6.14) für alle nicht verschwindenden Signale t 7→ σ(t) und t 7→ ε(t)

regulär ist – mit der Ausnahme einzelner singulärer Punkte – lassen sich Schätzwerte

für E0 und α gewinnen. Basierend darauf lässt sich der verbleibende Parameter E1

unmittelbar aus (6.11) berechnen:

E1 =

∫ t
0
σ(τ) dτ − E0

∫ t
0
ε(τ) dτ

J1−α
t ε(t)

. (6.15)

Für die zur Validierung der Ergebnisse erforderliche Simulation des Systems (6.11),

d.h. zur Generierung der Trajektorien der Messsignale, wurde die fraktionale Ableitung

Dα
t entsprechend des FEM-Ansatzes aus [SG02] approximiert:

Dα
t f(t) ≈

(
t

N

)−α N−1∑

k=0

Ak+1f(t− k t
N

) (6.16)

mit N ∈ N der Anzahl der Stützstellen und

Ak+1 =
Γ(k + α)

Γ(α)Γ(k + 1)
=
k − 1 + α

k
Ak.

Der Ansatz basiert dabei auf der Grünwald-Letnikov-Definition der fraktionalen Ablei-

tung, die insbesondere im Zusammenhang mit der diskreten Approximation der Ablei-

tung hilfreich ist und für eine große Klasse an Funktionen mit der Riemann-Liouville-

Definition übereinstimmt [SG02].

Die für die Simulation gewählten Parameter E0 = 814 kN/m2, E1 = 73.1 sαkN/m2

und α = 0.528 wurden [Bag83] entnommen und beschreiben Butadien-Kautschuk. Die

Trajektorien in Abb. 6.5 ergaben sich für eine relativ geringe Schrittweite von 10−5 s,

um eine möglichst gute Approximation des fraktionalen Systems zu gewährleisten. Für
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Abbildung 6.5: Trajektorien von Spannung σ in (a) und Dehnung ε in (b).
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Abbildung 6.6: Unter Verwendung von (6.14) und (6.15) identifizierte Parameter (blau) im

Vergleich zum tatsächlichen Wert (grün).

die Identifikation der drei Systemparameter unter Verwendung von (6.14) und (6.15),

wobei das für die Berechnung von E1 benötigte fraktionale Integral mittels (6.16) mit

J1−α
t f = Dα−1

t f genähert wurde, wurde hingegen nur jeder hundertste simulierte Wert

verwendet; es wurde also mit der Schrittweite von 10−3 s gearbeitet. Die in Abb. 6.6 zu

beobachtende (nur) asymptotische Konvergenz der Schätzwerte gegen den tatsächlichen

Wert im Modell ist hauptsächlich der Approximation der fraktionalen Ableitung bei

der Generierung der Messsignale geschuldet und kann durch weitere Reduktion der

Schrittweite in der Simulation erheblich verbessert werden.

Zum Vergleich mit den nominellen Ergebnissen wurde die Identifikation unter Ver-

wendung von durch mittelwertfreies weißes Rauschen überlagerten Messsignalen durch-

geführt, mit einem Signal-Rausch-Verhältnis von 37 dB. Wie zuvor in anderen Beispie-

len beobachtet werden konnte, konvergieren die Schätzwerte im gestörten Fall erst

später gegen den tatsächlichen Wert. Um dem entgegenzuwirken, wurde in diesem Fall

die Schrittweite auf 2 ·10−4 s reduziert. Die entsprechenden Trajektorien von Spannung
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σ und Dehnung ε können Abb. 6.7 entnommen werden. Bei der Berechnung von α und

E0 entsprechend (6.14) wurde dieses Gleichungssystem zudem ein weiteres Mal inte-

griert, um den Einfluss des mittelwertfreien Rauschens besser unterdrücken zu können

und damit eine Glättung der Schätzwerte zu erreichen. Die Abweichungen der identifi-

zierten Parameter von deren tatsächlichen Werten liegen unterhalb von einem Prozent.

Wie aus Abb. 6.8 zu erkennen ist, weist lediglich der Schätzwert für E1 eine signifikan-

te Rauschamplitude auf, die der Berechnungsvorschrift (6.15) unter Verwendung der

verrauschten Messsignale geschuldet ist.

Als nächstes soll noch der Fall inhomogener Anfangsbedingungen entsprechend der

Definitionen in (6.10) kurz theoretisch untersucht werden.

Riemann-Liouville-Definition

Für nicht-verschwindende Anfangswerte folgt aus der Laplace-Transformation der Sys-

temgleichung (6.11) entsprechend (6.16)

σ̂ = E0ε̂+ E1

(
sαε̂− J1−α

t ε(0)
)
, (6.17)

da für die Ordnung α ∈ (0, 1) gilt. Die unbekannte und nur schwer interpretierbare

Anfangsbedingung J1−α
t ε(0) kann entweder eliminiert oder zusätzlich zu den drei Sys-

temparametern identifiziert werden. Für letzteren Ansatz lässt sich, ebenso wie im Fall

homogener Anfangsbedingungen, sα mit Hilfe von (6.17) und dessen Ableitung

σ̂′ = E0ε̂
′ + E1(ε̂′ + αs−1ε̂)sα (6.18)

nach s eliminieren:

(ε̂′ + αs−1ε̂)
(
σ̂ + E1J

1−α
t ε(0)− E0ε̂

)
= ε̂(σ̂′ − E0ε̂

′).

Alternativ zu dieser Identifikationsgleichung, mit der sich letztlich Schätzwerte für α,

E0, und E1J
1−α
t ε(0) sowie unter Berücksichtigung von (6.17) für E1 gewinnen lassen,

lässt sich auf Basis der ersten Ableitung der Laplace-Transformierten (6.17) nach s eine

von der Anfangsbedingung unabhängige Identifikationsgleichung herleiten, da J1−α
t ε(0)

in (6.18) nicht mehr auftritt. Die Elimination von sα unter Verwendung von (6.18) und

seiner Ableitung nach s führt auf die gesuchte Identifikationsgleichung:

(
ε̂′′ + 2αs−1ε̂′ + α(α− 1)s−2ε̂

)
(σ̂′ − E0ε̂

′) = (ε̂′ + αs−1ε̂)(σ̂′′ − E0ε̂
′′).

Caputo-Definition

Die Herangehensweise ändert sich leicht, wenn in der Systemgleichung (6.11) die frak-

tionale Ableitung Dα
t nach Riemann und Liouville durch jene nach Caputo, also CDα

t ,

ersetzt wird. Aus der korrespondierenden Laplace-Transformierten

σ̂ = E0ε̂+ E1

(
sαε̂− ε(0)sα−1

)
(6.19)

ist zu erkennen, dass der Anfangswert ε(0) im Unterschied zur vorangegangenen Be-

trachtung nicht einfach durch Ableiten nach s entfällt. Vielmehr kann dieser leicht
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Abbildung 6.7: Trajektorien von Spannung σ in (a) und Dehnung ε in (b) überlagert durch

mittelwertfreies weißes Rauschen.
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Abbildung 6.8: Unter Verwendung des integrierten Gleichungssystems (6.14) und (6.15) iden-

tifizierte Parameter (blau) im Vergleich zum tatsächlichen Wert (grün).
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interpretierbare Wert aufgrund der Kenntnis des Messsignals t 7→ ε(t) als bekannt

angenommen werden. Dann ergibt sich eine Identifikationsgleichung durch geeignete

Kombination von (6.19) und seiner Ableitung

σ̂′ = E0ε̂
′ + E1

(
sα(ε̂′ + αs−1ε̂)− (α− 1)s−1ε(0)sα−1

)
(6.20)

nach s derart, dass sα nicht mehr auftritt:

(σ̂′ε̂− σ̂ε̂′) =
(
ε(0)(1− α)s−2 + αs−1ε̂

)
(σ̂ − E0ε̂) + ε(0)s−1(σ̂′ − E0ε̂

′).

Ob auf Basis dieser Gleichung der eigentlich bekannte Wert für ε(0) einfach eingesetzt

oder zusammen mit den übrigen Parametern identifiziert wird, wird letztlich durch ei-

nen konkreten Anwendungsfall bestimmt. Soll die Identifikationsgleichung ausdrücklich

unabhängig von einem ggf. durch Rauschen überlagerten Anfangswert des Messsignals

sein, so lässt sich beispielsweise durch Addition der mit (1 − α)s−1 multiplizierten

Gl. (6.19) zu deren mit s multiplizierten Ableitung (6.20) die von ε(0) unabhängige

Beziehung

(1− α)σ̂ + sσ̂′ = E0(1− α)ε̂+ E0sε̂
′ + E1s

α(ε̂+ sε̂′)

gewinnen. Davon ausgehend lässt sich durch Ableiten nach s abermals sα eliminieren,

und es folgt letztlich die Identifikationsgleichung

σ̂′ε̂′′ − σ̂′′ε̂′ + s−1(σ̂ε̂′′ − σ̂′′ε̂) + s−2(2− α)(σ̂ε̂′ − σ̂′ε̂)
= −αs−1(2ε̂′ + s−1ε̂)(σ̂′ − E0ε̂

′) + αs−1
(
ε̂′′ + αs−1ε̂′ + (α− 1)s−2ε̂

)
(σ̂ − E0ε̂)

in den Parametern α und E0.

6.2.3 Allgemeine Bemerkungen zur Identifikation von Para-

meter in Systemen endlicher Dimension mit fraktiona-

len Zeitableitungen

Basierend auf ersten Erkenntnissen aus [GR13] soll das grundsätzliche Vorgehen für

die Identifikation der Parameter in fraktionalen Systemen skizziert werden. Auf ei-

ne detaillierte Beschreibung der allgemeinen Herangehensweise wird an dieser Stelle

verzichtet, da insbesondere Fragen der algebraischen Identifizierbarkeit bisher nicht

endgültig geklärt werden konnten.

Ausgangspunkt ist eine Eingangs-Ausgangs-Gleichung

(
ā0 + ā1D

ᾱ1
t + · · ·+ ānD

ᾱn
t

)
y(t) =

(
b̄0 + b̄1D

ᾱn+1

t + · · ·+ b̄mD
ᾱn+m
t

)
u(t) (6.21)

mit den Messsignalen u und y. Zumindest einige der Koeffizienten āi ∈ R, i = 0, . . . , n

und b̄i ∈ R, i = 0, . . . ,m sowie der nicht zwangsläufig fraktionalen5 Ableitungsordnun-

gen ᾱi ∈ R+, i = 1, . . . , n + m seien unbekannt und sollen daher ausschließlich unter

Verwendung der Messsignale identifiziert werden.

5vgl. Abschnitt 6.3
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In der Laplace-Transformierten

(ā0 + ā1s
ᾱ1 + · · ·+ āns

ᾱn) ŷ =
(
b̄0 + b̄1s

ᾱn+1 + · · ·+ b̄ms
ᾱn+m

)
û

+
ν∑

i=1

cis
i−1

︸ ︷︷ ︸
(I)

+
r∑

j=0

ν∑

i=1

cj,is
−isαj

︸ ︷︷ ︸
(II)

(6.22)

von (6.21) sind mit (I) strukturell die Anfangsbedingungen nach Riemann und Liouville

berücksichtigt, mit (II) jene nach Caputo, wobei je nach Wahl der ci, cj,i nur eine oder

keine der Mengen an Anfangswerten zum Tragen kommen.

Analog zum 3-Parameter-Voigt-Modell lassen sich zunächst die unbekannten An-

fangsbedingungen durch mehrfaches Ableiten nach s und geeignete Linearkombination

dieser Gleichungen eliminieren, um auf diese Weise die Anzahl der zu identifizieren-

den Parameter zu reduzieren. Anschließend wird durch sukzessives Ableiten der re-

sultierenden Gleichung nach s ein Gleichungssystem erstellt, das die Elimination der

unbekannten Potenzen sᾱi , i = 1, . . . , n + m der komplexen Veränderlichen erlaubt.

Als Ergebnis verbleibt eine Gleichung, die nach Multiplikation mit s−k, k hinreichend

groß, polynomial in s−1, den Messgrößen û und ŷ und deren Ableitungen nach s sowie

den unbekannten Ableitungsordnungen αi und ggf. den Koeffizienten āi, b̄i ist, also ei-

ne Identifikationsgleichung. Die Frage, ob sich auf Basis dieser Identifikationsgleichung

tatsächlich sämtliche unbekannten Systemparameter identifizieren lassen, bleibt bisher

allgemein unbeantwortet.

Bemerkung 2.1 (Systeme mit verteilten fraktionalen Ableitungen): Systeme mit ver-

teilten fraktionalen Ableitungen wurden erstmals von M. Caputo in dem Gedanken

vorgeschlagen, ein lineares zeitinvariantes System basierend auf einem beobachteten

Eingangs-Ausgangs-Verhalten und einem konstruierten Frequenzgang zu modellieren

[JCP12]. Die Definition einer solchen verteilten fraktionalen Ableitung ergibt sich da-

bei als Verallgemeinerung von (6.9a) zu

D
g(α)
t f(t) =

∫ γ2

γ1

g(α)Dα
t f(t) dα,

mit der Gewichtsfunktion [γ1, γ2] 3 α 7→ g(α). Im Rahmen der Identifikation lassen

sich die Parameter auch in derartigen Systemen bestimmen, sofern eine Struktur der

Gewichtsfunktion bekannt ist, also beispielsweise ein Polynom bekannten Grades in α,

das g auf dem ggf. unbekannten Intervall [γ1, γ2] beschreibt. Die Koeffizienten des Po-

lynoms, die Intervallgrenzen, sowie weitere Systemparameter können algebraisch iden-

tifiziert werden.

6.2.4 Ein System unendlicher Dimension mit einer fraktiona-

len Zeitableitung

Fraktionale (wie auch ganzzahlige) Ableitungsordnungen bzgl. der Zeit lassen sich

ebenfalls in linearen partiellen Dgln. mit der algebraischen Methode identifizieren.
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Während auf einen allgemeinen Formalismus an dieser Stelle verzichtet werden soll,

wird die grundsätzliche Vorgehensweise am Beispiel einer Diffusions-Wellen-Gleichung

(z.B. [Pod99])

v2∂2
zw(z, t) = Dα

t w(z, t), α ∈ (0, 2] (6.23)

deutlich, die für α = 1 eine Diffusionsgleichung mit Diffusionskoeffizient v2 ist, für

α = 2 eine Wellengleichung mit Ausbreitungsgeschwindigkeit v und insbesondere für

Werte α ∈ (1, 2) eine Mischform beider. Motiviert wird diese Systemgleichung beispiels-

weise durch Phänomene in der Signalübertragung auf langen Leitungen unbekannter

Charakteristik, für die aufgrund ihrer Ausdehnung angenommen werden kann, dass

ein Rand im Unendlichen liegt, d.h. sich ein halboffenes Gebiet für die Ortsvariable z

ergibt. Die Wahl einer fraktionalen Ordnung für die Zeitableitung spiegelt dabei erneut

den Gedanken wider, ein empirisches Modell mit wenigen Parametern für die Beschrei-

bung komplexer dynamischer Verhalten zu verwenden. Im Gegensatz zu den Systemen

in Abschnitt 6.2.3 ist jedoch keine physikalisch fundierte mathematische Modellbildung

bekannt, die auf das Modell (6.23) führt.

Für die Identifikation von α wird die notwendige Annahme homogener Anfangs-

bedingungen getroffen, wobei es in diesem Kontext irrelevant ist, ob es sich abhängig

von α um eine oder zwei Anfangsbedingungen handelt. Als Messsignale stehen die

konzentrierten Größen

w(0, t) = u(t), w(L, t) = y(t) (6.24a)

zur Verfügung, wobei u als Signaleintrag auf die Leitung und damit als eine (von zwei)

Randbedingungen für (6.23) interpretiert werden kann. Damit eine beschränkte Lösung

für w auf dem halboffenen Gebiet z ∈ [0,∞) existiert, folgt als zweite Bedingung

lim
z→∞

w(z, t) = 0. (6.24b)

Aus der Laplace-Transformierten

v2d
2ŵ

dz2
(z) = sαŵ(z), α ∈ (0, 2]

der Systemgleichung (6.23) ergibt sich unter Berücksichtigung von (6.24) eine Bezie-

hung

ŷ = û exp

(
−L
v
sα/2

)
(6.25)

zwischen den beiden Messsignalen. Die darin auftretende Exponentialfunktion genügt

einer Dgl. erster Ordnung bzgl. s. Folglich ergibt sich aus der Kombination von (6.25)

und seiner ersten Ableitung nach s

ŷû′ − ŷ′û =
α

2

L

v
s−1sα/2ŷû. (6.26)

Der gesuchte Parameter α tritt hierin noch als Exponent der komplexen Veränderlichen

auf. Erneut lässt sich aus (6.26) und seiner ersten Ableitung nach s der betreffende Term

sα/2 eliminieren. Mit

ŷ2
(
(û′)2 − s−1ûû′ − ûû′′

)
− û2

(
(ŷ′)2 − s−1ŷŷ′ − ŷŷ′′

)
=
α

2
s−1ŷû(ŷ′û− ŷû′)
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erhält man eine Identifikationsgleichung, die affin in der zu bestimmenden Ableitungs-

ordnung α ist. Für die Berechnung der Ordnung müssen im Zeitbereich lediglich Fal-

tungsprodukte (mit jeweils vier Faktoren) der konzentrierten Messsignale ausgewertet

werden. Es sei bemerkt, dass sich ausgehend von einem Schätzwert für α in einem

zweiten Schritt auch der Quotient L/v auf Basis von (6.26) identifizieren lässt.

6.3 Endlichdimensionale Systeme unbekannter

Ordnung

Ausgehend von den Ergebnissen in Abschnitt 6.2 ist es offensichtlich, dass eine Iden-

tifikation der Systemordnung nicht nur für fraktionale sondern auch für ganzzahlige

Ableitungsordnungen möglich ist. Aus diesem Grund soll hier die Identifikation für

endlichdimensionale Systeme der Form

n∑

i=0

aiy
(i)(t) = u(t), an 6= 0, n ∈ N0 (6.27)

diskutiert werden, wobei sowohl die Systemparameter ai, i = 0, . . . , n als auch die Sys-

temordnung n unbekannt sind. Eine Bemerkung zu Systemen mit Eingangsableitungen

u(j), j ∈ N findet sich am Ende dieses Abschnitts. Auf die Ermittlung der Ordnung

einer partiellen Dgl. bzgl. der Zeit wird nicht explizit eingegangen, da es sich um eine

analoge Betrachtung zu Abschnitt 6.2.4 handelt.

Neben den Signalen u und y ist für die Identifikation lediglich eine obere Schranke

N ≥ n für die Ordnung verfügbar. Es wird davon ausgegangen, dass keine Dgl. der

Form (6.27) mit einer Ordnung n̄ < n existiert, die von den Trajektorien t 7→ u(t)

und t 7→ y(t) erfüllt wird. Andernfalls wäre es aufgrund der unzureichenden Anregung

lediglich möglich, n̄ und nicht die tatsächliche Systemordnung zu identifizieren. Zudem

beschränkt sich dieser Abschnitt der Einfachheit halber auf homogene Anfangsbedin-

gungen, auch wenn dies keine notwendige Voraussetzung ist.

6.3.1 Herleitung einer Identifikationsgleichung

In einem ersten Schritt wird für die Laplace-Transformierte von (6.27)

n∑

i=0

ais
i = ans

n + an−1s
n−1 + · · ·+ a1s+ a0 =

û

ŷ
=: x̂ (6.28)

ein struktureller Ansatz

N∑

i=0

ασ−is
σ−i = ασs

σ + ασ−1s
σ−1 + · · ·+ aσ−Ns

σ−N =
û

ŷ
= x̂ (6.29)

gewählt. Wegen N ≥ n lässt sich damit stets für geeignete, ggf. verschwindende, Para-

meter αi das tatsächliche System mit den Koeffizienten ai abbilden.
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Um eine polynomiale Gl. in dem zu identifizierenden Parameter σ zu erhalten, soll

durch Ableitung von (6.29) nach s die unbekannte Potenz sσ eliminiert werden. Dafür

lassen sich (6.29) und seine erste Ableitung nach sσ auflösen und gleichsetzen. Die

resultierende Gl. ist polynomial in der Ordnung σ und den Systemparametern αi. Für

die in jedem Fall unbekannten αi – ansonsten wäre unmittelbar die Ordnung bekannt –

ergibt sich im Allgemeinen ein komplexes polynomiales Identifikationsproblem, weshalb

stattdessen eine von den Parametern unabhängige Identifikationsgleichung hergeleitet

werden soll. Dafür wird (6.29) als linear in den unbekannten und zu eliminierenden

Faktoren αis
i aufgefasst und k-fach, k = 1, . . . , N nach s abgeleitet:

x̂(k) =
N∑

i=0

ασ−is
σ−i−k (σ − i)!

(σ − i− k)!
=

N∑

i=0

ασ−is
σ−i−k

k−1∏

j=0

(σ − i− j)

=
N∑

i=0

ασ−is
σ−i−k

k∑

j=0

S(k, j)(σ − i)j =
k∑

j=0

S(k, j)
N∑

i=0

(σ − i)jασ−isσ−i−k.
(6.30)

Es bezeichnen S(k, j) die Stirling-Zahlen erster Art6 [AS64, S. 824].

Aus den Ableitungen der Ordnungen 0, . . . , N von x̂ ergibt sich ein Gleichungssys-

tem für αis
i, das sich in der faktorisierten Darstellung

diag(1, s−1, . . . , s−N)TV s = x (6.31)

mit Vektoren der Länge N + 1

s =




ασs
σ

ασ−1s
σ−1

...

ασ−Ns
σ−N


 , x =




x̂

x̂′

...

x̂(N)




angeben lässt. Es sind

T =
(
S(i, j)

)
i=0,...,N ; j=0,...,N

=




1 0 · · · · · · 0

0 1
. . .

...
... S(2, 1) 1

. . .
...

...
...

. . . . . . 0

0 S(N, 1) · · · S(N,N−1) 1




6Die Stirling-Zahlen erster Art sind die Koeffizienten des Polynoms in σ

N−1∏

i=0

(σ − i) =

N∑

i=0

S(N, i)σi.
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eine Stirling-Matrix mit den Stirling-Zahlen erster Art [LT02] und

V =
(
λij
)
i=0,...,N ; j=0,...,N

=




1 1 1 · · · 1

σ σ − 1 σ − 2 · · · σ −N
σ2 (σ − 1)2 (σ − 2)2 · · · (σ −N)2

...
...

...
. . .

...

σN (σ − 1)N (σ − 2)N · · · (σ −N)N




eine Vandermonde-Matrix mit λj = (σ − j) [Ber09, Fact 5.16.3].

Aufgrund der Regularität der Matrizen mit detT = 1 und

detV =
∏

0≤i<j≤N

(
λi − λj

)
=

∏

0≤i<j≤N

(j − i) ∈ Z\{0}

(vgl. [Ber09, Fact 5.16.3]) lässt sich (6.31) nach den unbekannten Potenzen in s auflösen.

Unter Verwendung der (N + 1)-ten Ableitung von x̂ entsprechend (6.30) folgt daraus

0 =
N+1∑

i=0

(−1)i
(
N + 1

i

)
six̂(i)

N∏

k=i

(σ − k). (6.32)

Berücksichtigt man, dass es sich bei x̂ um den Quotienten aus Eingang û und Ausgang ŷ

handelt, so führt das Nullsetzen des Zählers von (6.32) auf eine Identifikationsgleichung

für die Systemordnung:

0 = s−N−1ŷN+2

N+1∑

i=0

(−1)i
(
N + 1

i

)
si

i∑

j=0

(
i

j

)
û(j)

(
1

ŷ

)(i−j) N∏

k=i

(σ − k). (6.33)

Diese ist polynomial in σ, s−1 sowie den Messgrößen û und ŷ und deren Ableitungen

nach s.

6.3.2 Lösungen der Identifikationsgleichung

Offensichtlich handelt es sich bei der Identifikationsgleichung (6.33) um eine in dem

gesuchten Parameter σ polynomiale Gleichung. Auch wenn die numerische Lösung,

d.h. die Berechnung der Nullstellen, keine große Schwierigkeit darstellt, so stellt sich

die Frage nach der Bedeutung der N + 1 Lösungen, bzw. wie und ob sich die gesuchte

Systemordnung eindeutig daraus ermitteln lässt.

Zur Klärung dieser Problematik wird x̂ entsprechend der (tatsächlichen) System-

gleichung (6.28) in die Gl. (6.32) eingesetzt, die die gleichen Nullstellen wie die Iden-

tifikationsgleichung (6.33) aufweist. Da es sich um ein System der Ordnung n handelt,

gilt x̂(n+1) = 0, und es folgt

0 =
N∏

k=n

(σ − k)

︸ ︷︷ ︸
(I)

N∑

i=0

(−1)i
(
N + 1

i

)
six̂(i)

n−1∏

k=i

(σ − k)

︸ ︷︷ ︸
(II)

. (6.34)
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Man erkennt, dass die Gleichung N − n+ 1 Nullstellen in (I) aufweist, die nicht von s

abhängen, also im Zeitbereich auf konstante, ganzzahlige Lösungen für σ führen. Die

kleinste Nullstelle entspricht dabei genau der gesuchten Systemordnung n. Dass es sich

ebenso bei allen anderen ganzzahligen Werten n + 1, n + 2, . . . , N bis einschließlich

der oberen Schranke N um Nullstellen handelt, ist dem Ansatz (6.29) geschuldet. Bei-

spielsweise wäre im Ansatz für σ = n der Koeffizient ασ verschieden von Null und für

σ = n+ 1 identisch Null.

Die verbleibenden n Nullstellen von (6.34) hängen explizit von s ab, korrespondie-

renden also im Zeitbereich zu nicht-konstanten Lösungen. Dass in (II) keine weiteren

nicht von s abhängenden Nullstellen enthalten sind, wird bei Betrachtung der Ableitung

von (II) nach der komplexen Veränderlichen erkennbar, da eine nicht von s abhängende

Nullstelle von (II) auch eine Lösung der Ableitung sein müsste. Entsprechendes gilt für

die n-te Ableitung von 0 = (II), die sich mit der Leibniz-Regel zu

0 =
N∑

i=0

(−1)i
(
N + 1

i

) N∏

k=i

(σ − k)
n∑

j=0

(
n

j

)
d

ds

j

(si)
d

ds

n−j
(x̂(i))

ergibt, bzw. wegen d
ds

j
(si) = 0 für j ≥ i+ 1 und x̂(n+1) = 0 als

0 =
N∑

i=0

(−1)i
(
N + 1

i

) N∏

k=i

(σ − k)

(
n

i

)
i! x̂(n) = x̂(n)

N∏

k=0

(σ − n− k)

geschrieben werden kann. (Eine weitere Ableitung nach s würde auf 0 = 0 führen

und damit keine Aussagekraft aufweisen.) Da die Nullstellen σ = N + i, i = 1, . . . , n

dieser n-ten Ableitung von (II) keine Lösungen der Identifikationsgleichung (6.32) sein

können (vgl. (6.29)), ist gezeigt, dass die einzigen nicht von s abhängenden Lösungen

bei σ = i, i = n, . . . , N liegen. Somit entspricht tatsächlich die kleinste konstante

Lösung der Identifikationsgleichung (6.33) der gesuchten Systemordnung σ = n.

6.3.3 Beispiele

Exemplarisch sei der Fall betrachtet, dass (ausgehend von homogenen Anfangswerten)

Trajektorien t 7→ u(t) und t 7→ y(t) für ein System der Form (6.27) mit maximaler

Ordnung N = 3 vorliegen. Entsprechend (6.29) wird für die Identifikation der System-

ordnung der strukturelle Ansatz

(ασs
σ + ασ−1s

σ−1 + ασ−2s
σ−2 + ασ−3s

σ−3)ŷ = û

gewählt. Die Elimination der vier unbekannten Potenzen sσ, sσ−1, sσ−2 und sσ−3 unter

Verwendung der Ableitung des Ansatzes nach s führt auf eine Identifikationsgleichung

der Form

σ4ĥ4 + σ3ĥ3 + σ2ĥ2 + σĥ1 + ĥ0 = 0, (6.35)

wobei die bekannten Größen hi, die Faltungsprodukte von fünf Faktoren enthalten,

eindeutig durch (6.35) definiert sind.
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Exemplarisch wurden die vier Lösungen der polynomialen Gl. (6.35) auf Basis si-

mulierter Trajektorien für den Eingang u der drei Systeme

ẏ(t) + y(t) = 5u(t) (6.36a)

ÿ(t) + 500ẏ(t) = u(t) (6.36b)

−3y(3)(t)− 2ẏ(t) + y(t) = 8u(t) (6.36c)

mit jeweils identisch gewählter Trajektorie für den Ausgang y untersucht. Sie können

den Abbildungen 6.9–6.11 entnommen werden. Die farbliche Kennzeichnung der iden-

tifizierten Werte für σ basiert auf einer Sortierung der Lösungen nach ihrer Größe zu

jedem Zeitpunkt t. Man beachte, dass zu Beginn die identifizierte Systemordnung (wie

auch die anderen Lösungen der polynomialen Gl. (6.35)) für einige wenige Zeitschrit-

te nicht konstant sind. Dies ist numerischen Problemen im Zusammenhang mit der

Faltung und Integration der Signale geschuldet.

Sowohl für das stabile System (6.36a) als auch für das instabile System (6.36c) er-

kennt man, dass die kleinste konstante Lösung σ der tatsächlichen Systemordnung n

entspricht. Für das System zweiter Ordnung (6.36b) ergibt sich aufgrund dessen inte-

grierenden Verhaltens eine nicht-konstante Lösung σ < n, die (aufgrund der Stabilität

des Systems) gegen Eins konvergiert. Die kleinste konstante Lösung entspricht auch

hier der Systemordnung n.

Bemerkung 3.1 (Rauschen und Störungen): In den Simulationen wurden weder den

Messsignalen überlagertes mittelwertfreies Rauschen noch strukturierte Störungen wie

ein konstanter Versatz auf y oder u betrachtet. Während letzteres bei bekannter Struk-

tur grundsätzlich berücksichtigt werden kann (vgl. [FSR03]), führt der Einfluss von

mittelwertfreiem Rauschen – auch nach Filterung – auf eine asymptotische Näherung

der Nullstellen von (I) in (6.34) an ihre eigentlich konstanten Werte. Damit wird die

Auswahl der richtigen Lösung σ = n der Identifikationsgleichung (6.33) insbesondere

für stabile Systeme erheblich erschwert. (Stabile Systeme (vgl. Abb. 6.10) verfügen im

Gegensatz zu instabilen Systemen (vgl. Abb. 6.9) ggf. über Lösungen σ, die gegen einen

Wert konvergieren, der kleiner ist als die Systemordnung n.)

Bemerkung 3.2 (Systeme mit Eingangsableitungen): Treten in Verallgemeinerung

von (6.27) Ableitungen des Eingangs u auf, also

n∑

i=0

aiy
(i)(t) =

m∑

j=0

bju
(j)(t), an 6= 0, bm 6= 0, n,m ∈ N0, (6.37)

so lassen sich auch bei Kenntnis von oberen Schranken für die Ordnungen n bzgl. des

Ausgangs und m bzgl. des Eingangs diese Ordnungen nicht eindeutig aus den Trajek-

torien t 7→ u(t) und t 7→ u(t) identifizieren. Vielmehr lässt sich lediglich die Differenz-

ordnung n−m ermitteln, da äquivalent zu einer Identifikation der Koeffizienten ai, bj
eine Normierung der Systemgleichung erforderlich ist, eine Normierung, die in (6.27)

wegen m = 1 gegeben war. Bei der im Gegensatz zum Fall ohne Eingangsableitungen
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Abbildung 6.9: System erster Ordnung (6.36a): (a) Trajektorien von Eingang u (blau) und

Ausgang y (grün), (b) Lösungen σ von (6.35).
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Abbildung 6.10: System zweiter Ordnung (6.36b): (a) Trajektorien von Eingang u (blau) und

Ausgang y (grün), (b) Lösungen σ von (6.35).
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Abbildung 6.11: System dritter Ordnung (6.36c): (a) Trajektorien von Eingang u (blau) und

Ausgang y (grün), (b) Lösungen σ von (6.35).
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deutlich umfangreicheren Identifikation der Differenzordnung von (6.37) ist es dabei

ggf. vorteilhaft, gleichzeitig zumindest einige der Parameter ai, bj zu schätzen. Weitere

Anmerkungen zu Systemen mit Eingangsableitungen lassen sich aus Abschnitt 6.2.3

bzw. [GR13] (im Zusammenhang mit fraktionalen Systemen) ableiten.

6.4 Bemerkung zu nichtlinearen Systemen

Im Allgemeinen lässt sich die vorgeschlagene Identifikationsmethode nicht auf nicht-

lineare partielle Dgln. anwenden, da die benötigte Lösung für die verteilten Größen

nicht immer bekannt oder eindeutig ist. Dennoch existieren Spezialfälle (mit bekannter

Lösung), in denen eine Identifikation der Systemparameter möglich ist. Als Beispiel

dafür diene das Transportproblem

∂zw(z, t) + c ∂tw(z, t) =
a

(
w(z, t)

)2 , (6.38)

mit den konstanten Parametern a und c. Für homogene Anfangsbedingungen7 lautet

dessen Lösung

w(z, t) =
3

√
3az +

(
w(0, t− cz)

)3
, t ≥ cz.

Ausgehend von Messgrößen w(0, t) = y0(t) und w(1, t) = y(t) erkennt man, dass es

sich bei der Lösung um ein lineares Totzeitsystem bzgl. ȳ0 = y3
0 und ȳ1 = y3

1 handelt:

ȳ1(t) = 3a+ ȳ0(t− c), t ≥ c.

Eine Identifikation der Parameter a und c ist ausgehend von dieser Beziehung mit der

algebraischen Methode trotz der Nichtlinearität in (6.38) direkt möglich.

Begründen lässt sich diese Beobachtung durch die Äquivalenz von (6.38) über die

(nichtlineare) Transformation w̄ = w3 zur linearen partiellen Dgl.

∂zw̄(z, t) + c ∂tw̄(z, t) = 3a.

Die Identifikation der Parameter a und c setzt auf der Lösung der aus der Laplace-

Transformation hervorgehenden inhomogenen Dgl. – mit unbekannter Inhomogenität

3a – und der daraus resultierenden Beziehung

ˆ̄y1 = e−cs ˆ̄y0 −
3a

cs2

(
e−cs − 1

)

zwischen den bekannten Größen ˆ̄y0 und ˆ̄y1 als Funktionen der Messgrößen auf. Einfache

Ableitung nach s und Elimination der Exponentialfunktion e−cs liefert die Identifika-

tionsgleichung

c2 ˆ̄y0 ˆ̄y1−3acs−2
(
ˆ̄y0 + ˆ̄y1

)
−c
(
ˆ̄y′0 ˆ̄y1 − ˆ̄y0 ˆ̄y′1

)
+9a2s−4+3as−2

(
ˆ̄y′0 − ˆ̄y′1 + 2s−1(ˆ̄y0 + ˆ̄y1)

)
= 0.

7Diese Annahme ist für das System (6.38) insofern fragwürdig, als z 7→ w(z, 0) = 0 keine Lösung der

partiellen Dgl. darstellt. Die Annahme homogener Anfangsbedingungen soll dennoch aufrecht erhalten

werden, da es sich um ein akademisches Beispiel zur Illustration anderweitiger, davon unabhängiger

Aspekte handelt.
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Das Beispiel motiviert die Vermutung, dass sich die Parameter all jener nichtlinea-

ren partiellen Dgln. ebenfalls mit der algebraischen Methode identifizieren lassen, die

über eine Transformation (mit bekannten Parametern) der verteilten Größe äquivalent

zu einer linearen partiellen Dgl. sind.

6.5 Bemerkung zu örtlich mehrdimensionalen Sys-

temen

Mit der hydraulischen Leitung wurde in Abschnitt 6.1 grundsätzlich bereits ein örtlich

zweidimensionales System betrachtet. Allerdings ergab sich unter Berücksichtigung der

Rohrsymmetrien und durch die Darstellung in Drücken und Volumenströmen in (6.4)

ein örtlich eindimensionales Randwertproblem. Anhand eines Beispiels soll hier viel-

mehr ein Ansatz illustriert werden, der auch ohne derart begünstigende Umstände die

Identifikation von Parametern mehrdimensionaler Probleme ermöglicht.

Als Beispiel diene das zweidimensionale Transportproblem

∂xw(x, y, t) + α∂yw(x, y, t) + β∂tw(x, y, t) = 0 (6.39)

in den Ortskoordinaten x ∈ [0, Lx] und y ∈ [0, Ly] sowie der Zeit t ≥ 0, mit konstanten

Parametern α, β > 0 und der homogenen Anfangsbedingung w(x, y, 0) = 0. Das Profil

des Randes bei x = 0 sei entsprechend

w(0, y, t) = ϕ(y, t)

vorgegeben. Die Lösung des zugehörigen Randwertproblems lautet dann

w(x, y, t) = ϕ(y − αx, t− βx), t > βx, (y − αx) ∈ [0, Ly]

bzw.

ŵ(x, y) = e−βsxϕ̂(y − αx) (6.40)

für dessen Laplace-Transformierte.

Da die den Rand bei x = 0 beschreibende Funktion ϕ aufgrund ihres verteilten

Charakters unbekannt ist, müssen konzentrierte Messgrößen derart gewählt werden,

dass sich ϕ eliminieren lässt. Man erkennt, dass dies bei einer Wahl von

ŷ1 = ŵ(1, α) = e−βsϕ̂(0), ŷ2 = ŵ(0, 0) = ϕ̂(0)

möglich ist und auf die einfache Totzeitgleichung

ŷ1 = e−βsŷ2

führt. Nach Elimination der Exponentialfunktionen lässt sich daraus β mit Hilfe von ŷ1

und ŷ2 identifizieren. Die Identifikation von β setzt jedoch die Kenntnis von α voraus,

da sich ŷ1 abhängig von diesem Parameter definiert. (Analog ist eine Identifikation von

α bei Kenntnis von β ausgehend von w(x, 0, t) = ψ(x, t) möglich.)
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Letztlich wird bei dieser Betrachtung ausgenutzt, dass beide konzentrierte Messun-

gen auf einer Charakteristik der örtlich zweidimensionalen partiellen Dgl. (6.39) liegen.

Entlang dieser Charakteristik reduziert sich das Problem auf eine örtlich eindimensio-

nale partielle Dgl. [CH66], wodurch erneut die Methoden aus Kapitel 2 Anwendung

finden. Die Transformation der Koordinaten in die charakteristischen Richtungen setzt

dabei ggf. die Kenntnis eines Teils der Systemparameter voraus.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein algebraischer Zugang zur Identifikation von Parametern in

linearen Systemen unendlicher Dimension mit konzentrierten Messgrößen untersucht.

Ausgehend von dem algebraischen Zugang in [RW07] für Totzeitsysteme und lineare

partielle Dgln. zweiter Ordnung gelang die Verallgemeinerung der Methode auf partielle

Dgln. beliebiger Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Für ein System partieller Dgln.

mit geeigneten Randbedingungen und Messgrößen konnte als eines der zentralen Ergeb-

nisse ein Algorithmus für die Herleitung von Identifikationsgleichungen als polynomiale

Gleichungen in den unbekannten Parametern mit Koeffizienten, die ausschließlich von

den Messgrößen abhängen, angegeben werden. Dieser nutzt neben der Laplace-Trans-

formation Methoden der Differentialalgebra wie den Ritt-Algorithmus, um ausgehend

von der Lösung des Randwertproblems im Bildbereich die transzendenten Funktionen

der komplexen Veränderlichen der Laplace-Transformation zu eliminieren. Der Ritt-

Algorithmus sowie der Buchberger-Algorithmus zur Ermittlung einer Gröbner-Basis

wurden zudem im Zusammenhang mit der Berechnung der Parameter auf der Basis

der polynomialen Identifikationsgleichungen eingesetzt.

Da eine äquivalente Vorgehensweise für lineare partielle Dgln. mit ortsabhängigen

Koeffizienten die Kenntnis der Lösung des zugehörigen Randwertproblems voraussetzt,

konnte nur unter dieser Annahme der algebraische Zugang zur Identifikation auf diese

Systemklasse erweitert werden. Während die wesentlichen Schritte zur Herleitung einer

Identifikationsgleichung identisch zum Fall konstanter Koeffizienten sind, gestalteten

sich die erforderlichen algebraischen Umformungen zur Elimination der transzendenten

Funktionen wesentlich anspruchsvoller.

Die Verwendung der Lösung (des Randwertproblems) und der Verzicht auf jegliche

Approximationen des unendlichdimensionalen Systems unterscheidet die algebraische

Methode wesentlich von anderen Ansätzen zur Identifikation der Parameter örtlich ver-

teilter Systeme. So stellt eine Identifikationsgleichung eine exakte Beziehung zwischen

den Systemparametern und den konzentrierten Messgrößen dar. Eine Approximation

wird lediglich für die zeitdiskrete Implementierung der Algorithmen erforderlich. Als

Abgrenzung von anderen Identifikationsansätzen ließe sich die algebraische Methode

in Analogie zur Regelung von Systemen mit verteilten Parametern als late-lumping

charakterisieren.
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Eine wenn auch häufig erfüllte Restriktion der Methode besteht in der Forderung

nach homogenen Anfangsbedingungen. Aber auch der hohe symbolische Rechenauf-

wands bei der zur Herleitung von Identifikationsgleichungen eingesetzten Berechnung

der charakteristischen Mengen mit dem Ritt-Algorithmus stellt für komplexere Syste-

me ein Problem dar. Während sich die Mengen formal stets angeben lassen und ihre

Existenz gesichert ist, scheitern vorhandene Rechenprogramme schnell an der symbo-

lischen Komplexität. Im Zusammenhang mit dem Euler-Bernoulli-Balken wurde daher

ein alternativer Ansatz vorgeschlagen, der auf die Berechnung der charakteristischen

Mengen verzichten kann, bisher jedoch nicht durchgehend systematisch formuliert wer-

den konnte.

In Erweiterung der linearen partiellen Dgln. konnten im vorangegangenen Kapitel

zahlreiche Möglichkeiten der Anwendung der untersuchten Ansätze auf weitere Klassen

von Systemen gezeigt werden. Mit fraktionalen Systemen, d.h. Systemen mit nicht-

ganzzahligen Ableitungsordnungen, gelang eine Übertragung auf eine Systemklasse,

die in den letzten Jahren stark an Bedeutung gewonnen hat. Im Gegensatz zu anderen

Ansätzen war es möglich, die fraktionalen Ableitungsordnungen und die Systemparame-

ter sowohl in gewöhnlichen als auch in partiellen (Funktional-)Differentialgleichungen

zu identifizieren. Als Verallgemeinerung der Identifikation nicht-ganzzahliger Ablei-

tungsordnungen konnte für gewöhnliche Dgln. in Form von Eingangs-Ausgangs-Glei-

chungen ohne Eingangsableitungen gezeigt werden, dass sich deren Ordnung eindeutig

aus den gemessenen Verläufen von Eingang und Ausgangs berechnen lässt.

Schließlich ermöglichte die Ausnutzung von Symmetrien der betrachteten hydrau-

lischen Leitung die Anwendung des algebraischen Zugangs auf eine partielle Dgl. mit

zwei Veränderlichen im Ort. Das Beispiel der elektrischen Leitung mit Störstelle, in

dem die Störung als eine Randbedingung gekoppelter Telegraphengleichungen model-

liert wurde, illustrierte zudem die Anwendbarkeit des Zugangs auf den Bereich der Feh-

lerdetektion und Fehlerlokalisierung im Zusammenhang mit partiellen Dgln. Da diese

Bereiche für Systeme mit verteilten Parametern bisher wenig erforscht sind, sollte die

algebraische Methode auch in diesem Kontext weiterentwickelt werden.

Die zahlreichen Simulationsstudien sowie die experimentelle Untersuchung eines

Koaxialkabels (insbesondere in Gegenwart von Gaussschem weißen Rauschen) unter-

streichen das große Potential der algebraischen Identifikation. In Hinblick auf die prak-

tische Anwendbarkeit des Zugangs bleiben jedoch einige numerische und experimentelle

Aspekte offen:

• Wie genau wirkt sich die Diskretisierung der Faltungsprodukte und der Integrale

auf die Identifikation aus? Die Frage steht in engem Zusammenhang mit der

Wahl der Abtastrate der Messsignale (bzw. der Schrittweite in Simulationen).

Eine geringere Abtastfrequenz scheint dazu zu führen, dass sich ein Parameter

langsamer dem zugehörigen tatsächlichen Wert nähert und erst später identifiziert

werden kann.

• Kann ähnlich wie für die endlichdimensionalen Systeme unbekannter Ordnung in

Abschnitt 6.3 gezeigt werden, dass eine in einem zu identifizierenden Parameter
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polynomiale Gleichung stets nur eine zeitlich konstante Lösung aufweist? Dies ist

Voraussetzung für die Auswahl der richtigen, dem tatsächlichen Systemparameter

entsprechenden Lösung der Gleichung. Dabei ist zu klären, was insbesondere in

Gegenwart von weißem Rauschen als konstant bezeichnet werden kann.

• Welche Trajektorien der Messgrößen eignen sich besonders gut für die Identifikati-

on der Systemparameter? In Simulationen wurde häufig beobachtet, dass Signale

mit Nulldurchgängen bei der Berechnung der Parameter zu Singularitäten führen

und sich grundsätzlich weniger gut für die Identifikation eignen.

• Warum lassen sich manche Systemparameter schneller und besser identifizieren

als andere und (wie) kann dem entgegengewirkt werden? Beispielsweise konnte

bei der elektrischen Leitung die Impedanz schneller bestimmt werden als der

Widerstandsbelag und der Leitwertbelag. Hier besteht ein Zusammenhang zur

Sensitivität der Systemlösung bzgl. der jeweiligen Parameter.

• Inwiefern ist die algebraische Methode robust gegenüber Modellunbestimmthei-

ten? Erste Ergebnisse bei der experimentellen Identifikation der Länge eines

schweren Seils entsprechend Abschnitt 5.1.2 deuten darauf hin, dass diese trotz

der sichtbaren Dämpfung bei der Seilschwingung auch ohne Berücksichtigung von

Reibung im Seil identifiziert werden kann. Eine mathematische Analyse steht je-

doch aus.

Die Klärung zumindest eines Teils all dieser offenen Fragen ist Voraussetzung für den

Erfolg weiterer praktischer Untersuchungen. Bis dahin steht zumindest ein theoretisch

mächtiger und in dieser Form einzigartiger Ansatz zur Identifikation von Parametern

örtlich verteilter Systeme zur Verfügung.
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Anhang A

Mathematischer Hintergrund

Dieser Anhang fasst wesentliche mathematische Definitionen und Sätze der Laplace-

Transformation sowie der kommutativen Algebra und Differentialalgebra zusammen,

die in der vorliegenden Arbeit genutzt werden.

A.1 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation und wird für eine Funktion

f : R→ C mit f(t) = 0, t < 0 durch

F (s) = L{f}(s) =

∫ ∞

0

f(t)e−st dt, s ∈ C

definiert [Doe70], sofern das Integral existiert1. Für die inverse Laplace-Transformation

L−1{F (s)} =
1

2πj

∫ γ+j∞

γ−j∞
estF (s) ds = f(t)

auch als Rücktransformation in den Zeitbereich bezeichnet, gilt L−1{L{f}} = f .

Zu den wesentlichen Eigenschaften der Laplace-Transformation gehört die Bezie-

hung

sF (s) =

∫ ∞

0

sf(t)e−st dt =

∫ ∞

0

df

dt
(t)e−st dt−

[
f(t)e−st

]∞
0

= L{df
dt
}(s) + f(0),

wobei insbesondere im Fall eines homogenen Anfangswertes f(0) = 0 der Ableitungs-

operator d
dt

bei der Transformation lediglich durch die komplexe Veränderliche s der

1In der vorliegenden Arbeit dient die Laplace-Transformation lediglich als ein die Darstellung ver-

einfachendes Hilfsmittel. Grundsätzlich könnte auf sie verzichtet werden. Daher wird auf die Frage

der Existenz der Laplace-Transformierten F als Bild von f nicht weiter eingegangen, sondern diese im

Folgenden stets vorausgesetzt. Ebenfalls im Kontext der algebraischen Parameteridentifikation kam in

[RW07] die Operatorenrechnung nach Mikusiński zum Einsatz [Mik83], die im Wesentlichen mit den

Betrachtungen im Zusammenhang mit der Laplace-Transformation übereinstimmt, aber auf Existenz-

forderungen für die Integraltransformation verzichten kann. Um die vorgestellte Identifikationsmetho-

de leichter zugänglich zu halten, wird dennoch mit der allgemein bekannten Laplace-Transformation

gearbeitet.
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Laplace-Transformation ersetzt wird. Für die Ableitung nach s gilt

d

ds
F (s) =

∫ ∞

0

f(t)
d

ds
e−st dt = L{−t̄f}(s)

mit der identischen Abbildung t̄ : t 7→ t.

Für die Verschiebung s 7→ s+ a im Bildbereich ergibt sich

F (s+ a) =

∫ ∞

0

f(t)e−(s+a)t dt = L{e−at̄f}(s), a ∈ C. (A.1)

Der Faltungssatz besagt, dass die Laplace-Transformation der Faltung zweier Funktio-

nen f, g : R→ C dem Produkt deren Laplace-Transformierter entspricht:

L{f ∗ g} = L{f}L{g}.

Man zeigt mit Hilfe der Definition der Faltung, durch Vertauschung der Integrations-

reihenfolge und Transformation der Integrationsvariable, dass

L{f ∗ g}(s) =

∫ ∞

0

∫ σ

0

f(τ)g(σ − τ)e−sσ dτ dσ

=

∫ ∞

0

f(τ)e−sτ
∫ ∞

τ

g(σ − τ)e−s(σ−τ) dσ dτ

=

∫ α

0

f(τ)e−sτ
∫ ∞

0

g(α)e−sα dα dτ = F (s)G(s)

gilt.

Im Folgenden gilt grundsätzlich f̂ = f(s). Dabei kann f̂ sowohl die Laplace-

Transformierte von f bezeichnen als auch eine beliebige Funktion der komplexen Ver-

änderlichen s der Laplace-Transformation. Die leichte mathematische Unkorrektheit

wird für eine übersichtlichere Darstellung der Abhängigkeit eines Ausdrucks von s

in Kauf genommen. Die jeweilige Bedeutung ergibt sich stets aus dem Kontext. Mit

f̂ ′ = df̂
ds

wird die Ableitung einer Funktion nach s gekennzeichnet.

A.2 Kommutative Algebra

Eine (endliche) Linearkombination

pi(x1, . . . , xn) =
∑

α

aαx
α, aαi ∈ k, αi ∈ N0 (A.2)

von Monomen xα = xα1
1 · · ·xαnn mit dem Totalgrad α ist ein Polynom in den Unbe-

stimmten x1, . . . , xn mit Koeffizienten aαi aus dem Körper k. Es bezeichnet k[x1, . . . , xn]

die Menge aller Polynome in x1, . . . , xn mit Koeffizienten aus k.

Definition A.1 (Ideal [CLO97]). Eine Untermenge I ⊂ k[x1, . . . , xn] wird als Ideal

bezeichnet, wenn die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

(i) 0 ∈ I,
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(ii) falls f, g ∈ I, dann f + g ∈ I,

(iii) falls f ∈ I und h ∈ k[x1, . . . , xn], dann hf ∈ I.

Falls f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn], dann ist 〈f1, . . . , fn〉 ein Ideal von k[x1, . . . , xn]

und wird als von f1, . . . , fs erzeugt bezeichnet. Entsprechend dem Hilbertschen Basis-

satz verfügt jedes Ideal I ⊂ k[x1, . . . , xn] über eine endliche Anzahl von Generatoren

[CLO97], d.h. I = 〈g1, . . . , gs〉 für Generatoren g1, . . . , gs ∈ I.

Ein bedeutendes Erzeugendensystem ist die sogenannte Gröbner-Basis [CLO97]. Sie

lässt sich systematisch mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus berechnen, der den für

univariate Polynome bekannten Euklidischen Divisionsalgorithmus verallgemeinert.

A.2.1 Gröbner-Basen

Bevor über einen Divisionsalgorithmus für die Polynome (A.2) über k[x1, . . . , xn] ge-

sprochen werden kann, muss eine Monomordnung festgelegt werden. Während die Ord-

nung für Polynome mit n = 1 in einer Variable (ohne explizite Nennung) stets

· · · > xm+1 > xm > · · · > x2 > x > 1

lautet, ergeben sich für multivariate Polynome zusätzliche Freiheitsgrade.

Definition A.2 (Auswahl von Monomordnungen [For91, CLO97]). Es seien α =

(α1, . . . , αn) und β = (β1, . . . , βn) Elemente aus Nn
0 mit Totalgraden |α| =

∑n
i=1 αi

und |β| = ∑n
i=1 βi.

(i) Für die lexikografische Ordnung gilt

α>plex β ⇔ ∃j : αj > βj, ∀i < j : αi = βi.

Es ist xα>plex x
β, falls α>plex β.

(ii) Für die Totalgradordnung oder graduierte lexikografische Ordnung gilt

α>grlex β ⇔ |α| > |β| ∨
(
|α| = |β| ∧ α>plex β

)
.

Es ist xα>grlex x
β, falls α>grlex β.

Die Monomordnungen lassen sich auf Polynome aus k[x1, . . . , xn] anwenden, indem

die Terme der Polynome in eindeutiger Weise geordnet werden.

Ihre Bezeichnung verdankt die lexikografische Ordnung dem starken Zusammen-

hang mit der alphabetischen Reihenfolge, da oftmals x, y und z anstelle von x1, x2 und

x3 verwendet werden. Beispielweise gelten xy2>plex y
3z4 und x3y2z4>plex x

3y2z oder

auch nerven>plex nervig. Im Gegensatz dazu ergibt sich für die Totalgradordnung

y3z4>grlex xy
2, aber weiterhin x3y2z4>grlex x

3y2z und nerven>grlex nervig.
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B. Buchberger begründet 1965 in seiner Dissertation [Buc65] die Theorie der Gröb-

ner-Basen2. Sie stellen ein endliches Erzeugendensystem dar, das eine besonders ein-

fache Lösung des Idealzugehörigkeitsproblems zulässt, also der Frage, ob ein Poly-

nom zu einem Ideal gehört. Ein Polynom f ∈ k[x1, . . . , xn] gehört zu einem Ideal

I = 〈f1, . . . , fs〉 ⊂ k[x1, . . . , xn] im gleichen Polynomring, d.h. f ∈ I, falls

f = a1f1 + · · ·+ asfs, ai ∈ k[x1, . . . , xn], i = 1, . . . , s.

Es bezeichne LT(f) den Leitterm eines Polynoms f , d.h. das bzgl. einer Monom-

ordnung größte (oder führende) Monom mit seinem zugehörigen Koeffizienten.

Definition A.3 (Gröbner-Basis [CLO97]). Für eine feste Monomordnung wird eine

endliche Menge G = {g1, . . . , gs} eines Ideals I als Gröbner-Basis bezeichnet, falls für

jedes Element f ∈ I\{0} ein gi existiert, dessen Leitterm den Leitterm von f teilt:

LT(f) = aLT(gi), a ∈ k[x1, . . . , xn].

Das bedeutet, dass eine Menge G ⊂ I dann und nur dann eine Gröbner-Basis von

I ist, wenn der Leitterm eines jeden Elements aus I durch einen der LT(gi) teilbar ist.

Für eine besonders anschauliche, kompakte Einführung in die Theorie der Gröbner-

Basen sei auf [For92] verwiesen.

A.2.2 Buchberger-Algorithmus

Der erstmals in [Buc65] vorgeschlagene Buchberger-Algorithmus ist ein Verfahren zur

Berechnung einer Gröbner-Basis für ein Ideal in einem Polynomring. Dabei wird eine

Menge an Generatoren um weitere Polynome aus dem Ideal erweitert. Der Buchberger-

Algorithmus kann dabei als Verallgemeinerung des Gaussschen Eliminationsverfahrens

und des Euklidischen Divisionsalgorithmus angesehen werden, da er in Spezialfällen

äquivalent zu einem der beiden ist.

Definition A.4 (Rest). Es bezeichnet f
F

den Rest der Division eines Polynoms f

durch ein geordnetes Tupel F = (f1, . . . , fs):

f = a1f1 + · · ·+ asfs + f
F
,

mit Polynomen a1, . . . , as.

Definition A.5 (S-Polynom). Das S-Polynom zweier Polynome f und g ist definiert

als

S(f, g) =
kgV(LT(f),LT(g))

LT(f)
f − kgV(LT(f),LT(g))

LT(g)
g,

wobei kgV(LT(f),LT(g)) das kleinste gemeinsame Vielfache von LT(f) und LT(g) be-

zeichnet.

2Die Bezeichnung geht auf seinen Doktorvater W. Gröbner zurück.
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Sei I = 〈f1, . . . , fs〉 6= {0} ein Ideal in einem Polynomring k[x1, . . . , xn]. Dann

lässt sich eine Gröbner-Basis algorithmisch in einer endlichen Anzahl an Schritten

konstruieren. Als Ausgangspunkt dient dem Algorithmus F = (f1, . . . , fs). Im ersten

Schritt wird G = F initialisiert. Dann werden für jedes Paar {p, q}, p 6= q aus G das

S-Polynom σ = S(p, q) und der Rest r = σG bzgl. G berechnet. Im Fall r 6= 0 wird

der Rest der Menge G = G ∪ {r} hinzugefügt, wobei wegen p, q, r ∈ G stets G ⊂ I
gilt. Diese Schritte werden so lange wiederholt, bis keine neuen Elemente mehr zu

G hinzukommen. Das Ergebnis G = (g1, . . . , gt) ist eine Gröbner-Basis des Ideals I,

mit der Eigenschaft F ⊂ G. Ein Beweis dafür, dass der Algorithmus tatsächlich nach

endlich vielen Iterationen terminiert, kann beispielsweise in [CLO97] gefunden werden.

A.2.3 Charakteristische Mengen

Charakteristischen Mengen sind ein von Joseph F. Ritt in [Rit50] eingeführtes und von

Wen-Tsun Wu in [Wu86] weiter entwickeltes konstruktives Hilfsmittel für die Verall-

gemeinerung des Gaussschen Eliminationsverfahrens auf multivariate Polynome. Als

Alternative zur Theorie der Gröbner-Basen3 zeichnen sich die charakteristischen Men-

gen durch die geringere Komplexität in der Berechnung aus [For91]. Im Gegensatz

zu Gröbner-Basen bilden sie jedoch nicht allgemein ein Erzeugendensystem [Kol73].

Darüber hinaus besteht ein noch größerer Nachteil darin, dass charakteristische Men-

gen nur für Primideale berechnet werden können, also für solche, für die aus ab ∈ I
entweder a ∈ I oder b ∈ I folgt [For91].

Für eine Monomordnung xn > · · · > x1 lassen sich charakteristische Mengen als

Polynome

A1(x1), A2(x1, x2), . . . , An(x1, . . . , xn) (A.3)

angeben, wobei der Grad von Ai bzgl. xi größer ist als die Grade von Ai+1, . . . , An bzgl.

xi. Man beachte, dass eine charakteristische Menge für ein Ideal über k[x1, . . . , xn] nicht

mehr als n Elemente enthalten kann [For91]. Die mit dem Buchberger-Algorithmus

verwandte Berechnung der triangulären Struktur (A.3) soll hier nicht weiter diskutiert

werden. Es wird auf die angegebene Literatur verwiesen.

A.3 Differentialalgebra

Die (gewöhnliche) Differentialalgebra verallgemeinert im vorliegenden Kontext die kom-

mutative Algebra aus Abschnitt A.2 durch die Hinzunahme einer einzigen Ableitung

(vgl. [Rit50, Kol73] als Standardwerke der Differentialalgebra und [For91, LG94, DF91]

im Rahmen der Identifikation).

3Das Konzept der charakteristischen Mengen ist vollkommen unabhängig von jenem der Gröbner-

Basen, auch wenn letztere zu deren Berechnung verwendet werden können [For91]. Aus diesem Grund

werden die charakteristischen Mengen mit unter auch als Pseudo-Gröbner-Basen bezeichnet (z.B.

[Blu08]).
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Definition A.6 (Ableitung [Kol73]). Eine Ableitung ist ein Operator ∂ : R → R

derart, dass alle Elemente a, b ∈ R eines kommutativen Rings R mit Einselement die

Eigenschaften

∂(a+ b) = ∂a+ ∂b, ∂(ab) = (∂a)b+ a(∂b)

erfüllen.

Ein Ring mit einer einzigen, gewöhnlichen Ableitung ∂ wird als differentieller Ring

bezeichnet, ein Körper mit entsprechender Ableitung ∂ : k → k als differentieller

Körper.

Sei k{x1, . . . , xn} ein differentieller Polynomring, der die Menge aller differentiellen

Polynome in den Unbestimmten x1, . . . , xs mit Koeffizienten aus dem differentiellen

Körper k umfasst. Dann wird das in k{x1, . . . , xn} durch eine Menge F = {f1, . . . , fs}
differentieller Polynome f1, . . . , fn erzeugte differentielle Ideal mit I = [F ] bezeichnet.

A.3.1 Ritt-Algorithmus und charakteristische Mengen

Wie in [LG94] soll auch hier im Kontext der Parameteridentifikation die Betrachtung

auf Primideale beschränkt werden – dies stellt hier keine (echte) Einschränkung dar.

Auch wenn diese Idealeigenschaft nie gezeigt wird, prüft man leicht für alle in dieser

Arbeit auftretenden differentiellen Ideale, dass diese prim sind. Insbesondere gilt das

für das in Abschnitt 2.6 definierte spezielle Ideal I∗.

Der Ritt-Algorithmus ermittelt für eine Menge differentieller Polynome basierend

auf einer Monomordnung die charakteristischen Mengen [Rit50, Kol73]. Für die dif-

ferentiellen Polynome definieren sich Monomordnungen entsprechend Definition A.2,

wobei für xn > · · · > x1 stets

· · · > ∂2xn > ∂xn > xn > · · · > ∂2x1 > ∂x1 > x1 (A.4)

gelte. Die charakteristischen Mengen eines differentiellen Ideals I mit der Ordnung

(A.4) lassen sich entsprechend (A.3) in der Form

A1(x1), A2(x1, x2), . . . , An(x1, . . . , xn)

darstellen, wobei die Leitterme der differentiellen Polynome Ai von ∂-Ableitungen von

xi abhängen. Im Unterschied zu Abschnitt A.2.3 müssen zur Berechnung der charak-

teristischen Mengen die Elemente f1, . . . , fs eines differentiellen Ideals mit ∂ abgeleitet

werden.

A.4 Eigenschaften der Bessel-Funktionen

Die folgenden Eigenschaften der Bessel-Funktionen sind [AS64] entnommen.

Die Bessel-Funktionen erster Art genügen den Dgln.

dJ0

dx
(x) = −J1(x) (A.5a)

dJ1

dx
(x) = J0(x)− 1

x
J1(x), (A.5b)
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jene zweiter Art den Dgln.

dY0

dx
(x) = −Y1(x) (A.6a)

dY1

dx
(x) = Y0(x)− 1

x
Y1(x). (A.6b)

Als Wronski-Determinante für die Bessel-Funktionen ergibt sich

J1(x)Y0(x)− Y1(x)J0(x) =
2

πx
6= 0. (A.7)

Die modifizierten Bessel-Funktionen erster Art genügen den Dgln.

dI0

dx
(x) = I1(x) (A.8a)

dI1

dx
(x) = I0(x)− 1

x
I1(x), (A.8b)

jene zweiter Art den Dgln.

dK0

dx
(x) = −K1(x) (A.9a)

dK1

dx
(x) = −K0(x)− 1

x
K1(x). (A.9b)

Als Wronski-Determinante für die modifizierten Bessel-Funktionen ergibt sich

K1(x)I0(x) + I1(x)K0(x) =
1

x
6= 0. (A.10)
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Anhang B

Alternative Herleitung der

Differentialgleichungen der

Fundamentallösungen bezüglich der

komplexen Veränderlichen der

Laplace-Transformation

In [RW07] wurden am Beispiel einer partiellen Dgl. zweiter Ordnung mit konstan-

ten Koeffizienten zwei Methoden zur Herleitung der Dgln. der Fundamentallösungen

bzgl. s des zugehörigen Randwertproblems vorgeschlagen, die als Grundlage für de-

ren Elimination zur Herleitung einer Identifikationsgleichung dienen. Während der als

”
indirekte Methode“ bezeichnete Ansatz im Grundgedanken der systematischen Her-

leitung in Abschnitt 2.4 entspricht, wird bei der
”
direkten Methode“ die partielle Dgl.

unter Verwendung zweidimensionaler Operatorenrechnung nach Mikusiński [Mik83] in

eine algebraische überführt und algebraischen Manipulationen unterzogen.

Der in [RW07] erhoffte Vorteil der letzteren Methode, keine explizite Kenntnis der

Lösung zu benötigen, stellte sich leider als Trugschluss heraus. Wie in Abschnitt B.1

dargestellt, wird bei der Herleitung der Dgln. für die Fundamentallösungen vielmehr

eine Fallunterscheidung in Abhängigkeit der geometrischen Vielfachheit der Eigen-

werte des Randwertproblems notwendig. Eine leicht modifizierte Herangehensweise

ermöglicht dennoch eine Verallgemeinerung des Ansatzes auf Gln. höherer Ordnung

(vgl. Abschnitt B.2).

Der Vollständigkeit halber findet sich zudem in Abschnitt B.3 die Herleitung der

Dgln. der Fundamentallösungen für das schwere Seil, also einer partiellen Dgl. mit

ortsabhängigen Koeffizienten, unter Verwendung der
”
direkten Methode“.

Für die folgenden mathematischen Betrachtungen wird anstelle der Mikusiński-

Operatoren von der wiederholten Anwendung der Laplace-Transformation sowohl bzgl.

der Zeit t als auch des Ortes z Gebrauch gemacht. Es sei zudem bemerkt, dass grund-

sätzlich auf die Laplace-Transformation bzgl. z und die damit verbundene Algebraisie-

rung des Randwertproblems hätte verzichtet werden können, da offensichtlich äquiva-
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bezüglich der komplexen Veränderlichen der Laplace-Transformation

lente Rechenoperationen für die zugehörigen gewöhnlichen Dgl. existieren. Dennoch

wurde sie zur besseren Vergleichbarkeit mit [RW07] beibehalten.

B.1 Fallunterscheidung in Abhängigkeit der Viel-

fachheit der Eigenwerte

Entsprechend [RW07] wird die aus einer partiellen Dgl. zweiter Ordnung mit konstanten

Koeffizienten durch Laplace-Transformation resultierende gewöhnliche Dgl.

L̂2
d2ŵ

dz2
(z) + L̂1

dŵ

dz
(z) + L̂0ŵ(z) = 0 (B.1)

mit L̂0, L̂1, L̂2 ∈ R[s], L̂2 6= 0 betrachtet (unter der Annahme homogener Anfangsbe-

dingungen), deren Lösung in der Form

ŵ(z) = Ŝ1(z)ŵ(0) + Ŝ2(z)
dŵ

dz
(0) (B.2)

geschrieben werden kann. Erneute Laplace-Transformation von (B.1) bzgl. des Ortes z

führt dann auf die algebraische Gl.

(L̂2p
2 + L̂1p+ L̂0)︸ ︷︷ ︸

L

ˆ̂w − L̂2
dŵ

dz
(0)− (L̂2p+ L̂1)ŵ(0) = 0,

mit ˆ̂w = Lz{ŵ}(p) =
∫∞

0
ŵ(z)e−pz dz. Setzt man darin die Transformierte der Lösung

(B.2) ein, so folgt, dass die Fundamentallösungen
ˆ̂
S1,

ˆ̂
S2 den Beziehungen

L
ˆ̂
S1 = L̂1 + pL̂2, (B.3a)

L
ˆ̂
S2 = L̂2 (B.3b)

genügen. Um Dgln. für Ŝi, i = 1, 2 bzgl. s herzuleiten, müssen – grob gesprochen –

(B.3) nach s und p abgeleitet und derart miteinander kombiniert werden, dass keine

Potenzen von p mehr auftreten, die bei der inversen Transformation L−1
z zu Ableitungen

nach dem Ort z führen würden. Der auf ˆ̂w angewandte Operator L als Polynom in p

soll dabei zunächst nicht aufgelöst werden, sondern letztlich durch einfache Division

eliminiert werden.

Es folgt durch Subtraktion der mit p+ L̂1/L̂2 multiplizierten Gleichung (B.3b) von

(B.3a) und Division durch L

p
ˆ̂
S2 =

ˆ̂
S1 −

L̂1

L̂2

ˆ̂
S2. (B.4a)

Somit gilt

L
ˆ̂
S2 = (p2L̂2 + pL̂1 + L̂0)

ˆ̂
S2 = pL̂2

ˆ̂
S1 + L̂0

ˆ̂
S2 = L̂2,
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und es folgt

p
ˆ̂
S1 = 1− L̂0

L̂2

ˆ̂
S2. (B.4b)

Durch Ableiten von (B.3) nach p und s ergeben sich unter Verwendung von (B.4) zur

rekursiven Substitution der Produkte von pk
ˆ̂
Si, k = 1, 2, i = 1, 2

L(Dp
ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2) = −L̂1

ˆ̂
S1 + 2L̂0

ˆ̂
S2 (B.5a)

LDp
ˆ̂
S2 = −2L̂2

ˆ̂
S1 + L̂1

ˆ̂
S2 (B.5b)

L
ˆ̂
S ′1 =

(
L̂′2
L̂0

L̂2

− L̂′0

)
ˆ̂
S1 −

L̂0

L̂2

(
L̂′2
L̂1

L̂2

− L̂′1

)
ˆ̂
S2 (B.5c)

L
ˆ̂
S ′2 =

(
L̂′2
L̂1

L̂2

− L̂′1

)
ˆ̂
S1 +

(
L̂′2
L̂0

L̂2

− L̂′0 −
L̂1

L̂2

(
L̂′2
L̂1

L̂2

− L̂′1

))
ˆ̂
S2, (B.5d)

mit Dp der Ableitung nach p. Zudem wurden nicht von
ˆ̂
Si abhängende Summanden

ebenfalls mit Hilfe der Beziehungen (B.4) ersetzt, die als Gleichungssystem für p0 und

p1 aufgefasst werden können:

1 = L
1

L̂2

ˆ̂
S2

p = L
1

L̂2

(
ˆ̂
S1 − ˆ̂

S2
L̂1

L̂2

)
.

In [RW07] werden (B.5a) und (B.5b) nach
ˆ̂
S1 und

ˆ̂
S2 aufgelöst:

ˆ̂
S1 = L

L̂1(Dp
ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2)− 2L̂0Dp

ˆ̂
S2

4L̂0L̂2 − L̂2
1

ˆ̂
S2 = L

2L̂2(Dp
ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2)− L̂1Dp

ˆ̂
S2

4L̂0L̂2 − L̂2
1

.

Man erkennt jedoch, dass dies nur für 4L̂0L̂2 − L̂2
1 6= 0 möglich ist, also unter der An-

nahme unterschiedlicher Eigenwerte von (B.1). In diesem Fall können diese Ausdrücke

in (B.5c) und (B.5d) eingesetzt und die so entstehenden Gleichungen durch L dividiert

werden:

(4L̂0L̂2 − L̂2
1)

ˆ̂
S ′1 =

(
L̂′2
L̂0

L̂2

− L̂′0

)(
L̂1(Dp

ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2)− 2L̂0Dp

ˆ̂
S2

)

− L̂0

L̂2

(
L̂′2
L̂1

L̂2

− L̂′1

)(
2L̂2(Dp

ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2)− L̂1Dp

ˆ̂
S2

)

(4L̂0L̂2 − L̂2
1)

ˆ̂
S ′2 =

(
L̂′2
L̂1

L̂2

− L̂′1

)(
L̂1(Dp

ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2)− 2L̂0Dp

ˆ̂
S2

)

+

(
L̂′2
L̂0

L̂2

− L̂′0 −
L̂1

L̂2

(
L̂′2
L̂1

L̂2

− L̂′1

))(
2L̂2(Dp

ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2)− L̂1Dp

ˆ̂
S2

)
.
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Durch Anwendung der inversen Laplace-Transformation bzgl. des Ortes ergeben sich

daraus die gesuchten Dgln. für Ŝi(z), i = 1, 2 bzgl. s, auf deren Angabe hier verzichtet

wird.

Im Fall eines doppelten Eigenwerts sind die rechten Seiten der vier Gln. in (B.5)

jeweils Vielfache voneinander, weshalb nicht nach
ˆ̂
S1 und

ˆ̂
S2 aufgelöst werden kann.

Das Gleichungssystem (B.5) vereinfacht sich also zu

L
(
Dp

ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2

)
= −L̂1

ˆ̂
S1 + 2L̂0

ˆ̂
S2 (B.6a)

LDp
ˆ̂
S2 =

L̂1

2L̂0

(
−L̂1

ˆ̂
S1 + 2L̂0

ˆ̂
S2

)
(B.6b)

L
ˆ̂
S ′1 = 2

(
L̂0

L̂1

)′ (
−L̂1

ˆ̂
S1 + 2L̂0

ˆ̂
S2

)
(B.6c)

L
ˆ̂
S ′2 =

L̂1

L̂0

(
L̂0

L̂1

)′ (
−L̂1

ˆ̂
S1 + 2L̂0

ˆ̂
S2

)
. (B.6d)

Die lineare Abhängigkeit kann als
(

1 + z
2L̂0

L̂1

)
Ŝ2(z) = zŜ1(z)

dargestellt werden und korrespondiert zu den Fundamentallösungen Ŝ1(z) = e−λ̂z +

λ̂ze−λ̂z und Ŝ2(z) = ze−λ̂z mit λ̂ = 2L̂0

L̂1
, die sich im Fall eines doppelten Eigenwerts

ergeben.

Paarweises Gleichsetzen in (B.6), bzw. allgemeiner Transformation der rechtsseiti-

gen Matrix vor dem Vektor mit
ˆ̂
S1 und

ˆ̂
S2 in Zeilen-Echelon-Form [Mey00] und Division

der letzten drei Gln. durch L führt auf

0 = Dp
ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2 − 2

L̂0

L̂1

Dp
ˆ̂
S2

ˆ̂
S ′1 = 2

(
L̂0

L̂1

)′ (
Dp

ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2

)

ˆ̂
S ′2 =

L̂1

L̂0

(
L̂0

L̂1

)′ (
Dp

ˆ̂
S1 +

ˆ̂
S2

)
,

also durch inverse Laplace-Transformation L−1
z erneut auf Dgln. für Ŝi(z), i = 1, 2 bzgl.

s. Man beobachtet, dass es sich hier – im Unterschied zum Fall einfacher Eigenwerte –

lediglich um ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung bzgl. s handelt, da die drei

Gln. R(s)[ d
ds
, z]-linear abhängig sind. Eine äquivalente Darstellung ist beispielsweise mit




−z 1 + 2z L̂0

L̂1

d
ds

+ 2z
(
L̂0

L̂1

)′
−2
(
L̂0

L̂1

)′



(
Ŝ1(z)

Ŝ2(z)

)
= 0 (B.7)

gefunden. Dennoch lassen sich unter Verwendung dieser Gln. die Fundamentallösungen

aus einer Messgleichung (2.20) eliminieren.
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B.2 Allgemeine Herleitung

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Herleitung lässt sich auf partielle

(bzw. durch Laplace-Transformation resultierende gewöhnliche) Differentialgleichungs-

systeme beliebiger Ordnung systematisch anwenden. Da jedes System gekoppelter Dgln.

in q Größen durch Transformation in q autonome Dgln. aufgespaltet werden kann

(vgl. (2.17) bzw. [Ber09, Theorem 5.2.3]), beschränkt sich die folgende allgemeine Her-

leitung auf eine (skalare) Dgl. n-ter Ordnung. Zudem dient diese Betrachtung im We-

sentlichen als alternative Herleitung der Dgln. (2.16) für die Fundamentallösungen bzgl.

s und zeigt, dass ein reduziertes Differentialgleichungssystems für n Größen rational in

s ist.

Die Laplace-Transformierte einer partiellen Dgl. n-ter Ordnung bzgl. des Ortes z

kann für homogene Anfangsbedingungen in der Form

n∑

i=0

L̂i
diŵ

dzi
(z) = 0 (B.8)

mit L̂n 6= 0 angegeben werden, mit polynomialen Koeffizienten L̂i ∈ R[s]. Ihre Lösung

lässt sich in Abhängigkeit der Randwerte bei z = 0 als

ŵ(z) =
n∑

i=1

Ŝi(z)
di−1ŵ

dzi−1
(0) (B.9)

darstellen, wobei die n Ansatzfunktionen Ŝi ein Fundamentalsystem bilden.

Die Anwendung von Lz auf (B.8) führt auf eine algebraische Gleichung. Zusam-

men mit (B.9) ergeben sich aus der Forderung, dass für eine allgemeine Gültigkeit

der Gleichung die Faktoren vor den Anfangswerten diŵ
dzi

(0) verschwinden müssen, die

Beziehungen

L
ˆ̂
Si =

n∑

k=i

L̂kp
k−i, i = 1, . . . , n, (B.10)

mit L =
∑n

k=0 L̂kp
k und L̂n 6= 0. Durch paarweises Gleichsetzen der Gleichungen für i

und i− 1 beginnend für i = n entsprechend

(L̂n−1 + L̂np)L
ˆ̂
Sn = L̂nL

ˆ̂
Sn−1

(L̂n−2 + L̂n−1p+ L̂np
2)L

ˆ̂
Sn−1 = (L̂n−1 + L̂np)L

ˆ̂
Sn−2

...

leiten sich nach Division durch L und rekursives Ersetzen der Potenzen von p die

folgenden Beziehungen zwischen den Fundamentallösungen ab:

p
ˆ̂
Si =

ˆ̂
Si−1 −

L̂i−1

L̂n

ˆ̂
Sn, i = 1, . . . , n,

ˆ̂
S0 = 1. (B.11)

Diese Gleichungen können direkt als Dgln. erster Ordnung bzgl. z für die Operator-

funktionen Ŝi(z) interpretiert werden. Um die Dgln. der Operatorenfunktionen in s
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herzuleiten, werden des Weiteren jene Gleichungen benötigt, die sich durch Ableiten

von (B.10) nach p einerseits1,

L(Dp
ˆ̂
Si) =

n∑

k=i+1

(k − i)L̂kpk−i−1 −
n∑

k=1

kL̂kp
k−1 ˆ̂

Si, i = 1, . . . , n, (B.12)

und nach s andererseits,

L
ˆ̂
S ′i =

n∑

k=i

L̂′kp
k−i −

n∑

k=0

L̂′kp
k ˆ̂
Si, i = 1, . . . , n, (B.13)

ergeben.

Aus der vektoriellen Darstellung von (B.10)

L




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn




=




L̂n · · · L̂2 L̂1

0
. . . L̂2

...
. . . . . .

...

0 · · · 0 L̂n




︸ ︷︷ ︸
M̂L




pn−1

...

p

1


 . (B.14)

erkennt man, dass aufgrund der Regularität von M̂L nach den Potenzen von p aufgelöst

werden kann. Unter Verwendung von (B.11), in vektorieller Darstellung

p




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn




=




0 · · · · · · 0 − L̂0

L̂n

1
. . .

... − L̂1

L̂n

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 − L̂n−2

L̂n

0 · · · 0 1 − L̂n−1

L̂n




︸ ︷︷ ︸
F̂TL




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn




+




0 · · · 0 1
...

. . . 0
...

. . .
...

0 · · · · · · 0







pn−1

...

p

1


 ,

lassen sich in einem ersten Schritt die Produkte pk
ˆ̂
Si in den zu (B.12) und (B.13)

korrespondierenden Beziehungen

L




Dp
ˆ̂
S1

Dp
ˆ̂
S2

...

Dp
ˆ̂
Sn




=




0 (n−1)L̂n · · · 2L̂3 L̂2

...
. . . . . . 2L̂3

...
. . . . . .

...
...

. . . (n−1)L̂n
0 · · · · · · · · · 0







pn−1

...

p

1


−

n∑

k=1

kL̂kp
k−1




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn




L




ˆ̂
S ′1
ˆ̂
S ′2
...
ˆ̂
S ′n




=




L̂′n · · · L̂′2 L̂′1

0
. . . L̂′2

...
. . . . . .

...

0 · · · 0 L̂′n







pn−1

...

p

1


−

n∑

k=0

L̂′kp
k




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn




1Es bezeichnet weiterhin Dp die Ableitung nach p.
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ersetzen. In den resultierenden 2n Gln. werden anschließend die Potenzen von p mit

Hilfe von (B.14) ersetzt:

L







Dp
ˆ̂
S1

Dp
ˆ̂
S2

...

Dp
ˆ̂
Sn




+




0 L̂n · · · L̂3 L̂2

...
. . . . . . L̂3

...
. . . . . .

...
...

. . . L̂n
0 · · · · · · · · · 0




︸ ︷︷ ︸
N̂L

M̂−1
L




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn







= −
n∑

k=1

kL̂k(F̂
T
L )k−1

︸ ︷︷ ︸
M̂1




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn




(B.15a)

L




ˆ̂
S ′1
ˆ̂
S ′2
...
ˆ̂
S ′n




= −
n∑

k=0

L̂′k(F̂
T
L )k

︸ ︷︷ ︸
M̂2




ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn



.

(B.15b)

Die gesuchten Dgln. für die Fundamentallösungen Ŝi bzgl. s ergeben sich beispiels-

weise durch Transformation der Matrix (M̂T
1 , M̂

T
2 )T auf Zeilen-Echelon Form

TP T̂L

(
M̂1

M̂2

)
=




1 ∗ · · · ∗
0

. . . . . .
...

...
. . . . . . ∗

0 · · · 0 1

∗ · · · ∗
...

...
...

...

∗ · · · ∗
0(2n−m)×m 0(2n−m)×(n−m)




mit m ≤ n, wobei TP eine Permutationsmatrix und T̂L ∈ R(s)2n×2n eine untere Drei-

ecksmatrix mit Einsen auf der Diagonale bezeichnen. Entsprechend ergibt sich bei An-

wendung der Transformation TP T̂L auf (B.15) und Division der letzten (2n−m)-Zeilen

(mit einer Null auf der rechten Seite) durch L eine Darstellung

(
0(2n−m)×m I2n−m

)
TP T̂L

(
InDp + N̂LM̂

−1
L

InDs

)



ˆ̂
S1

ˆ̂
S2

...
ˆ̂
Sn




= 0.

Nach Anwendung der inversen Laplace-Transformation L−1
z und Streichen der in jedem

Fall n−m über R(s)[ d
ds
, z] linear abhängigen Gln. ergibt sich

P̂ ( d
ds
, z)Ŝ = 0 (B.16)
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mit der quadratischen Polynommatrix P̂ ( d
ds
, z) ∈ R(s)[ d

ds
, z]n×n und Ŝ dem Vektor mit

den n Fundamentallösungen Ŝi aus dem Lösungsansatz (B.9).

Um die transzendenten Funktionen Ŝi aus den Messgleichungen (2.13) mit Hilfe von

(B.16) eliminieren zu können, muss P̂ vollen Rang n aufweisen. Dass diese Forderung

ebenso wie beim System zweiter Ordnung in Abschnitt B.1 (vgl. bspw. (B.7)) allgemein

erfüllt ist, kann unter Annahme des Gegenteils gezeigt werden: Wäre P̂ singulär und

damit (B.16) nicht autonom, so wäre die Lösung s 7→ Ŝ nicht eindeutig festgelegt.

Vielmehr wären die Trajektorien von n − Rang P̂ Größen frei, was jedoch in Wider-

spruch zu den über den Lösungsansatz (B.9) eindeutig bestimmten Trajektorien der

Fundamentallösungen steht.

B.3 Schweres Seil als Beispiel für ein System mit

ortsabhängigen Koeffizienten

Die
”
direkte Methode“ aus [RW07] lässt sich auch auf partielle Dgln. mit ortsabhängi-

gen Koeffizienten übertragen. Hier sollen daher am Beispiel des schweren Seils ohne

Dämpfung, also mit ε = 0, die Dgln. (5.13) der Hilfsoperatoren T̂i, i = 1, . . . , 4 bzgl. s

hergeleitet werden.

Dafür wird auf die Systemgleichung (5.1) die Laplace-Transformation zunächst bzgl.

der Zeit t (mit homogenen Anfangsbedingungen) und anschließend bzgl. des Ortes z

angewandt:

(
gp2(m− ρDp)− gρp− ρs2

)
︸ ︷︷ ︸

L

ˆ̂w −mgdŵ
dz

(0)−mgpŵ(0) = 0.

Ausgehend von der allgemeinen Lösung

ŵ(z) = Ŝ1(z)ŵ(0) + Ŝ2(z)
dŵ

dz
(0) (B.17)

des Randwertproblems genügen die Operatoren
ˆ̂
S1 und

ˆ̂
S2 den Gln.

L
ˆ̂
S1 = mgp (B.18a)

L
ˆ̂
S2 = mg. (B.18b)

Entsprechend der vorangegangenen Betrachtung für partielle Dgln. mit konstanten

Koeffizienten, lassen sich auch hier Rekursionsbeziehungen für die Potenzen von p

angeben:

2gp(m− ρDp)
ˆ̂
S1 = 2gρ

ˆ̂
S1 + gρs

ˆ̂
S ′1 + 2ρs2 ˆ̂

S2 + 2mg (B.19a)

2p(m− ρDp)
ˆ̂
S2 = 2m

ˆ̂
S1 + 2ρ

ˆ̂
S2 + ρs

ˆ̂
S ′2. (B.19b)
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Deren Herleitung ist jedoch nicht trivial. So folgt (B.19b) aus der Kombination der von

(B.18) abgeleiteten Gln.

pL
ˆ̂
S2 = L(p

ˆ̂
S2) + gρp2 ˆ̂

S2 = L
ˆ̂
S1 (B.20a)

pL(Dp
ˆ̂
S2) = L(pDp

ˆ̂
S2) + gρp2Dp

ˆ̂
S2 = −

(
2gp2(m− ρDp)− gρp

) ˆ̂
S2 (B.20b)

(L
ˆ̂
S2)′ = L

ˆ̂
S ′2 − 2ρs

ˆ̂
S2 = 0. (B.20c)

Ersetzt man in der gewichteten Summe von (B.20a) multipliziert mit −m und (B.20b)

multipliziert mit ρ das Monom p2 unter Verwendung von L und anschließend alle

Ausdrücke ohne den Differentialoperator L mit Hilfe von (B.20c), so verbleibt eine

Gl., auf die L angewandt wird. Dies impliziert (B.19b). Eine analoge Betrachtung für
ˆ̂
S1 führt unter Berücksichtigung von

Lmg = mg2p2 −mg2ρp−mgρs2 = mg2p2 − gρL
ˆ̂
S1 − ρs2L

ˆ̂
S2

auf (B.19a).

Die sich durch Ableitung von (B.18) nach s und p ergebenden sechs Gln.

Dp(L
ˆ̂
S1) =

(
2gp(m− ρDp)− ρg

) ˆ̂
S1 + L(Dp

ˆ̂
S1) = L

ˆ̂
S2

Dp(L
ˆ̂
S2) =

(
2gp(m− ρDp)− ρg

) ˆ̂
S2 + L(Dp

ˆ̂
S2) = 0

(L
ˆ̂
Si)
′ = −2ρs

ˆ̂
Si + L

ˆ̂
S ′i = 0, i = 1, 2

(L
ˆ̂
Si)
′′ = −2ρ

ˆ̂
Si − 4ρs

ˆ̂
S ′i + L

ˆ̂
S ′′i = 0, i = 1, 2

ermöglichen es gemeinsam mit (B.18) selbst, die Ausdrücke in (B.19) derart zu ersetzen,

dass der Differentialoperator L ausgeklammert werden kann, was

gs
ˆ̂
S ′′1 + (4s2 + g)

ˆ̂
S ′1 + 4s(1 +Dp)

ˆ̂
S1 = 0

ρgs
ˆ̂
S ′′2 + g(4m+ ρ)

ˆ̂
S ′2 + 4ρsDp

ˆ̂
S2 = 0

impliziert. Aus der Anwendung der inversen Laplace-Transformation bzgl. p folgt das

Differentialgleichungssystem

gsŜ ′′1 + (4s2 + g)Ŝ ′1 + 4s(1− z)Ŝ1 = 0

ρgsŜ ′′2 + g(4m+ ρ)Ŝ ′2 − 4ρszŜ2 = 0

zweiter Ordnung, das mit Ŝ1 = T̂2, Ŝ2 = 2m
ρ
T̂1 gemäß der Definition von Ŝ1, Ŝ2 in

(B.17) und T̂1, T̂2 in (5.12) äquivalent zu jenem in (5.13) ist.
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