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Kurzfassung

Die Methode der finiten Elemente (FE-Methode) ermdoglicht den Verfahrensfehler
einer berechneten Losung durch Erhéhen der Netzdichte oder durch Verwenden von
FE-Ansétzen hoherer Ordnung zu steuern. Bei praktischen Problemstellungen mit
Singularitdten verschlechtert sich die theoretisch erreichbare Konvergenzrate des FE-
Verfahrens

In der vorliegenden Arbeit wird ein adaptives FE-Verfahren zur Simulation passiver
Mikrowellenstrukturen entwickelt, das die Bereiche der Singularitéiten identifiziert,
um dort die Netzdichte lokal zu erhéhen und die theoretisch erreichbare Konvergenz-
rate wiederherzustellen. Hierzu wird ein impliziter lokaler a posteriori Fehlerindika-
tor vorgestellt, der als Ausgangspunkt fiir ein zielorientiertes adaptives FE-Verfahren
dient. Der Schéatzwert des Fehlerindikators wird iiber ein lokales Dirichlet-Problem
ermittelt, das diesen in der Zielgrofle der Streuparameter ausdriickt. Anwendungs-
beispiele zeigen, dass das vorgestellte adaptive Verfahren die Konvergenzraten bei
praktischen Problemstellungen mit Singularitdten wiederherstellen kann.
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Abstract

The finite element method (FE method) allows to control the error of approxima-
tion of a FE computation by increasing the mesh density or by using higher order
elements. Typical problems with singularities lead to a worse convergence rate in
the FE method as theoretically achievable.

The work in hand develops an adaptive FE method for the simulation of passive
microwave devices, which detects the regions of singularities to locally increase mesh
density and to restore the achievable convergence rate. For this reason an implicit
local a posteriori error indicator is presented which is the basis for a goal-oriented
adaptive FE method. The estimated error is expressed in terms of scattering pa-
rameters by using a local Dirichlet problem. Examples show that the presented
adaptive method can restore the theoretically achievable convergence rates in the
case of typical problems with singularities.
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Kapitel 1

Einleitung

Ein wesentlicher Bestandteil beim Entwurf oder bei der Analyse von Bauelementen
aus der Hochfrequenz- oder Mikrowellentechnik wie Filter oder Antennen liegt in
der Kenntnis der dort vorherrschenden elektromagnetischen Felder sowie der aus ih-
nen abgeleiteten integralen Kenngréfien, wie z. B. Streuparameter. Eine vollstédndige
Beschreibung der auftretenden Wellenphdnomene liefern, im Sinne der klassischen
Elektrodynamik, die hierfiir grundlegenden Mazwell-Gleichungen. Wegen der oft
komplizierten Geometrien der Bauelemente und unter Beriicksichtigung inhomoge-
ner, verlustbehafteter Materialbereiche wie auch Abstrahlung in den Freiraum sind
analytische Losungen in der Regel nicht mehr verfiighar, sodass hierfiir numerische
Verfahren zur Losung herangezogen werden. Diese konnen im Wesentlichen in zwei
Klassen von numerischen Methoden unterteilt werden: Integralgleichungsverfahren
und Differenzialgleichungsverfahren.

Im Gegensatz zu den Differenzialgleichungsverfahren werden bei den Integralglei-
chungsverfahren die Unbekannten nicht durch die Feldgréfien sondern mittels der
QuellgréBen dargestellt. Dabei wird die Abstrahlung von der Quelle exakt beriick-
sichtigt. Daraus ergibt sich, dass auch beliebig grofie Feldgebiete beriicksichtigt wer-
den konnen, da in der Regel die Quellverteilung hierbei rdumlich beschréankt bleibt.
Des Weiteren kann in vielen Féllen die Quelle im dreidimensionalen Raum durch ei-
ne flichenhafte Verteilung dargestellt werden, was den Aufwand der Diskretisierung
vorteilhaft einschrankt. Problematisch ist jedoch die Beriicksichtigung inhomogener
oder nichtlinearer Materialien. Hierzu kénnen Kopplungen zu Differenzialgleichungs-
verfahren hergestellt werden. Die aus den Integralgleichungsverfahren resultierenden
linearen Gleichungssysteme fiithren auf vollbesetzte Matrizen, fiir deren Ausdiinnung
und effiziente Darstellung Verfahren wie die Fast Multipole Method (FMM) [Rok85],
die Adaptive Cross-Approzimation (ACA) [Beb00] oder H-Matrizen [Hac99] heran-
gezogen werden kénnen.

Die Differenzialgleichungsverfahren hingegen basieren per se auf der differenziellen
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Form der Maxwell-Gleichungen, mit Hilfe derer Losungen direkt in den Feldgrofien
berechnet werden. Zu den wichtigsten Vertretern dieser Klasse von Verfahren zédhlen
die Methode der finiten Differenzen (FD) [Yee66], [THO05], die finite Integrations-
technik (FIT) [Wei96] und die Methode der finiten Elemente (FE) [SF73]. Da bei
den Differenzialgleichungsverfahren nicht die Quellen sondern die Felder diskretisiert
werden, ist deren Anwendung prinzipiell nur auf beschréinkten Gebiete durchfithrbar.
Hierbei finden die beiden erstgenannten Methoden im Zeitbereich hiufig Anwen-
dung, da sie explizite Zeitschrittverfahren erlauben, die ohne Matrixfaktorisierung
auskommen. Der FE-Methode wird hingegen im Frequenzbereich oft der Vorzug ge-
geben. Da sie im Gegensatz zu den FD-Verfahren und der FIT die Diskretisierung des
Feldgebiets mittels unstrukturierter Netze erlaubt, bietet sie damit eine wesentlich
hohere Flexibilitdt bei der Modellierung von Geometrie und Materialeigenschaften.
Um dennoch Abstrahlung in den Freiraum zu beriicksichtigen, kénnen die Verfahren
mit Integralgleichungsverfahren gekoppelt oder ndherungsweise iiber absorbierende
Randbedingungen [EMT77], [BT80], infinite Elemente [Bet77] oder perfectly matched
layers [SKLL95| eingebracht werden.

In der vorliegenden Arbeit werden lineare zeitinvariante Materialeigenschaften vor-
ausgesetzt. Dies ermoglicht eine Beschreibung im Frequenzbereich und damit die
Verwendung der FE-Methode. Die Grundlage der in weiterer Folge betrachteten An-
regungsprobleme bildet die Diskretisierung mittels finiter Elemente, welche unter der
bereits genannten Voraussetzung linearer zeitinvarianter Materialeigenschaften auf
frequenzabhéngige lineare Gleichungssysteme mit schwach besetzten Matrizen fiihrt.
Die FE-Diskretisierung wird mittels einer Triangulierung des Feldgebiets in Tetra-
eder und unter Verwendung rotorkonformer Ansatzfunktionen bis maximal vierter
Ordnung durchgefiihrt [Ing06].

Eine wesentliche Frage, die sich im Kontext numerischer Verfahren ergibt ist, wie
hoch die Genauigkeit der berechneten Losung ist und wie sich der ergebende Fehler
zuverléssig geschéitzt werden kann. Zudem zeigt sich, dass sich im Rahmen des FE-
Verfahrens die Konvergenzrate der berechneten Losung bei Anwesenheit lokaler Sin-
gularitidten, wie z. B. einspringende Kanten oder Materialiibergéinge, verschlechtert.
Damit ergibt sich die zweite wichtige Frage nach der Identifikation dieser Bereiche
und der Wiederherstellung der Konvergenzrate. Da bei praktischen Problemstellung
die wahre Losung in der Regel unbekannt ist, muss der durch die Approximation
verursachte Fehler geschétzt werden. Hierbei wird zwischen zwei Arten von Feh-
lerschitzern unterschieden: A priori Fehlerschitzer und a posteriori Fehlerschétzer.
Erstere sind hinsichtlich theoretischer Betrachtungen der FE-Methode wichtig, da
sie zeigen, ob und unter welchen Bedingungen das verwendete Verfahren konver-
giert. Zweitgenannte konnen herangezogen werden, um quantitative Aussagen iiber
den Fehler der FE-Losung treffen zu kénnen [BW11, S. 216].

Die a posteriori Fehlerschétzer nutzen hierzu bereits numerisch berechnete Losungen
als Grundlage, um eine Aussage iiber die Genauigkeit der Approximation zu erhal-



ten [BR78a]. Die Formulierung lokaler a posteriori Fehlerschitzer, die jedem finiten
Element eine Approximation des Fehlers zuweisen, eréffnen die Moglichkeit Berei-
che lokaler Singularitdten zu identifizieren. In diesen Bereichen kann mittels loka-
ler Verfeinerung des Netzes (h-Verfeinerung) die Konvergenzrate des FE-Verfahrens
wiederhergestellt werden. Durch Erhoéhung des Grades der Ansatzfunktionen (p-
Anreicherung) lasst sich in den Bereichen, in denen die Losung regulér ist die Genau-
igkeit der approximierten Losung stark verbessern. Eine Kombination dieser beiden
Methoden erméglicht die Wiederherstellung der Konvergenzrate des FE-Verfahrens
[GB86]. Diese Methoden bilden damit, eingebunden in einen adaptiven Prozess, die
sogenannten h-, p-, bzw. hp-adaptiven Verfahren in der FE-Simulation. Als wichtige
Vertreter lokaler a posteriori Fehlerschéitzer sind unter anderem die zielorientierten,
residuenbasierten Fehlerschétzer zu nennen.

Residuenbasierte a posteriori Fehlerschétzer beruhen auf dem Losen lokaler residuel-
ler Hilfsprobleme fiir den Fehler. Diese Hilfsprobleme fiithren oft auf lokale Hilfspro-
bleme, die fiir jedes Element gestellt werden. Eine Schwierigkeit liegt darin, diese als
gut gestellte Probleme zu formulieren [AO00, S.111ff]. Einen Ansatz hierfiir liefert
unter anderem die sogenannte Fquilibrated Residual Method [Kel84], die mithilfe pas-
sender Randbedingungen die Flussbilanzen lokal abgleichen. Eine weitere Moglich-
keit besteht darin, die lokalen Probleme durch geeignete Wahl von Ansatzfunktio-
nen so zu formulieren, damit das lokale Neumann-Problem gut gestellt ist [Ver89],
[AOO00, S.52f], [Ain96]. Ein Nachteil dieser Moglichkeit ist die starke Abhéngigkeit
der Qualitédt des Fehlerschitzers von der Wahl dieser Ansatzfunktionen [Ain96].

Zielorientierte a posteriori Fehlerschitzer formulieren den Fehler in einer Grofle,
die fiir das zugrunde liegende Problem von speziellem Interesse ist [BRO1]. Dies
ermoglicht es adaptive Verfahren zu konstruieren, die die Genauigkeit direkt in die-
ser Zielgrofle verbessern. Solche zielorientierten Ansétze fiir adaptive Verfahren re-
sultieren meist in einer starken Reduzierung des rechnerischen Aufwands, da nur
diejenigen Merkmale in der Losung, die die Zielgrofle stark beeinflussen, aufgelost
werden.

Da bei der FE-Analyse elektromagnetischer Strukturen héufig nicht die Genauig-
keit in der Feldgrofle selbst von Interesse ist, sondern die Genauigkeit in integra-
len Groflen, wie den Streuparametern, bietet sich der Entwurf eines zielorientierten
selbst-adaptiven Verfahrens an, welches zentraler Gegenstand der vorliegenden Ar-
beit ist. Hierbei wird ein zielorientierter a posteriori Fehlerindikator beziiglich der
Streuparameter vorgestellt, der die Grundlage fiir ein adaptives Verfahren bildet.
Dieses wird als h-Variante der FE-Methode realisiert, da die auf h-Verfeinerung be-
ruhenden adaptiven Verfahren essenziell fiir die Wiederherstellung der Konvergenz-
ordnung bei Anwesenheit von Singularitéten sind [Sch98, S. 89], [AS98]. Zur Netzver-
feinerung wird eine hierarchische Unterteilung der Tetraeder verwendet [HFDEO3],
welche auf geschachtelte FE-Netze fithrt, die die Eigenschaft besitzen, dass sie bei
Verfeinerung eine untere Schranke der Netzqualitét sichern [Sha95, S. 68ff], [WM99],
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[HFDEO3] und geeignet sind um geometrische Multigrid-Verfahren als effiziente
Loser einzusetzen [BEK92], [Riid93, S.35ff]. Damit diese Eigenschaften auch bei
ungleichméfiger Verfeinerung erhalten bleiben, wird in der vorliegenden Arbeit das
Konzept der hingenden Unbekannten [HFDE04], [WM99] genutzt, sodass Elemen-
te verminderter Qualitit in den Bereichen ungleicher Verfeinerungstiefen vermieden
werden, die bei gingigen Methoden wie der Rot-Griin- Verfeinerung auftreten [IKKA0O,
S. 1741].

Die vorliegende Dissertation gliedert sich in die folgenden Teilbereiche: Kapitel 2
beschreibt das zur physikalischen Modellierung passiver Mikrowellenstrukturen not-
wendige System der Maxwell-Gleichungen und fiihrt die hierfiir verwendeten Rand-
bedingungen ein. Des Weiteren wird eine Charakterisierung axial homogener Wel-
lenleiter vorgenommen. Kapitel 3 stellt das in dieser Dissertation zugrunde liegende
Randwertproblem vor und leitet fiir dieses eine Finite-Elemente-Formulierung fiir
Streuparameter her. Dabei werden die Anregungen passiver Mikrowellenstruktu-
ren mittels modaler Mehrtore beriicksichtigt. Kapitel 4 behandelt die hierarchische
Verfeinerung von FE-Netzen. Hierbei werden inkonsistent, ungleichméfig verfeiner-
te FE-Netze unter Verwendung héngender Unbekannten diskutiert. Abschlieend
wird die FE-Forumlierung fiir solche Netzhierarchien unter Beriicksichtigung von
Prolongation und Restriktion der Unbekannten hergeleitet. In Kapitel 5 wird ein
h-adaptives FE-Verfahren vorgestellt, das es ermoglicht, mithilfe eines impliziten,
zielorientierten Fehlerindikators Problem angepasste FE-Netze zu konstruieren. Die
Formulierung des Fehlerindikators orientiert sich an der Dual Weighted Residual
Method aus [BRO1, BR95], die aufgrund der in dieser Arbeit verwendeten perfekt
geschachtelten Funktionenrdume eine einfache Schétzung des Fehlers erlaubt. Ab-
schlieBend wird das h-adaptive Verfahren anhand eines numerischen Beispiels evalu-
iert. In Kapitel 6 werden verschiedene Beispiele ausgewertet, die die géngigen Pro-
blemstellungen in der Simulation passiver Mikrowellenstrukturen widerspiegeln. Den
Abschluss der vorliegenden Arbeit bildet Kapitel 7, das neben einer Zusammenfas-
sung einen Ausblick auf mogliche Weiterentwicklungen basierend auf den vorgestell-
ten Konzepten gibt.



Kapitel 2

Physikalische Beschreibung
passiver Mikrowellenstrukturen

2.1 Maxwell-Gleichungen

Bei der Modellierung passiver Mikrowellenstrukturen werden im Allgemeinen inho-
mogene, verlustbehaftete Materialeigenschaften und Abstrahlung in den Freiraum
beriicksichtigt. Die Einspeisung erfolgt hierbei iiber Wellenleiter. Abbildung 2.1 zeigt
beispielhaft eine solche Struktur. Grundlage fiir die Beschreibung dieser Strukturen
auf elektromagnetischer Feldebene bilden die Maxwell-Gleichungen. In differenzieller
Form lassen sich diese wie folgt notieren [RC09, S. 21]:

oB

VxE&E= —57 (21&)
Vx?—L:JJr%—?, (2.1b)
V. -D =y, (2.1¢c)
V-B=0. (2.1d)

Dabei werden die Quellenfelder durch die Stromdichte J und die Raumladungs-
dichte p dargestellt. Das vermittelnde Feld wird durch die elektromagnetischen Feld-
grofen, der elektrischen Feldstiarke £, der elektrischen Flussdichte D, der magne-
tischen Erregung H, und der magnetischen Flussdichte B ausgedriickt. Neben den
grundlegenden Gleichungen aus (2.1) sind zusétzliche Gleichungen anzugeben. Die-
se Konstitutivgleichungen formulieren die Materialbeziehungen, die im Allgemeinen
Fall wie folgt festgehalten werden kénnen [RCO09, S. 28ff]:

D = D(E,B), (2.22)
H=H(E, B), (2.2b)
T = J(E). (2.2¢)
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Wellenleiter
\ ; Abstrahlung

Wellenleiter Wellenleiter

Abbildung 2.1: Verallgemeinerte passive Mikrowellenstruktur.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden symmetrische, lineare, zeitinvarian-
te Materialien vorausgesetzt. Weiterhin werden eingeprégte Volumenstromdichten
nicht betrachtet und ausschliefSlich Leitungsstromdichten beriicksichtigt. Damit las-
sen sich die Materialbeziehungen der Konstitutivgleichungen (2.2) in expliziter Form
angegeben

D = c& = gpe,E, (2.3a)
B = puH = popH, (2.3b)
J =o€&. (2.3¢)

Hierbei bezeichnet ¢y die Permittivitdt des Vakuums und pg die magnetische Per-
meabilitidt des Vakuums. Sowohl der relative Permittivitatstensor ¢, als auch der
relative Permeabilitatstensor u, sind symmetrisch, positiv definite ortsabhéngige
Tensoren. Der Leitfahigkeitstensor o ist ein symmetrisch, positiv semi-definiter orts-
abhéngiger Tensor. In der vorliegenden Arbeit werden indes isotrope Materialeigen-
schaften behandelt.

Angesichts der getroffenen Voraussetzung linearer, zeitinvarianter Materialeigen-
schaften konnen die Maxwell-Gleichungen im Frequenzbereich ausgedriickt werden
[RC09, S.196f]. Hierbei wird eine harmonische Zeitabhingigkeit angenommen, so-
dass sich eine Feldgrofie F ausdriicken lasst als

F = Re{Fe&*'}, (2.4)

mit der Kreisfrequenz w. Dies fiihrt zu einer Algebraisierung der Zeitableitungen
durch die Transformationsvorschrift

%}- o—e jwF, (2.5)

und die Fundamentalgleichungen der Maxwell-Gleichungen nehmen die folgende Ge-
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stalt an
VxFE=—jwB, (2.6a)
VxH=J+ jwD, (2.6b)
V-D =p, (2.6¢)
V-B =0. (2.6d)

Hierbei bezeichnen E, D, H, B, J und p die den Feldgréfien €, D, H, B und o
zugeordneten Phasoren. Das Gleichungssystem (2.6) stellt ein System von gekoppel-
ten partiellen Differenzialgleichungen erster Ordnung dar. Die Kopplung der Glei-
chungen kann durch Elimination einer der elektromagnetischen Feldgroflen aufgelost
werden und resultiert in einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um
dies z. B. fiir die elektrische Feldstarke E zu erreichen, wird Gleichung (2.6a) mit
.-t multipliziert und anschlielend die Rotation gebildet. Mit der Materialbeziehung
(2.3b) der magnetischen Flussdichte ergibt sich

VX 'V x E=—jwuV x H. (2.7)

Mit Einsetzen von Gleichung (2.6b) und unter Riicksichtnahme der verbleiben-
den Materialbezichungen (2.3a) und (2.3c) ergibt sich die vektorielle Helmholtz-
Gleichung fiir die elektrische Feldstéirke

V x u 'V x E + juugoE — wppgoe, E = 0. (2.8)
Durch Einfiihren des Freiraum-Feldwellenwiderstands
Mo = 5—2 (2.9)
und der Freiraumwellenzahl
ko = wy/eofto = E, (2.10)
Co

wobei ¢q die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet, ergibt sich die Helmholtz-
Gleichung zu
V X 'V x E + jkonoo E — kie,E = 0. (2.11)

In der vorliegenden Arbeit ist Gleichung (2.11) Ausgangspunkt aller weiteren Be-
trachtungen zur Beschreibung passiver Mikrowellenstrukturen.

2.2 Randbedingungen

Zur vollstdndigen physikalischen Modellierung passiver Mikrowellenstrukturen ist
neben der Differenzialgleichung aus (2.11) die Formulierung geeigneter Randbedin-
gungen notwendig. Hierzu wird ein Feldgebiet ) betrachtet, dessen Rand I" sich in
die folgenden nicht-iiberlappenden Teilréinder unterteilt:

9 =TzrUT U, UTp. (2.12)
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Dabei werden auf den Teilrdindern I'gy und I'y die Tangentialkomponenten der elek-
trischen Feldstdrke E bzw. der magnetischen Erregung H vorgegeben. Der Rand
I'; dient zur Vorgabe einer Impedanzrandbedingung und die Anregung erfolgt iiber
den Teilrand T'p.

Die Randbedingungen fiir die Teilrénder 'y und 'y lassen sich mit dem aus dem
Feldgebiet zeigenden Flidchennormalenvektor n wie folgt angeben

nx (Exn)=E, auf T'g, (2.13)
nx (H xn)=H, auf T'y. (2.14)

Ausgehend von der in der Feldgréfie E formulierten Gleichung (2.11) entspricht
Bedingung (2.13) einer Dirichlet-Randbedingung, wihrend Bedingung (2.14) einer
Neumann-Randbedingung darstellt. Ideal elektrische Leiter (PEC, engl. perfect elec-
tric conductor) werden mittels der in (2.13) angegebenen Dirichlet-Randbedingung
mit E, = 0 modelliert, welche damit einer homogenen Dirichlet-Randbedingung
entspricht.

Eine weitere relevante Randbedingung zur Beschreibung passiver Mikrowellenstruk-
turen stellt die Impedanzrandbedingung dar. Diese gibt eine lineare Beziehung zwi-
schen der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstéirke E und der Tangential-
komponente der magnetischen Erregung H wieder, mit

nx(Exn)=ZHxn auf I'. (2.15)

Die Oberflichenimpedanz Z, ist hierbei im Allgemeinen frequenz- und ortsabhéngig.
Im Rahmen der FE-Simulation passiver Mikrowellenstrukturen ist die Impedanz-
randbedingung (2.15), die einer Robin-Randbedingung entspricht, von praktischem
Belang, da sie es erlaubt gute Leiter und Abstrahlungsbedingungen zu modellieren.
Gute elektrische Leiter besitzen im Gegensatz zu den PECs die Eigenschaft, dass
die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstéirke an der Oberfliche des Leiters
nicht exakt verschwindet. Die Leitfahigkeit ¢ bleibt demnach bei einem guten elek-
trischen Leiter stets endlich, dennoch ist sie hoch genug, dass die Verschiebungs-
stromdichte jweE gegeniiber der Leitungsstromdichte oFE vernachlassigt werden
kann. Damit wird das elektromagnetische Feld in das Innere des Leiters iiber die

sogenannte Eindringtiefe
2
5=/ — (2.16)
WO

exponentiell mit der Dampfungskonstante « = 1/§ gedampft [Jac01, S. 407f]. Dies
wird auch als Skin-Effekt bezeichnet und hat zur Folge, dass fiir Eindringtiefen
die sehr viel kleiner als die Abmessungen des Leiters sind, das Innere des Leiters
aus dem Feldgebiet 2 entfernt werden kann und durch die Impedanzrandbedingung
(2.15) mit

WH

Zi= 1+ 5 (2.17)
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auf der Oberfliche des Leiters Beriicksichtigung findet [Jac01, S. 410]. Des Wei-
teren kann die Impedanzrandbedingung (2.15) im FE-Kontext eingesetzt werden,
um Abstrahlung ins Unendliche zu realisieren. Dies findet typischerweise bei der
Simulation von Antennen oder der Berechnung von Streuproblemen Anwendung.
Eine Moglichkeit Abstrahlung exakt zu beriicksichtigen ist die Kopplung zu Inte-
gralgleichungen, welche allerdings auf eine vollbesetzte Teilmatrix der Systemmatrix
fithrt [PRM98, S. 470ff]. Eine weitere Moglichkeit zur Beriicksichtigung von Abstrah-
lung wird durch eine lokale Approximation dieser mittels sogenannter absorbieren-
der Randbedingungen (engl. ABC, absorbing boundary condition) erreicht, die aus
dem Feldgebiet ) hinauslaufende Wellen absorbiert und unphysikalische Reflexio-
nen vermeidet. Die einfachste Form solcher Randbedingungen fiir zeitharmonische
elektromagnetische Randwertprobleme ist die absorbierende Randbedingung erster
Ordnung [Jin02, S. 348ff]. Diese kann bei Annahme eines verlustlosen Mediums mit
der Permittivitdt € und der Permeabilitat p wie folgt angegeben werden:

nx(Exn)= \/EH X 1 auf I'z. (2.18)
€

Damit geniigt die absorbierende Randbedingung erster Ordnung der Impedanzrand-
bedingung aus (2.15) mit der Oberflichenimpedanz

Z, = \/g =1, (2.19)

wobei 7 die Feldwellenimpedanz des betrachteten Mediums darstellt. Dies bedeutet,
dass an dem absorbierenden Rand eine senkrecht zur betrachteten Fliche einfallende
ebene Welle Reflexionsfreiheit besitzt. [RC09, S. 263f].

Die Beriicksichtigung von Anregungen passiver Mikrowellenstrukturen wird auf den
Réndern I'p durchgefiihrt. Hierbei wird die elektromagnetische Struktur mittels
modaler Felder auf I'p gespeist, die das Verhalten einmiindender axial homogener
Wellenleiter beschreiben. Damit stellen die Réander I'p die Tore der betrachteten
elektromagnetischen Struktur dar und verbinden diese mit dem Rest des Mikrowel-
lennetzwerks. Dies legt die Grundlage zur Charakterisierung des Systems mittels
integraler Netzwerkparameter, wie z. B. den Streuparametern, die das Eingangs-
/Ausgangsverhalten beziiglich der Tore beschreiben. In der vorliegenden Arbeit
werden an den Toren transparente Randbedingungen verwendet, die formal auf
Robin-Randbedingungen fithren und die es erlauben die Systembeschreibung di-
rekt in den Streuparametern zu formulieren. Die Herleitung einer solchen Formulie-
rung in den Streuparametern wird ausgehend von einer Systembeschreibung iiber
Impedanzmatrizen, die mittels einer Realisierung der Tore {iber modenspezifische
Neumann-Randbedingungen erreicht wird durchgefiihrt.

Damit unter den Randbedingungen (2.13)-(2.15) die Maxwell-Gleichungen zu einer
eindeutigen Losung fithren, darf der Realteil der Oberflichenimpedanz Z; aus der
Impedanzrandbedingung (2.15) nicht negativ sein. Dies entspricht einer passiven
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Abbildung 2.2: Axial homogener Wellenleiter.

Impedanzrandbedingung. Der Beweis zur Eindeutigkeit fiir ein solches Randwert-
problem ist in [ZC06, S. 7f] gegeben.

2.3 Eigenschaften axial homogener Wellenleiter

Zur Modellierung passiver Mikrowellenstrukturen werden diese mittels axial ho-
mogener Wellenleiter mit endlichem Querschnitt gespeist. Axial homogene Wel-
lenleiter sind dadurch gekennzeichnet, dass sich weder deren Geometrie noch die
Materialeigenschaften lings der Axialrichtung &ndern. Abbildung 2.2 zeigt einen
solchen Wellenleiter. Hierbei wird die Axialrichtung in 2-Richtung angenommen.
Damit kann ein Separationsansatz beziiglich des axialen Verlaufs der elektroma-
gnetischen Felder durchgefithrt werden und die modale Charakterisierung der be-
trachteten Struktur reduziert sich auf die Transversalebene, welche mit dem In-
dex t gekennzeichnet ist. Wird zudem Reflexionssymmetrie in 2-Richtung voraus-
gesetzt, so existiert fiir axial homogene Wellenleiter mit endlichem Querschnitt
zu jeder Eigenlosung (e;, €. x; Rk, ho ) mit dem Eigenwert +; die korrespondie-
rende Eigenlosung (et x, —€,x; —Rix, h. k) mit dem Eigenwert —v; [Col91, S. 418].
Diese Eigenschaft gilt neben den in der vorliegenden Arbeit betrachteten, isotro-
pen Materialen ebenso auch fiir transversal anisotrope Materialien mit Symmetrie
beziiglich der z-Richtung [FM94, S. 827f]. Damit kénnen die vorlaufende Wellenform
(e, hy; e %) und die riicklaufende Wellenform (e}, hj; e™7*) des k-ten Modes wie
folgt dargestellt werden [Poz98, S. 185]

e, = (erp +e.p2)e ", (2.20)
e = (err — exp2) e, (2.21)
o= (g + hop2) e, (2.22)
A S S 2.23

k b b

Abbildung 2.3 zeigt die hierbei getroffenen Konventionen beziiglich der vor- und
riicklaufenden Welle anhand einer Ein-Tor-Mikrowellenstruktur. Da die Eigenmoden
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Abbildung 2.3: Richtungskonvention fiir vor- und riicklaufende Welle.

ein vollstdndiges System von Funktionen bilden, kann jede elektromagnetische Wel-
le in einem solchen Wellenleiter als Superposition seiner Eigenmoden ausgedriickt
werden [Col91, S. 426f]:

E=FE'+FE = Zcze}; + Zc’,;e’,;, (2.24)
k k

H=H"+H =) chi+> chj. (2.25)
k k

Die Koeffizienten ¢} und ¢}, stellen die komplexen Amplituden des Modes k dar.
Dariiber hinaus gilt fiir die Eigenmoden (e;, hy; e®%) und (e, hy; e7+*) mit un-
terschiedlichen Ausbreitungskonstanten |7y;| # |vx| die verallgemeinerte Orthogona-
litdtsrelation [Col91, S. 416ff]

/(ei « hy) - 2dl =0 Pk (2.26)

r

Diese vereinfacht sich dabei unter Verwendung der Beziehungen (2.20) und (2.22)
bzw. (2.21) und (2.23) zu

/(etﬂ- X ht,k) -2dI'=0 1 # ]C, (227)
I

mit dem transversalen elektrischen Feld e;; des i-ten Modes und der transversalen
magnetischen Erregung h;j des k-ten Modes. Der Einheitsvektor 2 zeigt dabei in
Axialrichtung und I" bezeichnet den Wellenleiterquerschnitt. Die Modenorthogona-
litdt (2.27) besagt damit, dass unterschiedliche Moden in einem Wellenleiter nicht
verkoppelt sind, was auch fiir degenerierte Moden gilt [Col91, S. 359f]. Dies bedeutet,
dass fiir einen Wellenleiter, bei dem n Moden beriicksichtigt werden sollen, dieser
auf Schaltungsebene durch n verschiedene Ubertragungsleitungen modelliert wer-
den kann. Wird demnach eine elektromagnetische Struktur von einem Wellenleiter
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gespeist, an dessen Querschnitt mehrere Moden beriicksichtigt werden, so kann je-
der Mode unabhéngig von den anderen als verallgemeinertes Tor der dquivalenten
Netzwerkbeschreibung aufgefasst werden [Har01, S. 391f].



Kapitel 3

Finite-Elemente-Simulation
passiver Mikrowellenstrukturen

In dem folgenden Kapitel wird eine FE-Formulierung zur Simulation passiver Mikro-
wellenstrukturen vorgestellt, die die Basis fiir das in Kapitel 5 vorgestellte selbst-
adaptive Verfahren bildet. Abschnitt 3.1 behandelt die zur Beschreibung elektro-
magnetischer Felder angepassten Funktionenrdume und stellt diese in Bezug zu
den Feldgrofien aus den Maxwell-Gleichungen. Die in der vorliegenden Arbeit ver-
wendeten hierarchischen FE-Ansatzfunktionen werden in Abschnitt 3.2 vorgestellt,
welche als Grundlage fiir die FE-Simulation der Mikrowellenstrukturen dienen. In
Abschnitt 3.3 wird mittels der schwachen Formulierung des in Abschnitt 2.1 und
Abschnitt 2.2 beschriebenen Randwertproblems eine FE-Formulierung in den Streu-
parametern hergeleitet, welche als Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen fiir
das zielorientierte selbst-adaptive Verfahren dient, das in Kapitel 5 behandelt wird.
Abschnitt 3.4 geht auf die elektromagnetische Modellierung von Teilstrukturen eines
passiven Mikrowellennetzwerks ein, die iiber mehrere axial homogene Wellenleiter
mit dem Rest des Netzwerks verbunden sind. Dabei wird die Anregung solcher Struk-
turen mittels modaler Felder beschrieben sowie deren FE-Modellierung hergeleitet.

3.1 Angepasste Funktionenridume

Um die in Abschnitt 2.1 eingefiihrten elektromagnetischen Feldgrofien zu beschrei-
ben, werden in diesem Abschnitt die hierfiir angepassten Funktionenrdume vorge-
stellt. Damit die Funktionenrdume definiert werden kénnen, wird zunéchst der Raum
der quadratisch Lebesgue-integrierbaren skalar- oder vektorwertigen Funktionen auf
einem Gebiet  C R? eingefiihrt

L) = {£(x)[f(x)]| 2 < o0}, (3.1)

13
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wobei || + ||z die durch das Skalarprodukt
(fl, fg)Lz(Q) = /fQH(X)fl(X) d<2 fl(X), fz(X) S C”,n € IN,X € IR,S (32)
Q

induzierte Norm bedeutet. Damit konnen die bei der Beschreibung der Maxwell-
Gleichungen auftretenden Funktionenrdume wie folgt definiert werden [Mon03, S. 361f]:

H'(Q,Ty) :=={p € L*(Q) | Vo € L*(Q) A ¢ =0 auf ['y; C 90}, (3.3)

H(rot; Q,T'g) :={E € L*(Q) |V x E € L*(Q) A (3.4)
nx (Exn)=0auf 'y CON}, '

H(div;Q,T):={B € L*(Q)|V-BeL*Q) A (3.5)
n-B =0 auf 'y C 0N}, '

HO(Q) == {p € L*(Q)}. (3.6)

Bis auf den H°(€2) sind diese Rdume nicht vollstiindig beziiglich des Skalarprodukts
(3.2). Durch Einfiihren der den Rdumen (3.3) bis (3.6) entsprechenden Skalarpro-
dukte

(01, P2)wr () == (¢1, ¢2)L2(Q (Vér, Vo) 2, (3.7)
(E1, Es)y (rot;) ‘= (EI,EQ) +(V x Eq,V X EQ)LQ( Q) (3.8)
(B, Bsy)y (diviQ) = (Bl,BQ)L2 +(V-By,V- Bg)Lz(Q), (3.9)

(1, p2)wo() = (p1, p2)12(0) (3.10)

werden diese jedoch zu Hilbertrdumen [Bos98, S.128].

Die oben genannten Funktionenrdume bilden eine Sequenz, welche iiblicherweise wie
folgt dargestellt wird [Mon03, S. 65]:

HY(Q,T) -5 H(rot; Q,T) 25 H(div; Q,T) —2> HO(Q). (3.11)

Hierbei ist jeder Pfeil mit einem Operator versehen und das Bild des Funktionen-
raums zur Linken liegt bei Anwendung des Operators im Kern des konsekutiven Ope-
rators zur Rechten. Wird demnach ausgehend von einer Funktion ¢ € H'(Q,T) der
Gradientenoperator angewendet, so wird diese in den Funktionenraum #(rot; 2, I")
tiberfiithrt. Die Anwendung des Rotationsoperators auf ein Element aus H(rot; 2, I')
fiihrt dann zu einem Element aus H(div;2,I'). Das Bilden der Divergenz eines
Elements aus H(div;Q,T) ergibt ein Element aus H°(Q). Eine Betrachtung der
Nullrdume der Sequenz zeigt, dass der Gradient fiir I" = ) einen nichttrivialen Null-
raum besitzt, der aus den konstanten Funktionen auf (2 besteht

ker{grad; H'(Q)} = {¢ € L*(Q)|¢ = const}. (3.12)
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HI(Q,T) {const} fir T =0

\Y

Y

H(rot; 1) | {Vg|¢ € HI(Q,T)} !

V %

H(div:Q,T) [{V x E|E € H(rot; 2, 1)} | 52

\va /

HO(Q) (V-DID € H(div; 0, 1)} [{[ f(r)dQ # 0|f € L3(Q)}, T = 09

Abbildung 3.1: Der de-Rham-Komplex.

Der Nullraum der Rotation wird bei nicht-einfach zusammenhéngenden Gebieten
nicht einzig durch die Gradienten gebildet, sondern zudem durch den Quotienten-
vektorraum H'!

ker{rot; H(rot; Q,T)} = {E € L*(Q)|E = V¢, € H' (Q,T)} @ H'. (3.13)

Dieser ist abhéngig von der Topologie des Feldgebiets €2 und beschreibt die linear
unabhéngigen Schleifen, die innerhalb des Feldgebiets nicht auf einen Punkt kon-
trahiert werden konnen [Fra04, Kapitel 13]. Die Anzahl dieser linear unabhéngi-
gen Schleifen ergibt die Dimension des H'. Der Nullraum der Divergenz besteht
bei nicht-kontrahierbaren Gebieten nicht nur aus den Rotationen der Elemente aus
H(rot; Q,T) sondern zusitzlich aus dem Quotientenvektorraum H?

ker{div; H(div; 2, T)} = {B € L*(Q)|B =V x E,E € H(rot;Q,T")} ® H>. (3.14)

Wie auch der Quotientenvektorraum H!, ist H? abhiingig von der Topologie des
Feldgebiets €2 und seine Dimension entspricht der Anzahl der Kavitdten in diesem
Feldgebiet [Fra04, Kapitel 13]. Der Funktionenraum H°(£2) besteht aus den Bildern
der Divergenz von Elementen aus H(div; €2, I"). Entspricht jedoch der Rand I' dem
gesamten Rand 0f) des Feldgebiets, so miissen zusétzlich die Funktionen mit nicht
verschwindendem Mittelwert zu H°(€) hinzugefiigt werden. Diese liegen nicht mehr
im Bild des Divergenzoperators, da wegen des Gauflschen Integralsatzes

/dideQ: f B-ndl=0 (3.15)
Q r=o0 =Y
gilt. Eine zusammenfassende Darstellung der beschriebenen Funktionenrdume und

ihrer Beziehungen untereinander ist in Abbildung 3.1 veranschaulicht.

Die Zuordnung der einzelnen Feldgrofien aus den Maxwell-Gleichungen zu den ent-
sprechenden Funktionenrdumen kann fiir ein vereinfachtes Problem mit disjunkten
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Abbildung 3.2: Tonti-Diagramm der Maxwell-Gleichungen [Kur03].

Réndern 092 = I'g U 'y in einem Tonti-Diagramm [Kur03] veranschaulicht wer-
den, welches in Abbildung 3.2 dargestellt ist. Hierbei ergibt sich die in einem Kreis
stehende Grofle als Summe der auf den Kreis, mit durchgezogenen Pfeilen zeigen-
den zugeordneten Groflen. Jeder Pfeil ist dabei mit dem anzuwendenden Operator
versehen. Die Materialbeziehungen sind durch gestrichelte Pfeile représentiert.

3.2 Finite-Elemente-Ansatz

Der folgende Abschnitt beschreibt die zur Diskretisierung der Helmholtz-Gleichung
(2.11) mittels finiter Elemente verwendeten diskreten Funktionenrdume.

3.2.1 Tetraedrische Finite-Elemente-Netze

Die Grundlage zur Beschreibung eines FE-Funktionenraums wird durch die Dis-
kretisierung eines betrachteten Feldgebiets €2 zu einem FE-Netz gelegt. Im dreidi-
mensionalen Fall sind die Bausteine eines solchen FE-Netzes in der Regel durch
Tetraeder, Hexaeder oder Prismen gegeben. In der vorliegenden Arbeit werden aus-
schliellich tetraedrische Diskretisierungen behandelt, da sie eine einfache Generie-
rung der benétigten FE-Netze erlauben. Dabei besteht eine tetraedrische Diskreti-
sierung, welche auch als Triangulierung 75(2) eines Feldgebiets 2 bezeichnet wird,
aus einer endlichen Anzahl von Tetraedern 7" und es gilt [Mon03, S. 112]:

1. Jedes T ist eine offene Menge.

2. Sind T, T" € T, zwei verschiedene Tetraeder, dann gilt: TN7T" = ().
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Tabelle 3.1: Punktbeschreibung der Simplizes.

Simplex | Beschreibung
Knoten N(N;)

Kante E(N;, N; )
Dreieck D(N;, N;j, N)
Tetraeder | T'(N;, Nj, Nk, Ny)

Hierbei bezeichnet 2 den Abschluss des Feldgebiets © und T entsprechend den Ab-
schluss des Tetraeders T'. Das Tetraeder kann mittels eines 4-Tupels von Punkten,
die dessen (Eck-)Knoten entsprechen, definiert werden. In gleicher Weise finden sich
fiir alle weiteren vorkommenden Simplizes — den Punkten, Strecken und Dreiecken —
entsprechende Definitionen mittels Tupeln von Punkten. Diese Simplizes treten als
Knoten, Kanten und Dreiecksflichen des Tetraeders auf und ihre Beschreibung ist
in Tabelle 3.1 gegeben. Eine charakteristische Grofle fiir ein FE-Netz stellt die so-
genannte Netzweite h dar. Diese ist im Falle einer Triangulierung definiert als der

grofite vorkommende Radius hp der den Tetraedern T entsprechenden Umkugeln
[Mon03, S.112], und es ist

h:= max hy. (3.16)
TeTh(Q)
Die Elementqualitét gr wird dabei als Quotienten des Radius der grofiten vorkom-
menden Inkugel pr eines Tetraeders 7" und dem Umkugelradius hp definiert
Pr

qr ‘= 7—

= (3.17)

Eine Triangulierung 7, wird als reguldr bezeichnet, wenn es fiir Netzweiten h — 0
Konstanten ¢ > 0 und hg > 0 gibt, sodass

qn = Qo VO < h < h(), (318)

mit
= . 3.19
" 1)

Eine Triangulierung wird zudem als konsistent bezeichnet, wenn ausgehend von zwei
Tetraedern T, 7" € T, mit T NT" # () sich diese einzig auf eine der folgenden Arten
beriihren [Mon03, S. 112]:

e Beide Tetraeder beriihren sich in genau einem Punkt und dieser Punkt ist ein
Knoten beider Tetraeder.

e Beide Tetraeder beriihren sich entlang einer gemeinsamen Kante, deren Knoten
beiden Tetraedern eigen sind.
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§

Abbildung 3.3: Referenztetraeder im lokalen Koordinatensystem.

e Beide Tetraeder beriihren sich an einem gemeinsamen Dreieck, dessen Knoten
beiden Tetraedern eigen sind.

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen in der vorliegenden Arbeit ist eine kon-
sistente Triangulierung 7, (£2) des Feldgebiets 2. Die Behandlung inkonsistenter FE-
Netze, welche durch selbstéhnliche Verfeinerung einzelner Tetraeder konsistenter
Netze entstehen, wird in Kapitel 4 durchgefiihrt.

3.2.2 Finite-Elemente- Ansatzfunktionen

Die Basen der endlich-dimensionalen Funktionenrdume werden aus Ansatzfunktio-
nen mit beschrinktem Trager gebildet. Hierzu werden entsprechend der tetraedri-
schen Diskretisierung des Feldgebiets die Ansatzfunktionen beziiglich eines Referenz-
tetraeders 7' mit den lokalen Koordinaten & = [€,m,¢]T ausgedriickt. Abbildung 3.3
zeigt das Referenztetraeder im lokalen Koordinatensystem. Die Transformation der
lokalen Koordinaten in globale Koordinaten, welche das betrachtete Feldgebiet be-
schreiben, erfolgt im geradlinigen Fall iiber eine affine Abbildung. Liegt eine lokal
definierte Ansatzfunktion in H(rot;2) oder in H(div;€2), so bleibt dies auch unter
Anwendung der Transformation erhalten [Mon03, S.122ff]. Damit kénnen proble-
mangepasste Ansatzfunktionen mittels des Referenztetraeders in lokalen Koordina-
ten konstruiert werden, ohne dass die den Funktionenrdumen eigenen Stetigkeits-
bedingungen bei der Transformation verloren gehen. Es ist daher zweckméfig die
FE-Ansatzfunktionen mittels baryzentrischer Koordinaten \; auszudriicken. Diese
lauten fiir das in Abbildung 3.3 gezeigte Referenztetraeder:

Ao =&, (3.20)
AL =1, ( )
Ao =C(, (3.22)
As=1-8§—n—-(, (3.23)
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Tabelle 3.2: Beschreibung der Ansatzfunktionen.

. . . Baryzentr. .
Ansatzfunktion Assoziiertes Simplex Koordinaten Tréager
Knotenfunktion Knoten N(N;) by suppr, fn
Kantenfunktion Kante E(N;, N;) iy Aj suppr, f&
Flachenfunktion Dreieck D(N;, N;j, Ny) Xis Ny Ak supp, fp
Volumenfunktion Tetraeder T'(N;, Nj, N, N) Xis Ajy Ak, Ay T

mit der Eigenschaft
Ao+ A+ Ao+ A3 =1. (3.24)

Diese sind entsprechend der vorkommenden Simplizes einem Knoten, den Knoten
einer Kante, den Knoten eines Dreiecks oder den Knoten eines Tetraeders zugeord-
net. Damit kann jede Ansatzfunktion mit dem Simplex assoziiert werden und als
Knoten-, Kanten-, Flachen- oder Volumenansatzfunktionen bezeichnet. Der Tréager
der Ansatzfunktionen fg ist dabei die Menge aller Tetraeder, deren Abschluss das
mit ihr assoziierte Simplex S enthéalt

suppr, fs = U T|ITDS. (3.25)
TeTn()

Tabelle 3.2 stellt diese Begebenheit zusammenfassend dar.

Um die Feldgroflen bei der FE-Diskretisierung beschreiben zu kénnen, werden die
endlich-dimensionalen diskreten Funktionenrdume V C H'(Q), W C H(rot;Q), D C
H(div; Q) und Z C H°(Q) betrachtet. Diese besitzen die Eigenschaft, dass sie den
de-Rham-Komplex aus Abschnitt 3.1 im Diskreten nachbilden. In der vorliegenden
Arbeit treten wegen der verwendeten Formulierung der Helmholtz-Gleichung (2.11)
lediglich die Rdume V und W auf. Als FE-Basen dieser beiden Réume werden die
hierarchischen Ansatzfunktionen aus [Ing06] herangezogen.

Die Ansatzfunktionen des diskreten Raums V sind wegen V C H'(Q2) am Elemen-
trand stetig. Die hierfiir verwendete hierarchische Basis des V ist in Tabelle 3.3
dargestellt. Wegen der hierarchischen Basis der skalaren Ansatzfunktionen kann der
Raum V? der Ordnung p nach Tabelle 3.3 als direkte Summe der Inkrementalraume
VP ausgedriickt werden

1% firp=1
P . N
V= { vl firp>2 (3:26)

Der Raum VP beinhaltet damit die Polynome vom Grad kleiner gleich p.

Die Ansatzfunktionen des diskreten Raums W sind wegen W C H(rot; 2) am Ele-
mentrand tangential stetig [Néd80] und werden deswegen oft als rotorkonforme An-
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Tabelle 3.3: Hierarchische Basis fiir V.

Raum | Ansatzfunktion Assoz. Simplex

V! by N(i)

V2 AN E(, j)

V3 Aidi(Ai = A), E(i, )
XA A D(i, j, k)

VA A (A2 = 3N + A2), E(i, j)
AR — M), D(i, j, k)
Aidide (e — A2)), D(i, j, k)
)OOIPY T(i,j, k1)

Vo AN (A3 = 6A2N; +6MA2 = A3), | E(4, )
A2 = BN A + A2)), D(i, j, k)
AN AR (A2 = 3ARN; + A2)), D(i, j, k)
AN = BN + A2)), D(i, j, k)
AN — ), T(i,j. k1)
A eA(A — Ag), T, j,k0)
A (e — ) T4, k1)

satzfunktionen bezeichnet [Mon03, S.129]. Zur Beschreibung der rotorkonformen
Basis W wird der Raum der Gradienten von Funktionen aus V benotigt

VVP = {V¢| € V). (3.27)

Des Weiteren findet der Raum AP Anwendung, der alle verbleibenden Funktionen
vom Polynomgrad kleiner gleich p enthilt, die keine reinen Gradienten sind. Dieser
lasst sich geméf Tabelle 3.4 wie folgt schreiben

_ Al fir p=1
AP = { e A fiirp>2 (3.28)

Mit Hilfe der Inkrementalraume VV? und A? aus (3.27) bzw. (3.28), kann der poly-
nomiell vollstdndige Raum WP der rotorkonformen Ansatzfunktionen der Ordnung
p wie folgt notiert werden

1 \ )2 i —
WP — { A o VY fir p=1 (3.29)

Wer—l g VYrtl g AP fiir p > 2
Da in der Finite-Elemente-Formulierung der vektoriellen Helmholtz-Gleichung aus

(2.11) sowohl Funktionen w € W als auch deren Rotationen rot w auftreten, konnen
die Gradienten hochster Ordnung in VW unberiicksichtigt bleiben, ohne dass es zu
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Tabelle 3.4: Hierarchische Ansatzfunktionen mit nicht verschwindender Rotation.

Raum | Ansatzfunktion Assoz. Simplex

AL NV = AV E(i, j)

A2 ANV — MV, D(i,j, k)
MV — LAV D(i, j, k)

A3 AN — M) VA — VMM — ), D(i, j, k)
AN (A = ) VA = VAN (A = Ai)), D(i, j, k)
ANA (N = NV = VNN (N — A))), D(i, j, k)
ANMNVA — VAN, T(i, 5, k,1)
ANNAYVN — VA M), T(i, 5, k,1)
ANAA VN, — VA A T(i, 5, k1)

A BNA(AZ = 3NN + ADVA — VN2 — | D4, 4, k)
3N e+ A2)),
BAA(AR — 3NN + AV — VAN (AL — | D(4, 5, k)
3\ + A2)),
BAN (A2 = 3NN + AV — VAWM — | D, 5, k)
BAA; + A2)),

(6X — X — M) (A — M)A AV +

(6X; — M — M)Ak — M)AV +

(6X6 — X — X)) — M)A VA, D(i, j, k)
BAMN — M)V = VWA — M), | T3, 4, kD)
MM — M)V = VOMNAN e = N)), | TG, 4, kD)
SN — M)V — VO MN O = X)), | TG, 4, k, D)
SANAA — AV — VO (N — M), T(i, 5, k,1)
BAAN (A — M)V — VWA (N — M), T(i, 5, k,1)
BAAN (N — M)V — VW NN = N), | TG, 4, kD)
BANAA — M)V = VUMMM = A)), | TG, 4, k, D)
BANAA — M)V = VWA — M) | TG, 4, k, D)

Beeintrachtigungen in der Konvergenzordnung kommt [Web99]. Damit l4sst sich der
beziiglich der Gradienten unvollstindige Raum W*? der Ordnung p durch

; Al firp=1
L2y Z— ~ ~
W= { WPt g VP @ AP fiir p > 2 (3:30)

aufspannen. In der vorliegenden Arbeit wird daher die polynomiell unvollstindige
Basis W verwendet und auf den Index 4 in weiterer Folge verzichtet. Weiterhin
werden ausschliefllich Ansatzfunktionen bis zu einem Polynomgrad von maximal
p = 4 betrachtet.
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Abbildung 3.4: Betrachtetes Feldgebiet mit disjunkten Teilréandern.

3.3 Elektrische Feldformulierung

In diesem Abschnitt wird eine elektrische Feldformulierung zur FE-Diskretisierung
der vektoriellen Helmholtz-Gleichung (2.11) hergeleitet, die die Grundlage aller wei-
teren Betrachtungen der vorliegenden Dissertation darstellt. Trotzdem die elektri-
sche Feldformulierung zu Instabilitdten im Niederfrequenzfall fithrt [DEB96], und es
unterdessen stabilere Formulierungen hierfiir gibt [HFDE04], wird diese verwendet,
da sie absolut ausreichend fiir die hier betrachteten Anwendungen aus der Hochfre-
quenztechnik ist und auch unter Verwendung der in Kapitel 5 vorgestellten adapti-
ven Netzverfeinerungsstrategien zu keinen Instabilitéten fiihrt.

Der Ausgangspunkt fiir die folgenden Unterabschnitte ist das dargestellte Randwert-
problem:

Problem 3.1 (Randwertproblem). Gegeben ist das Feldgebiet Q0 aus Abbildung 3.4.
Der Rand des Feldgebiets unterteilt sich dabei in nichtiberlappende Teilrdinder mit
N=TgUl'y ULy und es gilt

V X 'V x E + jkgnoo E — ke, E = 0 in Q, (3.31a)
nx (Exn)=E, auf T, (3.31b)
nx (Hxn)=H, auf 'y, (3.31c)
nx(Exn)=ZHxn auf T'yz. (3.31d)

Hierbei ist mv ein aus dem Feldgebiet zeigender Fldchennormalenvektor, und die Gro-
BSen By, H, und Z, sind gegeben.

3.3.1 Schwache Formulierung

Um auf die schwache Form des Randwertproblems zu gelangen wird mittels der
Methode der gewichteten Residuen und unter Verwendung eines Bubnov-Galerkin-
Ansatzes [JW78, CL80] Gleichung (3.31a) mit einer Testfunktion v € H(rot; 2, 'g)
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multipliziert und iiber das Feldgebiet integriert:

/v.vxusxEdQ—f—jkzono/v-aEdQ—kS/v-aEszo. (3.32)
Q Q Q

Partielle Integration bzw. Anwendung des Gauflschen Integralsatzes liefert fiir den
ersten Summanden aus (3.32)

/v-Vx;zT‘leEdQ:/va-u;leEdQ
Q Q
—j{vx,usxEWzdF. (3.33)
o0

Das Integral iiber die Oberflidche auf der rechten Seite von (3.33) kann mit Hilfe des
Faradayschen Gesetzes (2.6a) in die Darstellung

—7{'0><,u;1V><E-ﬂdF:jk:0nofvxH-ﬁdF (3.34)
oN oN

iiberfithrt werden. Eine Aufspaltung des Randintegrals der rechten Seite in die dis-
junkten Teilrdnder der betrachteten Struktur fiithrt auf

]/{Zoﬁof’UXH’deF:jkoT]o/’fLX’UHdr—i-]/{?()’f]o/’UXH’fl/dr
o0 rp =0 T
Iz

Wegen v € H(rot; 2, T'g) ist n x v = 0, und das Integral iiber I'g in (3.35) lie-
fert keinen Beitrag. Fiir das Integral {iber I'y ergibt sich mit der Aufspaltung der
magnetischen Erregung in einen tangentialen und einen normalen Anteil

H=H,+H,n (3.36)
die Beziehung
jkono/’v x H -ndl' = —jkoT]o/’U X _H-t dI’. (337)
Ty e

Das Integral tiber den Rand I'; kann mittels der Bedingung (3.31d) dargestellt
werden als

1
]k’o?’]o/’UXHﬂdF:]koﬂQ/iﬂX(EX’ﬁ/)’UdF
FZ l_‘Z ’

=jkono/ﬁxv-

Iz

1

7 x B, (3.38)



24 Finite-Elemente-Simulation passiver Mikrowellenstrukturen

Einsetzen von (3.33), (3.35), (3.37) und (3.38) in (3.32) liefert

/VXv-u;1VxEdQ+jkono/v-aEdQ

Q Q
1
+jk0770/ﬁ><v-?ﬁxEdF—kg/v~5rEdQ
r'y ° Q
:jkoﬁo/v'ﬁXﬂtdF. (339)
Ty

Eine Aufspaltung des rotorkonformen Raums #(rot; €2) in einen Raum, dessen Funk-
tionen mit der Tangentialkomponente am Dirichlet-Rand I'g verschwinden und in
einen Raum, dessen Funktionen dies nicht tun

H(rot; Q) = H(rot; Q,T'g) & Hp(rot; Q,Tg), (3.40)
mit

H(rot; Q, 'g) :=
{Ec*(Q)|VXxEcL*OAnx (Exn)=0auf g}, (3.41)

Hp(rot; 2, T'g) ==
{EcL*(Q)|VXxEcL* Q) Anx(Exn)#0auf 'y}, (3.42)

liefert die Zerlegung
E:E0+ED mit Eo € H(rOt;Q,PE),ED € HD(I'Ot;Q,FE). (343)

Durch Einsetzen der Zerlegung (3.43) in Gleichung (3.39) kann die schwache Form
des gegebenen Randwertproblems formuliert werden. Hierbei werden im Fall o # 0
die ohmschen Verluste mit der elektrischen Permittivitat zu

e =e.—j— (3.44)

WEq

zusammengefasst.

Problem 3.2 (Schwache Formulierung). Finde Eq € H(rot;Q,I'g) so, dass gilt:

S(Eo,v) + jkonoTz(Eo,v) — k§T(Eo, v) =
Gkonobu (v) — S(Ep,v) + k3T.(Ep,v) Vv € H(rot; Q,Tg). (3.45)
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Die verwendeten Bilinearformen sind dabei wie folgt definiert

S(u,w) = /V xw - 'V x wd, (3.46)
Q
1
Ty(u, w) = /ﬁ, X w - 713, x udl, (3.47)
'y ’
T.(u,w) := /w el udQ, (3.48)
Q
und das lineare Funktional ist
b (w) = /w - x Hydl. (3.49)
e

3.3.2 Finite-Elemente-Formulierung

Gegeben ist nun die Triangulierung 75 (€2) des Feldgebiets €2 aus Abbildung 3.4. In
Analogie zu (3.43) wird der Raum der rotorkonformen Ansatzfunktionen Wh? :=
WP(Th(2)) C H(rot; Q) der Ordnung p aufgespalten in Ansatzfunktionen, die auf
dem Dirichlet-Rand I'g liegen und in jene, die das nicht tun

WP = WP @ WP, (3.50)

wobei
WP = {w € W' | 7 x w # 0 auf T} C H(rot; Q), (3.51)
WP .= {w € W | i x w = 0 auf [z} C H(rot; Q, Tp). (3.52)

Damit ldasst sich die elektrische Feldstérke als lineare Superposition rotorkonformer
Ansatzfunktionen wy, € Wg’p und w; € W,’S’p darstellen

No

Ey~ E;" =) zw; mit Ny := dim{W}:"}, (3.53)
k=1
Np

Ep~ER’ =) zuw) mit Np := dim{W}*}, (3.54)
=1

E~E" =E})"+E}. (3.55)

Hierbei werden die Koeffizienten der Ansatzfunktionen mit x € C bezeichnet. Da
am Dirichlet-Rand I'g die Koeffizienten x; durch die Randbedingung bekannt sind,
bleiben als Unbekannte lediglich die Koeffizienten z, von E{* iiber. Damit kann die
diskrete Form des gegebenen Randwertproblems analog zu Abschnitt 3.3.1 mit Hilfe
eines Bubnov-Galerkin-Ansatzes mit Testfunktionen w; € W,’;:’p formuliert werden.
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Problem 3.3 (Finite-Elemente-Formulierung). Finde Ey” € WiP so, dass gilt:

S(E}?,w;) + jkonoTz(Ey”, w;) — K2T.(Ey?, w;) =
Gkonobr (w;) — S(EWP w;) + k2T (B, w;) Yw; € Wi, (3.56)

Die Finite-Elemente-Formulierung fithrt unter Verwendung der Ansétze (3.53) und
(3.54) auf ein lineares Gleichungssystem der Form

(S + jkonoZ — k{T)x = jkonob — bp, (3.57)

mit dem Vektor x der unbekannten Koeffizienten z; und den Eintrdgen

Sik = S(wy, w;), (3.58a)
Zir = Tz(wy, w;), (3.58b)
Tip = To(wg, w;), (3.58¢)

bi = by (w;), (3.58d)
bp,; = S(E%p,wz‘) — kSTE(E}BP, w;). (3.58¢)

Ist die Permeabilitédt p, ein positiv definiter Tensor, so ist die Steifigkeitsmatrix S
aus (3.57) positiv semidefinit, da die Gradienten im Nullraum der Rotation liegen.
Die Massenmatrix T aus (3.57) ist im verlustlosen Fall positiv definit, da in diesem
Zusammenhang auch e, positiv definit ist.

Die Eintrige (3.58a) und (3.58¢) der Steifigkeits- bzw. Massenmatrix zeigen, dass
in dem FE-Gleichungssystem die Ansatzfunktionen selbst als auch deren Rotation
auftreten. Wird fiir die Feldgrofe ein Ansatz der Ordnung p gewéhlt, so wird der
Polynomgrad beim Bilden der Rotation um eins auf p — 1 reduziert und die in Ab-
schnitt 3.2.2 getroffene Voraussetzung, dass in der vorliegenden Arbeit ausschliefilich
der unvollstdndige Ansatz Anwendung findet, &ndert nichts an der Konvergenzord-
nung des Verfahrens, da die Gradienten héchster Ordnung im Nullraum der Rotation
liegen und somit nicht zur Konvergenzordnung beitragen [Web99].

3.4 Modale Mehrtore

In diesem Abschnitt wird der Fall der Anregung passiver Mikrowellenstrukturen be-
handelt. Die Anregung erfolgt hierbei mit Hilfe axial homogener Wellenleiter, die in
das Feldgebiet €2 miinden und die die Tore der Struktur darstellen. Abbildung 3.5
zeigt eine solche elektromagnetische Mehrtor-Struktur. Die Beriicksichtigung der
Tore erfolgt in der Formulierung mittels der dem axial homogenen Wellenleiter ent-
sprechenden modalen Felder an den Wellenleiterquerschnitten I's. Ziel des Vorgehens
ist es, das Eingangs-/Ausgangsverhalten der betrachteten Struktur beziiglich ihrer
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung eines Mehrtors mit inhomogener Diskon-
tinuitat.

Tore zu charakterisieren. Die Beschreibung dieses Verhaltens wird mit Hilfe von
Netzwerkmatrizen durchgefiihrt. In der Hochfrequenztechnik ist die Verwendung
von Streumatrizen zu diesem Zweck gebrauchlich [Poz98, S.174]. Werden an einem
Wellenleiterquerschnitt mehrere Moden beriicksichtigt, so ist nach Abschnitt 2.3 in
der Netzwerkbeschreibung jeder Wellenform ein modales Tor zuzuordnen.

Um die folgenden Ausfithrung moglichst kurz zu halten, wird o. B. d. A. die Struktur
aus Abbildung 3.6 mit lediglich einem in das Feldgebiet {2 miindenden axial homo-
genen Wellenleiter betrachtet und es werden an den Réndern I'g und I'; homogene
Randbedingungen angenommen. Um an dem Querschnitt I'p des einmiindenden
Wellenleiters die Anregung einzubringen, wird ausgehend von dem Faradayschen
Gesetz (2.6a) die Aufspaltung der Feldgrofe in einen vor- und einen riicklaufenden
Anteil durchgefiihrt und durch bilden des Kreuzproduktes mit n von rechts in die
Form

(1, 'V x E)| . x 7= —jkono (H® + H")|p, x 0 (3.59)

= (i 'V E")|. xn+ (u'VxE)|. xn  (3.60)

iiberfiihrt. Der erste Summand der rechten Seite kann nun durch Entwicklung des
vorlaufenden Felds EY in normierte modale Felder €} nach (2.24) in der Form

[e.9]

(1 'V x E)| . x 7= > o (u 'V x en)p, xn (3.61)
k=1

ausgedriickt werden. Die Normierung wird anhand der transversalen modalen Felder

(é;, hi; e %) am Wellenleiterquerschnitt I'p und ausgehend von der Orthogonalitéts-
relation (2.27) mit

/ (1 X hyy) - A dl = —6y, (3.62)

T'p
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Abbildung 3.6: Feldgebiet mit einmiindendem axial homogenen Wellenleiter.

durchgefiihrt. Unter Verwendung von Gleichung (2.20) und der Zerlegung des Dif-
ferenzialoperators in einen transversalen und einen axialen Anteil

V=V, + (3.63)

02~
ergibt sich fiir die rechte Seite von Gleichung (3.61) am Rand I'p, der 0. B.d. A. am
Ort z = 0 angenommen wird, der Ausdruck

(ur—lv X EU)‘FP Z Vtez kTt vkn X etk X ’I’L) (364)

k=1

Die gleiche Vorgehensweise fiihrt fiir den riicklaufenden Anteil E" des zweiten Sum-
mands der rechten Seite aus Gleichung (3.60) auf

(, 1V><E’“ xﬁ: Z Chlby Vtezk—l—'yknxethn) (3.65)
k=1

Einsetzen von Gleichung (3.64) und (3.65) in Gleichung (3.60) liefert bei Umformung
die Robin-Randbedingung

(1, 'V X E)|. xn

+Z cp e, Vtezk+fykn><etk><n)
k=1

=2 Z AN (Ve + 7 X &, x 1) (3.66)
k=1

fiir den Wellenleiterquerschnitt I'p. Damit lasst sich das zugrunde liegende Rand-
wertproblem fiir den Fall der Anregung am Wellenleiterquerschnitt formulieren.

Problem 3.4 (Randwertproblem). Gegeben ist das in Abbildung 3.6 dargestellte
Feldgebiet Q). Der Rand des Feldgebiets unterteilt sich dabei in nichtiberlappende
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Teilrinder mit 02 =TpUTg Uy Uz und es gilt

V x 1, 'V x E + jkonoo E — kje,E =0 in €2, (3.67a)
X (Exmn)=0 auf 'y, (3.67b)
x(Hxn)=0 auf 'y, (3.67c)
x (Exn)=ZHXn auf 'z, (3.67d)

(1 'V x E) x

—1—2 &+ ) H(Vibog + Ve X € X 1)
k=1

=2 Z A (Vieo g+ X € X 1) auf T'p, (3.67e)
k=1

wobei v den aus dem Feldgebiet weisenden Fldachennormalenvektor bezeichnet.

3.4.1 Schwache Formulierung des Anregungsproblems

Ausgehend von der schwachen Formulierung in Problem 3.2 ergibt sich fiir die be-
trachtete Struktur aus Abbildung 3.6 unter Beriicksichtigung des Gaufischen Satzes
in Gleichung (3.33) die Beziehung

S(Eq,v) + jkonoTz(Eo,v) — kiT.(Eg,v) = /v x (1, 'V x E)-ndl.  (3.68)
T'p
Mit der Definition der Bilinearform
a(u, w) = S(u,w) + jkonoTz(w, w) — k3T (u, w) (3.69)

und dem Einsetzen der Randbedingung (3.67¢) in die rechte Seite der Gleichung
sowie die Verwendung der Beziehung

(11 'V x e)) x o=, (Vibog + R X €1 X 1) (3.70)
ergibt sich

a(Eq, v +ch+ck/ SV x el xn-vdl
k=1

—2ch/,uT1V><ek)><n vdl. (3.71)

k=1

Eine Zerlegung der Testfunktionen v € H(rot; 2, 'g) in Funktionen deren Tangen-
tialkomponente auf I'p und I'g verschwinden und solche fiir die dies nicht gilt

H(rot; 2, Tg) = H(rot; Q, T UTp) & M, (3.72)
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mit
M = {v, € H(rot; Q,T'g) |v, = €] auf I'p,l € N}, (3.73)
ergibt fiir Ey € H(rot; QT UTp) &M
a(Ey,vy) =0 Yoy € H(rot; Q, ' UTp), (3.74a)
a(Ey,v;) + f:(c}; + ;) /(MT_IV x e)) xn-vdl'
k=1 o

= QZCZ/(urlv x ep) xn-vdl' Yy, e M. (3.74b)
k=1

Mit Hilfe der Beziehung v; = e fiir Testfunktionen aus M am Wellenleiterquer-
schnitt I'p und der Einfiihrung der Bilinearform

u(u, w) = /w;lv X u) X n-wdl (3.75)
I'p

ergibt sich fiir den zweiten Summand der linken Seite von Gleichung (3.74b) der

Ausdruck

[e.9] o0

S (e + ) /(u;1V % &l) x i wdl = S (¢ + cu(v, ) (3.76)

k=1 I'p k=1

Daneben kann das Integral aus Gleichung (3.74b) mit dem Faradayschen Gesetz
(2.6a) wie folgt notiert werden

/(u;lv xe) xn-vdl = —jk:(mo/vl x - fudl. (3.77)

I'p Tp

Damit lasst sich Gleichung (3.74b) angeben als

a(Eo,v1) + Y _(cf + cpu(vp, vr) = 2jkono » _ ch fu(vr), (3.78)

k=1 k=1
mit dem linearen Funktional
fk:(vl) = /’Ul X fLZ -ndl. (379)
I'p

Die explizite Zerlegung der elektrischen Feldstirke geméaf (3.72)

Ey=Ey+ Y (¢} + i)k, Ey e Hot; Q,TgUTp), v € M (3.80)
k=1

liefert nach Einsetzen in die Gleichungen (3.78) und (3.74a) die im folgenden ange-
gebene schwache Formulierung von Problem 3.4.
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Problem 3.5 (Schwache Formulierung). Finde Eq € H(rot; QT UTp) & M so,
dass gilt:

a(Egy,v) = 25kony Z cpfr(v) Yo € H(rot; 2, T UT'p) & M. (3.81)

k=1

Der Ausdruck der linken Seite entspricht dabei

a(Ey,v)
a(Eo,vo) + > (2 + &)a(vg, vo) Yvg € H(rot; 2, T UTp)
_) = L (382)
a(Eg,v;) + > (¢ + &) (a(vg, v;) + u(vg,v;)) Yo, v, € M
k=1
und das lineare Funktional der rechten Seite ergibt
- 0 \V/’U() S H(I‘Ot;Q,FEUFp)

mit By € H(rot; Q, T UTp).

Eine Eigenschaft der oben angegebenen schwachen Formulierung ist es, dass unter
der Voraussetzung ¢j = 1, sich die verallgemeinerten Streuparameter [Poz98, S. 204f]

: (3.84)

C’I‘

. “k

S = &
1 ,=0

c?

izt

fiir eine Losung E; von Problem 3.5 direkt durch das Ausgangsfunktional fy(.) mit
Sut = fe(Er) — ou (3.85)

berechnen lassen. Dies lasst sich mittels Entwicklung der Transversalkomponente
der Losung E; in Eigenlosungen am Wellenleiterquerschnitt I'p geméaf (2.24)

o

Ey=> (ch+¢)éim (3.86)

m=1

wie folgt zeigen. Einsetzen in Gleichung (3.85) liefert

Skl = —/El X ﬁ: -ndll — 6kl (387)
I'p
== (ch+c) / rm X Py, - 1udl — Oy (3.88)
m=1
I'p

= CZ, + Cz — (Skl. (389)
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Wegen der Modenorthogonalitéit und der Normierung (3.62) folgt

Su=c =% (3.90)

v
1 ci#lzo

da fiir | = k der Koeflizient ¢} nach Voraussetzung gleich eins und fiir [ # £k nach
Definition (3.84) ¢}, gleich Null ist.

3.4.2 Finite-Elemente-Formulierung des
Anregungsproblems

Ausgehend von der schwachen Formulierung in Problem 3.5 und der Triangulie-
rung 7,(2) des Feldgebiets aus Abbildung 3.6 bildet in Analogie zur Zerlegung
des Funktionenraums #H(rot; 2, I'g) in (3.72) die Aufspaltung des diskreten Raums
Whe C H(rot; 2, Tg) der rotorkonformen Ansatzfunktionen der Ordnung p

Whe = WP @ WP, (3.91)

in Ansatzfunktionen, die auf den Réndern I'p und I'p verschwinden, und jene, die
am Wellenleiterquerschnitt I'p einen Beitrag liefern

Wy? = {w e WA xw=0auf TpUTp} C H(rot; 2, TpUTp),  (3.92)
WP = {w e W| R x w#0 auf T'p} C M, (3.93)

die Grundlage zur diskreten Formulierung des Randwertproblems in Problem 3.4.
Damit ldsst sich der Finite-Elemente-Ansatz fiir die Feldgrofie Ey € H(rot; Q, 'y U
I'p) wie folgt notieren

No
E[} =~ Eg’p = chwja w; € Wg’p, Ny = dlm{Wg’p}, (394)

=1

mit den Koeffizienten ¢; € € der Ansatzfunktionen. Der k-te Mode am Wellenlei-
terquerschnitt I'p wird mit Hilfe der bekannten Koeffizienten m” dargestellt

Np
v Ul = Z mkw,,, W, € WE?, Np = dim{Wi*}, (3.95)
m=1

wobei die globale Ansatzfunktion vZ’p auch als Transfinite- Elemente- Ansatzfunktion
bezeichnet wird [CL88|. Die diskrete Form des Randwertproblems in Problem 3.4
kann mit Hilfe eines Bubnov-Galerkin-Ansatzes mit den Testfunktionen w,; € WP
formuliert werden. Es ist dabei unter der Voraussetzung, dass der Rand I'p in hin-
reichender Entfernung zu den Diskontinuitdten im Feldgebiet befindlich ist, aus-
reichend, dass lediglich die ausbreitungsfihigen und schwach geddmpften Moden
beriicksichtigt werden.
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Problem 3.6 (Finite-Elemente-Formulierung). Finde E}” € W)* @ WP so, dass
qilt:
Ny

a(Eg”,v"") = 2jkono chfk "P) Yo't € Wit @ WP, (3.96)
wobei Ny die Anzahl der beriicksichtigten Moden bezeichnet.

Durch Verwenden der Beziehung (3.82) und des Ansatzes (3.94) sowie mit Hilfe der
Darstellung der Moden am Wellenleiterquerschnitt durch (3.95) ergibt sich fiir die
erste Gleichung in (3.81)

Npyy
a(Egp, vpP) + Z(Ck + ca(vl? vp?) =0 Yol? e WhP, (3.97)
k=1
und damit
No Ny Np
ZCJ a(w;, w;) +ZZ (cp + cp)ymy a(w,,, w;) =0 Vw;, EW(I}”’. (3.98)
k=1 m=1

Die zweite Gleichung in (3.81) liefert entsprechend

Ny
o
(E;”,v,7) +Z & + ) @(vy”, vy + (v, )

Ny

= 2jkono ¥ _ chfu(vf?). (3.99)
k=1

AU

Die Bilinearform u(v]”, v]"”) kann wegen der Gleichheit vZf = (ép)™" am Wel-
lenleiterquerschnitt I'p und dem Fradayschen Gesetz (2.6a) wie folgt vereinfacht
werden:

(vl of) = ~kam [ (€)' x (})"” - (3.100)
I'p
I'p

Mit ((&2)%, (R )"?) bzw. (et 7, ht ) wird die diskrete Approximation des i-ten vor-

laufenden Modes (&, h;) bzw. dessen Transversalkomponenten (&4, by ;) beziiglich
WP bezeichnet. Da die Modenorthogonalitéit auch im Diskreten erhalten bleibt
[Far07, S. 38ff], folgt fiir Gleichung (3.101) unter Verwendung der zu (3.62) analo-
gen diskreten Normierung

/ elr % htk A dl = —d, (3.102)

T'p
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dass sich die linke Seite von Gleichung (3.99) zu

N
hp  h . h, hp b,
a(Ey”,v,") + § (cp +cp)(a ('Ukpa'Ul ) +u(vy?, v"))

k=1

Ny Ny
~ h U T
= a(E,", vl + E (¢} + cp)a(vl®, vI™P) + jkono E (e} + ) (3.103)

k=1 k=1

ergibt. Die gleiche Vorgehensweise liefert fiir die rechte Seite von Gleichung (3.99)
mit (3.79)

Ny

2jkomo Z cufe(v]™") = 2jkono Z CrOuk- (3.104)

Einsetzen des FE-Ansatzes (3.94) sowie der Darstellung der Moden aus (3.95) in
Gleichung (3.103) und in Gleichung (3.104) ergibt fiir den Ausdruck (3.99)

No Np Ny
ZZc]m a(w;, wy,) —I—Z Z &+ cpymEml a(w,,, w,)
j=1 n=1 k=1 mn=1
Ny Ny
+ jkono Y _(ch + ko = 2jkono Y _ chow.  (3.105)
k=1 k=1

Damit lésst sich die FE-Formulierung aus Problem 3.6 in folgender Weise notieren

No Nu Np
> cia(wy,w) + Y > (e + )mba(wa,w) =0 Yw; € WP, (3.106a)
= k=1 m=1

No Np Ny Np

Z Z c;mba(w;, w,) + Z Z (¢ + cym® m! a(w,,, w,)

7=1 n=1 k=1 mn=1

+]]€0770 Z Ck + Ck 5lk = QJkOHOZCk(Slk firl=1... NM (3106b)

Die Gleichungen (3.106) kénnen nun in die Matrix-Darstellung iiberfithrt werden.
Dazu werden zuniichst die Koeffizienten m? des k-ten Modes mittels des Vektors

m" = [m} mf ... m’]i]P}T (3.107)
ausgedriickt und diese dann mit Hilfe der Matrix

M=m' m?> ... m"v] (3.108)
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zusammengefasst. Die Unbekannten-Koeffizienten werden durch Einfithrung der Vek-
toren

c:[cl Co ... cNO]T, (3.109)
= & Ay (3.110)
=[¢ & ... ] (3.111)

beschrieben, und Gleichung (3.106) kann als FE-Gleichungssystem in Matrix-Dar-
stellung notiert werden

~ ) 00 ) 0
<AR + ]kono |:O I:| ) |:Cv _T_ CT’:| - 2jk0770 |:Cv:| 5 (3112)
mit
« [Aw Ao [T 0][Aw App][I O

Gleichung (3.113) beschreibt eine Restriktion der Ansatzfunktionen, welche bewirkt,
dass nur jene Superpositionen erlaubt sind, die Approximationen der am Wellenlei-
terquerschnitt I'p beriicksichtigten Moden sind. Die Matrix A p wird als restringierte
Systemmatrix bezeichnet und Matrix Ay, entspricht damit der Systemmatrix der
globalen Ansatzfunktionen auf I'p. Da aus dem Gleichungssystem (3.112) durch Vor-
gabe einer Eins im k-ten Eintrag von ¢” und aller anderen Eintrédge in ¢¥ zu Null,
der Koeffizientenvektor ¢” die k-te Spalte der Streumatrix S liefert, kann mit Hilfe
des Ausgangsfunktionals (3.85) die Streumatrix wie folgt dargestellt werden

S=B'x -1, (3.114)
wobel in
B— m (3.115)

alle moglichen Anregungen zusammengefasst sind und x die Losungsmatrix zufolge
dieser Anregungen bezeichnet.

Die in diesem Unterkapitel beschriebene Vorgehensweise entspricht dabei der in
[CL88] und [Lee90] vorgestellten Transfinite-Elemente-Methode, deren Ziel es ist, das
Gleichungssystem wie in (3.112) so zu formulieren, dass sich aus dessen Losung un-
mittelbar die Eintrdge der Streumatrix ergeben, was durch Gleichung (3.114) belegt
wird. Die Formulierung in Problem 3.5 und Problem 3.6 wird auch als Streuparameter-
Formulierung bezeichnet.






Kapitel 4

Hierarchische Verfeinerung von
Finite-Elemente-Netzen

Ausgangspunkt der Betrachtungen des folgenden Kapitels ist die Triangulierung
Tn(Q) des Feldgebiets €2, wie in Abbildung 4.1(a) beispielhaft dargestellt. Die Ele-
mente der Triangulierung 7, sind in der vorliegenden Arbeit durch Tetraeder gege-
ben. Um die Darstellung der Konzepte in den Abbildungen dennoch iibersichtlich
halten zu kénnen, werden diesbeziiglich statt der Tetraeder Dreiecke verwendet.
Grundsétzlich existieren zwei Moglichkeiten um solche FE-Netze zu verfeinern. Eine
Moglichkeit besteht darin, das Feldgebiet {2 unter Beriicksichtigung der vorgegebe-
nen Elementgrofie hpen < b und der damit verbundenen héheren Netzdichte, wie in
Abbildung 4.1(b) gezeigt, neu zu vernetzen. Die zweite Moglichkeit der Verfeinerung
eines bestehenden Netzes ergibt sich durch Unterteilung der einzelnen Tetraeder in
weitere Tetraeder, wie in Abbildung 4.1(c) dargestellt. In der vorliegenden Arbeit
wird zur Verfeinerung des Ausgangsnetzes die Unterteilung der Tetraeder des Netzes
verwendet.

4.1 Geschachtelte Finite-Elemente-Netze

Bei der Verfeinerung eines Netzes mittels Unterteilung der Tetraeder entstehen ge-
schachtelte Netzhierarchien. Die Unterteilung der Tetraeder erfolgt dabei der in
[Hil06, S.149ff] vorgestellten Methode, die &hnlich zu der in [Bey95] behandelten
Verfeinerung ist und eine Spezialisierung des fiir N-dimensionale Simplizes gezeig-
ten Verfahrens in [Fre42| darstellt. Eine wichtige Eigenschaft dieser selbstdhnlichen
Unterteilung ist, dass bei rekursiver Anwendung des Verfeinerungsalgorithmus eine
untere Schranke der Elementqualitét ¢r garantiert wird. Damit bleiben die durch die
Verfeinerung entstehenden Triangulierungen des Feldgebiets regulér, und die Kondi-
tionszahlen der FE-Systemmatrizen werden nicht beliebig schlecht [Sha95, S. 112f].

37
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777/0 (Q) ’ﬁlneu (Q) 77741 (Q)
(a) Ausgangsnetz. (b) Verfeinerung (c) Verfeinerung
durch durch
Neu-Vernetzung. Unterteilung.

Abbildung 4.1: Verfeinerung eines Netzes.

Abbildung 4.2: Beispiel der verwendeten Unterteilung von Tetraedern.

Abbildung 4.2 zeigt ein mit der verwendeten Methode unterteiltes Tetraeder T', wel-
che eine Zerlegung Ty, des Tetraeders in acht Untertetraeder bewirkt. Die Unter-
teilung eines Tetraeders erfolgt dabei iiber die Unterteilung Fs. der dem Tetraeder
zugehorigen Kanten | welche durch Einfithrung von Mittelknoten in je zwei Kanten
halber Lénge zerlegt werden. AnschlieBend werden die Dreiecksflichen D des Tetra-
eders durch Einfiihren von je drei Kanten pro Fliache in je vier Dreiecke unterteilt,
sodass die eingefithrten Kanten die Mittelknoten der urspriinglichen Kanten unter-
einander verbindet. Die Zerlegung der Dreiecksfliche wird dabei mit Dy, bezeichnet.
Das damit entstehende Hexaeder im Inneren des zu unterteilenden Tetraeders wird
mit Hilfe einer Volumenkante, deren Anfangs- und Endpunkt Mittelknoten sich ge-
geniiberliegender windschiefer Kanten entsprechen, in vier weitere Tetraeder zerlegt.
Die bestmogliche Elementqualitéit der Tetraederverfeinerung wird dabei durch die
Wabhl der kiirzersten Volumenkante erreicht [Bey95]. Eine ausfiihrliche Beschreibung
des verwendeten Unterteilungsalgorithmus und der zugrunde liegenden Topologie ist
in [Hil06, S. 149ff] gegeben.

In Anlehnung an Abschnitt 3.2.2 kénnen die baryzentrischen Koordinaten des un-
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verfeinerten Tetraeders 7' mit
Tno(T) :=={T'} (4.1)

und den Knoten {N,..., N3} durch die des, wie in Abbildung 4.2 dargestellten,
verfeinerten Tetraeders mit

T (T) =Ts ={To, T, ..., Tr} (4.2)

und den Knoten {Ny,..., Ng} ausgedriickt werden. Fiir die Ausgangselementgrofie
ho gilt entsprechend der verwendeten Unterteilung

ho = 2h;. (4.3)
Die Koordinaten des unverfeinerten Tetraeders 7" sind mit (3.20) bis (3.23)
Moo miti=0,...,3 (4.4)

gegeben, wobei fiir )\?0 gilt:

1 am Knoten N;
ho __ i
A= { 0 an den KnotenN;y; fiir j =0,...,3 ° (4.5)
Analog kénnen die Koordinaten im verfeinerten Tetraeder mit
A mit k =0,...,9 (4.6)

notiert werden, und es gilt:

1 am Knoten N
)\Zl = ¢ 0 an den KnotenNy4 fiir [ =0,...,9 ) (4.7)
0 inTmmitTmﬂsuppTthk:@,sz,...,?

Da 5, (T) C T, (T) gilt, lassen sich die baryzentrischen Koordinaten A" des un-
verfeinerten Tetraeders durch die baryzentrischen Koordinaten )\Zl des verfeinerten
Tetraeders ausdriicken

1

A =g+ ST+ A+ A, (4.8)
1

A=A SO AT AL, (4.9)
1

A = A3 S8 AT A, (4.10)

1
A =251+ SO AT ). (4.11)
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Im Hinblick auf den in der vorliegenden Arbeit verwendeten Raum der Ansatz-
funktionen aus (3.30), ist es zweckméfig dariiber hinaus die Gradienten der bary-
zentrischen Koordinaten des unverfeinerten Tetraeders durch die des verfeinerten
Tetraeders darzustellen

VAP = VA + %(w{;l + VA L WA, (4.12)
VAl = VAl 4 %(VAZI + VA L v, (4.13)
VAL = VAl 4 %(wgl + VA + VAL, (4.14)
VAl = Al 4 %(mgl + VAL + VAL, (4.15)

Wie in Abbildung 4.3 beispielhaft gezeigt, heiflen zwei Netze T, und 7p,, mit hg > hy
geschachtelt, wenn sie dieselbe Geometrie vernetzen, und wenn jedes Element des
Grobnetzes Ty, aus Elementen des Feinnetzes 7,, zusammengesetzt werden kann,
d.h. wenn gilt

77LO C 7;141' (4.16)

Damit kann eine Abfolge geschachtelter Netze mit dem Ausgangsnetz 75, und dem
Feinnetz 7, mit

h0>h1>...>h]v (417)
wie folgt notiert werden
Tho CThy C ... C Thy- (4.18)

Eine solche Abfolge wird auch als Hierarchie von Netzen bezeichnet. Ein tetraedri-
sches Netz Ty, ., mit 0 < k < N — 1 aus der Sequenz (4.18) wird durch (hierarchi-
sche) Verfeinerung des Netzes Tp,, gewonnen. Eine solche Verfeinerung kann dabei
entweder einer gleichmdfligen oder einer ungleichmdfsigen Verfeinerung der Trian-
gulierung 7, entsprechen. Erstere bedeutet in diesem Zusammenhang, dass jedes
Tetraeder Ty, € Ty, auf solche Weise in Tetraeder Tj,,, € Tp,,, unterteilt wird,
dass die Triangulierung 7y, ., konsistent ist. Eine gleichméfiige Verfeinerung ist ex-
emplarisch in Abbildung 4.3 dargestellt. Mit einer ungleichméfligen Verfeinerung der
Triangulierung 75, im Rahmen hierarchischer Netze wird eine Verfeinerung bezeich-
net, die nicht jedes Tetraeder T}, der Triangulierung 7,, unterteilt. Dies hat zur
Folge, dass nicht-verfeinerte Elemente in der Triangulierung 7y, , erhalten bleiben.
Die dabei entstehende Triangulierung 7, ,, muss wegen des Ubergangs zwischen
verfeinerten und nicht-verfeinerten Regionen der Triangulierung nicht zwingend kon-
sistent sein. Abbildung 4.4(b) zeigt ein solches durch Verfeinerung erzeugtes inkon-
sistentes Netz. In Abbildung 4.4(c) ist das konsistente Pendant als Ergebnis einer
Rot-Griin-Verfeinerung [BSW83] dargestellt. Eine Moglichkeit inkonsistente Netze
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Tho (2) Th, (2) Th, (€2)
(a) Ausgangsnetz. (b) Einmal (¢) Zweimal
gleichméBig gleichméBig
verfeinertes Netz. verfeinertes Netz.

Abbildung 4.3: Gleichméfliige Verfeinerung eines Netzes.

(a) Ausgangsnetz. (b) Inkonsistent (¢) Konsistent
ungleichméfig ungleichméBig
verfeinertes verfeinertes
Netz. Netz.

Abbildung 4.4: Ungleichméflige Verfeinerung eines Netzes.

zu beriicksichtigen besteht in der Verwendung der Methode der hangenden Unbe-
kannten [HFDEO03, HFDEO04], welche in der vorliegenden Arbeit in Abschnitt 4.2
behandelt und in Kapitel 5 eingesetzt werden um lokale Verfeinerungen im Kontext
der selbst-adaptiven FE-Verfahren durchzufiihren. Dabei werden ausschliellich sol-
che inkonsistente Netze behandelt, die Verfeinerungsunterschiede von hochstens eins
zwischen zwei angrenzenden Elementen besitzen.

4.2 Finite-Elemente- Ansatzfunktionen inkonsis-
tent verfeinerter Netze

Eine aus der in Abschnitt 4.1 vorgestellten Unterteilung von Tetraedern und der
damit resultierenden geschachtelten Netze folgende wichtige Eigenschaft der ver-
wendeten Funktionenriume W"P der Ansatzfunktionen ist es, dass diese ebenfalls
eine Hierarchie bilden. Dies folgt aus der affinen Invarianz des Funktionenraums JW"?
[Mon03, S. 130ff] und der Eigenschaft, dass ausgehend von der Unterteilung eines Te-
traeders, wie in Abbildung 4.2 gezeigt, die Verfeinerung 7y, (7') eine Partitionierung
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(a) Ausgangsnetz mit dem zur (b) Unterteilung des (¢) Unterteilung der

Verfeinerung markierten markierten Elements. angrenzenden
Element. Pufferelemente (Grau
gekennzeichnet).

Abbildung 4.5: Lokale Verfeinerung eines Netzes.

von T, (T) darstellt. Damit kann jede Ansatzfunktion aus WP := WP(T;, ) mit
Ansatzfunktionen aus Wh? := WP(Ty,,) dargestellt werden. Demnach gilt fiir die
Triangulierung 7,(2) eines Feldgebiets € mit dem Ausgangsnetz Tj,, dem Feinnetz
Thy und der Hierarchie (4.18), dass

whor c Whe c ... c Whae, (4.19)

Da im Hinblick auf das in Kapitel 5 vorgestellte selbst-adaptive FE-Verfahren grund-
sitzlich lokale Verfeinerungen im Feldgebiet von Interesse sind, findet in diesem
Zusammenhang die Methode der héingenden Unbekannten [HFDE03, HFDE04] An-
wendung, um inkonsistente Netze behandeln zu konnen. Bei dieser Methode werden
in einem ersten Schritt die zur Verfeinerung markierten Elemente, wie in Abbil-
dung 4.5(a) gezeigt, nach der im vorangegangenen Abschnitt diskutierten selbstihn-
lichen Unterteilung zerlegt. Das dabei entstehende Netz ist, wie in Abbildung 4.5(b)
dargestellt, inkonsistent und an den Grenzflichen bzw. Grenzkanten zwischen ver-
feinertem und unverfeinerten Element werden die Stetigkeitsbedingungen des ver-
wendeten Funktionenraums WP C H(rot; ) aus (3.30) verletzt. Die Elemente in
denen die Stetigkeitsbedingungen verletzt werden, werden als Pufferelemente be-
zeichnet. Diese werden im Zuge der Verfeinerung des markierten Elements ebenfalls
unterteilt und mit Hilfe ihrer Feinnetzansatzfunktionen durch Superposition Puffer-
ansatzfunktionen konstruiert, die die verletzten Stetigkeitsbedingungen des verwen-
deten Funktionenraums so wiederherstellen, dass der verfeinerte Funktionenraum
perfekt in den unverfeinerten Funktionenraum geschachtelt bleibt. Die Unbekann-
ten mit Hilfe derer die Pufferansatzfunktionen im Pufferelement zusammengesetzt
werden, werden als hangende Unbekannte bezeichnet [WM99]. Diese werden, wie in
Abbildung 4.5(c) gezeigt, als weifl unterlegte Knoten dargestellt.
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Ny N3
No
T
ho Nl
(a) Ausgangsnetz mit dem zur  (b) Netz zufolge der
Verfeinerung markierten Verfeinerung des markierten
Element. Elements mit dem in Grau
gekennzeichneten
Pufferelement.

Abbildung 4.6: Konstruktion der Pufferansatzfunktionen.
4.2.1 Pufferansatzfunktionen fiir die Basis des V”

Um die Vorgehensweise der Konstruktion der Pufferansatzfunktionen fiir die Basis

des V? iibersichtlich zu halten, wird diese fiir den zweidimensionalen Fall des V!

durchgefiihrt. Abbildung 4.6(a) zeigt die Ausgangssituation mit dem zur Verfeine-

rung markierten Element D(Ny, N1, Ny). Die Verfeinerung des Dreiecks D(Ny, Ny, Ny)
bewirkt eine Unterteilung des angrenzenden Pufferelements D(Ny, Ny, N3), damit

die Stetigkeit der Ansatzfunktionen an der Kante E(Ny, No) gewéhrleistet ist. Dies

fiihrt zu der in Abbildung 4.6(b) dargestellten Situation. Um die Stetigkeit am Uber-

gang zwischen dem Pufferelement und dem unverfeinerten Element wiederherzustel-

len, werden an der Grenzkante E(Ny, N3) Pufferansatzfunktionen konstruiert. Die

Ansatzfunktionen des Ausgangsnetzes T, aus Abbildung 4.6(a) sind mit

no . pho g Yot (4.20)
gegeben und die des verfeinerten Netzes T, aus Abbildung 4.6(b) werden mit
N Ah (4.21)
bezeichnet, wobei fiir ¢; € V! nach Tabelle 3.3 gilt
b = Ai. (4.22)

Dabei kann jede Ansatzfunktion ¢; nach Abschnitt 3.2.2 mit dem Knoten N; assozi-
iert werden. Zur Behebung der Unstetigkeit zwischen dem Pufferelement D(Ny, No, N3)
und dem unverfeinertem Element werden Pufferansatzfunktionen ¢ und ¢f kon-
struiert. An diese werden die folgenden zwei Anforderungen gestellt:
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1. Die Pufferansatzfunktionen miissen an den Elementgrenzen stetig sein.

2. Der Funktionenraum des unverfeinerten Netzes muss ein echter Unterraum des
Funktionenraums des verfeinerten Netzes sein.

Die Pufferansatzfunktionen kénnen damit an der Kante E(Ny, N3) durch Superpo-
sition der Ansatzfunktionen des verfeinerten Netzes T, ausgedriickt werden

h h
QSOP}E(NO,N;:,) = ¢y + g’ (4.23)
h h
¢§}E(N0,N3) = @5 + 205", (4.24)
wobei ¢;, ¢ € R. Die entsprechenden Ansatzfunktionen des unverfeinerten Netzes

Tr, dargestellt durch die Ansatzfunktionen des verfeinerten Netzes ergeben wegen
der in Abschnitt 4.1 entsprechend ausgedriickten homogenen Koordinaten

! .
o — g 4 5 gty in Dy(Ng, Na, N3), (4.25)
1
3= 5"+ 5(d5" + o) in Dy (No, Nz, V). (4.26)

Um die gestellte Anforderung nach Stetigkeit der Pufferansatzfunktionen an der
Grenzkante F(Np, N3) zu gewéhrleisten, miissen diese der Restriktion der Ansatz-
funktionen des unverfeinerten Netzes an der Grenzkante entsprechen

!

P 2 h
qu ‘E(NO,Ng) - 00|E(N0,N3) ’ (427)
P o
o3 ‘E(NO,NS) = 3O|E(N0,N3) ) (4.28)
wobei
1
h h h
OO{E(NO,N;;) = %' + 5%, (4.29)
1
h _ 4h h
3O|E(N0,N3) = @5 + §¢81- (4.30)

Damit ergibt sich fiir die Unbekannten ¢y, ¢ mittels Koeffizientenvergleich von (4.29)
bzw. (4.30) mit (4.23) bzw. (4.24), dass ¢; = ¢o = 1/2 und fiir die Pufferansatzfunk-
tionen gilt

ho :
p b in D(Ny, N3, Ny)
_ ' 4.31
% { 0+ 1ot in Dy (No, Nay N3) (4.31)
hs :
» é in D(Ny, N3, Ny)
_ . 4.32
% { M+ lor in Ds(No, Na, N3) (4.32)

Der Triger der Pufferansatzfunktion ¢{" ist in Abbildung 4.7 dargestellt.
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Abbildung 4.7: Triiger der Pufferansatzfunktion ¢

Die zweite gestellte Anforderung bedingt die Darstellbarkeit der Ansatzfunktionen
auf Tp, durch Ansatzfunktionen auf 7j,. Die Ansatzfunktionen des Ausgangsnetzes
im Pufferelement konnen wie folgt notiert werden

1 1 )
go — 31 + éﬁblgn +§¢31 n DE(N(), N27 N3)7 (4'33)
—_———
oh
1 1 )
glo _ 33 + 5(?;“ _,_E(b’;l in Dy(Ny, No, N3), (4.34)
oF

womit die zweite geforderte Bedingung erfiillt ist. Die Ansatzfunktion ¢§1 tragt
h1

damit im Gegensatz zu den Ansatzfunktionen ¢, ¢i*, #h' keinen Freiheitsgrad.
Die Verallgemeinerung auf Ansatzfunktionen hoherer Ordnung und fiir den dreidi-
mensionalen Fall verlauft in gleicher Weise zu der hier beschriebenen Vorgehenswei-
se. So miissen an der Grenzflache bzw. Grenzkante zwischen einem verfeinerten und
einem unverfeinerten Element Pufferansatzfunktionen konstruiert werden, die den
beiden geforderten Bedingungen nach Stetigkeit und Darstellbarkeit der Ansatzfunk-
tionen des groberen Netzes geniigen. Dabei entsprechen die Pufferansatzfunktionen
in dem unverfeinerten Element den entsprechenden Ansatzfunktionen dieses Ele-
ments. Im Pufferelement entsprechen die Pufferansatzfunktionen an der Grenzfliche
bzw. Grenzkante jener Superpositionen von Ansatzfunktionen der Grenzflaiche bzw.
Grenzkante, die die entsprechenden Ansatzfunktionen des groberen Netzes an der
Grenzfliche bzw. Grenzkante darstellen. Die restlichen Ansatzfunktionen im Puf-
ferelement miissen ihre Freiheitsgrade bewahren, damit die Ansatzfunktionen des
groberen Netzes im Pufferelement dargestellt werden konnen. Dies entspricht im
FE-Kontext einer Zunahme von Unbekannten.
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4.2.2 Pufferansatzfunktionen fiir die Basis des A”

Die Vorgehensweise zur Konstruktion von Pufferansatzfunktionen fiir den Funktio-
nenraum A? ist analog zu der im vorherigen Abschnitt durchgefithrten Konstruktion
von Pufferansatzfunktionen fiir den V?. Um auch hier das Vorgehen iibersichtlich zu
halten, wird die Konstruktion der Pufferansatzfunktionen fiir den zweidimensio-
nalen Fall und fiir den Funktionenraum A! durchgefiihrt. Ausgangspunkt ist das
Startnetz aus Abbildung 4.6(a) mit dem zur Verfeinerung markierten Element. Die
Verfeinerung des Elements bewirkt eine Unterteilung der direkten Nachbarn, um
Unstetigkeiten an der Kante £(0,2) zu vermeiden. Die betrachteten Ansatzfunktio-
nen des Ausgangsnetzes 7p, zur Konstruktion der Pufferansatzfunktionen fiir den
Puffer D(Ny, Na, ) ist durch

upy € Aho! (4.35)
gegeben. Die relevanten Ansatzfunktionen des verfeinerten Netzes T;, werden mit
ugh, ugd, ugg, ugh, ugd, ugh, ugh € A (4.36)
bezeichnet, wobei fiir u;; € A' nach Tabelle 3.4 gilt
w;; = NV — N\ VA, (4.37)

Dabei kann jede Ansatzfunktion w,;; mit der entsprechenden Kante E(N;, N;) as-
soziiert werden und besitzt die Eigenschaft, dass fiir das Linienintegral entlang der
Kante gilt [Web93|

0 sonst

/ w; - ds:{ L fiir (k1) = (7). (4.38)

E(Nk)Nl)

Die Anforderungen an die Pufferansatzfunktion fiir den Funktionenraum A! kénnen
wie folgt formuliert werden:

1. Die Pufferansatzfunktionen miissen an den Elementgrenzen tangential stetig
sein.

2. Der Funktionenraum des unverfeinerten Netzes muss perfekt in den Funktio-
nenraum des verfeinerten Netzes geschachtelt sein.

3. Die Pufferansatzfunktionen miissen die Gradienten der Ansatzfunktionen aus
V! darstellen kénnen, da VYV C A! gilt.

Um die Stetigkeit an der Grenzkante E(Ny, N3) wiederherzustellen, findet fiir die
Pufferansatzfunktion der Ansatz

p _ hy h1
u03|E(N07N3) = Cugy + Colugs, (4.39)
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mit ¢;,co € R Anwendung. Dabei muss die Pufferansatzfunktion u(% der Ansatz-
funktion des groberen Netzes an der Grenzkante E(Ny, N3) entsprechen, um die
Stetigkeit zwischen dem verfeinerten Element und dem unverfeinerten Element zu
sichern

= ul . (4.40)

u03}E (No,N3) 03 | E(No,N3)

Nach Gleichung (4.37) gilt fiir die Ansatzfunktion des groberen Netzes an der Grenz-
kante

upy = MNOVAL — AW Do in D(Ny, Ny, N3). (4.41)
Unter Verwendung der durch die baryzentrischen Koordinaten eines verfeinerten

Tetraeders ausgedriickten Koordinaten des unverfeinerten Tetraeders aus (4.8) und
(4.9) folgt fiir Gleichung (4.41)

1
ugg = (A + (A’gl +AGH) V(AR + §(A§” + AT
1 1
— (A §(A§“ + M) V(AL 4 §(>\§1 + M), (4.42)

Durch Ausmultiplizieren des Ausdrucks und mit Hilfe der Identititen

APV — \Bw Al = 0, (4.43)
AP UADKEY (4.44)
MNPV — \Bw A = 0, (4.45)
folgt mit Gleichung (4.37)
1 1 .
upl = 2(u08 +ufl) + 4(u87 4wl +ull) in Ds(No, Na, N3). (4.46)

Restriktion von Ausdruck (4.46) auf die Grenzkante

1

um\E(NO o) 2(u08 + u) (4.47)
liefert wegen der Forderung (4.40) nach Stetigkeit an der Grenzkante fiir die unbe-
kannten Koeffizienten durch Vergleich, dass ¢; = ¢o = 1/2 ist und damit fir die
Pufferansatzfunktion gilt

P { ul in D(Ny, N3, Ny) (4.48)

UO3 - (UOS + ’LL ) n Dz(No, Nz,Ng)
Der Triger der Pufferansatzfunktion uf; ist in Abbildung 4.8 dargestellt.

Die zweite gestellte Anforderung nach perfekt geschachtelten Funktionenrdumen be-
dingt die Darstellbarkeit der Ansatzfunktionen des A"-! durch Ansatzfunktionen
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Abbildung 4.8: Triger der Pufferansatzfunktion wf}.

des A™M! fiir die vorliegenden Triangulierungen 7y, bzw. Tj,,. Die Ansatzfunktion
an der Grenzkante F(Ny, N3) des Ausgangsnetzes im Pufferelement kann mit (4.48)
wie folgt notiert werden

1
uld = ul, + Z(u’g; + ull +ull) in Dy;(Ny, Ny, N3), (4.49)

womit die zweite Bedingung erfiillt ist. Die Ansatzfunktionen wuji und wpi tragen
hi o h

damit im Gegensatz zu den Ansatzfunktionen up!, i und uft keine Freiheitsgrade.
Um der dritten Forderung nach der Darstellbarkeit der Gradienten des V! mit Hilfe
der Pufferansatzfunktion (4.48) nachzukommen, werden die Gradienten der Ansatz-
funktionen ¢1° und ¢h° an der Grenzkante E(Ny, N3) betrachtet. Mit der Darstellung
(4.25) und (4.26) durch Ansatzfunktionen des verfeinerten Netzes ergibt sich mit

Vop' = —ugh — ugy, (4.50)

Vbt = —ull —ul, (4.51)

Vit = —ull + ull + ull + ult, (4.52)

Vol =l — ul + ult - uly (453

Vg = —ufh — uft + ugl — ugs, (4.54)

(4.55)

fiur die Gradienten

1 1

Voy = —= (ugs +uly) —=(ugs +ugy) — ugt —ust  in Ds(No, Noy N3),  (4.56)
2 2

P
2u,

1 1
Veho = 5 (uht + ult) +§<ug; +ull) +ugt +ugi in Ds(No, Noy N3).  (4.57)

P
2u;

Damit konnen die Gradienten durch Superposition der Pufferansatzfunktion und
der verbleibenden Ansatzfunktionen des A"°! dargestellt werden, womit die dritte
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Forderung erfiillt ist. Da zur Erfiillung der Anforderungen an die Pufferansatzfunk-
tionen zusatzliche Freiheitsgrade verwendet werden, entspricht dies im FE-Kontext
einer Ausbreitung von Unbekannten. Die Verallgemeinerung auf den dreidimensio-
nalen Fall und Ansétze hoherer Ordnung erfolgt nach der gleichen hier vorgestellten
Vorgehensweise.

4.2.3 Erstellung der Systemmatrix unter Beriicksichtigung
von Pufferansatzfunktionen

Die Behandlung von Pufferansatzfunktionen im Kontext der FE-Verfahren wird
o. B. d. A. anhand des Randwertproblems 3.1 und der zugehorigen FE-Formulierung
aus Problem 3.3 fiir homogene Randbedingungen auf 'y und mit 992 = I'g U 'y
durchgefiihrt. Ausgangspunkt ist die aus einer konsistenten tetraedrischen Triangu-
lierung 7p, (£2) durch ungleichméBige, hierarchische Verfeinerung entstandene inkon-
sistente Triangulierung 7,(€2) des Feldgebiets 2. Die Triangulierung 7,(£2) besitzt
dabei N Grenzkanten EY und M Grenzflichen DE und zwischen benachbarten
Elementen existieren ausschliefflich Verfeinerungsunterschiede von hochstens eins.
Abbildung 4.4(b) zeigt beispielhaft eine solche inkonsistente Triangulierung fiir den
zweidimensionalen Fall. Unter Verwendung der FE-Formulierung (3.56) folgt mit
den angenommenen homogenen Randbedingungen

nx(Exn)=0 auf I'p, (4.58)
und der symmetrischen Bilinearform
h,p — h,p 2 h,p
a(Ey? v;) = S(EyY,v;) — kiT.(Ey", v;), (4.59)
dass fiir Ej? € WP gilt
a(Ey”,v;) = jkonobu(vi) Vv, € WP, (4.60)

Wie in Abschnitt 4.2.1 und Abschnitt 4.2.2 gezeigt, lassen sich die Pufferansatzfunk-
tionen wgk € WP der korrespondierenden Grenzkanten E¢ als Superposition von
Ansatzfunktionen w%n € WP der verfeinerten Grenzkanten E% in den Pufferele-
menten Tp und als Ansatzfunktionen wi, , der Grenzkanten in den unverfeinerten
Elementen Ty der Triangulierung 75,(€2) darstellen

r : r
. wg, in Ty C suppy, wp,
—J) N
Wy = G T . Ng T ) (4-61)
CTY X ks, in Tos € UYS suppy, wh,
n=1

mit k& = 1...N. Gleiches gilt fiir die Pufferansatzfunktionen wf, € W"? der kor-
respondierenden Grenzflichen D{. Diese lassen sich in den Pufferelementen Tp als
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T T
SUpp7;, WEg, Suppr;, Wg,
(a) Triger der Ansatzfunktion  (b) Triiger der Ansatzfunktion
r I's
Wi, - Wi

Abbildung 4.9: Tréger der Ansatzfunktionen w%k und wgi, die die Pufferansatz-
funktionen bilden.

Superposition von Ansatzfunktionen wg?m € WhP darstellen, die mit der Unter-
teilung DS der Grenzfliche D und den dabei entstehenden inneren Kanten EL;,
mit

EIIE C U Dz N Dj fiir Di’j S D%, (462)
1<i<j<4

assoziiert werden konnen. In den unverfeinerten Elementen 7y der Triangulierung
Tr(€2) entsprechen die Pufferansatzfunktionen den Ansatzfunktionen wh, der Grenz-
fliche und es gilt

wh, in Ty C suppy, wp,
P . _ Mg
Wp, = r . M, r ) (4.63)
! > comWp,, inTps C U5 suppr, wp),,
m=1

wobei und [ = 1... M. Dabei bezeichnet Ng die Anzahl der der Zerlegung einer
Grenzkante entsprechenden Ansatzfunktionen der Ordnung p. Mg entspricht der
Anzahl der Ansatzfunktionen der Ordnung p, die mit der Zerlegung einer Grenz-
fliche assoziiert werden kénnen, zuziiglich jener Ansatzfunktionen, die den bei dieser
Zerlegung entstehenden inneren Kanten zugeordnet werden kénnen und es gilt nach
Abschnitt 3.2.2

Ne = 2p, (4.64)
Mg =4p(p— 1) + 3p. (4.65)

1€ rager er nsatziunktionen un S1n ur cn zZweldalmensionalen
Die T der Ansatzfunkt wgk d w Ei d fiir d d 1

Fall in Abbildung 4.9 beispielhaft fiir Ansatzfunktionen erster Ordnung dargestellt,
wobei hierfiir gilt

Wi = wiT) + Wi, (4.66)



Finite-Elemente-Ansatzfunktionen inkonsistent verfeinerter Netze 51

Die Aufspaltung des Funktionenraums WP in Ansatzfunktionen, die weder mit
einer Grenzkante E¢ oder Grenzfliche DY noch mit deren Zerlegungen ES, DS,
und inneren Kanten EL assoziiert werden kénnen und in Pufferansatzfunktionen
ergibt

W = M@ P, (4.67)
P ="Pr @ Pp, (4.68)
mit

M = {wl € W | w$! nicht assoz. mit E¢, DY ES, DS, BL c T,(Q)},  (4.69)
Pr = {wp, € W' | wi, assoz. mit Ef C T,(Q)}, (4.70)
Pp = {w}p, € W' | w] assoz. mit D{ C T,,(Q)}. (4.71)

Damit liisst sich der FE-Ansatz aus (3.53) mit w; € WP wie folgt schreiben

No N M
EM" — Z xjw? + Z Trwh, + Z Wy, (4.72)
j=1 k=1 I=1

wobei N der Anzahl aller Ansatzfunktionen entspricht, die nicht mit einer Grenz-
kante bzw. Grenzfliche oder deren Zerlegungen assoziiert werden konnen. Mit dem
Ansatz (4.72) und der diskreten Form (4.60) des betrachteten Randwertproblems
kann die FE-Formulierung unter Verwendung von Pufferansatzfunktionen zur Beriick-
sichtigung inkonsistenter Triangulierungen, die durch ungleichméflige, hierarchische
Verfeinerung entstanden sind, wie folgt notiert werden.

Problem 4.1 (Finite-Elemente-Formulierung). Finde E}” € M&Pg@® Pp so, dass
gilt:

a(Eg”,v;) = 2jkobu (v;) Yo, € M & Pr @ Pp. (4.73)

Mit dem Ansatz (4.72) und der Definition der Pufferansatzfunktionen (4.61), (4.63)
lasst sich Problem 4.1 zu

No N M
Z zja(ws, v;) + Z zra(wy, ,v;) + Z za(wp,, v;)
j=1 k=1 I=1

N Ng M Mg
I's I's
+ E : E :kaEkna<wEkn7vi) + E : E :xchzma(’lem7’Ui>
k=1 n=1 I=1 m=1

= jkonobu(vi), (4.74)

fiir alle v; € M @® Pg @ Pp umformen. Damit folgt bei entsprechender Aufspaltung
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der Testfunktionen

Ng N M
Z xja('w?, v$) + Zxka('wgk, v$) + Z zia(wh,, vi)
=1 k=1 I=1

N Ng M Mg

Q

+ E E TCEna( 'wEkn, )+ E E T1Cpyma( lem,'v )
k=1 n=1 I=1 m=1

= jkonobr(v)  fiiri=1...Ng, (4.75a)

Ngq Ng NG
Q T Q . I's
§ :xja(wj ,vg,) + E E zjcpra(w;, vg)
j=1 j=1 r=1
N M
§ : r T 2 : r ,r
k=1 =1
N Ng M Mg Ng
s . TIs
+ )Y mepmepa(wid, V) + > Y Y miepmesa(wi,, vi)
k=1 n,r=1 =1 m=1 r=1
Na
- r r .
= jkono(bu(vg,.) + E cprbu(vg,)) firi=1...N, (4.75b)
r=1
Nog Mg
FE
E zja(w, vp,) + E E zjcpsa(ws, vy)
j=1 s=1
N M
r T r ,r
+ E rra(wg, ,vp,) + g zia(wp,, vp,)
k=1 =1
N Ng Mg M Mg
+ TrCEmCD,sa(W5E, V) + T1CDmCD, (W V)
kCExntD;s Exny Y D;s 1“Dym&D;s Dym> ¥ D;s
k=1 n=1 s=1 =1 m,s=1
Mg
= jkono E cp,sbr(vp) firi=1...M, (4.75¢c)
s=1

und das Gleichungssystem lésst sich in Matrixschreibweise darstellen

RAR”x = jkonoRb, (4.76)
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mit
A=A AL, AL, 0 0 (4.77)
NI N
_XQ
x= |xb|, (4.78)
XD
[T 0 0 0 0
R=1|010 Cg 0|, (4.79)
001 0 Cp
T
(jE:[CE1 Cpy ... CEN] s (480)
CD: [CD1 Cp, CDM]T7 (481)
Cp, = [CEkl CE2 .- CEkNG]T, (482)
Cp, = [CDZI Cpg2 ... CDZMG}T- (483)

Die Systemmatrix A ist dabei ohne Beriicksichtigung der Stetigkeitsbedingungen
an den Grenzkanten und Grenzflichen der inkonsistenten Triangulierung erstellt.
Die Matrix R stellt in diesem Zusammenhang einen Restriktionsoperator dar, der
die Beziehung zwischen den Pufferansatzfunktionen und den Ansatzfunktionen der
inkonsistenten Triangulierung herstellt

W2

W Wi
WE| =R | W} |, (4.84)

wj W

W

wobei fiir die Matrizen der Ansatzfunktionen gilt
W= [w? wd ... wl]", (4.85)
Wp = [wh wf ... ng]T, (4.86)
Wi = [wgl wp, .. ng]T, (4.87)
Wh = [wh, wh ... owh ], (4.83)
Wi, = [w), wh, ... ng]T, (4.89)
W= [wh why, . owlE ] (4.90)
W,gz = [wgzll 'wgzﬂ wgzMMG]T. (4.91)

Demgemif bezeichnet der Ausdruck RART die Restriktion der Matrix A. Die Ko-
effizientenmatrizen Cg und Cp bestehen aus den Koeffizienten, die aus den Super-
positionen der Ansatzfunktionen der unterteilten Grenzkanten bzw. Grenzflichen
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in der Herleitung zur Konstruktion der Pufferansatzfunktionen in Abschnitt 4.2.1
und Abschnitt 4.2.2 bekannt sind. Der Vektor x% bzw. x2 geniigt entsprechend den
unbekannten Koeffizienten der Pufferansatzfunktionen der Grenzkanten bzw. Grenz-
flachen der zugrunde liegenden Diskretisierung.

4.3 Prolongation und Restriktion

Wie in Abschnitt 4.2 angedeutet lédsst sich wegen der affinen Invarianz des Funktio-
nenraums WP [Mon03, S. 130ff] und der verwendeten Unterteilung eines Tetraeders,
wie in Abbildung 4.2 gezeigt, jede Ansatzfunktion des W"® durch die des W"s+1:P
darstellen. Im Folgenden wird dies fiir Ansatzfunktionen der Ordnung p = 1 durch-
gefithrt, um die Notation {ibersichtlich zu halten.

4.3.1 Darstellung der Ansatzfunktionen des W” eines Tetra-
eders T' durch die seiner Zerlegung Tv

Gegeben ist die Unterteilung 7% eines Tetraeders T', wie in Abbildung 4.2 dargestellt.
Da fiir die Ansatzfunktionen gbf”“ € V! mit hy = 2h;.1, nach Tabelle 3.3 gilt

Pl = N (4.92)

(2

ergibt sich fiir die Darstellung der Ansatzfunktionen gzﬁlho des unverfeinerten Tetra-
eders T' durch die Ansatzfunktionen qb;.“ der Zerlegung 7% nach (4.8) - (4.11)

b= Ol (O Ol ), (4.9
b = ol + (6t o ), (4.94)
Lo = ol 4 508 + ol + o), (4.95)
b0 = 68+ 308" + 0l + ob). (4.96)

Die Ansatzfunktionen erster Ordnung u?j’“ ¢ A"! kénnen nach Tabelle 3.4 wie folgt

notiert werden
ull = AEVATE — \ETARE (4.97)

wobei 'u,?jk mit der Kante E(N;, N;) assoziiert wird. Damit existieren fiir das Te-
traeder T sechs Ansatzfunktionen u?jo erster Ordnung und 25 Ansatzfunktionen
u?jl fiir die in Abschnitt 4.1 beschriebene und in Abbildung 4.2 gezeigte Untertei-
lung 7%. Die Vorgehensweise zur Darstellung der Ansatzfunktionen u?f durch die
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Ansatzfunktionen u?jl der Zerlegung, wird anhand der mit der Kante E(Ny, Ny)
assoziierten Ansatzfunktion gezeigt

ud = NOVAP — A0V AR (4.98)
Mit den Gleichungen (4.8) bis (4.11) und (4.12) bis (4.15) eingesetzt in (4.98) folgt

1 1
ulo = [\ 4 3 (NI + A2+ N VI + 3 (NI + A+ A1)

1 1
— [\t 3 (AP + A2+ A VN + 3 (AP + A2+ 28] (4.99)

Ausmultiplizieren des Ausdrucks der rechten Seite und mithilfe der folgenden Iden-
titdten fiir die zugrunde liegende Zerlegung T

APV — NIty )\ = 0,
AT — NI\ = g,
M A — g\l =,
AIVAR - NI\ = 0,
AMIVAR — APV = 0,
ATV — AV = 0,
AMIVAR — A\ = 0, (4.106

ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (4.97) fiir die Ansatzfunktion des un-
verfeinerten Tetraeders der Ausdruck

1
h h h h h h h h
Ugy + uyi) + Z(uﬁ + gy — wgs + usy — Uy + UGE). (4.107)

Fiir die verbleibenden Ansatzfunktionen des unverfeinerten Tetraeders ergibt sich
entsprechend

wly = (ulh ) + (s — ol bl sl bl ), (4109
wly = (uly+ ) + (ol ol oy bl bl ), (4109
wly =3 (ulh 4 ul) + (uky — bt bl — bl ), (4110)
wly =3 () + (ol bl - ul) bl bl ), (411)
wly = (ulh ) + (ol — i — g+l uld) (4.112)

Damit lassen sich nach Definition (3.30) der Basis WP in gleicher Vorgehensweise
die Ansatzfunktionen des Tetraeders T' des Funktionenraums WP?(T') durch die der
Zerlegung Ty, des Funktionenraums WP(Ty) ausdriicken, und es gilt

Whor — RZ(I)WhLP’ (4.113)
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Abbildung 4.10: Besetzungsstruktur der Restriktionsmatrix RZ? eines Tetraeders

fiir die Ansatzfunktionen w¥, wh wht € WH4(T). Hierbei werden die Ansatz-
funktionen w%‘“ mit den Kanten, w}g“ mit den Flachen und w}T”“ mit den Tetraedern
assoziiert. Die Anzahl der Nicht-Null-Elemente betrédgt nz = 5133.

wobei sich die Matrizen W"? und W"? der Ansatzfunktionen wie folgt zusam-
mensetzen

T

WP = [ty L wi], Lt wt € WP N = dim{WHY (4.114)

Die Matrix RZ? wird als Restriktionsmatriz bezeichnet und stellt eine Verallgemei-
nerung der in Abschnitt 4.2.3 beschriebenen Restriktionsmatrix zur Beriicksichti-
gung héngender Unbekannten dar. Sie beinhaltet die in den Gleichungen (4.107)
bis (4.112) gewonnenen Koeffizienten und weist die in Abbildung 4.10 dargestellte
Besetzungsstruktur auf.

Da sich die in diesem Unterkapitel beschriebene Vorgehensweise zur Ermittelung der
Koeffizienten zur Darstellung der Ansatzfunktionen des Tetraeders durch die seiner
Verfeinerung fiir Ansatzfunktionen hoherer Ordnung aufwendig gestaltet, konnen
diese auch numerisch berechnet werden. Hierzu wird die Darstellung der Ansatz-
funktionen des Tetraeders

N1
wi® = "ryw!t fiiri =1... Np, mit w® € WP w!t e WP (4.115)
j=1

durch Testen mit den Funktionen w’ € WM und mittels Integration iiber das
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Tetraeder T in die Gewichtete-Residuen-Formulierung iiberfiihrt
Zrij/whl w dQ = /w whdQ firn=1...N;,i=1...N,. (4.116)

Damit ergibt sich das folgende Gleichungssystem zur Bestimmung der i-ten Zeile !
der Restriktionsmatrix aus (4.113)

mit den Beitragen
T, = /wgl -w!t dQ, (4.118)
T
bin = /wf; -l dQ. (4.119)
T

Wegen der Regularitdt der Massenmatrix T existiert fiir jede Anregung b; eine
eindeutige Losung r; und die Restriktionsmatrix ergibt sich aus diesen in folgender
Form

T

Rj*=[r;1 12 ... ry] (4.120)

4.3.2 Prolongations- und Restriktionsoperator

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist das Randwertproblem 3.1 mit der
zugehorigen FE-Formulierung aus Problem 3.3 fiir homogene Randbedingungen auf
'z und mit 092 = ' U T'y. Weiterhin ist eine Hierarchie tetraedrischer Triangulie-
rungen 7, (2) des Feldgebiets §2 mit hy = 2hy41 gegeben

Tho CThy C ... C Ty, C ... CThy, (4.121)

die, wie in Abschnitt 4.2 gezeigt, eine Hierarchie des verwendeten Funktionenraums
WP heziiglich der Netzfolge bedingt

wWhor c Whe ... c WheP ... c Whae, (4.122)

Die verschiedenen Triangulierungen miissen dabei nicht durch gleichméfige, hier-
archische Verfeinerung erstellt sein, sondern sind im allgemeinen Fall durch un-
gleichméfige, hierarchische Verfeinerung gewonnene inkonsistente Triangulierungen.
Abbildung 4.3 zeigt beispielhaft eine durch gleichméfige, hierarchische Verfeinerung
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Phk+1
CNk hi CNe+1
¢« —_—— 3
Chk>p Chk+17p
C

- —_—
Whi:p Whie+1.p

Abbildung 4.11: Beziehung zwischen dem Prolongationsoperators PZ:“ und den
Funktionenrdumen W"® und Whk+1:»,

hervorgerufene Triangulierung. Ausgehend von der betrachteten FE-Formulierung
in (3.56) lasst sich die folgende Abbildung formulieren

Cher : CNe —s WP, (4.123)
N
X"P Zx?k’pwi mit w; € WP N, = dim{W"*}, (4.124)

=1

mit x"P =[PP g P)T Somit kann jede Ansatzfunktion w € WP mit
einem Koeffizientenvektor x"»? € C"? assoziiert werden. Der FE-Ansatz (3.53) mit
E"? — Cher(x?) fithrt nach (3.57) auf ein Gleichungssystem der Form

Alepxhi? — jlon phep, (4.125)

Der Prolongationsoperator PZZ“ beschreibt fiir die Losung x"? des Gleichungssys-
tems (4.125) folgenden Zusammenhang [Hac03, S. 66ff]

Chep (xP) = Chk+1vP(PZ:+1xhk7p)’ (4.126)

wobei XM +1P = PZ’;“xhk’p den zu dem Funktionenraum W+ gehérenden Koef-
fizientenvektor bezeichnet. Diese Beziehung ist in Abbildung 4.11 veranschaulicht.
Bezeichnet W? die in dem Gleichungssystem (4.125) verwendeten Ansatzfunktio-
nen w; € WP mit

T
hi,p’

WP = [w, wy ... wy,] N;, = dim{W"#}, (4.127)
so lassen sich die Ansatzfunktionen der Triangulierung 7, durch die der verfeinerten
Triangulierung 7y, ., wegen der perfekt geschachtelten Funktionenrdume Wher
W!k+1P und nach den Ausfithrungen in Abschnitt 4.3.1 mit dem Restriktionsoperator
RZ’;H wie folgt ausdriicken

Whep — RZk Wk+1P (4.128)

k+1
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Unter Verwendung der Beziehung (4.126) ergibt sich fiir die Abbildung C"+1? der
prolongierten Koeffizienten x"+1

Cherip(ghen) = (xMe1)TWherp, (4.129)
= ()T (Pt Wk B2 Cheroer) - (4130)

womit gilt
Whep — (PZ:H)TW%HJD7 (4.131)

und wegen Gleichung (4.128) damit folgende Beziehung zwischen dem Prolongati-
onsoperator PZ:“ und dem Restriktionsoperator RZ:+1 gegeben ist

hit1
Ry = (Pyr)T (4.132)






Kapitel 5

Adaptive
Finite-Elemente-Verfahren

Um zuverlédssige und prézise numerische Ergebnisse bei der Simulation elektroma-
gnetischer Strukturen mithilfe der in Kapitel 3 vorgestellten FE-Verfahren zu er-
halten, sind fiir viele realistische Probleme FE-Netze mit hoher Netzdichte und FE-
Ansatzfunktionen héherer Ordnung notwendig. Dies fithrt zu einer groffen Anzahl an
Freiheitsgraden und damit zu einem sehr hohen numerischen Aufwand. Ein Ansatz
den numerischen Aufwand zu verringern besteht darin a priori Wissen bei der Vertei-
lung der Freiheitsgrade effizient einzubringen. So kann z. B. bei der Konstruktion des
FE-Netzes im Vorhinein die Netzdichte in der Ndhe von Singularitdten im Feldgebiet
[Bla91, S. 116ff] sowie in Bereichen glatter Felder die Ordnung der Ansatzfunktionen
erhoht werden. Diese Vorgehensweise ist fiir praktische Problemstellung jedoch meist
unzureichend, da zum einen diese Bereiche im Feldgebiet zunéchst erkannt werden
miissen und zum anderen unklar ist, in welchem Mafle z. B. die Netzdichte oder die
Ordnung der Ansatzfunktionen erhht werden muss, um eine bestimmte Genauigkeit
zu erhalten. Die adaptiven FE-Verfahren liefern einen Ansatz um diese Problematik
zu umgehen und den numerischen Aufwand zu verringern ohne dabei die Zuverléssig-
keit und die Genauigkeit der Ergebnisse zu beeintréichtigen [GB86]. Die effiziente
Verteilung der Freiheitsgrade wird dabei innerhalb eines adaptiven Prozesses aus-
gehend von einer initialen numerischen Losung des zugrunde liegenden Problems
durch Verwendung sogenannter lokaler a posteriori Fehlerindikatoren bzw. lokaler a
posteriori Fehlerschdtzer ermittelt, die einzelnen Regionen oder Elementen des FE-
Netzes einen Schitzwert des FE-Fehlers in einer dem Problem zweckméfBigen Grofie
zuweisen. Dabei kann z. B. in Regionen grofler Fehler die benétigten Freiheitsgra-
de entweder durch Verfeinerung des vorliegenden FE-Netzes (h-Adaptivitét), oder
durch Erhohen des Grades der Ansatzfunktionen (p-Adaptivitit), oder durch Kom-
bination beider Methoden (hp-Adaptivitit), oder durch Verschieben der Knoten des
FE-Netzes (r-Adaptivitit) hinzugefiigt [GB86], [SB91, S. 571f]. Algorithmus 5.1 zeigt
den prinzipiellen Ablauf eines adaptiven FE-Verfahrens. In der vorliegenden Arbeit
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Algorithmus 5.1 Prinzipieller Ablauf eines adaptiven FE-Verfahrens unter Ver-
wendung lokaler, a posteriori Fehlerschétzer.
Berechne initiale FE-Losung.
while err > TOL do
Berechne lokale Schéatzwerte des Beitrags zum FE-Approximationsfehler.
Markiere die Freiheitsgrade mit den grofiten Beitragen.
Verfeinere die markierten Freiheitsgrade.
Berechne den globalen Schétzwert err des FE-Approximationsfehlers.
Berechne die FE-Losung der angepassten Diskretisierung.
end while

werden ausschliefllich h-adaptive FE-Verfahren behandelt. Diese bieten die Moglich-
keit angepasste Netze zu erzeugen und sind damit bei nicht glatten Losungen, wie
dies unter anderem bei Anwesenheit von Singularitdten im Feldgebiet auftritt, es-
senziell fiir die Wiederherstellung der Konvergenzordnung [Sch98, S.89], [AS98].
Hierfiir wird ein impliziter lokaler a posteriori Fehlerindikator vorgestellt, der je-
dem Tetraeder des FE-Netzes einen Schétzwert des FE-Fehlers zuordnet und damit
die Grundlage fiir den adaptiven Prozess legt. Der vorgestellte Fehlerindikator wird
in den Streuparametern ausgedriickt, da bei der FE-Analyse passiver Mikrowellen-
strukturen hiufig nicht die Feldgrofie an sich von Interesse ist, sondern vielmehr die
integralen Gréfien.

Ausgangspunkt der Betrachtungen der folgenden Unterkapitel ist die FE-Formulie-
rung aus Problem 3.6 mit der reguldren Triangulierung 75,(€2) des Feldgebiets €.
Die Ordnung p der Ansatzfunktionen wird zur Diskretisierung als homogen iiber
das gesamte Feldgebiet vorausgesetzt.

5.1 Konvergenz

Betrachtet wird das Feldgebiet {2 mit den disjunkten Teilrdndern I'g, 'y und I'p mit
0} =T'gUl'y Ul p. Hierbei werden homogene Randbedingungen auf dem Dirichlet-
Rand I'g und dem Neumann-Rand I'y angenommen. Die Anregung erfolgt wie in
Abschnitt 3.4 beschrieben iiber den Tor-Rand I'p.

Unter der Annahme hinreichend glatter Losungen des Problems kénnen im FE-
Kontext a priori Aussagen iiber den Approximationsfehler getroffen werden. Dieser
geniigt fiir die exakte Losung E € H'T'(Q) und mit der Losung E™P € W C
H(rot; Q) des FE-Problems fiir hinreichend kleine ElementgroBen h der folgenden
Abschétzung [Mon92]:

|E - EWHH( ) S Cpmnter | B

H7'+1(Q) . (51)

rot;2
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Mit r wird in diesem Zusammenhang der Regularitéitsindex bezeichnet und C' ist
eine von der Elementgréfie 2 unabhingige Konstante. Der Funktionenraum H™ ()
meint dabei den Sobolev-Raum, dessen Funktionen (r + 1) schwache Ableitungen
auf (2 besitzen

H Q) :={E € L'(Q) | D°E € L"™'(Q) mit |a|] <7+ 1}, (5.2)
mit dem Multiindex o = (v, ..., a;) und den Ableitungen D*E mit
o E
D°E = ————— (5.3)

aq Y
8x1 e ax%n

la| = ZO"" (5.4)

Die Ableitungen aus (5.3) sind dabei im schwachen Sinne zu verstehen, d. h. fiir
p,q € L*(Q) gilt

/p-DawdQ:/q-'wdQ Vw € C3°(Q), (5.5)
Q 0

wobei mit g die a-te schwache Ableitung D“p von p bezeichnet wird. Entsprechend
gilt fiir das innere Produkt des H" ™ (2) sowie fiir die damit induzierte Norm ||.|

Hr+1
(U, V)yri1(q) = Z (D%u, D) 12(q), (5.6)
|| <r+1
1
HU’HHT-H(Q) = ((’uﬂ“')%t’“rl(ﬂ))2 ) (5.7)

mit u,v € H™(Q).

Da im Rahmen der FE-Simulation von Mikrowellenstrukturen haufig nicht der Feh-
ler in den Feldgrofien von Interesse ist, sondern vielmehr der Fehler in den integralen
Groflen, wird im Folgenden eine Abschéitzung von (5.1) in Streuparametern ausge-
driickt. Mithilfe des linearen Ausgangsfunktionals (3.85) aus Problem 3.5, kann der
durch die FE-Approximation entstandene Fehler ASy; = Sy — S,ill’p in den Streupa-
rametern angegeben werden

|AS)| = |Sk — S| (5.8)
= (B — fu(E7), (5.9)

wobei E; € H(rot;Q, 'y UT'p) & M die Losung des schwachen Problems und
E"" € W)P @ Wi die Losung des entsprechenden FE-Problems bezeichnet. Die
Verwendung der Beziehungen (3.81) und (3.82) fiihrt fiir den Ausdruck der rechten
Seite auf

| fi(BY) — fi( D))
= Cy|a(Ey, E)) — a(Ey, E}')| (5.10)
= C\|a(Ey, E) — a(Ey, E}'") + u(Ey, E)) — u(Ey, E}')|, (5.11)
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wobei C} := (2komo)~'. Mit der Definition (3.75) des Randterms am Tor und der
Aufspaltung der elektrischen Feldstérke in (3.72) bzw. (3.91) ergibt sich unter Ver-
wendung der Modenorthogonalitét (3.62) und der Ndherung

u(Ey, Bl'") ~ —by, (5.12)
dass
wW(Ey, E)) — u(Ey, E}"") = —0 + 6 = 0. (5.13)
Damit folgt fiir (5.11)
|F(Br) = fu(BY7)| = Crla( By, AEy)|, (5.14)

mit AE, .= E;, — E;"p . Ausnutzen der Galerkin-Orthogonalitét
a(E; — E"" E") =0 (5.15)

liefert bei Addition der rechten Seite von (5.14) mit Null und unter Verwendung der
Symmetrie der Bilinearform den Ausdruck

|ASy| = Ci|la(AE,, AE))|. (5.16)
Einsetzen der Definition (3.69) fiir af(.,.) ergibt
|ASk| = C1|S(AE, AE)) — kX T.(AE,, AE))|
< C(|S(AE, AE)| + K| T-(AE, AE)))
< Cymax(k3, 1)(S(AE, AE)) + T.(AE,, AE)))
= Cymax(kj, 1)(AE, AE))y(on0)-

Mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung kann eine Abschétzung gegeniiber der
H(rot; )-Norm getroffen werden, und es gilt

(AEk’ AE1>H(r0t§Q) < HAE}CH’H(rot;Q) HAEZHH(rot;Q) : (521>

Anwenden von (5.21) auf (5.20) und Einsetzen der Ungleichung (5.1) liefert die
Abschétzung fiir den Fehler in Streuparametern

AS| < Coh2m 7 || B, (5.22)
mit Cy := C?*Cy max(k2, 1).
Die Abschitzungen (5.1) und (5.22) kénnen unter Beriicksichtigung, dass die An-

zahl der Freiheitsgrade N der Diskretisierung proportional zu 1/h? ist, wie folgt
ausgedriickt werden

L min{p,r
|E = E" ||, 000y < ON 73 B g (5.23)
[ASy| < CoN=EMMET | BIGng) (5.24)

Die Konvergenz des Fehlers zwischen exakter und approximierter Losung ist damit
beschrinkt durch die Ordnung p der Ansatzfunktionen und durch die Regularitat r
der Losung.
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Abbildung 5.1: WR90 Rechteck-Hohlleiter. Schematische Darstellung der Struktur.
Abmessungen: a = 22.86 mm, b = 11.43 mm und [ = 50 mm. Die relative Permitti-
vitat betridgt €, = 1. Die relative Permeabilitdt betragt pu, = 1.

Tabelle 5.1: WR90 Rechteck-Hohlleiter. Berechnete und prognostizierte Konvergenz-
raten.

Konvergenzrate in h
Ordnung p Berechnet Prognostiziert

1 0,6549 2/3
2 1,3678 4/3
3 2,0215 2

4 2, 6442 8/3

5.1.1 Konvergenzraten am Beispiel glatter Felder

Im Folgenden wird der in Abbildung 5.1 gezeigte Rechteck-Hohlleiter mit € = ¢
und g = po betrachtet. Dieser wird bei der Frequenz f = 10 GHz betrieben und
iiber zwei Tore, die sich an dessen vorderer und riickwéartigen Querschnittsfliche
befinden, gespeist. Da fiir die exakte Losung E des Problems 3.4 der betrachteten
Geometrie gilt, dass E € C§°(Q2) ist, kann unter Verwendung homogener h- und p-
Verfeinerung des entsprechenen FE-Problems 3.6 die in (5.22) gezeigte Konvergenz
von O(h?) beziiglich des Approximationsfehlers in den Streuparametern validiert
werden. Abbildung 5.2 zeigt die berechneten Konvergenzkurven fiir die in dieser Ar-
beit verwendeten Ansatzfunktionen des W fiir verschiedene Ordnungen p. Die aus
Abbildung 5.2 erhaltenen Konvergenzraten sind in Tabelle 5.1 aufgefithrt und liefern
eine gute Ubereinstimmung mit den prognostizierten Konvergenzraten aus (5.22).
Neben den Konvergenzraten beziiglich der homogenen h-Verfeinerung ist in Abbil-
dung 5.2 ebenfalls angedeutet zu erkennen, dass die Konvergenz beziiglich der homo-
genen p-Verfeinerung wesentlich hoher ist als die der homogenen h-Verfeinerung. Die
p-Konvergenz ist dabei einzig durch die Regularitét der exakten Losung beschréankt
[Dem07, S. 87ff] und ist damit fir hinreichend glatte Losungen das Mittel der Wahl.
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Abbildung 5.2: Konvergenz der FE-Methode fiir E™ € W"P am Beispiel eines
Rechteck-Hohlleiters mit € = g9 und pu = po ausgedriickt in dem Streuparameter
S1a. Als Referenz dient die analytische Losung des zugrunde liegenden Problems.

Tabelle 5.2: Gekriimmter Rechteck-Hohlleiter. Berechnete Konvergenzraten bei ho-
mogener h-Verfeinerung.

Ordnung p Konvergenzrate in h

1 0,3918
2 0,4377
3 0, 5188
4 0, 5045

5.1.2 Konvergenzraten am Beispiel singulirer Felder

Betrachtet wird der in Abbildung 5.3 dargestellte, um 90° gekriimmte Rechteck-
Hohlleiter. Dieser wird an den beiden Querschnittsflichen iiber zwei Tore bei der
Frequenz f = 10 GHz angeregt. Als Referenzlosung wird die FE-Losung des dquiva-
lenten zweidimensionalen E-Ebenen-Problems, das mithilfe einer starken h-Verfei-
nerung und fiir die Ordnung p = 3 berechnet wurde, herangezogen [KW90]. Abbil-
dung 5.4 zeigt die berechneten Konvergenzkurven. Hierbei ist zu erkennen, dass die
homogene h-Verfeinerung fiir verschiedene Ordnungen p der Ansatzfunktionen néhe-
rungsweise dieselben Konvergenzraten liefert. Diese sind in Tabelle 5.2 aufgefiihrt.
Die Konvergenz ist damit nicht mehr abhéngig von der Ordnung p der Ansatzfunk-
tionen, sondern wird bestimmt durch die Singularitdt im Feldgebiet. Im Hinblick
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Abbildung 5.3: Gekriimmter Rechteck-Hohlleiter. Schematische Darstellung der
Struktur. Abmessungen: a = 22,86 mm, b = 11,43 mm, [ = 45,72 mm und a = 90°.
Die relative Permittivitat betragt €, = 1. Die relative Permeabilitéit betragt u, = 1.

auf die Ergebnisse in Abschnitt 5.1.1 bedeutet dies, dass der Nutzen den Elemente
hoherer Ordnung mit sich bringen bei Problemen, die in nicht-reguldren Losungen
resultieren, verloren geht.

Einen Ausweg liefern hierfiir Problem angepasste Netze, die den Einfluss der Regula-
ritdt der Losung auf die Konvergenzrate eliminieren [BKP79] und es damit ermogli-
chen die Konvergenzraten wiederherzustellen, die fiir regulére Losungen erzielt wer-
den. Eine Moglichkeit, solche Problem angepasste Netze zu erzeugen, liefern die
sogenannten geometrisch abgestuften Netze [SBI1, S. 65ff], [AN98]. Diese benotigen
allerdings nicht nur a priori Wissen iiber die Lage der Singularitéiten im Feldgebiet,
sondern ebenfalls iiber die Natur der Singularitdten, was bei realen Problemstellung
zumeist nicht gegeben ist. Eine weitere Moglichkeit Problem angepasste Netze zu
erzeugen ist durch die h-adaptiven Verfahren gegeben, die Gegenstand der vorlie-
genden Arbeit sind und deren prinzipieller Ablauf in Algorithmus 5.1 dargestellt ist.
In den folgenden Unterkapiteln wird ein lokaler a posteriori Fehlerindikator vorge-
stellt, der fiir die Realisierung solcher h-adaptiver Verfahren zur Erzeugung Problem
angepasster Netze essenziell ist. Die konkrete Verwirklichung eines h-adaptiven FE-
Verfahrens ist in dem letzten der beiden Unterkapiteln besprochen.

5.2 Formulierung eines zielorientierten a poste-
riori Fehlerindikators fiir Streuparameter

Um ein adaptives FE-Verfahren entwickeln zu kénnen, sind lokale Fehlerindikatoren
bzw. lokale Fehlerschétzer unentbehrlich. Im Kontext der h-adaptiven FE-Verfahren
weisen sie den Elementen des FE-Netzes Schétzungen des Beitrags zum Approxi-
mationsfehler der FE-Losung des gegebenen Problems zu. Je nach Formulierung
des Fehlerschéitzers konnen bspw. Kanten, Fldchen oder Tetraedern solche lokalen
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Abbildung 5.4: Konvergenz der FE-Methode fiir E™” € WP am Beispiel eines ge-
kriimmten Rechteck-Hohlleiters mit € = ¢y und p = pp ausgedriickt in dem Streupa-
rameter Spo. Als Referenz dient die zweidimensionale, dquivalente E-Ebenen-Losung
des zugrunde liegenden Problems.

Schitzwerte zugewiesen werden. In der vorliegenden Arbeit wird ein Fehlerindika-
tor vorgestellt, der die lokalen Schéatzungen des Fehlerbeitrags ausschliefilich den
Tetraedern der Triangulierung zuweist. Da fiir die Berechnung dieses lokalen Fehler-
indikators eine bereits numerisch berechnete Losung benotigt wird, zahlt dieser zu
den lokalen a posteriori Fehlerschétzern.

Unter ihnen kann zwischen den expliziten a posteriori Fehlerschétzern und den impli-
ziten a posteriori Fehlerschitzern unterschieden werden. Hierbei verwenden die ex-
pliziten a posteriori Fehlerschétzer direkt die Residuen der aktuellen Approximation
[BR79, KGZB83|, wihrend bei impliziten a posteriori Fehlerschitzer die Residuen
indirekt bei der Schiatzung des Fehlers durch Losen kleiner linearer Gleichungssys-
teme verwenden [BR78a, BR78b]. Fiir elliptische Randwertprobleme kénnen in die-
sen zwei Fallen beidseitige Schranken des Fehlers angegeben werden [Ver94, Ver89).
Bei den expliziten Fehlerschétzer tragen dabei typischerweise mehrere Arten von
Residuen, skaliert durch Konstanten, die von der Netzweite h abhéngig sind, zu
dem Schétzwert bei. Diese sind in der Regel jedoch unbekannt und miissen eben-
falls geschétzt werden. Dies fiithrt bei dieser Art von Fehlerschatzern oftmals zu
unscharfen, pessimistischen Schiatzungen [AO00, S.43f]. Diesen Nachteil versuchen
die impliziten Fehlerschétzer zu umgehen, indem lokale Hilfsprobleme konstruiert
werden, die auf kleine Gleichungssysteme fiihren, die es zu losen gilt. Diese fithren
oft auf lokale Neumann-Probleme, deren Schwierigkeit darin besteht, die Randbe-
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dingungen in Ubereinstimmung mit den inneren Residuen zu formulieren um ein gut
gestelltes Problem zu erhalten [AO00, S.111ff]. Einen Ansatz hierfiir liefern unter
anderem sogenannte Fquilibrated Residual Methoden [Kel84], die den Fluss iiber
den Elementrand mit dem inneren Residuum abgleichen. Eine weitere Moglichkeit
besteht darin, die lokalen Probleme iiber einen Raum angepasster Funktionen zu
formulieren, damit das Problem gut gestellt ist [Ver89], [AO00, S.52f]. Ein Nachteil
dieser Vorgehensweise ist die starke Abhéngigkeit der Qualitéit des Fehlerschétzers
von diesen angepassten Funktionen [Ain96].

Ein wichtiger Vertreter der impliziten Fehlerschétzer sind die sogenannten zielori-
entierten a posteriori Fehlerschéitzer. Diese formulieren den Fehler dabei in einer
GroBe, die fiir das zugrunde liegende Problem von speziellem Interesse ist [BRO1].
Dies ermoglicht es adaptive Verfahren zu konstruieren, die erzielen, dass die Genau-
igkeit direkt in dieser Zielgrofle verbessert wird. Solche zielorientierten Ansétze fiir
adaptive Verfahren resultieren meist in einer starken Reduzierung des rechnerischen
Aufwands, da nur jene Merkmale in der Losung, die die Zielgrofle stark beeinflussen,
aufgelost werden. Im Folgenden wird daher ein zielorientierter, impliziter a poste-
riori Fehlerschétzer vorgestellt, der es ermdoglicht den Fehler direkt in den Streupa-
rametern zu schitzen. Hierbei wird, im Hinblick auf das h-adaptive Verfahren, der
Fehlerschétzer in den Streuparamtern beziiglich der Verfeinerung in h ausgedriickt.
Der im Folgenden vorgestellte Fehlerschitzer orientiert sich an den Ausfithrungen in
[IHDEO0G6]. Der wesentliche Unterschied zu [IHDEO6] besteht darin, dass neben der
Moglichkeit hohere Moden bei der Anregung zu beriicksichtigen, der Fehlerschétzer
héngende Unbekannte unterstiitzt, und damit im Rahmen der A-Verfeinerung im
adaptiven Prozess eine untere Schranke der Elementqualitéit gesichert bleibt.

5.2.1 Darstellung des Fehlers in der Zielgrofle

Betrachtet wird die FE-Formulierung aus Problem 3.6 mit der reguldren Triangu-
lierung 7,(€2) des Feldgebiets Q2. Der Rand 02 des Feldgebiets ist in die disjunkten
Teilrdandern ', 'y und I'p mit 09 = ' U5 UL p unterteilt. Weiterhin werden ho-
mogene Randbedingungen auf dem Dirichlet-Rand I'p und dem Neumann-Rand T'y
angenommen. Die Anregung erfolgt wie in Abschnitt 3.4 beschrieben iiber den Tor-
Rand I'p. Der FE-Approximationsfehler ASy; in den Streuparametern kann mithilfe
der Losung E; € H(rot;Q2) des Problems 3.5 und der entsprechenden FE-Losung
E}"" € WM dargestellt werden.

ASy = S]f:l,p — Sk (525)

= ful E[P) — fr(E) (5.26)
= f(E!" - E)). (5.27)
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Nach Gleichung (3.81) ergibt sich unter Verwendung der Symmetrie und Linearitét
von af(.,.) mit der Losung Ey,

ASy = Ca(Ey, EM — E)) (5.28)
— Ca(E)" — E,, E}) (5.29)
= C(Q(E?’p, Ek) — a(El, Ek)), ( )

)

wobei C := (2jkono) ! ist. Mithilfe der schwachen Formulierung in Gleichung (3.81
und der FE-Formulierung in (3.96) ergibt sich mit w™? € W"P der Fehler in den
Streuparametern zu

ASkl = OCL(Elh’p, Ek) — fl(Ek:> (531)
= Ca(E}", EL) — fil By) + Ca(EM?, w'P) — fi(w"P) (5.32)
= Ca(Elh’p, E; — wh’p) — fl(Ek — wh’p). (533)

Da die Losung E} des dualen schwachen Problems im Allgemeinen nicht bekannt
ist, gilt dies auch fiir den exakten Fehler in (5.33). Eine Approximation des exakten
Fehlers in den Streuparametern kann jedoch durch Hinzuziehen einer approximierten
dualen Losung E) gewonnen werden:

ASy = Ca(EM", E), — w'?) — fi( B\ — w™P). (5.34)
Diese Vorgehensweise, den Fehler in der Zielgréfe durch Hinzuziehen der dualen
Losung auszudriicken, entspricht der in [BRO1, BR95| vorgestellten Dual Weighted
Residual Method. Liegt die approximierte duale Losung in WP, so liefert die rechte
Seite aus (5.34) wegen (5.31) keinen Beitrag zu dem Fehler ASy;. Daher ist es sinn-
voll zur Darstellung der dualen Lésung einen Funktionenraum W, mit W C W,
hoherer Ordnung zu verwenden, z. B. W"2P wobei jedoch zu beachten ist, dass
damit in aller Regel die Berechnung der dualen Lésung, und folglich auch die Be-
rechnung des Fehlers aus (5.34), zu einem hohen Rechenaufwand fiithrt. Um dies
zu umgehen, besteht nun die Idee darin nicht die duale Losung selbst, sondern die
Korrektur Ek = B, — Eh’p zu approximieren. Mit der Eigenschaft, dass fiir die
Anteile von E}, die in Whp liegen, der Fehler ASy, in (5.34) unveréndert bleibt und
unter Verwendung der FE-Formulierung (3.96) gilt fiir £, € W

a( By, w®) = by, (w®) Y € W\W"?P, (5.35)

mit by, (w®) = 2jkono f(w). Damit kann fiir die Korrektur E, das folgende Problem
formuliert werden:

Problem 5.1. Finde E;, € W\W"? so, dass gilt
a(E}, w°) = b(w) — a(E?, w')  Yw® € WAW'P, (5.36)
mit E"P € Whr.

Die approximierte duale Losung kann damit zu By := EZ’p +E; notiert werden und
liefert mit (5.34) einen Fehlerindikator beziiglich der Zielgrofie in Streuparametern:

ASy = CG(E;W, Elcc) - fl(EZ)- (5.37)
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5.2.2 Herleitung der lokalen Formulierung des Fehlerindi-
kators

Betrachtet wird die FE-Formulierung aus Problem 3.6 mit der reguldren Triangu-
lierung 75, (€2) des Feldgebiets €. Der Rand 0f) des Feldgebiets ist in die disjunkten
Teilrdndern I'g, 'y und I'p mit 02 = ' U 'y U I'p unterteilt. Weiterhin wer-
den homogene Randbedingungen auf dem Dirichlet-Rand I'g und dem Neumann-
Rand I'y angenommen. Die Anregung erfolgt wie in Abschnitt 3.4 beschrieben iiber
den Tor-Rand I'p. Um eine lokale Formulierung des zielorientierten Fehlerindika-
tors zu erhalten wird neben der Losung Elh’p € W"P des Originalproblems 3.6 jene
Losung E;f/Tz’p betrachtet, die sich durch die in Kapitel 4 beschriebene hierarchische
h-Verfeinerung des Elements 7' der Triangulierung 75(2) ergibt. Die Verfeinerung
des Tetraeders T" bedingt dabei, wie in Abschnitt 4.2 beschrieben, die Verfeinerung
aller Kanten-Nachbarn dieses Elements, sowie die Einfithrung héingender Unbekann-
te an den Elementgrenzen zu den unverfeinerten Elementen, um die Stetigkeitsbedin-
gung an diesen Stellen zu erhalten. Die sich dabei ergebende Triangulierung 7y, /2(£2)
ist somit inkonsistent. Die Anderung in den Streuparametern beziiglich dieser beiden
Losungen kann im Hinblick auf die Ausfithrungen des vorhergehenden Unterkapitels
wie folgt ausgedriickt werden

ASly = fulBT) = [l BYE). (5.38)
Damit ergibt sich in analoger Weise der lokale Fehlerindikator zu
ASL = Ca(E}?, B2 — wh?) — fi(BYEY —w"?) vaw'? e W, (5.39)

wobei C' := (2jkony)~!. Bei Betrachtung der rechten Seite von Gleichung (5.39)
liefert die Wahl w"? = E}*

AS}, = Ca(E!"", AEy 1) — [i(AEyr), (5.40)
mit AEyr = E\'27 — E}”.

Da in Anbetracht des h-adaptiven FE-Verfahrens fiir jedes Tetraeder T der Triangu-
lierung der Fehlerindikator AS’,@ bereitgestellt werden muss, ist deren Berechnung
iiber die dualen Losungen infolge der Verfeinerung der jeweiligen Elemente in al-
ler Regel duflerst aufwendig. Um dennoch eine Aussage iiber den lokalen Fehler
nach (5.40) zu erhalten, wird im Folgenden ein lokales Hilfsproblem hergeleitet, das
eine Approximation AEk,T der Korrektur AE), p erlaubt, die mit geringem nume-
rischen Aufwand berechnet werden kann. Hierzu wird die vereinfachende Annahme
getroffen, dass sich bei Verfeinerung des Elements 7' die Anderung in der Losung
lediglich auf die Freiheitsgrade dieses Elements auswirkt und die Lésung im restli-
chen Feldgebiet unverdndert bleibt. Dies bedeutet, dass all jene Freiheitsgrade der
Triangulierung 75/2(€2), die nicht mit den Kanten, Fléchen und Tetraedern der Zerle-
gung Ty, des betrachteten Tetraeders T' assoziiert werden kénnen, keinen Beitrag zur
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Abbildung 5.5: Schematische Darstellung der Lokalitéit des wirksamen Gebiets fiir
das Tetraeder T" der Triangulierung 7,(£2).

Approximation AEk’T der Korrektur liefern. Damit kann das Feldgebiet €2 auf das
betrachtete Tetraeder 1" selbst, so wie dessen unmittelbare Nachbarschaft beschrankt
werden: Das Gebiet (27 beschreibt die Vereinigung aller Tetraeder T" € Ty,/2(2), die
mit der Zerlegung 7% C Tj/2(12) des betrachteten Tetraeders 7' zumindest eine Kante
gemein haben, und es gilt

o= |J T (5.41)
E(TS)NE(T")D

Hierbei bezeichnet £(T") die dem Tetraeder 7" zuordenbaren Kanten, und entspre-
chend meint £(T%) die Menge jener Kanten, die den Tetraedern der Zerlegung T%
zugeordnet werden kénnen. Abbildung 5.5 zeigt schematisch das fiir ein Tetraeder
wirksame Gebiet Q7 C 2 einer zugrunde liegenden Triangulierung 75,(€2). Um nun
einen Ausdruck fiir die Approximation AEk,T herzuleiten, wird ausgehend von dem
fiir das Feldgebiet €2 formulierte Problem 3.6

aT(EZﬁ’p, w'PP) = by, p(w"/?P) Vw2 ¢ WhiZp, (5.42)

ein lokales Hilfsproblem hergeleitet. Der Index T' bezeichnet hierbei die Assoziation
von ar(.,.) und by r(.) mit dem fiir das Tetraeder T" relevante Gebiet 2. Mit der
Definition der Approximation der Korrektur

AE, ;= EZ{%P — P}*(E), (5.43)

wobei P: / (E") jene Approximierte in W"/2P bezeichnet, die durch Prolongation
der Koeffizienten der bekannten Losung EZ’F in WP auf das (inkonsistent) verfei-
nerte Netz nach (4.126) gewonnen wird, ergibt sich fiir das lokale Problem in (5.42)
bei Subtraktion des Ausdrucks aT(P,i1 / Q(EZ’p ), w"/?P) auf beiden Seiten

ar(AEy 7, w"?P) = by p(wh??) — ap(PYP(ERP), wh?P)  vawh/2r e Whizp,
(5.44)
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Damit kann fiir die Approximation AEk,T von AFE), r das folgende sogenannte lokale
Dirichlet-Hilfsproblem formuliert werden.

Problem 5.2 (Lokales Dirichlet-Hilfsproblem). Finde AE,p € Wh2P\W"P 50,
dass gilt

CLT(AE;%T, wh/2’p) = rhT('wh/Z”) m QT, (545)
fx (AEp x 7)) =0 auf T'p = 0Q7\Tg, (5.46)

fiir alle wh/?? € Wh/2P  mit

rer(w'?P) = b p(w"?P) — ap (P} (EMP), wh/>P). (5.47)

Der Rand I'p ist nach (5.46) ein homogener Dirichlet-Rand. Mit Kenntnis der Lésung
E?’p des Ausgangsproblems und unter Verwendung der Losung AE) r des lokalen

Hilfsproblems lisst sich nach (5.40) und (5.47) der lokale Fehlerindikator ASY, fiir
das Tetraeder T der Triangulierung 7,(£2) wie folgt notieren

ASL = Cap(P}*(EM), AEy 1) — fir(AE 1) (5.48)
== _Crl,T(AEk,T)- (549)

Physikalische Interpretation der Anregung des lokalen Hilfsproblems

Um eine Interpretation der Anregung r,r(w"/??) des lokalen Hilfsproblems aus
Problem 5.2 zu erhalten, wird im Folgenden ein inneres Tetraeder 7' aus € mit
00 N O =  betrachtet. Nach (5.47) und der Definition der Bilinearform af.,.)
nach (3.69) ergibt sich fiir die Anregung

rier(w'?) = ap(ABEgp, w">?) (5.50)

= S(AE) 1, w"*?) — k2T (AE, 7, w"/?P). (5.51)

Die Verwendung der Definitionen (3.46), (3.48) und (3.44) liefert unter Berticksichti-
gung der Aufspaltung des Gebiets 2 in Tetraeder T” der aktuellen Triangulierung:

rea(w'?P) = " [V x wh?P 'V x AB 7 A9

T’ EQT T

—k > / wh?? . AE, 7 dQ. (5.52)

T’EQT T
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Abbildung 5.6: Schematische Darstellung der Anregung des lokalen Dirichlet-Hilfs-
problems.

Die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes liefert fiir den ersten Term der rechten
Seite:

S [ Vxw?P ey x AE; A9

T’EQTT/
= > [ WPV xp 'V x AE, 7 dQ
T/EQTT/
+ Y P 'V x AByy) x - w7 dl. (5.53)

TIGQTaT’

Einsetzen von (5.53) in (5.52) und unter Berticksichtigung, dass fiir jede innere
Dreiecksfliche D in Q21 beide angrenzenden Tetraeder einen Beitrag liefern, ergibt
sich die folgende Unterteilung der Anregung

rea(w?P) = 3"k 4 >, (5.54)

T'eQr DeQr

Y, = / WP (V x 47 'V x AEy1 — k3. AE,. ) d9, (5.55)
1 ) —jwod s i

s, = / [uglv X AE,C,T}D x 7w P dr. (5.56)
b ~

—jwpo[AH 7] p x Ai=jwpoJ s

Hierbei stellt der Anteil 7%, nach (2.6) die die Korrektur AEj, r anregenden Fehler-
volumenstromdichten J, im Inneren der Tetraeder dar. Der Anteil r}, bedeutet ent-
sprechend die die Korrektur anregenden Fehlerflichenstromdichten Jg, wobei [-]p
den Sprung iiber die Fliche D bezeichnet. Abbildung 5.6 verdeutlicht schematisch
die Anregung des lokalen Dirichlet-Hilfsproblems.
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Realisierung des lokalen Fehlerindikators

Betrachtet wird Problem 3.6, fiir das die lokalen Fehlerindikatoren nach (5.49) be-
rechnet werden sollen. Da im Hinblick auf das Hilfsproblem aus Problem 5.2 die
Beitrage aller Kantennachbarn der Zerlegung des betrachteten Tetraeders in die Be-
rechnung der Korrektur AEk,T eingehen, wird im Folgenden das globale Problem
auf dem einmal vollstédndig verfeinerten FE-Netz 7y /5(€2) betrachtet

(B} wh?P) = by (w"/>?) V"2 ¢ WP, (5.57)

mit E'Z/ P Wh/2p Die Assemblierung dieses Systems nach (3.106) beziiglich der
Anregung mit dem k-ten Mode, dargestellt in Matrixschreibweise, fithrt auf

Ah/2,peZ/2,p _ bZ/ZP, (5.58)

mit dem Koeffizientenvektor eZ/ P des FE-Ansatzes EZ/ *? Im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit betrigt die maximale Dimension der Systemmatrix aus (5.58), welche
fiir die Ordnung p = 4 erreicht wird, unter Beriicksichtigung des verwendeten Funk-
tionenraums nach (3.30)

dim(A"2P=1) = 484, (5.59)

Damit kann das globale Residuum mithilfe der Losung EZ’p € Wh? des Ausgangs-
problems mit der Triangulierung 75 (€2) nach (5.47) zu

rl];/2,p _ bZ/ZP _ Ah/2,ppz/29fkhp (5.60)

angegeben werden, wobei eZ’p den zur FE-Losung EZ’p korrespondierenden Koef-
fizientenvektor bezeichnet. Die Matrix PZ/ ® meint den Prolongationsoperator nach
(4.126) zur Darstellung der Koeffizienten eZ’p der Losung des Ausgangsnetzes auf
dem verfeinerten Netz T,/2(€2). Dabei ist zu beachten, dass die Modenkoeffizienten
der Anregung des Ausgangsproblems nach den Ausfithrungen in Abschnitt 3.4.2,
auf das verfeinerte Netz Tj/2(€2) prolongiert werden um die Vergleichbarkeit der
beiden Losungen zur korrekten Approximation der Korrektur AE’hT zu gewéihrleis-
ten. Die prolongierten Modenkoeffizienten stellen im Hinblick auf die verwendete
Formulierung in Streuparametern aus (3.112) und der Berechnung des globalen Re-
siduenvektors (5.60) eine natiirliche Wahl der Modenkoeffizienten des verfeinerten
Netzes dar, was im folgenden gezeigt wird.

Die Représentation der Unbekannten x?’p am Tor-Rand I'p des Ausgangsnetzes auf
dem verfeinerten Netz lésst sich durch den Prolongationsoperator PZ/ ? darstellen

X[/ — phiahr, (5.61)
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Mithilfe der globalen Ansatzfunktionen am Tor-Rand I'p lésst sich die Restrikti-
on der Tor-Unbekannten x»” unter Verwendung der Modenkoeffizienten M™? nach
(3.108) des unverfeinerten Netzes ausdriicken und es gilt

xP/20 = phiphrgle, (5.62)

wobei )‘c{ﬁ’p die Unbekannten der globalen Ansatzfunktionen bezeichnet. Ein Vergleich

h/2,p

mit der Restriktion der Unbekannten x. am Tor-Rand des verfeinerten Netzes

xp/*? = M2/ (5.63)
zeigt, dass fiir die Wahl
M"2P .= PIPMP (5.64)

die Unbekannten der globalen Ansatzfunkionen unverdnder erhalten bleiben und da-
mit die prolongierten Losungen hinsichtlich des Residuenvektors (5.60) vertriglich
mit den Anregungen des verfeinerten Problems sind. Die Wahl (5.64) besitzt wei-
terhin den wesentlichen Vorteil, dass fiir die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten
Fehlerschéitzung Anregungen mit Modensuperpositionen in einfacher Weise durch
(5.60) beriicksichtigt werden.

Das lokale Hilfsproblem wird mithilfe der entsprechenden Eintréige der globalen Sys-
temmatrix A"2? und dem Residuenvektor ry, die dem Tetraeder 7" zuordenbar sind,
wie folgt beschrieben:

APNe =T, (5.65)

wobei Aéy r den der Approximation der Korrektur AEk,T aus Problem 5.2 entspre-

chende Koeffizientenvektor darstellt. Die lokale Matrix Ah/ > enthélt die Beitrége
der Kanten-Nachbarn der Zerlegung 7% und entspricht daher nicht der Element-
Matrix A h/2 P die lediglich die Beitrige eines einzelnen Tetraeders zur globalen
Systemmatrlx 'AM22 enthlt. Der lokale Fehlerindikator aus (5.49) kann demzufol-
ge mithilfe des lokalen Residuenvektors rk/ P

Hilfsproblems berechnet werden:

und der Losung Aéyr des lokalen

ASE = —Aéyr -T2, (5.66)

Um eine Repréisentation des globalen Fehlers nach (5.37) zu erhalten, werden die
Beitrége der einzelnen Tetraeder der lokalen Approximationen Aey r der Korrektur
iiber alle Tetraeder der Triangulierung 75(€2) summiert

Agkl Z AekT I'l s (567)
TeTL(Q
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r D 1—WD FD
T T T
QT QT QT
T E 1—‘H FP
(a) T grenzt an den (b) T grenzt an den (¢) T grenzt an den
Dirichlet-Rand I'g. Neumann-Rand I'g. Tor-Rand I'p.

Abbildung 5.7: Eingepréagte Réander des lokalen Hilfsproblems beziiglich verschiede-
ner Ausgangskonstellationen des Tetraeders T im Ausgangsproblem.

Dabei ist %> der Beitrag des Tetraeders T zu r}’*” aus (5.60). Dieser ist nicht zu

verwechseln mit dem lokalen Residuenvektor f'lh/T2’p , der zudem die Beitrdge benach-
barter Tetraeder enthélt.

Bei der Formulierung sind in Bezug auf das global gestellte Ausgangsproblem 3.6 drei
wichtige Konstellationen fiir das im Hinblick auf das lokale Hilfsproblem betrachtete
Tetraeder T" der Triangulierung zu beachten, welche in Abbildung 5.7 schematisch
dargestellt sind. Im ersten Fall grenzt dieses Tetraeder, wie in Abbildung 5.7(a) dar-
gestellt, direkt an den Dirichlet-Rand I'g des Originalproblems. Da in diesem Fall
die Tangentialkomponente des elektrischen Felds auf I' g explizit vorgegeben ist, wird
fiir die Approximation AEva der Korrektur ein homogener Dirichlet-Rand fiir das
lokale Hilfsproblem eingepragt. Im zweiten Fall grenzt das Tetraeder, wie Abbil-
dung 5.7(b) zeigt, direkt an den Neumann-Rand I'y; des Originalproblems. Dieser
Rand wird fiir das lokale Hilfsproblem beziiglich der Korrekturapproximation nicht
gesondert behandelt und entspricht daher, wie im vorangegangenen Unterkapitel be-
sprochen, einer Anregung der betrachteten Struktur durch eine Fehlerflichenstrom-
dichte. Im letzten Fall grenzt das Tetraeder, wie in Abbildung 5.7(c) dargestellt,
direkt an den Tor-Rand I'p. Da sich durch die Wahl (5.64) der Modenkoeffizienten
des verfeinerten Problems die Unbekannten der globalen Ansatzfunktionen der An-
regung eins-zu-eins iibersetzen, wird fiir den Tor-Rand I'p ebenfalls ein homogener
Dirichlet-Rand beziiglich der Korrekturapproximation AEk’T fiir das lokale Hilfs-
problem eingeprigt. Das der lokale Fehlerindikator aus (5.66) dennoch hinreichend
Informationen zur Verfeinerung am Tor-Rand I'p liefert wird anhand numerischer
Beispiele im folgenden Unterkapitel belegt. Die algorithmische Umsetzung des Feh-



78 Adaptive Finite-Elemente-Verfahren

Algorithmus 5.2 Realisierung des impliziten a posteriori Fehlerindikators.

Alrel? = plP // Berechne initiale Losung
Tr(Q2) = Tn2(Q) // Verfeinere Netz
éZ/ P PZ/ 2eZ’p // Prolongiere initiale Losung auf das Feinnetz
M2 = PZ/ “M" // Prolongiere die globalen Ansatzfunktionen
Ah/Zp, bZ/ P // Assembliere das verfeinerte Problem
e3P — /AP Ah/20gh/2P // Berechne den Residuenvektor
for T' € 7,(2) do

Aﬁ/g’pAék,T = f‘i}/Q’p // Lose lokales Hilfsproblem

ASh = —Négr - fZ/TZ’p // Berechne lokalen Fehlerindikator

ASy = ASj — Aeyr - r%?’p // Berechne globalen Fehlerindikator
end for

lerindikators ist in Algorithmus 5.2 dargestellt.

5.3 h-Adaptivitéit

Ausgehend von einer gleichméfBigen Triangulierung 75(€2) kann mit dem in Ab-
schnitt 5.2 vorgestellten Verfahren fiir jedes Tetraeder eine Approximation des Feh-
lers in Streuparametern nach Algorithmus 5.2 berechnet und diesen zugeordnet
werden. Damit lédsst sich ein h-adaptives Verfahren konstruieren, dessen prinzipi-
elle Struktur in Algorithmus 5.3 dargestellt ist. Dabei dient der Fehlerindikator als
Grundlage zur Markierung jener Tetraeder, die im Hinblick auf den Fehler in der
Zielgrofle zweckméfigerweise verfeinert werden sollen, und fithrt damit durch das
adaptive FE-Verfahren. Die Verfeinerung der so markierten Tetraeder erfolgt derge-
stalt, dass ein Verfeinerungsunterschied benachbarter Tetraeder von hochstens eins
in der Triangulierung auftritt. Diese Wahl begriindet sich einerseits in dem Ziel, eine
moglichst homogene Netzstruktur zu erhalten und andererseits in dem unverhé&lt-
nisméfBig hohen implementatorischen Aufwand, der zur Beriicksichtigung einer be-
liebigen Anzahl von héngenden Unbekannten an einer Grenzfliche bzw. Grenzkante
erforderlich ist. Wegen der in der vorliegenden Arbeit verwendeten ungleichméfigen
Verfeinerung treten in der Regel bereits nach dem ersten Durchlauf der adaptiven
Schleife inkonsistente Netze auf, womit sowohl bei der Markierung, als auch bei der
Verfeinerung der entsprechenden Tetraeder verschiedene Ausgangssituationen zu be-
achten sind. Abbildung 5.8 und Abbildung 5.9 zeigen die wesentlichen Situationen,
die im Ausgangsnetz vorgefunden werden. Hierbei kann zwischen vier verschiedenen
Typen von Tetraedern im FE-Netz unterschieden werden:

Typ A: Das Tetraeder ist nicht unterteilt und das iibergeordnete Tetraeder, sofern
dieses existiert, besitzt keine hiingenden Unbekannten.
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Algorithmus 5.3 Prinzipielle Struktur des h-adaptiven FE-Verfahrens.

Alrel? = blP // Berechne initiale Losung
while max |ASy| > TOL do
Tn(82) = Ths2(2) // Verfeinere Netz einmal gleichméBig
M2 = PZ/ *M” // Prolongiere die globalen Ansatzfunktionen
éZ/ 2P — PZ/ QeZ’p // Prolongiere berechnete Losung auf das Feinnetz
Ah/2p pl/2 // Assembliere das verfeinerte Problem
rZ/ P — bZ/ 2P Ah/ 24’62/ P // Berechne den Residuenvektor
for T € 7,(22) do
A%/ 2P A&y = TP // Lose lokales Hilfsproblem
ASL = —Négr - f'Z{FQ’p // Berechne lokalen Fehlerindikator
end for
Markiere Tetraeder — €2,
for T' € 1, do
Agkl = Agkl - Aékj . I'Zé?’p
end for

Verfeinere markierte Tetraeder
Ahad’peZ‘"‘d’p = bZad’p // Berechne Losung des adaptiv verfeinerten Systems
end while

Typ B: Das Tetraeder ist unterteilt und besitzt hingende Unbekannte.
Typ C: Das Tetraeder ist unterteilt und besitzt keine hangenden Unbekannten.

Typ D: Das Tetraeder ist nicht unterteilt und das tibergeordnete Tetraeder besitzt
héngende Unbekannte.

Tetraeder vom Typ A und vom Typ B koénnen zur Verfeinerung markiert werden.
Hingegen kénnen Tetraeder vom Typ C und vom Typ D nicht unterteilt und damit
nicht fiir die Markierung freigegeben werden. Der Grund hierfiir liegt zum einen
fiir Typ D-Tetraeder in der Forderung einen Verfeinerungsunterschied von héchs-
tens eins zuzulassen und zum anderen fiir Typ C-Tetraeder darin, dass diese nicht
mehr Teil der aktuellen Triangulierung sind. In Abbildung 5.8 sind schematisch die
zu den verschiedenen Ausgangssituationen durchgefiihrten Verfeinerungen der mar-
kierten Elemente dargestellt. Ein Aspekt dieser Verfeinerung ist, dass sie, wie in
Abbildung 5.10 gezeigt, zu einer Ausbreitung von Unbekannten in der unmittelba-
ren Nachbarschaft des zu verfeinernden Tetraeders fithren kann, um einen Verfeine-
rungsunterschied benachbarter Tetraeder von hochstens eins zu gewéhrleisten.

Im Hinblick auf die Berechnung der elementbasierten Fehlerindikatoren ist zur Kon-
struktion der lokalen Hilfsprobleme entsprechend den Ausfithrungen zur Realisie-
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(a) Das markierte Element ist nicht unterteilt und besitzt kein iibergeordnetes
Element (Typ A-Tetraeder).

(b) Das markierte Element ist unterteilt und besitzt hingende Unbekannte
(Typ B-Tetraeder).

Abbildung 5.8: Zulédssige Markierungen von Tetraedern im Ausgangsnetz. Das zur
Verfeinerung markierte Tetraeder ist grau hinterlegt. Das resultierende Netz nach
der Verfeinerung des markierten Elements ist jeweils rechter Hand dargestellt.

rung des verwendeten Fehlerindikators aus Abschnitt 5.2.2 und des Algorithmus 5.3
das einmal gleichméfig verfeinerte FE-System zu assemblieren. Da im Rahmen des
betrachteten adaptiven Verfahrens die Ausgangsnetze, abgesehen von dem Start-
netz, inkonsistente ungleichméfige Netze sind, wird eine gleichméflige Verfeinerung
solcher Ausgangsnetze wie folgt definiert und durchgefiihrt:

1. Auflésen der hingenden Unbekannten der Typ B-Tetraeder durch Unterteilung
der entsprechenden Grenzkanten-Nachbarn (Typ B — Typ C).

2. Verfeinerung aller Typ A-Tetraeder (Typ A — Typ C).

Diese Vorgehensweise ist exemplarisch in Abbildung 5.11 dargestellt. Die Abbruch-
bedingung des h-adaptiven FE-Verfahrens ist, wie in Algorithmus 5.3 dargestellt,

auf das Unterschreiten des maximalen geschétzten globalen Fehlers AS}, eines vom
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(a) Das markierte Element ist (b) Das markierte Element ist nicht
unterteilt und besitzt keine unterteilt und das iibergeordnete
héngenden Unbekannten Element besitzt héngende
(Typ C-Tetraeder). Unbekannte (Typ D-Tetraeder).

Abbildung 5.9: Unzuldssige Markierungen von Tetraedern im Ausgangsnetz.

Abbildung 5.10: Ausbreitung der Verfeinerung zur Gewihrleistung eines Verfeine-
rungsunterschieds benachbarter Elemente von hochstens eins.

Nutzer vorgegebenen Schwellwertes TOL festgelegt, d. h.
max [ASy| < TOL. (5.68)

Es ist zudem von praktischem Interesse, dem Nutzer ebenfalls die Moglichkeit zu ge-
ben den adaptiven Prozess nach einer vorgegebenen Anzahl von Schleifendurchléufen
abzubrechen, um hinsichtlich des Speicherbedarfs und der benétigten Laufzeit ein-
wirken zu koénnen.
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. TypB — Typ C

Typ A — Typ C

Abbildung 5.11: Gleichméafige Verfeinerung eines inkonsistenten ungleichméfig ver-
feinerten Ausgangsnetzes. Die Typenbezeichnungen der Elemente beziehen sich auf
deren Konfiguration im Ausgangsnetz.

5.4 Numerisches Beispiel

Das vorgestellte h-adaptive FE-Verfahren wird am Beispiel der in Abbildung 5.12(a)
gezeigten Filterstruktur evaluiert. Das Verhalten des Filters iiber den Frequenzbe-
reich von 4 — 7 GHz ist in Abbildung 5.12(b) gezeigt. Die Anregung des Filters
erfolgt an den beiden Stirnflichen der Struktur iiber Tor-Rénder, an denen der
TEp-Mode eingepriigt wird. An den einspringenden Kanten des Resonators treten
singuldre Felder auf, sodass ohne die Anwendung eines adaptiven Verfahrens die
Konvergenz des Fehlers in den Streuparametern wie in Abschnitt 5.1.2 ausgefiihrt
mit |ASy| = O(N~2) zu erwarten ist. Die Konvergenz des h-adaptiven Verfahrens
ist in Abbildung 5.13 fiir die Ansatzfunktionenordnungen p = 1,...,4 dargestellt.
Die Markierungsstrategie der Tetraeder innerhalb des h-adaptiven Verfahrens ist
durch die Markierung jener Tetraeder gegeben, die den betragsgrofiten geschétzten

lokalen Fehler, also maxy; |A51?z|7 aufweisen. Die asymptotischen Konvergenzraten
sind zusammenfassend in Tabelle 5.3 aufgelistet. Die mithilfe des h-adaptiven Ver-
fahrens erreichte Konvergenz O(h?%') und O(h*™) der Ordnungen p = 1 und p = 2
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(a) Geometrie der betrachteten Filterstruktur.  (b) Frequenzgang der Filterstruktur beziiglich
Dargestellt ist aufgrund der Symmetrie der Streuparameter S1; und Sis.
lediglich die Halfte der Struktur. Die
Angaben sind in mm.

Abbildung 5.12: Hohlleiter-Filter mit einspringenden Kanten.

Tabelle 5.3: Erzielte Konvergenzraten mithilfe des h-adaptiven Verfahrens am Bei-
spiel der Filterstruktur aus Abbildung 5.12(a). Die formal erreichbaren, asymptoti-
schen Konvergenzraten sind zum Vergleich ebenfalls angegeben.

Konvergenzrate in h
Ordnung p Berechnet Formal erreichbar

1 0,67 2/3
2 1,23 473
3 1,53 2

4 1,41 8/3

stimmt mit der theoretisch erreichbaren Konvergenz in den Streuparametern von
O(h?F) gut iiberein. Die erreichte Konvergenz von O(h*%?) fiir die Ordnung p = 3
liefert in dem betrachteten Bereich eine Abweichung von etwa 0,5 zur theoretischen
Konvergenzrate von 2p. Ein Vergleich der Konvergenzraten der Ordnungen p = 3
und p = 4 weist keinen signifikanten Unterschied mehr auf, sodass bei dem vor-
liegenden Beispiel im Rahmen des betrachteten Bereichs bis 10¢ Unbekannten die
Verwendung der Ordnung p = 4 keinen Vorteil liefert. Allerdings ist beziiglich der
Konvergenzraten fiir p = 3 und p = 4 in Abbildung 5.13 zu erkennen, dass diese
zu mehr Unbekannten hin zunehmen. Dies ldsst vermuten, dass die asymptotische
Konvergenzrate noch nicht erreicht ist. Abbildung 5.14 zeigt ausgehend vom Aus-
gangsnetz die adaptiv verfeinerten, inkonsistent ungleichméfigen Netze nach dem
ersten und dem letzten Durchlauf. Die Singularitédten werden dabei hinsichtlich des
Ubertragungsverhaltens der Filterstruktur von dem Fehlerschétzer erkannt und im
Rahmen des h-adaptiven Verfahrens verfeinert. Abbildung 5.15(a) zeigt die Kon-
vergenz des adaptiven Verfahrens im Sperrbereich bei 4 GHz beziiglich des Fehlers
|S]:P — St¢f| einmal mit der ZielgrBe Sy ein andermal mit der ZielgroBe Syo. Abbil-
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1E+00

1E-01

1E-02

Fehler |S]5P — Sref]

1E-03
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Abbildung 5.13: Konvergenz des h-adaptiven Verfahrens beziiglich Si, am Beispiel
des Filters bei f = 5,8 GHz. Als Referenzwert St wird die Losung des #iquivalenten
zweidimensionalen H-Ebenen Problems [WP86] mit stark verfeinertem Netz und
Ansatzfunktionenordnung p = 4 herangezogen.

dung 5.15(b) zeigt in gleicher Weise die Konvergenz beziiglich des Fehlers | S — Stgf
ebenfalls fiir die beiden Zielgréflen Sio und Si;. In beiden Féllen ist zu erkennen,
dass die Konvergenz im betrachteten Fehler entscheidend von der Wahl der Ziel-
gréBe abhiingt. So wird im ersten Fall in Bezug auf den Fehler |S]5? — S™¢f| eine
hohere Genauigkeit bei gleicher Anzahl von Freiheitsgraden unter Verwendung der
korrespondierenden Zielgrofle Si; erreicht, als unter Verwendung von Si, als Ziel-
grofe. Der zweite Fall liefert in gleicher Weise, dass eine h-adaptive Verfeinerung in
der ZielgroBe des betrachteten Fehlers eine hohere Genauigkeit bei gleicher Anzahl
von Unbekannten liefert als bei einer abweichend vom betrachteten Fehler gewéhlten
Zielgrofle. Eine Verdeutlichung dieser Zielorientiertheit ist in Abbildung 5.16 mithil-
fe der adaptierten Netze bei S1;- und So-Verfeinerung gegeben. Die Zuverlédssigkeit
des (globalen) Fehlerindikators aus (5.67) ist in Abbildung 5.17 fiir den Fehler in So
bei einer Frequenz von 5,8 GHz im Durchlassbereich beziiglich des adaptiven Durch-
laufs dargestellt. Das h-adaptive Verfahren ist hinsichtlich des betrachteten Fehlers
ebenfalls in Sy5 formuliert. Hierbei ist zu erkennen, dass die Schétzung des globalen
Fehlers zwar eine vergleichbare Konvergenz zu der des wahren Fehlers liefert, jedoch
der wahre Fehler unterschétzt wird. Abbildung 5.18 zeigt, dass die Wahl der Markie-
rungsstrategie Einfluss auf die Konvergenz besitzt. Hierbei ist zu beachten, dass die
gewihlte Strategie bei diesem Beispiel nicht nur die bestmogliche Konvergenzrate
erreicht, sondern ebenfalls der Rechenaufwand moglichst gering bleibt. Die Laufzei-
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Tabelle 5.4: Laufzeiten des h-adaptiven Verfahrens mit verschiedenen Markierungs-
strategien.

Markierungsstrategie CPU-Zeit in s

32% 422,641

16% 984, 672

8% 941, 141

0,5% 6239, 8

maxy, |[ASh| > SD 976, 875

ten des h-adaptiven Verfahrens fiir die betrachtete Filterstruktur unter Verwendung
der verschiedenen Markierungsstrategien sind in Tabelle 5.4 gelistet.
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(a) Ausgangsvernetzung der Filterstruktur.

(b) Adaptiv verfeinertes Netz nach dem ersten Durchlauf.

(¢) Adaptiv verfeinertes Netz nach dem letzten Durchlauf.

Abbildung 5.14: Schnitt der Filterstruktur. Dargestellt sind die Oberflachennetze
nach verschiedenen Durchléufen des h-adaptiven Verfahrens.
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(b) Fehler in 512.

Abbildung 5.15: Konvergenz des h-adaptiven Verfahrens fiir p = 2 beziiglich der
ZielgroBen S7; und Sy der Filterstruktur bei f =4 GHz.
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Abbildung 5.16: Schnitt der Filterstruktur. Dargestellt ist jeweils das Oberflichen-
Filters bei 4 GHz.
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Abbildung 5.17: Vergleich des geschétzten globalen Fehlers A§12 anhand der Fil-
terstruktur bei f = 5,8 GHz mit dem Fehler beziiglich der Referenzlésung und
mit der Anderung des S-Parameters zwischen zwei aufeinanderfolgenden adaptiven

Schritten k.
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Abbildung 5.18: Vergleich verschiedener Markierungsstrategien beziiglich des Fehlers
maxy; |, — Si¢f| anhand der Filterstruktur bei f = 5 8 GHz und fiir p = 2.

SD bezeichnet hierbei die Standardabweichung der lokalen Fehler maxy,; |A§,§| der
Tetraeder T' € Ty,



Kapitel 6

Numerische Beispiele

Im Folgenden sind numerische Beispiele gegeben, die eine Beurteilung des in der vor-
liegenden Arbeit vorgestellten adaptiven FE-Verfahrens erlauben. Hierbei werden
giangige Problemstellungen aus der Simulation passiver Mikrowellenstrukturen her-
angezogen. In den folgenden Abschnitten wird neben einem Parallelplattenwellenlei-
ter und Rechteck-Hohlleiterstrukturen auch ein Abstrahlungsproblem einer Antenne
herangezogen und das h-adaptive Verfahren hinsichtlich seiner Konvergenz bespro-
chen. Fiir alle numerischen Beispiele dient als Referenzlésung zur Darstellung der
Konvergenz das entsprechende Problem mit stark adaptiv verfeinertem Netz und
mit der Ansatzfunktionenordnung p = 4. Die erreichten Konvergenzraten werden
mit den im vorherigen Kapitel beschriebenen theoretisch erreichbaren asymptoti-
schen Konvergenzraten verglichen.

6.1 Duales Problem

Betrachtet wird der in Abbildung 6.1(a) gezeigte Parallelplattenwellenleiter. Um das
in der vorliegenden Arbeit beschriebene h-adaptive Verfahren beziiglich seiner Kon-
vergenz bei Anwesenheit kapazitiver und induktiver Singularitédten vergleichen zu
konnen, wird die betrachtete Struktur einmal mit den Randbedingungen wie in
Abbildung 6.1 beschrieben mithilfe des h-adaptiven Verfahrens simuliert, und ein
weiteres Mal wird das hierzu duale Problem geltst, indem die perfekt elektrisch lei-
tenden Randbedingungen bzw. die perfekt magnetisch leitenden Randbedingungen
des Ausgangsproblems in perfekt magnetisch leitende Randbedingungen bzw. in per-
fekt elektrisch leitende Randbedingungen des dualen Problems gewandelt werden.
Fiir beide Problemstellungen wird der Wellenleiter bei einer Frequenz von 2 GHz
betrieben. Das Ausgangsnetz beider Anregungsprobleme ist in Abbildung 6.1(b) dar-
gestellt. Fiir die Simulation des Ausgangsproblems und des hierzu dualen Problems
sind identische Konvergenzraten zu erwarten. Abbildung 6.2 zeigt die Konvergenz

91
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(a) Abmessungen des (b) Ausgangsnetz der Struktur des linken
Parallelplattenwellenleiters in mm. Rands der Struktur.

Abbildung 6.1: Parallelplattenwellenleiter mit perfekt elektrisch leitendem Block.
Der Block ist horizontal und vertikal mittig am Rand der Struktur angeordnet. Die
perfekt leitenden Platten des Wellenleiters sind horizontal angeordnet. Der linke und
rechte Rand der Struktur ist perfekt magnetisch leitend.

des h-adaptiven Verfahrens fiir die Ordnungen p = 1 und p = 2. Die Auswertung
der Konvergenzrate zeigt, dass diese fiir das Problem und das duale Problem ver-
gleichbar sind. Die Unterschiede im Fehler der Lésung des noch nicht adaptierten
Netzes konnen mit der Anistropie des FE-Netzes begriindet werden. Die Konver-
genz beider Verfahren ist abgesehen von der Abweichung im Fehler der initialen
Losung vergleichbar. Die erzielten Konvergenzraten von O(N~%°7) und O(N~17)
bzw. O(N~21) zeigen, dass die Konvergenz mithilfe des vorgestellten h-adaptiven
Verfahrens wiederhergestellt wird. Das der Fehlerindikator des h-adaptiven Verfah-
rens ebenfalls dhnliche Verfeinerungen an den jeweiligen Singularitéten der beiden
dualen Probleme liefert, ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Abbildung 6.4 zeigt eine
Vergroferung der adaptiv verfeinerten Netze an den Singularitdten der beiden Pro-
bleme.
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(b) Duales Problem.

Abbildung 6.4: Ausschnittsvergroferung des adaptiv verfeinertes Netz an der Sin-
gularitdt nach dem jeweils letzten adaptiven Schritt.
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6.2 Patch-Antenne

Im folgenden Beispiel wird die Abstrahlung einer Antenne simuliert. Diese Antenne
besteht aus einer metallisierten Flidche auf einem dielektrischen Substrat [SAAK90].
Das Substrat ist auf einer metallischen Leiterplatte aufgebracht. Die Geometrie der
Struktur ist in Abbildung 6.5(a) dargestellt. Die Antenne dient als Beispiel fiir eine

~—— 1245 ——|

0091

N

(a) Geometrie der Patch-Antenne  (b) Ausgangsnetz der Struktur.
in mm.

- 000} —=]
i
~
8

Abbildung 6.5: Patch-Antenne aus [SAAK90].

Struktur, die in den freien Raum abstrahlt. Hierzu wird im Rahmen der Simulation
mithilfe des h-adaptiven Verfahrens, der Rand mit absorbierenden Randbedingungen
belegt, um der Abstrahlung in den freien Raum geniige zu tun. Das Ausgangsnetz
fiir das h-adaptive Verfahren ist in Abbildung 6.5(b) gezeigt. Die Patch-Antenne
wird im Abstrahlungsbereich bei einer Frequenz von 7,52 GHz betrieben. Abbil-
dung 6.6 zeigt die Konvergenzkurve fiir die Ansatzfunktionenordnung p = 2. Hierbei
ist zu erkennen, dass sich eine Konvergenzrate von O(N~'°) fiir den Fehler im S-
Parameter einstellt, welche besser ist als die theoretisch erreichbare asymptotische
Konvergenzrate von O(N _%). Eine Ursache fiir dieses Verhalten ist bisher jedoch
nicht bekannt. Das nach dem letzten adaptiven Schritt verfeinerte Netz ist in Abbil-
dung 6.7(a) dargestellt. Abbildung 6.7(b) zeigt eine Ausschnittsvergrofierung dieses
adaptiv verfeinerten Netzes.
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Abbildung 6.6: Konvergenz des h-adaptiven Verfahrens beziiglich des Fehlers im
Reflexionsparameter bei f = 7,52 GHz. Als Referenzwert SISt wird die Losung des
jeweiligen Problems mit stark adaptiv verfeinertem Netz und der Ansatzfunktionen-
ordnung p = 4 herangezogen.

(a) Mithilfe des h-adaptiven (b) Ausschnittsvergroferung des adaptiv

Verfahrens verfeinertes Netz verfeinerten Netzes.
nach dem letzten adaptiven
Schritt.

Abbildung 6.7: Adaptiv verfeinertes Netz der Patch-Antenne.



Dielektrischer Wiirfel 97

6.3 Dielektrischer Wiirfel

Im Folgendem wird ein rechteckiger Hohlleiter mit dielektrischem Einsatz betrach-
tet [Kat84]. Die Geometrie der Struktur ist in Abbildung 6.8(a) dargestellt. Das
Ausgangsnetz ist fiir einen Schnitt in der Transversalebene in Abbildung 6.8(b) ge-
zeigt. Der Rechteck-Hohlleiter wird im Durchlassbereich bei 9,7 GHz betrieben. Die
Konvergenz beziiglich des Betragsmaximums in den S-Parametern ist fiir die An-
satzfunktionenordnungen p = 1 und p = 2 in Abbildung 6.9 dargestellt. Hierbei ist

5
I
(a) Geometrie der Struktur in mm. (b) Ausgangsnetz der Struktur.

Abbildung 6.8: WR90 Rechteck-Hohlleiter mit dielektrischem Einsatz [Kat84] und
Permittivitét e, = 6.

zu erkennen, dass die theoretisch erreichbaren asymptotischen Konvergenzraten von
O(N=3) baw. O(N~3) fiir p = 1 bzw. p = 2 mit O(N~°2) bzw. O(N~17) annihernd
erreicht werden, und damit die Konvergenzordnung wiederhergestellt wird. Abbil-
dung 6.10 zeigt die erreichte Verfeinerung des Netzes nach dem letzten adaptiven
Schritt.
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Abbildung 6.9: Konvergenz des h-adaptiven Verfahrens beziiglich des Fehlers des
Betragsmaximums in den S-Parametern bei f = 9,7 GHz. Als Referenzwerte fiir
die Streuparameter wird die Losung des Problems mit stark adaptiv verfeinertem

Netz und der Ansatzfunktionenordnung p = 4 herangezogen.

(a) Adaptiv verfeinertes FE-Netz. (b) Ausschnittsvergroerung des adaptiv
verfeinerten Netzes an der Singularitét.

Abbildung 6.10: Mithilfe des h-adaptiven Verfahrens verfeinertes FE-Netz des

Rechteck-Hohlleiter mit dielektrischem Einsatz.
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6.4 Microstrip

Als abschlieflendes Beispiel wird ein Mikrostreifenwellenleiter mit Stichleitung be-
trachtet. Diese besteht aus einer metallisierten Schicht, die {iber einer Metalllei-
terplatte angeordnet ist. Die Geometrie der Struktur ist in Abbildung 6.11(a) dar-
gestellt. Die beim Betrieb bei 1 GHz entstehenden Felder sind in Abbildung 6.12

Tor 2

— 900

ov'0
—{ 00 [~—

0.21

v Tor 1

(a) Geometrie der Struktur in mm. (b) Ausgangsnetz.
Abbildung 6.11: Mikrostreifenwellenleiter mit Stichleitung.

gezeigt. Hierbei ist zu erkennen, dass im Abschluss der Stichleitung hauptséchlich

(a) Betrag der elektrischen (b) Betrag der magnetischen
Feldstérke. Erregung.

Abbildung 6.12: Felder beim Betrieb des Mikrostreifenwellenleiters mit Stichleitung
bei 1 GHz.

kapazitive Singularitdten enstehen, hingegen an der Anschlussstelle der Stichleitung
sich sowohl kapazitive als auch induktive Singularitdten ergeben. Als Grundlage
des adaptiven Verfahrens dient das in Abbildung 6.11(b) dargestellte Ausgangsnetz.
Die Auswertung der Konvergenzraten beziiglich des Betragsmaximums des Fehlers
in den Streuparametern ist in Abbildung 6.13 gezeigt. Wie die Konvergenzkurve
fiir die Ansatzfunktionenordnung p = 1 des in vorherigen Kapitel beschriebenen
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Abbildung 6.13: Konvergenz des h-adaptiven Verfahrens beziiglich des Fehlers in
S12 bei f =1 GHz. Als Referenzwerte fiir die Streuparameter wird die Losung des
Problems mit stark adaptiv verfeinertem Netz und der Ansatzfunktionenordnung
p = 4 herangezogen.

h-adaptiven Verfahrens zeigt, konvergiert fiir diesen Fall das Verfahren nicht. Fiir
Ansatzfunktionen hoherer Ordnung konvergiert das Verfahren jedoch, wenn auch fiir
p = 2 mit O(N~%57) unterhalb der prognostizierten asymptotischen Konvergenzra-
te. Die in Abbildung 6.14 dargestellen adaptiv verfeinerten Netze zeigen, dass im
Falle p = 1 die kapazitiven Singularititen von dem Fehlerindikator nicht erkannt
werden, bzw. im Rahmen des adaptiven Prozesses keinen wesentlichen Beitrag ge-
geniiber den induktiven Singularitdten leisten und daher unberiicksichtigt bleiben.
Im Fall p = 2 werden diese kapazitiven Singularitdten jedoch erkannt und das h-
adaptive Verfahren konvergiert. Nach den Ausfithrungen in Abschnitt 5.2 wird der
Fehlerindikator zuverléssigere Ergebnisse liefern, wenn die gestellten lokalen Hilfs-
probleme vergréflert werden. Daher wird im Folgenden das lokale Dirichlet-Problem
fiir p = 1 erweitert, indem alle Fliachennachbarn des betrachteten Tetraeders 7T in
das wirksame Gebiet des Hilfsproblems mit einbezogen werden. Die Ergebnisse des
so modifizierten h-adaptiven Verfahrens fiir p = 1 sind in Abbildung 6.13 darge-
stellt. Hierbei wird die asymptotische Konvergenzrate ndherungsweise erreicht und
das Verfahren konvergiert damit ebenfalls fiir p = 1. Das adaptiv verfeinerte FE-
Netz fiir diesen Fall ist in Abbildung 6.15 gezeigt. Im Vergleich zu dem erreichten
FE-Netz des nicht angepassten Verfahrens fiir p = 1 werden in diesem Fall die kapa-
zitiven Singularitdten von dem Fehlerindikator erkannt und entsprechend verfeinert.
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(a) Adaptive Verfeinerung fiir (b) Adaptive Verfeinerung fiir
p=1 p=2.

Abbildung 6.14: Mithilfe des h-adaptiven Verfahrens verfeinertes FE-Netz bei 1 GHz
nach dem letzten adaptiven Schritt.

(a) Adaptive Verfeinerung fiir (b) AusschnittsvergroBerung der adaptiven
p=1 Verfeinerung fiir p = 1.

Abbildung 6.15: Mithilfe des h-adaptiven Verfahrens verfeinertes FE-Netz bei 1 GHz
nach dem letzten adaptiven Schritt fiir das modifizierte lokale Dirichlet-Problem.






Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein selbst-adaptives FE-Verfahren behandelt, das
die Simulation passiver Mikrowellenstrukturen mithilfe eines h-adaptiven Prozesses
erlaubt.

Hierzu wurde in Kapitel 3 und Kapitel 4 basierend auf einer hierarchischen FE-Basis
mit Ansatzfunktionen bis zur Ordnung p = 4 eine selbstdhnliche Verfeinerung te-
traedrischer Triangulierungen herangezogen, die die Prolongation und Restriktion
der FE-Losungen zwischen den geschachtelten Netzhierarchien erlaubt. Durch die
Verwendung héangender Unbekannter zur Konstruktion inkonsistent ungleichmafig
verfeinerter Netze wurde in Kapitel 4 der Grundstein zur lokalen Verfeinerung ei-
ner gegebenen Triangulierung gelegt und damit die Voraussetzung des in Kapitel 5
hergeleiteten lokalen Fehlerindikators geschaffen.

In Kapitel 5 wurde auf dieser Grundlage ein zielorientierter, impliziter, lokaler a pos-
teriori Fehlerindikator entwickelt, der sich an der Dual Weighted Residual Method
orientiert [BRO1, BR95]. Dieser diente in weiterer Folge als Grundlage zur Konstruk-
tion eines h-adaptiven FE-Verfahrens mit den Streuparametern als Zielgrole. Dabei
wurde gezeigt, dass mithilfe eines Prolongationsoperators in einfacher Weise hohere
Moden und Modensuperpositionen am Tor-Rand im Rahmen des vorgestellten h-
adaptiven Prozesses behandelt werden kénnen. Ein weiterer Vorteil der eingefiihrten
Vorgehensweise der hierarchischen h-Verfeinerung ist, dass durch die Unterstiitzung
héingender Unbekannte im gesamten adaptiven Prozess eine untere Schranke der
Elementqualitit gesichert bleibt.

Den Abschluss von Kapitel 5 bildet ein numerisches Beispiel anhand dessen der Feh-
lerindikator und das darauf basierende zielorientierte h-adaptive Verfahren evaluiert
wurde. Hierbei wurde gezeigt, dass das h-adaptive Verfahren fiir Ansatzfunktionen
bis dritter Ordnung die Konvergenz wiederherstellt, es jedoch fiir Ansatzfunktio-
nen vierter Ordnung die Konvergenzordnung kaum verbessert. Weiterhin wurden
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verschiedene Markierungsstrategien ausgewertet und im Hinblick auf die Selbst-
Adaptivitat eine Markierungsstrategie vorgeschlagen, die auf Basis der Standard-
abweichung die Ausreifler markiert und damit dynamisch die Menge der zu mar-
kierenden Tetraeder wiahrend des adaptiven Prozesses anpasst. Dies ist besonders
dann von Vorteil, wenn komplexe Strukturen simuliert werden, die zum einen im
Hinblick auf die Laufzeit keine kleine Gesamtzahl der zu markierenden Tetraeder
erlaubt und zum anderen keine gute Bestimmung der Anzahl der zu markierenden
Tetraeder zulésst.

In Kapitel 6 wurde das in der vorliegenden Arbeit vorgestellte h-adaptive Verfahren
anhand verschiedener Problemstellungen hinsichtlich der erreichten Konvergenzra-
ten ausgewertet. Hierbei wurde gezeigt, dass das h-adaptive Verfahren zuverléssig
arbeitet. Das abschlieSende Beispiel des Kapitels weist auf einen Sonderfall hin, in
dem der Fehlerindikator bei Anwesenheit ausschliefllich kapazitiver Singularitéten
diese fiir Ansatzfunktionen erster Ordnung nicht erkennt. Abhilfe konnte geschaffen
werden, indem das lokale Dirichlet-Problem mittels Hinzuziehen der Flichennach-
barn des betrachteten Tetraeders vergroflert, und die Konvergenzordnung wieder-
hergestellt wurde.

Im Gegensatz zu der in [IHDEO6] vorgestellten h-adaptiven FE-Methode werden
in der vorliegenden Dissertation die lokalen Dirichlet-Probleme auf inkonsistenten
Triangulierungen formuliert. Eine wesentliche Neuerung besteht in der Einfiihrung
héngender Unbekannten, die es erlauben eine hierarchische h-Verfeinerung im Rah-
men des h-adaptiven FE-Verfahrens zu Beriicksichtigen, womit eine untere Schranke
der Elementqualitét iiber das gesamte Verfahren hinweg gesichert bleibt. Des Weite-
ren besitzt diese Vorgehensweise den Vorteil, dass auf einfache Weise Anregungen mit
Modensuperpositionen beriicksichtigt werden kénnen. Das lokale Dirichlet-Problem
wird dabei so formuliert, dass jener Effekt geschétzt wird, den eine h-Verfeinerung
eines Elements des FE-Netzes im Fehler des Streuparameters bewirkt.

Das in dieser Arbeit vorgestellte h-adaptive Verfahren ldsst sich in weiterer Folge
aufgrund der verwendeten geschachtelten Netzhierarchien mit Mehrpunktverfahren
zur schnellen Berechnung von Frequenzgéngen passiver Mikrowellenstrukturen in
einfacher Weise gewinnbringend kombinieren [Far07]. Hierzu werden an verschie-
denen Frequenzen h-adaptiv verfeinerte Losungen berechnet, die im Anschluss auf
das kleinste gemeinsame FE-Netz prolongiert werden. Das FE-Modell wird darauf-
hin mit der entsprechend konstruierten prolongierten Basis reduziert. Dies bietet den
Vorteil, dass sichergestellt ist, dass an jeder betrachteten Frequenz immer eine eigens
fiir diesen Frequenzpunkt adaptiv berechnete Losung vorliegt, die das Problem an
dieser Stelle in der Regel deutlich besser approximiert als eine Losung, die mithilfe
eines FE-Netzes berechnet wurde, das an einer anderen Frequenz adaptiert wur-
de. Des Weiteren ist eine Einbettung geometrischer Multigrid-Loser, wie in [Hil06]
vorgestellt, durch die erzeugten Netzhierarchien in dem vorgestellten h-adaptiven
Verfahren in einfacher Weise moglich.
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