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Kurzfassung

Numerische Diskretisierungsverfahren sind in der Lage, technische Bauteile mit hoher
Genauigkeit anhand numerischer Modelle zu charakterisieren. Der computergestiitzte
Bauteilentwurf erfordert, solche Modelle wiederholt fiir verschiedene Parameterkon-
figurationen auszuwerten, wobei fiir jede Auswertung ein lineares Gleichungssystem
hoher Dimension gelost werden muss. Insbesondere Parameterstudien und Methoden der
mathematischen Optimierung benétigen eine sehr groffe Anzahl an Modellauswertun-
gen. In diesem Kontext fiihren Verfahren der parametrischen Modellordnungsreduktion
(PMOR) zu einer signifikanten Minderung des numerischen Aufwands.

Die vorliegende Arbeit entwickelt ein neuartiges Rahmenwerk zur Erzeugung von pa-
rametrischen reduzierten Modellen, die um Groflenordnungen schneller ausgewertet
werden konnen als die urspriinglichen numerischen Modelle und dennoch sehr genau
sind. Auf diesem Rahmenwerk aufbauend werden zwei konkrete PMOR-Verfahren
vorgestellt. Beide verwenden Tensorgitter zur Diskretisierung des Parameterraums.
Wahrend das erste Verfahren eine gleichméflige Verfeinerung des Tensorgitters benutzt,
handelt es sich bei dem zweiten um ein auf ungleichméfiiger Verfeinerung beruhen-
des selbst-adaptives Verfahren. Eine Anwendung der vorgeschlagenen PMOR-Ansétze
zur Geometrieoptimierung von Mikrowellenstrukturen rundet die Arbeit ab. Nume-
rische Beispiele untermauern die Effektivitat, Zuverldssigkeit und Praxisrelevanz der
vorgeschlagenen Methodik.






Abstract

Numerical discretization methods are able to characterize technical devices very accu-
rately by means of numerical models. The computer-aided design of such structures
requires such models to be evaluated repeatedly for different parameter configurations,
where for each evaluation a high-dimensional system of linear equations has to be solved.
Especially parametric studies and methods of mathematical optimization require very
large numbers of model evaluations. In this context, methods of parametric model order
reduction (PMOR) lead to a significant reduction of computational costs.

The present work develops a novel framework for the generation of parametric reduced-
order models, which can be evaluated by orders of magnitude faster than the original
numerical models and are still very accurate. Based on this framework, two concrete
PMOR methods are presented. Both employ tensor grids for discretizing the parameter
space. While the first method uses uniform grid refinement, the second one is a self-
adaptive approach based on non-uniform refinement. An application of the suggested
PMOR approaches to shape optimization of microwave structures completes the work.
Numerical examples confirm the efficiency, reliability, and practical relevance of the
proposed methodology.
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Kapitel 1

Einleitung

Sowohl die Entwicklungszeiten anspruchsvoller technischer Bauteile als auch deren
Qualitat konnen durch den Einsatz computergestiitzter Entwurfsmethodiken wéahrend
des Designprozesses entscheidend verbessert werden. Haufig ist fiir den Entwurfsprozess
nicht der Verlauf von Feldgrofien innerhalb der Struktur von primarem Interesse, sondern
das Ubertragungsverhalten der Struktur beziiglich relevanter integraler Kenngrofen.
In diesem Fall ist eine Bauteilbeschreibung auf Systemebene durch mathematische
Modelle mit definierten Schnittstellen zielfiihrend. Da eine analytische Bauteilcharak-
terisierung aufgrund der oftmals hohen Komplexitdt nur in Ausnahmefallen moglich
ist, werden numerische Computermodelle der physikalischen Struktur herangezogen.
In vielen Disziplinen der Ingenieurwissenschaften haben sich numerische Diskretisie-
rungsverfahren, wie die Finite-Elemente(FE)-Methode [Mon03], [ZT00], die Methode
der Finiten Differenzen [THO5], [FP02], die Finite Integrationstechnik [CWO01], oder
Integralgleichungsverfahren [Har93] etabliert, um derartige Modelle zu erzeugen. Kann
von linearen Rahmenbedingungen, insbesondere Materialeigenschaften ausgegangen
werden, so fithren die genannten Diskretisierungsverfahren auf ein lineares Gleichungs-
system (LGS) hoher Dimension. Angesichts der heute verfiigharen Computer-Hardware
ist es unter Einsatz effizienter direkter [SG04] und iterativer [HFDEO03] Losungsver-
fahren auch fiir komplexe Bauteilgeometrien und Materialverteilungen moglich, derart
hochdimensionale Modelle mit vertretbarem Rechenaufwand auszuwerten.

Im Rahmen des Entwurfsprozesses sind bestimmte Designparameter, zu denen so-
wohl geometrische Parameter als auch Materialparameter zéhlen, innerhalb gewisser
Grenzen derart zu bestimmen, dass das Bauteil ein gewiinschtes Verhalten aufweist.
Hierzu werden haufig automatisierte Optimierungsverfahren [Sch81], [Fle01], [NWO06]
eingesetzt. Ungeachtet dessen, wie der computergestiitzte Entwurfsprozess im Detail
durchgefiihrt wird, ist jedenfalls eine wiederholte Auswertung der numerischen Modelle
fir verschiedene Parameterwerte erforderlich. In vielen Féllen ist die Anzahl der not-
wendigen Modellauswertungen beachtlich, speziell dann, wenn viele Designparameter
zu bestimmen sind, das Ubertragungsverhalten der Struktur sehr sensitiv auf Ande-
rungen in den Parameterwerten reagiert, oder ein breiter Parameterbereich betrachtet
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wird. Wenngleich eine einzelne Modellauswertung keine Herausforderung hinsichtlich
des numerischen Aufwandes darstellt, so kann dieser aufgrund der vorangegangenen
Uberlegungen fiir den gesamten Designprozess zu einem erheblichen Problem werden.

Mit dem Ziel, das Ubertragungsverhalten einer physikalischen Struktur effizient in
Abhéangigkeit verschiedener Designparameter zu beschreiben, sind eine Reihe von ver-
schiedenartigen Verfahren entwickelt worden. Eine erste Einteilung kann anhand der
Art der Daten, auf welchen die Verfahren operieren, vorgenommen werden.

Vektor-Fitting-Algorithmen ([DDDO0S], [TNGTO07], [TNGT10], [FKD09], [FKD11]) sowie
Response Surface Modeling [DLM199] oder Kriging-Modelle [LMCCO04] operieren auf
einer Menge von iiber dem Parameterraum verteilten Instanziierungen der Ubertra-
gungsfunktion. Dabei ist es unerheblich, wie die Instanziierungen bestimmt worden
sind. Es kann sich um Simulationsergebnisse oder auch Messwerte handeln. Mittels
dieser Daten werden die Koeffizienten einer rationalen Modell-Ubertragungsfunktion
bestimmt.

Methoden der parametrischen Modellordnungsreduktion (PMOR) konstituieren eine
Verfahrensklasse, welche auf der Kenntnis eines numerischen Modells der physika-
lischen Struktur basieren. Sie unterscheiden sich damit fundamental von der zuvor
genannten Verfahrensklasse. Das Ziel solcher Verfahren ist die Konstruktion eines para-
metrischen reduzierten Modells (Englisch: parametric reduced order model) (PROM),
welches innerhalb des relevanten Parameterbereiches die Ubertragungscharakteristik
des hochdimensionalen numerischen Ausgangsmodells ndherungsweise darstellt, aber
erheblich weniger Freiheitsgrade aufweist. Das PROM ist daher um Groflenordnungen
schneller auswertbar als das Ausgangsmodell. Projektionsbasierte PMOR-Ansétze errei-
chen dies, indem das Ausgangsmodell in einen geeigneten Unterraum projiziert wird.
Obwohl in den letzten Jahren eine Reihe von PMOR-Verfahren wie [DEF09], [Phi04],
[LE09] oder [AFO08] in der Fachliteratur vorgestellt wurden, weisen diese nach wie vor
Defizite in mindestens einem der folgenden Punkte auf: effektive Beriicksichtigung von
geometrischen Parametern, Gewéhrleistung einer niedrigen Dimension des Unterraums
auch fiir mehrere Parameter, Vermeidung von Rechenoperationen mit Grélen des hoch-
dimensionalen Ausgangssystems zur Auswertung des PROMs, hohe Konvergenz des
PMOR-Verfahrens und damit geringe Anzahl an Instanziierungen und Losungen des
Ausgangsmodells zur Konstruktion eines PROMs.

Die vorliegende Dissertation ist im Bereich der projektionsbasierten parametrischen
Modellordnungsreduktion angesiedelt. Die allgemeine Struktur der betrachteten Aus-
gangsmodelle sowie der PROMSs wird in Abschnitt 2 eingefithrt. Es wird gezeigt, dass
Finite-Elemente-Modelle von Mikrowellenstrukturen im Frequenzbereich diese Struktur
aufweisen. Ebenfalls wird eine Klassifikation der Designparameter durchgefiihrt. Dabei
wird zwischen solchen Parametern unterschieden, beziiglich derer eine explizite Parame-
trierung der systemrelevanten Matrizen bekannt ist und solchen, die implizit in den
Modellgleichungen enthalten sind. Projektionsbasierte Verfahren der Modellordnungsre-
duktion (MOR) fur die Klasse der expliziten Parameter sind Gegenstand von Kapitel 3.
Kapitel 4 stellt ein neuartiges Rahmenwerk zur Behandlung von Ausgangsmodellen



mit beliebiger Parametrierung vor. Dieses basiert zum einen auf der Rekonstruktion
einer vollstandig expliziten Parametrierung der modellrelevanten Matrizen und zum
anderen auf einer parameterabhédngigen Darstellung von Unterrdumen, in die das Aus-
gangsmodell projiziert wird. Die mittels des gewédhlten Ansatzes erzeugten PROMs
sind auch fiir viele geometrische Parameter von niedriger Dimension und kénnen sehr
schnell ausgewertet werden. Dariiber hinaus ermoglicht das vorgestellte Rahmenwerk
die Konstruktion von besonders gut konvergierenden Verfahren. Derer werden zwei in
Kapitel 5 explizit entwickelt, ein auf gleichméfiger Gitterverfeinerung basierendes Ver-
fahren in Abschnitt 5.1 sowie ein selbst-adaptives Teilbereichsverfahren in Abschnitt 5.2.
Eine Anwendung im Kontext der automatisierten Bauteil-Optimierung ist Gegenstand
von Kapitel 6. Die theoretischen Betrachtungen werden begleitend durch numerische
Beispiele aus dem Bereich der elektromagnetischen Strukturen ergénzt.






Kapitel 2

Modellbetrachtungen

2.1 Einleitung

Die Methoden und Verfahren, welche im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelt
werden, basieren auf numerischen Modellen, im weiteren Verlauf Ausgangsmodelle ge-
nannt, welche physikalische Systeme abbilden. Numerische Diskretisierungsverfahren,
wie die FE-Methode [Mon03], [ZT00] sind weit verbreitet und gut geeignet, um derartige
Modelle zu erzeugen. Unter Voraussetzung linearer Bedingungen resultiert der Diskreti-
sierungsschritt haufig in einem LGS hoher Dimension mit diinn besetzter Systemmatrix.
Dabei weist das Gleichungssystem aufgrund der gewéhlten mathematischen Formulie-
rung oftmals eine natiirliche Parametrierung beziiglich ausgezeichneter Parameter auf,
wie beispielsweise die Frequenz im Rahmen von zeitharmonischen FE-Simulationen
mechanischer oder elektromagnetischer Strukturen. Formal ist fiir derartige Parameter,
im weiteren Verlauf explizite Parameter genannt, eine affine Zerlegung der auftretenden
Matrizen M € CN¥*¥ nach Definition 2.1 bekannt.

Definition 2.1 (Affine Zerlegung). Die affine Zerlequng einer Matriz M € CN*N st

durch
I

M(s) =Y 0,(s)My, s =[s1,...,50]" (2.1)

i=1

gegeben, wobei M; € CNV*N matrizwertige Koeffizienten sind, s, € R die Komponenten
des Parametervektors s bezeichnen, und 0, : C% — C.

Dariiber hinaus gibt es Parameter, die implizit in das LGS eingehen und entsprechend
als implizite Parameter bezeichnet werden. Im Rahmen von FE-Simulationen erweist es
sich haufig als zielfithrend, geometrische Parameter als implizit zu betrachten, da die
Darstellung einer affinen Zerlegung nach (2.1) hierfir im Allgemeinen sehr unhandlich
und daher wenig praktikabel ist. Details hierzu sind Gegenstand von Abschnitt 2.3.3.

5
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Die Unterscheidung von impliziten und expliziten Parametern motiviert die Einteilung
des Raumes der Designparameter D C R” in den Raum Q C R% der expliziten
Parameter und den Raum P C R der impliziten Parameter. Es gilt somit

D=QdP. (2.2)

2.2 Abstrakte Struktur der parametrischen Aus-
gangsmodelle

Alle weiteren Betrachtungen in dieser Arbeit setzen unter Verwendung der Parame-
terklassifikation nach (2.2) eine spezielle Struktur der Ausgangsmodelle voraus. Die
folgenden Definitionen und Sétze fiihren die benétigten Modellstrukturen ein.

Definition 2.2 (Lineares Modell). FEin von den Parameterns € Q und p € P abhdn-
giges lineares Modell mit p Eingingen sowie q Ausgdingen hat die Form

A(s,p)x(s,p) = B(s,p)u, (2.3a)
y(s,p) = C'(s, p)x(s, p). (2.3b)

Darin sind A(s,p) € CN*N die Systemmatriz, x(s,p) € CV der Lisungsvektor,
B(s,p) € CV*? die Eingangsmatriz, C(s,p) € CN*9 die Ausgangsmatriz, u € CP
der Eingangsvektor und y(s,p) € C? der Ausgangsvektor.

Definition 2.3 (Ausgangsmodell). Ein von den Parametern s € Q und p € P ab-
hangiges Ausgangsmodell 3(s, p) mit p Eingingen sowie q Ausgingen hat die Form

(Z 9¢(S)Ai(p)> x(s,p) = (Zl 0j(S>Bj> u, (2.4a)

¥(5.p) = (z ek<s>ck) (5, P). (2.4D)
k=1

Darin sind A;(p) € CV*N_ B, € CN*? ynd C;, € CN*9 matrizwertige Koeffizienten,
x(s,p) € CV der Lésungsvektor, u € CP der Eingangsvektor und y(s,p) € C? der
Ausgangsvektor.

Satz 2.1. Bei dem Ausgangsmodell ¥(s,p) handelt es sich um ein lineares Modell
nach Definition 2.2, wobei sowohl die Fingangsmatriz B als auch die Ausgangsmatriz
C ausschliefslich eine Abhdngigkeit von den expliziten Parametern s € Q aufweisen.

Beweisskizze. Durch Einsetzen von (2.1) in (2.3) fiir die Matrizen A, B und C folgt
Satz 2.1. [
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Definition 2.4 (Transponiertes Ausgangsmodell). Das zu (s, p) nach Definition 2.3
gehdrige transponierte Ausgangsmodell 3'(s,p) hat die Form

(S 0are) <0 = (Lo v, (2.59)

y'(s,p) = (Z_:l Hj(s)B]) x'(s, p). (2.5b)

Darin sind A;(p), B; und Cy, die matrizwertigen Koeffizienten von (s, p) aus Defi-
nition 2.3, x' € CN der Lisungsvektor, u' € C? der Eingangsvektor sowie 'y’ € CP der
Ausgangsvektor des transponierten Ausgangsmodells.

Das Ubertragungsverhalten der Ausgangsmodelle ist von zentraler Bedeutung fiir
die Simulation auf Systemebene und wird mathematisch mit Ubertragungsmatrizen
beschrieben. Diese sind fiir die vorangegangenen Modelle wie folgt definiert:

Definition 2.5 (Ubertragungsmatrix). Die Ubertragungsmatriz H(s, p) € CI*P eines
linearen Modells nach Definition 2.2 ist tiber den FEingangsvektor u € CP und den
Ausgangsvektor y(s,p) € C? als

y(s,p) = H(s, p)u (2.6)
definiert.

Korollar 2.1. Die Ubertragungsmatriz H(s,p) € C*? des Ausgangsmodells (s, p)
nach Definition 2.3 ist durch

I

i) - (3 ek<s>ck)T > e@-<s>Ai<p>)_1 (Z ej<s>Bj) 2.1

i=1

bestimmdt.

Beweisskizze. Durch Auflosen von (2.4a) nach dem Losungsvektor x(s, p) und Einsetzen
in (2.4b) folgt unmittelbar die Ubertragungsmatrix H(s, p). O

Korollar 2.2. Die Ubertragungsmatriz H'(s, p) des transponierten Ausgangsmodells
Y/(s,p) nach Definition 2.4 ist die Transponierte der Ubertragungsmatriz H(s, p) des
Ausgangsmodells Y.(s, p) nach Definition 2.5:

H'(s,p) = H' (s, p). (2.8)
Beweisskizze. Durch Auflosen von (2.5a) nach dem Losungsvektor x'(s, p) und Einsetzen

in (2.5b) folgt die Ubertragungsmatrix H'(s, p). Ein Vergleich mit Korollar 2.1 liefert
die Behauptung. O
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Definition 2.6 (Symmetrisches Ausgangsmodell). Fin Modell 3(s,p) heifst symme-
trisch, wenn dessen Ubertragungsmatriz H(s, p) symmetrisch und damit identisch mit
der Ubertragungsmatriz H'(s, p) des zugehdrigen transponierten Modells X' (s, p) ist.

Modelle vom Typ (2.4) treten in vielen verschiedenen Disziplinen der computergestiitzten
Bauteilsimulation auf. Unter anderem bei der Analyse von elektrischen Hochgeschwin-
digkeitsschaltungen [Rue74] mittels Integralgleichungsverfahren [Bal89], in der dyna-
mischen Simulation von mechanischen Strukturen [TMO1] oder bei der FE-Simulation
von elektromagnetischen Bauteilen [WP86]. Auf Letztere wird in Abschnitt 2.3 ndher
eingegangen.

Ausgangssysteme (s, p) mit von den impliziten Parametern p abhéngigen Eingangs-
und Ausgangsmatrizen B, C sind im Rahmen der vorliegenden Dissertation nicht
untersucht worden. Der Autor strebt eine dahingehende Erweiterung der Methodiken
dieser Arbeit an.

2.2.1 Affin parametrierte Ausgangsmodelle

Einen Spezialfall der Ausgangsmodelle Y(s, p) stellen affin parametrierte Ausgangsmo-
delle ¥(s) dar, die ausschliefllich eine Abhéngigkeit beziiglich der expliziten Parameter
s aufweisen.

Definition 2.7 (Affin parametriertes Ausgangsmodell). Ein in den expliziten Para-
metern s € Q affin parametriertes Ausgangsmodell ¥(s) mit p Eingdngen sowie q
Ausgingen hat die Form

(Z A5IA) x5) = (z ej<s>Bj) W (2.90)
y(s) = (i ek<s>ck)Tx<s>. (290)

Darin sind A; € CN*N_ B; € CN*? und Cy, € CN* matrizwertige Koeffizienten,
x(s) € CV ist der Lisungsvektor, u € CP der Eingangsvektor und y(s) € C? der
Ausgangsvektor.

Korollar 2.3. Die Ubertragungsmatriz H(s) € C?*? des affin parametrierten Aus-
gangsmodells 3(s) nach Definition 2.7 ist durch

-1

(Z: ej(s)Bj) (2.10)

bestimmdt.

Beweisskizze. Durch Auflésen von (2.9a) nach dem Losungsvektor x(s) und Einsetzen
in (2.9b) folgt unmittelbar die Ubertragungsmatrix H(s). O

8
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Satz 2.2. FEin affin parametriertes Ausgangsmodell 3(s) nach Definition 2.7 kann
durch Fizieren des impliziten Parametervektors p aus dem Ausgangsmodell (s, p)
entsprechend Definition 2.3 erzeugt werden. Fir einen Punkt P, € P gilt

Si(s) == X(s,p)| (2.11)

P=Pk

Beweisskizze. Durch Einsetzen von py € P in Definition 2.3 und Vergleich mit Definiti-
on 2.7 folgt Satz 2.2. O

2.2.2 Polynomiell parametrierte Ausgangsmodelle

Affin parametrierte Ausgangsmodelle ¥(s) konnen durch Einschranken der Funktionen 6,
weiter spezialisiert werden. Entsprechend fithrt Definition 2.8 polynomiell parametrierte
Ausgangsmodelle YF (s) ein.

Definition 2.8 (Polynomiell parametriertes Ausgangsmodell). Ein in den expliziten
Parametern s € Q polynomiell parametriertes Ausgangsmodell XF(s) ist durch Ein-
schrankung des affin parametrierten Ausgangsmodells ¥(s) nach Definition 2.7 auf
Funktionen

0, € P(O,Q) (2.12)

gegeben. Darin bezeichnet P(O, Q) den Raum der Polynome mit mazimalem Grad O in

@ Variablen.

Korollar 2.4. Die Ubertragungsmatriz HE (s) € CP*P des polynomiell parametrierten
Ausgangsmodells YF(s) nach Definition 2.8 ist durch (2.10) bestimmt.

2.3 Parametrische Finite-Elemente-Modelle von Mi
krowellenstrukturen

Bei der FE-Methode handelt es sich um ein in vielen ingenieurwissenschaftlichen Dis-
ziplinen verbreitetes numerisches Diskretisierungsverfahren. In der Elektrodynamik
wird die FE-Methode vor allem zur Simulation von elektromagnetischen Strukturen
im Frequenzbereich herangezogen. Da sie auf unstrukturierten Netzen operiert und ein
hohes Mafl an Flexibilitat beziiglich der Materialmodellierung aufweist, ist sie vielseitig
einsetzbar. Im vorliegenden Kapitel werden FFE-Modelle von passiven Mikrowellenstruk-
turen im Frequenzbereich abgeleitet, die eine Modellstruktur entsprechend Definition 2.3
aufweisen und somit als Ausgangsmodelle geeignet sind.

9



Kapitel 2. Modellbetrachtungen

2.3.1 Mathematische Modellierung

In der klassischen Elektrodynamik dienen die Maxwell-Gleichungen

oB
VxE=—7" (2.13a)
VXH:J-F@;:, (2.13Db)
V-D =y, (2.13¢)
V-B=0 (2.13d)

als Grundlage zur Beschreibung samtlicher elektromagnetischer Phanomene und sind
somit auch Ausgangspunkt der Betrachtungen in diesem Kapitel. Darin bezeichnen €
die elektrische Feldstirke, H die magnetische Feldstdrke, D die elektrische Flussdichte,
B die magnetische Flussdichte, J die Stromdichte und o die Raumladungsdichte. Mate-
rialbeziehungen vervollsténdigen das vorliegende Differenzialgleichungssystem. Unter
der Annahme von linearen Verhéltnissen lauten diese

D = e€ = ¢, €, (2.14a)
B = uH = popH, (2.14b)
J =0c€&. (2.14c¢)

Darin bezeichnet €, den relativen Permittivititstensor, p,. den relativen Permeabili-
tatstensor und o den Leitfdhigkeitstensor. Die Permittivitit des Vakuums €y und die
Permeabilitat des Vakuums pg sind tiber die Beziehung

1
’ v/ €olto ( )
mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢y verkniipft. Mit dem Ziel, die Darlegungen im
Verlauf der Arbeit moglichst tibersichtlich zu halten, werden 0.B.d.A. stets isotrope

Materialien und damit skalarwertige Groflen €., p, und o vorausgesetzt.

Sind die Materialeigenschaften zusétzlich zeitinvariant, so kann das System der Maxwell-
Gleichungen mit den entsprechenden Phasoren E, H, D, B, p und der Kreisfrequenz w
in zeitharmonischer Form

V x E = —jwB, (2.16a)
V x H=J+ jwD, (2.16b)
V-D =p, (2.16¢)
V-B=0 (2.16d)

geschrieben werden. Die Materialbeziehungen nehmen entsprechend (2.14) die Darstel-
lung

D = ¢FE = ¢y, E, (2.17a)
B = uH = puop.H, (2.17b)
J=0F (2.17¢)

all.
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>

Y

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des Randwertproblems.

Vektorielle Helmholtzgleichung

Durch Eliminieren der magnetischen Feldstédrke H in (2.16b) mittels (2.16a) und
Ausnutzen der Materialbeziehungen (2.17) ergibt sich die vektorielle Helmholtzgleichung
zu

V x u. 'V x E + jkonooE — kje,E = 0, (2.18)
wobei
2
g & =2t (2.19)
Co Co

die mit der Kreisfrequenz w bzw. der Frequenz f linear verkniipfte Freiraumwellenzahl
und

o = At (2.20)
€o

der Feldwellenwiderstand des Vakuums sind.

Randwertproblem

Das in Abbildung 2.1 skizzierte Randwertproblem dient als Grundlage fiir die FE-
Diskretisierung und ist durch die Vorgabe einer Differenzialgleichung innerhalb des
betrachteten Feldgebietes ), hier die vektorielle Helmholtzgleichung nach (2.18) sowie
entsprechender Randbedingungen auf dem Rand I' = 0f) definiert. Mit dem Ziel,
verschiedene physikalische Effekte modellieren zu kénnen, wird der Rand I' in die
disjunkten Teilrander

I =TzUlyUT,Ulye (2.21)

zerteilt, welche ihrerseits wiederum aus mehreren, nicht zusammenhangenden Kompo-
nenten bestehen konnen:

I'p= UFE7 I'p= Uriq, L'y = UFiZ7 Fwe = UN}VG- (2.22)

11



Kapitel 2. Modellbetrachtungen

Bezeichnet n den geméfl Abbildung 2.1 gerichteten, normierten Normalenvektor von T,
so gelten auf den Teilrdndern I'g, 'y, 'z sowie 'y ¢ die Randbedingungen:

I'p: Exn=0, (2.23a)
Ty: (W'VxE)xh=0, (2.23b)
I'y: nx(Exn)=2ZH xn, (2.23¢)
Twe: (u'V x E)x A= —jwugH? X A, (2.23d)

Da auf den Randern I'y und I'y die Tangentialkomponenten der entsprechenden
Feldgrofien zu Null erzwungen werden, konnen hiermit perfekte elektrisch bzw. perfekte
magnetische Leiter modelliert werden. Gute Leiter hingegen sind durch die Vorgabe
von Oberflichenimpedanzen Zg in der sogenannten Impedanzrandbedingung (2.23c)
darstellbar [Sen60]. Dabei wird ausgenutzt, dass das elektrische Feld E bei Eindringen
in das Innere eines guten Leiters exponentiell geddmpft wird. Dieses Phanomen wird
auch als Skin-Effekt bezeichnet. Die Eindringtiefe

0= 2 (2.24)

Wo
gibt in diesem Zusammenhang an, nach welcher Strecke normal zur Grenzflache eines
Leiters mit Leitfdhigkeit o die Feldkomponenten um den Faktor e abgeklungen sind.
Sind die geometrischen Abmessungen des Leiters erheblich grofier als die Eindringtiefe,
so kann der Leiter durch Vorgabe der Oberflichenimpedanz
Wil

Zo= (14405, (2.25)

modelliert werden [Har01, S. 50 ff.].

Dartiber hinaus ermoglicht es die Impedanzrandbedingung (2.23c), Rénder zu betrach-
ten, durch welche die Struktur ins Unendliche abstrahlt. Dies ist insbesondere fiir
die Modellierung von Antennenstrukturen von Interesse. Hiufig werden sogenannte
absorbierende Randbedingungen erster Ordnung eingesetzt, fiir welche nach [Per88| der

Zusammenhang

Z, =1 (2.26)
€

gilt.

Eine besondere Bedeutung kommt den Réndern I, zu. Es handelt sich dabei um
Wellenleiter-Tore, mit denen die Struktur iiber Wellenleiter mit einem Netzwerk aus
Mikrowellenstrukturen verbunden werden kann. An den Réndern I'i,, werden die
tangentialen Komponenten H| des magnetischen Feldes entsprechend den Feldern
der angeschlossenen Wellenleiter vorgegeben. Die Wellenleiter-Tore ermoglichen somit
eine Beschreibung der Struktur auf Systemebene. Die Vorgehensweise hierfiir wird im
folgenden Abschnitt skizziert.

Das Randwertproblem ist somit vollstandig bestimmt und kann mittels numerischer
Diskretisierungsverfahren, wie in Abschnitt 2.3.2 gezeigt, gelost werden.

12
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I

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung einer Mikrowellenstruktur mit Wellenleiter-Toren.

Beschreibung auf Systemebene

Abbildung 2.2 stellt schematisch eine Mikrowellenstruktur mit N, physikalischen
Wellenleiter-Toren dar. Jedes dieser Tore ist dabei mit einem azial homogenen Wellenlei-
ter verbunden. Bei diesen handelt es sich um Wellenleiter, deren Materialeigenschaften,
Randbedingungen und Geometrie sich entlang einer ausgezeichneten Richtung nicht
verandern. Dazu gehoren unter anderem koaxiale Wellenleiter, Rundhohlleiter oder
auch Rechteckhohlleiter. Wellenleiter dieser Art weisen fiir endliche Abmessungen ein
diskretes Spektrum an Wellenformen E¢ und H, auf.

Einen Spezialfall der axial homogenen Wellenleiter stellen homogene Wellenleiter dar.
Bei diesen sind die Materialien ebenfalls in der zur ausgezeichneten Richtung transver-
salen Ebene ortsunabhangig. Zusatzlich sind nur perfekt elektrisch leitende und perfekt
magnetisch leitende Rénder vom Typ (2.23a) oder (2.23b) zuldssig. In homogenen
Wellenleitern wird zwischen drei Arten von Wellenformen unterschieden. Dabei handelt
es sich um sogenannte transversal elektrische (TE), transversal magnetische (TM) und
transversal elektromagnetische (TEM) Wellen. Bei Erstgenannten weist das elektrische
Feld E, ausschliefllich Komponenten transversal zur ausgezeichneten Richtung z auf,
bei TM-Wellenformen gilt dies entsprechend fiir das magnetische Feld H¢. Sowohl E¢
als auch H¢ sind bei TEM-Wellenformen rein transversal gerichtet. TEM-Wellenformen
sind dartiber hinaus genau dann existent, wenn der Wellenleiterquerschnitt mehrere Elek-
troden aufweist. Eine detaillierte Abhandlung der in diesem Absatz zusammengefassten
Erkenntnisse kann [Har01, Kapitel 8.1] entnommen werden.

Axial homogene Wellenleiter besitzen die wesentliche Eigenschaft, dass jedes elektroma-
gnetische Feld innerhalb des Wellenleiters als Superposition der Wellenformen E¢ und
H dargestellt werden kann [Col91, S. 426 ff.]. Fir die zur ausgezeichneten Richtung z
transversal gerichteten Feldkomponenten E! und H' des i-ten Wellenleiters folgen die
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Darstellungen
Ej(z)=)_ aéEigeﬂé’z + bZEigeﬂéz, (2.27a)
=1
Hi(z) =) a;Hje " — b H,e e (2.27b)
=1

Dabei ist 72 der komplexe Ausbreitungskoeffizient der {-ten Wellenform am i-ten
Wellenleiter-Tor, ag € C und b € C sind Gewichtungskoeffizienten der vor- und
riicklaufenden Wellen und Ei@ H ig sind die Transversalkomponenten der Wellenformen
Eé, H 2 Durch Wahl der lokalen Koordinatensysteme der Wellenleiter derart, dass die
Wellenleiter-Tore I'y; in der Ebene z = 0 liegen, ergeben sich die Transversalkompo-
nenten der Felder in dieser Ebene als

E; =) (a; +b.)Ej, (2.28a)
é=1

H; = (a; — b)) Hj,. (2.28Db)
¢=1

Durch Einfithrung modaler Spannungen Vg und modaler Strome I g entsprechend
V¢ = ag + b, (2.29a)
I¢ == a; — U, (2.29b)

folgen fiir die Transversalkomponenten der Felder in der Ebene z = 0 die Entwicklungen

E, =) V/E,, (2.30a)
&=1

H;=> IlH,. (2.30b)
=1

Die darin enthaltenen modalen Spannungen V¢ und modalen Stréme I werden erst
durch Einbeziehung einer zusatzlichen Normierungsbedingung eindeutig, da soweit noch
keine Aussage iiber die Amplituden der modalen Feldgréfien Eig und H ig getroffen
wurde. In dieser Arbeit werden E;‘;g und H ig durch die Orthogonalitatsbeziehung [Van07,

S. 865 ff] /
r

normiert, wobei d¢c das Kronecker-Delta bezeichnet. Dartiber hinaus bedeutet (2.31),
dass unterschiedliche Wellenformen nicht miteinander verkoppelt sind. Dies erméglicht
es, jeder durch ¢ identifizierten Wellenform eines physikalischen Tores Ty, formal ein
verallgemeinertes Wellenleiter-Tor T’ zuzuordnen [Har01, Kapitel 8.3].

(B} x Hy.) - fudl = b (2.31)

%
wa

Fiir praktische Anwendungen ist die Charakterisierung des Ubertragungsverhaltens
einer Mikrowellenstruktur nur innerhalb eines vorgegebenen Frequenzbereiches erforder-
lich, innerhalb dessen eine gewisse Anzahl an Wellenformen an den verallgemeinerten
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1
O—>— a1—>_
Vl ‘o_ b1<—_
| Z S
N, a ]
O—>— Nv—>
VN;h;_ bNC‘——

(a) (b)

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung von Mehrtoren. (a) Impedanz-Modell, (b)
Streuparameter-Modell.

Wellenleiter-Toren ausbreitungsfahig sind. Die nicht ausbreitungsfahigen Wellenfor-
men werden exponentiell gedampft [Rus03, Kapitel 7]. Folglich gentigt in (2.30) die
Berticksichtigung einer endliche Anzahl N, g an Wellenformen. Die Wellenformen selbst
konnen fiir strukturell einfache axial homogene Wellenleiter oftmals analytisch berechnet
werden [Col01, Kapitel 3]. Ist dies nicht moglich, so sind Eig und H ig durch Losen
eines zweidimensionalen Eigenwertproblems zu bestimmen [FHDE(04].

Als Néchstes werden mittels der modalen Spannungen Vg und Strome [ é verallgemeinerte
Impedanzmatrizen eingefithrt, mit deren Hilfe das Eingangs- und Ausgangsverhalten der
in Abbildung 2.2 skizzierten Struktur auf Systemebene durch ein Mehrtor entsprechend
Abbildung 2.3(a) charakterisiert wird. Das Mehrtor weist dabei N} verallgemeinerte
Wellenleiter-Tore TS, auf, an denen jeweils nur eine Wellenform anliegt. Unter Ver-
nachlassigung des zur Identifikation der physikalischen Wellenleiter-Tore verwendeten
Indexes i werden die Komponenten der verallgemeinerten Impedanzmatrix Z € Co *No
entsprechend

Zege = Ve(le = dgc) (2.32)

definiert [Poz05, Kapitel 4].

Eine andere, weit verbreitete Beschreibungsmoglichkeit von Mikrowellenstrukturen auf
Systemebene bieten die Streuparameter. Als Grundlage hierfiir dienen die Amplitu-
denverhaltnisse aus vor- und riicklaufenden Wellenformen an den verallgemeinerten
Wellenleiter-Toren. Das zugehorige Netzwerkelement ist in Abbildung 2.3(b) skizziert.
Die Komponenten der Streumatrix S € CY»*™r sind folgendermaflen definiert [Poz05,
Kapitel 4]:

Sec = belac = dec). (2.33)

2.3.2 Finite-Elemente-Modell

Mit Hilfe der FE-Methode wird im vorliegenden Abschnitt ein numerisches Modell,
das FE-Modell, basierend auf der mathematischen Modellierung aus Abschnitt 2.3.1,
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abgeleitet. Die Losung des FE-Modells stellt dabei eine Naherungslosung des Rand-
wertproblem nach Abbildung 2.1, bestehend aus der vektoriellen Helmholtzgleichung
(2.18) sowie den zugehorigen Randbedingungen (2.23) dar. Somit ist das FE-Modell
zur Charakterisierung passiver Mikrowellenstrukturen geeignet.

Die FE-Methode setzt zunachst eine Diskretisierung des Feldgebietes €2 durch ein FFE-
Netz M voraus. Darauf autbauend werden die Feldgroflen unter Verwendung geeigneter
Ansatzfunktionen dargestellt. In der vorliegenden Dissertation kommen eine elektrische
Feldformulierung [Far07] sowie H(rot)-konforme Ansatzfunktionen w; entsprechend
[Ing06] zur Anwendung. Obwohl die elektrische Feldformulierung fiir niedrige Frequenzen
Instabilitaten aufweist, ist sie fiir Hochfrequenz-Simulationen dennoch weit verbreitet.
Neben der elektrischen Feldformulierung existieren wesentlich robustere Formulierungen,
wie die Potentialformulierung aus [HFDEO3]. Beide Formulierungen fithren auf FE-
Modelle, die in das Rahmenwerk der vorliegenden Arbeit passen.

Zur Extraktion der Netzwerkparameter aus FE-Simulationen von Mikrowellenstrukturen
sind Impedanz- und Admittanzformulierungen, wie z.B. [WP86] oder [RAZ01] geeig-
net. Mittels eines passenden Ausgangsfunktionals wird zunéchst die verallgemeinerte
Impedanzmatrix Z bestimmt, woraus bei Bedarf in einem nachgelagerten Berechnungs-
schritt die Streumatrix S errechnet werden kann. Die Umrechnung zwischen Streu-
und Impedanzparametern ist in der einschlégigen Fachliteratur hinlénglich beschrieben.
Siehe hierzu [Rus03, Kapitel 10], [Col01, Kapitel 4] oder auch [Poz05, Kapitel 4]. Zur
Bestimmung der Komponenten Zj; von Z nach (2.32) wird die Transversalkomponente
des magnetischen Feldes H} in (2.23d) auf dem verallgemeinerten Wellenleiter-Tor Fiv’éc

als ‘
H} = H;C (2.34)

vorgegeben und mittels der Orthogonalitétsbeziehung (2.31) nach

Zee = Vi(E) = / (E x Hi,)- A dl (2.35)

i€
Iwe

berechnet.

Nach Einfithren von Vektoren modaler Spannungen V,, und Stréme [,, geméaf

v=[V,..., V", (2.36)
i=[l,... In]". (2.37)

lautet das resultierende FE-Modell X g entsprechend [FLDE10]:

(S + jkoF — k3T) x = jkonoBi, (2.38a)
=:A

v =B'x. (2.38b)
Darin ist S € CV*V die Steifigkeitsmatriz mit den Komponenten

S = /Qv X W - 101V % wy dQ, (2.39)
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F € CV*V die Dimpfungsmatriz mit den Komponenten
1
Fi = / NoWy - owy dS) —I—/ Mo X Wy - —mn X w;dl, (2.40)
Q Tz Zs
T € CN*N die Massenmatriz mit den Komponenten
Tkl = / W - €, W) dQ, (241)
Q

A € CVXN die Systemmatriz, B € CN*Ne die Fingangsmatriz bzw. Ausgangsmatriz
mit den Komponenten
By = /” (Hi, x ) - wy,dT". (2.42)
T'wea
Die Ubertragungsmatrix des FE-Modells (2.38) liefert unmittelbar die verallgemeinerten
Impedanzparameter. Es gilt:

Z = jkonoB" (S + jkoF — ki T) 'B. (2.43)

Um die Netzwerkparameter Z oder S mittels des FE-Modelles ¥ g konkret zu berech-
nen, ist es erforderlich, nach Assemblierung der FE-Matrizen S, F, T und B das lineare
Gleichungssystem (2.38a) zu 16sen. Die Matrizen S, F, T und B sind dabei haufig
von hoher Dimension, weisen aber eine diinne Besetzungsstruktur auf. Fir Gleichungs-
systeme dieser Art existieren leistungsfahige direkte [SG04] und iterative [HFDEO3]
Losungsverfahren. Direkte Loser faktorisieren die Systemmatrix A = S + jkoF — k3T
und verwenden Vor- und Riickeinsetzen zum Losen des Gleichungssystems. Die Faktori-
sierungen weisen allerdings eine dichtere Besetzungsstruktur auf als die urspriingliche
Systemmatrix und bendtigen daher mitunter erheblich mehr Arbeitsspeicher. Fiir grofle
Strukturen ist daher der Einsatz iterativer Loser, die ohne eine solche Faktorisierung
auskommen, unumgénglich.

2.3.3 Ableitung des parametrischen Modells

Das im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrte FE-Modell ¥ g weist Abhéngigkeiten
von verschiedenartigen Parametern auf. Konkret handelt es sich dabei um die Betriebsfre-
quenz f € R, die Materialparameter d,,, € R sowie die geometrischen Parameter d, € R.
Eine Untersuchung dieser Abhéngigkeiten ist Gegenstand der folgenden Ausfithrungen.
Dazu wird formal der Raum der Materialparameter

D,, C RP» (2.44)
sowie der Raum der geometrischen Parameter
D, C RPs (2.45)
eingefithrt und die Material- und Geometrieparameter in Vektoren
d,, =[d,...,d°"" € D,, (2.46
dy=[d),...,d>]" e D, (2.47)
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gruppiert. Die Untersuchungen finden unter Berticksichtigung folgender Rahmenbedin-
gungen statt:

e An den Wellenleiter-Toren Ty, ist die Mikrowellenstruktur mit homogenen
Wellenleitern verbunden.

e Die Materialeigenschaften ¢,, u,., o, und die Oberflichenimpedanz Zg sind fre-
quenzunabhéangig.

e Die Materialeigenschaften ¢,, p,., o, sind an den Wellenleiter-Toren Fi’véc nicht
von den Materialparametern d,,, abhangig.

e Die Geometrieparameter d, beeinflussen die Rander I'; und I'yy¢ nicht.

Dariiber hinaus wird gezeigt, dass Xpp durch ein abstraktes Ausgangsmodell nach
Abschnitt 2.2 darstellbar ist und daher in das Rahmenwerk dieser Dissertation passt.

Betriebsfrequenz

Die Frequenz f € [fmin, fmaz) it durch (2.19) linear mit der Freiraumwellenzahl k
verkniipft. Da das FE-Modell ¥ g entsprechend der Darstellung (2.38) in ko formuliert
ist, werden die weiteren Untersuchungen der Frequenzabhéngigkeit anhand von kg
erfolgen.

Zunachst ist festzustellen, dass sich die Frequenzparametrierung der Systemmatrix A
aufgrund der Struktur der vektoriellen Helmholtzgleichung (2.18) auf natiirliche Weise
entsprechend (2.38a) als Matrixpolynom zweiter Ordnung ergibt. Die Matrizen S, F
und T weisen nach ihren Definitionen (2.39), (2.40) und (2.41) fir frequenzunabhéngige
Materialien und Oberflichenimpedanz geméafl den Rahmenbedingungen keine weitere
Frequenzabhéngigkeiten auf und daher folgt

S = const(ky), (2.48a)
F = const(k), (2.48Db)
T = const (ko). (2.48c¢)

Fiir die Eingangs- und Ausgangsmatrix B nach (2.42) ist die Situation hingegen eine
andere. Zu deren Berechnung gehen die Transversalkomponenten H ig der magnetischen
Feldstirke von am verallgemeinerten Wellenleiter-Tor I'l5,, anliegenden Wellenformen
ein. Im Falle von homogenen Wellenleitern sind fiir TE- und TM-Wellen die Ampli-
tuden der Wellenformen Eig und H th frequenzabhéngig, TEM-Wellen hingegen sind
dispersionsfrei. Es gilt nach [Har01, S. 385] die Impedanzbeziehung

Ej = ZyHj x . (2.49)
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Darin ist z die Ausbreitungsrichtung der Wellenformen und Za’,i die Feldwellenimpedanz.
Letztere ist mit der Grenzwellenzahl k5 der &-ten Wellenform durch

ﬁ \/% fiur TE-Wellen,

Zij = | VU gy TM-Wellen (2.50)
jk‘o €Er ’
\/E fiir TEM-Wellen.

am ¢-ten Wellenleiter-Tor bestimmt. Fiir die Frequenzabhéngigkeit der Eingangs- und
Ausgangsmatrix B ergibt sich damit folgende Herleitung: Zunéchst wird die transversal
gerichtete magnetische Feldstarke Hj, bei einer Wellenzahl kg durch die transversal

gerichtete magnetische Feldstarke H f;g bei einer Referenz-Wellenzahl kg # kS entspre-
chend

H (ko) = /pi (ko) H e (o) (2.51)

dargestellt [FLDE10]. Die von der Wellenzahl kq abhangige Skalierungsfunktion pé folgt
unter Verwendung der Feldwellenimpedanzen Zg/ (ko) nach (2.50) dem Zusammenhang

. Zy (k
i) = 2 LEo) (2.52)
Zyir (o)
Durch Einsetzen von (2.51) in (2.42) folgen die Umformungen
Bu(ko) = /F (H;’l(ko) X 7) - wy T (2.53)
- \/pl ko) / (H, (ko) x ) - wy dT (2.53b)
Pz(ko)Bkl(ko) (2.53¢)
pi (ko) Bia. (2.53d)

Nach Gruppierung der Skalierungsfunktionen pé(k:o) in eine wellenzahlabhangige Diago-
nalmatrix

pi(ko)
P(ko) = (2.54)
pNé(kO)

lasst sich die Eingangs- und Ausgangsmatrix bei einer Wellenzahl ko mittels der Diago-
nalmatrix P(kg) sowie der Referenzmatrix B = B(kg) darstellen.

Die Frequenzabhangigkeit des FE-Modells X pg folgt somit der Darstellung
(S + jkoF — k2T)x = jkonoBP (ko)i, (2.55a)
= P(ko)BTx. (2.55b)
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Materialparameter

Materialparameter d,,, € RP» ermoglichen es, Einfluss auf die Materialeigenschaften

& = €.(dy,) > 1 (2.56a)
M = ,ur(dm) > 1, (256b)
o, =0,(dp) >0 (2.56¢)

und somit auf die Ubertragungscharakteristik einer Mikrowellenstruktur zu nehmen.
Durch Einfithrung einer Partitionierung des Parametervektors d,, nach

d,, = [(d;,)", (dy)", (d7)"]" (2.57)
mit dS, € RP», d¥ € RP» und d?, € RP%, wobei
D,, = DS, + D" + D7, (2.58)

gilt, lassen sich die Abhéngigkeiten der Materialeigenschaften von den Materialparame-
tern in entkoppelter Form schreiben:

e = €6.(d,), (2.59a)
Hr = /Lr(d%% (25913)
o = o0,.(d?). (2.59¢)

Fir die FE-Matrizen in (2.38) ergeben sich unmittelbar die Abhéangigkeiten

S = S(d%,) = const(d;,,d?.), (2.60a)
F = S(d},) = const(d;,,d"), (2.60Db)
T = S(d;,) = const(d:,,d?). (2.60c)

Da sich geméfl den Rahmenbedingungen die Materialparameter d,,, nicht auf die Materi-
aleigenschaften an den Réndern '}, auswirken, ist die Eingangs- und Ausgangsmatrix
unabhéngig von d,,. Es gilt

B = const(ds,,d4,, d?)). (2.61)

Im Folgenden wird die Parameterabhéngigkeit der Steifigkeitsmatrix S(d¥ ) nédher
untersucht. Dazu erfolgt formal eine Unterteilung des Feldgebietes {2 in D¥ + 1 nicht
iiberlappende Teilgebiete €2; nach
Dfy,
Q=QU [ Q. (2.62)
n=1
Wahrend jedes der Teilgebiete €2, fiir n > 0 von genau einer Komponenten des Parame-
tervektors d# beeinflusst wird, sind die Materialeigenschaften in €y konstant. Fiir jede
Komponente der Steifigkeitsmatrix gilt folglich

Dt
S = / VX Wi 0V % wy dQ Z/ V ox Wy, o ([dE])V x wr A, (2.63)
Q0 = Jan ’
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2.3. Parametrische Finite-Elemente-Modelle von Mikrowellenstrukturen

Der Operator [-], extrahiert darin die n-te Komponente eines Vektors. Unter der
Annahme, dass die Parameterabhéngigkeit der inversen relativen Permeabilitiat durch
das Polynom

frp(d,x) = fir}(x Z chd?, x e, (2.64)

mit den skalarwertigen Koeffizienten ¢ sowie dem ortsabhéngigen Referenzwert ,u;*}b(x)
dargestellt werden kann, ergibt sich fiir das parameterabhéngige Integral in (2.63)

/ V x wi - gy ([dh ], X))V x wy d©Q)

n

Py,
-y cg([owm]n)p/Q V X Wi - AT (x)V x wy dQ (2.65)
Auf Matrix-Ebene folgt die Parametrierung der Steifigkeitsmatrix zu

S(d) = Sy + 3. 3 e ([dE],)7S,. (2.66)

n=1 p=0

Fiir die Komponenten [S;]z; der Teilmatrizen S; gilt
S, ]u = / V X Wi - L (%)Y x wy dQ (2.67)
Qn ’
mit

firo = 117" (2.68)

Die Parameterabhingigkeiten von Dampfungs- und Massenmatrix in (2.60) werden auf
analoge Weise hergeleitet. Eine polynomielle Parameterabhéngigkeit der Materialeigen-
schaften geméaf

€rn(d,x) = €.n(x Zc av, (2.69a)
on(d,x) = 6,(x Z codP (2.69Db)

fithrt auf eine polynomielle Parametrierung der Matrizen

DZ, Pg
F(d]) =Fo+ > > . ([d7]n)Fn. (2.70a)
n=1 p*O
T(d) = Ty + Z Z ¢ ([d5,]n (2.70Db)
n=1p=0
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Kapitel 2. Modellbetrachtungen

mit den Komponenten

1
[Folu = / NoWg - 6 (X)W dQ + 5n0/ Mo X W, « 7'& x w;dI, (2.71a)
O r,

S

T]w = /Q Wi - &n () W7 Q2 (2.71h)

sowie den skalaren Referenzwerten

€ro(x) = €.(x), (2.72a)
Go(x) = o(x). (2.72b)

Héufig geniigen Polynome niedriger Ordnung in (2.64) und (2.69), wodurch sich die
Darstellungen (2.66) und (2.70) wesentlich tibersichtlicher gestalten. Beispiele hierfiir
sind in [DEF09] enthalten.

Geometrieparameter

Geometrieparameter d, erlauben eine Modifikation der Bauteilgeometrie und haben
somit unmittelbaren Einfluss auf das FE-Netz

M = M(d,). (2.73)

Bei der Topologie O eines FE-Netzes M handelt es sich um eine Darstellungsform
unter Verwendung verschiedener Objekte wie hier Tetraeder T', Dreiecke D, Kanten K
und Knoten N sowie deren Nachbarschaftsbeziehungen zueinander. Hierfiir existieren
verschiedene Ansétze, wie die knotenbasierte Beschreibung oder die Randdarstellung
[Mor97], [Hil06].

Eine zentrale Frage in Bezug auf die Geometrieparameter d, besteht darin, ob diese
neben ihrem Einfluss auf das FE-Netz eine Anderung der Netztopologie O erforderlich
machen und

O =0(d,) (2.74)

zusitzlich zu (2.73) gilt. Hierbei ist es entscheidend zu klaren, auf welche Art die
Behandlung der Geometrieparameter erfolgt. Mogliche Ansétze sind in Abbildung 2.4
skizziert. Die in Abbildung 2.4(a) dargestellte, naheliegende Vorgehensweise besteht
darin, fiir jeden Vektor d, von Geometrieparametern das Feldgebiet {2 neu zu vernetzen.
Da hierfiir im Allgemeinen weder die Anzahl der fiir die Topologie O relevanten Objekte
noch deren Nachbarschaftsbeziehungen erhalten bleiben, ist die Netztopologie O als
verdnderlich anzusehen. Abbildung 2.4(b) zeigt hingegen eine Moglichkeit auf, mit der
topologische Anderungen des FE-Netzes M weitestgehend vermieden werden koénnen.
Dazu wird zunéchst fiir einen Referenzvektor Elg ein Referenz-FE-Netz

M = M(d,) (2.75)

22
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dg dg —» \ernetzer
‘ M
\ J
Vernetzer d Verzerrer
M(d ) M(d )

Abbildung 2.4: Erzeugung eines parametrischen FE-Netzes. (a) Ansatz Neuvernetzung, (b)
Ansatz Netzverzerrung.

instanziiert, welches mittels eines topologieerhaltenden Netzverzerrungsverfahrens gemafl
d, modifiziert wird. Verfahren dieser Art wurden durch den Autor im Rahmen der
Studienarbeit [Bur08] behandelt. Auf eine ndhere Erlauterung der Verzerrungsverfahren
wird daher an dieser Stelle verzichtet. Wenngleich das Vorgehen nach Abbildung 2.4(b)
fiir eine Vielzahl an praktischen Problemstellungen eine parameterabhingige Topologie
vermeidet, so gibt es dennoch Félle, fiir die eine Topologieanderung des FE-Netzes
unumgénglich ist. Ein Beispiel hierfiir ist eine Anordnung aus zwei Elektroden, deren
Abstand zueinander von Null weg parametriert ist. Auch kénnen zu grofie Geometrieéin-
derungen den Einsatz der Netzverzerrungsverfahren mit nur einem Referenz-FE-Netz
M vereiteln.

Diese Arbeit beschriankt sich auf die Problemklasse, fiir die eine parameterabhingi-
ge Netztopologie durch den Einsatz topologieerhaltender Netzverzerrungsverfahren
umgangen werden kann, und folglich die Voraussetzung

O = const(d,) (2.76)

stets erfiillt ist. Da bei einem Topologiewechsel weder die Position der Freiheitsgrade in
den Systemmatrizen noch deren Anzahl als konstant angenommen werden kann, ist es
nicht ohne weiteres moglich, das FE-Modell in einer geschlossenen Form entsprechend
(2.4) darzustellen.

Die Parameterabhéngigkeit des FE-Netzes M(d,) induziert unter den getroffenen
Voraussetzungen parameterabhéngige FE-Matrizen

S = S(d,), (2.77a)
F=F(d,), (2.77b)
T = T(d,). (2.77¢)

Da sich die geometrischen Parameter entsprechend den Rahmenbedingungen vom Beginn
des Abschnitts 2.3.3 nicht auf den Rand 'y auswirken, gilt fiir die Eingangs- bzw.
Ausgangsmatrix

B = const(d,). (2.78)
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Kapitel 2. Modellbetrachtungen

Abbildung 2.5: Tetraeder-Deformation mit affinen Abbildungen.

Im Folgenden wird die Parameterabhéngigkeit der Matrizen S, F und T von d, naher
untersucht. Dazu wird exemplarisch ein Tetraeder T des FE-Netzes M(d,) betrachtet,
der infolge des Ubergangs eines Parametervektors d; in einen Parametervektor dg * d;
eine Anderung erfihrt. Die affine Abbildung ¢ : R? ++ R? beschreibt diese Anderung.
Zusétzlich wird ein normierter Referenztetraeder 7' entsprechend Abbildung 2.5 sowie
die auf diesen wirkenden affinen Abbildungen f; : R — R? und f, : R® — R3 eingefiihrt,
sodass

g=fs"ofi (2.79)

gilt. Fiir das Tetraeder T} im Zustand d; sind die Element-Matrizen S.;, F., und T
entsprechend (2.39), (2.41) und (2.40) durch

S$ Ik = /T V X wy - VX owy €, (2.80a)
1
My " .
[Feo'le = [ nowy-ow dQ+ | nofe X wy - —nh x wdl, (2.80b)
Ty FZ ZS
[TS)]M = / Wy, - €, w; dS) (2.80c)
T

bestimmt. Analog gilt fiir 72 zum Zustand dg:

[SS)]M = /T V X wy, - ,u;lv X W dQ, (2_81a)
1
FD 0 = / oW, - ow; dQ2 +/ o X Wy, - — x wy dT, (2.81b)
T2 FZ ZS
T ) = / Wi - €W d€2. (2.81c)
T

Neben der Transformation der Ansatzfunktionen w;, und deren Ableitungen ist ins-
besondere die Transformation der Fliachen- und Volumenelemente dI' und d€) zur
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Beschreibung der Parameterabhingigkeiten in den FE-Matrizen relevant. Die erforderli-
chen Transformationen werden mit Hilfe der Jacobi-Matriz

o Oy 9z
T

J=|& % 2 (2.82)
0 0 0
or oy 0
o¢c  a¢c o

entsprechend [Jin02], [Pet05] durchgefithrt. An dieser Stelle wird exemplarisch das
Volumenelement betrachtet. Nach [Jin02, S. 302] transformiert sich d2 unter den
affinen Abbildungen f; und f5 zu

dQW = det IV d¢ dnd¢ (2.83)
und
dQ® = det J® d¢ dn dc. (2.84)
Fiir den Ubergang von Tetraeder 7} in Tetraeder T5 ist somit das Verhaltnis
det JV
2.85
dot 3@ (2.85)

maBgeblich, welches anhand folgender Fallunterscheidung weiter analysiert wird.

Fall 1: Die affine Abbildung ¢ ist eine affine Isometrie oder eine Starrkérperbewegqung
und als solche ldngenerhaltend. Nach [Gal01, Kapitel 7.4] lésst sich jede affine
Isometrie als Komposition einer Translation und einer linearen Isometrie darstellen.
Anhand der Struktur der Jacobi-Matrix (2.82) ist ersichtlich, dass J und folglich
auch (2.85) invariant unter einer translatorischen Abbildung sind. Die lineare
Isometrie wird durch ein Element Q aus der Gruppe der orthogonalen Matrizen
O(3), fur die

O(N):={Q e RV"| Q"Q =T} (2.86)

gilt, repréasentiert. Damit lassen sich die Jacobi-Matrizen via
J? =qQJ¥, Qe0(3) (2.87)
in Bezug setzen. Fiir deren Determinanten ergibt sich der einfache Zusammenhang
det J? = det Qdet JV = + det IV, (2.88)

Darin gilt das Plus-Zeichen, wenn es sich bei der linearen Isometrie um eine
Drehung handelt. Andernfalls liegt eine Spiegelung vor. Hierbei ist anzumerken,
dass die Spiegelung eine Anderung der Topologie O des FE-Netzes M induziert
und somit im Rahmen topologieerhaltender Netzverzerrung ausgeschlossen ist.

Fall 2: Die affine Abbildung g beschreibt eine Koordinatenachsen-Skalierung. Wird die
Abbildung g durch die Diagonalmatrix

a, 0 0
D=0 « 0 (2.89)
0 0 o,
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mit den positiven Skalierungen a, € R, o, € R und «a, € R dargestellt, so gilt fiir
die Jacobi-Matrizen

J® =pJW (2.90)

und deren Determinanten

det J@ = det Ddet JV = a,aya, det IV, (2.91)

Fall 3: Die affine Abbildung g kann nicht weiter eingeschrinkt werden. Es liegt eine
Formdanderung vor. In diesem Fall wird die Abbildung ¢g durch ein Element M
aus der linearen Gruppe GI(3), fur die

GI(N) := {M € RV*N| det(M) # 0} (2.92)
gilt, dargestellt. Der Ausdruck
JO =MIV M e GI(3) (2.93)

bzw.

det J® = det MdetJV, M € GI(3) (2.94)

kann hierfiir im Allgemeinen nicht weiter vereinfacht werden.

Die Parameterabhéngigkeit der Element-Matrizen S,;(d,), Fe(dy) und T (d,) ist also
unter Anderem auf die Parameterabhéngigkeit der beschriebenen Transformationsma-
trizen Q(d,), D(d,) oder M(d,) zurtckzufiihren. Das Volumenelement verhélt sich
invariant beziiglich auf Drehungen und Translationen basierender Starrkérperbewegun-
gen. Fiir einfache Achsenskalierungen ergibt sich eine skalare Transformationsvorschrift.
Im allgemeinen Fall hingegen sind durch die Determinante der Transformationsmatrix
M weitaus komplexere funktionale Zusammenhange zwischen dy und den Element-
Matrizen S.;(d,), F(d,) und T, (d,) zu beriicksichtigen. Zudem werden wéahrend des
Assemblierungsprozesses Komponenten von Element-Matrizen verschiedener Elemente
summiert, was die Komplexitiat der Zusammenhénge zuséitzlich erhoht.

Abschlieflend konnen folgende Schlussfolgerungen getroffen werden: Fiir einen Grof3-
teil praxisrelevanter Geometrieparameter ergeben sich komplexe Abhédngigkeiten der
Systemmatrizen von den geometrischen Parametern. Die explizite Darstellung der Para-
meterabhingigkeit resultiert durch die Summation der Element-Beitrage wahrend des
Assemblierungsprozesses in sehr vielen matrixwertigen Koeffizienten. Sie ist daher un-
handlich sowie ungeeignet fiir die Konstruktion eines effizienten numerischen Verfahrens,
das auf dieser Parametrierung direkt operiert. Im Sinne der Parameterklassifikation
aus Abschnitt 2.1 schliagt der Autor daher vor, geometrische Parameter als implizit
anzunehmen.
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Ableitung der abstrakten Darstellung

Basierend auf den vorangegangenen Uberlegungen wird im folgenden Satz das para-
metrische FE-Modell ¥pg(f,dy, d,,) auf ein Ausgangsmodell ¥(s,p) der Form (2.4)
zuriickgefiihrt.

Satz 2.3. Gegeben ist ein FE-Modell Xpg einer durch das mathematische Modell aus
Abschnitt 2.3.1 beschreibbaren Mikrowellenstruktur nach (2.38) sowie die zugehorigen
FE-Matrizen S, F, T und B entsprechend den Definitionen (2.39), (2.40), (2.41) und
(2.42). Das FE-Modell sei von der Wellenzahl ky € R, den Materialparametern d,, € Dy,
und den Geometrieparametern d, € D, abhdingig. Der Modellierung liegen folgende
Annahmen zugrunde:

o An den Wellenleiter-Toren s, ist die Mikrowellenstruktur mit homogenen Wel-
lenleitern verbunden.

e Die Materialeigenschaften €., ., 0. sowie die Oberflichenimpedanz Zs sind
frequenzunabhdngig.

e Die Materialeigenschaften €., ., o, sind an den Wellenleiter-Toren F%G nicht
von den Materialparametern d.,, abhdngig.

e Die Abhdngigkeit der Materialeigenschaften €., u,., o, von den Materialparametern
d,, ist polynomiell im Sinne von (2.64) und (2.69).

e Die Geometrieparameter d, sind durch ein parametrisches FE-Netz M(d,) kon-
stanter Topologie beschreibbar.

e Die Geometrieparameter dg beeinflussen die Rinder I'z und I'y¢ nicht.

Die von den Parametern ko, d,,, d, abhingige Ubertragungsmatriz Hpp(ko, dm, dy)
des FE-Modells X rp(ko, dy, dy) ldsst sich durch Berechnung der Ubertragungsmatriz
H(ko,s,p) eines Modells ¥.(s,p) der Form (2.4) mit geeigneten Parametervektoren
s € Q, p € P und einer Matriz M € GI(N,)) darstellen als

Hyp(ko, dm,d,) = M7 (ko)H(ko, s, p)M (ko). (2.95)
Beweis. Ausgangspunkt des Beweises ist das in der Wellenzahl parametrierte FE-Modell
nach (2.55):

(S + jkoF — k2T)x = jkonoBP (ko)i, (2.96a)
v =P(ky)Bx. (2.96b)

Dessen Ubertragungsmatrix
Hpp (ko) = jkomP (ko) BT (S + jkoF — kg T) ™ BP (ko) (2.97)
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ist durch Losen eines Ersatz-Modells ¥'(ky) der Form

(S + jkoF — k;?T) = Bi/, (2.98a)
= Bx (2.98b)
mit zugehoriger Ubertragungsmatrix
H' (ko) = BY(S + jkF — K2T)"'B (2.99)
darstellbar durch

Mit den Gleichungen der beziiglich der Materialparameter d,, polynomiell parame-
trierten Systemmatrizen nach (2.66), (2.70a) und (2.70b) folgt fiir das Ersatz-Modell
¥ (ko, dp):

DY, Pl Dg, Py
( So+ > > ch ([dh + jko |Fo+ > ¢ ([d7].)PF,
n=1p=0 n=1 p=0
D¢, P .
—k§ | To+ > ¢, ([d5, )" T, )x/ = Bi/, (2.101a)
n=1 p=0
v =BTx. (2.101b)

Die Beriicksichtigung von Geometrieparametern erfolgt entsprechend der Diskussion aus
dem vorangegangenen Abschnitt nicht explizit, sondern ausschliellich implizit. Daher
gilt fir X% 5 (ko, dyp, dy):

[t |

Fo(d,) + Z Z d7.])"Fn(dy)

d)+ 3.3 e ([d],)7S,(d,)

n=1 p=0

+7ko
n=1 p=0 ]
DE, P .
k| To(dy) + Y03 c;nqdmn)PTn(dg)] )x' — B (2.1022)
n=1 p=0
v = BTX'. (2.102b)

Als Néchstes wird der Ubergang zu den abstrakten Parametern s und p vorgenommen.
Der Vektor der expliziten Parameter wird als

= [ko. dy)" = [ko, (d7,)". (d},)", (d7,)"]" (2.103)
und der Vektor der impliziten Parameter als
p:=d, (2.104)
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definiert. Ein Koeffizientenvergleich zwischen (2.102) und (2.4) liefert die Darstellbarkeit
von X (ko, dp, dy) durch X(s, p) nach (2.95): Fiir die Systemmatrix A(s,p) in (2.4)

gelten die Identifikationen:

n=1: 604s

(s)
n=2: 0y(s)=ko, As(p)=jFo(dyg),
( (

n=o: 95 S) = k37 A3 p) = _TO(dg)7
ne{4,...,D" +3)
Py _y
0.(8) = D s ([dhn]n-s)’s An =S, 3(dy),
p=0
ne{Dh+4,... Dby D 43}
P#

n—DgZ, —3

Gn(s) = ko Z CZ(n—DﬁL—S)([dgn]n—Dfn—3)p7 A, = an—D%—fi(dg)?

p=0

ne{D! + DS +4,...,DI + D7 + D +3}:

i
I
n—Dy, —DJ —3

Qn(s) = k‘g Z C;(n—D,‘;—Dgn—a) ([dfn]nfDﬁnng;:a)p,
p=0

A, = —Tn—Dﬁ‘n—Dgn—3<dg)-

Fir die Eingangs- und Ausgangsmatrizen B und C in (2.4) gilt:

B=C,
J=K=1,
6, =1,
B, =C, =B.

Auflerdem folgt fiir M(kg) die Darstellung

M(ko) = 1/ jkonoP (ko).

(2.105)
(2.105b)
(2.105¢)

(2.105d)

(2.105¢)

2.4 Abstrakte Struktur der parametrischen redu-

zierten Modelle

Das in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Ausgangsmodell ¥(s, p) ermoglicht zwar die Beschrei-
bung der zugrunde liegenden physikalischen Struktur auf Systemebene in Abhangigkeit
der Designparameter s und p, dennoch verhindert in vielen Fallen die hohe Anzahl an
Freiheitsgraden und der damit verbundene Rechenaufwand den unmittelbaren Einsatz
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solcher Modelle wahrend des Designprozesses. Als Losungsansatz schlédgt der Autor
die Konstruktion eines parametrischen reduzierten Modells vor, welches von erheblich
geringerer Dimension ist, dadurch schnell ausgewertet werden kann, und innerhalb
eines vorgegebenen Parameterbereiches die Ubertragungsmatrix des Ausgangsmodells
mit einem hohen Mafl an Genauigkeit approximiert. In diesem Unterkapitel wird das
parametrische reduzierte Modell formal eingefithrt. Dessen Konstruktion ist Gegenstand
von Kapitel 4 sowie Kapitel 5.

Definition 2.9 (Parametrisches reduziertes Modell). Das auf dem parametrischen
Ausgangsmodell (s, p) nach Definition 2.3 basierende parametrische reduzierte Modell
Y (s, p) weist die Struktur

(Z 9i(S)Ai(p)> X(s,p) = (Z Hj(s)Bj(p)) u, (2.108a)

K T

5(5.p) = (z ek<s>ék<p>) %(s,p)  (2.108b)

auf. Darin enthaltenen sind die reduzierten matrizwertigen Koeffizienten Ai(p) €
C» ", B,(p) € C™?, Ci(p) € C"*, der reduzierte Lisungsvektor x(s,p) € C", der
FEingangsvektor u € CP sowie der Ausgangsvektor y(s,p) € C1.

Korollar 2.5. Die Ubertragungsmatric I:I(s, p) des parametrischen reduzierten Modells

Y(s,p) nach Definition 2.9 lautet

-1

(s, p) = (f: ek<s>ck<p))T (Z (61A ) (Z ej<s>f3j<p>) )

Beweisskizze. Durch Auflésen von (2.108a) nach dem reduzierten Losungsvektor X(s, p)
und Einsetzen in (2.108b) folgt unmittelbar die Ubertragungsmatrix H(s, p). O

Definition 2.10 (Transponiertes parametrisches reduziertes Modell). Das zu ~i(s, p)
nach Definition 2.9 gehorige transponierte parametrische reduzierte Modell ¥'(s,p)
lautet

(2121 Hi(S)AiT(p)> X'(s,p) = <§:1 Qk(s)ck(p)> u’ (2.110a)

J T
y'(s,p) = (Z_: 9j(S)Bj(P)) X'(s,p). (2.110b)

Darin sind A;(p), B,(p), Cr(p) die reduzierten matrizwertigen Koeffizienten von (s, p)
aus Definition 2.9, X' € C" der reduzierte Losungsvektor, u’ € C? der Eingangsvektor
sowie y' € CP der Ausgangsvektor.

Satz 2.4. Die Ubertragungsmatric H’ (s,p) des transponierten parametrischen reduzier-
ten Modells ¥'(s,p) nach Definition 2.10 ist die Transponierte der Ubertragungsmatriz
H(s, p) des parametrischen reduzierten Modells (s, p) nach Definition 2.9:

H'(s,p) = H (s, p). (2.111)
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Beweisskizze. Durch Auflosen von (2.110a) nach dem reduzierten Losungsvektor X'(s, p)
und Einsetzen in (2.110b) folgt die Ubertragungsmatrix H'(s, p). Ein Vergleich mit
Korollar 2.5 liefert die Behauptung. m

Damit das parametrische reduzierte Modell i](s, p) deutlich schneller auszuwerten ist
als das Ausgangsmodell X(s, p), ist n < N erforderlich.

2.4.1 Affin parametrierte reduzierte Modelle

Analog zu den affin parametrierten Ausgangsmodellen fiihrt die folgende Definition
affin parametrierte reduzierte Modelle 3(s) formal ein:

Definition 2.11 (Affin parametriertes reduziertes Modell). Das auf dem affin para-
metrierten Ausgangsmodell 3(s) nach (2.9) basierende, affin parametrierte reduzierte
Modell ¥(s) weist die Struktur

I J
(Zl Qi(S)Ai> X(s) = (Z Gj(s)Bj) u, (2.112a)

y(s) = (Z ek(s)ék> X(s) (2.112D)

auf. Darin enthalten sind die reduzierten matrizwertigen Koeffizienten A, e ¢,
B; € C™? und Cy, € C"™4, der reduzierte Losungsvektor X(s) € C", der Eingangsvektor
u € C? und der Ausgangsvektor y(s) € C1.

Korollar 2.6. Die Ubertragungsmatriz H(s) € C*P des affin parametrierten reduzier-
ten Modells ¥(s) nach Definition 2.11 ist durch

H(s) = (é ek(s)ék>T @; Hi(s)AZ) R (]Zijl ej(s)}?,j> (2.113)

bestimmdt.

Beweisskizze. Durch Auflosen von (2.112a) nach dem reduzierten Lésungsvektor X(s)
und Einsetzen in (2.112b) folgt unmittelbar die Ubertragungsmatrix H(s). O

2.4.2 Polynomiell parametrierte reduzierte Modelle

Polynomiell parametrierte reduzierte Modelle gentigen folgender Definition:

Definition 2.12 (Polynomiell parametriertes reduziertes Modell). FEin in den explizi-
ten Parametern s € Q polynomiell parametriertes reduziertes Modell ip(s) ist durch
Einschrinkung des affin parametrierten reduzierten Modells 3(s) nach Definition 2.11
auf Funktionen 0; nach (2.12) gegeben.
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Kapitel 2. Modellbetrachtungen

Korollar 2.7. Die [jbertmgungsmatrix H" (s) € CT*P des polynomiell parametrierten
reduzierten Modells ¥¥(s) nach Definition 2.12 ist durch (2.113) bestimmi.

2.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde zunéchst eine Klassifikation von Designparametern eingefiihrt.
Es wurde zwischen solchen Parametern, die explizit in den Modellgleichungen auftauchen
und solchen, die darin nur implizit enthalten sind, unterschieden. Darauf aufbauend
wurde die abstrakte Struktur von Ausgangsmodellen, die den weiteren Betrachtungen
zugrunde liegen, definiert. Es wurde gezeigt, unter welchen Rahmenbedingungen parame-
trische FE-Modelle von Mikrowellenstrukturen durch Ausgangsmodelle dieser Struktur
beschrieben werden kénnen. Als Parameter wurden hierbei die Frequenz sowie Material-
und Geometrieparameter betrachtet. AbschlieBend wurde die Form parametrischer
reduzierter Modelle eingefiihrt.

32



Kapitel 3

Modellordnungsreduktion fiir affin
parametrierte Modelle

3.1 Einleitung

Gegenstand des vorliegenden Kapitels sind projektionsbasierte Ordnungsreduktions-
verfahren [WSWO06], mit denen affin parametrierte Ausgangsmodelle in strukturgleiche
reduzierte Modelle tiberfithrt werden kénnen. Bewerkstelligt wird dies durch Projektion
des affin parametrierten Ausgangsmodells in einen geeigneten Unterraum. Dabei sind
folgende Anforderungen an den Unterraum zu stellen: Zum einen ist eine niedrige Di-
mension erforderlich, sodass reduzierte Modelle schnell auszuwerten sind. Zum anderen
ist zu gewihrleisten, dass das Ubertragungsverhalten des reduzierten Modells innerhalb
eines vorgegebenen Parameterbereiches jenes des Ausgangsmodells hinreichend gut
annahert.

Grundsétzlich ist eine Klassifikation projektionsbasierter Ordnungsreduktionsverfahren
anhand der Art, wie die Konstruktion der Unterrdume erfolgt, als Einpunktverfahren
(EP-Verfahren) oder Mehrpunktverfahren (MP-Verfahren) moglich. Bei Einpunktverfah-
ren wird in einem Entwicklungspunkt die Ubertragungsmatrix des Ausgangsmodells
sowie deren Ableitungen mit denen des reduzierten Modells bis zu einer vorgegebenen
Ordnung zur Ubereinstimmung gebracht. Ordnungsreduktionsverfahren mit dieser Ei-
genschaft werden als momentenabgleichend bezeichnet. Entscheidend fiir die Qualitéat
des reduzierten Modells ist neben der Wahl des Entwicklungspunktes eine numerisch
robuste Berechnung der die Unterrdume reprasentierenden Basen. Dies trifft insbeson-
dere dann zu, wenn weite Parameterbereiche abzudecken sind und somit eine hohe
Ordnung der abzugleichenden Ableitungen erforderlich ist. Siehe hierzu [BS05], [SLO6],
[SLLO3] oder [FDE10]. Einpunktverfahren sind besonders in Kombination mit auf
Matrix-Faktorisierungen beruhenden direkten Losern attraktiv. Sobald die Faktorisie-
rung der Systemmatrix des Ausgangsmodells im Entwicklungspunkt zur Verfiigung
steht, gentigen Matrix-Vektor-Multiplikationen sowie Vorwéarts- und Riickwéartseinsetzen
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Kapitel 3. Modellordnungsreduktion fiir affin parametrierte Modelle

zur Erzeugung der Basen [Far07].

Im Gegensatz zu Einpunktverfahren sind Mehrpunktverfahren momentenabgleichend
an einer Menge von Entwicklungspunkten. Dabei erweisen sich Mehrpunktverfahren
niedrigster Ordnung [Gri97] als numerisch besonders robust. Bei diesen setzen sich die
Unterrdume ausschlieBlich aus Losungsvektoren des Ausgangssystems an den Entwick-
lungspunkten zusammen. Zur Bestimmung einer geeigneten Verteilung der Entwick-
lungspunkte bieten sich adaptive Strategien, wie in [SFDE09] oder [KV10] dargelegt, an.
Neben dem hohen Grad an Robustheit fithren Mehrpunktverfahren héufig auf besonders
niedrigdimensionale Unterrdume [Sch13].

Die Methoden dieses Kapitels dienen als Grundlage zur Entwicklung des Rahmenwerkes
in Kapitel 4 sowie der Verfahren aus Kapitel 5 fiir Ausgangsmodelle mit beliebiger
Parametrierung. In Abschnitt 3.2 werden die Unterrdume zur Konstruktion affin parame-
trierter reduzierter Modelle zunachst formal eingefithrt. Die Erzeugung der Unterrdume
im Rahmen einer Klasse momentenabgleichender Einpunktverfahren ist Gegenstand von
Abschnitt 3.3. In Abschnitt 3.4 wird eine Klasse von Mehrpunktverfahren beleuchtet.

3.2 Unterraume

Projektionsbasierte Ordnungsreduktionsverfahren fiir affin parametrierte Ausgangs-
modelle konstruieren ausgehend von ¥(s) nach Definition 2.7 ein affin parametriertes
reduziertes Modell (s) entsprechend Definition 2.11. Dies geschieht entweder durch
Restriktion des Losungsvektors x(s) des Ausgangsmodells ¥(s) auf den Unterraum V
und Testen des Gleichungssystems mit einer Basis W des Unterraumes W im Sinne
der Petrov-Galerkin-Methode [Ant05, S. 279] oder alternativ durch Restriktion des
Losungsvektors x'(s) des transponierten Ausgangsmodells ¥'(s) auf den Unterraum W
und Testen mit einer Basis V des Unterraumes V. Der mathematische Rahmen zur
formalen Einfiihrung der Unterrdaume ¥V und W wird im Folgenden mittels geeigneter
Matriz-Mannigfaltigkeiten [AMSO08, Kapitel 3] konstruiert.

Definition 3.1 (Stiefel-Mannigfaltigkeit). Die Menge der reellen N x n Matrizen mit
Spaltenrang n, wobei N > n gilt, wird durch die Stiefel-Mannigfaltigkeit

St(N,n) = {M € R"*" | rank (M) = n} (3.1)
reprasentiert.

Definition 3.2 (Grassmann-Mannigfaltigkeit). Die Menge der n-dimensionalen linea-
ren Unterriume des RN wird durch die Grassmann-Mannigfaltigkeit Gr(N,n) reprd-
sentiert.

Die Grassmann-Mannigfaltigkeit Gr(N,n) kann mit Hilfe der Stiefel-Mannigfaltigkeit
St(N,n) dargestellt werden. Dazu wird eine Aquivalenzrelation mit zwei Elementen
U € St(N,n), V € St(N,n) der Stiefel-Mannigfaltigkeit entsprechend

U~V & range(U) = range (V) (3.2)

34



3.2. Unterrdume

cingefithrt. Diese definiert die Aquivalenzklasse
(V] ={VM | M€ GI(N), V € St(N,n)}. (3.3)

Somit entspricht ein Element V' der Grassmann-Mannigfaltigkeit Gr(n, N) genau einer
Aquivalenzklasse [V] und es gilt

Gr(N,n) = {[V] | V € St(N,n)}. (3.4)

Unter Verwendung der Stiefel- und Grassmann-Mannigfaltigkeiten fiihrt Definition 3.3
die im Rahmen der Modellordnungsreduktion fiir affin parametrierte Modelle ben6tig-
ten Unterraume ein. Darauf aufbauend ist fiir die Matrizen des reduzierten Modells
i(s) Definition 3.4 mafigeblich. Fiir die Losungsvektoren des affin parametrierten Aus-
gangsmodells und des reduzierten Modells folgt damit der in Korollar 3.1 hergestellte

Zusammenhang.

Definition 3.3 (Losungsunterrdume). Die Unterrdume zur Konstruktion affin para-
metrierter reduzierter Modelle lauten

V € Gr(N,n), (3.5a)
W e Gr(N,n). (3.5b)

Mit den zugehdrigen Basen
V € St(N,n), (3.6a)
W € St(N,n) (3.6b)

gelten die Zusammenhdnge
V = range (V), (3.7a)
W = range (W) (3.7b)

Definition 3.4. Die reduzierten Matrizen A, Bj und Cy, des affin parametrierten
reduzierten Modells ¥.(s) nach Definition 2.11 werden mit den Basen V und W nach
Definition 3.3 als

A, =WTAV, (3.8a)
B, = W'B;,, (3.8b)
ék = VTCk (38C)

definiert.

Korollar 3.1. Unter Verwendung der reduzierten Matrizen nach Definition 3.4 gelten
fir die Losungsvektoren die Ndiherungen

x(s) = xy(s) = VX(s), (3.9a)
x'(s) &~ x},(s) = WX'(s). (3.9b)

Darin bezeichnen xy(s) und x),(s) die auf die Unterraume V bzw. W restringierten
Lésungsvektoren des Ausgangsmodells.

35



Kapitel 3. Modellordnungsreduktion fiir affin parametrierte Modelle

Die Qualitat des reduzierten Modells i(s) mit Bezug auf dessen Ubertragungsver-
halten ist maflgeblich von den Unterrdumen V und W abhéngig. In den folgenden
beiden Abschnitten werden Methoden fiir eine geeignete Konstruktion von ¥V und W
vorgeschlagen.

3.3 Eine Klasse von Einpunktverfahren

Momentenabgleichende Einpunktverfahren setzen eine polynomielle Modellstruktur
entsprechend Definition 2.8 voraus. Unter Verwendung von Multi-Indices o mit den
Konventionen

a=(m,0,...,a9), o >0, (3.10a)
Q
ol =) a;, (3.10Db)
=1
Q
ol =[] ail, (3.10c)
=1
0la|
D* g 3.10d
dsy" ... 0sg° ( )
Q

s* = [ s (3.10e)

0i(s) =s" (3.11)

konkretisiert. Damit ldsst sich das Modell ¥¥(p) durch

la|<M; 1B|<M,;
( > sO‘Aa) x(s) = ( > SBB5> u, (3.12a)

|a[=0 |8|=0

Y|<Mx 4
y(s):< > SWCV) x(s) (3.12b)

|v1=0

darstellen. Die folgenden Definitionen 3.5 und 3.7 fiihren momentenabgleichende Né&-
herungsverfahren allgemein ein. Definition 3.7 definiert anschlielend eine Klasse von
Einpunkt-Ordnungsreduktionsverfahren.

Definition 3.5 (Momente). Die Momente H,, einer Ubertragungsmatriz H(s) werden
durch deren Entwicklung in eine Taylor-Reihe

H(s)= 3 ;'DQH(S) (s—so)= 3 Hals—so) (3.13)
laj=0 % s=s al=0

um den Entwicklungspunkt sq eingefiihrt.
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Definition 3.6 (Momentenabgleichendes Naherungsverfahren). Fin Ndaherungsverfah-
ren, welches die Ubertragungsmatriz H(s) durch H(s) approzimiert, wird genau dann als
momentenabgleichend der Ordnung m bezeichnet, wenn die Momente nach Definition 3.5
von H(s) mit denen von H(s) fiir || <= m im Entwicklungspunkt sq tbercinstimmen.

Definition 3.7 (Einpunkt-Ordnungsreduktionsverfahren). Ein Einpunkt-Ordnungs-
reduktionsverfahren konstruiert ein reduziertes Modell ¥ (s) nach Definition 2.12 mit
den in Definition 3.4 eingefiihrten reduzierten Matrizen auf Basis des Ausgangsmodells
Y¥(s) nach Definition 2.8 unter Einsatz der Unterriume

18I<q la|<M;

% ) Span U Xﬁ X@ = Aal Bg — Z AQXB,Q s (314&)
|8]=0 |e|=1
181<p o] <M

w2 Span U ZB Zﬁ = AET Cﬁ - Z AZ;Zg_a , (314b)
|8]=0 |a|=1

wobei fir die Basen

WTAGV € Gl(n) (3.15)
gilt.
Satz 3.1. FEin Finpunkt-Ordnungsreduktionsverfahren gemaf Definition 3.7 ist momen-
tenabgleichend der Ordnung p+q+1 im Sinne von Definition 3.6 mit Entwicklungspunkt
Sp = 0.

Beweis. Siehe [FDE10] oder [Far(07]. O

Korollar 3.2. Fin Ordnungsreduktionsverfahren nach Definition 3.7 ist fir symmetri-
sche Modelle entsprechend Definition 2.6 fiir die Wahl

V=W (3.16)

sowie

V=W (3.17)
mit V oder W nach (3.14a) bzw. (3.14b) momentenabgleichend der Ordnung

2p+1=2q+ 1. (3.18)
Beweis. Siehe [Far(07]. O

Die Rekursionen (3.14a) und (3.14b) zur Bestimmung der Unterrdume verdeutlichen,
warum Verfahren dieser Art als Einpunktverfahren bezeichnet werden. Die Wirkung
der inversen Systemmatrix wird ausschliefllich im Entwicklungspunkt sy = 0 benotigt.
Ein von 0 verschiedener Entwicklungspunkt sy # 0 kann mittels der Transformation

§=s—sg (3.19)

37



Kapitel 3. Modellordnungsreduktion fiir affin parametrierte Modelle

und Betrachten des Modells XF(8) beriicksichtigt werden.

Einpunktverfahren, welche die Basen V und W entsprechend der in den Definitio-
nen (3.14a) sowie (3.14b) gegebenen Rekursionen direkt berechnen, sind Gegenstand
der Publikationen [GKNO02], [DSCT06] und werden als explizit momentenabgleichend
bezeichnet. Diese haben sich allerdings als numerisch nicht robust erwiesen [Far07].
Infolgedessen konnen fiir praktischen Anwendungen nur wenige Momente abgeglichen
werden. Implizit momentenabgleichende Methoden hingegen, wie [Cod05], [SLL03| oder
[FDE10] weisen eine héhere numerische Robustheit auf. Dabei wird ausgenutzt, dass die
Unterrdume V und W nach Definition 3.7 die Struktur von Krylov-Rdumen aufweisen,
fir die Verfahren zur stabilen Konstruktion von Basen existieren.

3.4 Eine Klasse von Mehrpunktverfahren

Mehrpunktverfahren konstruieren die Unterrdume nach Definition 3.3 unter Verwendung
einer Menge

S={s|le{1,. . L}} (3.20)

an Entwicklungspunkten. Definition 3.8 fithrt eine Klasse von Mehrpunkt-Ordnungs-
reduktionsverfahren niedrigster Ordnung ein. Eine Verallgemeinerung zur Berticksich-
tigung von Momenten héherer Ordnung in den Entwicklungspunkten s; wird in den
Arbeiten [SLLO02], [SCNZ94] sowie [Far07] dargelegt.

Definition 3.8 (Mehrpunkt-Ordnungsreduktionsverfahren). Ein Mehrpunkt-Ordnungs-
reduktionsverfahren niedrigster Ordnung konstruiert ausgehend von einem polynomiell
parametrierten Ausgangsmodell X¥ nach Definition 2.8 ein reduziertes Modell ¥F nach
Definition 2.12 mit den in Definition 3.4 eingefiihrten reduzierten Matrizen unter
FEinsatz der Unterraume

la] <My —11B1<My
YV O span > s"A, Y s"Bs||se Sy, (3.21a)
|oe|=0 |8]=0
o] <M T 181< Mk
W D span > s"A, Y §°Cs| |se Sy, (3.21Db)
=0 181=0
wobei fiir die Basen
lo| <M
> sPWTALV € Gl(n) (3.22)
|| =0

qgilt.

Satz 3.2. Ein Mehrpunkt-Ordnungsreduktionsverfahren gemdfs Definition 3.8 ist in
den Entwicklungspunkten s; € S momentenabgleichend der Ordnung 1.
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Beweis. Es gilt

L

V == U Vl, (3.23&)
=1
L
w=Jw (3.23b)
=1
mit
la|<M; L1l
V), D span > s"A, > s"Bg : (3.24a)
|a|:0 |5‘:0 s=s;
|| <My -7 |B|< Mg
W, D span > s"A, Y §°Cy (3.24Db)
|a|:0 |5|:0 s=s;
Durch die Transformation
S:=s—s (3.25)

kann der [-te Entwicklungspunkt in den Nullpunkt verschoben werden. Durch diese
Verschiebung sind die Teilunterrdume V; und W, vom Typ (3.14a) und (3.14b) mit
p = q = 0, womit die Behauptung folgt. O

3.5 Zusammenfassung

In dem abgehandelten Kapitel wurden Verfahren zur projektionsbasierten Modellord-
nungsreduktion fiir affin parametrierte Ausgangsmodelle vorgestellt. Es wurden sowohl
momentenabgleichende Einpunktverfahren als auch Mehrpunktverfahren besprochen.
Implizite Designparameter kénnen mit diesen Verfahren nicht ohne weiteres berticksich-
tigt werden.
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Kapitel 4

Rahmenwerk zur parametrischen
Modellordnungsreduktion fiir affin
und nicht-affin parametrierte

Modelle

4.1 Einleitung und Konzeption

In dem vorliegenden Kapitel wird ein neuartiges Rahmenwerk zur Erzeugung von
parametrischen reduzierten Modellen nach Abschnitt 2.4 aus Ausgangsmodellen ent-
sprechend Definition 2.3 entwickelt. Mit Hilfe des Rahmenwerkes ist es moglich, sowohl
explizite Parameter, wie Frequenz oder Materialparameter, als auch implizite Parameter,
beispielsweise geometrische Parameter, effizient zu beriicksichtigen. Dabei wird eine
Klassifikation der Designparameter, wie in Abschnitt 2.2 diskutiert, vorausgesetzt. Es
werden somit die Methoden aus Kapitel 3 fiir affin parametrierte Modelle um eine
Problemklasse mit hoher praktischer Relevanz erweitert. Dieses sowie das folgende
Kapitel stellen den methodischen Kern der Dissertation dar. Das Rahmenwerk wird
dabei bewusst sehr allgemein formuliert, um so als Basis zur Entwicklung konkreter
Ordnungsreduktionsverfahren zu dienen. Beispiele fir konkrete Algorithmen werden in
Kapitel 5 vorgestellt.

Dem parametrischen Ordnungsreduktions-Rahmenwerk liegt folgende Konzeption zu-
grunde: Zunéchst wird in Abschnitt 4.2 eine Technik zur Rekonstruktion einer vollsténdig
affinen Parametrierung der sowohl von expliziten als auch von impliziten Parametern
abhéngigen Matrizen des Ausgangsmodells nach [DEF09] oder [FBDE11] dargelegt. Mit
diesem Ansatz wird das Ausgangsmodell in eine fiir projektionsbasierte Ordnungsreduk-
tionsverfahren geeignete Form gebracht. Die affine Parameterrekonstruktion bedient
sich dabei tiblicher Interpolationsmethoden [Dav75] basierend auf Instanziierungen des
Ausgangsmodells an Punkten im Raum der impliziten Parameter. Obwohl aus der
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Literatur speziell fiir geometrische Parameter Verfahren bekannt sind, mit denen eine
explizite Parametrierung analytisch und damit frei von zusétzlichen Interpolationsfeh-
lern erzeugt werden kann, siche hierzu die Arbeiten [RHPOS8], [PS10] sowie [BBGT11],
bietet der Rekonstruktionsansatz eine Reihe von Vorteilen: Wo die Verfahren, die
auf einer analytischen Extraktion der geometrischen Parameter beruhen, tiefgreifende
Eingriffe in den Kern des Diskretisierungsverfahrens notwendig machen, bietet der
Rekonstruktionsansatz in vielen Fallen die Moglichkeit, das Diskretisierungsverfahren
komplett vom Ordnungsreduktionsprozess zu entkoppeln. Somit kénnen Standard-
Diskretisierungsalgorithmen zur Erzeugung der fiir die Ordnungsreduktion notwendigen
Daten herangezogen werden, ohne dass eine Anpassung derselben erforderlich ist. Davon
abgesehen fithren geometrische Parameter unter Verwendung der analytischen Anséatze
oftmals auf eine sehr hohe Anzahl an matrixwertigen Koeffizienten, selbst fiir wenige
geometrische Parameter [PS10]. Obwohl das Problem fiir einfache Strukturédnderun-
gen, wie die in Abschnitt 2.3.3 diskutierten Achsen-Skalierungen, beherrschbar bleibt
[BBG™11], limitiert es doch die generische Anwendbarkeit des Verfahrens. Des Weiteren
lasst sich der durch den Interpolationsansatz hervogerufene Modellfehler durch Wahl
eines geeigneten Interpolationsverfahrens sehr gut kontrollieren. Falls erforderlich kann
der Modellfehler soweit reduziert werden, dass dieser sich unterhalb des durch das
Diskretisierungsverfahren hervorgerufenen Fehlers bewegt und somit den Gesamtfehler
nur marginal beeinflusst.

Die zweite Komponente des Rahmenwerkes besteht aus der Konstruktion von den
impliziten Parametern abhéngigen Unterrdumen, in die das Ausgangsmodell projiziert
wird. Dies ist Gegenstand von Abschnitt 4.3. Ausgangspunkt hierfir ist die Beob-
achtung in Satz 2.2: Das sowohl von impliziten als auch von expliziten Parametern
abhéngige Ausgangsmodell nach Definition 2.3 weist an diskreten Punkten im Raum
der impliziten Parameter formal die Struktur eines affin parametrierten Ausgangs-
modelles nach Definition 2.7 auf. Somit kénnen an diesen Punkten die in Kapitel 3
vorgestellten Ordungsreduktionsmethoden fiir affin parametrierte Modelle Anwendung
finden, um Instanziierungen von niedrigdimensionalen Unterrdumen zu erzeugen. Die
Parameterabhingigkeit der Unterrdume wird darauf aufbauend mittels eines speziellen
Interpolationsverfahrens dargestellt. Es wird gezeigt, dass eine einfache Interpolation
der die Unterrdume an den Instanziierungspunkten reprasentierenden Basen zu keinem
zufriedenstellenden Ergebnis fihrt. Stattdessen schlagt der Autor vor, orthogonale
Projektionen auf die instanziierten Unterraume zu interpolieren. Dieser Ansatz wurde
erstmals in [BFDE12a] und [BFDE12b] vorgestellt. Im Gegensatz zu Verfahren, die
einen globalen und konstanten Unterraum aufbauen, wie beispielsweise [DEF09] oder
[LKO05], fithrt der hier verwendete Ansatz aufgrund des durch die Parameterabhiangigkeit
des Unterraumes hoheren Grades an Lokalisierung auf reduzierte Modelle erheblich
geringerer Dimension. Dieser ist zudem unabhéngig von der Dimension des Raums der
impliziten Parameter, wodurch die Auswertungsgeschwindigkeit der reduzierten Modelle
nahezu ideal mit der Anzahl der impliziten Parameter skaliert.

Eine abschlieBende Diskussion des Rahmenwerks mit Hinblick auf Interpolationseigen-
schaften der reduzierten Modelle sowie dem numerische Aufwand zur Modellerzeugung
und -auswertung findet sich in Abschnitt 4.5.2.
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4.1. Einleitung und Konzeption

4.1.1 Stand der Forschung

Der vorliegende Abschnitt gibt einen Uberblick iiber den Stand der Forschung im
Bereich der parametrischen Modellordnungsreduktion und ordnet die Verfahren dieser
Dissertation ein. Die dem Autor bekannten PMOR-Anséatze lassen sich in eine der
folgenden Kategorien einordnen:

Auf Storungsrechnung basierende Verfahren

Unter den ersten Ansdtzen zur PMOR befinden sich Methoden, die bekannte
Verfahren der univariaten Modellordnungsreduktion mit Techniken aus der Sto-
rungsrechnung [SS90] erweitern, um so Einfliisse weiterer Designparameter zu
modellieren. In [LPS99] werden Krylov-Unterraumuverfahren betrachtet und in
[HPO1] balanciertes Abschneiden [RP99]. Da die Ansitze von kleinen Anderungen
in den Designparametern ausgehen, sind sie fiir breitbandige Charakterisierungen
ungeeignet.

Verfahren zur Interpolation von Ubertragungsmatrizen affin parametrierter

reduzierter Modelle
Eine Moglichkeit zur Erzeugung einer iiber dem gesamten Designparameterraum
giiltigen Ubertragungsmatrix besteht darin, affin parametrierte reduzierte Modelle
mittels klassischer Modellordnungsreduktionsverfahren an Instanziierungspunk-
ten im Raum der impliziten Parameter zu generieren und deren, von affinen
Parametern abhingige Ubertragungsmatrix iiber dem Raum der impliziten Para-
meter zu interpolieren. Diese Herangehensweise wird in [BB09] und [BBG*11] fiir
balanciertes Abschneiden verfolgt.

Projektionsbasierte Verfahren mit konstantem Unterraum
Projektionsbasierte Verfahren mit konstantem Unterraum erzeugen einen iiber
dem gesamten Raum der Designparameter parameterunabhangigen Unterraum, in
den das numerische Ausgangsmodell projiziert wird. Durch den Projektionsansatz
wird ein parametrisches reduziertes Modell generiert, welches die gleiche Parame-
trierung wie das Ausgangsmodell aufweist. Damit das parametrische reduzierte
Modell effizient auszuwerten ist, muss die Dimension des Unterraumes und damit
des reduzierten Modells erheblich kleiner sein als die des Ausgangsmodells. In
[FDE10] wird ein momentenabgleichender Ansatz fiir affin parametrierte Modelle
vorgestellt. Implizite Parameter sind Gegenstand der Arbeiten [DEF09], [FBDE11]
und [BBGT11]. Die Autoren von [WPV10] und [WV11] hingegen verwenden den
auf balanciertem Abschneiden beruhenden Projektionsansatz aus [WPV09]. Ein
weiterer Ansatz mit der Bezeichnung Poor Man'‘s Truncated Balanced Realization
(PMTBR) wird in [Phi04] vorgestellt. Dabei handelt es sich um ein Mehrpunkt-
verfahren, gefolgt von einer Singuldrwert-Zerlegung (SVD) [GV96, S. 69ff]. Ein
weiteres, auf SVD basierendes Verfahren ist Gegenstand der Publikation [LKO05].

Die genannten Verfahren eignen sich sehr gut fiir Ausgangsmodelle mit wenigen
Parametern, allerdings steigt die Dimension des Unterraumes sehr schnell mit der
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Anzahl der Designparameter an. Entsprechend nimmt die Auswertungsgeschwin-
digkeit der parametrischen reduzierten Modelle mit steigender Parameteranzahl
stark ab. Die Ursache fiir dieses grundlegende Problem liegt darin begriindet, dass
der konstante Unterraum iiber keinerlei Lokalisierung verfiigt.

Verfahren zur Interpolation affin parametrierter reduzierter Modelle

Diese Kategorie beinhaltet alle Verfahren, die Instanziierungen von affin parame-
trierten reduzierten Modellen im Raum der impliziten Parameter superponieren,
um ein vollstandig parametriertes Modell reduzierter Dimension zu erzeugen. In
diesem Kontext sind die Arbeiten von [LE09] und [PMEL10] zu nennen. Die Auto-
ren bedienen sich einer Zustandstransformation, um die Modell-Instanziierungen
in einen fiir den Superpositionsschritt kompatiblen Zustand zu versetzen. Ein
weiterer interessanter Ansatz ist in [ACCF09] beschrieben. Darin wird vorgeschla-
gen, die systemrelevanten reduzierten Matrizen in den Tangentialraum geeigneter
Matrix-Mannigfaltigkeiten zu projizieren und auf diesen Mannigfaltigkeiten ent-
lang der impliziten Parameter zu interpolieren. Die interpolierten Matrizen werden
anschlieflend wieder in die urspriingliche Matrix-Mannigfaltigkeit abgebildet. Mit
den derart interpolierten reduzierten Matrizen wird ein interpoliertes reduziertes
Modell aufgebaut. Durch diese Vorgehensweise konnen spezielle Eigenschaften der
Matrizen, wie beispielsweise Definitheit, wahrend der Interpolation erhalten wer-
den. Generell haben Methoden dieser Kategorie den Vorteil, dass die Dimension
der reduzierten Modelle nicht mit der Anzahl an impliziten Parametern ansteigt,
und somit eine sehr schnelle Modellauswertung gewéahrleistet ist.

Projektionsbasierte Verfahren mit parameterabhingigem Unterraum

Von den impliziten Parametern abhéngige Unterraume bieten die Moglichkeit, ein
parametrisches reduziertes Modell aus einem numerischen Ausgangsmodell durch
Projektion zu erzeugen. Im Gegensatz zu Verfahren, die einen konstanten Unter-
raum verwenden, ist die Dimension des reduzierten Modells auch fiir viele implizite
Parameter niedrig und unabhéngig von deren Anzahl. Die Herausforderung bei
Verfahren dieser Art besteht darin, eine giiltige und ebenso effiziente Beschreibung
der parameterabhéngigen Unterrdume, bzw. deren Basen abzuleiten. Die Ansétze
aus [AF08] und [Son13]| fithren dazu eine Interpolation der Unterrdume entlang
der impliziten Parameter auf Grassmann-Mannigfaltigkeiten [AMS04], [EAS9S]
durch. Das Verfahren aus [BFDE13] verwendet Zustandstransformationen dhnlich
denen in [LE09] zur Konstruktion parameterabhéingiger Basen.

Die Ansatze der vorliegenden Dissertation sind ebenfalls in der Kategorie der
projektionsbasierten Verfahren mit parameterabhidngigem Unterraum angesie-
delt. Entsprechend der Konzeption aus Abschnitt 4.1 basiert die Darstellung
der parameterabhiangigen Unterraume auf der Interpolation von orthogonalen
Projektionen.
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4.2. Rekonstruktion einer affinen Parametrierung

4.2 Rekonstruktion einer affinen Parametrierung

Ausgangspunkt ist das von den expliziten Parametern s und den impliziten Parametern
p abhéngige Ausgangsmodell (s, p) nach Definition 2.3. Die implizite Parameterabhén-
gigkeit der Teilmatrizen A;(p) wird im Rahmen der affinen Parameterrekonstruktion
durch die explizite Darstellung

A;(p) ~ A;(p) == XL: I'i(p)Ai, (4.1)

=1

mit matrixwertigen Koeffizienten A;; € CV*¥ und Interpolationsfunktionen T'; : P +— R
angenahert. Damit lasst sich unmittelbar ein interpoliertes Modell (s, p) entsprechend
der folgenden Definition darstellen:

Definition 4.1 (Interpoliertes Modell). Ein durch affine Parameterrekonstruktion aus
dem Ausgangsmodell X(s,p) nach Definition 2.3 entstandenes Modell (s, p) wird
interpoliertes Modell genannt. Es hat die Struktur

I J
(Z 9i(S)Ai(p)> X(s,p) = (Z_: Gj(s)Bj> u, (4.2a)
$(5.p) = (; ek<s>ck) %(s.p). (4.20)

Darin sind, zusdtzlich zu den in Definition 2.3 eingefiihrten Grifen, X € CV der
Lésungsvektor sowie y € C? der Ausgangsvektor des interpolierten Modells. Fiir A;(p)
gelten die Naherungen gemdf (4.1).

Korollar 4.1. Die Ubertragungsmatriz ﬁ(s,p) € C9*P des interpolierten Modells

v

Y(s,p) nach Definition 4.1 ist durch
5 K T y i
H(s,p) = (Z Gk(S)Ck> (Z ei(S)Ai(p>> (Z 9;'(5)133') (4.3)
k=1 i=1 j=1
bestimmit.

Beweisskizze. Durch Auflésen von (4.2a) nach dem Losungsvektor X (s, p) und Einsetzen
in (4.2b) folgt unmittelbar die Ubertragungsmatrix H(s, p). O
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Definition 4.2 (Transponiertes interpoliertes Modell). Das zu X(s, p) nach Definiti-
on 4.1 transponierte interpolierte Modell ¥/ (s, p) hat die Form

K

(Z 68 )) X 0) = (

Qk(s)Ck> u (4.4a)

k=1

[oh

?'(S,P)I( 9j(S)Bj> X'(s, p). (4.4b)

1

J

Darin sind, zusdtzlich zu den in Definition 4.1 eingefiihrten Grifien, X' € CV der
Lésungsvektor sowie y' € C? der Ausgangsvektor des transponierten interpolierten

Modells.

Die matrixwertigen Koeffizienten A,;; der affinen Parameterrekonstruktion (4.1) konnen
nach Wahl geeigneter Interpolationsfunktionen I'; durch Instanziierungen

M[ = {El(s,f)l),...,EMI(S,IA)MI)} (45)

des Ausgangsmodells (s, p) an Punkten py einer Menge

I={p1,....DPnm,} (4.6)

von Instanziierungspunkten bestimmt werden. Konkrete Algorithmen sind Gegenstand
von Kapitel 5. Der numerische Aufwand sowohl zur Erzeugung parametrischer reduzierter
Modelle als auch zum Auswerten derselben ist mafigeblich von den Interpolationsfunk-
tionen I'; abhéngig. Dies wird unter anderem in Abschnitt 4.5.2 thematisiert.

4.3 Parameterabhingige Unterraume

Das vorgeschlagene Ordnungsreduktions-Rahmenwerk konstruiert ausgehend vom inter-
polierten Modell Ev](s, p) unter Verwendung von beziiglich der impliziten Parameter p
abhingigen Unterrdumen V(p) und W(p) ein vollstindig parametriertes reduziertes
Modell (s, p). Dazu wird der Losungsvektor %(s, p) von X(s, p) auf den Unterraum
V(p) restringiert und mit einer Basis W(p) des Unterraums W(p) getestet. Das glei-
che Ergebnis kann durch Restriktion des Losungsvektors x/(s, p) des transponierten
interpolierten Modells ¥'(s, p) auf den Unterraum W(p) und Testen mit einer Basis
V(p) des Unterraums V erzielt werden.

Unter Berticksichtigung der in Abschnitt 3.2 behandelten Stiefel- und Grassmann-
Mannigfaltigkeiten fiihren die folgenden beiden Definitionen parameterabhéngige Un-
terrdume ein und konkretisieren die in X(s, p) enthaltenen reduzierte Matrizen.
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4.4. Erzeugung parameterabhangiger Unterrdume

Definition 4.3 (Parameterabhingige Losungsunterrdume). Die von den impliziten
Parametern p € P abhdngigen Unterraume zur Konstruktion eines parametrischen
reduzierten Modells ¥(s, p) nach Definition 2.9 sind iber die Abbildungen

V: P~ Gr(N,n), (4.7a)
W:P — Gr(N,n) (4.7b)

definiert. Mit den die zugehorigen Basen erzeugenden Funktionen

V:P— St(N,n), (4.8a)
W : P St(N,n) (4.8b)
gelten die Zusammenhdnge
V(p) = range (V(p)) , (4.92)
W(p) = range (W(p)) . (4.9b)

Definition 4.4. Die reduzierten Matrizen A,(p), Bj(p) und C;(p) des parametrischen
reduzierten Modells (s, p) nach Definition 2.9 werden mit den Basen V(p) und W (p)
nach Definition 4.3 sowie den Matrizen A;(p), B; und Cy, des interpolierten Modells

v

Y(s,p) nach Definition 4.1 als

A;(p) =W(p)"A;(p)V(p), (4.10a)
B;(p) = W(p)"B;, (4.10b)
Ci(p) = V(p)" Cy (4.10¢)

definiert.

Korollar 4.2. Unter Verwendung der reduzierten Matrizen nach Definition 4.4 gelten
fur die Losungsvektoren die Ndiherungen

M

(s,P) = Xy(p)(s, p) = V(P)X(s, p), (4.11a)

(
)\}(/(Sa p) ~ i;/\/(p)(sa p) = W(p)i/(sa p) (411b)

Darin bezeichnen Xy(p)(s, p) und Xy, (s, p) die auf die Unterrigume V(p) bzw. W(p)
restringierten Losungsvektoren des interpolierten Modells.

Die Qualitat des reduzierten Modells f)(s, p) mit Bezug auf dessen Ubertragungsverhal-
ten ist maBgeblich von den Unterrdumen V(p) und W(p) abhangig.

4.4 Erzeugung parameterabhangiger Unterraume

Nachdem im letzten Abschnitt parameterabhéngige Unterraume V(p) und W(p) for-
mal eingefithrt wurden, beschéftigen sich die kommenden Betrachtungen mit deren
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Konstruktion. Von zentraler Bedeutung ist hierfiir die Aussage von Satz 2.2: Durch
Instanziierung eines beliebig parametrierten Ausgangsmodells (s, p) an einem Punkt
pr im Raum P der impliziten Parameter ergibt sich formal ein affin parametriertes
Modell f]k(s) Fir dieses lassen sich mit Hilfe der Methoden aus Kapitel 3 geeignete
Unterrdume sowie die zugehorigen Basen nach Definition 3.3 bestimmen. An einer
Menge von M ; Entwicklungspunkten

J:{f)lv"wf)M,]} <412)

erlauben die Modellinstanziierungen

A

My = {Si(s), ..., S, (s)} (4.13)

daher die Berechnung der Datenmengen

V:{Vl,...,VMJ}, (414&)
W= {Wy,...,Wy,} (4.14b)

sowie die Menge der reduzierten Modelle
M = {il(s),...,iMJ(s)}. (4.15)

Die Datenmengen V und W dienen als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung eines
Verfahrens zur Darstellung der parameterabhéngigen Unterraume V(p) und W(p).

4.4.1 Versagensmechanismus bei direkter Interpolation der Ba-
sen

Ein naheliegender Losungsansatz konnte darin bestehen, die Basen in den Datenmengen
nach (4.14) mittels Interpolationsfunktionen €, : P — R entsprechend

V(p) = Z_Jj Q0 (P) Vi, (4.16a)
W(p) = X_i Q. (P)Wo, (4.16b)

zu interpolieren. Dass eine derartige Vorgehensweise nicht zielfithrend ist, wird mit Hilfe
eines einfachen Beispiels veranschaulicht.

Beispiel 4.1. Gegeben ist ein eindimensionaler Raum P = [0, 1] der impliziten Para-
meter p € P. Punkte an den Intervallgrenzen von P definieren die Menge J = {0, 1}.
Die Interpolationsfunktionen (2, sind lineare Funktionen entsprechend
Oy =(1-p), (4.17a)
Qs = p. (4.17b)
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4.4. Erzeugung parameterabhangiger Unterrdume

Abbildung 4.1: Beispiel zur direkten Interpolation von Basen. (a) Punktmenge J sowie
lineare Interpolationsfunktionen €; und Qs. (b) Konfiguration der Unterrdume S und Basen
V.

Sowohl der Parameterraum P als auch die Interpolationsfunktionen sind schematisch
in Abbildung 4.1(a) dargestellt. Ferner sei die Menge V = {V;, V,} durch die Basen

vV, = (1,07, (4.18a)
V, = [~ cos k,sin k]© (4.18b)

bestimmt. Die zugehorigen Unterrdume S; = range (V) und Sy = range (V) sind durch
die Konstruktion (4.18) um den Winkel x gegeneinander ausgelenkt. Dabei wird von
einer kleinen Auslenkung ausgegangen, fiir die x € [0, §) gilt. Ein parameterabhéngiger
Unterraum S(p), der sich kontinuierlich von §; = §(0) nach So = S(1) bewegt sei durch

S(p) = range (p [_ o H] +(1-p) [_OID (4.19)

sin K

gegeben. Die Situation ist schematisch in Abbildung 4.1(b) veranschaulicht. Eine
Interpolation nach (4.16a) liefert die Néherung S'(p) fir S(p) der Form

S(p) = range (p [_ o Hl +(1-p) BD (4.20)

sin K

Auswerten von S’'(p) sowie S(p) in der Mitte des Parameterraumes P fithrt auf zwei
orthogonale Unterrdume

S'(0.5) = S(0.5). (4.21)

Der interpolierte Unterraum S’(0.5) befindet sich auBerhalb des durch S(0) und S(1)
aufgespannten Bereichs, siche Abbildung 4.1(b). Damit versagt die Interpolation (4.16a)
in ithrem Zweck, eine aussagekraftige Basis V(p) zu konstruieren.

Zusammenfassend lasst sich der Versagensmechanismus darauf zuriickfithren, dass
die Basisvektoren in den Projektionsmatrizen V,, und W,, im Allgemeinen weder
gegeneinander ausgerichtet sind noch einer Sortierung unterliegen, wodurch eine direkte
Interpolation der Basen nach (4.16) gerechtfertigt ware.
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4.4.2 Vorgeschlagener Losungsansatz

Der Autor schliagt zur Darstellung parameterabhingiger Basen und Unterraume einen
Losungsansatz vor, der auf multilinearer Interpolation von orthogonalen Projektoren
beruht. Der Ansatz wird im Folgenden abgeleitet.

Ableitung eines geeigneten Interpolationsansatzes

Zunéichst wird der Einfluss der Basen auf das Ubertragungsverhalten reduzierter Modelle
untersucht.

Definition 4.5 (Modell-Aquivalenz). Zwei affin parametrierte reduzierte Modelle
ZNI(U(S) und 2}(2)(8) sind genau dann dquivalent, wenn deren Ubertragungsmatrizen
HW(s) und H?(s) nach Korollar 2.6 gleich sind. Es gilt die Aquivalenzrelation

YW (s) ~ 2@ (s) & HY(s) = H(s), (4.22)
welche die Modell-Aquivalenzklasse )
5(s)] (4.23)
definiert.

Satz 4.1. Gegeben ist ein affin parametriertes reduziertes Modell f]k(s) aus der Menge

M der reduzierten Modelle nach (4.15). Das Modell S4(s) ist invariant unter den
Basistransformationen

Vi V.G, G} € GI(N), (4.24a)
W, — WG, G} € GI(N). (4.24b)

Die Transformationen GY und GV induzieren somit eine Aquivalenzklasse nach Defi-
nition 4.5.

Beweis. Fiir ein affin parametriertes reduziertes Modell 3(s) gilt die Darstellung

w7’ (2 Qi(s)AZ) Vx(s) = W’ (2:1 Gj(s)Bj) u, (4.25a)

y(s) = (Z Qk(s)Ck> Vx(s). (4.25Db)

Unter den Basistransformationen (4.24) folgt das Modell

(™) w” (2 Hi(s)Al) VGx(s) = (G") W (; ej(s)Bj) u,  (4.26a)
y(s) = (k Qk(s)Ck> VGYx(s). (4.26b)
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4.4. Erzeugung parameterabhangiger Unterrdume

Dessen Ubertragungsmatrix ist nach Definition 2.5 von der Form
K T - / -1
H'(s) = (Z Ok(s)Ck> VGV ((GW) w7 (Z Hl-(s)AZ) VGV>
k=1 i=1

< (G") W7 (i ej(s)Bj) . (4.27)

Da nach (4.24)

det GY #£ 0, (4.28a)
det G #£0 (4.28Db)

gilt, folgt mit der Ubertragungsmatrix H(s) des nicht transformierten Modells (s)
geméafl Korollar 2.6 die Behauptung

'(s) = H(s). (4.29)

O

Nach Satz 4.1 ist die konkrete Wahl der Basis fiir das Ubertragungsverhalten eines
reduzierten Modells irrelevant. FEinzig die Unterraume sind von Bedeutung. Daher ist
es flir ein Verfahren zur Darstellung parameterabhéngiger Basen und Unterraume nicht
erforderlich, direkt auf den Datenmengen V und W nach (4.14) zu operieren. Stattdessen
ist eine Interpolation der Form

Vip) = 3 01 (p)V.aGY, (4.300)
W(p) = 3 O (p)W,, Gl (4.30)

mit Interpolationsfunktionen

Qv P =R, (4.31a)
QY PR (4.31Db)

zuldssig, welche auf den modifizierten Datenmengen

V= {ViGY, ..., Va, G}, }, (4.32a)
W= {W\GY, ... Wy, Gl } (4.32b)
aufbaut. Durch die Transformationsmatrizen G} € Gl(N) und G}V € GI(N) sind
zusatzliche Freiheitsgrade gegeben, mit deren Hilfe der in Abschnitt 4.4.1 erlduterten

Problematik begegnet werden kann.
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Bestimmung der Basis-Transformationen

Die Basis-Transformationen G| und G}/ werden in diesem Abschnitt derart bestimmt,
dass (4.30) als Interpolation orthogonaler Projektionen einer gemeinsamen Basis V, €
St(N,n) bzw. W, € St(N, n) auf die Unterrdume

Vi = range (Vy,), (4.33a)
Wy, = range (Wy,) (4.33b)
mit £ € {1,..., M} interpretiert werden kann. Dazu werden zunéchst der auf den

Unterraum S abbildende orthogonale Projektionsoperator £s sowie ein Skalierungsope-
rator 6 eingefithrt. Der Zweck von 6 besteht darin, die Langen der Basisvektoren nach
Anwendung des Projektionsoperators & zu normieren. Es gelten folgende Definitionen:

Definition 4.6 (Orthogonaler Projektionsoperator). Der wvom  Unterraum
V € Gr(N,n) auf S € Gr(N,n) abbildende, orthogonale Projektionsoperator

s 1 St(N,n) s RV*™ (4.34)
ist mit den Basen
V € St(N,n), V =range(V), (4.35a)
S € St(N,n), S =range(S) (4.35b)
als .
¢&s(V):=8(8"s) s"v (4.36)
gegeben.

Definition 4.7 (Skalierungsoperator). Der Skalierungsoperator

6 : St(N,n) — St(N,n) (4.37)
ist mit Hilfe der diagonalen Skalierungsmatriz D € R™"™ durch
M = [my]...|m,] € St(N,n), (4.38a)
1
[Dlii = 57— (4.38b)
1|2
(M) := MD (4.38¢)

definiert.

Definition 4.8 (Darstellung der Losungsunterrdume). Eine auf orthogonalen Projek-
tionen basierende Darstellung der von den impliziten Parametern p € P abhdngigen
Basen V(p) und W (p) ist unter Verwendung des orthogonalen Projektionsoperators &s
nach Definition 4.6 sowie des Skalierungsoperators 0 gemdfs Definition 4.7 durch

V(D)= Y- OL0)0 0, (V) (4.39%)
W(p) = Zf Q) (p)f o &, (W) (4.39b)
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Abbildung 4.2: Veranschaulichung der auf orthogonalen Projektionen basierenden Darstel-
lung von parameterabhingigen Unterraumen. (a) V. = Vy. (b) V. = V.

mait den Startbasen

V. e St(N,n), (4.40a)
W. € St(N,n) (4.40b)
und den Interpolationsfunktionen
O PR, (4.41a)
Q(Br) = O, VPr €7, (4.41b)
Qi PR, (4.41c)
O (Dr) = O, VPr €T (4.41d)

gegeben. In (4.41) bezeichnet 8,y das Kronecker-Delta. Damit es zu keinem Rangabfall
in (4.39) kommt, ist

£, (Vo) € St(N,n) Vi e {1,..., M}, (4.42a)
Em (W,) € St(N,n) Vi € {1,..., M} (4.42b)

sicherzustellen.

Fur eine konkrete Wahl der Startbasen V. und W, in Definition 4.8 bietet sich

V.ev, (4.43a)
W, e W (4.43b)

an, sofern dadurch (4.42) erfiillt ist. Eine grafische Interpretation der auf orthogonalen
Projektionen basierenden Interpolation ist in Abbildung 4.2 fiir V. = V; und V. =V,
gegeben. Fiir beide Startbasen V. ergibt sich der gleiche interpolierte Unterraum S’

Korollar 4.3. Fiir die Transformationsmatrizen G} und GV aus (4.30) gelten unter
Verwendung der auf orthogonalen Projektionen basierenden Darstellung der von den
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impliziten Parametern p € P abhdngigen Basen V(p) und W(p) nach Definition 4.8
die Gleichungen

c! = (VIv))  VIvV.DY, (4.44a)
Gl = (WI'w,)” WIw.DY, (4.44D)
mit
” 1
DY )i = — 7 (4.45a)
’ ((VIV) ' VIV.e|
1
[Dm i = (4.45b)

|WIW) T W W

2
Beweisskizze. Durch Koeffizientenvergleich von (4.39) mit (4.30) und Ausnutzen der
Definitionen 4.6 sowie 4.7. O

Fiir das Beispiel aus Abschnitt 4.4.1 ergibt sich unter Verwendung der parameterabhén-
gigen Basen nach (4.39) mit V. = V; der Unterraum

S'(p) = range {(1 —p) H +

2

|- i ]H[ o T (440

—sinkcos k| || [cos k2, —sin K cos k] ||

und es gilt §’(0.5) = §(0.5).

4.5 Diskussion des Rahmenwerkes

Auf den folgenden Seiten findet eine Diskussion des vorgeschlagenen
Ordnungsreduktions-Rahmenwerks zur Erzeugung parameterabhéangiger reduzierter
Modelle Y(s, p) mit Hinblick auf die Interpolationseigenschaften von (s, p) sowie den
numerischen Aufwand zur Modellerzeugung und -auswertung statt.

4.5.1 Interpolationseigenschaften

Lemma 4.1. Ist die affine Parameterrekonstruktion nach (4.1) interpolierend in dem
Sinne, dass }

Ai(Pr) = Ai(Dr), VDr €l (4.47)
gilt, so ist die Ubertragungsfunktion ﬁ(s,p) des interpolierten Modells i)(s,p) an
Punkten py, € T mit der des Ausgangsmodells ¥(s, p) identisch.
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4.5. Diskussion des Rahmenwerkes

Beweisskizze. Durch Einsetzen von (4.47) in Definition 4.1 und Vergleich mit Definiti-
on 2.3. ]

Lemma 4.2. Die auf orthogonalen Projektionen basierende Interpolation der Unter-
raume gemdafl Definition 4.8 weist unter Verwendung von Interpolationsfunktionen nach
(4.41) die Interpolationseigenschaften

V(pr) = range (V(py)) = range (Vi) = Vi, Vpi €7, (4.48a)
W(pyr) = range (W (py)) = range (Wy) = Wy, Vpr €J (4.48b)

auf.

Beweisskizze. Durch Ausnutzen von (4.41) in (4.39) mit Startbasen nach (4.42) folgt
die Behauptung. O]

Satz 4.2. Gilt unter Verwendung gleicher Mengen an Interpolationspunkten
=7 (4.49)

fiir die Darstellung der parameterabhdngigen Basen die Interpolationseigenschaften der
Unterrdume nach Lemma 4.2 und ist die affine Parameterrekonstruktion interpolierend
gemdf3 Lemma 4.1, so folgt fiir die Ubertragungsmatriz ﬂ(s,pk) des parametrischen
reduzierten Modells i(s, p) die Interpolationseigenschaft

H(s, py) = Hi(s), Vpi €. (4.50)

Darin ist ICIk(s) die Ubertragungsmatriz des reduzierten affin parametrierten Modells
Y (s) der Menge M nach (4.15).

4.5.2 Numerischer Aufwand

Der im Rahmen eines parametrischen Ordnungsreduktionsprozesses auftretende nu-
merische Aufwand kann grob unterteilt werden in den Teil, der zur Erzeugung der
parametrischen reduzierten Modelle erforderlich ist und in jenen, der fiir die Modellaus-
wertung erforderlich ist. Dabei ist je nach Anwendungsfall die Relevanz der beiden Teile
fiir den numerischen Gesamtaufwand unterschiedlich zu bewerten. Ist beispielsweise
mit einer besonders hohen Anzahl an Modellauswertungen zu rechnen, so kann es
sich lohnen, mehr Aufwand in die Modellgenerierung zu investieren mit dem Ziel, ein
schneller auswertbares reduziertes Modell zu erhalten.

Grundsatzlich sind zwei Strategien zur Darstellung parametrischer reduzierter Modelle
f](s, p) naheliegend. Diese unterscheiden sich darin, ob die systemrelevanten Matrizen
reduzierter Dimension erst wahrend der Modellauswertung durch Projektion in die
parameterabhangigen Unterrdume berechnet werden oder, ob eine Vor-Assemblierung
der reduzierten Groflen bereits in der Phase der Modellerzeugung erfolgt. Der auf

Vor-Assemblierung basierende Ansatz weist dabei wesentliche Vorteile auf: Um das
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parametrische reduzierte Modell dauerhaft abzuspeichern oder fiir die Auswertung im
Speicher zu halten sind hierfiir ausschlieBlich matrixwertige Koeffizienten der reduzierten
Dimension vorzuhalten. Auflerdem miissen zur Modellauswertung auch nur solche
Matrizen superponiert werden. Folglich sind keinerlei Operationen mit Objekten von
unreduzierter Dimension erforderlich.

Satz 4.3 fithrt die auf Vor-Assemblierung der reduzierten Matrizen beruhende Darstellung
von (s, p) ein.

Satz 4.3. Fine Darstellung des parametrischen reduzierten Modells i(s,p)~ gemdafs
Definitionen 2.9 und 3.4 mit Hilfe der reduzierten matrizwertigen Koeffizienten A; ;. €
Crn B € C und Cy,, € C™*9 ist durch

i?j)k:7l

(Z QY (p)T; (p)ek(s)QY(p)AiJ,k,l) X(s,p) =
(Z Q7 (p)em(S)B@-,m) u, (4.51a)

T
¥(s,p) = (Z oY <p>en<s>él,n) %(s,p) (4.51b)
l,n
gegeben. Fiir die reduzierten Matrizen gilt:
Aijr = (Wi(WiTWi)‘lwiT WCDZVC)T A (Vl(VfVZ)‘lVlTVCDXC> . (4.52a)
B,,, = (W.(W/'W,)'"W/W.DY)" B, (4.52b)
Cr = (Vi(VIV)'VIV.D))' C.. (4.52)

Beweisskizze. Nach Einsetzen von (4.30) und (4.1) in (4.10) und anschliefend in (2.108),

gefolgt von Ausmultiplizieren ergibt die Darstellung von (s, p) geméaf Satz 4.3. [

In den kommenden beiden Unterabschnitten wird sowohl die Modellauswertung als
auch die Modellerzeugung nédher untersucht. Dabei wird herausgearbeitet, welche Ein-
flussmoglichkeiten auf den numerischen Aufwand des vorgestellten Rahmenwerks zur
parametrischen Ordnungsreduktion bestehen. Viele der hier dargelegten Erkenntnisse
beeinflussen die Konstruktion der konkreten Verfahren in Kapitel 5. Aufgrund der
Vorteile der Darstellung nach Satz 4.3 werden die weiteren Betrachtungen stets von
einer entsprechenden Vor-Assemblierung der reduzierten Matrizen ausgehen.

Modellauswertung

Die Modellauswertung besteht aus einem Assemblierungsschritt und einem Losungs-
schritt. Der Assemblierungsschritt fithrt die gewichteten Superpositionen der matrix-
wertigen reduzierten Koeffizienten A, ;x;, B;,, und C;, durch. Im anschliefenden
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Losungsschritt wird das lineare Gleichungssystem sowie der Ausgang y berechnet. Da
die Dimension der parameterabhéngigen Unterrdume V(p) und W(p) unabhéngig von
der Anzahl der impliziten Parameter ist, gilt dies ebenfalls fir die Dimension der
reduzierten matrixwertigen Koeffizienten. Einzig deren Anzahl steigt mit zunehmender
Dimensionalitit des Parameterraumes P. Der genaue Zusammenhang ist dabei abhangig
von der konkreten Form der beteiligten Interpolationen. Interpolationsfunktionen mit
stark lokalisiertem Trager reduzieren die Gesamtanzahl der matrixwertigen Koeffizienten
und erhéhen damit die Geschwindigkeit, mit der das parametrische reduzierte Modell
assembliert werden kann. Der numerische Aufwand im Losungsschritt hingegen wird
lediglich durch die Dimension des reduzierten Gleichungssystems beeinflusst.

Modellgenerierung

Die Modellerzeugung wird als dreistufiger Prozess aufgefasst:

(i) Aufbauen der Datenmengen My, M;, V und W entsprechend (4.5), (4.13) und
(4.14).

(ii) Berechnung der matrixwertigen Koeffizienten voller Dimension A, gemafl (4.1)
sowie der Transformationsmatrizen GY, und G}/ nach (4.44).

(iii) Yor—Assemplierung der matrixwertigen Koeffizienten reduzierter Dimension A“,k,l,
B, ,, und C;,, entsprechend (4.52).

Der numerische Aufwand fiir die Berechnung der Modell-Instanziierungen Ml;, M; in
Teil (i) kann durch Wahl gleicher Instanziierungspunkte I = J sowohl fiir die affine
Parameterrekonstruktion als auch fiir die Darstellung der parameterabhédngigen Basen
reduziert werden. Es gilt

I=J] < M;=M,. (453)

Zusatzlich wird die Gesamtlaufzeit der Modellgenerierung durch die Berechnung der
Basen in V und W mafgeblich beeinflusst. Hierfiir ist die Wahl des Ordnungsredukti-
onsverfahrens aus Kapitel 3 ausschlaggebend.

Die Laufzeit von Stufe (ii) ist wesentlich von den Interpolationsfunktionen der affinen
Parameterrekonstruktion abhangig. Fiir

Li(Pr) = 0w, VDrel (4.54)
sind die matrixwertigen Koeffizienten A;; unmittelbar bekannt:

Ai,l - xAz(f)l)7 Vf)l G ]I (455)

In Stufe (iii) wird die Anzahl der zu berechnenden matrixwertigen Koeffizienten redu-
zierter Dimension Ai,l,k,la Bim und Clm durch die Trager der Interpolationsfunktionen
QY, QY und T'; mafBigeblich beeinflusst. Solche mit kompaktem Trager konnen zu einer
erheblichen Reduktion der bendtigten Matrizen fithren.
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4.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein neuartiges Rahmenwerk zur parametrischen Modellord-
nungsreduktion fiir sowohl affin als auch nicht-affin parametrierte Ausgangsmodelle
entwickelt. Dieses besteht im Wesentlichen aus zwei Komponenten: Die affine Parame-
terrekonstruktion macht Ausgangsmodelle zugénglich fiir projektionsbasierte Reduk-
tionsansatze und resultiert in einem interpolierten Modell. Die zweite Komponente
umfasst die Darstellung der von den nicht-affinen Parametern abhéngigen Unterrdume,
auf welche der Losungsvektor des interpolierten Modell restringiert wird. Die Dimension
der Unterrdume ist dabei vollig unabhédngig von der Anzahl der nicht-affinen Parame-
ter. Abschliefend enthélt das Kapitel eine Diskussion des Rahmenwerkes mit Hinblick
auf die Interpolationseigenschaften der parametrischen reduzierten Modelle sowie eine
Bewertung des numerischen Aufwands.
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Kapitel 5

Verfahren zur parametrischen
Modellordnungsreduktion fiir affin
und nicht-affin parametrierte

Modelle

Aufbauend auf dem parametrischen Ordnungsreduktions-Rahmenwerk aus Kapitel 4
werden im vorliegenden Kapitel zwei konkrete Verfahren zur parametrischen Modellord-
nungsreduktion fir affin und nicht-affin parametrierte Ausgangsmodelle entwickelt. Dies
geschieht unter Beriicksichtigung der den numerischen Gesamtaufwand betreffenden
Erkenntnisse aus Abschnitt 4.5.2, wonach folgende Rahmenbedingungen festgesetzt
werden:

e Sowohl fiir die affine Parameterrekonstruktion als auch fiir die Darstellung der
Unterraume werden die gleichen Instanziierungspunkte verwendet, daher gilt

I=17.

e Fir die Interpolationsfunktionen der affinen Parameterrekonstruktion gilt (4.54),
sodass die matrixwertigen Koeffizienten der Interpolation unmittelbar verfiighar
sind.

e Um eine effiziente Modellauswertung zu gewéhrleisten, findet eine Vor-Assem-
blierung des parametrischen reduzierten Modells gemafl Satz 4.3 statt.

Das in Abschnitt 5.1 prasentierte Verfahren verwendet zum einen globale polynomielle
Interpolation fur die affine Parameterrekonstruktion und zum anderen ein auf multili-
nearer Interpolation beruhendes Teilbereichsverfahren zur Darstellung der Unterrdume.
Die multivariaten Interpolationen basieren dabei auf einem Tensorgitter, welches zur
Reduktion der Modellfehler gleichméflig verfeinert werden kann. Ein selbst-adaptives
Verfahren ist Gegenstand von Abschnitt 5.2. Dieses verwendet sowohl fiir die affine
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Parameterrekonstruktion als auch fiir die Darstellung der Unterrdume einen Teilbereichs-
ansatz konstanter Ordnung. Mittels eines selbst-adaptiven Prozesses ist die Steuerung
der Modellfehler moglich.

Numerische Beispiele untermauern die Leistungsfahigkeit und Zuverlédssigkeit der vorge-
schlagenen Anséitze.

5.1 Ein nicht-adaptives Verfahren

5.1.1 Einleitung und Konzeption

Das Verfahren basiert auf dem Rahmenwerk aus Kapitel 4. Es besteht dementspre-
chend aus einer affinen Parameterrekonstruktion nach Abschnitt 4.2 sowie der in
Abschnitt 4.4.2 abgeleiteten Darstellung parameterabhéngiger Unterraume. Um die
beteiligten Interpolationen zu konkretisieren, erfolgt zunéchst in Abschnitt 5.1.2 eine
Diskretisierung des Raums der impliziten Parameter mit Hilfe eines Tensorgitters G
sowie Hyperkuben H. Die Punkte des Tensorgitters G entsprechen dabei den Instanziie-
rungspunkten pg € I. Anschliefend schlagt der Autor in Abschnitt 5.1.3 die Verwendung
von Lagrange-Polynomen mit globalem Tréager fiir die affine Parameterrekonstruktion so-
wie auf den Hyperkuben H lokal definierte multilineare Funktionen zur Darstellung der
von den impliziten Parametern abhangigen Unterrdaume vor. Die Fehler derart erzeugter
parametrischer reduzierter Modelle i(s, p) konnen durch gleichméBige Verfeinerung des
Tensorgitters G beeinflusst werden.

5.1.2 Diskrete Strukturierung des Raumes der impliziten Pa-
rameter

Die folgenden Definitionen verleihen dem Raum P der impliziten Parameter eine diskrete
Struktur.

Definition 5.1 (Tensorgitter). Das Tensorgitter G € T (P) dber dem Raum P wird
durch Punktmengen N; gemdfs

g:le...XNp, (51)

erzeugt. Dabei bezeichnet T (P) den Raum der Tensorgitter mit Dimension P und K; die

Anzahl der Gitterpunkte pgj ) entlang des i-ten impliziten Parameters. Die Gesamtanzahl
an Gitterpunkten ist damit durch

G| = l:IlKi (5.3)
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(pi”,p%1 [ "1 [pf?, pf]

ﬁk el ps = [p?, p{]

WE 2L = [p(l) (l)] P = [pfg)’ p£2)]

[pil),péz)] [p(z) (2)] [pis),pgz)] [p(Z) pél)] p, = [p(l) p(3)]
® .

= [p®,p"] By =[PP, P

212 722 = [pM, p?] p, =[PP, pP]

[p(l),p(s)] [p(Z) (3)] [p(3) (3)]

Abbildung 5.1: Strukturierung des Raumes P der impliziten Parameter. Zweidimensionales
Beispiel mit Tensorgitter G und Hyperkuben H<.

gegeben.
Definition 5.2 (Hyperkubus). Der Hyperkubus H® ist tiber die Segmente
cf={p "} (5.4)
mit dem Multi-Index
a=lag,...,ap], o €{l,....K;—1} (5.5)
durch
HY =LY X ... x LB (5.6)
definiert.

Korollar 5.1. Es existiert stets eine Partitionierung des Tensorgitters G nach Defini-
tion 5.1 in nicht iberlappende Hyperkuben H* nach Definition 5.2. Folglich gilt

QZUHO‘, CK:[Odl,...,Odp], CEiE{l,...,Ki—l}. (57)

Beweisskizze. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Definitionen 5.1 und 5.2. [

Ein zweidimensionales Beispiel zur Veranschaulichung der Strukturierung von P mittels
eines dquidistanten Tensorgitters ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Die kommenden
Definitionen fiihren Verfeinerungsoperationen auf dem Tensorgitter G ein.

Definition 5.3 (Verfeinerung). Gegeben sei ein Tensorgitter G nach Definition 5.1
sowie dessen Partitionierung in Hyperkuben H® entsprechend Korollar 5.1. Eine Verfei-
nerung ¢ von G ist durch

Y T(P)— ( ), (5.8)
Y (G) = 5.9
G ”|>|9| (5.10)

definiert. Das verfeinerte Tensorgitter wird mit G bezeichnet.
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G=Jr" Go = |JH™’
« a,f
¢ . 4 [ L 4 4 L 4 ®
a=[11] Ja=[11] Ja=[21]] o =[21]
g=M11 |s=[1 | 8=[1L1] s =1[21]
AL 21 ® @ | ® ®
a=[11] la=[11] | a=[21]] «=[2,1]
0 p=M12 =022 68=I[L2] 58=1[22]
@ . 4  J > @ . 4 L 4 L 4 ®
a=[12]1a=[12]]a=1[22]] a =[2,2]
=l s=-ruls=-nu|s=-ru
L2 7422 ¢ ¢ ® ¢ ¢
a=[12]] a=[12]] a=1[2,2]] a« =[2,2]
B=[2] g=1[22]p=I[12] 5=1[22]
® @ ® @ L @ L ®

Abbildung 5.2: Veranschaulichung der gleichméfiigen Verfeinerung eines zweidimensionalen
Tensorgitters G.

Definition 5.4 (Hierarchische Verfeinerung). Gegeben sei ein Tensorgitter G nach
Definition 5.1, dessen Zerlegung in Hyperkuben H* entsprechend Korollar 5.1 sowie

eine Verfeinerung nach Definition 5.3. Die Verfeinerung ist genau dann hierarchisch,
wenn fiir das verfeinerte Tensorgitter GV

GY>g (5.11)

qgilt.

Die hierarchische Struktur der in Definition 5.4 eingefiihrten Verfeinerung gewéhrleistet,
dass die zu einem Tensorgitter G gehorigen Datenmengen M, V sowie W nach der
Verfeinerungsoperation vollstandig weiterverwendet werden konnen.

Definition 5.5 (GleichméfBige Verfeinerung). Gegeben sei ein Tensorgitter G nach
Definition 5.1, dessen Zerlegung in Hyperkuben H* entsprechend Korollar 5.1 sowie
eine Verfeinerung nach Definition 5.3. Die Verfeinerung 1 ist genau dann gleichmdjsig,

wenn durch sie alle Hyperkuben H® von G in 2F nicht tiberlappende Hyperkuben H’
von G entsprechend

He=UH™, B=1[p,....0p, Biefl,2}. (5.12)
B
zerlegt werden. Damit folgt fiir das verfeinerte Tensorgitter
G = JUH™". (5.13)
a B

In Abbildung 5.2 ist die gleichméfige Verfeinerung am Beispiel eines zweidimensionalen
Tensorgitters G veranschaulicht.
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Definition 5.6 (Mehrstufige Verfeinerung). Gegeben sei ein Tensorgitter G nach De-
finition 5.1 und dessen Zerlequng in Hyperkuben H® entsprechend Korollar 5.1. Fine
Verfeinerung k-ter Stufe definiert nach k-facher Anwendung von Definition 5.3 ein
k-fach verfeinertes Tensorgitter G*).

5.1.3 Interpolationsfunktionen

Auf Basis der diskreten Struktur des Parameterraumes P werden in weiterer Folge die
Interpolationsfunktionen sowohl der affinen Parameterrekonstruktion als auch der von
den impliziten Parametern abhangigen Darstellung der Losungsunterrdume konkretisiert.

Affine Parameterrekonstruktion

Fiir die affine Parameterrekonstruktion kommen multivariate polynomielle Interpolati-
onsfunktionen I'; mit auf dem Tensorgitter G globalem Trager supp (I';) zum Einsatz.
Es gilt

I ePp <XPZ(Ki —1), P) , (5.14)

i=1

supp (I';) = conv (G) . (5.15)

Darin sind P(k, d) der Raum der Polynome in d Variablen mit héchstem Polynomgrad
k und conv(M) die konvexe Hiille einer Menge M. Erzeugt werden die Funktionen T
durch univariate Lagrange-Polynome

Yij - R — R, (516&)
Yij € P(KJ —1, 1), (516b)

welche nach [Dav75, S. 33] die explizite Darstellung

Ky,

bj — o (k)
%) = 11 ﬁ, p; €N (5.17)
k=1k#i Dj " — D

besitzen. Mit den Multi-Indizes
BO =180 . B0, sV e{1,... K} (5.18)

gilt
Fl(p) :fylgy)’l(p1> Tee MY,BE?,P(pP)’ P= [p17"'7pP] € conv (g) (519)

Satz 5.1. Die multivariaten Interpolationsfunktionen I'j(p) nach (5.19) erfillen die
Interpolationseigenschaft (4.54).
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Beweisskizze. Nach [Dav75h, S. 33] gilt fiir die univariaten Lagrange-Polynome

%ii ) = b, P €N, (5.20)
Damit ergibt sich die Behauptung durch die Konstruktion (5.19). O
Nach Satz 5.1 sind die vorgeschlagenen Funktionen I'j(p) geeignet im Sinne der zu

Beginn von Kapitel 5 definierten Rahmenbedingungen. Die matrixwertigen Koeffizienten
der affinen Parameterrekonstruktion stehen unmittelbar zur Verfiigung.

Parameterabhingige Unterrdume

Die multivariaten Interpolationen zur Darstellung der von den impliziten Parametern
abhédngigen Unterrdume nach Definition 4.8 werden fiir jeden Hyperkubus H® des
Gitters G separat aufgebaut. Mit den multivariaten Interpolationsfunktionen
Q) . 1supp (me) = conv (H?), (5.21a)
Q) :supp (Qn”{a> = conv (H?) (5.21b)

und den fir jeden Hyperkubus konstanten Startbasen V, und W, entsprechend (4.42)
gelten die Darstellungen

My

V(p) =D U)o, (Va), p e conv(H), (5.22a)
m=1
My

W)= > Q@) oéw, (Wa), p e conv(H?). (5.22b)
m=1

Gemafl Korollar 5.1 liefert (5.22) eine iiber dem kompletten Tensorgitter G giiltige
Beschreibung der von den impliziten Parametern abhangigen Basen. Konkret schlégt
der Autor die Verwendung multilinearer Funktionen

w,, WS, , € conv (H®),
Q’ (p) = 5 )71(p1) 56 )7P(pp) p (M) (5.23a)

’ 0, p ¢ conv (H%),

w,, oW, , € conv (H®),
QY (p) = B )71(171) 56 )’P(pP) p (H*) (5.23)

’ 0, p ¢ conv (H%)

mit dem Multi-Index o nach (5.7), den Multi-Indices 5™ nach

§om = (6™ st st e {12} (5.24)
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sowie den univariaten linearen Funktionen entsprechend

(k+1)

p] —P; k
B, by e Lh,
W (py) = KT P ! (5.25a)
07 pj ¢ 'C]a
L Y
W (py) = 3 AT B ) 52‘ ’ (5.25b)

Vvor.

Satz 5.2. Die multivariaten Interpolationsfunktionen Q, ., und Q) , nach (5.23) erfiil-
len die Interpolationseigenschaften (4.41b) sowie (4.41d). Daher sind 0y, , und QY , fiir
die Darstellung der parameterabhdingigen Unterrdume und Basen gemdfl Definition 4.8

geeignet.

Beweisskizze. Fur die univariaten Interpolationsfunktionen nach (5.25) gilt

I I k) (k
I I k) (k
B 05) = 0w, oy € {pf BV Y (5.26b)
womit nach Konstruktion (5.23) die Behauptung folgt. O

Da die Interpolationsfunktionen in (5.21) iiber einen lokalen Trager verfiigen, verschwin-
den viele der matrixwertigen Koeffizienten in (4.52) und das parametrische reduzierte
Modell benétigt weniger Speicher, als wenn Interpolationsfunktionen mit globalem
Tréager zum Einsatz kdmen.

5.1.4 Numerische Beispiele

Bei den numerischen Beispielen handelt es sich um elektromagnetische Strukturen, die
unter Verwendung der Modellierungsansétze aus Abschnitt 2.3 beschrieben werden.
Ausgangspunkt ist somit ein parametrisches FE-Modell nach Abschnitt 2.3.3. Die
FE-Diskretisierung erfolgt mit H (rot)-konformen Ansatzfunktionen zweiter Ordnung.
Dariiber hinaus kommt, sofern nichts Gegenteiliges genannt wird, ein Einpunkt-MOR-
Verfahren nach Abschnitt 3.3 zur Generierung der Projektionsmatrizen zum Einsatz.
Die erforderlichen Instanziierungen des FE-Modells werden mittels topologieerhaltender
Netzverzerrungsansitze geméf [Bur08] konstruiert.

Vivaldi-Antennen-Element

Das erste numerische Beispiel ist ein Vivaldi-Antennen-Element einer in zwei Richtungen
periodisch fortgesetzten Antennengruppe nach [SS99]. Die Struktur des in z-Richtung
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(a) Skizze mit BemaBung.

(b) Dreidimensionales Modell.
Abbildung 5.3: Vivaldi-Antennen-Element: Festgehaltene Parameter: e = 1,5 cm, Iy =

0,5 cm, wgg = 0,1 cm, h =2,2cm,d=1cm, b=3,2cm, t=0,288 cm, a = 3,45 cm,
wy=0,2cm, df = 0,9 cm, €45 = 1 und €, gupst = 2, 2.
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<IN “ (
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(¢) 1 =6,5 cm.

Abbildung 5.4: Finite-Elemente-Netze des Vivaldi-Antennen-Elements in der Ebene z =0
fiir unterschiedliche Léngen des Antennen-Horns.

abstrahlenden Elements ist in Abbildung 5.3(a) skizziert. Darin beschreibt der obere
Teil der Abbildung mit durchgezogener Linie die Metallisierung des Substrats in den
Ebenen z = j:% und mit unterbrochener Linie die Metallisierung der Zuleitung in der
Mittelebene z = 0. Im unteren Teil der Abbildung ist die Antenne in der Seitenansicht
dargestellt. Gespeist wird die Struktur tiber das Wellenleiter-Tor 'y . Abbildung 5.3(b)
zeigt das gesamte Feldgebiet der FE-Simulation. Dabei befinden sich entsprechend der
Einteilung (2.23) in den Ebenen y = 0, y = b und « = 0 der Rand I'g, in den Ebenen
z = £5 der Rand I'y sowie in der Ebene x = L der absorbierende Rand I'z.

Um die numerischen Eigenschaften des nicht-adaptiven Verfahrens zu analysieren,
werden exemplarisch ein expliziter Parameter, die Frequenz f, sowie ein impliziter Para-
meter, die Lange [, betrachtet. Alle weiteren Parameter sind auf die in der Beschriftung
von Abbildung 5.3 aufgefithrten Werte fixiert. Die durch das PROM abzudeckenden
Parameter-Bereiche werden auf

feQ=10,8, 5,3 GHz, (5.27)
leP=[3,5 6,5 cm (5.28)

gesetzt. Abbildung 5.4 zeigt Instanziierungen eines durch topologieerhaltende Netzver-
zerrungsalgorithmen nach [Bur08] erzeugten zweidimensionalen FE-Netzes zur Visuali-
sierung des Parameterraumes P.
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Kapitel 5. Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion

Mit den beiden Parametern f und [ lautet das parametrische Ausgangsmodell X (ko, 1)
des Vivaldi-Antennen-Elements:

(S() + jkoF(1) = KgT(1))x = jkonoBi, (5.29)
v =BTx, (5.29b)

woraus sich die Eingangsimpedanz Z"¢/ nach

77 = jkonoBT(S(1) + jkoF (1) — k2T(1))"'B (5.30)
sowie der Reflexionsfaktor zu
ool = Z-1 (5.31)
Z+1

bestimmen lassen. Ein entsprechend dem parametrischen Ordnungsreduktions-Rahmen-
werk in Kapitel 4 konstruiertes PROM X (ko, [) ist durch

(S() + jkoF (1) — kg T(1))x = jkonoB(1)i, (5.32a)
v=BT()x (5.32D)

gegeben, womit die integralen Groflen Z und p analog zum Ausgangsmodell X (ko, 1)
bestimmt werden kénnen. Da es sich bei 3(kg,!) um ein symmetrisches Modell nach
Definition 2.6 handelt, folgen unter Beachtung von Korollar 3.2 fiir die reduzierten
Matrizen entsprechend (4.10) die Darstellungen:

S() = V()TS()V(1), (5.33a)
F(l) = VO)TFOV(), (5.33b)
T() = VI)TT()V (1), (5.33¢c)
B(l) = V()'B. (5.33d)

Die Qualitat des PROMs f](ko, [) wird anhand eines auf den Reflexionsfaktor p bezogenen
mittleren Fehlers gemafl

Ny N
Z Z |pref(fnf,lnl) _p(fnfalnz)| (534)

ny=1n;=1

1
e=——
NN,

beurteilt. Darin sind Ny = 101 die Anzahl der innerhalb von Q aquidistant verteilten
Frequenzpunkte f,, und N; = 101 die Anzahl der innerhalb P aquidistant verteilten
Léngen [,,,.

In Abbildung 5.5 ist der mittlere Fehler e gemaf} (5.34), ausgehend von einem Instanziier-
ungs-Gitter G mit |G(®| = 2 Gitterpunkten, fiir verschiedene parametrische Ordnungs-
reduktionsansitze in Abhangigkeit der Gitter-Verfeinerungsstufe k£ dargestellt. Die
Verfeinerung ist gleichméflig im Sinne von Definition 5.5 sowie hierarchisch geméf
Definition 5.4. Fiir die Anzahl der Gitterpunkte gilt der Zusammenhang

IGW| =2k 1. (5.35)
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(a) Verschiedenartige parametrische Ordnungsreduktions-Ansétze.

Mittlerer Fehler e

10°H —@— PROM - EP MOR, &quidistantes Gitter, polynomielle PR
f| ‘=% PROM - MP MOR, &quidistantes Gitter, polynomielle PR
|| —%— PROM - EP MOR, &dquidistantes Gitter, lineare PR

- ‘=4 PROM - MP MOR,‘équidistantes Gitter, Iineare‘PR

0 1 2 3
Gitter—Verfeinerungsstufe k

(b) Verfahren zur parametrischen Ordnungsreduktion basierend auf dem vorgeschlagenen
Rahmenwerk.

Abbildung 5.5: Konvergenzen verschiedener Anséitze der parametrischen Ordnungsreduktion
fiir Vivaldi-Antennen-Element bei gleicher reduzierter Dimension.
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Kapitel 5. Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion

Tabelle 5.1: Numerische Daten fiir das Vivaldi-Antennen-Element!. Den PROMs liegt eine
Gitter-Verfeinerungsstufe von & = 2 und ein dquidistantes Gitter G zugrunde. PROM 1 nutzt
ein Einpunkt-MOR-Verfahren und PROM 2 ein Mehrpunkt-MOR-Verfahren zur Erzeugung
der Projektionsmatrizen an den Gitterpunkten.

FE-Modell? | PROM 13 | PROM 23

Dimension 1045 577 30 20
Modellgenerierung 55,81 s | 2960,76 s | 18 238,02 s
Darin enthalten: Erzeugung der

Datenmengen M und ggf. V 55,81 s | 2492,04 s | 17 966,54 s
Modellauswertungen pro Sekunde 0,00188 1 934,26 3 268,05
Berechnung von Abbildung 5.6 mit

101101 Punkten 1,71 Jahre! 52,23 s 30,96 s
Mittlerer Fehler e -12,69-107% | 3,77-1074

1 Gerechnet mit einem Thread auf einem Intel Xeon E5620.

2 Experimentelle FE-Software in C++ mit PARDISO [SG04] zum Lésen von diinnbesetzten linearen
Gleichungssystemen.

3 Experimentelles MATLAB-Programm mit PARDISO [SG04] zum Losen von diinnbesetzten linearen
Gleichungssystemen.

4 Extrapoliert.

Die Gitterpunkte sind entweder dquidistant im betrachteten Parameterraum P oder
entsprechend der Extremata geeigneter Tschebyscheff-Polynome verteilt.

Abbildung 5.5(a) stellt Fehler e eines durch das nicht-adaptive Ordnungsreduktions-
verfahren des vorliegenden Kapitels erstellten PROMSs, eines interpolierten Modells
i(ko, [) nach Parameterrekonstruktion, eines auf direkter Interpolation von affin para-
metrierten reduzierten Modellen basierenden Modells geméf [LE09] sowie eines durch
das PMTBR-Verfahren aus [Phi04] erzeugten Modells dar. Damit alle Modelle, mit
Ausnahme des interpolierten Modells, in der Lage sind, Frequenzgénge mit vergleichba-
rer Geschwindigkeit bereitzustellen, ist die reduzierte Dimension in Abbildung 5.5(a)
auf n = 30 festgelegt. Der Fehler des interpolierten Modells i(ko, [) wird ausschliefllich
durch die Parameterrekonstruktion hervorgerufen. Da sowohl das PROM als auch das
PMTBR-Modell auf dem interpolierten Modell Ev](k’o, [) basieren, setzen sich deren
Fehler sowohl aus der affinen Parameterrekonstruktion als auch aus der Darstellung
der Unterraume zusammen. Ein Vergleich der Fehler des Modells i(ko, [) mit dem
Fehler des PROMs bzw. des PMTBR-Modells ermoglicht somit auch die Beurteilung der
Qualitat der Unterrdume. Sofern nichts Gegenteiliges erwahnt wird, verwendet die affi-
ne Parameterrekonstruktion stets polynomielle Interpolationsfunktionen entsprechend
Abschnitt 5.1.3. Zur Darstellung der Unterraume kommen fiir die PROMSs entsprechend
des vorgeschlagenen PMOR-Verfahrens stiickweise definierte multilineare Interpolations-
funktionen zum Einsatz. Der PMTBR-Ansatz hingegen benutzt konstante Unterrdume,
die gemafl [Phi04] mittels einer SVD zu berechnen sind. Der Ansatz aus [LE09] basiert
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5.1. Ein nicht-adaptives Verfahren

nicht auf dem interpolierten Modell, sondern interpoliert affin parametrierte reduzierte
Modelle direkt. Von den in Abbildung 5.5(a) gegentibergestellten parametrischen Ord-
nungsreduktionsverfahren weist der vorgeschlagene Ansatz die hochste Konvergenzrate
auf und benoétigt somit deutlich weniger Instanziierungspunkte als andere Verfahren, um
eine vorgegebene Fehlerschranke zu unterschreiten. Bis zu einer Verfeinerungsstufe von
k = 2 ist der Fehler des PROMs sehr ahnlich zu dem des interpolierten Modells. Damit
liefert der gewdhlte Ansatz zur parameterabhangigen Darstellung der Unterrdume sehr
gute Ergebnisse.

Gegenstand von Abbildung 5.5(b) sind nicht-adaptive Ordnungsreduktionsverfahren
zur Frzeugung von PROMs, welche auf dem in Kapitel 4 eingefiihrten Rahmenwerk
basieren. Darin wird validiert, dass unterschiedliche Ordnungsreduktionsverfahren zur
Konstruktion der Unterrdume an den Instanziierungspunkten herangezogen werden
konnen. Es handelt sich konkret um das Mehrpunkt-Verfahren aus [SFDE09] sowie um
das Einpunkt-Verfahren aus [FDE10]. Des Weiteren stellt Abbildung 5.5(b) den Vorteil
einer polynomiellen Parameterrekonstruktion gegentiber einer linearen Parameterrekon-
struktion grafisch dar.

Mit Hilfe der PROMs ist es moglich, komplette Antwortflachen mit feiner Abtastung,
wie in Abbildung 5.6 dargestellt, innerhalb kurzer Zeit zu berechnen. Der numerische
Aufwand hierzu sowie der mittlere Fehler e sind in Tabelle 5.1 fiir zwei verschiedene
PROMs aufgefiithrt und den entsprechenden Daten des FE-Modells gegeniibergestellt.
PROM 1 nutzt dabei das Einpunkt-Verfahren und PROM 2 das Mehrpunktverfahren.
Im vorliegenden Fall war die Berechnung der Antennen-Resistanz-Fliachen sowie der
Antennen-Reaktanz-Fldchen mit iiber 100000 Punkten unter Einsatz der PROMs inner-
halb von weniger als einer Minute moglich, wiahrend die entsprechende Rechnung mit
dem FE-Modell extrapoliert mehr als ein Jahr in Anspruch genommen héatte. Aufgrund
der enormen Unterschiede in der Anzahl an Modellauswertungen pro Sekunde zwischen
dem FE-Modell und den PROMs, amortisieren sich die Rechenzeiten zur Erzeugung
der PROMs bereits bei einer erheblich groberen Abtastung der Antwortflichen. Die fir
das FE-Model angegebene Laufzeit zur Modellgenerierung bezieht sich auf eine einzelne
Instantiierung des FE-Modells im Raum der Geometrieparameter.

In Abbildung 5.7 sind neben den Antwortflichen zuséatzlich Schnitte durch diese sowie
Verlaufe der Fehler von PROM 2 dargestellt. Dabei bewegen sich die aufgefithrten Fehler
in einem Bereich, in dem auch die Fehler des zugrundeliegenden Diskretisierungsverfah-
rens zu erwarten sind.

Bandpass-Filter

Das zweite numerische Beispiel behandelt eine Klasse von Bandpass-Filtern [Che67] in
Rechteckhohlleiter(RHL)-Technik, die aus Iris-Blenden aufgebaut sind. Konkret wird
ein aus sieben symmetrisch angeordneten Iris-Blenden bestehender Filter betrachtet,
bei dem jeweils die erste und die siebte, die zweite und die sechste sowie die dritte
und die finfte Blende gleich sind. Eine dreidimensionale Darstellung des Filters ist in
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Abbildung 5.6: Antwortflichen des Vivaldi-Antennen-Element berechnet mit Hilfe eines

PROMSs mit dquidistantem Gitter und Gitter-Verfeinerungsstufe k£ = 3. Ein Mehrpunkt-MOR-
Verfahren erzeugt die Projektionsmatrizen an den Gitterpunkten.
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(b) Resistanzen und zugehorige Fehler.
Abbildung 5.7: Reaktanzen und Resistanzen des Vivaldi-Antennen-Elements fiir verschie-

dene Langen [ berechnet mit Hilfe eines PROMs mit dquidistantem Gitter und Gitter-
Verfeinerungsstufe & = 3 sowie Fehler des PROMs.
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Abbildung 5.8(a) gegeben. Schematisch kann der Filter entsprechend Abbildung 5.8(b)
als Kaskadierung von Iris-Blenden und leeren RHIL-Abschnitten dargestellt werden.
Nach Festlegen der Wellenleiterabmessungen a und b weist jede Iris-Blende, wie in
Abbildung 5.8(c) gezeigt, drei geometrische Parameter auf: die Fensterbreite w, die
Fensterhohe h sowie die Fensterdicke t. Damit ergeben sich fiir den kompletten Iris-Filter
neben der Frequenz insgesamt zwolf geometrische Parameter der Iris-Blenden sowie vier
Abstandsparameter.

Mit dem Ziel, das Ubertragungsverhalten des gesamten Filters effizient in Abhéngigkeit
seiner Parameter zu beschreiben, wird folgender Modellierungsansatz gewéhlt: Zunéchst
wird ein einzelnes PROM erstellt, welches in der Lage ist, alle Iris-Blenden in Ab-
héngigkeit der Blenden-Parameter w, h und ¢ darzustellen. Anschliefend erfolgt eine
Kaskadierung dieses PROM fiir unterschiedliche Parameter-Konfigurationen entspre-
chend Abbildung 5.8(b). Die Berticksichtigung der RHL-Abschnitte erfolgt analytisch
mittels Wellenleiter-Netzwerk-Theorie [Poz05, Kapitel 3]. Fiir den gesamten Filter ist
damit zu rechnen, dass die Abstdnde der Iris-Blenden sehr gering werden kénnen [Che67].
Infolgedessen muss das PROM die Ubertragungscharakteristik nicht nur der dominanten
Wellenform, sondern auch von Wellenformen héherer Ordnung beschreiben. Fiir den
vorliegenden Fall wird der minimale Abstand zwischen zwei Iris-Blenden auf 5 mm
gesetzt und die ersten sieben relevanten Wellenformen werden fiir die Konstruktion des
PROMSs berticksichtigt.

Unter Verwendung der Parametrierung

fe Q=816 GHz, (5.36)
w=(1+p)-145mm p; €[-0.3,0.3], (5.37)
h=(14py)-2mm, p,e[-0.50.5], (5.38)
t=(1+p;3) -1 mm, p3e[-0.50.5], (5.39)
P = [p1, P2, p3]" (5.40)

gilt fiir das parametrische Ausgangsmodell 3(kg, p) des Iris-Elements die Darstellung

(S(p) — kT (p))x = jkonoBi, (5.41a)
v =B"x, (5.41b)

woraus sich die Impedanzmatrix Z"/ nach
27 = jkonoP (ko) B (S(p) — kg T(p)) ' BP (ko) (5.42)
sowie die Streumatrix S"¢/ entsprechend [Rus03, Kapitel 10] zu
Sl = (Zf + )72 — 1) (5.43)
bestimmen lassen. Das entsprechende PROM X (ko, p) ist gemaf Kapitel 4 durch

(S(p) — k3T (p))x = jkonoB(p)i, (5.44a)
v =B (p)x, (5.44D)
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(a) Dreidimensionales Modell.

(b) Schematischer Aufbau.

W
a

(c) BemafBung einer Iris-Blende.

Abbildung 5.8: Iris-Filter: Abmessungen des Rechteckhohlleiters: ¢ = 25,4 mm, b =
12,7 mm.
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gegeben, woraus analog zum Ausgangsmodell ¥(kg, p) die integralen Grofien Z und S
berechnet werden. Da es sich bei dem Ausgangsmodell 3(kg, p) um ein symmetrisches
Modell handelt, folgt unter Beachtung von Korollar 3.2 fiir die reduzierten Matrizen
entsprechend (4.10) die Darstellung:

S(p) = V(p)"S(p)V(p), (5.45a)
T(p) = V(p)"T(p)V(p), (5.45Db)
B(p) = V(p)'B (5.45¢)

Die Qualitdt der PROMs wird anhand eines mittleren Fehlers e in der Streumatrix
S € CNexNe beurteilt. Dazu werden diskrete Parameterwerte f (al),pg >7p§a3>7p<a4)

entsprechend
d, = [f(al) p(a2)’pg )7p§a4)] (5.46)

in einem Vektor zusammengefasst, worin « = [, ..., ay] einen von a = [1, 1,1, 1] bis
a = [Ny, Ny, N,,, N,| laufenden Multi-Index bezeichnet. Fiir den mittlere Fehler e gilt

damit
‘- N2N NG 22

P a3

Si(da) — Sij(da)|, (5.47)

worin N, = 14 die Dimension der Streumatrix, Ny = 101 die Anzahl der aquidistant
verteilten Frequenzwerte, N, = 6 die Anzahl der dquidistant verteilten geometrischen
Parameterwerte entlang einer jeden geometrischen Parameterrichtung, S; jf (d,) die
Komponenten der Referenz-Streumatrix S und S; ;(d,) die Komponenten der Streu-
matrix S darstellen.

Abbildung 5.9 zeigt den mittleren Fehler e nach (5.47), ausgehend von einem Gitter G©)
mit |G¥| = 8 Gitterpunkten, verschiedener parametrischer Ordnungsreduktionsansitze
in Abhangigkeit der Gitter-Verfeinerungsstufe k. Die Verfeinerung ist gleichméafig und
hierarchisch, sodass fiir die Anzahl der dquidistant verteilten Gitterpunkte

IGW)| = (2F +1)3 (5.48)

gilt. Bei den verglichenen PMOR-Ansétzen handelt es sich um das nicht-adaptive
PMOR-Verfahren aus Abschnitt 5.1, die PMTBR-Methode aus [Phi04] sowie dem
auf direkter Interpolation von affin parametrierten reduzierten Modellen basierenden
Ansatz [LE09]. Zusétzlich ist der Fehler des interpolierten Modells 3 (k, p) enthalten.
Es zeigt sich ein dhnliches Bild wie bereits im Falle des Vivaldi-Antennen-Elements. Der
vorgeschlagene Ansatz liefert bei einer Gitter-Verfeinerungsstufe von k = 1, was |G| = 27
Instanziierungspunkten entspricht, eine &hnliche Genauigkeit wie die Vergleichsverfah-
ren bei £k = 2 mit |G| = 125 Instanziierungspunkten. Auflerdem ist der Fehler des
vorgeschlagenen PMOR-Verfahrens vergleichbar mit jenem des interpolierten Modells,
womit die vorgeschlagene Darstellung der Unterraume erneut ihre Leistungsfahigkeit
demonstriert.

Numerische Daten werden fiir das vorgeschlagene PMOR-Verfahren in Tabelle 5.2
mit dem FE-Modell verglichen. Den Daten zur Modellauswertung liegt die Annahme
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Abbildung 5.9: Konvergenzen verschiedener Ansétze zur parametrischen Ordnungsreduktion
fiir ein Iris-Element.

Tabelle 5.2: Numerische Daten fiir das Iris-Element!. Dem PROM liegt eine Gitter-
Verfeinerungsstufe von & = 1 und ein dquidistantes Gitter G zugrunde. Es kommt ein
Einpunkt-MOR-Verfahren zur Erzeugung der Projektionsmatrizen an den Gitterpunkten zum
FEinsatz.

FE-Modell? PROM 3
Dimension 124 370 98
Modellgenerierung 19,90 s 11 815,16 s
Darin enthalten: Erzeugung der
Datenmengen M und ggf. V 19,90 s 1 611,13 s
Modellauswertungen pro Sekunde 0,052 438,60
Berechnung einer Antwortflichen
mit 11* Punkten 78,84 Stdn.* 33,38 s
Mittlerer Fehler e - 1,79-1073

1 Gerechnet mit einem Thread auf einem Intel Xeon E5620.

2 Experimentelle FE-Software in C++ mit PARDISO [SG04] zum Lésen von diinnbesetzten linearen
Gleichungssystemen.

3 Experimentelles MATLAB-Programm mit PARDISO [SG04] zum Losen von diinnbesetzten linearen
Gleichungssystemen.

4 Extrapoliert.
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Abbildung 5.10: Antwortflichen und Fehler eines Iris-Elements unter Verwendung einer
Gitter-Verfeinerungsstufe k& = 1 sowie eines dquidistanten Gitters G. Die Dicke der Iris-Blende
ist auf £ = 1,35 mm fixiert.
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(a) Breite der Blendenoffnungen: w; = w; = 15,519 mm,w, = wg =
15,189 mm, w3 = ws = 15,011 mm, w4 = 14,884 mm. Langen der RHL-Abschnitte:
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(b) Breite der Blendenoffnungen: w; = w; = 14,173 mm,wy = wg =
13,767 mm, w3 = ws = 13,538 mm, wy = 13,411 mm. Langen der RHL-Abschnitte:
ll =20 mm,12 = l3 = l4 = 7, 239 mm.

Abbildung 5.11: Dadmpfung des gesamten Iris-Filters berechnet durch Auswerten und
Kaskadierung des PROMSs unter Verwendung einer Gitter-Verfeinerungsstufe £ = 1 sowie
eines dquidistanten Gitters G. Die Fensterhohen der verschiedenen Iris-Blenden betragen
hi1 = hy = 2,743 mm, hy = hg = 2,032 mm, hg = hs = 1,524 mm, hy = 1,143 mm.
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zugrunde, dass die Modellauswertungen fiir Parameterwerte entlang einer Geraden, die
diagonal durch den gesamten Parameterraum verlauft, erfolgt. Sobald das PROM zur
Verfiigung steht, kann dieses ungefihr 8000-mal schneller als das FE-Modell ausgewertet
werden. Selbst eine grobe Abrasterung des Parameterraumes mit lediglich 11* Punkten
wiirde mittels des FE-Modells ungefahr 80 Stunden benotigen, das PROM hingegen
liefert die Ergebnisse bereits nach ungefdhr einer halben Minute. Der numerische
Aufwand zur Erzeugung des PROMs von circa 3,5 Stunden hat sich somit bereits nach
einer weitaus groberen Abtastung amortisiert.

Abbildung 5.10 veranschaulicht das Ubertragungsverhalten einer Iris-Blende fiir den
Fall, dass ein Wellenleiter-Tor mit der dominanten Wellenform angeregt und deren
Transmission auf die sieben Wellenformen am zweiten Wellenleiter-Tor betrachtet wird.
Das PROM basiert dabei auf einem aquidistanten Gitter G mit Gitter-Verfeinerungsstufe
k = 1. Frequenzgange der Dampfung ]5%2| des gesamten Iris-Filters sind fiir ausgewéhlte
Konfigurationen in Abbildung 5.11 enthalten. Dabei sind fiir den gesamten Filter
Wellenformen hoherer Ordnung von den Diskontinuitédten bis zu den Wellenleiter-Toren
bei z = 0 und z = L bereits so stark gedampft, dass diese nicht beriicksichtigt werden
und somit Siy die Transmission der dominanten Wellenformen darstellt.

5.2 Ein adaptives Verfahren

5.2.1 Einleitung und Konzeption

In diesem Abschnitt wird ein selbst-adaptives Verfahren zur parametrischen Ordnungs-
reduktion basierend auf dem Rahmenwerk aus Kapitel 4 vorgestellt. Dabei handelt es
sich um ein Teilbereichsverfahren, welches auf einer Diskretisierung des Raumes P der
impliziten Parameter in Form von Hyperkuben H operiert.

Das Verfahren lasst sich entsprechend Abbildung 5.12 in drei sequentiell ablaufende
Stufen einteilen. Nach Vorgabe eines Startgitters G sowie der Datenmengen M, V und W
gemaf (4.14) und (4.5) werden in Stufe I die von den impliziten Parametern abhéngigen
Unterrdume V(p), W(p) im Rahmen eines selbst-adaptiven Prozesses derart bestimmt,
dass der durch die Interpolation der Unterraume verursachte Fehler eine vorgegebene
integrale Fehlerschranke e, unterschreitet. Der selbst-adaptive Prozess regelt dabei die
Feinheit der Diskretisierung von P durch ungleichméflige Unterteilung des Startgitters G.
Nach Abarbeiten von Stufe I liegen neben V(p) und W(p) das ungleichméBig verfeinerte
Gitter G sowie die zugehorigen Datenmengen M?, V! und W vor.

Stufe II iibernimmt aus Stufe I das ungleichméBig verfeinerte Gitter G!, die von
den impliziten Parametern abhéngigen Unterrdume V(p), W(p) und die Menge der
Modellinstanziierungen M’. In dieser Stufe wird nach Vorgabe einer weiteren, auf die
Ubertragungsmatrix bezogenen, integralen Fehlerschranke elf unter Verwendung von
polynomiellen Interpolationsfunktionen konstanter Ordnung fiir jeden Hyperkubus H
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Initialisierung:
Startgitter G und
Datenmengen M, V, Wan
Gitterpunkten.

gM,V, W
L
Stufe I |
Konstruktion geeigneter
Unterraume V(p ), W(p).

\

'f',V(p),W(p),M'

Stufe II: [
Rekonstruktion einer geeigneten
affinen Parametrierung A; (p ).

! FLY(p).W(p),A(p)

Stufe II: 3(s,p)
Assemblierung des parametrischen >
Modells (s, p).

Abbildung 5.12: Algorithmische Struktur des adaptiven Verfahrens zur parametrischen
Modellordnungsreduktion.

die affine Parameterrekonstruktion nach Abschnitt 4.2 separat bestimmt. Dies erfolgt
ebenfalls im Rahmen eines selbst-adaptiven Prozesses, bei dem das Ausgangsgitter
G! weiter ungleichméBig verfeinert wird. Da aus Stufe I die parameterabhingigen
Unterrdume V(p), W(p) bekannt sind, konnen auf die Ubertragungsmatrix bezogene
Interpolationsfehler auflerst effizient bestimmt werden.

Den Abschluss des adaptiven Verfahrens bildet Stufe III, die eine Vor-Assemblierung
des parametrischen reduzierten Modells (s, p) nach Satz 4.3 beinhaltet.

5.2.2 Diskrete Strukturierung des Raumes der impliziten Pa-
rameter

Das selbst-adaptive Verfahren operiert mittels eines ungleichméfligen Verfeinerungsope-
rators ¢ auf einer Diskretisierung F des Raumes P. Diese setzt sich aus Hyperkuben H®
zusammen, welche zusatzlich mit einem Tensorgitter G* versehen sind. Die benétigten
Strukturen werden im Folgenden eingefiihrt:
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HY? c g2 p, = [pl2® pl2®] p, = [pl2® pll2@)]
R P2 s = [p®, p@] p, = [pibA®, 2O
p, = [p[11,2],(2)’p[21,2],(1)] = [pgl),p(f)]
p Ps Ps Py = [p[11,211(3)’p[21,2],(1)] Pg = [p[ll,z],(z)’p[zl,z],(s)]
— [p§2)’p(22)] Py = [p[11,2],(3)’p[21,2],(3)]
I ! p, = P20, p5@] = [p?,p{)]
P, Pg Dy p, = [pllA@, pl2e)]

Abbildung 5.13: Strukturierung des Raumes P der impliziten Parameter. Zweidimensionales
Beispiel fiir einen Hyperkubus #!:2 mit Unter-Tensorgitter G2

Definition 5.7 (Unter-Tensorgitter eines Hyperkubus). Gegeben sei ein Hyperkubus
H nach Definition 5.2. Fin dem Hyperkubus H® zugeordnetes Unter-Tensorgitter
g* O H® ist mittels der Punktmengen

./\/;"‘:{p?’(l),...7p?’(K?)}, a=lay,...,ap|, o €{l,...,K;—1} (5.49)

definiert als
G* =N x...Np, (5.50)

wobei die Eckpunkte des Unter-Tensorgitters G* mit denen des zugeordneten Hyperkubus
H* ubereinstimmen. Es gilt somit

i = p®, (5.51)
pr " = pet, (5.52)

In Abbildung 5.13 ist das Unter-Tensorgitter G'? des Hyperkubus H? aus Abbil-

dung 5.1 fir K {1’2] = 2[1’2] = 3 veranschaulicht.

Definition 5.8 (Diskretisierung durch Hyperkuben). Gegeben sei der Raum P der
impliziten Parameter. Eine Diskretisierung F von P mittels nicht tiberlappender Hyper-
kuben H® nach Definition 5.2 ist durch

F=H* (5.53)

bestimmt, wobei die Hyperkuben H® ein zugeordnetes Unter-Tensorgitter G* nach Defi-
nition 5.7 enthalten.
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F € T(P) FO ¢ T(P)
[ L 4 L [ . 4  J
[ 21102]
L -~ /2121
1,1 2,1 ,
H H H [ /[21101,2]
Y St — [211,[2,2]
[ L 2  J ﬂ]b [ L L H
Hl,Z HZ,Z Hl,Z HZ,Z
[ L 4 @ @ L 4 @

Abbildung 5.14: Veranschaulichung der ungleichméfligen Verfeinerung eines zweidimensio-
nalen Gitters F.

Definition 5.9 (Ungleichmaflige Verfeinerung). Gegeben sei eine Diskretisierung F des
Raumes P der impliziten Parameter in Hyperkuben H® nach Definition 5.8 mit zugeord-
neten Unter-Tensorgittern G nach Definition 5.7. Fine ungleichmdjfige Verfeinerung
von F ist durch den ungleichmdf$igen Verfeinerungsoperator

Y, T(P)— T(P), (5.54a)
b (HY) = {;Jfaﬂ g ;Zgi Z ; 1 (5.54b)
mit den Multi-Indices
a=lag,...,apl, o €{l,....K;—1}, (5.55a)
B=1b1,....0p], Bie{l,2}, (5.55D)
vy=I1,---,vpl, neE{l,...,K; —1} (5.55¢)

sowie den auf GV wirkenden gleichmdfSigen Verfeinerungsoperator v nach Definition 5.5
bestimmt. Dabei werden der durch v identifizierte Hyperkubus aus F in 2F nicht tiber-
lappende Hyperkuben H®? und das zugehdérige Unter-Tensorgitter G7 unterteilt. Fiir das
ungleichmdpig verfeinerte Gitter F gilt:

FO =y, (1), (5.56a)

|FO > |F). (5.56b)

Abbildung 5.14 veranschaulicht die ungleichméflige Verfeinerung eines zweidimensionalen
Gitters F, bei der Hyperkubus H[>! unterteilt wird.

Definition 5.10 (Hierarchische Verfeinerung). Gegeben sei ein Gitter F nach Defi-
nition 5.8 sowie eine Verfeinerung nach Satz 5.9. Die Verfeinerung ist genau dann
hierarchisch, wenn fir das verfeinerte Gitter F)

FO > F (5.57)
qgilt.
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5.2.3 Stufe I: Darstellung der von den impliziten Parametern
abhangigen Unterridume

In Stufe I werden die parameterabhéngigen Darstellungen der Unterrdume V(p) und
W(p) geméB Definition 4.8 bestimmt. Ausgangspunkt ist eine Diskretisierung des
Raumes P durch ein Tensorgitter G nach Definition 5.1, welches vollstandig in Hyper-
kuben H® nach Definition 5.2 zerlegt ist. Fiir jeden Hyperkubus H® werden separat

definierte multilineare Interpolationsfunktionen wY . wW mnach (5.23) angesetzt. Im

Rahmen eines selbst-adaptiven Prozesses erfolgt eine ungléichméﬁige Verfeinerung des
Ausgangsgitters G solange, bis ein durch die Unterraum-Interpolation hervorgerufener
Fehler eine vorgegebene Fehlerschranke ef, unterschreitet. Es wird sowohl ein zielorien-
tierter Fehler als auch ein nicht zielorientierter Fehler betrachtet. Der zielorientierte
Fehler bezieht sich auf die Ubertragungsmatrix des durch die Fehlerursache, hier die
multilineare Interpolation der Unterraume, fehlerbehafteten Modells und ist daher gut
zu interpretieren. Daneben bezieht sich der nicht zielorientierte Fehler unmittelbar auf
die Interpolationsfehler in der Darstellung der Unterrdume und nutzt keine weiteren
Modell-Informationen aus. Die Beurteilung der Relevanz eines solchen Fehlermafles
fiir die Qualitit der Modell-Ubertragungscharakteristik gestaltet sich schwieriger als
im Falle des zielorientierten Ansatzes. Allerdings entfallt fiir den nicht zielorientier-
ten Fehler die Notwendigkeit zur Bestimmung der Ubertragungscharakteristik mittel
Modellauswertungen.

Der adaptive Prozess selbst besteht aus einer Markierungsstrategie, einer Verfeinerungs-
strategie sowie einer Iterationsvorschrift. Diese werden in den folgenden drei Abschnitten
detailliert beschrieben.

Markierungsstrategie

Die Markierungsstrategie weist jedem Hyperkubus H* des Gitters F einen Fehler e € R
zu und markiert denjenigen Hyperkubus H® mit dem gréfiten zugeordneten Fehler zur
anschlieenden Verfeinerung gemafl der Verfeinerungsstrategie. Der Fehler e* wird dabei
in einem Fehlerpunkt

p'» € conv (H®), (5.584a)
pl ¢ H° (5.58b)

bestimmt. Da die Eckpunkte des Hyperkubus H® Interpolationspunkte der Unterraum-
Interpolation darstellen, ist der grofite Interpolationsfehler im Zentrum von H® zu
erwarten. Somit ist ist die Lokalisierung der Fehlerpunkte p{®) in den Zentren der
Hyperkuben H* zweckméflig. Im Folgenden wird sowohl ein zielorientierter Fehler als
auch ein nicht zielorientierter Fehler vorgestellt.

Der zielorientierte Ansatz misst einen iiber dem Raum Q der affinen Parameter ge-
mittelten Fehler in der (m,n)-Komponente der Ubertragungsmatrix eines durch die
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5.2. Ein adaptives Verfahren

approximative Natur der Unterraum-Interpolationen fehlerbehafteten Ersatzmodells
(s, p) an der Stelle p = p{®. Das Ersatzmodell 3. (s, p) basiert dabei direkt auf dem
Ausgangsmodell (s, p) und nicht auf dem interpolierten Modell (s, p). Damit ist die
affine Parameterrekonstruktion als Fehlerquelle in f)e(s, p) ausgenommen. Es gelten

folgende Uberlegungen:

Definition 5.11 (Ersatzmodell). Gegeben seien auf orthogonalen Projektionen basie-
rende Darstellungen der Unterraume V(p) und W(p) nach Definition 4.8 sowie ein
Ausgangsmodell X(s, p) nach Definition 2.3. Instanziierungen Y\ (s) eines Ersatz-
modells an Fehlerpunkten p = p'*) mit dem Zweck der Fehlerbestimmung sind durch
Instanziierung X(*)(s) des Ausgangsmodells ¥(s,p) an p = p und anschlieffende
Projektion in die Unterriume V(p), W(p) gemdf (4.10) bestimmit.

Korollar 5.2. Die Ubertragungsmatric H®)(s) des Ersatzmodells $(%)(s) nach Defini-
tion 5.11 ist durch Definition 2.5 bestimmi.

Definition 5.12 (reduziertes Referenzmodell der Stufe I). Gegeben sei die Instanzi-
ierung X% (s) eines Ausgangsmodells ¥.(s, p) nach Definition 2.3 an der Stelle p{®).
Dabei handelt es sich gemdfS Satz 2.2 formal um ein affin parametriertes Modell der
Form (2.9). Mittels der Methoden aus Kapitel 3 kénnen hierfiir Unterrdume V), W(®)
sowie durch Projektion in diese ein reduziertes Modell (™) (s) erzeugt werden. Das
Modell $(*)(s) heift reduziertes Referenzmodell an der Stelle p®).

Korollar 5.3. Die Ubertragungsmatriz I:I,(S) (s) des reduzierten Referenzmodells nach

Definition 5.12 ist durch Definition 2.5 bestimmi.

Definition 5.13 (zielorientierter Fehler der Stufe I). Gegeben ist die Ubertragungsma-
triz H)(s) nach Korollar 5.2 des Ersatzmodells sowie die Ubertragungsmatriz I:I%Z(S)
nach Korollar 5.3 des reduzierten Referenzmodells jeweils an der Stelle p'®. Ein ziel-
orientierter Fehler mit Bezug auf die (m,n)-Komponente der Ubertragungsmatriz ist
durch

e*(s) = |[H) (8)]mn — [FL'5)(8)]mn (5.59)

definiert. Des Weiteren wird durch Auswerten von e“(s) an einem dquidistanten Punkt-
gitter £ im Raum Q der affinen Parameter ein gemittelter Fehler der Form

€]

1

e = e S er(s™)), seg (5.60)
ns=1

eingefiihrt.

Ein nicht zielorientierter Fehler e mit Bezug auf den Interpolationsfehler in der Dar-
stellung der Unterraume V(p) und W(p) wird in der folgenden Definition eingefiihrt.
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Definition 5.14 (nicht zielorientierter Fehler der Stufe I). Gegeben sind die von den
impliziten Parametern abhdngigen Unterrdume V(p) und W(p) sowie an den Fehler-

punkten pl®) instanziierte Referenz-Unterrdume V,E;c) und Wﬁ;c) gemafl Definition 5.12.
Der Fehler ¢* in den Unterrdumen V(p) und W(p) an der Stelle p{®) ist mittels eines
geeigneten Abstandsmafles

dist : Gr(N,n) x Gr(N,n) - R (5.61)

durch
(dist (V(p!™), V) + dist (W(p\), W'))) (5.62)

N | —

et =

bestimmit.

Eine Ubersicht iiber mogliche Abstandsmafe dist(-,-) ist in [EAS98] enthalten.

Sowohl der zielorientierte als auch der auf den Unterrdumen direkt basierende Ansatz
benétigen zusitzliche Daten an den Fehlerpunkten p(®. Die Datenmengen V, W und M
werden entsprechend ergéanzt und umfassen somit Instanziierungen der Unterrdume sowie
der Ausgangsmodelle an allen Punkten des Gitters F und zusétzlich an den Punkten p(®.
Zur Berechnung des auf Unterrdaumen basierenden Fehlers nach Definition 5.14 muss im
Gegensatz zur zielorientierten Variante nach Definition 5.13 weder das Ersatzmodell

noch das reduzierte Referenzmodell erzeugt und ausgewertet werden.

Verfeinerungsstrategie

Es sei H” der durch die Markierungsstrategie markierte Hyperkubus, es gelte also
7 = min {e"} (5.63)

mit e® nach Definition 5.13 oder Definition 5.14. Die Verfeinerungsstrategie besteht darin,
den Hyperkubus H" des Gitters F nach Definition 5.9 ungleichméfig und hierarchisch
im Sinne von Definition 5.10 zu unterteilen. Dadurch ergibt sich das ungleichméafig
verfeinerte Gitter (. Durch die hierarchische Verfeinerung kénnen siamtliche Daten
des Gitters F vor der Verfeinerung fiir das verfeinerte Gitter F(!) weiter verwendet
werden.

Iterationsvorschrift

Das ungleichméfBig verfeinerte Gitter F() dient als Startgitter F fiir den nichsten
adaptiven Durchlauf. Die Iteration wird abgebrochen, sobald das gewichtete Mittel e’
aus den Fehlern e® unterhalb der vorgegebenen Fehlerschranke ef, liegt und daher

el <el, (5.64)
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gilt. Die Mittelung erfolgt nach
1
T Y eV (H” 5.65
= SV (), (565

worin

vV T(P) >R (5.66)

das Volumen eines Tensorgitters berechnet. Als Ergebnis von Stufe I liegt damit das
ungleichméiBig verfeinerte Gitter F’, die Datenmengen M’, VI, W' sowie eine beziiglich
der Fehlerschranke e, legitimierte Darstellungen von V(p) und W(p) vor.

Grafische Veranschaulichung

Die wesentlichen Schritte von Stufe I des selbst-adaptiven Ordnungsreduktionsverfah-
rens sind in Abbildung 5.15 fiir einen zweidimensionalen Parameterraum P mit vier
Hyperkuben H® im Ausgangsgitter grafisch veranschaulicht.

5.2.4 Stufe II: Darstellung der affinen Parameterrekonstruk-
tion

Gegenstand von Stufe II ist die Darstellung der affinen Parameterrekonstruktion nach
Abschnitt 4.2 derart, dass ein durch diese hervorgerufener Fehler die vorgegebene
Fehlerschranke el unterschreitet. Hierzu wird ein selbst-adaptiver Prozess dhnlich
dem aus Stufe I herangezogen, welcher das Gitter F bestehend aus Hyperkuben H®
ungleichméafig verfeinert. Als Startgitter dient das aus Stufe I ungleichméfig verfeinerte
Gitter F'.

Fiir das adaptive Verfahren werden die Interpolationsfunktionen I'; in (4.1) fiir jeden
Hyperkubus H“ separat als multivariate Lagrange-Polynome mit konstanter Ordnung
K — 1 definiert. Mit den univariaten Lagrange-Polynomen

vi; € P(K —1,1), (5.67)
der expliziten Form gemé8 (5.17) sowie dem Multi-Index
pO =180 8P B e L. K} (5.68)
gilt:

supp (I';o) = conv (H?), (5.69a)

Fl,a(p) = {

Va0 1 (P1) <50 p(PP), P € conv (HT),

(5.60b)
0, p ¢ conv (H%).
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(a) Startgitter F.

(b) Ergebnis der Markierungsstrategie. (c) Ergebnis der Verfeinerungsstrategie.

Abbildung 5.15: Veranschaulichung von Stufe I des selbst-adaptiven Verfahrens zur para-
metrischen Ordnungsreduktion. Gitterpunkte sind mit runden Markern und Fehlerpunkte p¢
in den Zentren der Hyperkuben H® mit Kreuzen dargestellt.
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Somit ergibt sich fiir die affine Parameterrekonstruktion mit den matrixwertigen Koeffi-
zienten A$, € CV*V der Teilbereichs-Ansatz:

Ai(p) = Ai(p Zrla A%, peH (5.70)

Um die Interpolationen (5.70) eindeutig zu bestimmen, werden die Hyperkuben H*
mit zugeordneten Unter-Tensorgittern G entsprechend Definition 5.7 ausgestattet. Die
Gitterpunkte von G“ stellen dabei Interpolationspunkte der multivariaten Lagrange-
Polynome dar.

Der selbst-adaptive Prozess von Stufe II ist analog zu dem in Stufe I in eine Markie-
rungsstrategie, eine Verfeinerungsstrategie und eine Iterationsvorschrift unterteilt.

Markierungsstrategie

Das Ziel der Markierungsstrategie besteht darin, jenen Hyperkubus H® zur Verfeinerung
zu markieren, der den gréfiten zugeordneten Fehler e® aufweist. Da ein Hyperkubus H* in
Stufe IT mit dem zugeordneten Tensorgitter G* ausgestattet ist, an dessen Gitterpunkten
der Interpolationsfehler verschwindet, wird nicht nur ein einzelner Fehlerpunkt ga>
sondern eine Menge von Fehlerpunkten

£ = {p"} (5.71)

herangezogen, an deren Elementen Einzelfehler e®? bestimmt werden. Eine Mittelwert-
bildung geméf

1
e = S e (5.72)
€2 5

definiert den dem Hyperkubus H* zugeordneten Fehler e®. Die Verteilung der Feh-
lerpunkte p( #) erfolgt nach Unterteilung des dem Hyperkubus H* zugeordneten
Unter-Tensorgitters G* in nicht iiberlappende Hyperkuben Hga geméf

= JHoe. (5.73)

Es gilt
p@® ¢ conv (HSQ) (5.74a)
p ) ¢ L. (5.74b)

wobei sich eine Lokalisierung der Fehlerpunkte p{®»(®) in den Zentren der Hyperkuben
75, anbietet, da dort der grofite Interpolationsfehler zu erwarten ist.

Zur Bestimmung der Einzelfehler e®? schligt der Autor einen zielorientierten Ansatz
vor. Dazu werden an den Fehlerpunkten p{®(®) zum einen das parametrische reduzierte
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Modelle i(s, p) unter Verwendung der zum aktuellen Zustand des Algorithmus ver-
fiigharen Interpolationen nach (5.70) sowie der Unterrdume V(p), W(p) aus Stufe I
nach (4.10) instantiiert. Zum anderen wird die Konstruktion von reduzierten Referenz-

modellen iﬁ‘;}’(ﬂ )(s) an p{*® durchgefiihrt. Die Einzelfehler e werden anschlieBend

auf Basis der Ubertragungsmatrizen von (s, p{®(®) und f]ffz}’(’g )(s) bestimmt. Die
Vorgehensweise wird im Folgenden préazisiert:

Definition 5.15 (reduziertes Referenzmodell der Stufe II). Gegeben sei die Instanziie-
rung (O (s) eines Ausgangsmodells Y(s, p) nach Definition 2.8 an der Stelle p®(%)
sowie auf orthogonalen Projektionen basierende Darstellungen der Unterraume V(p)
und W(p) gemdp Definition 4.8. Ein reduziertes Referenzmodell £(*>P)(s) an der Stelle
pl®®) st durch Projektion entsprechend Definition 4.4 definiert.

Korollar 5.4. Die Ubertragungsmatriz I:IS)’(/B)(S) an der Stelle p{"¥®) des reduzierten

Referenzmodells f](a)’(ﬁ)(s) nach Definition 5.15 ist durch Definition 2.5 bestimmt.

Definition 5.16 (zielorientierter Fehler der Stufe IT). Gegeben ist die ~UbeT‘L‘T‘agungsma—
triz H(s, p) nach Korollar 2.5 des parametrischen reduzierten Modells (s, p) sowie die
Ubertragungsmatriz I:Iijf)’(ﬁ) (s) nach Korollar 5.4 des reduzierten Referenzmodells jeweils
an der Stelle p{"®) . Bin zelorientierter Fehler mit Bezug auf die (m,n)-Komponente

der Ubertragungsmatriz ist durch

e™P(s) =

[Fi(s, P )] — () ()] (5.75)

definiert. Des Weiteren wird durch Auswerten von e®’(s) an einem dquidistanten
Punktgitter £ im Raum Q der affinen Parameter ein gemittelter Fehler der Form

G

o8 — |? Z ea"g(s(”“)), sns) ¢ & (5.76)

ns=1

eingefiihrt.

Da das reduzierte Referenzmodell entsprechend Definition 5.15 mittels der interpolierten
Unterrdume V(p) und W(p) aus Stufe I konstruiert wird, ist es nicht erforderlich, an
den Fehlerpunkten e®# zusitzliche Referenz-Unterrdume nach Kapitel 3 zu berechnen.
Dieser Umstand beschleunigt den selbst-adaptiven Prozess erheblich.

Verfeinerungsstrategie

Die Verfeinerungsstrategie von Stufe II ist analog zu jener aus Stufe I. Der mittels
der Markierungsstrategie identifizierte Hyperkubus H” wird auf hierarchische Weise
verfeinert, womit sich das ungleichmiBig verfeinerte Gitter () ergibt. Die Verfeinerung
erfolgt entsprechend den Definitionen 5.9 und 5.10.
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Iterationsvorschrift

Das entsprechend der Verfeinerungsstrategie ungleichmaBig verfeinerte Gitter (1) dient
als Startgitter F fiir den darauffolgenden adaptiven Durchlauf. Die adaptive Schleife
wird abgebrochen, sobald

el <ell (5.77)

erfiillt ist, wobei fiir den gemittelten Fehler
1
M= Y eV (H” 5.78
CErm e o7

gilt.

Nach Durchlauf von Stufe IT liegen somit beziiglich der Fehlerschranke ef, legitimierte
Darstellungen der Unterrdume V(p), W(p) sowie eine beziiglich e!/ legitimierte Form der
affinen Parameterrekonstruktion A;(p) vor. Das nach Stufe II ungleichméafig verfeinerte

Gitter wird mit !/ gekennzeichnet.

Grafische Veranschaulichung

Abbildung 5.16 veranschaulicht den Ablauf von Stufe I des selbst-adaptiven Verfahrens.
Als Ausgangssituation dient das Gitter ! aus Abbildung 5.15(c).

5.2.5 Stufe III: Assemblierung des parametrischen reduzier-
ten Modells

Nach Stufe II sind alle erforderlichen Grofien zur Darstellung des parametrischen redu-
zierten Modells (s, p) vorhanden und es erfolgt eine Vor-Assemblierung entsprechend
Satz 4.3.

5.2.6 Numerisches Beispiel

Als numerisches Beispiel fiir das adaptive Verfahren wird die in Abbildung 5.17 be-
schriebene Durchkontaktierung einer Leiterplatte betrachtet. Die Struktur wird iiber
zwei Wellenleiter-Tore F(Ml,)G und FE,?,)G gespeist. Die Oberfléchen der hellgrauen Bereiche
in Abbildung 5.17(a) bilden den Rand I'g, auf dem die Tangentialkomponenten des
elektrischen Feldes zu Null erzwungen werden. Der Rand I'y setzt sich aus den tibrigen
aufleren Fléachen zusammen. Auflerdem ist das Feldgebiet homogen mit einem Dielektri-
kum gefiillt, welches eine relative Permittivitat von e, = 4,2 aufweist. Fiir die relative

Permeabilitat gilt u, = 1.
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Kapitel 5. Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion

(a) Startgitter F7.

(b) Ergebnis der Markierungsstrategie. (c¢) Ergebnis der Verfeinerungsstrategie.

Abbildung 5.16: Veranschaulichung von Stufe II des selbst-adaptiven Verfahrens zur para-
metrischen Ordnungsreduktion. Dargestellt sind Hyperkuben H® mit starken durchgezogenen
Linien, deren Eckpunkte mit Punkten, Unter-Tensorgitter G mit starken unterbrochenen

Linien, deren Gitterpunkte mit Diamanten sowie Mengen £% von Fehlerpunkten pga)’(ﬁ ) mit
Kreuzen.
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5.2. Ein adaptives Verfahren

(a) Dreidimensionales Modell. Abmessungen: [ = 5 mm, b = 2,5 mm, h = 2,2 mm.
Homogene Materialeigenschaften: €, = 4,2, u, = 1.

h od

R R p

Z Vv

od

—_— - \"

e .

(b) Schematischer Aufbau. Festgesetzte Werte: h, = 0,018 mm, h, = 0,2 mm, hy = 0,2 mm,
dg = 0,255 mm, d, = 0,21 mm.

Abbildung 5.17: Durchkontaktierung einer Leiterplatte.
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Kapitel 5. Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion

Zunachst wird das Konvergenzverhalten von Stufe I und Stufe II des selbst-adaptiven
Verfahrens separat untersucht. Dazu wird ein expliziter Parameter, die Frequenz f, sowie
ein impliziter Parameter, der Durchmesser d,,, betrachtet. Es gilt der Parameterbereich:

feQ=/1, 30 GHz, (5.79)
d, € P = [0,09, 0,202] mm. (5.80)

Das parametrische Ausgangsmodell 3 (ko, d,,) sowie das PROM 3 (ko, d,,) entspricht mit
p = d, den Darstellungen (5.41) bzw. (5.44) aus Abschnitt 5.1.4.

Stufe I wird anhand des auf den Reflexionsfaktor bezogenen mittleren Fehlers

Np Ny

1 re
= w2 2 |Sulfupn) = S () (5.81)

P np=1ns=1

mit Ny = 101 und N, = 101 ausgehend von einem aquidistanten Startgitter G mit
|G| = 3 Punkten in Abbildung 5.18(a) analysiert. Die in (5.81) enthaltene Referenzlésung
S{ff wird durch Losen des Ausgangsmodells 3(kg, d,) erzeugt. Zur Berechnung von
S11(fn;, dy) erfolgt eine Projektion des FE-Modells X(ko, d,) in den durch den selbst-
adaptiven Prozess generierten Unterraum V(d,). Somit spiegelt e!; ausschlieflich durch
die Darstellung des Unterraums V(d,,) hervorgerufene Fehler wider. In Abbildung 5.18(a)
sind Konvergenzkurven sowohl fiir die beziiglich des Reflexionsfaktors S;; zielorientierte
Markierungsstrategie als auch fiir den rein auf den Interpolationsfehlern des Unterraums
V(d,) basierenden Ansatz enthalten. Das fiir Letztgenannten benotigte Abstandsmafl
gemaf Definition 5.14 ist aus [AMS04] entnommen und lautet fiir zwei Unterrdume
S; € Gr(N,n) und S; € Gr(N, n):

dist (S1,85) = /(63 + ... + 62), (5.82)

Darin sind 6; die kanonischen Winkel zwischen den Unterrdumen S; € Gr(NV,n) und
Sy € Gr(N,n) [GV96]. Beide Markierungsstrategien fithren auf dhnliche Konvergenz-
kurven und sind gut dafiir geeignet, den Unterraum V(d,) zu erzeugen.

Die Analyse von Stufe II erfolgt auf Basis des mittleren Fehlers

1 Np Ny
II ref
€11 = |Sll(fn 7pnp) -5 (fn 7pnp)’ (583)
H Npr npz:1 nfzzl ! H !

mit N; = 101 und N, = 101. Hierbei wird die Referenzlésung S7¢/ wie im Falle von
Stufe I berechnet, S7; hingegen wird durch Auswerten des nach der affinen Parameter-
rekonstruktion aus Stufe II verfiigbaren interpolierten Modells erzeugt. Es sind somit
keinerlei Fehler aus Stufe I enthalten. Ausgegangen wird erneut von einem aquidistanten
Startgitter G mit |G| = 3. Abbildung 5.18(b) zeigt el in Abhéingigkeit von der Anzahl
der matrixwertigen Koeffizienten AM’,{,Z nach (4.52), die zur Darstellung des PROMs zu
speichern sind. Verglichen wird das Teilbereichsverfahren des vorliegenden Abschnittes
fiir Polynome erster sowie zweiter Ordnung mit dem Gesamtbereichsverfahren aus
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5.2. Ein adaptives Verfahren

10_ I I I I T T ]
—¥— Markierungsstrategie mit Grassmann-Distanz |
—O— Zielorientierte Markierungsstrategie
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Adaptive Verfeinerungsstufe

(a) Mittlerer Fehler in Si; der auf orthogonalen Projektionen basierenden Unterraum-
Darstellung unter Verwendung des adaptiven Verfahrens.
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Anzahl der zu speichernden matrixwertigen Koeffizienten

(b) Mittlerer Fehler in Sy, der affinen Parameterrekonstruktion fiir das Gesamtbereichsver-
fahren sowie das Teilbereichsverfahren.

Abbildung 5.18: Durchkontaktierung einer Leiterplatte.

95



Kapitel 5. Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion

Abschnitt 5.1. Die Daten-Marker kennzeichnen die adaptiven Schritte im Falle des
Teilbereichsverfahrens bzw. die gleichméflige Verfeinerungsstufe im Falle des Gesamtbe-
reichsverfahrens. Das Teilbereichsverfahren liefert fiir eine vordefinierte Fehlerschranke
erheblich kompaktere Modelle als das Gesamtbereichsverfahren.

Abschliefend wird das komplette selbst-adaptive Verfahren mit allen beteiligten Stufen
sowie den geometrischen Parametern

d, € [0,21,0,255] mm, (5.84)
d, € [0,09,0.202] mm, (5.85)
p = [dy,d,]" (5.86)

betrachtet und dem nicht-adaptiven Verfahren aus Abschnitt 5.1 gegeniibergestellt. Dazu
wird je ein PROM erstellt, dessen mittlerer Fehler e im Bereich um 1-107* liegt. Zur
Darstellung von e werden die diskreten Parameterwerte f(®1) dl(f@), d{®3) entsprechend

do = [f®),d®2) ()] (5.87)

p

in einem Vektor zusammengefasst, worin a = [ay, ..., 3] einen von o = [1, 1, 1] bis
a = [Ny, N,, N,| laufenden Multi-Index bezeichnet. Fiir e gilt:

€= NZN N2 ZZ

p @ a4

i (da) = Sij(da)] (5.88)

Darin sind N, = 2 die Dimension der Streumatrix, Ny = 101 die Anzahl der dquidistant
verteilten Frequenzwerte, N, = 11 die Anzahl der dquidistant verteilten geometrischen
Parameterwerte entlang einer jeden geometrischen Parameterrichtung, Smf (d,) die
Komponenten der durch das FE-Modell berechneten Referenz- Streumatrlx S/ und
Si;(dy) die Komponenten der durch die PROMs bestimmten Streumatrix S.

Fiir Phase I und Phase II des selbst-adaptiven Verfahrens gelten die Schranken
e, =ell =1-107%. (5.89)

Waihrend Stufe I nach neun adaptiven Schritten Konvergenz erreicht, ist in Stufe IT fiir
polynomielle Interpolationsfunktionen zweiter Ordnung keine weitere Gitterverfeinerung
erforderlich.

Numerische Daten der reduzierten Modelle sowie des FE-Modells sind in Tabelle 5.3
enthalten. PROM 1 basiert darin auf dem nicht-adaptiven Ansatz unter Verwendung
eines Tensorgitters G mit |N;| = 5 und |Na2| = 17 Gitterpunkten. Zur Berechnung
von PROM 2 wird der selbst-adaptive Prozess mit (5.89) verfolgt. Die den Speicherbe-
darf betreffenden Ergebnisse aus Tabelle 5.3 bestiatigen die Beobachtungen in Abbil-
dung 5.18(b): Das adaptiv erzeugte PROM 2 benétigt erheblich weniger Speicher als
PROM 1. Beziiglich des FE-Modells beziehen sich sowohl der angegebene Speicherbedarf
als auch die Laufzeiten zur Modellerzeugung auf eine einzelne Instanziierung im Raum
der Geometrieparameter. Die PROMs hingegen bendétigen nicht nur weniger Speicher
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5.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Tabelle 5.3: Numerische Daten fiir die Durchkontaktierung!. Die PROMs verwenden ein dqui-
distantes Gitter G sowie ein Einpunkt-MOR-Verfahren zur Erzeugung der Projektionsmatrizen

an den Gitterpunkten.

FE-Modell? | PROM 13 | PROM 23
Dimension 455 568 12 12
Modell-GroBe 523,53 MB | 125,71 MB 6,23 MB
Modellgenerierung 44,15 s | 10,92 Stdn. | 4,28 Stdn.
Darin enthalten: Erzeugung der
Datenmengen M und ggf. V 44.15s | 2,60 Stdn. | 2,87 Stdn.
Modellauswertungen pro Sekunde 0,010 627,50 3 275,73
Berechnung von Abb. 5.19(a) bzw.
5.19(b) mit 10201 Punkten 11,58 Tage? 16,26 s 3,11 s
Mittlerer Fehler e - 9,77-107° | 1,71-107*

1 Gerechnet mit einem Thread auf einem Intel Xeon E5620.

2 Experimentelle FE-Software in C++ mit PARDISO [SG04] zum Lésen von diinnbesetzten linearen
Gleichungssystemen.

3 Experimentelles MATLAB-Programm mit PARDISO [SG04] zum Lésen von diinnbesetzten linearen
Gleichungssystemen.

4 Extrapoliert.

als eine solche Instanziierung, sondern sind dariiber hinaus tiberall im betrachteten
Parameter-Gebiet giiltig. Die Laufzeiten zur Erzeugung der PROMs haben sich bereits
nach Berechnung der in Abbildung 5.19(a) oder Abbildung 5.19(b) fiir einen einzelnen
Frequenzpunkt dargestellten Antworthyperfliche deutlich amortisiert. Sogar das langsa-
mere der beiden PROMs, PROM 1, lisst sich bereits 60000-mal schneller auswerten als
das FE-Modell. Die in Tabelle 5.3 angegebenen Raten zur Modellauswertung beziehen
sich auf Auswertungen fiir Parametervektoren, die sich auf einer Geraden quer durch
den gesamten Parameterraum befinden.

5.3 Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Es wurden zwei neue Verfahren der parametrischen Modellordnungsreduktion vorgestellt,
die das Rahmenwerk aus Kapitel 4 implementieren. Beiden liegt eine auf Hyperku-
ben basierende Strukturierung des Raumes der impliziten Parameter zugrunde. Das
erste Verfahren bedient sich einer auf einem Tensorgitter basierenden polynomiellen
Interpolation mit globalem Triger zur Darstellung der affinen Parameterrekonstruktion
sowie einer fir jeden Hyperkubus separat definierten multilinearen Interpolation zur
Darstellung parameterabhéngiger Unterrdume. Durch gleichméflige Verfeinerung des
Gitters kann Einfluss auf die Genauigkeit des parametrischen reduzierten Modells
genommen werden.
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IS, (dB)
IS, (dB)

022

d, (mm) 01 g (mm) d_ (mm) 01 g, (mm)
(a) f =1 GHz. (b) f =30 GHz.

ef
Fehler [S7-S, | (dB)
Fehler [$°-S,,| (dB)

002 - 0.15 022 L - 0.15
d, (mm) 1 d, (mm) d, (mm) 1 d, (mm)

(c) PROM 1 bei f = 1 GHz. (d) PROM 1 bei f = 30 GHz.

ef
Fehler |S7-S,,| (dB)
Fehler |$°-S,,| (dB)

0.22 022 =
d, (mm) 01 g (mm) d, (mm) 01 g, (mm)
(¢) PROM 2 bei f = 1 GHz. (f) PROM 2 bei f = 30 GHz.

Abbildung 5.19: Durchkontaktierung einer Leiterplatte. Antwortflichen und Fehler.
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5.3. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen

Das zweite Verfahren stellt eine konsequente Weiterentwicklung des ersten dar. Es basiert
auf einem dreistufigen selbst-adaptiven Ansatz. Dabei wird von einem in Hyperkuben
zerlegten Tensorgitter ausgegangen, welches geméfl einer Markierungsstrategie solange
ungleichmafig verfeinert wird, bis vorgegebene Fehlerschranken eingehalten werden.
Die affine Parameterrekonstruktion erfolgt dabei mittels polynomieller Interpolation,
wobei der Tréger der Interpolationsfunktionen genau einen Hyperkubus umfasst. Zur
Darstellung der Unterrdume werden, wie beim zuvor genannten Verfahren, multilineare
Interpolationsfunktionen verwendet.

Die vorgestellten Ansétze sind in der Lage, sehr genaue parametrische reduzierte Modelle
unter Einsatz weniger Instanziierungen des Ausgangsmodells zu erzeugen. Auflerdem
konnen die reduzierten matrixwertigen Koeffizienten zur Darstellung der reduzierten Mo-
delle vor-assembliert werden, sodass eine sehr schnelle Modellauswertung gewéhrleistet
ist. Dartiber hinaus erben die Verfahren die wesentlichen Eigenschaften des iibergeord-
neten Rahmenwerks, womit die Dimension der reduzierten Modelle unabhéangig von der
Anzahl der impliziten Parameter wird. Lediglich die Anzahl der matrixwertigen Koeffizi-
enten steigt an. Da die Interpolationen des adaptive Verfahrens eine auf die Hyperkuben
bezogene Lokalisierung der Interpolationstriger aufweisen, sind dadurch generierte,
parametrische reduzierte Modelle mit Bezug auf deren Speicherbedarf effizienter als
durch das nicht-adaptive Verfahren erzeugte Modelle.
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Kapitel 6

Eine Anwendung:
Geometrieoptimierung von
Mikrowellenstrukturen

6.1 Einleitung

Numerische Optimierungsverfahren [Sch81], [Fle01], [Kel95], [NW06], [HWO07] finden
heutzutage breite Anwendung im Entwurfsprozess von Mikrowellenstrukturen [Bud98|,
[HLO1, Kapitel 9], [JR10], [JR09]. Im Rahmen des iterativ ablaufenden Optimierungs-
prozesses wird eine der Problemstellung dienliche Zielfunktion durch systematische
Variation der Designparameter innerhalb vorgegebener Grenzen minimiert bzw. maxi-
miert. Die optimalen Designparameter werden Minimierer bzw. Maximierer genannt.
Geeignete Zielfunktionen werden oftmals auf Basis des Ubertragungsverhaltens der Mi-
krowellenstruktur konstruiert [Ban69], [ATWS84], [LJH95], [AZA98], [CBK™10]. Daher
wirkt sich die Genauigkeit, mit der das Ubertragungsverhalten dargestellt werden kann,
unmittelbar auf die Giite der Zielfunktion und schlussendlich auf jene des Minimierers
bzw. Maximierers aus. Abgesehen von der Forderung nach hoher Genauigkeit miissen
Auswertungen der Kostenfunktion schnell zur Verfiigung stehen, da der Optimierungs-
prozess oftmals eine beachtliche Anzahl an Kostenfunktionsauswertungen benétigt,
wie das numerische Beispiele in Abschnitt 6.5 untermauert. Wenngleich numerische
Diskretisierungsverfahren geeignet sind, das Ubertragungsverhalten mit hoher Genau-
igkeit auszuwerten, ist deren unmittelbarer Einsatz aufgrund des damit verbundenen
numerischen Aufwandes in vielen Fallen nicht moglich. Als schnell auswertbare Al-
ternativen dazu kommen unter anderem Response-Surface-Modelle [DLM*99] oder
Kriging-Modelle [LMCC04] zum Einsatz, welche allerdings héufig nur eine geringe
Genauigkeit aufweisen [LSG08].

Die Modellierungsansétze aus Kapitel 4 sind in der Lage, sowohl schnell auswertbare als
auch hochgenaue Modelle zur Verfiigung zu stellen. Der Autor schldgt in [BFLDE13] eine
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Kapitel 6. Geometrieoptimierung von Mikrowellenstrukturen

Integration dieser Modelle in den Optimierungsprozess zur schnellen Bereitstellung von
Auswertungen der Kostenfunktion vor, sofern zu erwarten ist, dass sich der numerische
Aufwand zur Modellerzeugung im Laufe des Optimierungsprozesses amortisiert. Dazu
werden in Abschnitt 6.2 das Optimierungsproblem sowie die Zielfunktionen eingefiihrt.
Die zum Auswerten der Zielfunktionen herangezogenen parametrischen reduzierten
Modelle sind Gegenstand von Abschnitt 6.3. Abschnitt 6.4 stellt die Grundkonzepte
ausgewdhlter deterministischer sowie stochastischer Optimierungsverfahren vor, die in
Abschnitt 6.5 im Rahmen einer Filteroptimierung Anwendung finden.

6.2 Das Optimierungsproblem

Es werden von den geometrischen Parametern p € P abhangige, hinreichend glatte

Zielfunktionen

c:P—R (6.1)
betrachtet, die innerhalb des Frequenzbandes f € [fyin; fmaz) durch die Ubertragungs-
matrix H(f, p) nach Korollar 2.5 eines parametrischen reduzierten Modells X(f, p)
gemaf Definition 2.9 zu bestimmen sind. Nebenbedingungen an die Parameter p kénnen
durch Vorgabe geeigneter Funktionen

realisiert werden. Das Optimierungsproblem lautet damit wie folgt:

Definition 6.1 (Optimierungsproblem). Gegeben ist eine von den Parameternp € P C
R” abhingige Zielfunktion c(p) nach (6.1) sowie Funktionen g;(p) gemdfs (6.2). Das
skalare Minimierungsproblem mit B Nebenbedingungen besteht darin, den Minimierer
p* € P als Losung von

mgn c(p) (6.3a)
mit ¢;(p) >0, i€{l,...,B} (6.3b)

zu bestimmen.

Im Allgemeinen muss davon ausgegangen werden, dass die Zielfunktion ¢(p) mehrere
Minima besitzt. Handelt es sich bei einem Minimierer p* um ein globales Minimum der
Zielfunktion ¢(p), so wird von einem globalen Minimierer gesprochen, andernfalls von
einem lokalen Minimierer.

6.3 Das parametrische reduzierte Modell

Den Ausgangspunkt zur Ableitung des von der Frequenz f sowie weiterer geometrischer
Parameter p abhdngigen parametrischen reduzierten Modells X(f, p) fir Mikrowel-
lenstrukturen, die mit Hilfe des Modellierungsansatzes aus Abschnitt 2.3 dargestellt
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6.4. Optimierung mit parametrischen reduzierten Modellen

werden kénnen, bildet das Ausgangsmodell X(f, p) der Form (2.98). Mittels eines pa-
rametrischen Ordnungsreduktionsverfahrens, welches dem in Kapitel 4 prasentierten
Rahmenwerk geniigt, folgt fiir 3(f, p) die Darstellung:

) (6.4a)
T(p)x. (6.4b)
Da es sich bei X(f,p) gemafl Definition 2.6 um ein symmetrisches Modell handelt,

findet Korollar 3.2 Anwendung, und fiir die reduzierten Matrizen nach (4.10) folgen die
Darstellungen:

S(p) = V(p)"S(p)V(p), (6.5)
F(p) = V(p)'F(p)V(p), (6.5b)
T(p) = V(p)"T(p)V(p)- (6.5¢)

Darin liegen die affinen Parameterrekonstruktionen S(p), F(p), T(p) entsprechend
Abschnitt 4.2 sowie die parameterabhéngige Darstellung der Basis V(p) entsprechend
Abschnitt 4.4 zugrunde. Sowohl Streuparameter als auch Impedanzparameter der Mikro-
wellenstruktur lassen sich aus i( f,p) mittels der nachgelagerten Berechnungsvorschrift
(2.100) bestimmen.

6.4 Optimierung mit parametrischen reduzierten
Modellen

Um das Optimierungsproblem nach Abschnitt 6.2 numerisch zu 16sen, steht ein breites
Spektrum an Optimierungsverfahren bereit, siche hierzu [Sch81],[Fle01], [Kel95],[NWO06]
oder [HWO07]. Dabei wird grundsatzlich zwischen globalen Optimierungsverfahren und
lokalen Optimierungsverfahren unterschieden. Wahrend Letztgenannte ausgehend von
einer vorgegebenen Startkonfiguration py € P einen lokalen Minimierer finden, suchen
globale Optimierungsverfahren entsprechend den globalen Minimierer. Auch wenn sich
die einzelnen Methoden stark unterscheiden, so ist ihnen die Forderung nach schnell
auswertbaren Kostenfunktionen gemein, damit die Laufzeit des Optimierungsprozesses
in einem vertretbaren Rahmen bleibt. In diesem Abschnitt wird anhand zweier Familien
von Optimierungsverfahren exemplarisch dargelegt, wie das parametrische reduzierte
Modell aus Abschnitt 6.3 gewinnbringend in den Optimierungsprozess eingebunden
werden kann.

6.4.1 Eine Klasse lokaler Optimierungsverfahren

Zu den lokalen Verfahren zur Losung von Optimierungsproblemen mit Nebenbedingun-
gen zéhlen unter anderem die Active-Set-Methode oder die Lagrange-Newton-Methode
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Abbildung 6.1: Algorithmische Struktur einer Klasse von deterministischen Optimierungs-
verfahren.
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6.4. Optimierung mit parametrischen reduzierten Modellen

[Fle01]. Diese Ansétzen basiert darauf, das Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen
lokal in ein unbeschréanktes Optimierungsproblem zu tiberfithren, zu dessen Losung Me-
thoden wie das Verfahren des steilsten Abstiegs [JS04, S. 139 ff.], das Newton-Verfahren
[FleO1, S. 44 ff.] sowie das Quasi-Newton-Verfahren [Fle01, S. 49 ff.] bereitstehen. Von
zentraler Bedeutung ist dabei die Konstruktion einer lokalen Modellfunktion m(§) im
i-ten Iterationsschritt durch Entwicklung der Zielfunktion ¢(p) in einer multivariaten
Taylor-Reihe um den Punkt p* € R des aktuellen Iterationsschrittes. Mit Hilfe der
Modellfunktion m(§) wird anschlieflend eine Korrektur s' € R” errechnet und die
Aktualisierung

p'—p +s (6.6)

durchgefiihrt. Bei Line-Search-Verfahren [Fle01, S. 33ff.] ergibt sich die Korrektur s’
durch Skalierung einer Suchrichtung §* € R¥ mit einem Skalar o € R derart, dass die
Konvergenz des Verfahrens sichergestellt werden kann. Somit gilt die Aktualisierungs-
vorschrift

p' = p'+ ad”. (6.7)

Die Suchrichtung §* wird dabei durch Minimierung der Modellfunktion m(9) bestimmt.
Abbildung 6.1 veranschaulicht die Struktur solcher Verfahren.

Das Verfahren des steilsten Abstiegs und die Newton-artigen Verfahren unterscheiden
sich in der Konstruktion der Modellfunktion m(9). Das Newton-Verfahren verwendet
eine quadratische Modellfunktion

c(p' 4+ 0) = m,(§) = c(p’) + 6T Ve(p') +-67 [V2c(ph)] 6, (6.8)
=:g’ =Gl

deren Minimierung auf die Suchrichtung
6=~ (G0) g’ (6.9)

N1
fithrt. Beim Quasi-Newton-Verfahren wird die inverse Hesse-Matrix (G(Z)) in geeig-
neter Weise approximiert,

(G@)’1 ~H, (6.10)

womit die Suchrichtung zu
O = —HOg! (6.11)

bestimmt wird. Details zur Approximation der inversen Hesse-Matrix sind in [Fle01,
S. 51 ff.] zu finden. Im Gegensatz zu Newton- und Quasi-Newton-Verfahren nutzt das
Verfahren des steilsten Abstiegs ausschlieSlich Gradienteninformationen. Formal kann

G =1 (6.12)
gesetzt werden und fiir die Suchrichtung folgt
0ed = —8. (6.13)
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Wenngleich das Verfahren des steilsten Abstiegs aufgrund seiner einfachen Struktur
attraktiv erscheint, so liefert es fiir eine Reihe von Zielfunktionen stark oszillierende
Suchrichtungen und konvergiert in diesen Féallen nur langsam [Fle01, S. 22]. Daher
ist fr praktische Anwendungen das Newton- oder das Quasi-Newton-Verfahren zu
bevorzugen.

Die Anbindung des parametrische Modells an den Optimierungsalgorithmus erfolgt
entsprechend Abbildung 6.1 iiberall dort, wo Auswertungen der Kostenfunktion erfor-
derlich sind. Diese konnen somit schnell und mit hoher Genauigkeit zur Verfiigung
gestellt werden.

6.4.2 Eine Klasse globaler Optimierungsverfahren

Eine Klasse globaler Optimierungsverfahren bilden Genetische Algorithmen (GA)
[IMK94], [SKNO00], [HWO07]. Diesen liegt eine Struktur nach Abbildung 6.2 zugrunde. Im
Gegensatz zu den lokalen Verfahren aus Abschnitt 6.4.1 wird bei GA in jedem Iterations-
schritt, der auch als Generation bezeichnet wird, eine Menge P an Parametervektoren,
Population genannt, mittels eines evolutiondren Ansatzes modifiziert. Die Startwerte
PY werden iiblicherweise stochastisch innerhalb des betrachteten Parameterbereiches
verteilt. Der Ablauf einer Iteration des GA gestaltet sich folgendermafen:

Nachdem fiir jedes Element der Population P! die Zielfunktion ausgewertet worden ist,
werden anschlieBend die im Sinne der Zielfunktion besten Elemente aus P* identifiziert.
Diese bilden die Menge P, der Eliten und gehen unmittelbar in die néchste Population
iiber. Der Rest, P \ P, wird anschlieBend in einem Selektionsschritt weiter in sich nicht
iiberschneidende Mengen P,, und P. unterteilt. Die Elemente der Menge P,, werden
mittels einer Mutationsfunktion f,, in die Menge P, tberfithrt und jene der Menge
P, mittels einer Kreuzungsfunktion f. in die Menge P.. Die neue Population bildet
sich anschlieBend durch Vereinigung der Mengen P,, P, und IP/. Die entscheidenden
Komponenten eines GA erfiillen folgende Funktionen:

Abspaltung der Eliten: Sorgt dafiir, dass die im Sinne der Zielfunktion ¢(p) besten
Elemente der aktuellen Population mit in die kommende Population aufgenommen
werden und damit erhalten bleiben.

Selektion: Markiert Elemente der Menge P \ P, mittels einer stochastischen Selekti-
onsfunktion f, entweder zur Mutation oder zur Kreuzung. Dabei werden durch
die Selektionsfunktion Elemente, denen im Sinne der Zielfunktion eine hohe Giite
zugeordnet ist, mit groflerer Wahrscheinlichkeit zur Kreuzung ausgewahlt als
solche mit niedriger zugeordneter Gite.

Mutation: Die zur Mutation selektierten Elemente werden mittels einer stochasti-
schen Mutationsfunktion f,, modifiziert. Haufig werden den Komponenten der
selektierten Elemente Zufallszahlen, die einer Gauf-Verteilung unterliegen, hinzu
addiert.
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Abbildung 6.2: Algorithmische Struktur einer Klasse von stochastischen Optimierungsver-
fahren.
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Kreuzung: Die Kreuzungsfunktion f. verkniipft jeweils die Merkmale der Eltern,
reprasentiert durch die zwei Elemente p; und p der Menge P., zu einem neuen
Element p;; der Menge P/, den Merkmalen des Kindes. Beispiele fiir mogliche
Kreuzungsfunktionen sind:

e Die Merkmale des Kindes ergeben sich als gewichtetes Mittel der Merkmale
der Eltern. Dazu wird eine Diagonalmatrix D € R”*¥ erzeugt, deren Dia-
gonalkomponenten mit Zufallszahlen « € [0, 1] besetzt sind. Fiir das Kind
folgt

P12 = p1 +D(p2 — p1). (6.14)

e Die Merkmale des Kindes entsprechen Merkmalen der Eltern. Dazu wird ein
bindrer Zufallsvektor

b= [bl, c. ,bp], b; € {0, ].} (615)

mit der gleichen Anzahl an Komponenten wie die Parametervektoren py, ps
erzeugt. Fir die Merkmale des Kindes gilt damit

iy flr bz = 1,
[p12]i = [p1] . (6-16)
[p2]ia fur b’L =0.

Im Rahmen eines GA eignen sich parametrische reduzierte Modelle zur Berechnung
der Zielfunktion aller Elemente einer Generation. Haufig ist eine grole Anzahl sowohl
an Elementen pro Generation als auch an Generationen selbst erforderlich, bis ein
geeignetes Element identifiziert werden kann.

6.5 Numerisches Beispiel: Optimierung eines
Wellenleiter-Filters

Die Leistungsfahigkeit der PROM-gestiitzten Geometrieoptimierung von Mikrowellen-
komponenten wird auf den kommenden Seiten anhand des in Abbildung 5.8 dargestellten
Iris-Filters aus Abschnitt 5.1.4 demonstriert. Der Filter besteht aus sieben Iris-Blenden,
die durch RHL-Abschnitte voneinander separiert sind. Als Designparameter werden
die Breiten wq, ws, w3, wy und die Hohen hq, hs, hs, hy der Blendenoffnungen sowie die
Langen der RHL-Abschnitte Is, [3, [4 betrachtet. Die Optimierungsaufgabe bestehe darin,
den 11-dimensionalen Parametervektor

P = [l27 l37 l47 W1, Wo, W3, W4, h/17 h27 h37 h4]T (617)

innerhalb des Frequenzbereichs [8,16] GHz derart zu bestimmen, dass der Iris-Filter
eine auf den Betrag des Transmissionsfaktors |Si2| bezogene Mittenfrequenz von
fe = 11,55 GHz sowie eine Halbwertbandbreite von f, = 2,1 GHz erreicht und die
Charakteristik eines maximal flachen Filters aufweist.
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Tabelle 6.1: Einstellungen des genetischen Algorithmus aus der MATLAB-Optimization-
Toolbox. Alle nicht aufgefithrten Werte sind auf die Standartwerte gesetzt.

Parameter Wert
PopulationSize 1600
CreationFcn @gacreationuniformHcConstraints
FitnessScalingFen @fitscalingrank
SelectionFcn @selectionstochunif
EliteCount 20
CrossoverFraction 0.8
MutationFcn @mutationadaptfeasible
CrossoverFen {@crossoverintermediate, [3,3,3]}

Zielfunktion und Nebenbedingungen: Der Soll-Amplitudengang des Filters kann
nach Vorgabe von f. und f, durch ein auf konzentrierten Bauelementen beruhen-
des Netzwerkmodell unter Vernachlassigung von Dispersions-Effekten naherungsweise
bestimmt werden, siche [Che67] und [Mum48]. Mit Hilfe dieses analytischen Referenz-
Amplitudengangs S5/ (f, fo, f»)| und des durch das PROM bereitgestellten Amplitu-
dengangs |S12(f, p)| wird die Kostenfunktion ¢(p) als

1

c(p) = Ff

S (135 (s for )l = S12(fn D))’ (6.18)

ny=1
mit Ny = 201 definiert. Darin sind f,, innerhalb des relevanten Frequenzbereichs,

[8,16] GHz, dquidistant verteilte Frequenzpunkte. Das beziiglich der Kostenfunktion
formulierte Abbruchkriterium der Optimierung lautet:

c(p) é 6-107°. (6.19)

Die Funktionen g;(p) schréanken den Bereich der geometrischen Parameter gemés

l; € [5;25,4] mm, (6.20)
w; € [10,15; 18,85] mm, (6.21)
h; € [0,4;3,6] mm (6.22)

ein und komplettieren das mathematische Optimierungsproblem nach Definition 6.1.

Die Optimierungsverfahren: Zur Losung des Optimierungsproblems wird je ein
Optimierungsverfahren aus Abschnitt 6.4.2 und Abschnitt 6.4.1 herangezogen. Bei dem
lokalen Optimierungsverfahren handelt es sich um ein Quasi-Newton-Verfahren mit

109



Kapitel 6. Geometrieoptimierung von Mikrowellenstrukturen

BFGS-Korrektur nach [Fle01]. Die Schrittweite wird mittels des in [Fle01, S. 33ff.] be-
schriebenen Line-Search bestimmt und die Behandlung der linearen Nebenbedingungen
erfolgt im Rahmen der Active-Set-Methode.

Als globales Optimierungsverfahren kommt der in der MATLAB-Optimization-Toolbox
implementierte GA zum Einsatz. Dessen Parameter sind auf die in Tabelle 6.1 aufgelis-
teten Werte eingestellt.

Parametrisches reduziertes Modell: Um schnelle Auswertungen der Kostenfunk-
tion ¢(p) bereitzustellen, wird der Modellierungsansatz aus Abschnitt 5.1.4 verfolgt.
Zur Beschreibung aller Iris-Elemente ist ein einzelnes PROM der Form (5.44) zu erzeu-
gen, welches fiir unterschiedliche Parameter ausgewertet und geméafi Abbildung 5.8(b)
verschaltet wird. Das PROM weist dabei folgende Eigenschaften auf:

e Die Konstruktion erfolgt mittels des nicht-adaptiven Verfahrens aus Abschnitt 5.1.
e Es werden die ersten sieben relevanten dominanten Wellenformen berticksichtigt.

e Das PROM ist beziiglich der Parameter h, w und f entsprechend

f e Q=816 GHz, (6.23)
w=(14+p)-14.5mm, p; €[-0.3,0.3], (6.24)
h=(1+4py)-2mm, p;e[—0.8,0.8] (6.25)

parametriert. Fur die weiteren = Abmessungen gilt: @ = 25,4 mm,
b=12,7 mm und £ = 1 mm.

e Die das Tensorgitter G erzeugenden Punkte sind entsprechend den Nullstellen
geeigneter Tschebyscheff-Polynome verteilt. Es gilt [N7| =5 und |[Ns| = 7.

In Tabelle 6.2 sind die numerischen Daten des PROMs mit denen des FE-Modells
verglichen. Das PROM erméglicht es, die Kostenfunktion ¢(p) in unter einer Sekunde
zu berechnen, wihrend eine Auswertung auf Basis des FE-Modells iiber eine Stunde
in Anspruch nehmen wiirde. Damit hat sich der Aufwand zum Erzeugen des PROM
bereits nach zwei Auswertung der Kostenfunktion ¢(p) amortisiert.

Ergebnisse: Abbildung 6.3 zeigt den Verlauf des besten Wertes der Kostenfunktion
in Abhéngigkeit zur im Rahmen des jeweiligen Optimierungsverfahrens notwendi-
gen Anzahl an Auswertungen der Kostenfunktion. Startwerte fiir den Quasi-Newton-
Algorithmus sowie die gefundenen Minimierer konnen Tabelle 6.3 entnommen werden.
Um das Abbruchkriterium (6.19) zu erreichen, hat der Quasi-Newton-Algorithmus
46 Newton-Iterationen und der GA 495 Generationen benotigt. Dabei kommt der
Quasi-Newton-Algorithmus mit ungefdhr 600 Auswertungen der Kostenfunktion aus,
wihrend der Genetische Algorithmus anndhernd eine Millionen Auswertungen bendtigt.
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Tabelle 6.2: Numerische Daten zur Filter-Optimierung?.

Modell-Daten FE-Modell? PROM?
Modell-Dimension 124 370 70
Modell-Erzeugung 19,90 s 2,46 Stdn.
Modell-Auswertung 19,39 s 9,47-107* s
Mittlerer Fehler e nach (5.47) - 3,95-107*
Auswertung der Kostenfunktion ¢(p) 3,66 Stdn.* 0,84 s
Laufzeiten der Optimierung FE-Modell?4 PROM?
Quasi-Newton-Verfahren 86,09 Tage 7,91 Minuten
Genetischer Algorithmus 329,96 Jahre 7,68 Tage®
Genetischer Algorithmus (8 Threads) 41,24 Jahre 0,96 Tage

1 Gerechnet auf einer Plattform mit 2x Intel Xeon E5620. Betrachtet wird Single-Thread Leistung,

soweit nichts Gegenteiliges genannt.

2 Experimentelle FE-Software in C++ mit PARDISO [SG04] zum Lésen von diinnbesetzten linearen

Gleichungssystemen.

3 Experimentelles MATLAB-Programm mit PARDISO [SG04] zum Losen von diinnbesetzten linearen

Gleichungssystemen.
4 Extrapoliert.

Bester Kostenfunktions—Wert

= = = Quasi—-Newton-Verfahren
Genetischer Algorithmus

Lol L R |

10°

10

Anzahl an Auswertungen der Kostenfunktion

Abbildung 6.3: Iris-Filter-Optimierung: Konvergenzverhalten des Quasi-Newton-Verfahrens

sowie des Genetischen Algorithmus.
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Tabelle 6.3: Parameterwerte sowie Werte der Kostenfunktion vor und nach der Optimierung

des Iris-Filters.

Po Pas Pca
ly 0,31232 0,28164 0,27659
l3 0,31232 0,32580 0,32094
ly 0,31232 0,37432 0,33919
wy 0,55354 0,58571 0,57937
Wa 0,52362 0,563223 0,53464
W3 0,51890 0,51310 0,51832
Wy 0,51850 0,50909 0,51725
hq 0,11969 0,14104 0,14123
ha 0,04252 0,069907 0,071774
hs 0,027165 0,039195 0,034633
hy 0,024409 0,038355 0,040358
c(p) 1,6872-1072 5,9247 - 107° 5,9789 - 1076

Anhand dieser Zahlen sowie der Daten aus Tabelle 6.2 ist klar, dass fiir das vorliegende
Optimierungsproblem die Verwendung von FE-Modellen numerisch duflerst aufwendig
ist. Die extrapolierten Laufzeiten belaufen sich fiir den Genetischen Algorithmus selbst
unter Verwendung von Rechenmaschinen, die eine Vielzahl von Prozesses parallel abar-
beiten konnen, im Bereich von vielen Jahren. Unter Verwendung des vorgeschlagenen
PMOR-Ansatzes hingegen liegen die Laufzeiten fiir den Genetischen Algorithmus bei
einer Plattform, die acht Prozesse gleichzeitig abarbeitet, bei unter einem Tag.

Der Amplitudengang sowohl des optimierten Filters als auch des Filters in Startkonfi-
guration ist in Abbildung 6.4 dargestellt. Zuséatzlich enthalt Abbildung 6.5 die durch
den PROM-basierten Modellierungs-Ansatz hervorgerufenen Fehler. Darin enthalten
sind neben den durch die Interpolationen hervorgerufenen Fehler auch jene, die daraus
resultieren, dass durch das PROM nur eine endliche Anzahl an Wellenformen an den
Wellenleiter-Toren berticksichtigt werden. Die Spitzen des Fehlerverlaufs befinden sich
ungefidhr an den oberen und unteren Grenzfrequenzen des Filters-Amplitudengangs.

6.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die parametrischen Modellordnungsreduktionsverfahren aus
Kapitel 4 sowie Kapitel 5 im Rahmen von automatisierten Optimierungsverfahren zur
schnellen Bereitstellung von Kostenfunktions-Auswertungen eingesetzt. Die vorgeschla-
genen PROMs weisen geringe Fehler auf und stellen Auswertungen der Kostenfunktion
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Abbildung 6.4: Iris-Filter-Optimierung: Amplitudengang der optimierten Filterkonfiguratio-
nen und Amplitudengang der Startkonfiguration fiir den Quasi-Newton-Algorithmus.
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Abbildung 6.5: Iris-Filter-Optimierung: Fehler des PROMs im Amplitudengang der opti-
mierten Filterkonfigurationen.

schnell zur Verfiigung. Es wurde je eine Klasse lokaler sowie globaler Optimierungsver-
fahren betrachtet. Als numerisches Beispiel wurde die Optimierung eines Wellenleiter-
Filters herangezogen. Hierfiir hat sich der Geschwindigkeitsgewinn durch Verwendung
von PROMs anstatt von FE-Modellen als enorm herausgestellt. Im Falle des globalen
Optimierungsverfahrens lagen die extrapolierten Laufzeiten unter Verwendung des
FE-Modells im Bereich von vielen Jahren, wahrend mit dem PROM ein Tag genitigt.
Der tiiber dem betrachteten Frequenzbereich gemittelte Fehler des PROM-basierten

Modellierungsansatzes liegt ungefihr bei 1073 und ist damit nicht wesentlich grofer als
jener des FE-Modells.
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AbschlieBender Teil

7.1 Wesentliche Beitrage und Erkenntnisse

Die vorliegende Dissertation leistet zusammenfassend folgende Beitrage zum Stand der
Forschung im Bereich der parametrischen Modellordnungsreduktion:

Entwicklung eines neuartigen Rahmenwerks zur parametrischen Ordnungs-

reduktion
Die Arbeit stellt ein neuartiges Rahmenwerk zur parametrischen Modellordnungs-
reduktion fiir sowohl affin als auch nicht-affin parametrierte Ausgangsmodelle vor.
Das Rahmenwerk setzt sich im Wesentlichen aus zwei Komponenten zusammen:
Einer affinen Parameterrekonstruktion, die auf ein interpoliertes Ausgangsmodell
fithrt und der Darstellung von den impliziten Parametern abhéngiger Unterrdume,
auf welche die Losungsvektoren des interpolierten Ausgangsmodells restringiert
werden. Die Parameterrekonstruktion erfolgt mittels eines Interpolationsansatzes
und hat den Zweck, das Ausgangsmodell fiir den Projektionsansatz zugénglich zu
machen. Zur Darstellung der parameterabhéangigen Unterraume wird die Interpo-
lation orthogonaler Projektionen vorgeschlagen.

Das Rahmenwerk fithrt auf parametrische reduzierte Modelle mit den folgenden Ei-
genschaften: Konstruktionsbedingt weisen die Modelle eine niedrige und beztiglich
der Anzahl an impliziten Parametern konstante Dimension auf, wodurch eine ef-
fektive Behandlung von Geometrieparametern moglich ist. Zur Modellauswertung
sind ausschliellich Operationen mit Grofien von reduzierter Dimension erforderlich.
Es konnen somit besonders schnell auswertbare Modelle generiert werden. Durch
die Interpolationsanséatze sind Modellfehler gut steuerbar und es kénnen, sofern
erforderlich, hochgenaue parametrische reduzierte Modelle erzeugt werden. Die
Modellerzeugung selbst benotigt Instanziierungen des Ausgangsmodells, welche
sich mittels Standard-Diskretisierungsverfahren erzeugen lassen. Der Redukti-
onsprozess und das Diskretisierungsverfahren sind weitestgehend voneinander
entkoppelt.
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Entwicklung von zwei konkreten Verfahren zur parametrischen Ordnungs-

reduktion
Neben dem Rahmenwerk sind darauf autbauend zwei konkrete Verfahren zur pa-
rametrischen Ordnungsreduktion Gegenstand der Dissertation. Beiden liegt eine
Strukturierung des Raumes der impliziten Parameter mittels Hyperkuben zugrun-
de. Das erste Verfahren verwendet globale Lagrange-Polynome zur Darstellung
der affinen Parameterrekonstruktion und abschnittsweise definierte, multilineare
Funktionen fiir die Unterraum-Interpolation. Die Modellfehler konnen durch gleich-
mafige Verfeinerung der diskreten Struktur des Raumes der impliziten Parameter
gesteuert werden. Numerische Ergebnisse belegen eine im Vergleich mit anderen,
aus der Literatur bekannten Ansétzen besonders hohe Konvergenz des Verfahrens.
Dadurch sind sehr wenige Instanziierungen des Ausgangsmodells notig, um ein
fehlerarmes reduziertes Modell zu generieren.

Bei dem zweiten Verfahren handelt es sich um einen selbst-adaptiven Ansatz. Die
Interpolationsfunktionen sind fiir die affine Parameterrekonstruktion fiir jeden
Hyperkubus separat definiert und von konstanter Ordnung. Zur Darstellung
der Unterrdume kommen, wie auch beim erstgenannten Verfahren, multilineare
Interpolationsfunktionen zum Einsatz. Im Rahmen des selbst-adaptiven Prozesses
wird die Feinheit der Diskretisierung des Raumes der impliziten Parameter durch
ungleichméflige Verfeinerung gesteuert. Parametrische reduzierte Modelle, die
unter Verwendung des selbst-adaptiven Ansatzes erzeugt wurden, weisen gegeniiber
solchen, die mittels des nicht adaptiven Ansatzes generiert wurden, Vorteile
in Bezug auf den zum Abspeichern und Auswerten des Modells erforderlichen
Speicherbedarf auf.

Vorstellung von Ansitzen zur schnellen Geometrieoptimierung

Der Autor schligt die Verwendung von parametrischen reduzierten Modellen
anstatt von FE-Modellen zur schnellen Bereitstellungen von Auswertungen der
Kostenfunktion im Rahmen von Geometrieoptimierungen von Mikrowellenstruk-
turen vor. Durch den erheblichen Vorteil beziiglich der Anzahl an Modellauswer-
tungen pro Zeiteinheit lassen sich die Laufzeiten von Optimierungsprozesse in
vielen Fallen wesentlich verkiirzen. Zusétzlich sind aufgrund der gut steuerbaren
Modellfehler die Ergebnisse der Optimierung mit den vorgeschlagenen reduzierten
Modellen von &hnlich hoher Qualitiat wie unter Verwendung von FE-Modellen.

Anwendung der vorgestellten Methodiken auf FE-Modelle von Mikrowellen-

strukturen
Neben den theoretischen Konzepten erldutert die Arbeit auch deren Anwendung
auf FE-Modelle von Mikrowellenstrukturen. Es wird gezeigt, unter welchen Voraus-
setzungen FE-Modelle von Mikrowellenstrukturen den fiir das Ordnungsreduktions-
Rahmenwerk notwendigen Modellstrukturen geniigen. Dabei werden die Abhéan-
gigkeiten der FE-Modelle von verschiedenartigen Designparametern formal unter-
sucht. FEin wesentlicher Aspekt ist hierbei die getrennte Behandlung von expliziten
Parametern, wie Materialparameter und impliziten Parametern, wie Geome-
trieparameter. Dariiber hinaus dienen verschiedene Mikrowellenstrukturen als
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numerische Beispiele zur Untermauerung von Praxisrelevanz und Einsatzfdhigkeit
der vorgestellten Konzepte.

7.2 Ankniipfpunkte fiir weitere Untersuchungen

e Im Falle von FE-Modellen mit geometrischen Parametern erlaubt das Rahmenwerk
keine Anderungen in der Topologie des FE-Netzes. Obwohl mit topologieerhal-
tenden Netzverzerrungsalgorithmen eine groffie Klasse von Geometrieparametern
behandelt werden kann, so existieren dennoch eine Reihe von Geometrieparame-
tern, die eine Anderung der Netztopologie unausweichlich machen. In diesem Falle
ist eine Erweiterung der Methoden dieser Dissertation erforderlich.

e Die vorgestellten Methodiken betrachten Ausgangsmodelle, deren Eingangs- und
Ausgangsmatrizen allenfalls von den expliziten Parametern abhéngen. Der Fall
einer impliziten Parameterabhéngigkeit dieser Matrizen macht weitere Untersu-
chungen erforderlich.

e Zur Beschreibung von Mikrowellenstrukturen auf Netzwerkebene ist stets angenom-
men worden, dass eine Anregung der Strukturen mittels homogener Wellenleiter
erfolgt. Eine Verallgemeinerung auf zylindrische Wellenleiter wiirde die praktische
Anwendbarkeit der Methodiken erweitern.

e Es wurde explizit gezeigt, unter welchen Voraussetzungen FE-Modelle von Mi-
krowellenstrukturen im Frequenzbereich die Struktur der eingefithrten Ausgangs-
modelle aufweisen. Die Identifikation und Analyse weiterer Modellklassen bieten
Ankntpfpunkte fir weitere Untersuchungen.
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Abkiirzungsverzeichnis

Abkiirzung Bedeutung

EP Einpunkt

FE Finite-Elemente

GA Genetischer Algorithmus

LGS Lineares Gleichungssystem

MOR Modellordnungsreduktion

MP Mehrpunkt

PROM Parametrisches reduziertes Modell
PMOR Parametrische Modellordnungsreduktion
PMTBR Poor Man‘s Truncated Balanced Realization
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