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1. EINLEITUNG

Seit der Entdeckung des elektrischen Lichtbogens um das Jahr
1808 [19] ist dieses Fhinomen zu einem sehr wichtigen Untersuchungs-
objekt und Hilfsmittel fir viele Gebiete der Physik geworden. Wihrend
sich in der ersten Zeit das Interesse besonders auf die technischen An-
wendungsmoglichkeiten des Bogens als sehr intensive Lichtquelle und
als Gerdt zum Schmelzen von Stoffen mit hohem Schmelzpunkt konzen-
trierte, ging der Trend spiter darauf hinaus, den Lichtbogen zur Frifung
und Erprobung der verschiedensten MefSimethoden und Theorien der Plas-
maphysik zu benutzen. Dies ist durch die Tatsache zu erklidren, dafl
bisher der Lichtbogen die einzige Anordnung darstellt, die es erlaubt,
Flasmen von hoher Temperatur und relativ einfacher Geometrie stationir
fiur lingere Zeiten herzustellen. In diesem Sinne ist auch die starke
Ausweitung der verschiedenen Betriebsparameter zu verstehen. Dabei
wurden schon kurzzeitig Bogentemperaturen von 100 000°K erreicht.

Neben der Plasmaphysik besitzt der Lichtbogen aber auch fuar
die Astrophysik eine grofie Bedeutung, da sich stellenweise Vorgéinge im
Weltall in einem Lichtbogen simulieren lassen. Weiter kann der Licht-
bogen dazu benutzt werden, die charakteristischen Gréfien und Material-
funktionen der verschiedensten Gase bei hohen Temperaturen und ver-
schiedenen Driicken zu bestimmen.

Nachdem die Vorginge vor allem in der Siule des Bogens einer
quantitativen Behandlung zuginglich geworden sind, und eine sehr gute
Ubereinstimmung mit dem Experiment erzielt werden kann, wollen wir
uns in dieser Arbeit mit der Wechselwirkung der thermischen, elektri-
schen und dynamischen Gréfien in Lichtbdgen mit einfacher Geometrie
beschiftigen. Der Lichtbogen, der im allgemeinen zu extrem instabilem
Verhalten neigt, soll dabei durch den Einflul von gekiithlten Winden stabi-
lisiert werden. Alle Fragen, die in diesem Zusammenhang auftreten,sind
von grofler Wichtigkeit fir die Physik der FFlasmaantriebe und der sog.
Bogenheifigaserzeuger (arc heaters), die zum Testen von Flugksérpern bei
hohen Enthalpiedichten, wie sie beim Eintauchen von Satelliten in die
Atmosphire von Ilaneten (re-entry) auftreten, benutzt werden. Dazu wer-
den heute schon Lichtbtgen bis zu 150 MW elektrisch zugefilhrter Lei-
stung und 6 m Linge gebaut. Dabei finden die verschiedensten Bogentypen
und Geometrien Verwendung., Ohne auf die Vielfalt der verschiedenen
Anordnungen einzugehen, sollen in dieser Arbeit die prinzipiellen Vor-

ginge untersucht und berechnet werden.
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2. DER FLASMAZUSTAND DER MATERIE UND SEINE GRUND-
LEGENDEN EIGENSCHAFTEN IN LICHTBCGEN

2. 1. Der allgemeine Begriff des F-lasmas

Wenn man die Verteilung der im Weltall vorkommenden

Materie auf die verschiedenen Aggregatzustinde untersucht, so kommt
man zu der zuerst dberraschenden Feststellung, dafl sich mehr als
49,9 % von ihr in einem Zustand befindet, der von J. Langmuir {83}
in deh zwanziger Jahren mit Flasmazustand bezeichnet wurde. Trotz
dieses groflen Vorkommens bheschiftigt sich die I hysik erst seit
ungefdhr 50 Jahren, davon die letzten 15 Jahre in besonders starkem
Mafle, mit seinen zahlreichen Gesctzmifligkeiten und teilweise véllig
neuen Phinomenen, da-erst in dieser Zeit die Voraussetzungen und
Moglichkeiten fir eine Darstellung und Untersuchung dieses Zustandes
in Labor- und astrophysikalischen Dimensionen fir einen groflen Fara-

meterbereich geschaffen wurden.

Beim heutigen Stand der Forschung existieren recht zahl-
reiche Definitionen des Begriffs Plasma, die aber zum Teil doch 2u’
speziell sind. Um im Rahmen dieser Arbeit nicht zu weit ausholen
zu missen, wollen wir einfach unter einem P’lasma einen solchen Zu-
stand der Materie verstehen, bei dem das gesamte dynamische Ver-
halten dieses Stoffes in erster Linie durch dice clektrischen und mag-
netischen Kriifte, die an und zwischen den darin vorkommenden La-

dungstrigern angreifen, charakterisiert wird.

Urm uns ecinen ersten Uberblick tiber die Eigenschaften und
Vorginge vor allem im Hinblick auf die spiiter betrachteten Bogen-
plasmen zu verschaffen, betrachten wir ein Gasvolumen, dem von
auflen fortwihrend Energie in irgendeiner Form zugefithrt wird. Diese
Energiezufuhr bewirkt, dafl in der anfangs homogenen Gasphase durch
die verschiedenen Elementarprozesse, wie zum Beispiel der elastische
Stof}, die Flasmawechselwirkung, Anregung, L&schung, Diséoziation,
Ionisation, Rekombination, Umladung, Emission und Absorption von
Lichtquanten, aus den anfangs neutralen Gasatomen oder Molekillen

in merklicher Menge Elektronen, Atom- und Molekiilionen mit ver-

schiedenen Wertigkeiten und F'hotonen entstehen. Wir erhalten also

auf diese Weise ein Gasgemisch mit sehr heterogenem Charakter

und spezifisch neuen Eigenschaften. Durch das Vorhandensein von
Ladungstridgern besitzt dieser Zustand eine mefibare elektrische
Leitfihigkeit. Elektrische und magnetische Felder werden das Ver-
halten diesles Gemisches in charai(teristischer Weise beeinflussen.
Schiiefilich ist durch das Vox“h.andensein von angeregten Atomen, lonen,
Molekiilen und beschleunigten Elekironen eine relativ groBe elektro-

magnetische Strahlungsdichte zu erwarten.

Wie wir sehen, erhalten wir also im Sinne unserer obigen
Definition immer, wenn wir sinem Gas auf irgendeine Weise geniigend
hohe Energie zufiihren, ein Plasma. Von der Art der zugefithrten
Energie und den Betriebsparametern hingt es nun ab, welche weiteren
Groflen das zu untersuchende I'lasma charakterisieren. Dabei kann
man grundsitzlich von zwei Menue'ivorstellungen ausgehen, niamlich
dem Teilchen- und dem Fliissigkeitsmodell. Im ersten Fall versucht
man, aus dem Verhalten von 2inz?'nen Testteilchen durch Summation
eine Aussage iber das Flasma 2i5 Ganzes zu erhalten, wihrend man
zum anderen in Analogie zur Flussis .hen Hydrodynamik das Flasma
als eine noch zu modifizierende Fliissigkeit 235 n Komponenten be-
trachtet. Natiirlich sind {iic die beiden Modeile Grenzen gesetzt,
Im allgemeinen Falle wird man zur theorctischen Erfassung das sehr
komplexe statistische Problem lésen miissen, wobei man praktisch

nie ohne zum Teil gewagte Niherungen auskommen kann.

Beim Lichtbogenplasma wird das ganze Froblem auf Grund
zweier durch Experimente und theoretische Ubzrlegungen gesicherter
Eigenschaften wesentlich vereinfacht, einmal durch das in erster
Niherung eriiillte lokale thermische Gleichgewicht und zurm anderen

durch die Ouasineutralitidt in der Lichtbogensiule.

Aus diesem Grunde nennt man das Lichtbogenplasma auch
thermisches quasineutrales Plasma. Diese wichtigen Eigenschaften

sollen in den nichsten beiden Abschnitten besprochen werden.




2.2. Das thermische Gleichgewicht der verschiedenen Teilchensorten
im Lichtbogen

Wie wir im ersten Abschnitt gesehen haben, kénnen wir ein
Gas in den Flasmazustand iiberfiilhren, indem wir ihm geniigend viel
Einergie zufihren. In der Siule des Lichtbogens, die unser spiteres
Untersuchungsob ekt darstellen wird, wird dieser Froze8 vor allem
durch die ohmsche Aufheizung des Gases infolge des von auflen ange-
legten elektrischen Feldes (Gr&8enordnung 20 V/cm) in Verbindung
mit groBen elektrischen Strémen (g‘réﬁer als 1 A), die fir einen Licht-
bogen charakteristisch sind, bewirkt. Die Ladungstriger erhalten in
diesem Feld eine Driftgeschwindigkeit in Richtung oder entgegenge-
setzt zum Feld, die ihrer thermischen Bewegung iiberlagert ist. Fiir
die Geschwindigkeit der verschiedenen Teilchensorten unter sich er-
gibt sich auf Grund der weitreichenden Wechselwirkung der Coulomb~
krifte und durch Stofie mit Teilchen der gleichen Art schon nach kurzer
Zeit, die etwa von der Gréfienordnung der mittlieren freien Flugzeitv
sein wird (s.(4.3) und [19, 89] ; bei einer Temperatur von T = 104 °k
und einem Druck von p = |l atm ergibt sich fir Stickstoff:
TN ‘;TN =~ 5. 10_10 sec; ‘tN+ ~ 10-“ sec;’te 5. 10-12 sec),
in erster Niherung eine Maxwellverteilung, die bei konstanter Tempera-~
tur natiirlich um so besser verifiziert ist, je hoher der Druck und da-
mit die Anzahl der Teilchen pro Volumeneinheit und die Zahl der
Stofle pro Zeiteinheit und je kleiner die tiberlagerte Driftgeschwindigkeit
ist. Die Stérung der Maxwellverteilung der Ladungstriger durch die
Driftgeschwindigkeit wird um so kleiner sein, je kleiner das Verhiltnis
von Drift- zur thermischen Geschwindigkeit ist (filr Stickstoff betrigt

ein charakteristischer Wert dieses Verhdltnisses
5 =3 M 4 o 2 v,
U,,/Vy = 5@ #ir T=40' °K pzdatm 4 =40 Aem ;8. (1.))
Es sei hier noch erwihnt, dafl wegen der geringen Feldstirke keine
"run-away" Elektronen das Plasma verlassen konnen.

Den Einflufl des Eigenmagnetfeldes auf diese Vorgénge

erkennt man am besten aus dem Verhiltnis der mittleren freien Weg-

linge der geladenen Teilchen zu ihrem Gyrationsradius

A _ xeB
a5 m . (z.2.1)

Fir ein Stickstoffplasma ergibt dieses Verhditnis fiir die Elektronen
einen Wert von = 10.Z (H=100A/cm, T = f04 oK, p =1 atm;
siehe (5. 2. 3)). Wegen der Kleinheit dieser Grofie braucht also dieser

Einflufi nicht beriicksichtigt zu werden.

Aufler durch die oben geschilderten FProzesse wird das thermische
Gleichgewicht natiirlich auch durch verschiedene Flisse, die z. B.
fir die Wdarmeleitung, Diffusion oder Abstrahlung verantwortlich sind,
gestort. Wir werden sagen konnen, daB die Einfliisse klein sein werden,
wenn die Strome klein sind gegen die Anderung der entsprechenden
integralen Groflen liber eine freie Weglinge. Dies ist aber im Licht-
bogen, wie wir in den Kapiteln (5) und (8) sehen werden, iiberall bis
auf sehr nahe Wandgebiete und in den Bereichen sehr nahe bei den
Elektroden, mit denen wir uns in dieser Arbeit nicht beschiftigen wollen,
sehr gut erfilllt. Die Strahlung ist bis auf einzelne Linien nicht im
thermodynamischen Gleichgewicht. Dies ist darauf zuridckzufithren,
daB weitgehend der Umkehrprozefl zur Emissicn, nimlich die Absorption,
fehlt, da wir optisch diinne Bégen betrachten. Trotzdem stdrt dieser
Frozefl nicht wesentlich das thermodynamische Gleichgewicht der ange-
regten Teilchen, da nur ungefdhr jedes 104 bis 105 angeregte Teilchen
seine UberschuBienergie abstrahlt, wie folgende grobe Abschitzung

zeigen soll.

Fro cm3 strahlen n* von den angeregten Atomen in einer
mittieren Zeit von T = 10‘8 sec jeweils eine Energie von h¥ ab,
wobei ¥V eine mittlere Frequenz des abgestrahlten Lichtes bedeutet.
Daraus erhalten wir die folgende Gleichung, wenn wir beachten, dagl
die gesamte abgestrahlte Energie pro Volumen- und Zeiteinheit U fur

optisch diinne Bégen experimentell bekannt ist (siehe 4. 1).

(2.2.2)
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Die Gesamtzahl der angeregten Teilchen n, erhilt man niherungsweise
aus dem Boltzmannschen Satz fiir gequantelte Systeme, wenn wir
voraussetzen, dafl die Teilchen nur einen Grundzustand und einen an-

geregten Zustand mit der Energiedifferenz h¥ besitzen, zu

n P 4
Ny = = RY = 'x' ;-' - BY (2. 2.3)
4+ 9./g,e%r 4 ¥ qalgpe T

Aus (2.2.2) und (2. 2. 3) erhalten wir flir das Verhiltnis der Atome, die

ihre Energie abstrahlen, zu der Gesamtzahl der angeregten Atome

n’ gl
— o el A+q, "]
‘nA p°h? ( S ISAe

(-4

-+

) (2.2.4)

Fir Daten aus einem Stickstoffbogen (T = 107 °K, p, = ! atm, A =-;-' =

-5
5. 10 ~ cm) erhilt man daraus den oben genannten Wert.

Wie wir sehen, miissen also die meisten angeregten Teil-
chen ihre Energie auf andere Weise abgeben, z. B. in Form von kine-
tischer Energie beim StoB zweiter Art. Sie tragen auf diese Weise

zur Einstellung des thermischen Gleichgewichtes bei.

Aus unseren bisherigen Uberlegungen kénnen wir den Schlufl
ziehen, daff wir unter den angegebenen Bedingungen berechtigt sind,
den einzeinen Teilchensorten im Lichtbogen eine Temperatur zuzu=

schreiben.

Es bleibt jetzt noch zu untersuchen, wie stark sich die
Temperaturen der verschiedenen Teilchensorten unterscheiden. Dazu
ist vor allem festzustellen, wie die von den Ladungstrigern aus dem
Feld aufgenommene Energie auf die Neutralteilchen tibertragen wird.
Der einfachste Fall ist hierbei der elastische Sto. Dabei ist der Aus-
tausch des mit'tlebren Energieiiberschusses wegen der gleichen Massen
zwischen lonen und Atomen am besten, dagegen ‘zwischen Elektronen
und Atomen rund 500 A (A = Gesamtnukleonenzahl dér Atome) mal
kleiner (z. B. fur Stickstoff 7 . 103 mal). Das Elektron benétigt also
rund 1/2 ‘m.‘[ﬂLe':.‘«IO3 A StéBe, um seinen Energieliberschufl abzugeben,
wihrend die Ionen schon nach ungefihr 10 Sté8en ihren Energieiber-

schufl bis auf 1 % tbertragen haben. Wie aus dem Vorhergehenden folgt,

liegen die Einstellzeiten fiir ein Stickstoffplasma mit cjen angegebenen
Daten fiir Elektronen bei ungefiahr Taw = ].()-6 - 10_' sec,

fiir Jonen dagegen bei T{y = 10'10 sec. Die Elektronen sind also

in erster Linie fiir die Aufnahme von Energie aus dem Feld verant-
wortlich. Diese rein qualitativen Ergebnisse erfahren durch neuere
experimentelle Arbeiten ihre Bestﬁtigung [33, 42, 43] . Diese Effekte
bewirken, dafB die Elektronenternperatur Te oberhalb der Ionentempera-

tur T, liegt, die nur etwas hoher als die Gastemperatur anzusetzen
1

ist. Es gilt also die Beziehung

T, % T <T,. (2.2.5)

Die Differenz wird um so kleiner sein, ;e hoher der Druck und je
kleiner die Feldstirke ist. Wie Messungen zeigen {5, 26, 28, 44,
90, 92] f4llt bei Driicken tiber einer halben Atmosphire der Unter-

schied in die GroBenordnung der Mefgenauigkeit.

Neben den elastischen Stdé8en tragen auch die unelastischen
StsBe in nicht geringem MaBe zur Einstellung des thermischen Gleich-

gewichts bei.

Wenn wir die obigen Uberlegungen zusammenfassen, kommen
wir zu dem Schiuff, daB man in der Sdule eines Lichtbogens unter den
oben gemannten Bedingungen lokales thermisches Gleichgewicht des
Plasmas annehmen kann. Wir kénnen also das Plasma eindeutig nach
den Gesetzen der Thermodynamik durch eine lokal eindeutige Tempera-

tur T und einen Druck p beschreiben.

2.3. Die Quasineutralitit des Bogenplasmas

Nachdem wir im letzten Kapitel eine Eigenschaft des
Lichtbogenplasmas kennengelernt haben, die die Beschreibung des
thermischen Verhaltens wesentlich erleichtert, wollen wir uns nun
einer anderen grundlegenden elektrischen Eigenschaft zuwenden,

nimlich der Tendenz des Flasmas zur Quasineutralitit.
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Wie wir weiter oben gesehen haben, wird ein Flasma
dadurch charakterisi'ert, daf Ladungstrdger-Ionen und Elektronen -
in meBbarer Menge vorhanden sind. Trotzdem erscheint ein krifte-
freies Plasma nach auBen hin elektrisch neutral. Auch treten keine
Raumladungen im Innern auf. ‘Diese Tatsache ist dadurch zu erkliren,
daB erstens das Plasma aus bneutra.len Atomen entstanden ist, und
dafl zweitens der Gleichgewichtszustand durch ein Minimum der

elektrischen Energie ausgezeichnet ist.

Die Verhiltnisse in Lichtbégen gleichen diesem Gleichge-
wichtszustand, wie folgende Uberlegung zeigen soll [19] . Wir gehen

dazu von der Foissongleichung aus (siehe 3.5)

divE =3q /g, . (2.3.1)

Hier bedeuten E die elektrische Feldstarke, Qev die Ladungsdichte

und €, die absolute Dielektrizititskonstante. Wir betrachten nun zwei
Halbriume, die sich zuerst ﬁbe;decken. Der eine sei mit n, einwertigen
Ionen und der andere mit n, Elektronen pro Volumeneinheit gefiillt.
Wenn wir annehmen, daf die Teilchenzahlen n, und n, gleich sind,
verhilt sich die Anordnung quasiﬁeutral. Wir verschieben nun wegen
ihrer kleineren Masse alle Elektronen um die Strecke x. Die auftreten-

de Rldstirke ergibt sich dann aus Gleichung (2 3. 1) zu

lEl=eng/€, - % . (2.3.2)
Mit den Daten eines Stickstoffbogens { {El = 20 V/cm, T = 104 ° K,
p = 1 atm).erhilt man fir x den numerischen Wert von nur 5 . 10-10 cm.

Dieses Beispiel zeigt also, dal merkliche Verschiebungen
nur durch grofle Feldstirken bewirkt werden kénnen, die aber im

Lichtbogenplasma nicht zur Verfiigung stehen,

Bei dem obigen Beispiel haben wir ein starres lonengitter
vorausgesetzt. In Wirklichkeit miissen wir natiirlich die thermische

Bewegung der Teilchen, die in Wechselwirkung mit den Coulombkriften
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steht, in unsere Uberlegungen einbeziehen. Auch miissen wir die
Abschirmung der Ionen durch die Elektronen und umgekehrt beriick-
sichtigen. In diesem Zusammenhang ist eine charakteristische Linge
von Bedeutung, die sogenannte Debyesche Abschirmdistanz D, die
einmal ein Ma#8 fiir die Reichweite der Coulo;’nbkréfte darstellt, und

zum anderen die Strecke angibt, bei der die Energie durch die Coulomb-
krifte e""ﬂ.‘z /e - DI/Q gleich der mittleren thermischen Energie
eines Testteilchens pro Freiheitsgrad 1/2 kT ist. Sie ergibt sich

daraus zu

D= {ke,/e‘ - Tine (2.3.3.)

oder zu

Diem= 6,3 VTl nefeni® (2.3.4)
Fir die Daten des Stickstoffbogens (T = 104 0K, p = | atm) ergibt

sich eine Debyelinge von 5. 107 cm. Wir werden also sagen konnen,
dafB lokale Ouasineutralitdt im Lichtbogen bis zu diesen Dimens.onen

zu erwarten ist, wenn der Durchmesser des Bogens groff gegen D ist.
Dabei miissen wir beachten, da D in Wandnidhe grofere Werte annehmen

kann. : .
Eine weitere Stérung der Quasineu-

tralitit kann das Eigenmagnetfeld des Bogens verursachen. Wie eine
Abschitzung [19] und spitere Betrachtungen zeigen (siehe(6. 2)), wird
dieser Effekt im merkbaren Mafle nur wirksam, wenn die Drift- Qnd
Gasgeschwindigkeiten in die Grofenordnung der Lichtgeschwindigkeit
kommen. F'ir die spiter betrachteten Bégen, wo die Driftgeschwindigkeit
schon klein gegen die thermische Bewegung ist (siehe(2.2),ist also

keine Stérung zu befiirchten.

Wenn wir die wichtigsten Ergebnisse aus dem letaten
Kapitel zusammenfassen, so konnen wir sagen, daB im Lichtbogen unter
den angegebenen Bedingungen ein thermisches, quasineutrales Plasma
vorliegt. Unter diesen Bedingungen vereinfachen sich die beschreiben-
den Gleichungen fiir die verschiedenen Lichtbogenzustinde, die wir

im ndchsten Kapitel ableiten werden, ganz erheblich.
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3. DIE ABLEITUNG DER PLASMAGLEICHUNGEN NACH DEM FLUSSIG-
KEITSMODELL UND IHRE SFEZIALISIERUNG AUF STATIONARE
ACHSENROTATIONSSYMMETRISCHE BOGENPLASMAKONFIGURA-
TIONEN

Im Abschnitt(2. 1}wurde festgestellt, dai im wesentlicher zwei
Modelle zur Beschreibung des allgemeinen Plasmazustandes ent-
wickelt wurden, ndmlich das Teilchen- und das Flissigkeitsmodell.
Wie schon der Name sagt, wird die Beschreibung durch das Teilchen-
modell dann von Vorteil sein, wenn die Dichte so klein ist, dafl die
charakteristischen Lingen des Plasmas in die Gré8enordnung des be-
trachteten Plasmavolumens fallen. Da im hier vorliegenden Falle der
andere Extremfall das Plasmaverhalten bestimmt, werden wir die
beschreibenden Gleichungen mit Hilfe des Fliussigkeitsmodells finden

miissen.

Wenn in einem Plasma &rtliche und zeitliche Anderungen
der thermischen und elektrischen Groflen vorliegen, so besteht im
strengen Sinne kein detailliertes thermodynamisches Gleichgewicht
mchr, bei dem jeder Prozefl mit seinen Umkehrprozessen im Gleich-
gewicht sein mufl. In diesem Falle geht eine exakte Formulierung der
das Flasma beschreibenden Beziehungen vom Liouvilleschen Satz aus
(11, 76) . Unter gewissen Bedingungen erhilt man hieraus fiur die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion £, (t, x, v) im Phasenraum der

verschiedenen Teilchensorten je eine Boltzmanngleichung

D . Q_f._) (a 4;)
Dt ( 3t asb: Ot Jave (1)
oder

ok vadfi + Kb = (3 (3
SE v varadafir Sgrad, fi (3 wopet ($E)eva, 2
die aussagt, dafl die totale zeitliche Anderung der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte im Phasenraum von Teilchen mit der Masse m,

und der Krafteinwirkung Ki zur Zeit t, am Ort x und mit der Geschwindig-

- 11 -

keit v gerade gleich der Anderung dieser Dichte ist, die durch Stoe
in diesem Volumenelement bewirkt wird ( ey )Stﬁﬂe

Er zeugung von entsprechenden Teilchen entstanden ist (—52-‘-)

oder die durch

evz’

Unter bestimmten Annahmen iiber die Sto8vorginge kann man
die Gréfen (%—E‘-) Stode durch Integrale iber die unbekannten Funktio-
nen fi ausdriicken. Der Erzeugungsterm ist im allgemeinen recht schwie-
rig zu erfassen, weshalb er meist vernachlissigt wird. In diesem Falle
wird die Boltzmanngleichung zu einer nichtlinearen Integro-Differential-
gleichung. Die makroskopischen Gleichungen erhlt man durch Multi-
plikation mit entsprechenden Grofien und Integration iiber den Ge-
schwindigkeitsraum, also eine Mittelung iiber alle vorkommenden

Geschwindigkeiten.

Da diese FProbleme in ihrer Allgemeinheit mathematisch
recht schwierig zu behandeln und nur in Spezialfillen und mit Ndherungs-
annahmen exakt zu losen sind, wollen wir fiir unsere Arbeit auf Grund
der belegten Voraussetzungen aus Kapitel{2)die Methoden der Thermo-
dynamik der irreversiblen Frozesse mit geeigneten Modifikationen fir
das Flasma benutzen, da nur geringe Abweichungen vom thermodynami-
schen Gleichgewicht zugelassen sind. Wir betrachten dazu [74] eine
Flissigkeit, die aus n Komponenten - entsprechend der Zahl der ver-
schiedenen Teilchensorten - besteht. Summiert man die Gleichungen,
die die einzelnen Komponenten des Flasmas beschreiben, und fithrt
anstelle der Variablen fir die Teilkomponenten geeignete neue Variable
ein, so erhalten wir die Gleichungen, die im folgenden abgeleitet werden,
und die im Rahmen der Niherung das Verhalten des Plasmas beschreiben,
Man spricht in diesem Falle von einem Einfliissigkeitsmodell. Durch
die Randbedingungen, die an die Variablen gestellt werden missen,
werden dann die Gleichungen entsprechend der geometrischen Anordnung

des Untersuchungsobjekts modifiziert.

3. 1. Die Zustandsgleichung

Wie die Thermodynamik lehrt, besteht zwischen den Zu-

standsvariablen Druck p, Temperatur T und Massendichte Q. ein ~
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funktionaler Zusammenhang, der mit Zustandsgleichung bezeichnet wird.
Wenn wir als erste Ndherung die Atome als Massenpunkte betrachten
und keinen Wechselwirkungsmechanismus zwischen den Teilchen zulas-

sen, dann ergibt sich die ideale Gasgleichung
=N = X
Pi-“AkT 28wy ;n—‘T (3.1.1)

flir diesen funktionalen Zusammenhang, wobei ny die Teilchenzahldichte,
m, die Masse der t. Teilchensorte und k die Boltzmannkonstante be -

deuten.

Im Lichtbogenplasma sind die Teilchendichten wegen der hohen
Temperatur trotz hoher Drucke so klein, daf immer mit den idealen
Gasgesetzen gerechnet werden darf [19] . Einschrankungen dafar konn-
ten einmal dadurch gegeben séin, daB die Fermionen z. B. die Elektronen
fiir grofle Entartungspara'meter Fent (Teilchenzahl/ Zustandssumme)
durch die Fermistatistik anstatt durch die Ndherung der Bqltzmann-
statistik beschrieben werden miissen. In unserem Falle, wo der Ent-
artungsparameter sehr viel kleiner als eins ist (charakteristischer

40 6 5)’

Wert fur Stickstoff: T = 10° 'K, p = l atm istP__ = 107" - 10”
ist aber keine Einschrinkung zu erwarten. Eine andere Stérung konnte

nt
durch das Vorhandensein der Plasmawechselwirkung verursacht werden.
Jedoch 148t sich auch hier zeigen, dafi bis zu extem hohen Driicken die

ideale Gasgleichung ihre Gultigkeit besitzt [19] .

Wie wir aus diesen Vorbemerkungen ersehen, kdnnen wir
also die ideale Gaégleichung in guter Niherung als Zustandsgleichung
fiir die Flasmakomponenten benutzen. Wir definieren nun Variable,
die das Verhalten des Plasmas alsGanzes beschreiben. Die Gesamt-
teilchenzahldichte n ergibt sich wie auch der Gesamtdruck p und die

Dichte @, als Summe der einzelnen Fartialgréfen

n,;,n_,“ {3.1.2)
P‘;Pil (3.1.3)
Sm2kSm = Emn . (3.1.4)
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Mit diesen Gleichungen und der Voraussetzung des thermischen
Plasmas (siehe 2.2) erhalten wir durch Summation aller Gleichungen
(3. 1. 1) folgendes Endresultat

p=nkT=kxm'pTigm T , (3.1.5)

wobei m(p, T) gemiB folgender Beziehung als eine mittlere Masse der

einzelnen Teilchen aufzufassen ist.

PRI A Lm
m= T = — Fmm= = (3.1.6)
Fn mToee

Diese mittlere Masse 148t sich mit Hilfe der Sahagleichung (siehe 4. 1)
als Funktion von p und T unter der Voraussetzung der Quasineutralitit
des Plasmas (siehe 2. 3) bestimmen. Im Falle eines 3-Komponenten-

gases {Atome, lonen, Elektronen) erhilt man fiir m den Ausdruck

A . n
m=m, — 3 mit d= ———JoNEV . .17
A ¥ A(pT) Matone * N 3onew ( )

o bedeutet hier der Ionisationsgrad des Gases und m, die Atommasse.

3. 2. Die Kontinuititsgleichung der Masse

Aus der Tatsache, dafl in einem festen Volumen die zeitliche

Anderung der Dichte Q,, gleich ist der in diesem Volumen erzeugten
Masse & und dem Massenzuflufl durch die Oberfliche des Volumen-
elementes, ergibt sich folgende Beziehung, wenn wir die Geschwindigkeit
der i.Komponente mit v, bezeichnen

9 8m; :

3 T div gm Vi = Q. (3.2.1)
Die Massenproduktion kann in unserem Falle z. B. von lonisations-
oder Dissoziationsprozessen herrithren. Chemische Prozesse sind
nicht zugelassen, da wir als Ausgangspunkt ein reines Gas annehmen.

Da im nichtrelativistischen Fall die Gesamtmasse eine Erhaltungs-
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grofe darstellt, muf die Summe tber die @; fur alle vorkommenden

Teilchénsorten verschwinden

Le.-o0. (3.2.2)

Wenin wir durch folgende Definition
3.2.3)
ve 4 LV, (
Sm SL‘gm" ¢ :

eine Schwerpunktsgeschwindigkeit des Plasmas einfihren, erhalten wir
durch Summation der Gleichungen (3. 2. 1) unter Beachtung von (3. 2. 2)

und (3. 1. 4) die Kontinuititsgleichung der Masse

%—st'f’ + divgmv =0, (3.2.4)
Fihren wir hier im Hinblick auf die spiteren Anwendungen Zylinder-
koordinaten (v, %, z) ein und beachten, da8 bei stationiren achsenrota-
tiongssymmetrischen Flasmakonfigurationen die Abhingigkeit der einzelnen
Grofen von @ und t herausfillt, so stellt sich die Gleichung (3. 2.4) in

der Form dar
. 3 .
= %7("'9--“)"'3—1 SmW=0. (3.2.5)

Dabei sei v der Vektor (u, v, w}.

3.3. Die erweiterte Navier-Stokessche Gleichung

Wenn wit das Newtonsche Gesetz auf ein Volumenelement
einer Flussigkeit anwenden, so erhalten wir filr die i. Komponente der

Hiissigkeit die Beziehung

%Smivi"’ d'i‘v(¢i'tl)=kl+‘3';21 . (3.3.1)
Hierbei bedeuten % der Impulsfluitensor, T; der Spannungstensor,

K; die wirkendenden Krifte pro Volumeneinheit und &; Z; die Impuls-
produktion durch das Entstehen von neuen Teilchen der i. Sorte. Die

wirkenden Volumenkrifte setzen sich aus sufBleren und inneren K?iiften

zusammen, die elektromagnetischer und nicht elektrischer Natur sein
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kénnen. Die elektromagnetischen Krifte besitzen elektrische und
magnetische Komponenten. Wir kénnen sie in folgender Form schrei-

ben.

Keu, = g=li[ E+pa (uxM]+ Kuy, (3.3.2)

Hierbei bedeuten Qe =9qim; die Ladungsdichte, q. die Ladung,

Ket,, die elektromagnetischen Wechselwirkungskra'fte deriTeilchen-
sorte, My die magnetische Fermeabilitit,E und H die makroskopische
elektrische und magnetische Feldstirke. Dabei verschwindet natiirlich

die Summe dber alle Wechselwirkungskrifte

% Katy: = 0 (3.3.3)
Bei den nicht elektrischen Kriften wollen wir nur die Wechselwirkungs-
krifte beriicksichtigen, deren Summe auf Grund des dritten Newton-v
schen Gesetzes ebenfalls verschwindet. Das gleiche gilt fdr die Summe

iber alle Impulsproduktionsterme

ZL.G;_Z;_= (O

Von dem Spannungstensor kénnen wir durch die Beziehung

(3.3.4)

R ew agK
t,‘_ =tio'PL (3.3.5)
den totalen Druck, der sich aus dem Gasdruck und dem Strahlungs-

druck zusammensetzt, abspalten.

Dabei ist natiirlich der Strahlungsdruck in unserem be-
trachteten Parameterbereich zu vernachlissigen. Die Gréfie 'C:':iat
bei makroskopischer Betrachtung mit anderen physikalischen Gréfien
verkniipft, wie z.B. mit der Zihigkeit, mit den Temperatur- oder
Konzentrationsgradienten, usw. Wir wollen den totalen Spannungs-
tensor des Plasmas in der ersten Niherung entsprechend der Navier-
Stokesschen Beziehung den entsprechenden Geschwindigkeitsgradienten

proportional setzen,

ex . € (1}
T L (T gmw ) = (B + 30 ) divy 8 (s
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Hierbei bedeuten Wy~ v die Diffusionsgeschwindigkeit der i. Komponente

und a1 "die Schichtviskositit.

Unter der iiblichen Annahme, dafi die Volumenviskositit

verschwindet, ergibt sich fl‘lrr,j.l_4 ein Wert von

MA=-2/3 0 (3.3.7)
Die Zihigkeit ist in unserem Falle eine Funktion der Temperatur und
des Druckes. Eine Abhingigkeit von der elektrischen und magnetischen

Rldstirke wird fiir unsere Verhiltnisse nicht zu erwarten sein.

Wenn wir nun alle Gleichungen (3. 3. 1) addieren und unsere
obigen Festlegungen beachten, erhalten wir mit Hilfe der Gleichung

(3.2.4)

%mL— gm(%\g+gva4 Yo vxrotv)=-qradp+guE+u, (4 xH) (3. 3. 8)
Y divT

Rir die Divergenz des Tensors ¢ erhalten wir aus (3.3.6) und (3.3.7)
div T = (4 grad divv-votrotv) + vot (Vxqvadu)
+ qui(vgvadﬁ)—vd(vavnip+% divvqvad w (3.3.9)

Die Ladungsdichte Q4 und die Stromdichte 4 sind dabei in iiblicher

Weise wie folgt definiert.
QoL = icgﬂi’f;q“li (3.3.10)

1= Zgai Vi

[

2V {3.3.11)

Durch Spezialisierung auf stationiire achsenrotationssymmetrische
Anordnungen stellt sich Gleichung (3. 3. 8) unter Beriicksichtigung der
Ouasineutralitit wie folgt dar.

v-Komponente:

2 ey 2
QU _ X - -9p du L4 43 W
Qm (W S v-*w%%)' E{?r—f'fu(% —F+3 "%‘_& "+ '%75(3 3.12)

1
P2 ) e Qe (-2 Ry 22 ) D (B + B) gy (g Mo 4o He)
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¢ -Komponente:
b3 Ly .
(W B ru e 9 = (Tha W 4 - %)+ 2 (L-y)

£ 92 2% 4 my (4o My gy Ha)
z-Komponente:
2 2 Ly
Bem(w R =- 2 wu( 42y + 3 4 Dy W4 BB

(3.3.14

* U () Y (- 5% - 2 Dot 29) 4 Mai gy My -4y Ho)

3.4. Die Energiebilanz

Ganz analog zu (3. 2) und (3. 3) erhalten wir, wenn wir eine
Energiebilanz fir die i. Teilchensorte aufstellen, folgende Beziehung
%’ Qm Emy + AV (Gm Em Ve~ Vi T+ Q) =g (3.4.1)
Hierbei bedeuten E"u die totale Energie pro Masseneinheit und g; die
Energieproduktion pro Volumeneinheit der i. Komponente des Flasmas.
Die Grofle Qi setzt sich aus dem Widrmestrom Qic und dem Strahlungs-
flufl Qrad . additiv zusammen. Die totale Energie €,,; beriicksichtigt

b 2
die innere Energie Wm; , die kinetische Energie .'L;L , eventuell eine
potentielle Energie, die aber in dieser Arbeit unbeachtet bleiben soll

(3. 3.) und die Strahlungsenergie E, 4 /@m;
v
Em.'_=u~"l.:+'i“‘+ EML [3m; . (3.4.2)

Bei dem Energieproduktionsterm E; werden wir, da chemische Reak-
tionen nicht zugelassen sind, nur die ohmsche Heizung als wesentlichen

Bktor zu beriicksichtigen haben.

Die gesamte innere Energie des Plasmas setzt sich aus den
inneren Energien und der kinetischen Energie auf Grund der verschie-

denen Diffusionsgeschwindigkeiten zusammen, Man erhilt
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Uy » A ; 2
m $m%(3miu"‘i+%gmlw~)' (3.4.3)

Dabei miissen natiirlich die Ionisations- und Dissoziationsenergien
ihre Beriicksichtigung finden. Die Strahlungsenergie des Plasmas
als Ganzes ergibt sich aus der Summation der Teilkomponenten.
Evaa = T Evay; (3.4.4)
Der Gesamtwidrmestrom und Gesamtstrahlungsflu@ kénnen in folgender

Form dargestellt werden
14 "3 ex @ ® [ e « LS
Qc = ZL- ( QCL + TioWe-PiWit V8m Wi W -~ Sm; (“m;*'!i‘)wn )
(3. 4.5)

w 73
Gvul = %(dei' E,.adtwt) ;

wobei der Strahlungsdruck wieder vernachlissigt wurde. Wie wir sehen,
werden die beiden Strdome durch eine sehr komplizierte Teilchenbewegung
hervorgerufen. In erster Niherung werden wir gemé des Fourierschen
Ansatzes den Wirmestrom proportional zum Temperaturgradienten an-
nehmen kénnen. Wir setzen also
Q. =-%qvadT (3.4.6)
Die Wirmeleitfihigkeit w wird dabei natiirlich sehr stark von der
Temperatur und vom Druck abhingen. Die Abhingigkeit von den elek-
trischen Feldgroflen werden wir in unserem Falle vernachlissigen
konnen. Da wir in dieser Arbeit nur optisch diinne Bdgen betrachten,
bericksichtigen wir die Strahlung nur insoweit, als wir nur eine
spezifische Abstrahlung pro Volumeneinheit #(T, p) annehmen. Die
gesamte ohmsche Aufheizung ergibt sich aus den Maxwellschen Gleichun-
gen zu

£-%e =4E (3.4.7)

Mit diesen Vorbemerkungen erhilt die Gesamtenergiebilanz die folgende

Form, indem wir alle Gleichungen (3. 4. 1) addieren und Gleichung (3. 2. 4)
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beachten.

Gm % (Um+ %‘) s ydiv +u® - pdivv + divegradT
(3.4.8)
+3E-T
Wenn wir Gleichung (3.3 8) skalar mit v multiplizieren und den
Ausdruck vaiv?T in Gleichung (3. 4. 8) einsetzen, so vereinfacht
sich die obige Gleichung unter Beriicksichtigung der Ouasineutralitit

zu

8m :g-_t (u.,.+-%\) = %£+d_(vgs'a.eLT+g,E—,ugL v(4xH)

— (3.4.9)
+ ub-u .

Mit dem Ausdruck fiir die Enthalpie des Plasmas pro Masseneinheit

A=u + B .
™ 8 (3.4 10

und dem erweiterten ohmschen Gesetz (siehe 3. 6) reduziert sich die

Energiebilanz zu der endgiiltigen Form
(3
Dh . ; T+42 _g+u® 3.4.11
Sth-%g+duvagsvud tEours ( )

Q> heift die Dissipationsfunktion. Sie gibt im wesentlichen an, wieviel

Energie durch Reibung in Wiarme umgewandelt wird.

Wenn wir (3. 4.11) fir stationire achsenrotationssymmetri-

sche Anordnungen umschreiben, so erhalten wir

gm(ua%i-w%%):u%’%+w%’;—+%%"!%¥+%xg (3. 4. 12)

T 2 2 Py
t A (g -T o [2 (39 428 + 2 (5 - (B9

2 2
(B2 + (-9)- 2 (B v+ )]

3.5. Die Maxwellschen Gleichungen

Die Maxwellschen Gleichungen liefern uns eine Verknipfung

der makroskopischen elektrischen und magnetischen Feldstirke mit
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dem Strom, der von der Bewegung der einzelnen Flasmakomponenten
herrithrt. Die Beziehungen sind gegeben durch das Durchflutungsge- '

setz

2P
T"OtH' 34—5—{

(3.5.1)
und durch das Induktionsgesetz
YoL E =~ %—% .
(3.5.2)

Fir stationire Vorginge folgt aus (3. 5. 2) sofort die Existenz eines
elektrischen Potentials 4

E=-qradg (3.5.3)

Indem wir die Divergenz von (3 5.2) bilden, erkennen wir die Quellen-
freiheit des B Feldes
div B=0.

(3.5.4)
Der Satz von der Erhaltung der elektrischen Ladung liefert uns eine
weitere wichtige Beziehung. Um die entsprechende Bilanzgleichung zu
erhalten, multiplieren wir Gleichung (3. 2. 1) mit q;/m;- Da die Gesamt-
ladung konstant sein mu8, ergibt sich daraus durch Addition der
Gleichungen und Beriicksichtigung der Definitionen (3. 3. 10) und (3. 3. 11)

Q8 div 4=0. (3.5.5)

Bildet man von Gleichung (3. 5. 1) die Divergenz und eliminiert aus

(3. 5. 5) die Divergenz des Stromes, so folgt die Poissongleichung
divD=Qer. (3.5.6)
Betrachtet man wieder nur stationire achsenrotationssymmetrische

Anordnungen, so lauten die ausgeschriebenen Gleichungen in der gleichen

Reihenfolge wie oben

- B4

(3.5.7)

- 2% -

(3.5.7)

2z oV (3.5.8)

£ (oo, £ (3,9, 39 659

%,.c;l,cvls.)ﬂ_gz;:o

(3.5.10)
Af%(rde 9_94;._40 (3.5.11)
gd=‘;§;'r])r+§g’7—_‘ (3.5.12)

Wir sehen, dafl in diesem Falle die ¢ -Komponente der elektrischen

Rldstirke identisch verschwinden mu8.

3. 6. Die phinomenologischen Gleichungen

Wie wir aus der Thermodynamik wissen, setzt sich die
positivdefinite Entropieproduktion aus Summanden zusammen, die
aus Produkten von Fliissen und Kréften gebildet sind. Die Fliisse
und Krifte sind dabei nicht unabhingig voneinander. In der Thermo-
dynamik der irreversiblen Prozesse setzt man deshalb die Flisse
bzw. Krifte in erster Nidherung als Linearkombinationen der Kriifte
bzw. Fliisse an. Die entsprechenden Koeffizienten sind bei mikrosko-
pischer Reversibilitit durch die Onsager-Casimirschen Reziprozitits-
bedingungen verkniipft. Um also eine exakte Theorie aufstellen zu

konnen, hitten wir alle eventuell in einem Plasma vorhandenen Krifte
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und Fliisse I)ur(j('ksit'_htigen miissen. Leider werden dadurch die
Gleichingen sehr kompliziert. Wir miissen uns deshalb auf die
wichtigsten und einfluBreichsten Krifte beschrinken. Auflerdem
wollen wir die Koeffizienten als skalare Funktionen betrachten,
anstatt sie in ithrer Allgemeinheit als Tensoren zu behandeln. Aus-
wirkungen dieser Vereinfachungen haben wir schon in den Gleichungen
(3.3.6), (3.4.6) und (3. 4. 8) bericksichtigt. Weitere Vereinfachungen
wollen wir bei dem Zusammenhang zwischen elektrischer Feldstirke.
und Verschiebungsdichte bzw. zwischen magnetischer Feldstirke

und der magnetischen Induktion treffen. Wir wollen in erster Ndherung
annchmen, dafl sich die Beziehungen zwischen den Griéflen \;om

Vakunmzustand nicht wesentlich unterscheiden,

D=¢,t (3.6.1)
B H (3.6.2)

Hierbei bedeuten &, die absolute Diclektrizititskonstante ilnd Mg die
absolute } ermeabilitit. Eine weitere wichtige Beziehung miissen wir
fiir den elektrischen Strom ableiten. Wenn wir Gleichung (3. 3. 1) mit
qi/m; myultiplizierr'n und alle Gleichungen addieren, so ergibt sich eine
Nezichung fiir die zeitliche Anderung des Stromes, die abef in ihrer
Allgemeinheit viel zu kompliziert ist, um sie analysieren zu konnen.
Anstelle dieser Gleichung benutzt man deshalb eine Nidherung, die als
verallgemeinertes Ohmsches Gesetz bezeichnet wird.
'}‘—' G(E"‘)‘LQL(VXH)) + Qe Y

(3.6.3)
Hierbei bedeutet & die elektrische Leitfahigkeit, die natiirlich wiederum
als cine Funktion von Temperatur und Druck anzusehen ist. Die Ab-
hingigkeit von den clektrischen Grofen soll vernachldssigt werden.
Da @ als Skalar aufgefaft wird, wird der Hallstrom vernachldssigt.
Diec Berﬁcksichtig\mg der Quasineutralitidt, d. h. die Vernachldssigung
des Konvektionsstromes gegen den Leitungsstrom, liefert fur die Komponen-

ten von (3. 6. 3) folgende Bezichungen
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ﬂ' =g ( E, e (V He-w "9’\
= [ e why-u “2))‘
4= (Es tual (3.6.4)

4z° &(E: # e Culg-vig) .

3.7. Die Randbedingungen

Wir haben in den obigen Abschnitten Beziehungen abgeleitet,
die ein Plasma unter den angegebenen Niherungen beschreiben. Fiur

die unbekannten Gréfien

P gml-rl uv,w, Ev,E-‘, E111'14 ’f,ﬂz, H", “g, HZIDVID!_:D"-BV|B$)-BEIQ'L

sind 22 partielle Differentialgleichungen und gewshnliche Gleichungen

zu lgsen, die im allgemeinen Falle untereinander gekoppelt sind. Als
Losung ergibt sich die ungeheuere Vielfalt von allen mdoglichen Licht-
bogenanordnungen. Um diese Mannigfaltigkeit von Ldsungen auf die
verschiedenen geometrischen Konfigurationen von Lichtbsgen zu speziali-
sieren, sind Randbedingungen und Anfangsbedingungen erforderlich.

Diese sondern gleichzeitig die physikalisch sinnvollen L&sung aus,

- Als aligemeine sinnvolle Bedingung ist an alle obigen GréBen
die Forderung der Endlichkeit und Stetigkeit zu stellen. Weiter missen
die obigen Groéfien auf Grund der oben erwihnten Erhaltungssitze Be-
dingungen erfillen. Am Rand C des als ruhend betrachteten Volumens
missen némlich die Normalkomponenten des Wirmestromes, der

Geschwindigkeit, des Stromes und der magnetischen Induktion stetig

sein.
Q{“ 1V, dn Bn stetiq auf C. (3.7.1)

Wenn keine Flichenladungen vorhanden sind, mufl auch die Normalkom-

ponente von D stetig sein.

Weiter sind am Rande des Losungsgebietes die Tangential-
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komponenten der elektrischen und magnetischen Feldstirke stetig.

Ei und Hy stetiqaufC. (3.7.2)

Die Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit mufl wegen der Reibung
gleizh der Geschwindigkeit der Wand sein. Wenn diese ruht, gilt also
Vp=o0.
(3.7.3)
Weiter sind noch verschiedene Groflen, z. B. die Temperatur an der
Wand in Abhingigkeit von der Zeit anzugeben, um das Verhalten ein-
deutig zu bestimmen. Dabei miissen natirlich die Bedingungen mit den

obigen Gleichungen in Einklang stehen.

4. THEORETISCHE ERGEBNISSE UND EXFERIMENTELLE MCGLICH-
KEITEN ZUR BESTIMMUNG DER BEN(C TIGTEN MATERIALFUNK-
TIONEN MIT ANWENDUNG AUF STICKSTOFF - UND ARGONFLASMERM

Im letzten Kapitel haben wir gesel"nen, daf zu der makrosko-
pischen Beschreibung eines Flasmas neben den Grundgleichungen und
den Randbedingungen noch eine Reihe von Funktionen nétig sind, die
die Eigenschaften und die spezifischen Gegebenheiten der verschiedenen
Arbeitsstoffe bericksichtigen. Aus diesem Grunde werden diese Funk-

tionen unter dem Begriff Materialfunktionen zusammengefafit.

Genau wie bei den Grundgleichungen geht eine exakte Be-
stimmung der Materialfunktionen von den Boltzmanngleichungen aus
(siehe{3)). Jedoch ist auch hier eine explizittoder auch nur eine implizite
Lésung nur in den seltensten Fillen und mit sehr starken Ndherungs-
annahmen moglich. Eine recht gute Approximation erhilt man fir den
Fall eines sog. Lorentzgases. Bei diesem handelt es sich um ein
hypothetisches vollstindig ionisiertes Plasma, bei dem die Ionen gegen-
idber den Elektronen als ruhend angenommen werden und die Nahstofe

der Elektronen untereinander vernachldssigt werden. Fiir diesen

Fall gelingt eine explizite Berechnung von verschiedenen Material-

\
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funktionen, wenn man nur geringe Abweichungen von thermodynamischem

Gleichgewicht zuligt.

Fur andere Fille ist man z. T. auf klassische Niherungen
angewiesen, die entsprechend den Gegebenheiten im Flasma modifiziert

werden miissen.

Die Materialfunktionen sind im allgemeinen von vielen
makroskopischen Grélen abhingig. Da in unserem Falle die elektrischen
und magnetischen Feldgrofien relativ klein sind, werden wir nur die
Abhingigkeit von der Temperatur und dem Druck beachten miissen.
Ebenso kénnen wir die Funktionen als Skalare behandeln, anstatt, wie

im allgemeinen Fall, ihren Tensorcharakter beriicksichtigen zu miissen.

Der beste Weg zur Bestimmung der Materialfunktionen wird
sich wohl nur durch einen Vergleich von theoretischen und halbexperi-
mentellen Werten ergeben. Es miissen also theoretisch durchsichtige
und experimentell und geometrisch relativ einfach zu verifizierende
Versuchsanordnungen gefunden werden, die auf Grund von Messungen,
die das Plasmaverhalten nicht wesentlich stéren, eine relativ einfache
Bestimmung der Materialfunktionen aus makroskopischen Gré8en zu-
lassen. Da die Temperatur nie liber den untersuchten Bereich konstant
ist, ergeben' sich, wie wir weiter unten noch genauer sehen werden,
meist Integralgleichungen fiir die unbekannten Funktionen, die zum
Teil numerisch mit einem Digitalrechner geldost werden miissen. Um
eine moglichst gute Genauigkeit fir die gesuchten Werte zu erreichen,
sollen Experimente untersucht werden, wo die gesuchte Material-
funktion einen starken EinfluBl auf die MeSgrdfien ausibt. Im folgenden
sollen einige Wege hierzu in Verbindung mit theoretischen Uber-

legurgen angegeben werden.
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4.1. Die Dichte und die Enthalpie

In(3. 1) wurde festgestellt, dafl bei Kenntnis von zweien der
drei Zustandsgréfien p,Q,, , T die dritte eindeutig durch Gleichung
(3.1 5) bestimmt ist, wenn die dort definierte mittlere Masse m{p, T)
éls Funktion von Temperatur und Druck bekannt ist. Um sie zu be-
rechnen, missen wir gemiB ihrer Definition (3.1.6) die Fartial-
teilchendichten als Funktion der Temperatur und des Gesamtdruckes
kennen, Ebenfalls sind diese Grofien zur Bestimmung der thermo-
dynamischen Potentiale und Funktionen erforderlich. Die numerische
Berechnung dieser Werte gelingt bei Berticksichtigung der Quasi-
neutralitit des Plasmas mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes baw.
der Sahagleichung fiir die verschiedenen Reaktionen. Diese Beziehungen
werden aus der Bedingung erhalten, daf bei konstanter Temperatur
und Druck die Variation der gesamten freien Enthalpie im thermo-
dynamischen Gleichgewiéht verschwinden mufl, Bei der Berechnung
der thermodynamischen Funktionen mufl die Zustandssumme bekannt
sein, in der Translation~; Rotations~, Oszillations-, Elektronenan-

regungs- und Trennungsenergie ihre Beriicksichtigung finden miissen [19]

Numerische Ergebnisse nach dieser Methode werden in [8, 9]
angegeben. Die berechneten Dichter von Argon bzw. Stickstoff werden
in den Abb. 1 und 2 als Funktion der Temperatur bei Atmosphiren-
druck dargestellt. Die Enthalpie und die spezifische Wiarme bei kon-
stantem Druck von Stickstoff sind in Abb, 3 bei Atmosphidrendruck
als Funktion des Warmestrompotentials (s. 4.2} aufgezeichnet. Die
Extremwerte sind durch ‘die Beitrige der Dissoziation und Ionisaticn

zu erkliren.
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Abb. 1 Die Wirmeleitfihigkeit, das Warmestrompotential, die Dichte
und die Zihigkeit von Argon als Funktion der Temperatur bei
Atmosphidrendruck
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Abb. 2 Die Wirmeleitfihigkeit, das Wirmestrompotential, die Dichte
und die Zahigkeit von Stickstoff als Funktion der Temperatur
bei Atmosphirendruck
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Abb. 3 Die Enthalpie, die spezifische Wi#drme bei konstantem Druck
und das Verhiltnis von spezifischer Warme zur Wiarmeleit-
fihigkeit von Stickstoff als Funktion des Wirmestrompotentials
bei Atmosphiirendruck.

4.2 Die elektrische Leitfihigkeit, die spezifische Abstrahlung von

optisch diinnen Bogen und die Wirmeleitfihigkeit

Wie wir in Kapitel{2)gesehen haben, ist die clektrische
Leitfihigkeit wohl die charakteristischste Materialfunktion eines
Plasmas. In Erweiterung zu ihrer klassischen Definition als Pro-
portionalititsfaktor zwischen Stromdichte und elektrischer Feldstirke
wollen wir sie ﬁ.'lt" ein 1 lasma, wo diese Festlegung keine allgemeine
Giiltigkeit mchr besitzt, aus der pro Volumeneinheit zugefihrten

elektrischen Leistung 17 1 und der Stromdichte definieren.
4

< 1. 2.
P by (4.2.1)
in dem Fall, wo nur kleine elektrische Feldstirken auf dir l.adungs -
triger einwirken und wo der Einfluf der andcren Krifte zu vernach-

lissigen ist, stimmt die obige Definition mit der klassischen Uberein.
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Um eine erste Abschitzung tiber die Gréfie der elektrischen
Leitfdhigkeit zu erhalten, kann man von der Bewegung eines Ladungs-
trdgers im homogenen elektrischen Feld ausgehen. Durch Ubertragung
der entsprechenden Gréflen mit Hilfe einer Mittelung auf ein Teilchen-
ensemble, das vom thermischen Gleichgewicﬁt nicht wesentlich ab-
weicht, erhilt man folgende eleméntare Formel fir die Leitfiahigkeit

k3 . .
G-s qumi Ny (4.2.2)

™V
Hierbei bedeuten \j die mittlere freie Weglidnge und V; die mittlere
thermische Geschwindigkeit der i. Teilchensorte (siehe 4. 3.). Diese

Formel kann natiirlich nur eine erste Nidherung darstellen.

Um eine grofiere Genauigkeit zu erhalten, muf man von der
Boltzmanngleichung ausgehen. (Siehe(3)). Da die Elektronen wegen ihrer
geringen Masse den Hauptanteil zur Leitfihigkeit beisteuern, wird
im allgemeinen [76] nur der Beitrag der Elektronen bericksichtigt.
Wenn wir in einem vollstindig ionisierten Flasma ein homogénes
stationires Stromfeld in einem homogenen Medium be.trachten, so er-

hilt die Boltzmanngleichung folgende Form

eE Af [ ot
31—“: cos v —;3——13 =5

¢ at)%‘u ‘ (4.2.3)

wo J der Winkel zwischen der Geschwindigkeit v und der elektrischen
Feldstirke bedeutet. Der Stofiterm wurde von Rosenbluth, Mac
Donalt und Judd [54] untersucht. Die Ldsung der dann resultierenden

Gleichung ist sehr komplex und uniibersichtlich.

Nur im Falle eines Lorentzgases kann man explizit folgenden

Ausdruck fir die elektrische Leitfihigkeit angeben,

3,
Q@ = —2@km™ . (4. 2.4)
-...!Lk; Tr'/} m:"‘z elc: nA.

[291

i
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wo Z die Zahl der Elementarladungen der Ionen angibt und - sich
aus dem Verhiltnis der Debyelinge (siehe (2. 3. 3)} zu dem Sto8-
parameter berechnet, bei dem die Ablenkung auf der Kugeloberfliche
900 betrigt. Setzt man Zahlenwerte ein, so ergibt sich folgender

Ausdruck
4 -4 -3 T/ % A
GL/Q cm = 0,2635-40 ( /°%) Ty (4.2.5)

Wenn man die Elektronenwechselwirkung in erster Niherung beriick-
sichtigt [76] , dann ergibt sich, dafi die Leitfihigkeit proportional
zur Leitfihigkeit des Lorentzgases wird, wobei der Froportionalitits-

faktor e von der Ladung der Ionen abhingt,
G:X'Eél_, (426)

Bei dieser Ableitung wurde natirlich wieder beriicksichtigt, dafl die
aus dem Feld aufgenommene Energie klein scin soll gegen die

thermische Energie der Teilchen.

Die Berechnung der Abstrahlung gestaltet sich schwieriger,
da im allgemeinen Fall sowohl die Linienstrahlung als auch die Brems-
strahlung und Zyklotronstrahlung bericksichtigt werden missen.
Auflerdem ist zu beachten, dafi flir die Strahlung kein thermisches
Gleichgewicht bei den von uns betrachteten optisch diinnen Bégen

vorliegt,

Zur ersten groben Abschitzung der Grofle der Abstrahlung
kann man von der Voraussetzung ausgehen, daf alle Atome nur zu
einem angeregten Zustand fahig wiiren. Man erhilt dann fur die Ab-

strahlung nach [19] folgende Formel

a=A/T e-B/T. (4.2.7)

Eine bessere Niherung fir unseren Fall ergibt sich nach einer Be-

merkung von Uns8ld , in dem man sich eng an Einsteins Ableitung

der Flanckschen Strahlungsformel hilt. Nach Pelzer [47] ergibt
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sich folgender Ausdruck fiir die spezifische Abstrahlung

3 [ "n I3
QUapA287T e X . RvesixaT
(T'P) EYEY C)o Gaam: & Ne % Ztﬂ' ¥ nl." ——1.3‘_.‘:‘h (4. 2.8)

wobei die Summation iiber alle Ionensorten zu erstrecken ist.

Y4 bedeutet eine Grenzfrequenz, die aus dem Termschema so zu
bestimmen ist, daB bis zu dieser Frequenz die Terme als dichtliegend
angesehen werden kénnen. Eine gewisse Unsicherheit besteht bei der
Wahl der effektiven Kernladungszahl Zeff des j. Ions. Der genaue

Wert kann nur aus experimentellen Werten gefunden werden.

Noch weniger als die elektrische Leitfihigkeit 146t sich
die Warmeleitfihigkeit ® eines Flasmas einfach iibersehen. Die
Gesamtwirmeleitfahigkeit kann man sich nach Meix ner [46] aus

drei Anteilen additiv zusammengesetzt denken.

1. Warmeleitfihigkeit bei gehemmter Reaktion der einzelnen Komponen-
ten (Kontaktwirmeleitfihigkeit).

2. Wirmeleitfahigkeit durch Transport von Reaktionsenergie (Reaktions-
wirmeleitfihigkeit).

3. Wirmeleitfihigkeit durch Thermodiffusion und Diffusionsthermo-
effekt.

Die Wirmeleitfihigkeit bei gehemmter Reaktion entspricht dem, was

im allgemeinen in der kinetischen Gastheorie unter Wirmeleitung ver-

steht. Sie wird klassisch nach [6] fur jede Komponente des Plasmasg

gegeben durch
®ei= e hicy, . (4.2.9)

Bei der spezifischen Wirme miissen fiir ein Plasma die translatorischen
und inneren Freiheitsgrade bericksichtigt werden. Durch Summation

iber alle Komponenten erhilt man die Kontaktwirmeleitfshigkeit.

Die Reaktionswirmeleitfihigkeit ist bei Molekillgasen die

entscheidende Grofle. Hier sind vor allem der Dissoziations- und
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Ionisationsbeitrag zu nennen, deren maximale Betrige.in vers;h1edenen

Tempera-turbereichen liegen (siehe Abb. 1 und 2).

Dic Beitrige der Thermodiffusion und Diffusionsthermik
der schweren Teilchen sind verglichen mit den anderen Beitrigen
klein wie in[é]gezeigt wird, so daB man sie vernachlissigen kann. Zu
beriicksichtigen ist aber der Beitrag der Elektronen. Fiir ein Lorentz-
gas wurde der Thermodiffusionsfaktor & zum ersten Mal von Wald-
mann berechnet. Waldmann und Clusius haben dann diesen

Anteil auch erstmalig experimentell nachgewiesen. [86] .

Die obigen Ergebnisse sind natiirlich wieder nur erste
Niherungen. Die exakten Ergebnisse sind aus der Boltzmanngleichung
abzuleiten. Hierbei sind auch unter Umstédnden thermoelektrische
Effekte zu baricksichtigen. Fiir ein Lorentzgas erhiit man folgenden

expliziten Ausdruck fiir die Wirmeleitfihigkeit

__._K_(ﬂ.si—.. (4. 2. 10)

i
= 20 (ayn)
tl. (’) m;,‘e.‘zan-

oder wenn man die Zahlenwerte einsetzt

T

e (4.2.11)

Tl " -4
W[ ergned ok fenmi’ = 4,80 40
Die Berticksichtigung der Elektronenwechselwirkung liefert nach
Spitzer und Hirm [75] wie bei der elektrischen Leitfihigkeit einen

Proportionalitidtsfaktor 3. , der von der Ladung der Ionen abhingt.

X = e, . (4.2.12)

Nachdem wir nun auf einige theoretische Moglichkeiten zur
Bestimmung der elektrischen Leitfihigkeit, der spezifischen Abstrah-
lung und der Wirmeleitfzhigkeit eingegangen sind, wollen wir auf eine.
halbexperimentelle Methode zur Berechnung dieser Funktionen hinwei-

sen, nach der auch die spiter bendtigten Materialfunktionen fiir ein

Stickstoff- und Argonplasma bestimmt wurden.
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Man betrachtet dazu einen wandstabilisierten zylindersymme-
trischen Lichtbogen ohne Konvektion, der am besten in einem Kaskaden-
bogen realisiert werden kann {6, 39] . Die Grundgleichungen reduzieren
sich fiir diesen Fall wie in[S]gezeigt wird, auf die Energiebilanz die
Stromtransportgleichung und die Formel fir die pro Lingeneinheit
abgestrahlte Energie. Wenn wir von der magnetischen Kompression
absehen (siehe (5.2.3)), so kénnen wir den Druck im Bogen als
konstant ansehen. In diesem Fall wird das elektrische und thermische
Verhalten eindeutig durch die oben erwihnten Gleichungen und drei
Randbedingungen fiir die Temperatur beschrieben. Umgékehrt mufl
es dann moglich sein, aus geeigneten experimentellen Informationen
die drei Materialfunktionen elektrische Leitfshigkeit, spezifische
Abstrahlung und Warmeleitfihigkeit, die dieses Verhalten bestimmen,
als Funktion der Temperatur bei konstantem Druck zu berechnen. Zur
Information diirfen dabei nur solche GréBen bericksichtigt werden, bei
deren Messung der Bogen nicht gestért wird. Solche Mefigré8en sind
die Feldstirke, der Strom, die gesamte abgestrahlte Leistung und die

Temperatur.

Es wurden nun verschiedene Methoden von Maecker [39, 40]
und unserer Gruppe [ 65, 66, 68, 69, 70, 85] entwickélt, das oben ;
dargelegte Verfahren praktisch durchzufithren. Selbstverstsindlich wer-
den natiirlich der mathematische Aufwand und die numerischen Rechnun-
gen um so aufwendiger, je genauer man innerhalb der Mefgenauigkeit
die experimentellen Gréfien der Materialfunktionen berechnen will. In
Abbildungen 4 und 5 sind die nach [70, 85] berechnete Leitfshigkeit
und spezifische Abstrahlung fir Argon und Stickstoff bei Atmosphiren-

druck iiber dem Wirmestrompotential (siehe 5.1) aufgetragen.
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Abb. 4 Die elektrische Leitfahigkeit und die spezifische Abstrahlung
g i i t otentials bei Atmos- . .
vorj Argon a}ls Funktion c.ie's Wirmestromp Abb. b Die Ableitungen der elektrischen Leitfahigkeit und der
pharendruck spezifischen Abstrahlung von Stickstoff als Funktion des
Wirmestrompotentials bei Atmosphidrendruck

Die Ableitungen dieser Funktionen nach dem Wirmestrom-

potential fiir Stickstoff sind in Abb. 6 dargestellt. Diese Funktionen

1oz / 1 I werden fiir die spiteren Rechnungen (siehe(7))benstigt. Sie wurden

2 UE ae durch graphische Differentiation mit Hilfe eines Derivimeters aus den
Ll ng’_lvéd;{"c'ﬁ'] ou . Funktionen in Abb. 5 gewonnen. Zur Uberprifung der Genauigkeit
Af== 8 wurden diese Wert mit einem Polarplanimeter integriert und mit

20} / 0 den exakten Daten verglichen.

16 / Man erkennt, dafl die Leitfdhigkeit beider Gase fir icleine

2 / ( Temperaturen in Form eines Potentzgesetzes geschrieben werden

8 / - kann
A ]

n
J [&]—s | G = A(S/s.) 0¢G5S . ' (4.2.713)
- }

] 100 200 300 400

Aus der doppeltlogarithmischen Darstellung ergeben sich folgende

Abb. 5 Die elektrische Leitfihigkeit und die spezifische Abstrahlung Zahlenwerte fiir den Exponenten und die anderen Groéflen
von Stickstoff als Funktion des Wirmestrompotentials bei
Atmosphirendruck

-1 - -1 -1
Argon:n= 1,7 A=1§ cm l,S =1 Wem ,Sc'.‘.:3\.‘\(<:ml

) 521 -1 -1 -1
Stickstoff: n = 2,6; A =6,6 10 27" cm ,So=1Wcm ,Sc=60Wcm
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Fir grogere §-Werte steigen beide Funktionen mit einer Potenz

n=3/7an . Der Grund hierfir soll in (5. 5. 2) angegeben werden.

Die spezifischen Abstrahlungen besitzen beide ein Maximum
{ Gy =6,2 KW/cm® bei Argon; Wy =3 kW/cm? bei Stickstoff) ,

deren Hohe sich ungefidhr um den Faktor 2 unterscheidet.

-1
Die Lage des Maximums (Argon:S = 300 Wcm ,
Stickstoff: S = 600 W em l) wird in erster Linie vom Extremwert
der lonenzahi begtimmt, wie die Formel von Pelzer zeigt (siche

(4. 2. 8)).

Da Temperaturmessungen fiir Stickstoffbogen vorliegen
[40] , wurde die Wirmeleitfdhigkeit fur diesen Arbeitsstoff nach der
oben erwihnten halbexperimentellen Methode bestimmt. Die Funktion
ist in Abb. 2 in Abhingigkeit von der Temperatur bei Atmosphirendruck
aufgezeichnet. Fir ein Argonplasma waren wir auf theoretische Werte
von Cann [10] angewiesen, die in Abb. 1 dargestellt sind. Gleich-
zeitig sind in diesen Abbildungen die entsprechenden Wiérmestrom-
potentialfunktionen S(T) zu sehen, die durch Integration der Wiarme-
leitfahigkeit liber die Temperatur erhalten wurden

T

S(1): éx.(_r,p.)d.T. ' (4.2.14)

Diese Funktionen erweisen sich bei der Berechnung von Lichtbsgen

als sehr praktisch (siehel(5)und(7)).

Beim Vérgleich der beiden Warmeleitfihigkeiten fillt sofort
auf, daB bei Stickstoff im Gegensatz zu Argon zwei Maximalwerte - bei
ungefiahrt 7 000° K und bei 14 500 ° K vorliegen (fir Argon bei
14 500°K).

Das ist darauf zuriickzufihren, da Argon als Edelgas bei
kleinen Temperaturen in atomarer, Stickstoff dagegen in molekularer
Form vorliegt. Der erste Berg in der Wirmeleitfidhigkeit von Stick-
stoff mit seinem Maximum bei ungefdhr 7 000°K i‘st also auf den

Transport von Dissoziationsenergie zuriickzufithren. Die Extremwerte
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. o
bei 14 500 K werden dann folgerichtig durch den Transport von
Ionisationsenergie verursacht. In{5)werden wir sehen, daf dieses
differenzierte Verhalten in erster Linie die Unterséhiéde zwischen

Bbgen mit Molekiil- und atomaren Gasen bewirkt.

4.3. Die Zihigkeit

Fir Stromungsvorginge in Rohren ist dje Zihigkeit eine

charakteristische Materialfunktion.

Als erste und einfachste Niherung fir diese Grofe erhalten
wir aus der kinetischen Gastheorie fiir ein Gasgemisch, das aus

n-Komponenten besteht, nach [l] folgenden Ausdruck
=% L qam V N\
M i‘_-s eV M {¢.3. 1)

Die Vmittlere thermische Geschwindigkeit ¥, wird dabei durch folgende
bekannte Beziehung gegeben.

v - (GKT 4/2 ) .
4 Tm, ; (4.3.2)

Kir den Kehrwgrt der mittleren freien Wegldnge der i. Teilchensorte

gilt folgende Abhingigkeit

4o .
M‘%("'%Ptﬂnuai.uh(-,ﬂﬂi. S (403.3)

Dabei bedeutet Qi« der Wirkungsquerschnitt der i. gegen die k.
Teilchensorte. Der Faktor (1-1/2 Piw ) berﬁcksichtiét die Persistenz

- - 0
Pix= Me-ozm:

- (4.3.4)

Fir ein Lorentzgas wurde die Zdhigkeit von B raginskii [76]
berechnet. Ohne Berl‘icksi‘chtigung eines Magnetfeldeinflusses ergibt

sich folgende Formel
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41, L1FY
oM0c My T (&T)

M= Z9e* tn i (4.3.5)

Dabei wurde vorausgesetzt, da8 in erster Linie die Ionen zur Zihigkeit
beitragen.

Die allgemeine Formel fir die Z&higkeit [10, 25] 148t sich durch Deter-
minanten darstellen. Die Werte dieser Determinanten werden im
starken MaBe von der Genauigkeit der Stofparameter bestimmt. Da
genaue MefBwerte iiber diese Parameter nicht vorliegen, werden in

[l 0] zur Berechnung der Zihigkeit eines Argonplasmas nur die Haupt-
diagonalelemente vder Determinanten beriicksichtigt. Eine Abschitzung
des Fehlers zeigt, daB die Abweichungen von der Grﬁﬂenordnung(m.lm,)"’
sind, also im Rahmen unserer Genauigkeit zu vernachlidssigen sind.
Die Zihigkeit ist in Abb. 1 als Funktion der Temperatur bei Atmos-
phirendruck dargestellt. Das Absinken der Zihigkeit oberhalb von

10 OOOOK ist auf die Tatsache zuriickzufithren, dafl die Zdhigkeit ober-
halb dieser Temperatur in immer stirkerem Maf von den Ionen anstatt
von den Atomen hervorgerufen wird, deren Beitrag kleiner als der der
Atome ist (siche (4. 3.4)). Die Zihigkeit von Stickstoff ist in Abb. 2

als Funktion der Temperatur bei Atmosphéirendruck aufgezeichnet.

Sie wurde aus der klassischen Formel (4. 3. 1) berechnet. Die Partial-
teilchendichten werden von [8] ibernommen. Fir die Wirkungsquer-

schnitte werden folgende Werte gewdhit

Ryt = 4440 ot

ey 11 (8.36)

aw‘l: g1 macy [}

4t
Qy, v = 4,08 Qu y, Mach [34] Qye= 510 om® nachLud)
i * )

G, N*= 4,52-10 Momt nach Ly,34] & iyt = Qee nacy 119}
At 2 _ el T
the* 53410 om mach 34,40} Q»ve-mfm(%—“—:@ nach
Lte,37]

Qyn = 0,84¢ Qy y mach [34] Qee ™ uent nacy il |
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Der Abfall von L bei rund 7 OOOOK ist entsprechend wie oben durch

die Abnahme der Molekilldichte oberhalb dieser Temperatur zu er-
kldren. Oberhalb von 15 OOOOK mufl die Zihigkeit auf Grund von
Gleichung (4. 3. 4) natiirlich wieder schnell grofer werden, Die Zihig-
keiten gehen fir kleine Temperaturen (! OOOOK) stetig in die klassischen
[15] iber. Die Zihigkeit von Argon ist wegen der gréferen Atommasse
rund 2 mal so grof wie die von Stickstoff. Zur halbexperimentellen
Bestimmung der Zihigkeit miissen Experimente gewihlt werden, wo
die Reibungskrifte, wie oben schon erwihnt, wesentlich das sich
einstellende Strémungsbild bestimmen. Ein Fall, wo dieser Einflu§
gegeben ist, kann nach[1]in einem Hochstromkohlebogen realisiert
werden. Das Eigenmagnetfeld des Bogenstromes erzeugt hier im Gebiet
des Kathodenbrennfleckes eine axial zur Anode gerichtete stationire
Flasmastrémung hoher Geschwindigkeit, die auf Grund der Reibung

mit wa;:hsendem Abstand von der Kathode breiter und kleiner wird.

Mit Hilfe von spektroskopischen Messungen konnte das Temperatur-
feld dieses Bogens bestimmt werden. Ebenfalls wurden Wege gefunden,
das Geschwindigkeitsfeld im Bogen zu messen. Diese Daten und die

aus der Sahagleichung (siehe 4.1) als Funktion der Temperatur be-
rechnete Dichte geniigen unter gewissen Niherungen, die Zihigkeit

als Funktion der Temperatur zu bestimmen. Dazu sind aus dem ge-
messenen Geschwindigkeitsfeld die Geschwindigkeitsgradienten zu

berechnen. Die erhaltenen Werte zeigen den schon diskutierten Verlauf.

Die Nachteile dieser Methode liegen auf der Hand. Einmal
miissen mit groflem experimentellem Aufwand und durd langwierige
Messungen das Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld des Bogens
bestimmt werden. Zum anderen miissen aus dem gemessenen Ge-
schwindigkeitsfeld durch graphische Differentiation die Geschwindigkeits-
gradienten bestimmt werden, wodurch die Genauigkeit der Methode
stark reduziert wird. Auflerdem treten von der Kathode her unter Um-
stinden Verunreinigungen in das zu untersuchende Gas ein, die nicht

mehr vernachlissigbar sind.

Diese Schwierigkeiten kénnen umgangen werden, indem ein

wandstabilisierter zylindersymmetrischer Bogen mit Hagen-Poissuilie
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Stromung (siehe(6)) als Untersuchungsobyekt herangezogen wird.
Dieser Bogentyp kann relativ einfach realisiert werden [18] . Wie
wir in{6)sehen werden, hingen in diesem Falle die Temperaturver-
teilung und die elektrischen Gréfen in erster Ndherung nicht von den
dynamischen Grofien ab. Aufierdem sind diese Groflen sehr gut aus
dem Verhalten von Bbgen ohne Konvektion bekannt (siehe(5)). Wir
benstigen also nur eine charakteristische Gleichung zur Bestimmung
der Zihigkeit. Wenn die Dichte wieder von der Sahagleichung tber-
nommen werden kann, so bietet sich hierfiir die Gleichung {fiir den
gesamten Massenfluf an, die sich nach (6. 2) in folgender Form

als Funktion des Bogenstromes darstellen laft

4
Qm=an’§wots\8m,<3\%d€- (4.3.7)

Durch Einsetzen der Geschwindigkeit nach{6. 2) erhalten wir folgende

Integralgleichung 1. Art fir die Zahigkeit

4 g 8
._!5__.)_?’_ R“(:cx) =) ;f{s"slm E 8m(s.cx, 1)) Lt dg. (4.3.8)
Zur Losung dieser Gleichung miissen die Durchflufimenge Qm als
Funktion des Bogenstromes, der Druckgradient a in Achsenrichtung

[18] und der Radius des Rohres R bekannt sein. Da die Temperatur-
verteilung und die Dichte ebenfalls bestimmt sind, kann aus Gleichung

(4. 3.7) die Zadhigkeit als Funktion der Temperatur oder des Warme-
strompotentials eindeutig bestimmt werden. Zur numerischen Berechnung

kann eine Methode Verwendung finden, die analog zu dem Verfahren

in [70, 85] vorgeht.
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5. DER WANDSTABILISIERTE ZYLINDERSYMMETRISCHE LICHT-
BOGEN OHNE KONVEKTION

Nachdem wir nun die Gleichungen einschliefilich der Rand-
bedingungen und der Materialfunktionen vorliegen haben, dic das
allgemeine Verhalten von Lichtbégen unter gewissen Néherungsannahmen
beschreiben, wollen wir uns speziellen Geometrien und Bogenformen
zuwenden und ihre spezifischen Eigenschaften und physikalischen
Gegebenheiten untersuchen. Der theoretisch einfachste Fall liegt
beim wandstabilisierten zylindersymmetrischen Lichtbogen ohne
Konvektion vor. Am einfachsten ld8t sich dieser Bogentyp in dem von
Maecker und Mitarbeitern [39] entwickelten Kaskadenbogen realisieren,
wobei eine Stromung im Bogen durch eine geeignete Annordnung ver-
hindert werden kann. Dieser Bogentyp 146t bei einfacher Geometrie
eine rélativ grofle Variation des Parameterbereiches zu, so daf er
als Testobjekt fir plasmadiagnostische Methoden von grofler Bedeu-~
tung ist, Ebenfalls ist er zum Studium von stationdren Flasmabedingun-

gen von grofer Wichtigkeit.

5.1 Die Grundgleichungen und ihre verschiedenen Loésungsmethoden

Der wandstabilisiertc zylindersymmetrische Lichtbogen
ohne Konvektion zeichnet sich vor anderen Bogen dadurch aus, daf,
wie schon der Name sagt, strenge Zylindersymmetrie vorliegt, das
heift alle Groflen sind bis auf das elektrische Potential eine Funktion

des Radius allein. AuBlerdem verschwinden alle Geschwindigkeits-

‘komponenten. Fiir diesen Fall reduzieren sich die Grundgleichungen

(siehe(3))auf folgende Form, wenn wir anstelle vonveine auf den

Rohrradius R normierte Variable Q = ¥/R einfilhren.

Zustandsgleichung: Pa(3) = K Qmo e To(3) (5.1.1)
M Pate), Toter)
Navier-Stokessche GI.

¥ -Komponente: s~ ig;_g‘i‘ - Rpg e () Hy, (s (5.1.2)
e

Energiebilanz: 4 sk *® (T, RTL) dTocs) 4 (2 5.1.3

g 3 %53 (Tay, Pota)) ey +R(GCT.,@,9,®‘, ( )

- G (T, pnup))
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Durchflutungsgesetaz: -g- .i_ g Hy,tsy = R %te(@ (5.1.4)
z-Komponente L1
Induktionsgesetz? Ez=E,= const. (5. 1.5)
- t

¢-Komponente $, = - E,z

i i : 5.1. 6
Poissongleichung: QeL= O ( )
Verallgem. Ohmsches Gesetz: (5.1.7)
z-Komponente oY " Eo2 (T, poco) -

Auf Grund der Endlichkeitsbedingung fir physikalische GroBen 3. 7) sind
folgende Bedingungen an die Temperatur und an das Eigenmagnetfeld

zu stellen.

i
To = Hyotar=0. {5.1.8)

Auflerdem sind die Werte der Temperatur und des Druckes an der

Wand vorzugeben
Pol)= Po i To( =Ty . (5.1.9)

Zur eindeutigen Festlegung der Feldstirke Eo muil die Temperatur in

der Achse bekannt sein.

T, wv=T, (5. 1. 10)

Natiirlich kann auch anstelle von TA der Bogenstrom (siehe (5 2.2.5))
vorgegeben sein, da, wie wir noch sehen werden, eine eindeutige

Abhdngigkeit zwischen diesen Farametern besteht.

Zur Berechnung der Temperaturverteilung und der Charakteri-
stik muB man von der lokalen Energiebilanz (5. 1. 3) ausgehen, die in
diesem speziellen Fall mit Elenbaas-Hellersche Differentialgleichung
[16, 17, 24] bezeichnet wird. Mathematisch handelt es sich dabei

fir die Temperatur um eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter
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Ordnung, wenn man annimmt, dafl der Druck als eine in erster

Néherung konstante Grofe (siehe (5. 2. 3)) nur als Farameter der

Materialfunktionen in die Gleichung eingeht. Die Materialfunktionen

elektrische Leitfdhigkeit, Wadrmeleitfahigkeit und spesifische Abstrah-

lung werden dabei als Funktion der Temperatur als bekannt voraus-

gesetzt.

Der allgemeinen L.6sung des Problems stehen drei Schwierigkeiten

entgegen:

1. Die Nichtlinearitdt der Differentialgleichung

2, Die Bestimmung der elektrischen Feldstirke im Bogen aus den
Randbedingungen fiir die Temperatur.

3. Die ungenaue Kenntnis der benstigten Materialfunktionen,

Um einen nichtlinearen Term in der Differentialgleichung zu
eliminieren, flihrt man meist an Stelle der Temperatur das Warme-

strompotential ein {581 .

Nach dieser Einfiihrung kann man, wie es von mehreren
Autoren[23, 38, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 84] unternommen wurde,
die erste Schwierigkeit dadurch beheben, dafi man den nichtlinearen

Term der Gleichung durch zwei oder mehr Geraden approximiert.

Man gelangt auf diese Weise zu den verschiedenen Bogen-
modellen, wie dem Kanalmodell, dem FParabel-, dem Bessel- oder
dem Zweikanalmodell. Aus der Methode, die im folgenden zur Be-
rechnung herangezogen, wird, kann man eine allgemeine Modelltheorie
entwickeln, wobei jedoch mit wachsender Kompliziertheit [84] der
approximierenden Funktion der analytische Ausdruck fir die Ldsung

entsprechend kompliziert wird.

Die Behebung der zweiten Schwierigkeit, nimlich die Be-
stimmung der elektrischen Feldstirke aus den Randbedingungen, ver-
einfacht sich ganz erheblich, wenn man Bégen ohne nennenswerte
Abstrahlung untersucht. In diesem Falle kann man nimlich durch
eine geeignete Transformation die Feldstidrke in die unabhingige
Variable hineinziehen. Auf diese Weise 1463t sich bei verschiedenen

Modellen die Feldstirke aus den Randbedingungen und den Kanalradien
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bestimmen. Beim Kanalmodell mufl neben der Energiebilanz zur
Berechnung der Feldstirke eine weitere Bedingung hinzugenommen
werden, nimlich das Steenbecksche Minimumprinzip [13], das

nach Feters [48, 49]als Frinzip der minimalen Entropieproduktién
aber schon in der Energiebilanz enthalten ist. Die Berechnung der
Rl;istéirke wird schwierig, wenn man die abgestrahlte Energie des
Bogens nicht mehr gegen die elektrisch zugefilhrte Energie ver-
nachlissigen kann. In diesem Fall ist man neben einer recht kom-
plizierten Methode [29, 30] auf das Verfahren angewiesen, das weiter
unten besprochen wird. Die Schwierigkeit der ungenauen Kenntnis
der benbtigten Materialfunktionen versuchte man am Anfang dadurch
zu lésen [20, 29, 30, 57, 88], daB man fur die Warmeleitfdhigkeit
einen konstanten oder mit einer Potenz der Temperatur ansteigenden
Verlauf und fiir die anderen Materialfunktionen theoretisch ermittelte
Werte annahm. Wie Vergleiche mit dem Experiment zeigten, konnte
mit diesen Funktionen nur eine qualitative Beschreibung des Bogen-
verhaltens erzielt werden. Die nach den neuesten Ergebnissen be-
rechneten Funktionen (siehe(4))lassen dagegen im Rahmen der

Niherung eine quantitative Beschreibung zu.

5.2. Das allgemeine Verhalten eines solchen Bogentyps fiir atomare

(z. B. Argon) und molekulare (z. B. Stickstoff) Fillgase

Nachdem wir die Grundgleichungen dargelegt und einen
Uberblick iiber analytische Nidherungsldosungen fir die Temperatur-
verteilung und das elektrische Verhalten gegeben haben, wollen wir
im folgenden die allgemeinen Eigenschaften eines solchen Bogens
im einzelnen untersuchen. Dazu werden wir zwei verschiedene
Fillgase betrachten - Argon und Stickstoff - da das Verhalten des
Bogens wesentlich davon bestimmt wird, ob das Gas in atomarer
oder molekularer Form bei den zu untersuchenden Temperaturen

vorliegt.
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5.2.1. Die Berechnung der thermischen Eigenschaften.

Das thermische Verhalten des Bogens wird in erster
Linie durch die Energiebilanz bestimmt. Indem wir (5.1.7) in (5.1, 3)

einsetzen, erhilt diese Bilanz folgende Form
1 2 —
- 45 ﬂ-égu(n, Pe) {jaT,, @3 RTTw) = R(E (T, p0) E‘,(R,TA:I'W)-IL(To,p,))(S. 2.11)

Hierbei ist sofort angegeben, daB die Temperaturverteilung von den

drei Parametern R, TA' T, abhingt. Da der magnetische Druck in

radialer Richtung klein ist xiehe (5. 2.3)), kann der Druck im Bogen
in erster Ndherung als konstant angesetzt werden. Er liefert also
lediglich einen weiteren Parameter der Lésung. AuSerdem kénnen
‘wir in diesem Fall dem Wérmestrom ein Potential S gemi8 folgender
Beziehung zuordnen. -
grad & = ® (T, p)qradT odev G= ‘S’ R(T,pa) dT.

(5.2.1.2)
Da die Warmeleitfahigkeit positivist, ergibt sich eine eindeutige
Zuordnung von S und T.
Mit dieser neuen Verinderlichen und den neuen Randbedingungen, die
aus (5.1.8), (5.1.9) und (5. 1. 10) folgen S(o) = 5, S(0) = 0,5 (1) = Sw
(5.2.13)

nimmt die Energiebilanz (5. 2. 1. 1) folgende Form an ‘

2
'% ﬂLg;% 3‘5 90.(8; R/5a,5w, po) = Ri(2 CSe, P Ea (R 6a 8w, poy = T CSo,p) - (5.2.1.4)

Zur Auflésung dieser Gleichung und zur Berechnung der Feldstirke
formen wir die Differentialgleichung in eine Integralgleichung um. Dazu
integrieren wir (5.2.1.4) zweimal von Null bis @ und beachten dabei
[59, 671 die beiden ersten Randbedingungen (5.2. 1. 3). Wir erhalten

auf diese Weise
¢
Sp-Seter= R S 4 § Ta(sem Eam T (s,coV) U do dt
A" () 2t ) Eo~ W (Soem) judo ' (5.2.1.5)

Im Gegensatz zu friheren Arbeiten [45, 55] kann dieses Doppelintegral

auf eine einfache Integration zuriick gefithrt werden, indem man die
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Integration vertauscht
S
Sp-Secr= R? % L2305 Eo- T (SetoVl 021 du. (5.2.1.6)

Wenn wir jetzt die dritte Randbedingung (5. 2. 1. 3) beachten, kénnen

wir die Feldstirke EO eliminieren. Man erhilt

i
Swig $TCscqiRn 5w P-'l‘ids] D G2

E -4 [ Sa:
(R Sa5w,p0) = % §acsce; R 5w pN gAY dg

Mit Hilfe dieser Umformung ist es also gelungen, die elektrische
Feldstirke explizit aus der Wiarmestrompotentialverteilung und den

Materialfunktionen in Abhiingigkeit von den Parametern zu bestimmen.

Um die Wirmestrompotentialverteilung und daraus die Tem-
peraturverteilung im Bogen zu erhalten, brauchen wir nur den Aus-

druck filr die Feldstirke (5. 2. 1. 7) in die Integralgleichung (5. 2. 1. 6)

einzusetzen:
Sa) _ . 2 e §ZDQM do Ien Ims d
-—3-4-(4 %+g{uvhﬁdv)m + Aiuu o (5.2.1.8)

Diese Gleichung stellt eine nichtlineare Integralgleichung dar. Durch
Vorgabe der unabhidngigen Farameter R, SA’ Sw und po’ist die Ldsung
eindeutig festgelegt. Aus der bekannten Abhdngigkeit So (g) konnen

alle anderen Groéfien bestimmt werden. Da die benotigten Material-
funktionen meist graphisch gegeben sind, kommen zur Lgsung graphische

[84] oder numerische Verfahren in Betracht.

Eine Methode, die sich bei der numerischen Rechnung be-
wihrt hat, be;uht auf einem Iterationsverfahren, das ganz analog zum
Picardschen Verfahren [31] zur Lésung von Differentialgleichungen
erster Ordnung durchgefithrt wird, nimlich das Verfahren der suk-
zessiven Approximation. Wir wihlen dazu eine beliebigé stetige

Funktion Soo(g) - in unserem Fall erwies sich am geeignetsten

S:L'n= Sa +s“(sw-s.) , W24 beliebigq fest (5.2.1.9)
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(fir die Potenz vong wurde eine gerade Zahl gewihlt, da die
Funktion SO(S\ , wie man aus (5.2.1.4) ersehen kann, nur von g‘
abhingt) - und berechnen damit die rechte Seite von Gleichung
(5.2.1.8). Wir erhalten darauf auf der linken Seite ein S 1(3)

Mit dieser Funktion S (5) wiederholen wir das Verfahren und
kommen zu einem So (g) . Nach n Schritten dieser Art erhilt man
schliefilich ein Son(g) . Man kann ganz analog zum Bewels des
Satzes von Ficard zeigen, daf Sorzg\ eine stetige Funktion dar-
stellt, die die Randbedingungen (5. 2. 1. 3} erfiillt und sehr schnell
gleichmifig gegen die Loésung von (5.2.1.8) kon\r‘créiert, wenn die
Kinktionen @¢$) und &(s) stetig sind, im betrachteten Intervall cine
Lippschitz-Bedingung erfiillen und iiberall posivtiv sind. Diese Be-
dingungen erfiillen aber die Leitfidhigkeit und die spezifische Ab-
strahlung, so dafl die L&sung auf diesem Wege erhalten werden

kann.

Die numerischen Rechnungen wurden mit Hilfe des Digital-
rechners Siemens 2002 durchgefiilhrt. Das Programm wurde so
angelegt, da man nach Eingabe der Materialfunktionen mit einer
Stutzstellenzahl von maximal 100 Werten nur noch jeweils die
Parameter R, SA und SW einzufithren brauchte. Die Maschine
rechnete dann solange, bis der relative Fehler von Songjlalso
j 5‘:'(0_5:"(9/5:(‘)\ , kleiner als eine vorzugebende Fehlerschranke
von 0,5 % ausfiel. Daraufhin wurden sidmtliche interessicrenden
Groflen berechnet und ausgedruckt. Die Rechnungen fiir die spiiter
dargestellten Parameterwerte zeigten, daf fir dieoben angegebene
Fehlerschranke vier bis sieben Approximationsschritte notig waren.

Dazu war eine Zeit von 5 bis 10 Minuten erfcrderlich.

Bevor wir nun eine Diskussion der numerischen Ergebnisse
vornehmen und einige analytische Abhingigkeiten der Grélien von den
Farametern ableiten, wollen wir zuerst den Parameterbereich fest -
legen,in dem diese Untersuchungen stattfinden sollen. Dieser Bereich
wird durch die Voraussetzungen eingeschrinkt, die wir bei der Ab-

leitung der beschreibenden Gleichungen gemacht haben.
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Der Temperatur- und Druckbereich wird durch die Kenntnis der
Materialfunktionen eingeschrinkt (po =1atm, Ts 15 000° K far
Stickstoff, T &' 20 000° K fir Argon). Als Wandtemperatur wird im
allgemeinen 500° K angenommen. Die obere Grenze wird durch die
Bedingung gegeben, daB die Wand bei dieser Tempe ratur nicht ver-
dampfen und so das Fiillgas des Bogens nicht beeinflussen soll. Als
maximaler Wert wurden 3 000°K gewihlt. Der Variationsbereich des
Rohrradius wird nach oben durch die Voraussetzung eingeschrinkt,
daB der Bogen optisch diinn sein soll, wihrend die untere Grenze an
die Bedingung gekniipft ist, daf die mittlere freie Weglinge der
einzelnen Teilchen und die Debyelidnge klein sein miissen gegen den
Durchmesser des Entladungsrohres. Auflerdem kann die Feldstirke
fir kleine Radien so grofl werden, dafl das Ohmsche Gesetz in der
Form (5. 1. 7) und die Voraussetzung des thermischen Gleichge-
wichts in Frage gestellt werden. Wir wihlten fiir den Radius ein

Intervall zwischen 0,5 mm und 2,5 cm.

Nachdem wir nun den Parameterbereich festgelegt haben,
wollen wir zuerst die Abhidngigkeit der Wirmestrompotential- und
der Temperaturverteilung vom Radius des Entladungsrohres unter-
suchen. Wie aus Gleichung (5. 2. 1. 8) zu ersehen ist, hingt die S-
bzw, T-Verteilung nur vom Quadrat des Radius ab. Dies hat zur Folge,
dafl erst oberhalb eines bestimmten Radius Ro die Abhingigkeit von
R stark ins Gewicht fillt. Unterhalb dieses Radius brennen alle
Bogen also in Bezug auf ihre S-bzw. T-Verteilung dhnlich, wenn die
Achsen- und Wandtemperatur gleich sind

So = So (5;SA, Sw) firR ¢ Ro (TA, Tw) (5.2.1.11)
Diesen Sachverhalt erkennt man deutlich aus den numerischen Er-

gebnissen in den Abb. 7, 8, 9, 10.
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Hier werden die So(_g\-bzw. To“) -Verteilungen filr ein konstantes
1

S, und S, (S, =70 W em™! baw. T, = 13900°K, Sy = 0.05 W cm”
baw. T, = 500 oKlﬁir Argon; 5, = 252 W cm”! baw. T, = 13 000°K
Sw = 0,105 Wem  bzw. T = SOOOK fiur Stickstoff) fiir verschiedene
Radien {(Argon R = 0, 0625 cm; 0, 25 cm; 1 cm; 1, 2 cm; Stickstoff

R =0,0625 cm; 0,25 cm, | ecm, 2 cm) graphisch dargestellt, Das
Ahnlichkeitsverhalten ist fiir Stickstoff bis zu einem gréferen Radius
(Ro".:, 0, 3 cm) erfiillt als fiir Argon (Ro‘:é 0,1 c¢m), da die Abstrahlung
hier kleiner ist. Fir groflere Radien bliht sich der Bogen immer
weiter auf. Dies ist auf die Tatsache zurtickzufihren, dafl die Ab-
strahlung im Gegensatz zum Flichenprozell des Stromes ein Volumen-
prozef darstellt, dessen Einfluf mit wachsendem Radius immer grofer
wird., Wirden wir den Grenziibergang R-»%¢ durchfilhren - das

liefert natirlich in unserem Fall auf Grund der Voraussetzung nur
qualitative Ergebnisse - s0 sehen wir,indem wir Gleichung (5. 2. 1. 8)
durch RZ dividieren, daf die SO(g\ - bzw. die To(g) -Verteilung

immer mehr gegen die Funktion

Selg)= 5a bzw. Totg)=T, . {5.2.1.11)

streben. Dabei miissen natiirlich die Randbedingungen erhalten bleiben.
Im Sinne eines Gleichgewichtszustandes 148t sich dieses Verhalten auch
anschaulich leicht erkliren. Wie wir aus diesen Uberlegungen sehen,
kénnen die Temperatur~- und die Wiarmestrompotentialverteilung in
Abhingigkeit von R nur ein ganz bestimmtes Gebiet der (5,@ )~ bzw.

(T, Q )-Ebene iiberstreichen.

. Ganz anders verhalten sich die beiden Funktionen im Hin -
blick auf ihre Abhingigkeit von SA und TA.
In den Abb. 11 und 12 sind die Warmestrompotential- bzw. in 13 und 14
die Temperaturverteilungen fiir Argon und Stickstoff (R = 0, 25 cm,

T, = 500 OK) fiir verschiedene Werte von SA bzw. T, dargestellt.

w A
Wihrend die S¢g) -Verteilungen fiir beide Gase prinzipiell den
gleichen Verlauf aufweisen, wird bei den Temperaturverteilungen

der wesentliche Unterschied zwischen Boégen mit atomaren und
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Abb. 11 Die Wirmestrompotential-
verteilung im Argonbogen (R =

0,25 cm, Ty, = 500°K)
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Molektigasen deutlich sichtbar. Bei einer gewissen Grofe der Achsen-
temperatur kommt es bei Molekiilgasen zur Ausbildung eines heifien:
Bogenkerns, widhrend fur atomare Gase mehr ein Verha.lten wie bei
einem erhitzten Metallstab vorliegt, wo die Te;xxperaturverteiiung

in erster Niherung einen parabelférmigen Verlauf zeigt. Dieser
charakteristische Unterschied wird durch die verschiedenen Warme-
leitfshigkeit hervorgerufen (siehe Abb. 1 und 2). Auf Grund des Disso-
ziationsberges der Warmeleitfahigkeit von Stickstoff bei 7 000°K ist
bei Achsentemperaturen iiber 7 000°K die Wirmeleitfahigkeit in der
Achse geringer als weiter auBlen, so da8 der Kern nicht abgebaut wer-
den kann. Bei hoheren Achsentemperaturen wird der heifle Bogenkern

wieder breiter und fillt schlieBlich den ganzen Bogenkanal aus.

Uber die analytische Abhédngigkeit von S, kann man Aussagen

machen, wenn die elektrische Leitfihigkeit nach eﬁxem Potenzgesetz
ansteigt, wie es in {4. 2. 13) angegeben ist und wo Parameter betrachtet
werden, bei denen der Abstrahlungsterm vernachlissigt werden kann.
(Siehe (5.2.1.8)). In diesem Fall ist die S(q -Verteilung proportional

zu SA (siehe (5.2.1.8)).

L)
50(8; 5p, 5wx 0 R) = 5,(3;R) Sa . (5.2.1.12)

Fiur Argon und Stickstoff ist dieses Verhalten innerhalb des Intervalls
0< SA< SC (siehe (4. 2.13)) zu erwarten, wie es auch die numerischen
Rechnungen zeigen.

Um uber die Abhingi gkeit von der Wandtemperatur Aussagen
machen zu kénnen, sehen wir uns am besten die S(T)-Funktionen in

Abb. 1 und 2 und Gleichung (5.2.1.8) an. S geht in diesen Gleichungen

w

im Verhiltnis zu SA ein. In dem Fall, wo
S [Sa<<4 (5.2.1.13)

ist, wird der Einflu zu vernachlissigen sein. Auf Grund des flachen

Verlaufs der S{T)-Kurve in den Abb. 1 und 2 wird eine Variation der

-~ 55 -

Wandtemperaturen bis zu Temperaturen von 3 000°K im allgemeinen
nur einen geringen Einfluf auf den Temperaturverlauf haben. Nur
bei kleinen Achsentemperaturen wird der EinfluB einen merkbaren
Effekt haben. Da die Wirmeleitfihigkeit von Stickstoff auf Grund

des Dissoziationsbeitrages viel stirker mit der Temperatur ansteigt
als die von Argon, wird der Einflull der Wandtemperatur bei Argon-
bbgen stdrker sein als bei Stickstoffbégen. Die geringe Abhéngigkeit
der den Bogen beschreibenden Grélen von Tw ist natiirlich eine
Folge der geringen Wirmeleitfdhigkeit der Gase fur kleine Tempera-

turen.

Auf eine wichtige Tatsache ist noch hinzuweisen. Bei hohen
Achsentemperaturen bilden sich in der Nihe der Wand auf Grund der
kleinen Wirmeleitfdhigkeit hohe Temperatur- und Teilchendichten-
gradienten aus (bis zu einigen 106 oK/cm, siehe Abb. 13 und 14). In
diesem Gebiet reichen auf Grund unserer Voraussetzungen die Grund-
gleichungen zur Beschreibung nicht mehr aus. Man ist also in diesen
Gebieten auf hshere Niherungen angewiesen, wenn man die Vor-
giénge dort beschreiben will. Da dieser Bereich sich aber nur auf
die nichste Nihe der Wand bezieht, wollen wir diesen Einflu}

vernachlissigen.

5.2.2. Das elektrische Verhalten und die Grofe der Abstrahlung

Nachdem wir das thermische Verhalten untersucht haben,
wollen wir uns nun mit den elektrischen und Strahlungseigenschaften
des Bogens beschiftigen. Dazu sind zuerst einige integrale Groéfien

anzugeben.

Fir den Gesamtstrom durch den Bogen erhalten wir aus
dem Ohmschen Gesetz (5. 1. 7) durch Integration iiber den Bogenquer-

schnitt den Ausdruck

4
2
L (R, Sa 5w po) = 27R Eq (R, 5a,5m,p0) éé’(s.(s\,p,‘)sdg (5.2.2.1)
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Daraus ergibt sich fiir den Leitwert G bzw. fiir die dem Bogen pro
Lingeneinheit zugefithrte elektrische Leistung Pel
]

a 5.2.2.2
G (R, 545w, p)= %: = 2mRk gG(Sncsx,M gdg ( )

A4
.2
Tut (R 5a S, o) = Eu1= 2R E,CR 5 5010) §€(S.(s),p.)st13~ (5-2.2.3)

Fir die vom Bogen pro Lingeneinheit abgestrahite Leistung Prad er-
°
halten wir im Falle des hier betrachteten optisch diinnen Bogens durch

Integration tiber das Bogenvolumen mit der Einheitslinge
2 &
-Pvux,(n, Sa 5w, pe) = 2R 2 L (Sa(s),Pa)Qdg . (5.2.2.4)

Diese oben angefiihrten Groflien bestimmen zusammen mit der Feldstirke
(5.2.1.7) makroskopisch das elektrische und Strahlungsverhalten

des besprochenen Bogentyps.

Bevor wir nun auf die Parameterabhingigkeit eingehen, wollen
wir noch kurz skizzieren, wie die Warmestrompotentialverteilung
erhalten werden kann, wenn anstatt dem Achsenwert SA der Gesamt-
strom I vorgegeben ist. Dazu setzen wir die aus Gleichung (5. 2. 2.1)
eliminierte Feldstirke Eo in Gleichung (5. 2. 1. 7) ein. Aus dieser Be-
ziehung kann man explizit SA als Funktion vom Strom und den Material-
funktionen angeben. Setzt man diesen Ausdruck in Gleichung (5. 2. 1. 8)
ein, so erhdlt man folgende Integralgleichung, die durch entsprechende
Methoden, gie in Gleichung (5. 2. 1. 8) angewandt wurden, gelost werden

kann.

4 8
t S3utmido-Lng Saudu
S(gtSw*';-,_ 3 ¥ 13 =
YR C S.aud-v)

A g
- RL( §G°”"“hd"'9"5 éﬁ.udu) .
(5.2.2.5)

Nach dieser kurzen Zwischenbemerkung wollen wir zur Diskussion der

Parameterabhingigkeit ibergehen.

Wie wir in (5. 2. 1) gesehen haben, ist das Wiarmestrompotential
fir kleine Radien, wo der Abstrahlungsterm zu vernachldssigen ist, nicht

explizit von R abhingig (siehe (5.2.1.10)). In diesem Parameterbereich
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i

kann man deshalb bei konstanten Werten von 5, und Sw die 'explizit‘e

A
Abhingigkeit der integralen Bogengrtflen und der Feldstirke vom
Radius angeben. Man erh#lt aus den Gleichungen {5.2.1.7), (5.2.2.1),

(5.2.2.2), (5.2.2.3) und (5.2.2.4) folgende Ausdricke

o= & [555 1 (5.2.2.6)
IRy = rlariegds (—%ﬁﬁﬁ “‘] ~R (5.2.2.7)
G (Y = ra"[zrrgc;gdg} ~ R® (5.2.2.8)
Per, CRY= 2T gcgds -i:—';%‘g? ~ const. (5.2.2.9)
Pras LR) = R LGgisds]~ rRY. (5.2.2.10)

Fiir die Charakteristik ergibt sich aus Gleichung (5.2.2. 6) und (5.2.2.7)

durch Elimination von R
-4

E.cr ~ T (5.2.2.11)

Dieses angegebene Verhalten der einzelnen Gréflen erkennt man eben-

falls aus den numerisch berechneten Gréflen in den Abb. 15, 16, 17

und 18. Aus den Charakteristiken (Abb. 15 und 16) kann man ebenfalls

P als Funktion vom Leitwert ablesen, wenn man auf ein um 45o ge-~

[
drehtes und um A.‘T' zusammengestauchtes Koordinatensystem iibergeht,

wie es in diesen Abbildungen eingezeichnet ist [38] .

Wie wir sehen, wichst der Strom fir kleine R (Rg R, )
proportional zu R, wihrend die Feldstirke umgekehrt proportional
zu R abnimmt. Die beiden Gréfien dndern sich also so, daf die pro
Lingeneinheit gefiihrte elektrische Leistung in erster Niherung kon-
stant bleibt. Die an die Wand abgefiihrte Wirmeenergie pro Einheits-
lange

=-2amR 28] o dSes
Qw dw\hn Rl v PO (5.2.2.12)

bleibt ebenfalls konsant, wihrend die abgestrahlte Leistung mit dem

Quadrat des Radius von sehr kleinen Werten aus zunimt.
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Anders wird das Verhalten, wenn wir grofie Radien
betrachten R» Ro. Da die 50(5\ -Verteilung dabei immer mehr gegen
So Ce) = SA strebt (siehe (5.2.1.11)), konnen wir auch in diesem
BRIl die Abhingigkeit der einzelnen Gréfien vom Radius des Entladungs-
rohres angeben.

Wir erhalten

B (R) % ¥ 0Csa) 8 Csa) = const. (5.2.2.13)
TR = r{acsnasn R (5.2.2.14)
Gery @ M50 R (5.2.2.13)
P LRY X [T TSR R* (5.2.2.16)
Trad (Y= T RLSA R (5.2.2.17)

Die an die Wand abgefiihrte Wirmemenge nimmt dabei mit wachsendem
Radius im allgemeinen zu.

Wie wir in (5. 2. 1) betont haben, sind diese Ergebnisse natiirlich nur
qualitativer Natur, da sehr grofie Radien den angegebenen Voraus-

setzungen widersprechen.

Die Abhingigkeit der Charakteristik von SA bzw. 'I’A bei
konstantem Radius und konstanter Wandtemperatur ist analytisch
schwieriger zu fassen. Sie 146t sich angeben, wenn die Bedingung
(4. 2. 13) erfillt und der Abstrahlungsterm klein ist. In diesem Fall
ergibt sich mit der Beziehung (5. 2. 1. 12) folgende Abhingigkeit der

Grdfien von SA

E Goa) ~ S : (5.2.2.18)
I (em~ Sa'® (5.2.2.19)
L . . .
nw
G (SAY~ Sa (5. 2. 2. 20)
P L5~ 5 (5.2.2.21)

Fir die Charakteristik ergibt sich aus (5.2.2.18) und (5. 2.2.19)

durch Elimination von SA

2
E,Coay ~ T(sy™™ . (5.2.2.22)
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Diese Form der Charakteristik hat sich bisher als empirischen Ansatz
[13] bewsihrt. Er findet auf diese Weise seine theoretische Deutung.
Setzen wir die Werte von Argon bzw. Stickstoff (siehe (4. 2. 13)) ein,

so ergibt sich die Darstellung

-0,26
E.~1T al,b:w.E,“'I

A LD

, (5.2.2.23)

die auch numerisch fiir kleine Achsentemperaturen erhalten wird.y
Wie wir sehen, ist die Charakteristik am Anfang immer fallend, wenn
¢ mit einer Potenz von S gréfer als eins anwichst. Dabei kann der
Exponent vonlin Gleichung (5. 2. 2. 22) nur zwischen null und minus

eins liegen,

Fur grofle S-Werte steigt die'elektrische Leitfihigkeit sowohl
von Argon als auch von Stickstoff mit einer Potenz von n = 3/7 an
(siehe {4. 2)). Dies hat zur Folge, dafl die Charakteristik von beiden

Gasen fur groBe S sich in erster Niherung in der Form

&5
E~T (5. 2. 2. 24)

darstellt. Zu vermuten ist, dal dieser Effekt sich dadurch einstellt,
daB bei den obigen Temperaturen die Gase in vollstindig ionisierter
Form vorliegen, d.h. praktisch alle Neutralteilchen sind einmal
ionisiert worden. Wir kénnen also erwarten, daBl wir die Gase bei
diesen Temperaturen in erster Niherung als Lorentzgas behandeln
konnen. In der Tat liefern die Gleichungen (4. 2. 4), (4. 2.10) und

(4. 2. 14), daB bei einem Lorentzgas die elektrische Leitfihigkeit, genau
wie es dem experimentellen Befund entspricht,mit einer Potenz

n= 3/7 des Wirmestrompotentials ansteigt.

Ein interessanter Effekt tritt bei Argon fitr groBe Achsen-
temperaturen und grofie Radien auf. Das Absinken der spe zifischen
Abstrahlung (siehe Abb. 4) fiur S-Werte oberhalb von S = 300 W cm-’l
bewirkt ein Kleinerwerden der Feldstirke. Dies liefert also wieder
einen fallenden Teil der Charakteristik. Diese Tatsache ist bisher
unseres Wissens nach noch nicht beobachtet worden. Fiir Stickstoff,

wo die Abstrahlung ebenfalls ein Maximum besitzt, mifte bei hoheren
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Temperaturen und grdBereﬁ Radien ein entsprechender Effekt auf-

treten.

Aus den Gleichungen (5. 2. 2. 20) und (5. 2. 2. 21) erhalten
wir durch Elimination von SA eine Beziehung zwischen dem Leitwert
und P

ela

n
G(5A) ~ TaL Csa) - (5.2.2.25)

Wenn wir den Leitwert mit der Leitfdhigkeit und das Warmestrom-
potential mit der pro Lingeneinheit zugefilhrten elektrischen Leistung
identifizieren, zeigen die beiden Funktionen unter den obigen Annahmen
die gleiche Abhidngigkeit. In einer Ndherung ergab sich dieser Sach-

verhalt schon aus dem Besselmodell [39].

Uber die Abhingigkeit der Charakteristik von der Wand-
temperatur gilt das schon in (5. 2. 1) Gesagte. Bei Argon und kleinen
Achsentemperaturen ist der Einflufl groBer als bei Stickstoff und
hohen Achsentemperaturen, wie es auch die numerischen Ergebnisse

zeigen (siehe Abb. 15 und 17).

5.2.3. Das Eigenmagnetfeld und die Pinchwirkung

In den vorliegenden Abschnitten haben wir vorausgesetazt,
dafl der Druck im Bogen in erster Ndherung konstant ist. Dabei
wurde die durch das Eigenmagnetfeld auf Grund der magnetischen
Kompression erzeugte Druckerhshung ( § -Finch) in der Achse

vernachlissigt.

Um diesen Einflu abzuschitzen, wollen wir zuerst einmal
die Eigenschaften des Eigenmagnetfeldes betrachten. Durch Integra-
tion des Durchflutungsgesetzes (5. 1. 4) unter Beachtung von (5. 1. 7)
und der Endlichkeitsbedingung (5. 1. 8) erhalten wir fiir das Eigen-

magnetfeld im Bogen folgende Beziehung

RE, 7
—-— os 5.2.3.1
Hv.(§\= s EG(SQCU))UC‘“ Qe ( )
Iy
R g il e

3>

Lz

Abb. 20 Die Verteilung der
magnetischen Feldstirke im
Stickstoffgogen (R = 0,25 cm,
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Abb. 19 Die Verteilung der mag-
netischen Feldstirke im Argon-
bogen (R = 0,25 cm, Ty =

500° K}
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Abb. 21 Die Verteilung der maggetischen Fel%stérke im Stick-
stoffbogen (TA =13 000 K, Tw = 500 K}

Die aus dieser Formel berechneten Werte des Magnetfeldes sind fur
Argon in Abb. 19 und fir Stickstoff in Abb. 20 fiir verschiedene
Achsentemperaturen aufgezeichnet. In Abb, 21 wird das Magnetfeld
von Stickstoff bei verschiedenen Radien betrachtet. Wie zu erwarten,
nimmt das Magnetfeld hohere Werte an als bei einem Draht mit kon-
stanter elektrischer Leitfihigkeit. Diese Uberhohung ist bei Stickstoff-
bégen am groften (Faktor 2). Sie ist darauf zuriickzufihren, daB sich
der Strom im wesentlichen auf achsennahe Bereiche beschrinkt. Da-
durch wird auch das Maximum des Magnetfeldes schon im Bogen-

innern angenommen.

Auf Grund der Kernbildung ist dieser Effekt beim Stick-
soffbogen starker ausgeprigt als beim Argonbogen, der beztiglich des

Magnetfeldes nicht allzusehr vom Verhalten eines stromdurchilossenen
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Drahtes abweicht. Aus der Lage des Maximums 148t sich auch einfach

ein effektiver Kerndurchmesser des Lichtbogens angeben (siehe auch {91).

Bei Kenntnis des Eigenmagnetfeldes sind wir in der Lage,
die durch die Lorentzkrifte bewirkte Druckerhohung in der Achse
zu bestimmen. Durch Integration von Gleichung (5. 1. 2) erhalten

wir unter Beachtung der Randbedingung (5. 1. %) folgendes Ergebnis

1 t
- -5 - et (S c .2
Pol3Y = Po = Pola)= ALy R E, é e Stfx\\ C & (ormyudodt . (523 2}
o

Diese Druckerhshungen sind in den Abb. 22 und 23 fir Argon und
Stickstoff fir ‘erschiedene Achsentemperaturen dargestellt. Abb. 24
zeigt diese Grofie fur verschiedene Radien fur Sticnstoff. Wie zu
erwarten, steigt die Druckerhohung mit wachsender Achsentemperatur
und steigendem Radius an. Maximal erreicht sie aber in dem be-
trachteten Farameterbereich nur einige b romille des Druckes P,

(1 atm). Wir kénnen diesen Einflu#$ also vernachlissigen. Der Druck

|
PP ] :
10 dyn] : :
5[“?‘“ I ; |
T | :
Abb. 22 Die Druckerh6hung i l
in der Sidule eines Argonbo- . o ;
gens (R =0,25cm, T, = { :
500°K)
.1

0 02 04 [ 08 1
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Abb. 23 Die Druckerhshung in
der Siule eines Stickstoffbogens
R=025cm, T, = 500°K)
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in den betrachteten Lichtbdgen ist also praktisch gleich dem Aufen-
druck,

Mit dieser Niherung erhalten wir schlieflich die Dichte -

verteilung im Bogen aus der Zustandsgleichung (5.1.1) zu

_ PaM{pa,Tat))
Q Qs =% 2 L,
™o €3 wToce (5.2.3.3)

Die Dichte nimmt also im wesentlichen umgekehrt proportional zur
Temperatur im Bogen ab. In der Nihe der Wand ergibt sich aus
diesem Grunde ein sehr starker Dichteanstieg. Jedoch gilt auch

hier wieder, was in (5. 2. 1) gesagt wurde.

6. DER WANDSTABILISIERTE ZYLINDERSYMMETRISCHE LICHT-
BOGEN MIT HAGEN- POISEUILLE STRCMUNG

Nachdem wir die thermischen und elektrischen Eigenschaften
eines wandstabilisierten zylindersymmetrischen Lichtbogens ohne
Konvektion untersucht haben, wollen wir nun in diesem Bogen eine
Geschwindigkeit in Achsenrichtung zulassen. Wir setzen dabei voraus,
dag sich eine Unterschallstrémung ausbildet, die in unseren Parameter-
bereichen laminar ist. Diese Voraussetzung ist bei quasiisothermen,
gasdynamischen Stromungen mit der Gréfie der kritischen Reynoldzahl
verkniipft. Wie die entsprechenden Bedingungen filr ein Plasma heifien
miissen, oder ob iiberhaupt im allgemeinen Fall laminare Strémungen
im Plasma existieren kénnen, mufl einer eingehenden theoretischen
Untersuchung vorbehalten werden. Dazu miissen geeignete Experimente
unternommen und zuverlissige Me8methoden gefunden werden, die
im Augenblick noch nicht vorliegen. Wir werden eine laminare Stro-
mung annehmen und imm Rahmen dieses Kapitels einige experimentelle

Tatsachen angeben, die diese Voraussetzung stiitzen.
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6. 1. Die Grundgleichungen und ihre Lésung

Da wir voraussetzen, dal der Bogen von zylindersymmetri-
scher Form ist, dirfen alle Gréfen nur von einer Koordinate in
Radiusrichtung abhdngen. Ausnahmen von dieser Voraussetzung miissen
aber beim Druck und beim elektrischen Potential zugelassen werden.
Damit sich eine Stromung in Achsenrichtung ausbilden kann, muf
ein konstanter Druckgradient a entgegen der Achsenrichtung angenom-
men werden. Ebenfalls mufl das elektrische Potential in Achsenrichtung
sich dndern, damit ein elektrischer Strom fliegen kann. Alle Strome
in radialer Richtung missen verschwinden. Mit diesen Voraussetzungen
nehmen die Grundgleichungen folgende Form an. Dabei wurde die

Koordinate in Achsenrichtung auf den Radius normiert §= Z/R .,

P8, §): ~aR§ + o Potad (6.1.1)
Zustandsgleich - wS8mT
gleichung P TS (6.1.2)
Massenerhaltung % gmW =0 {6.1.3)
Navier-Stokessche Gl 0O = - %% “ Ry 42 He (6.1.4)
2

0s-204 A (W 4 g

Energiebilanz QW R %.)E (Um ¢ Plgm) = Rw %?4%%‘3&%51‘6' 1. 5)
2,40 2

Durchflutungsgesetz 53- %g“g:ﬂa.‘ +R L% -u_) TM(%%L) (6.1.6)
Induktionsgesetz (‘)_ggl- =0 @=-ER § + ?(g) (6.1.7)
Foissongleichung Qel = gr—i. dg—-g;ggEv- (6.1.8)
Ohmsches Gesetz 0= Ey- M W He ! ’3"::@50 R (6.1.9)

Neben den Randbedingungen, die im letzten Kapitel angegeben wurden,
muf die radiale Feldstdrke hier aus Endlichkeitsgrinden in der
Achse verschwinden, ebenso die Ableitung der Geschwindigkeit in

radialer Richtung

1
Ey(ar=wW(r=0 - (6. 1. 10)
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Da die Bogenwand rubt, mug die Flussigkeit auf Grund der Reibungs-~

krifte dort ebenfalls in Ruhe sein.
W (1) =0 (6.1.11)

Wie wir aus diesen Bedingungen und Grundgleichungen sehen, ist

eine exakte zylindersymmetrische Losung dieses Problems, wegen
der Kompressibilitiit des Gases und des Druckgradienten in Achsen-
richtung nicht ohne Niherungsannahmen moglich. "Um den Einflug

der Kompressibilitit herabzusetzen, miissen wir annehmen, daf )

der Druckabfall iiber die betrachtete Rohriidnge L klein ist gegen

den mittleren Druck, wie es bei den meisten untersuchten Anordnungen

der Fall ist, d.h.

L A,
alblpe << (6.1.12)

Unter diesen Bedingungen brauchen wir die § -Abhéngigkeit vom Druck

in der Zustandsgleichung nicht zu beachten. Konsequenter Weise kénnen
wir dann auch voraussetzen, dafl die Materialfunktionen in Achsen-
richtung konstant sind. In diesem Fall reduziert sich die Energiebilanz
bis auf das Reibungsglied (3w/3g\z auf die Form, die auch fiir den Bogen
ohne Stromung giiltig ist (siehe (5.1.3)). Um den Einfluf der durch
Reibung in Wiarme umgewandelten kinetischen Energie des Gases auf

die Temperaturverteilung und die konstante Feldstarke in Achsenrichtung
zu untersuchen, konnen wir die gleiche Methode wie in (5. 2. 1) an-
wenden. Dabei wird wieder wegen ihrer Kleinheit (siehe (5. 2. 3)) die
Druckerhshung in der Bogenachse durch den magnetischen Druck
vernachlissigt. Zu der Integralgleichung (5.2. 1. 8) bzw. zum Aus-

druck fiir die Feldstarke (5. 2. 1. 7) kommen dann noch einige Terme

hinzu. Wir erhalten

a

= . { 2
Spfsas - (0524 SLETcsorgE gl ot do) 55 sdo

T ————
Secscon vembde (6, 1.13)

S \] T 2
+§[§;"\L($m\‘ﬁ-—“-—- onddo

Hoa (S und
v 4, el 1 LY (6.1.14)
- 4 oxsws R e ST ) ventae|

=
§ecmﬂuﬂm%d~°
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Der Einfluf der Zusatzterme wird klein sein, wenn folgende Ungleichung
erfullt ist

At 3.k
2R ( vmd goe<d.

Y Sa o )J.(Scuﬂ (6 1. 15)
Neben dieser Ungleichung soll noch die Forderung erfiillt sein, daB
die Geschwindigkeit sehr viel kleiner als die Schallgeschwindigkeit
ist. Diese Bedingung liefert nach (6. 2), wenn wir eine konstante
Zihigkeit ansetzen

v
a

R
Wo vaone = ._.__u<< Csanatt - (6.1.16)

ey

Beriicksichtigen wir diese Bedingung in (6. 1.15), so ergibt sich

‘”l:-m.w,u-e/‘ég << 4, (6.1.17)
Setzen wir hier fiir Argon urd Stickstoff einige Extremwerte unseres
Parameterbereiches ein (Argon: W max 107 lc“\.ua‘. 2. 104 cm zsec”1
£82], m,= 3. 10-3 gr cm ~ sec SAz_ 2Wem Wozmni“"SA_l =
6. 10%a< 1

Stickstoff: W, ., = 10 e m 1. 107 em sec™ [503, u s 1,5 107
gr cm-l sec SA 2 50w em’” T, W:m,w /u‘,SA—1 =4, 10-3<< 1;

siehe anch [21]), so sehen wir, daf wir den Einflufl dieser Terme auf
die Temperaturverteilung und die bestimmenden elektrischen Eigen-
schaften des Bogens unter den obigen Bedingungen vernachlissigen kon-
nen. Der Bogen verhdlt sich also in dieser Beziehung wie ein entspre-
chender Bogen ohne Konvektion. Damit entsprechen auch die radiale
Druckverteilung, die Dichte im Bogen und das Magnetfeld dem schon be-
handelten Fall. Anders verhilt es sich mit einigen anderen Groflen, die

im folgenden Abschnitt besprochen werden.
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6.2, Die Geschwindigkeitsverteilung und abgeleitete GréBen

Wie wir im letzten Abschnitt sahen, hat die Strémung praktisch
keinen Einfluf auf die Temperaturverteilung und das elektrische Ver-
halten des Bogens. Damit ist ein zusidtzlich eingefilhrter Parameter -~
ndmlich der Druckgradient - nur fir die von der Geschwindigkeit ab-
geleiteten Grofen von Interesse. Die Abhingigkeit der Gréfien von den

anderen Parametern kann aus (5. 2) iibernommen werden.

Fur die Geschwindigkeitsverteilung ergibf sich durch zwei-
malige Integration der Gleichung (5. 1. 6) unter Beachtung der beiden
Randbedingungen (6. 1. 10) und (6. 1. 11) die Gleichung

2 1
- aR G . .
Wela)y= =3 é,u.csm) dv (6.2.1)
Daraus kénnen mit Hilfe der $-Verteilung und der Dichte der Massen-

durchfluff und eine mittlere Geschwindigkeit berechnet werden

4
2
G = 20 R $ Wa(9)Gm, (g) § 4G (6.2.2)
4
Won, = S 8w, (8)Werg1g¢lg - G).m1 . 1 (6.2.3)
g.@"‘-(‘ﬂ gdg 20RY S 3umecngdy

Ebenfalls ist in diesem Zusammenhang der gesamte Enthalpieflul und
die mittlere Enthalpie der Strémung von Interesse. Wir erhalten ent-

sprechend wie oben folgende Beziehungen

)
K3
8= ATR § Rt Wog) gmocsI S (6.2.4)
4
B e oo SHe@maoWocs18dg (6.2.5)
hiad ™

3 Wotad gmo (343

Bei konstanter Zihigkeit erhalten wir fiir die Geschwindigkeit das
Parabelprofil der isothermen Hagen-Poiseuille Strémung. Da in
unserem Falle die Zihigkeit sich sehr stark mit der Temperatur
dndert (siehe (4. 3)), wird das Geschwindigkeitsprofil entsprechend
modifiziert. In den Abb. 25 und 26 sind die Geschwindigkeitsprofile
fur Argon und Stickstoff in Abhingigkeit von der Achsentemperatur
aufgezeichnet. Da das Maximum der Zihigkeit von Argon bei héheren

Temperaturen liegt als bei Stickstoff, nimmt die Geschwindigkeit mit
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wachsender Achsentemperatur zuerst bei beiden Gasen ab, wobei

der Einflufl bei Argon bedeutend stirker ist. Mit steigenden Achsen-

T
temperaturen bildet sich in der Mitte in immer stirkerem Mafle ein T, =15000°K

zusédtzlicher Geschwindigkeitsberg aus, der mit der Kernbildung der 125

Temperatur im Stickstoffbogen zu vergleichen ist. Die Geschwindigkeit

nimmt also von der Mitte des Bogens ab sehr stark zu. Dieser Effekt

g8

ist durch die starke Abnahme der Zihigkeit oberhalb des Extremwertes

zu erkliren. Nachher muB natiirlich der Geschwindigkeitsberg wieder

Abb. 26 Die Geschwindigkeits-
verteilung im Stickstoffbé)gen
(R = 0,25 cm, Tw = 500 K)

abgebaut werden, da die Zihigkeit wieder groder wird (siehe (4. 3)).

~
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Abb. 27 Die Geschwindigkeits~
Abb. 25 Die Geschwindigkeitsverteilung im Argonbogen verteilung lm_}}rgonbogen o -
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(R = 0,25 cm, T, = 500°K) ‘ A w
° 1
02 o4 [ g8 i
———————




- 76 - - 77 -

BT T 2|

. T |
S\ | ! e
/¥  <RsiScm [ i

/
> veen

[ ; aReTEm ) —
; : S
; =028em Ta000% LER
o / SeTWen'

/../,, e
» 7S Wem!

o Z»
]
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Abb. 29 Die mittlere Geschwindigkeit als Funktion des gesamten
Massemdirchflusses im Argonbogen

FRir kleine Radien wichst das Geschwindigkeitsprofil proportional zum

Ouadrat des Radius, da hier die S-Verteilung sich dhnlich bleibt,

wihrend fir grole Radien die Geschwindigkeit stirker oder schwicher
anwichst, je nach dem die Achsentemperatur oberhalb oder unterhalb
der Temperatur des Zihigkeitsmaximums liegt. Dieses Verhalten ist

aus den Abb. 27 und 28 zu ersehen.

In den Abb. 29 und 30 ist die mittlere Geschwindigkeit iiber

dem mittleren Massendurchfluf aufgezeichnet. Wenn man die GréB8en

entsprechend auftrigt, so liegen praktisch alle Punkte fiir verschiedene

Radien und Achsentemperaturen auf einer Kurve. Andert man die
Wandtemperatur, so verschiebt sich die Kurve nur etwas nach links
und nach oben. Der Charakter der Kurve wird nicht geindert.

Abb. 30 Die mittlere Geschwindigkeit als Funktion des gesamten
Massendurchflusses im Stickstoffbogen
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Bei der Variation der Achsentemperaturen kénnen wir bei beiden
Kurven zwei Bereiche unterscheiden, die im doppelt logarithmischen
Schaubild durch je eine Gerade mit verschiedenen Steigungen charakteri-

siert werden.

0,4¢
Wen 4 Q -2 0z -4 5
] - & CSew YW R<15m
Argon: '_g,gl/m""a 4,38 ( —Aa“_[-{o me um i = wey '
. 1,82 »
W fomuegt= 9,4 (88, [ 40 Tmeonit) | SAZ 10 Wond REASm
039 + °
Wom - Gom -1 =) 1P T €42000% Be2om
M Jommegt= 65 ( Em[40  necom®) ) Tn 2000k,
Stickstoff:

44
%";'i‘x/"’““‘ff‘ = A0Y (%ulrw'zacum‘l) '/ Tax 12000°K, 1€ 20m
Mit wachsender Achsentemperatur werden zuerst die mittlere Ge-
schwindigkeit und der Massendurchflufl kleiner, da die Dichte stark

ab- und die Zidhigkeit zunimmt, Fir grdofere Achsentemperaturen

dndert sich die Dichte nur wenig. Dagegen nimmt die Zahigkeit stark

ab. Dadurch steigen beiden Groflen wieder schnell an. Eine Ver-
groferung des Radius bewirkt lediglich eine Streckung der Kurve

in sich. Zu jeder Durchflufmenge gehdren zwei verschiedene mittlere

Geschwindigkeiten mit zwei Achsentemperaturen.

Um eine Stiitze fiir die Laminaritdt der Strémung anzugeben,
bétrachten wir die Abhiingigkeit des Massendurchflusses vom Druck-
gradienten im Rohr bei konstanter Achsen- und Wandtemperatur und
Radius. Fiir laminare Stromungen muB nach (6. 2. 2} in crster Niherung
eine Froportionalitit zwischen diesen GroSen bestehen. Fir isotherme,
turbulente Stromungen wird dagegen diese Beziehung durch ein Potenz-
gesetz beschrieben. Nach [56] gilt fiir Reynoldsche Zahlen Re € 105 auf
Grund des Blasiusschen Gesetzes, dafl der Druckabfall proportional zu

Q,:M ist. Wir werden also sagen konnen, dafl die Stréomung laminar
ist, weun, wie oben angegeben, 1-roportionalitit zwischen a und Qm
besteht. In Abb. 31 ist nach [18] fir einen Argonbogen die experimentell
bestimmte Durchflufmenge iiber dem Druckgradienten aufgetragen,

Fiir Druckgradienten groBer als 0, 007 cm Hg/cm ist eine strenge

Proportionalitit gewihrleistet, so dafl wir in diesem Bereich laminare
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Abb. 31 Der Massendurchflull als Funktion des Druckgradienten
im Argonbogen nach [18] (po = 0,15 atm, 1= 150 A, R = 0,525 cn;

Strémung annehmen konnen. Fir kleinere Durchfluimengen ist der
Druckgradient im Rohr nicht mehr konstant. Wie dieser Effekt zu-

stande kommt, konnte in [18] nicht angegeben werden.

In Abb. 32 sind der mittlere Enthalpieflull und die mittlere
Enthalpie von Stickstoff iiber der mittleren DurchfluBmenge aufgetragen.
Indem man wieder wie oben einen geeigneten Malistab bei der Auf-
tragung wihlt, erreicht man, daf praktisch alle Punkte fiir verschiedene
Achsentemperaturen und Radien auf einer Kurve liegen. Nur bei
hohen Achsentemperaturen werden dic Abweichungen grofler. Der
Einflug der Wandtemperatur ist dagegen relativ stark. Sie bewirkt

fiir kleine Achsentemperaturen eine Erniedrigung und fiir hohe eine
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Abb. 32 Der gesamte Enthalpieflu und die mittlere transportierte
Enthalpie als Funktion des gesamten Massenflusses im
Stickstoffbogen

Erhthung der abhingigen Werte.

Nachdem wir nun die Abhidngigkeiten der wichtigsten makros-
kopischen Gréfien von den Parametern untersucht haben, wollen wir
noch auf einige elektrische Grofen eingehen, die durch die Stréomuny
im Rohr entstehen miissen. Da der Radialstrom verschwindet soll,
muf sich in radialer Richtung ein elektrisches Feld aufbauen, welches
die entstehende Induktionsspannung kompensiert. Aus dem Ohmschen

Gesetz (6. 1. 9) erhalten wir fiir diese Feldstirke den Ausdruck

3‘
Ey(a)= Moy Wo H = Aty @R 1;9 é—ﬂ——}‘_(s(“\‘du S@,(s“nu dv. (6.2.6)
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Daraus ergibt sich fir das zugehorige Potential aus (6. 1. 7) folgende

Beziehung, wobei Yy, eine beliebig wihlbare Konstante bedeutet.

— s 2

9u(g)= =R éE,(u) du= - Rauer $ Wolt) Hyotor v +g,
(6.2.7)

Dieses Potential kann nur iiber eine Raumladung aufgebaut werden.

Aus der Poissongleichung (6. 1. 8) ergibt sich hierfiir der Wert

- Ep

8er ()7 ¥ S dng = et €, ._——L L&(‘m)s yrrany »é&sﬂ S%(&u\)udl 2.8)

Um eine Vorstellung von der Grofle dieser Werte zu erhalten, sind

in den Abb. 33, 34, 35, 36, 37, 38 diese Funktionen fiir Argon und

Stickstoff in Abhidngigkeit von der Achsentemperatur angegeben. Die

Abb, 39, 40, 41 zeigen die gleichen Gréflen als Funktion des Radius

des Entladungsrohres. Wie wir sehen, reichen schon sehr kleine

2'5 - - s“-7o_w '_',‘ Pres— ,.‘l. SEDEU—
5 [nchn _’] :
a
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Abb. 33 Die Radialkomponente der Feldstirke im Argonbogen
(R = 0,25 cm, T, = 500°K)
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. Abb. 35 Die radiale Potential-
verteilung im Argonbogeg
(R = 0,25 cm, Tw = 500 K)
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Abb. 34 Die Radialkomponente
der Feldstirke im Stickstoff-
bogen (R = 0, 25 cm, Tw = 500 K
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Abb. 37 Die elektrische Ladungs-
dichteverteilung im Argoonbogen
= 500 K)

Abb. 36 Die radiale Potential-
verteilung im Sticksto(fb‘?gen
(R = 0,25 cm, Tw = 500 K)
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Abb. 38 Die elektrische Ladungs-.

dichteverteilung im Stickstoffbogen
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Ladungsdichten aus, um eine Gegenkraft gegen die Lorentzkrifte auf-
zubringen. Wir brauchen also keine Stérung unserer Voraussetzung

der Quasineutralitit zu befiirchten. Die maximal in unserem Parameter-
bereich auftretende Ladungsdichte ergibt sich zu ungefihr 10-14
Coul/cm3. Der daraus resultierende Elektronen- bzw. Ioneniiberschufl
von.lo5 Teilchen pro cm3 ist klein gegen die gesamte Elektronen-

10”

bzw. Ionendichte n cm_3 (T= 10 OOOOK), wenn man von sehr

nahen Wandgebieten wieder absieht.

7. DIE EIN- UND AUSLAUFSTRCMUNG IN EINEM WANDSTABILISIER -
TEN ROTATIONSSYMMETRISCHEN BOGEN

Nachdem wir nun praktisch als Vorstufe die vollausgebildete
Poiseuille Strémung untersucht und ihre elektrischen,thermischen
und dynamischen Eigenschaften abgeleitet haben, wollen wir jetzt das
Gebiet des Bogens betrachten, wo sich diese Stréomungsform aus dem
vorgegebenen Geschwindigkeitsprofil aufbaut. Ein ganz analoges Problem
liegt auch im Ausstrémbereich des Bogengases vor. Wihrend im voll~
ausgebildeten Bereich des Bogens praktisch kein Einfluf der dynami-
schen Groflen auf das thermische und elektrische Verhalten zu ver-
zeichnen ist, wird im Ein- bzw. Auslaufgebiet eine merkbare Wechsel-
wirkung zwischen diesen Grofien auftreten, da in diesen Bereichen eine
starke Enthalpieproduktion auftritt. Die Effekte, die in diesem Zusam-
menhang auftreten, sind auch z. B. fiir den Bau von Heifigaserzeugern
(arc heaters) oder zur Simulierung von Wiedereintauchproblemen von
Satelliten in die Atmosphire von Planeten (Re-Entry) von grofiem

praktischen Interesse [14, 32, 87].

Um die zahlreichen zum Teil recht komplizierten Geome-
trien fur die Berechnung zu vereinfachen, betrachten wir bei unseren
Uberlegungen ein halbunendlich langes,zylindersymmetrisches Rohr,

in dem lings der Achse ein Lichtbogen brennt (siehe Abb. 42).
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Abb. 42 Uberasicht uber die behandelte Bogengeometrie

Das Arbeitsgas strémt am Rohranfang in den Lichtbogen ein, und
wird hier tiber eine gewisse Linge L hin aufgeheizt, die ein Maf
fir die Einlaufstrecke darstellt. Hinter dieser Einlaufstrecke hat
sich eine Poiseuille Stromung ausgebildet, die im letzten Kapitel

behandelt wurde.

Da unsere Grundgleichungen fiir elektrodennahe Gebiete
keine Giltigkeit besitzen, wollen wir den Bereich in nichster Nahe
der Kathode aus unserer Betrachtung ausschliefen. Das Entladungs-
rohr selbst soll durch Kithlung auf konstanter Wandtemperatur ge-~
halten werden. Damit sich die Poiseuille Strémung tatsichlich aus-
bilden kann, denken wir uns die Anode sehr weit von der Kathode
entfernt. Dabei soll die Linge aber anderseits noch so klein sein;
dafl der Druckabfall im Rohr noch klein ist gegen den mittleren Druck
im Rohr, da nur dann die Kompressibilitit und die Druckabhingigkeit
der Materialfunktion des Plasmas nicht bericksichtigt zu werden
brauchen.Weiter nehmen wir an, daB sich eine laminare, stationire

Strémung ausbildet, wie es auch auf Grund von Experimentén in ge-
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wissen Parameterbereichen gefordert werden mufl.

Diese Voraussetzungen genilgen, wie wir im folgenden sehen

werden, um das Verhalten des Bogens anzugeben.

7.1. Die Grundgleichungen und ihre Randbedingungen

Im Falle der hier betrachteten Einlaufstrémung in einem
rotationssymmetrischen wandstabilisierten Bogen mufl, da der Bogen
stationdr brennen soll,und alle Gréfien wegen der Symmetrie von der
¢ -Koordinate nicht abhdngen, der vollstindige Satz der Grundgleichungen
(siehe (3)) in Verbindung mit den Randbedingungen gelést werden. Dabei
besteht eine starke Kopplung zwischen den thermischen, elektrischen
und dynamischen GréBen, die die Berechnung natiirlich stark ver-
kompliziert. Die Nichtlinearitit der Gleichungen bedingt weitere
Schwierigkeiten, da eine Uberlagerung von Lésungen im allgemeinen
entfillt. Weiter ist die Vorgabe geeigneter Anfangsbedingungen am
Rohranfang problematisch, da hier eigentlich der dufilere Kreis mit

beriicksichtigt werden miiite.

Um trotz der angegebenen Schwierigkeiten eine Lésung
des Problems zu erhalten, miissen gewisse Vereinfachungen vorge-
nommen werden. Dabei wichst natirlich mit dem Grade der Verein-

fachung die Ungenauigkeit der Losung.

Andererseits gelingt es aber, analytische Ldsungen zu fin-
den, die eine Diskussion der Eigenschaften im allgemeinen wesentlich
erleichtern. In den niichsten Abschnitten sollen eine Reihe von solchen

Verfahrep erliutert werden,

Vorher wollen wir aber noch einige Variable durch geeignete
Voraussetzungen eliminieren. Wie wir in (3. 5) gesehen haben, mu#
bei unserer vorgegebenen Geometrie die elektrische Feldstirke in
@ -Richtung verschwinden. Wenn wir auflerdem keine dufleren Magnet-
felder und keinen Strom in 4 -Richtung zulassen, verschwindet das

Magnetfeld in z und v-Richtung identisch.

|
1
|
1
|
o
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Durch diesen Schritt haben wir die Zahl der Gleichungen
und der Variablen auf insgesamt zwolf reduziert. Die unbekannten
GroBenp,gm, T, u, v, W, jy , jp, Hg 1Qet , Ev , Ex sind aus

diesen Gleichungen als Funktion von g und ¥ zu berechnen.

Eine weitere Schwierigkeit beruht auf der Tatsache, da8
die Materialfunktionen sowohl ¥yom Druck als auch von der Temperatur
abhingen. Den Druck im Bogen kénnen wir uns entsprechend zu

(6.1. 1) wie folgt zusammengesetzt denken.

PC3;§\=-QR§+p°+ Fﬂ‘g\"'hc;,&\ (7.1.1)

Die einzelnen Anteile - konstanter Druckgradient in Achsenrichtung,
mittlerer Druck im Rohr, Druckerhshung durch magnetische Kompression
in der ausgebildeten Strémung und Stérdruck im Einlaufgebiet - setzén
sich additiv zum Gesamtdruck zusammen. Wenn wir voraussetzen, dafl
die verschiedenen Anteile klein sind gegen den mittleren Druck P,

(siehe (5.2.3.2) und (6.1.12)), so konnen wir die Druckabhingigkeit

der Materialfunktionen vernachlidssigen. Der Druck P, ist also nur als
Parameter der Materialfunktionen anzusehen, Mit dieser Voraussetzung
ist es jetzt moglich, anstelle der Temperatur das Wirmestrompotential
als neue abhidngige Veridnderliche einzufilhren. Damit kann ein nicht-
linearer Term in der Energiebilanz eliminiert werden. Aus dhnlichen
Uberlegungen wie in (6. 1.) kann man weiter schliefen, daf die Dis-
sipation von kinetischer in Wirmeenergie und die Arbeit, die vom Druck
durch die Bewegung des Plasmas aufgebracht wird, klein sind gegen

die anderen Energieproduktionsterme. Wir konnen sie also in der

Energiebilanz vernachlissigen.
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7.2. Verschiedene Lsungsmethoden fir die thermischen und elektri-

schen GroéSen
Zur Berechnung der elektrischen und thermischen GrofBen

im Einstromgebiet stehen unter den obigen Bedingungen folgende

Gleichungen zur Verfiigung (siehe (3))
3 s\ a2 .o 1 . 3
8m R ‘(u.%%*w %\-%%g%-}g—?ﬁ%(?ﬁa,\-uk (1.2.1)

i,:G(E"‘}l‘LW Hlﬂ = - % a%‘gx ) 1,’=G(E;+)A.LU.H’)' 1" %%5“‘, (71.2.2)

E,.-%'%:g ,Ef-k‘g% (7.2.3)
QeL = %(18' %QE‘”. %.E.? . (7.2.4)

Wenn in diesen Beziehungen die Geschwindigkeits- und Dichteverteilung
bekannt sind, dann lassen sich hieraus die Temperaturverteilung und
die elektrischen Groéfen bestimmen. Im aligemeinen sind natiirlich
die Geschwindigkeiten und die Dichte iiber die restlichen Gleichungen
wieder mit den thermischen und elektrischen Groéfien verkniipft.
Unter speziellen Annahmen f{illt aber diese Kopplung heraus, so da8

" die Bestimmung dieser Grofien getrennt von der Bestimmung der dy-
namischen Gréflen durchgefithrt werden kann. Diese Entkopplung kann
mit Hilfe von verschiedenen Niherungsannahmen ausgefithrt werden,

die im folgenden besprochen werden sollen.

7.2.1. Eine Niherungsldsung fir grofle Durchflumengen mit Hilfe

des Besselmodells

Im folgenden soll eine Methode angegeben werden, die
thermischen und elektrischen Eigenschaften des betrachteten Bogen-

bereiches unter sehr starken Niherungsannahmen in analytischer

Form anzugeben. Diese Methode wurde im wesentlichen von Stine
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und Watson angegeben [71, 80, 817 und beruht auf einer Anwendung
des Besselmodells (siehe (5. 1)).

Dazu wird der Bogen in zwei konzentrierte Zylinder aufge-
teilt, wobei der innere Zylinder den Radius ¥ bzw.ge¥besitzt. Es
wird angenommen, daB nur das Plasma im inneren Zylinder eine elektri-
sche Leitfdhigkeit besitzt, die proportional zum Wirmestrompotential
ansteigt.
ecsy = { O 3usssd Scg= Sy

A(S-S) 054694 (7.2.1.1)
Die Konstanten A und Sl sind dabei aus der Darstellung von & (S)
(sieche Abb. 4 und 5) auf geeignete Weise zu entnehmen. Es kann also
nur im inneren Zylinder ein Strom flieflen. Der Abstrahlungsterm wird
vernachldssigt, was nach (5. 2. 2) nur fiir kleine Radien zuldssig ist. Die
auf Grund der Bewegung induzierte Feldstirke wird gegen die von auflen
angelegte Feldstirke vernachlissigt, was beim Fehlen von dufleren
Magnetfeldern zulissig ist (siehe (7.2)). Zur Vereinfachung der Rechnung
wird angenommen,‘ dafl das elektrische Potential auf Ebenen senkrecht
zur Achse konstant ist. Es sollen also keine Strome iﬁ g -Richtung
fliefen, Diese Bedingung wird um so besser erfiillt sein, je grofier die
DurchfluBmenge ist, wie wir noch in (7. 2. 2) und (8. 2) schen werden.
Unter diesen Voraussetzungen wird ebenfalls die g ~Komponente der
Geschwindigkeit klein sein gegen die axiale Geschwindigkeit. Fir die
GroBe @uw in der Energiebilanz wird gemis der Beziehung (6. 2. 2)
der mittlere Massendurchfiufl eingefiihrt

nt

Tow - _Q"_v-L . (7.2.1.2)

Weiter wird das Verhiltnis der spezifischen Wiarme bei konstantem Druck
zur Wiarmeleitfdhigkeit als konstant betrachtet. Diese Konstante ist aus
Abb. 3 auf geeigneteA Weise zu entnehmen. Die Wirmeleitung in Achsen-

richtung soll gegen die Radialkomponente vernachlissigt werden.
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Alle obigen Niherungsannahmen ermaoglichen es jetzt eine
analytische Libsung fiir die thermischen und elektrischen Grolien anzu-
geben. Dazu betrachten wir die reduzierte Energiebilanz (7. 2. 1) und
die Stromtransportgleichung (5. 2. 2. 1) in Verbindung mit dem Ohmschen
Gesetz (7. 2. 2)

. Gm cp DS M
oegeq Ty E HihskeR G213
&« Q< M 4] =
segst G o R oL el
N gQ 4 xI
Ez=Eelf)= - -2¢z348 . (7.2.1.4)
* =8 ¢ i;dgclg 2n02l%:€gdg

Die Rand- und Anfangsbedingungen fiir S lauten im Intervall zwischen O

und g,
S€g,0) = Srta(5x 5. JolPer S ) d54; gé];‘g,-scg.ks,. ; l;:vm_osco,g):s... (7.2.1.5)

Fihren wir eine neue Variable SK =S - Sl ein und beriicksichtigen die

Beziehung fir die Feldstirke (7. 2. 1. 4), so erhilt die Energiebilanz

folgende Form

Qm s 28", 4 Do 38", &L
Em g2 .
nR w 9% 3 %88 T LTt K egds)’ (7.2.1.6)

Diese partielle Differentialgleichung fir 5,‘(%.&\ kann durch einen

Separationsansatz
S%s,§) - ReyZ(§) (7.2.1.7)

gelost werden. Mit den Konstanten

2

Gm & I 1
B=2x2e und (C=—=—— (7.2.1.8)
— 5 2.1
TR® 4riRiA (i'ch\gdg)

|
|
|
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stellen sich die beiden Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten
Finktionen R und Z in folgender Form dar, wobei die Gréfe b aus

den Randbedingungen zu bestimmen ist.
“ -t
R+L{R+uR=0 (1.2.1.9)

BzadzscTi=0 (7.2.1.10)

Die allgemeine Lésung dieser Gleichungen liefert folgende Abhingig-

keiten

Rea) = €, YaCbgy+ €, N, Che)

(7.2.1.11)

.

B _,eTH"
Zm ,%(3 e * (7.2.1.12)

mit den Integrationskonstanten Cl' C C3. Da die Temperaturver-

2
teilung endlich bleiben mufi, muf CZ wegen der Singularitit der
Neumannschen Funktion nullter Ordnung N ° im Nullpunkt verschwin-

den. Die spezielle Losung hat also jetzt die Form
L) 4,2
* ® c -2
S )= Cp;}.(bg) (-6~C‘e ° §) . (7.2.1.13)

Beachten wir nun die Randbedingungen (7. 2. 1. 5), so-ergibt sich als
endgiiltige Lsung fur die Temperatur im Innern des Leitfdhigkeits-
zylinders
2

Seafyr Sir (SamS) FelPa BN (4- -1 € i g)u1 LRI

(7.2.1.14)
wobei zwischen dem Strom und SA folgende Bedingung erfiillt sein
muf -

T = awrR(Sa-5,) Ja (oo 8o (A

(7.2.1.15)

Py = 2,405 [27] bedeutet die erste Nullstelle der Besselfunktion
nullter Ordnung. Diese Losung entspricht fiir grofle § der Losung des

zylindrischen Bogens nach dem Besselmodell.
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Innerhalb des zweiten Zylinders kann mit den Randbedingungen
S¢gq, 8)= S, und S,(1, 5= Sw
§ ! {7.2.1.16)

als Losung nur eine Funktion existieren, die von g abhingt und keine

Funktion von g darstellt. Sie ergibt sich aus (7.2.1.3) zu
Segi gy (S Sw) +Sw 3,58¢4 (7.2.1.17)

Durch Differenzen von (7. 2. 1. 14) und (7. 2. 1. 16) 148t sich leicht zeigen,
daf der Wirmestrom an der Stelle g, aufler im Unendlichen, wenn
nimlich fir g, der Ausdruck

(7.2.1.18)
gewdhlt wird, nicht stetig ist. Auf Grund dieser Tatsache ist also
eine exakte Lisung fiilr den gesamten Zylinder nicht anzugeben. Die
gemachten Vernachlissigungen sind zu groff, um eine vollstindige
Beschreibung zu erzielen. Nur wenn die Wandtemperatur gleich Sl
wire, ergibe sich innerhalb der gemachten Vernachlidssigungen eine

exakte Losung.

Dies 148t den Schlufl zu, dag eigentlich der Leitfihigkeits-
radius S, als Funktion von s angenommen werden miifte. Eine L&sung
fur diesen Fall konnte jedoch in [80] nicht angegeben werden. Um aber
trotzdem Aussagen machen zu konnen, betrachten wir nur die Vorginge
im Leitfdhigkeitszylinder und nehmen an, dafl dort die oben angegebene

Temperaturverteilung (7. 2. 1. 14) Giiltigkeit besitat.

Unter dieser Annahme ergibt sich fiir die lokale Feldstirke
in Achsenrichtung aus Gleichung (7.2.1.4) und der Bedingung (7.2.1.1)
der Ausdruck

Ipa,
A RA (50808 34 CPos)  (A- (u)e"’m’s-a e o 12 119)

Ez (S\t

Die Feldstirke in grofler Entfernung vom Rohranfang ist also

0
:
:
.

|
|
|
i
|
E
|
.
i
.
|
|
4
|
i
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E.= IE&(
® AR AGAS) 85 Je CPod) {7.2.1.20)

oder mit den Gleichungen (7. 2. 1. 15) und (7. 2. 1. 18}

- “Sw 4 .
E. = "2# e S FosJalPe} - ‘ (7.2.1.21)

Hir die Spannung zwischen zwei Punkten am Rohranfang und im. Abstandf
ergibt sich durch Integration von (7. 2. 1. 9) unter Berticksichtigung von
(7.2.3)
NEELS LN
{1.2.1. 22

- 2 2 Y
"RE.S‘ [ln!““ 4- 4 elp.‘/g.s-j 4 I-‘Q“l .
4_(‘,‘1)2'7-[%./3.&- - 4~4
‘So

Der Wirmestrom pro Einheitslinge aus dem inneren Zylinder heraus

ergibt sich aus Gleichung (5.2.2.12) zu

Gw = -2rg, %‘}I 7 2 (5a-5) Pou Ycpa) (4- (+- *)e”""&‘!)(? 2.1.23)

Gvn

®
Durch Integration lings der Achse von ¢ biss erhalten wir die ge-

samten Wirmeverluste aus dem inneren Zylinder auf dieser Linge

zu

Qw‘“ = (Sa-5) }4 Cpad E.?';_B [En.l’.

—
Gwgno

- E“I dia i R 1(‘}4_0_”& 2pelelB § d)] _ (7.2.1.24)

Fir die elektrisch zugefilhrte Energie pro Einheitslinge verifiziert
man mit Hilfe von (7.2.1.19) ‘

RL-NE(E)R 5‘3'8“?\ TE.(%)=1E, (4 u-H€ "“"‘Bﬁ) (7.2.1.25)
‘Pcl..
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: § - 97 -
. . |
Die gesamte auf der Strecke zwischen Null und } zugefithrte elektrische .
Energie ergibt sich hieraus durch Integration z:. %
1 ,l LB lsin-§ . Sty
Pu g R §7-L 4= RIE, %‘%[hl t-ahe — 4 (1.2.1.26) | S-S
‘ s Haahetris gy f““ e
hatd :
- Ayq, : o8 Jg¥ . RETETY
[ Femre
Daraus ergibt sich ein lokaler Wirkungsgrad fir die Gasaufhei?ung von } = %025 ;.::,0
Q2 N %
2 /et * 5 -1 ie Wi trompotentia
" ~2Pei/3.0B- . 2o | ; ) Abb. 43 Die Wirmes p
Ne= 'P:P(lw = (4"‘?) e ‘ 3 : (7.2:1.27) ° G LR & verteilung nach dem Bessel-
b ' -02 \ modell
Der globale Wirkungsgrad hat entsprechend folgende Form o4 \
2,1 A v \
-2 .
= Rlge~ Quges _ J_(“‘(*-ll)e- 138 S) - ! -10
'f)s_ s z Q2 == 23‘1 '(7.2. 1.28) 9’ Sigs) -,
'PGL%CS m, =& ‘IJ4_(.‘-‘_)3 Pag i8¢ ! +4 E DE.
K J i
Sh it RPN NECTCT N | §
1
Diese Funktionen sind in den Abbildungen 43 bis 45 dargestellt. %
Zu diesem Zweck wurden simtliche GroBen in geeigneter Weise ! & n
£ E, R
normiert. d wurde in den Abbildungen 43 und 44 als Null, in der E
[}
Abbildung 45 als 1/2 angenommen. Als charakteristischen Wert fur
-4
die Einlaufstrecke konnen wir die Gréfle Leinl = No definieren. Sie ?
liefert eine Aussage iiber die Linge der Strecke, die nétig ist, um . / %
([
das Gas soweit aufzuheizen, dal simtliche interessierenden Gréflen / p.:g“a
weniger als 100/e % von ihrem Wert im Unendlichen abweichen, | /
Abb. 44 Einige charakteri- .
/Wenn man diese Linge in Einheiten des Rohrradius miflit, dann erhdlt stische Gréﬂegn als Funktion
man folgenden Wert fiir diese GroSe einer charakteristischen
Koordinate in Achsenrichtung

nach dem Besselmodell (&= 0)

- lG. [4 . A
Leat® No= 94lm e . . (7.2.1.29) / X
2pL TR 3;19‘;:;g
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Abb. 45 Einige charakteristische Grouden als Funktion einer

charakteristischen Koordinate in Achsenrichtung nach
dem Besselmodell ( & = 0,5)

Wie wir sehen, ist die Einlaufstrecke in dieser nullten Ndherung nur
eine Funktion der Durchflufmenge, da sich die Groéflen 8,und Cplat
nur wenig mit der Achsentemperatur oder dem Strom dndern. Eine
genauere Diskussion wollen wir auf das nichste Kapitel verschieben.
Dort wollen wir auch die numerischen Werte mit anderen Ergebnissen

vergleichen.
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7. 2.2 Die Linearisierung der Grundgleichungen

Wéhrend wir im letzten Abschnitt eine Methode dargelegt
haben, das elektrische und thermische Verhalten im Einlaufgebiet
des Bogens unter 'starken Nsheruﬁgsannahmen durch eine Linearisierung
der elektrischen Leitfihigkeit beziglich der Wirmestrompotential-
funktion zu erhalten, wollen wir jetzt einen Weg angeben, der mit
weniger Ndherungsannahmen auskommt, . Wir gehen dazu vom Ver-
halten des Bogens in grofer Entfernung vom Rohranfang aus. Hier
wird das Verhalten in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment durch
die Gleichungen und Parameterabhingigkeiten dargestellt, die in den
Kapiteln (5) und (6) besprochen wurden. Im Einlaufgebiet des Bogens
koénnen wir uns dann alle Gréfen aus dem entsprechender Wert im Un-
endlichen und einer Stérgréfe zusammengesetzt denken. Wenn wir
die Stérgrofle durch den Index eins charakterisieren, erhalten wir auf

diesem Wege folgende Darstellung filr die abhdngigen Variablen:

P=-aRf+petPotar+ pats, Hy= Heo (a2t Hy, 5, §)
gm= Svnc(g"‘gq(ggi‘ Qe * SQLQ(Q\*31(S'§)
(7.2.2, 1)

WU, g Ez= Eot By )

AR'A (5t§\ ) Ev = EVe <+ E\u (gts\

We Wo(9) +Wacg,§) : g=< ‘?oCs)—ER§+ff.Ls.§\

T=Totr+ T4 §) 423 2o ¥42u 03§}

S« S-LS)'%SAL‘E.S) 1’= 4’V4(3;§) °
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Fiir die Stdrgréfen bestehen neben der Eigenschaft, dag alle diese
Verdnderlichen per definitionem im Unendlichen verschwinden milssen,
folgende Randbedingungen, die sich aus den allgemeinen Bedingungen
ergeben, die in (3. 7) abgeleitet wurden:

P‘g.(o.§\=s13co,§)=o Siglo,§)= Satufr=0

uu(°,§\=u4(.4|§\=° Hy0 §) = HAj “,fy=o0

ato§)= v, §)=0 $rgCo§)= ‘5‘3(4'5\”)

W, (4l§\=w43(°.§\=° Evya(o,§)= Ey, . pr=o

(7.2.2.2)

Tgo =Ty fr=0 P 0 §)= ()0

Neben diesen Randbedingungen sind noch Anfangsbedingungen fir ver-
schiedene Grofien am Rohreingang anzugeben, die auf Grund von Er-
haltungssitzen gewisse Vertriglichkeitsbedingungen erfiillen miissen.

Auf die Problematik dieser Gréflen werden wir spdter noch eingehen.

Zur Vereinfachung des Betrachteten Problems wollen wir
annehmen, daf alle Stérgrofien klein gegen die entsprechenden Werte
der Variablen im Unendlichen sind. Dazu sollen analog die Radial-~
und Tangentialkomponenten der Geschwindigkeit bzw. die radiale
Stromdichte von kleinerer Gréflenordnung als die zugehorigen Werte
in Achsenrichtung sein. Diese Voraussetzungen werden wegen des
stetigen tYbergangs der Kenngrofien in den ausgebildeten Bogenbereich
auf jeden Fall auf einer gewissen Linge des Einlaufgebietes erf\'ilit,

so dafl die obige Bedingung gerechtfertigt ist.

Wenn wir jetzt die obigen Ansitze (7.2.2. 1) in die Grund-
gleichungen (siehe (3)) einfithren, konnen wir auf Grund der voraus-
gesetzten Groflenverhdltnisse Glieder hoherer Ordnung vernachlissigen.
Deshalb kénnen wir auch alle Materialfunktionen beziiglich der Stor-

grofien linearisieren. Dies liefert mit der schon erwidhnten Beziehung,

%
|
|
|
|
|
|
E
|
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daB alle Druckterme klein - sind gegen den Ruhedruck Py folgende

Darstellung, wobei der Index Differentiation nach S bedeutet:
v (p,T) % mcp, 9) % mOp,, Samr)+ m:(P.,S.ts\\ S5
JLCPTY) ¥ MCPo$)2 ALCPe, Soted) 4 A (Po, Socs)) Salsi§)
TWep,T) & @ CPo,S) % L LPo,Sop)+ T'CPo,Socsn) 4 (5:§)

S W, T) %8 P SYX B(Pe, S0} &'(po,Sot@)) S1G1H) (1.2.2.3)
WP T) ¥ R LPo S) X X (Po,Sos) + ¥ (Po, Soc) S8 1)

Rep TY® RireS) ¥ A Cps So@) + Cp.tps, Soes) R po, Sols?) Sy @ ).
Auf Grund der Definition des Wirmestrompotentials (4. 2. 14) ergibt

sich hieraus fiir den Zusammenhang zwischen Sl und Tl folgende

linearisierte Beziehung

948,517 R (po,So) Tacs,§) - (1.2.2.4)

Beriicksichtigen wir alle diese Bedingungen und beachten die Grund-
gleichungen fiir die Groflen des ausgebildeten Lichtbogens, so besitzen

die Bestimmungsgleichungen fiir die StérgroBSen folgende Form:
-4
Pa= Po (Sma/gme 45, [0 T moyme] (1.2.2.5)

1 £ (88mon+ % (GmoW, +8m,We) =0 (7.2.2.6)

Sm.We Wag = '@@(’ Pyt %ﬁ (uu*% +W4ﬂ ~Met Hy, “'54) + J—%[u‘,s.f

1! ' (7.2.2.7)
w S w, - Hy, H
- g ]+ e[t w4 U ] - 2 Hags
i
Smowe Vg = Ko Duagy tVags + Y- W]+ e (vag-tp) (1.2.2.9)
1

Sm, Wo Wig + G Wolly = 7% Crt é“—,"z (Ws + ‘—‘S‘-+W4§3")‘¢l HyaHgl)

(7.2.2.9)

[P
ol R [ 9304 g1 B8 L g oy 0 50
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1 2
e O N

- (% Ry +Ral) S, (. z.‘z. 10)
?'f.'%uﬁ’*K D4tk ﬂs—é-gg"g, (7.2.2.11)
Ev,=- & Ys g Eu"in"fi‘f (7.2.2.12)
%‘;’g%vw%@u:o _ (1.2.2.13)
Ber,= - & (4 &g $og5) (7.2.2. 14)
Ava® Rol= % fug = Mol (W, By, +wa Heo)) (7.2.2.15)
Aro™ Co (= RGop+ Met Hgoa) 1 2 EoSy - (7.2.2.16)

Hierbei wurde aus entsprechenden Griinden wie weiter oben in der
Energiebilanz wieder die Arbeit der Druckkrifte und die durch Reibung
in Wirme umgewandelte kinetische Energie gegen die anderen Energie-

terme vernachlissigt.

Um eine weitere wesentliche Vereinfachung vornehmen zu
konnen, wollen wir die induzierten Stérfeldstirken gegen die angelegten
abschitzen. Aus den Gleichungen (7. 2. 2. 15) und (7. 2. 2. 16) erhalten
wir fir das Verhdltnis der induzierten zur angelegten Feldstdrke in
radialer bzw. axialer Richtung, wenn wir auBerdem noch Gleichung

(6. 1. 9) bertucksichtigen,

Ater (Wi Hgotw, B 3I=IEV ’_m_g
l‘—"‘*Hu o ,w°+h‘|‘-‘;t,<<4
el Byaugls EL”&I <<,
E.‘A AL
Diese Ausdriicke sind beide klein gegen eins, da die Feldstirke in

(1.2.2.17)

radialer Richtung im ausgebildeten Bogen klein ist gegen die Stor-

groflen,und aullerdem noch auf Grund der Voraussetzung die anderen
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Ausdrilicke kleiner als eins sind. Wir kénnen also die induzierte Feld-
stirke gegen die angelegte vernachlissigen. Weiter ist es zulissig,

die Enthalpiezunahme in radialer Richtung gegen die in axialer Richtung
zu vernachlidssigen, wenn wir annehmen, dafl die radiale Geschwindigkeit
bezogen auf die Geschwindigkeit der Poiseuille Stréomung kiein ist

gegen (ien Storwidrmestrom in Achsenrichtung bezogen auf den radialen

Wirmestrom im ausgebildeten Bogen.

Diese beiden Vernachlissigungen bedeuten eine wesentliche
Vereinfachung der Gleichungen, die das thermische und elektrische
Verhalten der Einlaufstrémung bestimmen. Sie bewirken nimlich
eine Entkopplung dieser Gleichungen von den dynamischen Bestimmungs-

gleichungen.

In dieser Niherung sind also die thermischen und elektrischen
Eigenschaften des Einstrémgebietes unabhingig vom dynamischen Ver-
halten in diesem Bereich. Es stellt sich durch die Kopplung der ther-
mischen und elektrischen Gréfien eine Temperaturverteilung und ein
elektrisches Feld ein, deren Gestalt dann das dynamische Verhalten
in diesem Gebiet bestimmt. Auf Grund dieser Tatsache vereinfacht

sich natiirlich die Berechnung ganz erheblich.

Um die Bestimmungsgleichungen fiir die thermischen und
elektrischen Grofien zu erhalten, eliminieren wir mit Hilfe der Glei-
chungen (7.2.2.13), (?.2.2.15) und (7.2.2.16) in der Energie-
bilanz (7. 2. 2. 10) und in der Erhaltungsgleichung der Ladung (7. 2. 2. 13)
alle Groflen bis auf Sl und ¢ . Dies liefert folgende zwei gekoppelte

lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir Sl undg 1:

Bugg t Qeg (' St'(s\)* ST Ry Sag

Sigy+§ 'Sag S1gy - £a1Seg + fuersi= sy Gug - (7.2.2.18)
Hierbei wurden folgende Abkiirzungen eingefiihrt::
) - - .
84y = AN (Seta)/ 8%} Qecar= 2o Sa 2" Gidd RE, o3t
(7.2.2.19)

-4 kd -
8383 = BmoRep Wo 2. Sugy: R(Ed@n- . );

L5y * ARE, &, HE IS RIE:G; .
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Die Randbedingungen fiir §, und 4§, lauten nach (7.2.2.2)

543(0@ =Si(1,§) = S0, §)= fus 4, fr=0 (7.2.2.20)
Wenn man die Losung dieser Gleichung bevechnet hat, kann man

alle anderen thermischen und elektrischen Groflen daraus bestimmen.
Dabei sind neben den beiden behandelten Variablen noch folgende

GréBen von Bedeutung

Fiir den gesamten lokalen Wirmestrom dur ch die Wand mit der Ein-
heitslinge ergibt sich -

Qw )= -2n(5c:(4\ +54g (4.§)\= [ PuePraa]— 20 5ug w§). (7.2.2.21)

Hieraus erhilt man den gesamten Wiarmestromverlust auf der Linge z

durch Integration zuw
(iw.a“(ﬁ\ = gaw st = QwoR§ -2aR §S4g (1' %)di . (7_ 2.2. 22)

Die entsprechenden Werte fiir die elektrisch zugefithrte Leistung

und die Abstrahlung ergeben sich analog zu oben
’ 2 4 1
Pa (§)= 2R $4Egdg = Pu, +2m 3 (950 $ig+Se@Sede  (7.2.2.23)

b
Fignlp=r §Pel(94§= Pee, RE 421 § 5§ (85001 SugaSecpisiisdgeg (7. 2. 2. 24)

1 4
?md(g\-: amR §Egclg =’Pmd‘,+ er-f) (86033 -84(2)) Sy gde (7.2. 2. 25)

1
Prad ges (§)= R gmcsm § =P, R 2R §§ (8e@r-SutsNS,sdedf (7 2 2. 26)

Fiur die zeitliche Zunahme der Enthalpie des Gases auf der Linge

Rdi ergibt sich folgender Ausdruck:
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4
Ak,= 2 2 h(g\&g%dg. (7.2.2.27)

Die gesamte Enthalpieerhthung pro Zeiteinheit auf der Linge 2
betrigt dann
A k%,..j R § igug\s,‘s%dgdi .

(7.2.2.28)
Mit Hilfe dieser Beziehungen erhilt man fir den lokalen Wirkungsgrad
der Aufheizung

4
Ner Ake _ _§ 8¢ Saggdg

Per T, l2n + sv(_-g.;(g\ ?‘j +808)Sa) gdg (7.2.2.29)

Ein entsprechender Ausdruck ergibt sich fiir den globalen Wirkungs-

grad auf der Linge 2

§ 2
< ARges S§g$‘3754§3dgf1§
’Ylﬂos v = —0f g
N M AN Y o +,f;_('€5(s)'s4§+_?c ©35,) gdgd§

(7. 2. 2. 30)

7.2.2.1 Analytische Losung bei konstanten Koeffizienten

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daR bei geeigneter
Linearisierung der Grundgleichungen die Kopplung zwischen den
dynamischen und elektrischen baw. thermischen Gréfien beseitigt
werden kann. Die daraus resultierenden Gleichungen (7. 2. 2. 18)
mit den zugehdrigen Randbedingungen (7 2. 2. 20) ergeben cin System
von zwei gekoppelten linearen partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung fir das elektrische Potenfziél und die Warmestrom-
potentialfunktion. Zur Losung dieser Differentialgleichungen machen

wir einen Separationsansatz fiir die abhingigen Verdnderlichen

9,68, 8= furqu( ) (7.2.2.1. 1)

5,(3,§) 7 Sumaunhy.
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Setzen wir diese Ausdriicke in die Differentialgleichungen ein (7. 2. 2. 18),
so folgt notwendigerweise, dak die beiden Funktionen g,(g)\md g._(%)

bis auf eine Konstante iibereinstimmen miissen. Fiir die Abhingigkeit ,
von g kommt nur eine e-Funktion mit negativen Exponenten in Frage..

da die Lésungen im Unendlichen verschwinden miissen. Ohne Ein-
schr.‘;nkung der Allgemeinheit konnen wir also annehmen, daf 8, und

g, gleich sind, was physikalisch ein gleichmifiges Abklingen der

thermischen und elektrischen Storgrofien bedeutet
e : 7.2.2.1.2
Q4(§)= Quli=e \za (7.2.2.1.2)

Beriicksichtigen wir diese Abhiangigkeit, so liefern die Differential-

gleichungen (7. 2. 2. 18) folgende Bestimmungsgleichungen fir 5, (8)

und Y4,¢8)
e gl (8T Bl + Nge= = M D152
Sr+S2g'4 (N4 SN+ 8) 5.5 ~ M85, - (7.2.2.1.3)

Eine analytische Loésung dieses Systems kann angegeben werden, wenn
die Funktionen §, bis {s konstant sind, d.h. wenn man geeignete
Mittelwerte einsetzt. In diesem Falle erfiillt ein Ansatz der Form
Bl = AJolbg) Si3d: Blolhg) (1.2.2.1.4)
die Differentialgle’ichungen, wobei }, die Besselfunktion nullter Ordnung
angibt. Da das homogene Gleichungssystem fiir A und B nur nicht-
triviale Losungen besitzt, wenn die Determinante verschwindet, erhalt

man folgende Bestimmungsgleichung fir b

b=+ ngdg\:Jx‘(.{‘Lmshi‘éi)a%i. (1.2.2.1.9)

Es existieren also zwei verschiedene Losungen der obigen Form
(7.2.2.1.4) mit b, und b,. Ent sprechend gibt es zwei Werte von A

und B, zwischen denen folgende Beziehung bestehen mufl

2 2 T E
. .X__A_'b = _Z*_:_L .
B, XN Ay B e A, (7.2.2.1.86)
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Wegen der Linearitit der Gleichungen ist auch die Summe der beiden

Ldsungen wieder eine Lésung

$2091= Ay Yo Coig) + Ay Jo Cbig)

7.2.2...7
S:¢8)= 8, Folbye) + B. % Coe) - ( )
Wie wirin (7. 2. 2.2) sehen werden, ist diese Lésung die einzige
Losung des Differentialgleichungssystems (7. 2. 2. 1. 3), die im Null-
punkt keine Singularitit besitzt. Die anderen beiden Lésungen konnten
dabei mit Hilfe der Neumannschen Funktion nullter Ordnung erhalten

werden,

Um nun}die endgiiltige Losung und die Eigenwerte zu er-
halten, brauchen wir nur zu beriicksichtigen, dag (7.2.2.1.7) die

Randbedingungen (7. 2. 2. 20) erfiillen muB. Dies liefert folgende

Gleichungen

B, Jolos) B Jotbr)= 0

(7.2.2.1.8
A, b, Jatoy+ Albl31(b;\=° )

Da nichttriviale Lésungen nur erhalten werden kénnen, wenn die
Determinante dieses Gleichungssystems unter Berticksichtigung von
(7.2.2. 1. 6) identisch verschwindet, kénnen nur solche Ay>0 zuge-

lassen werden, die folgende charakteristische Bedingung erfiillen.

k3 k)
0tb oy (- b)) o (o) 34 (010} = By (i - Biw) ’}‘,(b,,‘)}4(b,,) (1.2.2.1.9)

Ke42... .
Auflerdem besteht dann zwischen Al und AZ folgende Beziehung

A1u = - Dz }4 Chyw)

7.2.2.1.
bak JaClry ¢ (7.2.2.1.10)
Mit der Abkiirzung
AK: A
Pix Yutoyy) (7.2.2.1.11)
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erhalten wir als endgultige Losung des Problems alle Eigenfunktionen
%1x 192« zum Eigenwert Ay >o in folgender Form
Bau (81> Ay Chay Faloan) a’n(.bnﬂ‘ b«}. (b }- (b))

(1.2.2.1.12)

. }o(bug\).
Die allgemeine Losung setzt sich, da die Differentialgleichungen

S (@)= ‘)Afg; ( L\lu - b:u] bu}dbu) lo(bus)' (hzt'bzzu) By Fa )

(7. 2. 2. 18) linear sind, aus all diesen Eigenfunktionen additiv zusammen.

54‘5:&3‘ {- Sax (s\e-h‘s

Q4(21§) = %'g;“(g)e_-)“‘§_ ’ (7.2.2.1.13)

Dabei koénnen die Konstanten AK beliebig angenommen werden. Sie
bestimmen die Anfangsbedingungen der Funktionen an der Stelle } =0
Welche Anfangsbedingungen dabei zugelassen sind, soll im nidchsten

Abschnitt besprochen werden.

Nachdem wir nun unter den obigen Bedingungen eine Lésung
gefunden haben, kénnen wir mit Hilfe von den Gleichungen (7. 2. 2. 11),
(7.2.2.12), (7.2.2.14), (7.2.2.15) und (7. 2. 2. 16) alle anderen interes-

sierenden lokalen Gréflen bestimmen. Wir erhalten folgende Ausdriicke

4o =% S o et AR TR et (7.2.2.1.14)

4= é’ ( %’ Pres) W + 2 EoSausd) e:)“& s %1’1:&3“;)«? (7.2.2.1.15)

Ev=-%E ;g'tké*d:%g‘,l&g,e"“s ~ (7.2.2.1.16)
-E!4 = % é ?IK(.S\XK é)“§ = 2\4.' E_‘“‘(s\e?)"“ (7.2.2.1.17)

e, = e, é (82 hu Seuls) + 84 ‘giﬂe_“& =£ gu“@e’“i (7.2.2.1.18)
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Y . -k ‘
H-,.szf-‘gu(g\-%“e «§ -E.ngcg)e ) (7.2.2.1. 19

Die globalen GroéBen bestimmen sich aus den Gleichungen (7.2.2.21)
bis {7. 2. 2. 30). ' ' '
Zum Abschluf dieses Abschnittes wollen wir noch kurz auf
einen Spezialfall der obigen Bedingungen eingehen, bei dem sich eine
wesentliche Erleichterung der Berechnungen erzielen li6t. Wenn die
elektrische Leitfihigkeit nur sehr schwach ansteig.t. dann kénnen wir
in (7. 2.2.19) in erster Nﬁh;.r'\‘mg &\'l §, und Sq gleich Null setzen.

In diesem Fall ergeben sich aus {7.2.2. 1. 5)fir by und b, folgende

2
Ausdriicke

b= | Nt Sahe 1 baen hw - (1.2.2.1.20)

Aus der charakteristischen Gleichung (7:2.2.1.9) ergibt sich dann
notwendigerweise, dafl blk gleich der k. Nullstelle der Bessel-
funktion nullter Ordnung Pow sein mufl. Die Eigenwerte Ay lassen

also folgende Darstellung zu

K= 3%(\'“2:{.‘1—4)- (7.2.2.1.21)

1]

Fir grofie Durchflumengen ergibt sich eine weitere Vereinfachung
fiir den kleinsten Eigenwert N\, aus der Tatsache, dagB unter diesen
Bedingungen 8, sehr viel grofer ist als QPoy - Indem wir die
Wurzel in (7. 2. 2. 1.21) in eine Reihe entwickeln, ergibt sich unter
der obigen Voraussetzung -
Dz R

)\4-.“_:::;{.31‘ (7.2.2.1.22)

Unter diesen Bedingungen ist also die Einlaufstrecke gerade um den

Faktor 23’,1 so lang wie die, die aus dem Besselmodell berechnet

wurde (siehe (7. 2. 1)).
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7.2.2.2. Numerische Losung bei variablen Koeffizienten

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dafl eine analytische
L8sung des behandelten Problems erhalten werden kann, wenn man
fir die Funktionen 8,bis Q¢ geeignete Mittelwerte einsetzt. Wenn
diese Funktionen dagegen stark variieren, wie es zu erwarten ist,

dann ist man auf numerische Lésungsmethoden angewiesen.

In diesem Falle gehen wir davon aus, da8 zu jedem A»0 vier
linear unabhingige Lésungen des Differentialgleichungssystems (7.2.2.1. 3
existieren miissen. Wir erhalten solche vier Lisungen, indem wir
folgende Anfangsbedingungen fir §, und die ersten drei Ableitungen an
der Stelle @ gleich Null vorschreiben.
{4 :009]i[°400]i[0,°,4, 0]y [o1004]. (1.2.2.2.1)

Wie wir aus (7. 2. 2. 1. 3) ersehen konnen, liefern die zweite und vierte

Anfangsbedingung nur Liisungen, wo S, im Nullpunkt e:ne Singularitit

besitzen wirde. Aus der Endlichkeitsbzedingung fiir physikalisch sinn-
volle Lésungen folgt dann, daf nur Losungen mit der ersten und der
dritten Anfangsbedingung von Interesse sind. Wie man leicht zeigen
kann, gehdren zu diesen zwei Funktione y‘z(s)und 92 gy auch zwei

linear unabhingige Losungen S, (g) und Sayp(q) mit folgenden
Anfangsbedingungen

[0 o] und [2X'5i, 0] (1.2.2.2.2.)
Auf Grund der Linearitit der Differentialgleichung ist auch die Summe
der beiden Lésungen wieder eine Ldsung. Wenn wir folgenden An-

satz machen, erfilllt diese Summe fir die Funktionen ¢ schon alle
Randbedingungen (7. 2. 2. 20)

'
Qalay= C ( ‘ginCLﬂ) Loz (N~ By ()‘l'ﬂ £ 1Y ()IS\) (7.2.2.2.3)

Sa = CCGagOnNSar Ong) = oz O ) S ) -

|
;
i
i
|
%
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Es bleibt noch die Randbedingung Sz(l) = 0 zu erfilllen. Dies liefert

folgende charakteristische Gleichung fiir die Eigenwerte A > ©

' 1 N
g(\\‘ ‘fzf_()n‘\ 91;(1\14\ - Sy (}\M\ 511 ()~,4\= o . (1.2.2. 2.4}
Mit Hilfe dieser Umformung des F;andwertproblems mit der Bestimmung
der Eigenwerte in éin Anfangsproblem mit einer charakteristischen
Gleichung ist es also jetzt gelungen, auch im Fall der variablen
Funktionen 8'4 bis gs einen numerischen Weg zur Bestimmung aller

interessierenden Gréfien anzugeben,

Die numerischen Rechnungen wurden wieder mit dem Digital-
rechner Siemens 2002 durchgefiihrt. Das Programm dazu war wie folgt
angelegt. Es bestand im Wesentlichen aus einem Nullstellensucher [31]
fir die charakteristische Gleichung (7. 2. 2. 2. 4). Die verschiedenen
Lésungen des Gleichungssystems (7.2, 2. 1. 3} mit den verschiedenen
Anfangsbedingungen (7.2.2.2.1) und (7. 2. 2. 2. 2) wurden mit Hilfe der
Methode von Runge-Kutta [31] fir Differentialgleichungssysteme zweiter
Ordnung bestimmt. Dabei betrug die Anfangsstiitzstellenzahl 51
Die Anfangsschrittweite wurde so lange halbiert, bis die Abweichungen
der verschiedenen L&sungsfunktionen an der Stelle @24 kleiner als
ein vorgegebener Fehler von 1 % ausfielen. Die Fehlerabfrage fiir
den Nullstellensucher von §0) war so angelegt, daBl der Eigenwert \y
bei einem Vorzeichenwechsel von §0yals bestimmt galt, wenn folgender

Ausdruck

W (1.2.2.2.5)
Nazulsl(-)‘\(.g&\l

kleiner als ein vorzugebener Fehler von §= 0, 0005 ausfiel. Die

Anzahl der zu bestimmenden Nullstellen konnte beliebig vorgegeben

werden. Die zur Rechnung nétigen Funktionen g:(g)bis 85y waren im

Programm fiir den wandstabilisierten zylindersymmetrischen Bogen

(siehe (5)) fiir eine Stitzetellenzahl von 51 Werten mitberechnet worden

und lagen in Lochkartenform vor. Wenn nach der oben angegebenen
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Methode ein Eigenwert Ay gefunden worden war, wurden alle anderen
interes;ierenden Grofien mit einer Stitzstellenzahl von 91 Werten
berechnet und ausgedruckt. Fiir diese ganzen Rechnungen war im
Mittel eine Rechenzeit von ungefihr einer Stunde pro Eigenwert

erforderlich.

Zum Abschlul dieses Abschnittes wollen wir noch kurz

auf das Problem der Anfangsbedingungen' eingehen. Wie wir gesehen
haben, sind die Eigenfunktionen bis auf einen konstanten Faktor be-
stimmt. Diese Faktoren CK sind aus den Anfangsbedingungen fiir

eine Funktion an der Stelle § = 0 zu bestimmen. Leider haben die
bestimmten Eigenfunktionen den Nachteil, daB sie nicht orthogonal
sind Will man also eine vorgegebene Anfangsbedingung - vorausge-
sctzt daBl dieses moglich ist ~ nach den Eigenfunktionen entwickéln,

so sind die Keffizienten davon abhingig, bei welchem Gliede man

die Reihe abbricht. Um diescn Nachteil zu eliminieren, kann man

die Eigenfunktion an der Stelle s = 0 nach dem Verfahren von Gramm-
Schmidt {31]orthonormieren. Diese Methode kann auf folgende Weise
‘durchgefithrt werden. Gegeben seien die linear unabhingigen Eigen-
funktionen X, (3,§), die an der Stelle § = 0 eine mit.den Funktionen
qu&)vcrtrﬁgliche Anfangsbedingung erfiillen sollen und in folgender
Rrm dargestellt werden kénnen

%

S N
Kaw 3,9 Xaure PLERS SR (7.2.2.2.6)

Wir bilden nun aus diesen Funktionen durch folgende Rekursionsformel

die Rinktionen Y“‘ (g,g)
K-4 4
Yok €2§)= Xau g5 - é.‘ 3 Zie (3,09 X4 (5,003dg Ziew®,(1.2.2.2.7)

wobei die Funktionen z“m&)durch folgende Beziehung definiert sind

Zi38)= M)_“ (7.2.2.2.8)

1 2 1
V3 Yy s orgdsa
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Auf Grund dieser Definition erfiillen die Funktionen ZA‘ (s‘g) die
Differentialgleichungen und bilden an der Stelle S'“ ein orthonormiertes
System von Funktionen, d.h. es gilt

4 wy .
g Z4x (3,0) Z‘a(g,o\g‘i% =3 % (7.2.2.2.9)

Die allgemeine Lésung besitzt jetzt wegen der Linearitit der Gleichungen
folgende Form

Z, (gtg):i‘zQ\(ZAK(SIE)- (1.2.2.2. 109

Wenn die vorgegebene Anfangsbedingung an der Stelle f-o Z,,¢3 eine
Darstellung nach (7. 2. 2. 2. 10) erlaubt, dann miissen die Koeffizienten
a_ folgende Form haben

K

1
Qv §7,008) 24 (3,0)248 (7.2.2.2.11)
damit die quadratische Abweichung im Mittel ;ninima; ist. Welche
von den Funktionen (7. 2. 2. 1. 14) bis (7. 2. 2. 1, 19) die Anfangsbedingung
erfullen soll, ist im Prinzip willkiirlich. Nur sind dadurch die Anfangs-
bedingungen der anderen Funktionen festgelegt. Eigentlich miiite, um
die richtigen Anfangsbedingungen zu erhalten, der luflere Stromkreis
mitbericksichtigt werden. Dabei ist darauf zu achten, daB gewisse
Anfangsbedingungen noch Vertriglichkeitsbedingungen erfiillen miissen.
Wenn z. B. eine Anfangsbedingung fiir die z-Komponente der Strom-
dichte gefordert wird, dann mufl der Gesamtstrom gleich dem Strom
im Unendlichen sein. Diese Vertraglichkeitsbedingungen werden also

auf Grund der Erhaltungssitze gefordert.
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7.3. Die Bestimmung des dynamischen Verhaltens

Nachdem wir verschiedene Methoden angegeben haben, das
elektrische und thermische Verhalten des Bogens im Einlaufgebiet
zu berechnen, wollen wir uns jetzt dem dynamischen Verhalten zu-
wénden. Die dynamischen Eigenschaften werden dabei bedeutend
schwieriger zu erfassen sein, da die Kopplung mit den thermischen
Groéfien hier nicht ohne weiteres eliminiert werden kann. Will man
trotzdem Aussagen machen, so ist man darauf angewiesen, z. T. sehr

starke Niherungsannahmen zu machen.

Ohne auf weitere Einzelheiten einzugehen, wollen wir
zwei Wege angeben, die eine Bestimmung des dynamischen Verhaltens
ermdglichen. Im ersten Fall gehen wir dabei von den linearisierten
Grundgleichungen {7. 2. 2) aus, indem wir die Voraussetzungen, die
dort getroffen wurden, iibernehmen. In den Gleichungen (7. 2. 2. 5) bis
(7. 2. 2.9) stehen uns finf Gleichungen zur Verfiigung, die fiinf noch
unbekannten Funktionen Pl 1Sm, Wy, Vg, Wy U bestimmen. Daizei
setzen wir natirlich Sl und Hy, als bekannt voraus. Als erste
wichtige Eigenschaft dieser Gleichungen fillt sofort auf, dag die

Bestimmungsgleichung fir die Tangentialkomponente der Geschwindig-

keit (siehe (7. 2.2.8)) von den anderen Gréflen entkoppelt ist.
- t ' ~1 ] -
Vage +Vag (g +‘}‘o So Mo ) - % \Z] (é'ﬁ')l; Sn)"o" )+V4g§' g—A—'—"A“".Rv,g‘o_(? 3. 1)

In dieser Niherung hat also die Tangentialstrémung keinen Einfluf§

auf dic anderen Grofien. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir

alle Rohrstrémungen mit schwachem Drall [12, 82]. Entsprechend

zu (7. 2) kann man wieder eine analytische L&sung erhalten, wenn fiir

die Funktionen

D (gy= U o Coag [ ¥ wnd Qg cay= %—“i‘x
(7.3.2)

wieder geeignete Mittelwerte eingesetzt werden

' Qm
=0 und Qg —2
& MY A (7.3.3)
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Mit den Randbedingungen
Veto, %y =v 04,8y =
1(% ] Yy=0
§ (1.3.9)
erhilt man eine Lsung durch einen Separationsansatz in folgender
Form ‘
R
Vik (8.§)= Cux J1 CPivg) € %,
(7.3.5)

wobei fiir Ny die Beziehung gilt
R FEPIETY %I_s.—/.) K123 (1.3.6)
1]

Jl bedeutet dabei die Besselfunktion erster Ordnung, Py die k. Null-
stelle dieser Funktion. Fiir grofie DurchfluBmengen ergibt sich fir

den ersten Eigenwert ), folgende Niherungsformel

kS
= Bt = N\, Pag WoCpg . 7.3.
4T T T e B et 3.1

Die Einlaufstrecke fiir die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit
N .
ist also um den Faktor B2 2 kleiner als die thermische
P St W Tp, :
und elektrische Einlauflinge, die sich aus dem Besselmodell ergibt
(siehe (7. 2.1)). Die allgemeine Lésung des obigen Problems setzt sich

aus der Summe von allen Eigenfunktionen (7. 3. 5) zusammen
Z - )Kg
Va3 e e, Cau T CPica) € . (7.3.8)

Die Konstanten ¢,y sind dabei aus der Anfangsbedingung WVy5¢g)
zu bestimmen. Da die Funktionen %4(p"g) auf dem Intervall von o bis 1

orthogonal sind, ergeben sich die CIK in folgender Form

2
Jotrad }2 (P

“
Q= - %,V“(%\?H (reg)adg. (7.3.9)
Dabei mufl natiirlich Y4, (8) eine Darstellung nach (7. 3. 8) erlauben.
Wenn die Anderungen der Funktionen 8!,(;) und Ra(e) relativ

grofl sind, dann mufl die Differentialgleichung (7. 3. 1) numerisch ge-
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16st werden. Man kann wieder die gleiche Methode wie in (7. 2. 2. 2)
anwenden. Die Anfangsbedingungen fiir die gesuchte Funktion Va(8)

an der Stelle g@=¢© heiflen in diesem Falle

Lot} .
. (7.3.10)

Die Eigenwerte sind dabei aus der Bedingung
VO 4}=0
(7.3.11)
zu errechnen. Die allgemeine Losung setzt sich wieder aus der
Summe der Eigenfunktionen zusammen
Vac =2 S
4¢3, §) 2 2(A¢,g)e .
(7.3.12)
Da die Eigenfunktionen in diesem Falle nicht mehr orthogonal sind,
mufl man, um vorgegebene Anfangsbedingungen zu erfiillen, auf ein
entsprechendes Verfahren zurickgreifen, das in (7.2. 2, 2) dargelegt

wurde.

Nachdem wir nun zwei Methoden untersucht haben, die
Tangentialkomponente der Geschwindigkeit zu bestimmen, wollen
wir jetzt noch angeben, welche Bestimmungsgleichungen fiir die
radiale und axiale Komponente der Geschwindigkeit giltig sind.

Zu diesem Zweck eliminieren wir aus den Gleichungen (4. 2. 25) und
(7. 2. 2. 6) die StorgroBen des Druckes p, und der Dichte Qm,

Dies liefert folgende Beziehungen

1
Pag = P°(€“§ (am 2)- o (W1 *sai_v'nu%sgg‘""“*)) - (e

Setzt man diese Gréfien in die Gleichungen (7.2.2.7) und (7. 2. 2. 9) ein,
so erhilt man zwei gekoppelte partielle Differentialgleichungen mit in-
homogenen Seiten fiir &, und w, . Zur Bestimmung der Einlauflinge
fur die Geschwindigkeitskomponenten, fiir den Druck und die Dichte

milssen diese Gleichungen mit den entsprechenden Randbedingungen
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geldst werden. Dabei tritt die Schwierigkeit auf, dafl sowohl die
Lésung der homogenen Gleichungen - diese kénnten analog zu (7.2.2.2)
erhalten werden - als auch die der inhomogenen berechnet werden
miissen. Diese Tatsache bedeutet eine sehr starke Komplikation.
Deshalb werden wir diese Untersuchung im Rahmen dieser Arbeit
nicht durchfihren. Fiir den isothermen Fall verweisen wir auf eine

Arbeit von Punnis [51} .

Neben dieser oben behandelten Methode, eine Lésung durch
Linearisierung der Grundgleichungen mit Hilfe von Stérgréfien zu er-
halten, existiert in der Literatur noch eine Methode [72, 73], die
einen Weg zur Bestimmung der dynamischen Grofien angibt. Man teilt
dazu den Bogen wieder in zwei konzentrische Bereiche ein, wobei
das innere Volumen das aufgeheizte Gas enthalten soll. Man nimmt
an, daf die Strémung in diesem Bereich durch eine freie Strémung be-
schrieben werden kann. Die Stromung ira duleren Bereich soll
isotherm sein und durch die eindimensionalen Gleicﬁungen der Gas-
dynamik zu erfassen sein. An der Berihr{liche der beiden Teilbe-
reiche sollen die Lésungen so angepafit werden, daf die Erhaltungs-
gleichungen fir die Masse, den Impuls und die Energie erfiillt sind.
Zur Berechnung der inneren {reien Stréomung findet die Niherungs-
methode von Karman und Fohlhausen [56]Verwendung. Da diese
Methode auf grofie numerische Schwierigkeiten fithrt und bisher noch

keine Ergebnisse vorliegen, wollen wir nicht weiter darauf eingehen.
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8. DIE NUMERISCHEN ERGEBNISSE FUR EINEN STICKSTOFFBOGEN

Nachdem wir einige Methoden abgeleitet haben, das thermische,

elektrische und dynamische Verhalten eines achsenrotationssymmetri-
schen wandstabilisierten Lichthogens zu berechnen, wollen wir jetzt
diese Methoden auf einen Stickstoffbogen anwenden. Stickstoff als
Arbeitsgas wurde deshalb gewihlt, weil bei ihm einerseits die
wichtigsten Materialfunktionen am besten bekannt sind und zum anderen,
weil in den meisten experimentellen Anordnungen, die bisher in der
Literatur behandelt worden sind, Stickstoff benutzt wird. Leider ist

in den meisten Fillen ein direkter Vergleich von theoretischen Werten
und experimentellen Gréfen nicht durchfithrbar, da lokale Grofen sehr
schwierig zu messen sind und deshalb noch keine diesbeziglichen Me8-
daten vorliegen. Meist sind in den experimentellen Arbeiten nur
globale GroBen angegeben [80, 71, 81, 87, 32, 14, 52, 10]. Jedoch
ist auch hier beim Vergleich die genaue Geometrie der Versuchsan-

ordnung zu beriicksichtigen.

8.1. Die Linge der Einlaufstrecke

Eine der wichtigsten Gréflen beim Studium der Eigenschaften
des Einlaufgebietes ist die Linge der Einlaufstrecke. Sie ist ein
Mag dafitr, in welcher Entfernung vom Rohranfang die verschiedenen
Gréflen des Bogens bis auf einen gewissen Prozentsatz mit den ent-
sprechenden Griéfien des vollausgebildeten Bogens libereinstimmen.
In unserem Falle wollen wir jeweils als Einlauflinge den Kehrwert
Gies kleinsten Eigenwertes 1‘>o definieren, wobei die Einlauflinge

in Rohrradien gemessen werden soll,
Leime® .4{‘ o 8.1.1)
Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, mufl man eigentlich fiir die

thermischen und elektrischen Groéfien und fiir die dynamischen Variablen

verschiedene Einlaufldngen definieren, da diese Groflen verschieden

schnell abklingen. Die Einlauflinge héingt von allen Parametern ab,
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die auch die Grofie der Eigenwerte bestimmen. Diese Grdfien sind die
Wand- und Achsentemperatur, der Radius des Entladungsrohres, der
Druckgradient in Achsenrichtung und der mittlere Druck im Rohr.
Schon rein anschaulich wird man zwei Grenzfille unterscheiden kénnen.
Wenn einmal die Durchflufigeschwindigkeit sehr grofl ist, wird die
Einlauflinge praktisch nur daven ébha‘ngen, wie schnell das Gas auf-
geheizt werden kann. In diesem Fall werden also alle Gréflen von Be-
deutung sein, die bei der Enthalpieproduktion eine Rolle spielen. Im
Grenzfall von kleinen Durchflufmengen wird die Gasaufheizung zu ver-
nachlissigen sein. Die Einlaufstrecke wird in diesem Fall in erster
Linie von der GroBe der elektrischen Leitfihigkeit, der Wirmeleit-
fihigkeit und der spezifischen Abstrahlung athingen. Es wird sich

ein dhnliches Verhalten einstellen, wie es bei einem stromdurchflosse-
nen Draht gegeben ist, wo die Einspeisung des Stromes nicht gleich-

miflig liber den Anfangsquerschnitt erfolgt.

In (7.2. 1) haben wir als erste Niherung fiir die thermische
und elektrische Einlauflinge folgenden Ausdruck i1us dem Besselmodell
abgeleitet

A 2
: =4 = (< G.'J‘!L .
L einl, fo ( -‘Ez:\ —ﬁ,':‘r,;. [=} (8.1.2)

Diese Einlauflinge wurde unter der Bedingung gefunden, dafl die Grofle
der DurchflufBmenge das Verhalten des Bogens wesentlich mitbestimmt.
Wie wir sehen, b:steht eine direkte Proportionalitit zwischen dem
gesamten Massenfluffi und der Einlauflinge. Dagegen ist keine merkbare
Abhingigkeit von den elektrischen Gréfien zu verzeichnen. In der Abb.
46 ist die Grofle X,qR‘gf iber der Achsentemperatur aufgetragen. Als
Parameer wurden dabei verschiedene Radien und zwei verschiedene

Wandtemperaturen gewihlt.

Wie wir sehen, sinkt die Einlauflinge filr alle Parameter
zuerst mit wachsender Achsentemperatur, um dann nach einem Mini-
mum bei 12 - 13 000° K wieder praktisch auf den Anfangswert arizu-

steigen. In dem angegebenen Achsentemperaturbereich variiert die
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Abb. 46 Die reziproke Einlauflinge als Funktion von verschiedenen
l'arametern im Stickstoffbogen

Einlauflinge ungefihr um den Faktor zwei. Der Einflul der Wandtempera-
tur auf die Einlauflinge macht sich vor allem bei kleinen Achsentempera-
turen bemerkbar. Da der Massendurchflufl mit steigender Wandtempera
tur kleiner wird (siehe Abb. 30), wird auch die Einlau‘linge entsprechend
kleiner werden. Dieser Einflufl kann in dem angegebenen Temperatur-
bereich maximal ungefihr 20 % ausmachen. Die Abhingigkeit der Ein-
lauflinge vom Radius lilt sich in erster Niherung durch ein Fotenzge-
setz mit dem Exponenten 3 beschreiben, wobei fir groBe Radien die
Einlaufstrecke noch etwas stirker anwichst. Da der Massendurchflug
streng proportional zum Druckgradienten anwichst, wichst auch die Ein-

laufstrecke proportional zu a an.
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Wie wir schon betont haben, gelten die obigen Niherungs-
ergebnisse nur fiir den Grenzfall von grofien DurchfluSmengen. Bei
kleineren Geschwindigkeiten mufl man die thermische und elektrische
Einlauflinge nach derrMethoden berechnen, die in den Abschnitten
(7. 2.2.1) und (7. 2. 2. 2) dargelegt wurden. In der Abb. 47 ist der
kleinste numerisch berechnete Efgenwert fir verschiedene F'arameter-

werte aufgetragen.

. R=0,0625,
A | __—1R=025 cm
R=0.25 cfn
T 2 2=100 dyn cm’
10 Retem X
8 Ay
/
4
x R=025em
a =1000 dyn cr?
2 |o R=02Sem
a=10 dyn cni®
+ a=10dyn eni® jR=2cm
af Ja=11000°K
Wi 8 10 i i 13

W
= T, [107 o]

Abb. 47 Der kieinste Eigenwert X, als Funktion von verschiedenen
Parametern

Wie wir sehen, liegen alle berechneten Eigenwerte in der Gréfienord-
nung von eins. Die Einlaufstrecke ist demnach immer von der Grofen-
ordnung des Radius des Entladungsrohres. Das'Verhalten der Einlauf-
linge in Abhingigkeit von der Achsentemperatur entspricht im wésent-
lichen dem oben Angegebenen Verhalten, ;edoch tritt bei kleineren
Achsentemperaturen zusitzlich noch eine kleine Vergréfierung von

L auf. Die Proportionalitit beziiglich a ist natiirlich nicht

einl
mehr gegeben, da flir kleine a gerade die Terme wesentlich werden,
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die bei der Ableitung des obigen Ausdrucks fiir die Einlauflinge ver-
nachlissigt wurden. Ebenfalls verliert das Poten;gesetz fiir die Ab-
hingigkeit von R seine Giltigkeit. Wir kdnnen nur sagen, da mit

wachsendem R die Einlauflinge gréfier wird, und zwar um so mehr,

je grofier der Radius wird.

Die Einlauflinge fir die Tangentialkomponente der Ge-
schwindigkeit hat nach (7. 3) fir groBe Durchflumengen den Wert

Lm‘n!._' 4 * L%

—
2 A\ Lot
e _J‘.’_.P; ({;) 4 34y (8.1.3)

wenn man die Linge in Rohrradien angibt.

28d Fw\ aF . < . s
Der Faktor —&r(g:)% ist in folgender Tabelle fiir einige Werte von
'I‘A angegeben.

Taladed |7 |9 M |13 ) 85 (8.1.4)
‘-c-'-t.lsn..-..g,"z,li 1.95| 2,3‘ 3,9 | 11,5|

¥nn wir filr @ ungefihr 0, 6 annehmen, dann stellen wir fest,

daB die Einlauflinge filr die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit
von der gleichen Griéfenordnung wie die Einlauflinge fir die thermi-
schen Gréfen ausfdllt. Fir kleine Achsentemperaturen ist sie etwas

kleiner, filr gréBere linger.
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8. 2. Die thermischen und elektrischen Stérgrélen

In diesem Abschnitt sollen die thermischen und elektrischen
Storgrofen auf ihre Farameterabhingigkeit und ihren Verlauf unter-
sucht werden. Sie wurden mit Hilfe der numerischen Methode berechnet,
die in (7. 2. 2.2) angegeben wurde.

Es sei hier schon erwihnt, daf die entsprechenden Groéfien,
die aus der analytischen Niherungslésung, die in (7. 2. 2. 1) behandelt
wurde, berechnet werden kénnen, qualitativ die gleichen Ergebnisse
liefern; jedoch treten hier natiirlich quantitative Abweichungen auf.

Wir werden deshalb nur numerische Werte angeben, die nach der

oben erwihnten Methode bestimmt warden.

Die wichtigsten Grofien, die das Verhalten der Lésung des
Differentialgleichungssystems (7. 2. 2. 18) bestimmen, sind die
Funktionen §,¢3)bis {4 Um uns einen Uberblick dber ihren Verlauf

zu verschaffen, sind in der Abb. 48 diese Funktionen fir feste Farameter-

. H A "
[F3 04 0§ 68 ¢ W

Abb. 48 Die charakteristischen Funktionen g§ bis §g (TA =11 oooox;
T,, = 500°K, R = 0,25 cm}
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werte (T, = 11 ooo°;<, R=025cm, T, = 500°K) éber dem nor-
miertén Radius aufgetragen. Wie wir sehen, haben die Funktionen

g: und %, vor allem in der Nihe der Wand einen starken Einflug}
auf die L8sungen. Die drei anderen Funktionen sind dagegen vor allem
in Achsennihe von Bedeutung. In Abhingigkeit von den Parametern
halten alle Funktionen auler 8‘ ihr jeweiliges Vorzeichen bei; 8y

kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen.

In den Abb. 49 bis 60 sind die berechneten Stérgriéfien zum
kleinsten Eigenwert als Funktion des normierten Radius fiir verschie-

dene Parameter TA' R und a aufgetragen.

Abb. 49 Die Stérgrifie des Wirmestrompotentials zpm kleinsten

Eigenwert (R = 0,25 cm, d = 1 000 dyncm °, Tw = SOOOK)

i
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ooy

Abb. 51 Die Stérgrofle des
Wirmestrompotentials zurg:
kleinsten Eigenwert (T, = <
11 000°K, R = 0,25 cm, T, =

500°K}

w

Abb. 50 Die StorgroéBe des Wir -
mestrompotentials znmok.leinsten
Eigenwert_(}‘A =11 000K, a=

10dynem " T, = 500°K)

-08|
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Abb. 52 Die StorgroBe der Tem- Abb. 54 Die StorgroBe der radialen

0 peratur zum kieinsten Eigenwert und axialen Feldstirke zum klein-
R o
(T, = 11 000°K, R = 0,25 cm stein Eigenwert, (T , = 11 000 K,
-10f—— ° ’ v ’ - - _ 0.
T = 500 K) a=10dynem 7, w-500 K)
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P Abb. 55 Die Stdrgriéfie der

// radialen und axialen Feld- < S~

stirke zum kleins%en Eigen-
wert (T, = 11 000 K R=
0,25 cm,Tw = 500 K) =10 dyn e

Abb. 53 Die Stérgrofie der 2 A
radialen und axialen Feld- b E
stirke zum kleinsten Eigen-
wert (R = 0,25 cmy T, = 500°K, | Fx  [W=1S000°K
a=1000dyn cm ) T,=13000¢

=15000°K
|
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Abb. 56 Die Storgrbtfle der radialen fz :
und axialen Stromdichte zum klein- 10 A o Abb. 58 Die Storgrofie der radialen
sten Eigenwel_'s (R = 0,25 cm, a = und axialen Stromdichte zum éclein-
1 000 dyn cm , Tw = 500 K) stein Eigenwert (TA = lol 000K,
R = 0,25 cm, Tw 27500 K)
5 a =10 dyn ém~
% a=100 dyn clﬁa
oas'IDOOdqz
'y - -
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Abb. 57 Die Storgrofe der C/
radialen und axialen Strom- n Abb. 59 Die Stérgrofle der
dichte -zum kleinsten Eigen-~ Q2 0% a5 08 1 magnetischen Feldstirke
o, —g o
wert (T = 11 000 K, a = 10 . (T, = 11 Q00°K, R = 0,25 cm,
dyn cm .3Tw = 500 K) T, = 500 K)
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Abb. 60 Die Stiﬁrgrﬁﬂeoder elektrischen Ladungsdichte
(T, =11 000°K, R=0,25cm, T = 500°K)

Sie wurden alle so normiert, dafl die Stérgrofle des Wirmestrom-
potentials in der Achse den Wert 1 W cm_1 annahm.

Wenn wir voraussetzen, dafi am Rohranfang Gas einstromt,
das im Bogen aufgeheizt werden soll, und dag dort eine Temperatur-
verteilung vorlieét, die mit den Stérgréfien zum kleinsten Eigenwert
in Einklang steht, dann lift sich aus den obigen Ergebnissen folgendes
Verhalten des Bogens ablesen.

Da das einstrémende Gas insgesamt aufgeheist werden soll,

mufl der Zuwachs an Enthalpie tiber den Rohrguerschnitt positiv sein

A
‘)\4'1“R§3m.w,§§l Sy ¢s,§)gdg >0 - (8.2.1)
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Aus den Ergebnissen fiir die Stérgréfe des Wirmestrompotentials erkennt
man, da man fir das Verhalten des Bogens zwei Fille unterscheiden

mufl.

Einmal bewirkt das kalte einstrdmende Gas eine Erhshung
des Wirmestrompotentials und damit der Temperatur des Bogens in
Achsennihe, wihrend in der Nihe der Wand die Gréfien zum Teil stark
reduziert werden. Das aufzuheizende Gas strdmt also von der Wand
her in den Bogen ein und wird hier aufgeheizt. Mit diesem Effekt ist
eine Erhohung der Stromdichte in der Achse verknipft, wihrend auBen
die Stromdichte erniedrigt wird. Der Bogen wird also durch die
Stromung in der Achse konzentriert. Gleichzeitig flieft ein Strom
in positiver radialer Richtung. Dieser Beitrag bewirkt eine Auf-
blihen des Bogens in axialer Richtung. Durch die Erhshung des
Stromes in Achsennshe wird natiirlich das Magnetfeld in diesem Be-
reich des Bogens verstirkt. Die Feldstirke in axialer Richtung, die
mit diesen Phinomenen verknilpft ist, kann dabei sowohl kleiner
als auch grofler als im ausgebildeten Bogen werden. Dagegen zeigt
die Radialkomponente der Feldstirke immer in positive Richtung.

Mit dieser Feldstirkeverteilung mul eine Raumladungsdichte ver-
kniipft sein, die um einen Faktor 100 grofler sein kann als im aus-
gebildeten Bogen,aber trotzdem noch klein ist gegen die absolute

Elektronen- bzw. Ionendichte. Dieser besprochene Fall scheint fiir

die meisten Werte unseres Parameterbereiches vorzuliegen.

Fir einige andere Parameterwerte (z.B. TA =15 OOOOK.

R = 0,25 cm, a =1 000 dyn cm-3. Ty, = 500°K) scheint dagegen ein

w
anderes Verhalten die Eigenschaften des Bogens zu bestimmen., Dabei
setzen wir natirlich voraus, da8 der Bogen fir diese Werte noch

stabil ist. Auf Grund der Forderung (8. 2. 1) muB das kalte Gas vor allem'

in der Mitte des Bogens das Wirmestrompotential erniedrigen.

Hierdurch wird die Stromdichte in axialer Richtung in der Achse

und in der Nihe der Wand kleiner, wihrend im mittleren Bereich
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die Stromdichte anwfi_chst. Entsprechend muff die Radialkomponente

in Achsennihe zum Zentrum und in Wandnihe zur Wand gerichtet

sein. Die Radialkomponente der Féldstirke mufl dann einen ent-
sprechenden Verlauf zeigen. Die Feldstirke in Achsenrichtung wird
erhsht. Entsprechend zu diesen Eigenschaften muf das Verhalten des
Magnetfeldes und der Raumlédung sein. Uber die Parameterabhingig-
keit dieser Gréflen von a L4t sich aus den obigen Abb. folgendes
Verhalten ablesen. Mit wachsendem Druckgradienten wird der Bogen
immer mehr in die Achse gedringt. Da gleichzeitig die Radialkomponen-
te kleiner wird, braucht der Bogen eine ldngere Strecke, um das Gas
aufzuheizen., Dabei muf natiirlich die Temperatur in der Nihe der
Wand kleiner werden. Die Radialkomponente der Feldstirke zeigt

ein dhnliches Verhalten wie die entsprechende Komponente des Stromes.
Der axiale Anteil strebt immer mehr gegen eine konstante Verteilung.
Die Voraussetzungen, die bei der Ableitung nach dem Besselmodell
{siehe (7. 2. 1)) gemacht wurden, sind also am besten fiir grofie Durch-

fluBmengen, d.h. groBe Druckgradienten, erfiillt.

Eine Vergréflerung des Radius des Entladungsrohres bewirkt
im wesentlichen die gleichen Effekte wie im oben besprochenen Fall,
bei dem Wirmestrompotential, bei der radialen Komponente der
Stromdichte und der Feldstirke und bei der Feldstirke in Achsen -

richtung. Die Stérstromdichte in g ~Richtung wird dagegen kleiner.

Als Funktion der Achsentemperatur ist das Verhalten der
oben genannten Grollen nicht einheitlich. Man mug das Verhalten bei
niedrigen und hohen Achsentemperaturen unterscheiden. Man betrachte

dazu die verschiedenen Abbildungen.

Natdrlich sind die obigen Uberlegungen nur richtig, wenn
die Eigenfunktionen zum kleinsten Eigenwert das Verhalten wesentlich
bestimmen. Da diese Komponente aber am langsamsten abklingt, wird
das oben beschriebene Verhalten in einiger Entferﬁung von der Rohr -

Sffnung fast immer gegeben sein.
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Ganz analog dazu wird sich der Bogen verhalten, wenn das
einstromende Gas eine hohere Enthalpie mitbringt, als sie im Bogen -
querschnitt vorhanden ist, nur dag sich ,etzt das Vorzeichen der Stér-
grofien umkehrt. Ebenfalls ist auf diesem Wege eine Aussage tiber

das Verhalten des Bogens im Ausstromgebiet mbglich.}

Um uns einen Uberblick iber die Eigenfunktionen zu den
groferen Eigenwerten zu verschaffen, sind in Abb. 61 fiir einen
festen Farameter, die crsten zehn Eigenfunktionen des Wirmestrom-
potentials aufgezeichnet. Sie wurden alle wieder in der Achse auf 1 W c";,

normiert. Dic zugehdrenden Eigenwerte hatten folgende Zahlenwerte

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

19,

2679 355275, )22 7,054 9.0.8 10,467 12,245 13,474 15,373 19,197

Mit grolieren Eigenwerten nimmt die Zahl der Nullstellen der Funktionen

Abb. 61 Die ersten zehn Eigen-
 — funktionen des Warmestrompo-
tentials (T, = 11 000 K, BS=
0,25 cm, as 100 dyncm

= 500 'K
TW 50 )
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Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, lassen sich diese Funktionen
orthonormicren. Um die Wirkungsweise des Verfahrens zu demonstriercn,
wurde dic Methode numerisch durchgefithrt. Bei zchn Eigenfunktionen

war dazu pro Stérgréise eine Zeit von vier Minuten erforderlich. Es

wurde gefordert, dai die Stromdichte an der Stelle S = 0 folgende

Anfangsbedingung erfillen sollte

E3 Y 32
4z<s.°\-—j;§€ht(4—<%&> fir cege3
L O $iv Q,sqgc 4

(8.2.2)

Dabei wurde g, gleich 0,55 gewihlt. Gleichzeitig ist'in (8. 2. 2) schon
die Stromkontinuitit beriicksichtigt. Diese Stromverteilung liefert

das lsothermenfeld im Bogen, das in Abb. 62 dargestellt ist.

_Mfﬂm 10000°K ¥ ‘KE%FEK

) |
RN

E ! s
o[ f I
ot |

Abb. 62 Das lu\it;lg:'n‘lcni\lh i Bintauly sbiet des Br_)gens (TA = 11 000°K,
Tw =500 'K, R =¢,25cm, a=100dyn cm ")
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Man_ erkennt deutlich die Aufspreizung des Bogens in Achsenrichtung.

8. 3. Die integralen charakteristischen Gréfien

Neben den lokalen Stérgréfien, die im letzten Abschnitt be-
handelt wurden, sind im Einlaufgebiet des Bogens noch einige globale
Groflen von Interesse. Die entsprechenden Ausdriicke fir diese Werte
wurden schon im letzten Kapitel angegeben. Die Funktionen, die mit
Hilfe des Besselmodells bestimmt wurden, sind in den Abb. 44 und 45
fir &= 0 und 1/2 in geeignet normierter Form aufgetragen. Das auf-
gezeichnete Verhalten ist natirlich nur im Rahmen der Ndherungs-
annahmen giiltig und liefert qualitative Ergebnisse. Detaillierte Voraus-
sagen sind den numerisch berechneten Werten zu entnehmen. In der
folgenden Tabelle werden einige globale Stérgrofen an der Stelle ‘S =0
fiir verschiedene Parameter angegeben. Dabei wurde vorausgesetzt,
daB das Verhalten im Einlaufgebiet des Bogens durch die Eigenfunktion
zum kleinsten Eigenwert bestimmt wird. Die Stérgrofle des Warme-
strompotentials wurde wieder so normiert, daBl ihr Wert in der Achse
1w cm_l betrug. Aus diesem Grunde ist der absolute Wert der Groflen
nicht so sehr von Interesse als ihr relativer Verlauf in Abhingigkeit

von den Farametern.

T, (10%°K] Riom) a[dyncm'3j Ahl[g’;n] Ow - [‘c%‘] w, ['10'2]
[+

7 0,25 1000 5,7 -10,3 1,79
9 " i 21,2 -15,9 4,15

11 " " 23,6 -16,9 3,54

13 " " (-} 9.1 -11,6 0,5

15 " " (-)7.5 - 4,0 0,15

11 0, 0625 10 (-) 0,0046 + 1,41 0, 00069
" 0,25 " 0,493 - 7,55 0,074

" 1 " 21,2 -16,8 2,68

" 2 " 28,8 -20 2,14

" 0,25 10 0,493 - 7,55 0,074
" " 100 6,53 -11 0,98

" " 1 000 23,6 -16,9 3, 54
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Da kaltes Gas im Bogen aufgeheizt werden soll, muB die
lokale Zunahme der Enthalpie iiber dem Bogenquerschnitt positiv sein.
Dies hat zur Folge, dafl wir alle lokalen Stérgroen fiir einige Fara-
meter mit minus eins zu multiplizieren haben. Wie wir aus den Werten
erkennen, steigt die Enthalpiéproduktion mit wachsendem Rohrradius
und gréBeren Durchflufmengen an. Beziiglich der variablen Achsen-
temperatur besitzt die dem Gas zugeflihrte Energie ein Maximum bei
ungefshr 11 000 bis 12 000°K. Der Wirmestrom zur Wand nimmt im
allgemeinen in Achsenrichtung zu. Er besitzt qualitativ die gleiche
Parameterabhingigkeit wie die lokale Enthalpieproduktion. Fir kleine
Radien kann der Warmestrom zur Wand am Rohranfang aber auch
gréfler sein als im Unendlichen. Die abgestrahite Energie im Einlauf-
gebiet kann sowohl grofer als auch kleiner sein als die im vollaus-
gebildeten Bogen. Diese Energieverluste miissen von der erhéhten

elektrischen Leistung aufgebracht werden.

Alle diese Abhingigkeiten bewirken folgendes Verhalten
des lokalen und globalen Wirkungsgrades der Gasaufheizung. Mit
wachsendem Druckgradienten im Rohr steigt der Wirkungsgrad an,
da der Wirmestrom zur Wand abnimmt. Als Funktion des Rohrradius
durchléuft der‘ Wirkungsgrad ein Maximum bei ungefshr R = 1 cm.
Ebenso ist das Verhalten bei variabler Achsentemperatur. Der maximale
Wert des Wirkungsgrades ergibt sich bei Achsentemperaturen von

ungefdhr 10 OOOOK.

Diese Betrachtungen sind im Zusammenhang mit der
Berechnung und Konstruktion von Lichtbogenheifigaserzeugern von
grofler Wichtigkeit. Mit Hilfe dieser Uberlegungen 1iB8t sich der wirt-

schaftlichste Arbeitsbereich solcher Anordnungen bestimmen.
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9. ZUSAMMENFASSUNG

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Phdnomene
und Effekte, die in Lichtbtdgen bei Wechselwirkung von thermischen,
elektris;:hen und dynamischen Einflissen im stationaren Fall auf-
treten konnen. Dabei wird der Versuch unternommen, innerhalb von
angegebenen Niherungsannahmen eine quantitative Beschreibung des

Bogenverhaltens bei einfachen Geometrien zu erzielen.

Im ersten Kapitel werden einige wichtige grundlegende Eigen-
schaften des Lichtbogenplasmas abgeleitet und auf ihren Giltigkeits-
bereich untersucht. Das Lichtbogenplasma zeichnet sich dadurch aus,
daB wir innerhalb eines angegebenen Parameterbereiches den ver-
schiedenen Teilchensorten eine einheitliche Temperatur zuordnen
kénnen. AuBerdem bilden sich wegen der Kleinheit der Debyelinge
und der vorkommenden Feldstirken auBer in elektrodennahen Gebieten
keine merkbaren Raumladungen aus. Aus diesem Grunde vereinfachen
sich fir das thermische, quasineutrale Lichtbogenplasma die be -
schreibenden Gleichungen ganz erheblich. Anstatt nimlich mit den
Variablen der einzelnen Partialkomponenten rechnen zu missen, kann
man GroBen einfithren, die das Verhalten des Plasmas als Ganzes
beschreiben. Diese gesuchten Gréfen sind verknipft iiber die Zustands-
gleichung und tber die Bilanzgleichungen der Masse, des Impulses,
der Energie und der Ladung in Verbindung mit den Maxwellgleichungen
snd den phinomenologischen Beziehungen. Die dazugehdrenden Rand-
bedingungen liefern die physikalisch sinnvollen Lésungen und legen die
Geometrie des Bogens fest. Um die Eigenschaften der verschiedenen
Arbeitsgase berticksichtigen zu kénnen, miissen die Materialfunktionen
als Funktion der Temperatur und des Druckes bekannt sein. Neben
theoretischen Ergebnissen ist man hier auf angegebene experimentelle
Methoden angewiesen, die benétigten Funktioﬂen zu bestimmen, Fir
Stickstoff und Argon, wo entsprechende Messungen vorliegen, werden

die Ergebnisse mitgeteilt.
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Bei dem behandelten Problem wird ein halbunendliches
zylindrisches Rohr betrachtet, in dem ein Lichtbogen brennt. An
der Rohroffnung stromt Gas mit einer bestimmten Temperaturver-
teilung ein oder aus. In dem Rohr kann man zwei Bereiche unterschei-
den, einmal das Ein- bzw. Ausstrémgebiet und zum anderen den
vollausgebildeten Bogen. Wie gezeigt wird, unterscheiden sich das
thermische und elektrische Verhalten des vollausgebildeten Bogens
nicht von dem ohne Konvektion. Hierzu kommt nur eine Foiseuille
Stromung, die durch das Temperaturfeld entsprechend modifiziert
wird. Das Verhalten in diesem Bereich wird fiir zwei Gase - Argon
und Stickstoff - untersucht, da die Eigenschaften und [Farameterab-
hdngigkeit stark davon abhingen, ob atomare oder molekulare Arbeits-
gase verwendet werden. Im Einlaufgebiet ist eine starke Wechsel-
wirkung mit der Strémung zu verzeichnen, da hier das Gas aufgeheizt
bzw. abgekiihit werden muB. Es werden mehrere analytische und
numerische Methoden angegeben, die interessierenden GréB8en zu
bestimmen. Dabei hingt der Grad der Genauigkeit der Losung von den
Nédherungsannahmen ab. Numerische Berechnungen werden fir
das Einlaufgebiet eines Stickstoffbogens durchgefiihrt. Es kénnen
Aussagen gemacht werden, die auch fiir den Bau von Bogenheifigas-

erzeugern von groBer Wichtigkeit sind.
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ZEICHENERKLARUNG

Gyrationsradius, kousianter Druckgradient
Gesamtnukleonenzahl der Atome, Farameter
magnetische Induktion, Parameter
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Berandungsfliche

spezifische Wirme bei konstantem Volumen pro
Masseneinheit

spezifische Wirme bei konstantem Druck pro Masseneinheit
Schallgeschwindigkeit

Debyesche Abschirmdistanz, elektrische Vorschiebungs-
dichte, totales Differential

Elementarladung

elektrische Feldstirke

spezifische Strahlungsenergie
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion im Phasenraum
Gewichtsfaktor

elektrischer Leitwert pro Einheitslinge des Bogens
Plancksches Wirkungsquantum, Enthalpie pro Massen-
einheit

mittlere transportierte Enthalpie

magnetische Feldstirke

Stromstirke

elektrische Stromdichte

Besselfunktion k. Ordnung

Boltzmannkonstante, natiirliche Zahl

Kraft

gesamte Rohrlinge

charakteristische Grofle fiir die Einlaufstrecke
Teilchenmasse

Teilchendichte, natiirliche Zahl

Neumannsche Funktion k.Ordnung

Druck
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k. Nullstelle der Besselfunktion i. Ordnung,
Fersistenzfaktor
elektrisch zugefilhrte Leistung pro Einheitslinge des Bogens
Entartungsparameter (Teilchenzahl/ Zustandssumme)
Gesamtabstrahlux{g pro Einheitslinge des Bogens
Teilchenladung
Wirkungsquerschnitt der i. gegen die k. Teilchensorte
Gesamtmassendurchflufl durch den Bogen
Enthalpeflafl durch den Bogen
Strahlungsfiuf
Wirmestrom
Zylinderkoordinate
Radius des Entladungsrohres
Wirmestrompotential
Zeitkoordinate
Temperatur
spezifische Abstrahlung
Komponenten der Geschwindigkeit v in Zylinderkoordinaten
innere Energie pro Masseneinheit
mittlere thermische Geschwindigkeit
Diffusionsgeschwindigkeit
mittlere Geschwindigkeit
Kartesische Koordinaten
linear unabhingige Eigenfunktionen
Zahl der Elementarladungen der Ionen
Ionisationsgrad des Plasmas, Thermodiffusionsfaktor
Froportionalititsfaktor
partielle Ableitung
Froportionalititsfaktor
Kroneckersymbol
spezifische Energieproduktion
totale Energie pro Masseneinheit
absolute Dielektrizititskonstante

Wirkungsgrad der Gasaufheizung

fean’

-141-

Winkel

Wirmeleitfdhigkeit

Eigenwert, mittlere freie Wegliinge

Verhiltnis von Debyelinge zum minimalen Stofiparameter
Zihigkeit

absolute magnetische ‘Permeabilitﬁt

Frequenz

normierter Radius

normierter Bogenradius nach dem Besselmodell
elektrische Ladungsdichte

Massendichte

elektrische Leitfihigkeit, spezifische Massenproduktion
spezifische Impulsproduktion

mittlere freie Flugzeit, Spannungstensor

elektrisches Potential

Impulsfluftensor, Dissipationsfunktion

normierte Koordinate in Achsenrichtung
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