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Kurzzusammenfassung /
Abstract

Kurzzusammenfassung In vielen Bereichen, wie zum Beispiel der Elek-
tronik und Medizintechnik, gibt es Bestrebungen zur Miniaturisierung von
Bauteilen. Die Eigenschaften des Materials und der Fertigungsprozesse
sind jedoch größenabhängig, wobei eine Vielzahl von Mechanismen wech-
selwirken. Ein Beispiel hierfür betrifft die Änderung der Fließspannung
bei Skalierung der Relation Korngröße :Probengröße, was Gegenstand dieser
Arbeit ist.

Wenn die Korngröße in die Größenordnung der Probenabmessungen
kommt, verformen sich die Proben nicht mehr homogen, sodass eine makro-
skopische Betrachtung nicht mehr genügt. Das Verformungsgeschehen wird
deshalb lokal erfasst, wofür Charakterisierungsmethoden entsprechend wei-
terentwickelt wurden. Mittels Orientation Gradient Mapping (OGM) können
an Zug- und Tiefziehproben signifikante Unterschiede in der mikrostruktu-
rellen Entwicklung zwischen den untersuchten Materialien (Fe-3%Si (krz)
und Cu (kfz)) festgestellt werden. Es zeigt sich außerdem eine Zunahme der
lokalen Verfestigung mit Abnahme der Korngröße. Die Annahme, dass das
Material in der Nähe der Korngrenze stärker verfestigt als im Korninnern,
konnte nicht bestätigt werden.

Zur Modellierung des Größeneinflusses auf die anfängliche Fließspan-
nung wird eine effiziente Vorgehensweise vorgeschlagen, welche auf einem
einfachen Werkstoffmodell basiert. Damit können die anfängliche Fließ-
spannung und Fließorte in guter Übereinstimmung mit dem Experiment
vorhergesagt werden. Die statistische Variante des Modells erlaubt eine
Betrachtung des Streuverhaltens und eine Abschätzung des maximal zu
erwartenden Größeneffekts. Vergleiche mit Experimenten zeigen eine gute
Übereinstimmung.

xxi



Kurzzusammenfassung / Abstract

Abstract Efforts are currently underway in many areas, as for example
in electronics or medical technology, to scale down components. The pro-
perties of the manufacturing processes and of the materials, however, are
size dependent. This is caused by numerous interacting mechanisms. An
example for this is the change in yield stress due to the scaling of the relation
grain size : specimen size, as is the subject of this work.

If grain size is of the same order as the specimen dimensions, the speci-
mens do not deform homogeneously, so that macroscopical examinations
no longer suffice. Thus the characterization of the microstructural develop-
ment is performed locally. According to those needs, local characterization
methods are enhanced. Using Orientation Gradient Mapping (OGM) of
tension test and deep drawn specimens, significant differences in the local
microstructure of the investigated materials (Fe-3%Si (bcc) and Cu (fcc))
can be revealed. The local hardening was found to increase with decreasing
grain size. However, the assumption that hardening near grain boundaries
is higher than in the grain interior could not be confirmed.

To predict the size dependency of the initial yield stress, an efficient model
is used which is based on a simple material model. With this model, initial
yield stress and yield locations can be predicted in agreement with experi-
ments. The statistical variant of the model allows the consideration of scatter
and the maximum expectable size effect. Comparisons with experiments
show good agreement.

xxii



1. Einleitung

1.1. Motivation

Die zunehmenden Bestrebungen zur Miniaturisierung von Komponenten
und Systemen führen zu einem erhöhten Bedarf an Mikrobauteilen. Beispie-
le hierfür sind Zahnräder für Mikrogetriebe und -motoren, medizinische
Implantate, miniaturisierte Bauteilgehäuse sowie Komponenten zur Ver-
wendung in der Elektroindustrie (Abb. 1.1). Dabei ergeben sich vorwiegend
zwei Probleme: Wie können solche Bauteile effizient hergestellt werden?
Wie müssen solche Bauteile dimensioniert werden?

Die für die Produktion von normalgroßen Bauteilen eingesetzten Ferti-
gungsverfahren (zum Beispiel Tiefziehen, Fräsen, Bohren, Drehen) liefern
einen hohen Durchsatz, hohe Präzision und eine gute Reproduzierbarkeit
der Ergebnisse. Im Vergleich zu speziellen Mikrofertigungsverfahren, wie
zum Beispiel lithographisches Ätzen, erlauben die konventionellen Verfah-
ren niedrigere Stückkosten, eine höhere Flexibilität und erfordern weniger
umweltbelastende Chemie. Deshalb wird versucht, diese Verfahren auch für
die Fertigung von Mikrobauteilen einzusetzen.

Ein Fertigungsprozess kann jedoch nicht einfach herabskaliert werden. Ab-
gesehen von apparativen Herausforderungen, wie zum Beispiel der Handha-
bung von Mikrobauteilen oder dem Bau einer Mikrotiefziehpresse [1,2], gibt
es eine Reihe weiterer Probleme: Sowohl die Prozessparameter, als auch die
Materialeigenschaften sind größenabhängig, wobei die Zusammenhänge
noch nicht ausreichend bekannt sind. Geeignete Prozessparameter können
also nicht vorhergesagt werden, sondern müssen empirisch ermittelt wer-
den; somit ist eine Optimierung der Prozessparameter mit hohem Aufwand
verbunden. Fehler und Ungenauigkeiten in der Prozessführung, die bei
makroskopischen Bauteilen kaum Einfluss auf das Ergebnis haben, können
die Ergebnisse im miniaturisierten Prozess signifikant beeinflussen. Die Pro-
zessführung muss also mit wesentlich höherer Genauigkeit erfolgen. Ebenso
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1. Einleitung

Bild 1.1.: REM-Aufnahme von tiefgezogenen Mini-Näpfen (IBF, RWTH Aa-
chen). Der besseren drucktechnischen Darstellung wegen wurde
das Bild invertiert.

wirken sich kleine Unterschiede von Materialcharge zu Materialcharge stär-
ker aus und können eine ständige Neukalibrierung der Prozessparameter
erfordern. Selbst die statistischen Schwankungen der Rohlinge innerhalb
einer Charge können bereits ausreichen, um zu einer signifikanten Streuung
der Eigenschaften des Endprodukts zu führen.

Bei Gestaltung und Dimensionierung eines Bauteils gibt es wie bei der
Fertigung besondere Probleme aufgrund der Miniaturisierung. Die Ursache
hierfür ist die Größenabhängigkeit der mechanischen Materialeigenschaften,
die mit der herkömmlichen Kontinuumsmechanik nicht beschrieben werden
kann. Selbst bei einer Prozessführung mit idealer Reproduzierbarkeit in der
Bauteilgeometrie verhalten sich die einzelnen Bauteile unter Umständen
unterschiedlich – wie sich auch die Rohlinge der gleichen Charge aufgrund
statistischer Schwankungen unterschiedlich verhalten können.

Die Größenabhängigkeiten lassen sich also unterteilen in größenabhängi-
ge Prozessmechanismen und größenabhängige Materialeigenschaften. Zur
Veranschaulichung soll das Verhältnis Oberfläche :Volumen bei einem Blech
betrachtet werden. Bei einer selbstähnlichen Verkleinerung des Bauteils
steigt dieses Verhältnis an. Die beispielsweise beim Tiefziehen entstehende
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1.2. Fragestellung

Verformungswärme skaliert mit dem Volumen des Bauteils. Das Abführen
der Verformungswärme an die Umgebung skaliert jedoch mit der Oberflä-
che. Da die Fließspannung temperaturabhängig ist, verändert sich somit das
plastische Verhalten bei der Umformung [3]. Dies stellt einen größenabhängi-
gen Prozessmechanismus dar. Das fertige Bauteil habe nun eine Oxidschicht,
deren Eigenschaften sich vom Grundmaterial stark unterscheidet. Die Dicke
der Oxidschicht ist unabhängig von der Bauteilgröße konstant. Das Verhält-
nis Oxidschichtdicke :Blechdicke ist somit bei kleinen Bauteilen höher, und die
Eigenschaften der Oxidschicht machen sich zunehmend bemerkbar. Dies
stellt eine größenabhängige Materialeigenschaft dar.

Es gibt eine Reihe von Ansätzen zur Modellierung des größenabhängigen
Prozessverhaltens sowie des größenabhängigen Materialverhaltens. Eine ge-
schlossene Betrachtung ist jedoch noch nicht möglich. Bei der Fertigung von
Bauteilen überlagern sich die Größeneffekte aufgrund der Prozessskalierung
und die Größeneffekte aufgrund der Bauteilskalierung. Das macht es un-
möglich, im Experiment sauber zu unterscheiden, inwiefern eine Änderung
im Gesamtprozess durch ein verändertes Prozessverhalten oder durch ein
verändertes Materialverhalten verursacht wird. Die Modellierung kann also
nicht im Detail mit dem Experiment validiert werden. Es ist somit unklar,
ob die berücksichtigten Mechanismen vollständig sind und wie stark sie im
Einzelnen zum Tragen kommen.

Für ein umfassendes Verständnis der Größeneffekte und für eine gezielte
Optimierung von Material und Prozess ist es also notwendig, die zugrunde-
liegenden Mechanismen detaillierter zu untersuchen. Insbesondere müssen
die Mechanismen möglichst einzeln untersucht werden, um Mehrdeutigkei-
ten aufgrund von Überlagerungen zu vermeiden.

1.2. Fragestellung

Die in der Praxis üblicherweise verwendeten Materialien verfügen über eine
komplexe Mikrostruktur. Entsprechend vielfältig sind die Mechanismen, die
das Verhalten des Materials bestimmen. Wie auch schon bei der Überlage-
rung von größenabhängigen Materialeigenschaften und größenabhängigem
Prozessverhalten ist es problematisch, wenn im Experiment mehrere unter
Umständen unbekannte Mechanismen mit unbekanntem Vorzeichen und
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1. Einleitung

unbekannter Intensität wirken. Aus diesem Grund wurde entschieden, in
dieser Arbeit möglichst einfache Materialien zu verwenden: Fe-3%Si (krz)
und Cu (kfz).

Bei den Größeneffekten unterscheidet man zwischen Effekten aufgrund
absoluter Längen (zum Beispiel die Korngröße) und Effekten aufgrund
von Längenverhältnissen (zum Beispiel Verhältnisse mikrostruktureller Län-
gen zur Blechdicke). In der vorliegenden Arbeit wurde der Einfluss des
Verhältnisses Korngröße :Probengröße auf die Fließspannung im quasistati-
schen Zugversuch untersucht. Besonderes Augenmerk wurde darauf gelegt,
dass Seiteneffekte (zum Beispiel Änderungen in der Textur aufgrund der
Skalierung) möglichst ausgeschlossen werden können.

Das außen an der Probe gemessene plastische Verhalten setzt sich aus
einer Vielzahl lokaler Vorgänge zusammen und ist somit eine Art Mittelung
über das Probenvolumen. Meist werden in Experimenten und Simulationen
lediglich solche Mittelwerte betrachtet.1 Diese Mittelwerte sagen jedoch
nichts über die lokalen Vorgänge aus. Mit dieser Vorgehensweise ist es
durchaus möglich, ein Verhalten phänomenologisch nachzubilden. Um das
Werkstoffverhalten vorhersagen oder einen Werkstoff gezielt optimieren zu
können, bedarf es aber darüber hinaus eines korrekten Verständnisses der
zugrundeliegenden lokalen Mechanismen. Dem Grad der lokalen Betrach-
tung sind jedoch auch Grenzen gesetzt. Sowohl experimentell, als auch in
der Simulation ist es derzeit nicht möglich, die Untersuchung eines komplet-
ten Umformvorgangs auf der Ebene einzelner Versetzungen durchzuführen.
Ein weiteres Ziel war deshalb, einen geeigneten Kompromiss zwischen
Homogenisierung und Detailgrad zu finden. Die experimentelle Charak-
terisierung und die Modellierung sollten dabei auf vergleichbarem Lokali-
tätsgrad aufbauen. Hierfür waren geeignete lokale Charakterisierungs- und
Auswertemethoden zu finden, anzupassen, zu verbessern oder auch neu
zu entwickeln. Die Probencharakterisierung sollte hierbei auch auf komple-
xe Probengeometrien anwendbar sein, wie zum Beispiel auf tiefgezogene
Näpfe. Zur Überprüfung der Modellierung sollten die Vorhersagen nicht
nur mit statistischen Reihenversuchen verifiziert werden. Zusätzlich sollten
an einzelnen Proben sowohl globale als auch lokale Vergleiche mit dem
Experiment erfolgen.

1Häufig wird noch zusätzlich über mehrere Proben gemittelt und somit ein Mittelwert aus Mittelwerten
betrachtet.
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1.3. Gliederung der Arbeit

1.3. Gliederung der Arbeit

Alle Theorie nützt nichts, wenn die Realität anderer Meinung ist. In diesem
Sinne wird in Kapitel 2 zunächst ein kleiner Literatur-Überblick zu expe-
rimentellen Messungen von Größeneffekten gegeben. Um einen Eindruck
zu vermitteln, wie komplex und vielfältig dieses Themengebiet ist, werden
bewusst Experimente aus verschiedenen Bereichen und zu verschiedenen
Materialkenngrößen vorgestellt. Es wird auch kurz auf die zur Erklärung der
jeweiligen Messergebnisse herangezogenen Materialmodelle eingegangen,
jedoch ohne diese eingehender zu erläutern. Eine detaillierte Darstellung
der Modelle wird nachfolgend in Kapitel 3 gegeben, wo ausgehend von der
klassischen Kontinuumsmechanik verschiedene Ansätze aus der Literatur
vorgestellt werden, um größenabhängiges Verhalten zu modellieren. Vor
dem Hintergrund der Ausführungen in diesen beiden Kapiteln werden in
Kapitel 4 die Zielsetzung und die dabei auftretenden Problemstellungen der
vorliegenden Arbeit konkretisiert und in Bezug auf den Stand der Technik
eingeordnet.

Zur lokalen Charakterisierung der Proben wurden zahlreiche Mess- und
Auswertemethoden verwendet. Viele der Methoden sind Verbesserungen be-
reits existierender Verfahren oder wurden neu entwickelt. Im Detail werden
sie in Kapitel 5 beschrieben. Das verwendete Probenmaterial und seine Ei-
genschaften, die Probenpräparation und die experimentelle Vorgehensweise
werden in Kapitel 6 erläutert.

In Kapitel 7 werden die Ergebnisse vorgestellt und diskutiert. Da die
untersuchten Proben nicht mehr als homogen angesehen werden können,
unterscheidet sich die Fließspannung von Probe zu Probe, und die Ver-
formung erfolgt nicht mehr gleichmäßig, sondern in örtlich begrenzten
Bereichen. Aus diesem Grund wird hier zunächst ein eigenes Modell vor-
gestellt, um effizient Fließspannung und -ort einer Zugprobe zu ermitteln.
Danach werden Messergebnisse zur Gleitsystemaktivität, zur lokalen Ver-
formung und zur lokalen Verfestigung von Zugproben vorgestellt. Diese
Messungen liefern wichtige Materialparameter sowie Aussagen über das
lokale Materialverhalten. Die in entsprechenden Experimenten gemesse-
ne Abfolge lokaler Fließvorgänge und die Fließspannung werden mit den
Vorhersagen des Modells verglichen. Ausgehend von diesen Ergebnissen
wird das Modell erweitert, um effizient das statistische Verhalten der Fließ-
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spannung als Funktion der relativen Korngröße, der Probengeometrie, der
Textur und der aktiven Gleitsysteme zu modellieren. Schließlich werden
die Vorhersagen zum Mittelwert- und Streuverhalten anhand statistischer
Reihenzugversuche überprüft.

Die Ergebnisse der Arbeit zur Mess- und Auswertemethodik sowie zu
Größeneffekten von Fe-3%Si im Zugversuch werden in Kapitel 8 nocheinmal
kurz zusammengefasst.

Es wurde damit begonnen, das Verhalten von Cu analog zu Fe-3%Si
zu untersuchen, erste Ergebnisse sind bereits in Kapitel 7 vorgestellt. Des
Weiteren fanden erste lokale Untersuchungen an tiefgezogenen Proben statt.
Diese Arbeiten bilden den Beginn des nächsten Projektabschnitts und sind
noch nicht abgeschlossen. Aus diesem Grund werden diese Arbeiten sowie
erste Ergebnisse in Form eines Ausblicks in Kapitel 9 beschrieben.

Im Anhang wird schließlich auf einige theoretische Grundlagen genauer
eingegangen. Des Weiteren ist dort eine Übersicht der im Rahmen dieser
Arbeit entwickelten Software zu finden.
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2. Größeneffekte im
Experiment

Im Folgenden wird ein Literatur-Überblick zu experimentellen Messungen
von Größeneffekten gegeben. Die Bandbreite der Möglichkeiten ist dabei
enorm. Neben Werkstoff und Belastungsfall gibt es einen großen Spielraum
bezüglich der zu skalierenden oder konstant zu haltenden Größen. Ebenso
groß ist die Vielfalt an Größen, deren Skalierungsabhängigkeit gemessen
werden soll. Auf der anderen Seite ist das Thema Größeneffekte erst in den
letzten Jahren zunehmend in den Fokus der Forschung gerückt. Obwohl
versucht wurde, die vorgestellten Experimente möglichst gut zu gliedern,
ergibt sich noch kein einheitliches Bild; vieles ist noch unklar, und manche
Ergebnisse scheinen sich sogar zu widersprechen.

2.1. Skalierung

In Bezug auf die Skalierung von Probengeometrie und Mikrostruktur kön-
nen die Abmessungen, auf welche Größeneffekte zurückgeführt werden
können, im Prinzip in vier Klassen unterteilt werden:

1. Absolute geometrische Abmessungen

2. Relative geometrische Abmessungen, wie zum Beispiel Probendicke :
Probenbreite

3. Absolute mikrostrukturelle Abmessungen

4. Relative mikrostrukturelle Abmessungen, wie zum Beispiel Probendi-
cke :Korngröße
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Das Zurückführen eines gemessenen Effekts auf eine der vier Klassen ist
ohne weiteres nicht eindeutig möglich, da zum Beispiel eine Skalierung
der Probengeometrie bei konstanter Korngröße auch immer das Verhält-
nis Probengeometrie :Korngröße verändert. Aus einer einzelnen Versuchsreihe
kann daher häufig nicht auf die Ursache des Effektes geschlossen werden.
Deshalb werden Geometrie und Korngröße in vielen Arbeiten getrennt von-
einander skaliert. Ein Vergleich der Ergebnisse soll eine eindeutige Aussage
über die Ursache des Effektes ermöglichen.

2.2. Experimentelle Grundlagen

Bei der Beurteilung von experimentellen Ergebnissen ist zu beachten, welche
Größen vernachlässigt wurden. Von ihnen ist nicht bekannt, inwiefern sie
durch die Skalierung mitverändert wurden. Solcherart gemessene Größen-
effekte stehen also unter der (meist ungeprüften) Annahme, dass entweder
die vernachlässigten Größen nicht signifikant geändert wurden, oder eine
Änderung dieser Größen im Rahmen des Experiments keine signifikante
Auswirkung auf das Ergebnis hat. Daher wird – soweit es den zitierten
Arbeiten zu entnehmen war – bei der Beschreibung der Ergebnisse erwähnt,
welche Größen skaliert, konstant gehalten beziehungsweise vernachlässigt
wurden. Häufig vernachlässigte Größen sind zum Beispiel:

• Verformungsgeschwindigkeit: Die Geschwindigkeit von Versetzun-
gen ist unter Umständen nicht proportional zur wirkenden Schubspan-
nung, wie zum Beispiel im Falle von Fe-3%Si [4]. Bei der Modellie-
rung äußert sich diese Dehnratenabhängigkeit in Form einer internen
Länge, die in den konstitutiven Gleichungen enthalten ist und somit
ein größenabhängiges Verhalten impliziert [5]. Aus diesem Grund
ist bei dynamischen Versuchen gemäß der Ähnlichkeitstheorie der
Umformtechnik die Zeitskala entsprechend mitzuskalieren, damit die
Dehnrate erhalten bleibt [6]. Auf der anderen Seite kann dies die Tem-
peratur des Bauteils beeinflussen: Wegen der geringeren Bauteilgröße
ist das Verhältnis Volumen :Oberfläche kleiner. Die im Volumen erzeug-
te Verformungswärme kann also über eine (relativ gesehen) größere
Oberfläche abgegeben werden. Um diesen Effekt der stärkeren Bau-
teilabkühlung zu neutralisieren, müsste die Zeit für die Umformung
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verringert werden. Es ist somit nicht möglich, bei einer Skalierung der
Probengeometrie sowohl Dehnrate als auch Temperaturprofil in der
Probe zu erhalten.

Bei quasistatischen Versuchen sind die Aspekte der Verformungsge-
schwindigkeit und der Probenerwärmung kaum relevant, weswegen
in den zitierten Arbeiten meist kleine Dehnraten verwendet werden.

• Oberflächentopographie: Die Oberflächenrauheit kann die Reibung
zwischen Probe und Werkzeug, und somit das Versuchsergebnis stark
beeinflussen. Eine mögliche Ursache hierfür ist die unterschiedliche
Ausprägung von geschlossenen und offenen Mikroschmiertaschen
bei Flüssigschmierung [7]. Unabhängig von der Reibung kann eine
Verringerung der Oberflächenrauheit zum Beispiel zu einer erhöhten
Umformbarkeit von Blechen führen [8]. Die absolute Oberflächenrau-
heit wirkt sich in Abhängigkeit von der Blechdicke unterschiedlich
stark auf das Ergebnis aus, weshalb eine Betrachtung relativ zur Blech-
dicke vorteilhafter erscheint. Insbesondere bei hohen Temperaturen
kann die Oberflächenrauheit aber auch durch die Dauer der Glühbe-
handlung beeinflusst werden, wie zum Beispiel bei der Einstellung
unterschiedlicher Korngrößen.

• Textur: Die Textur hat einen signifikanten Einfluss auf die mechani-
schen Eigenschaften. Bei der Skalierung der Blechdicke kommt es
aufgrund des unterschiedlichen Abwalzgrades zu Unterschieden in
der Textur. Bei der Skalierung der Korngröße durch Glühbehandlun-
gen gibt es Orientierungen, die in Abhängigkeit von der Lage des
Kornes und des lokalen Umformgrades bevorzugt wachsen [9]. Das
kann sogar zu einer über die Blechdicke inhomogenen Textur füh-
ren [10]. Da aufgrund des orientierungsabhängigen Kornwachstums
zwischen Korngröße und Kornorientierung eine Korrelation beste-
hen kann, ist es von Bedeutung, ob eine Texturmessung korn- oder
volumenspezifisch ausgewertet wird [11].

Statt der Textur wird manchmal der ∆r-Wert betrachtet. Dieser ist
jedoch nur ein unzureichendes Maß und kann eine detaillierte Textur-
messung nicht ersetzen.
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• Korngrößenverteilung: Der häufig verwendete arithmetische Mittel-
wert der Korngröße ist kein eindeutiges Maß. Dem gleichen Mittelwert
können sehr unterschiedliche Korngrößenverteilungsfunktionen zu-
grundeliegen, bis hin zu bi- oder multimodalen Verteilungen. Die
Korngrößenverteilung im Probeninnern kann sich zum Beispiel auf-
grund lokaler Unterschiede im Umformgrad deutlich von der Korn-
größenverteilung am Probenrand unterscheiden. Zudem werden die
mechanischen Eigenschaften nichtlinear von der Korngröße beein-
flusst (zum Beispiel Hall-Petch-Effekt), sodass die mechanischen Ei-
genschaften signifikant von der Korngrößenverteilung beeinflusst wer-
den [12, 13].

Neben diesen Variablen sind auch mögliche Toleranzen bei der Probenfer-
tigung zu beachten, wie zum Beispiel fehlende Parallelität gegenüberliegen-
der Probenflächen (insbesondere bei Stauchproben und Flachzugproben)
sowie Kantenverrundungen durch Schleifen oder Ätzen. Mitunter können
auch menschliche Faktoren, wie die persönliche Tagesform oder unterschied-
liche Vorgehensweisen der jeweiligen Mitarbeiter, Auswirkungen auf die
Reproduzierbarkeit der Probenfertigung haben. Eine nähere Betrachtung
hierzu ist in [14, 15] zu finden.

2.3. Zug- und Stauchversuch

Der quasistatische Zugversuch ist in der Literatur wegen seiner Einfachheit
der am häufigsten anzutreffende Versuch. Da makroskopisch eine einachsige
Last anliegt, sind die Ergebnisse nur bedingt auf komplexere Umformvor-
gänge übertragbar, da dort in der Regel makroskopisch mehrachsige Belas-
tungen vorliegen.1 Eine mögliche Alternative besteht in der Verwendung
spezieller Zugprobengeometrien [17]. Allerdings bringen diese zusätzliche
Effekte bei der Größenskalierung mit sich: In [18] wurden gekerbte und
ungekerbte Rundzugproben aus Stahl (20MnMoNi55) untersucht, wobei
die Probengeometrie selbstähnlich skaliert wurde. Die kleinsten Proben

1Prinzipiell liegen aufgrund der elastischen und plastischen Anisotropie der einzelnen Körner auch beim
Zugversuch lokal mehrachsige Spannungszustände vor [16]. Bei den für Umformvorgänge maßgeb-
lichen makroskopische Kenngrößen zeigt sich im Experiment jedoch ein dominierender Einfluss des
makroskopischen Belastungszustandes.
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hatte dabei einen Durchmesser von 3 mm und eine Länge von 18 mm, die
umlaufende Kerbe hatte einen Radius von 0.3 mm. Die größte Probe war
zehnmal so groß, mit zehnmal so großem Kerbradius. Die ungekerbten
Rundzugproben zeigten keine signifikante Größenabhängigkeit. Die Zug-
kurven der kleinen gekerbten Proben lagen höher als die Zugkurven der
großen gekerbten Proben.2 Dies wird basierend auf der Strain Gradient
Plasticity (Kapitel 3.1.2) damit erklärt, dass bei den ungekerbten Proben im
Gegensatz zu den gekerbten Proben die Dehngradienten größeninvariant
sind.

Wird die Länge von einkristallinen Flachzugproben variiert, verändert
sich die lokale Verformung [19]. Die Untersuchung wurde an γ-Fe mit un-
terschiedlicher chemischer Zusammensetzung (austenitische CrNi- und Mn-
Stähle), CuNi10Sn6 und NiTi durchgeführt. Die Proben hatten dabei eine
Länge von 25 mm bis 125 mm, eine Breite von 5 mm und eine Dicke von
1.6 mm. Bei ausreichend großer Probenlänge läuft die Verformung zunächst
als einzelne Welle durch die Probe (Stadium I der Zugkurve: Bereich der
Einfachgleitung). Im Stadium II der Zugkurve (lineare Verfestigung) lau-
fen mehrere Verformungswellenfronten durch die Probe. Erst im Stadium
III der Zugkurve (parabolische Verfestigung) finden sich stationäre Verfor-
mungsbänder und es kommt zur Dehnungslokalisierung. Der Abstand der
Wellen nimmt dabei mit abnehmender Probenlänge ab. Mittels Extrapolati-
on wird eine Grenzlänge von circa 16 mm ermittelt, unterhalb der die Wellen
anfangen zu überlappen und eine homogenere Verformung resultiert.

In [20] wurden weichgeglühte, einkristalline Cu-Drähte unterschiedli-
cher Orientierung untersucht, wobei der Durchmesser von 0.35 mm bis
1.1 mm variiert wurde. Dabei wurde kein signifikanter Einfluss der Quer-
schnittsfläche auf die Zugkurve gefunden. In [21] wurden weichgeglühte,
polykristalline Cu-Drähte mit einem Durchmesser von 12 µm bis 170 µm
untersucht. Dabei variierte die Korngröße von 5 µm bei den dünnen Dräh-

2Da alle Proben aus dem gleichen Ausgangsmaterial gefertigt wurden, können Textur, Korngröße und
Korngrößenverteilung als konstant angenommen werden. Die Proben wurden mit vergleichbaren Rand-
bedingungen gefertigt. Es fand jedoch keine Rauheitsmessung statt. Ob die Proben geglüht wurden oder
nicht, ist der Arbeit nicht zu entnehmen. Dies könnte wegen einer oberflächennahen Verformungsschicht,
wie sie beim Drehen entsteht, relevant sein. Auffallend ist die ungewöhnlich hohe Messunsicherheit. Die
gemessenen Änderungen in den Zugkurven bei den ungekerbten Zugproben lagen in der Größenordnung
10 % und werden von den Autoren als typische Streuung bezeichnet.
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ten bis 25 µm bei den dicken Drähten.3 Auch hier wurde kein signifikanter
Einfluss auf die Zugkurve gefunden. Dies wird damit erklärt, dass die
Dehnungsgradienten im Zugversuch größeninvariant sind, und gemäß der
Strain Gradient Plasticity ein größeninvariantes Verhalten zu erwarten ist.

Demgegenüber zeigten weichgeglühte Folien aus hochreinem Nickel
(2.5 mm breit, 24 mm lang) mit zunehmender Foliendicke eine Zunahme der
Fließspannung [22]. Die Foliendicke wurde hierbei von 12.5 µm (Korngröße
31 µm) bis 50 µm (Korngröße 71 µm) variiert.4 Als Ursache hierfür wird ver-
mutet, dass die kristallographische Gleitung bei den dünnen Folien weniger
stark durch die Korngrenzen behindert ist, als bei den dicken Folien. In [23]
wurden Cu-Folien mit einer Dicke von 10 µm bis 250 µm untersucht.5 Mit
Abnahme der Probendicke konnte eine signifikante Abnahme der Bruch-
dehnung festgestellt werden; eine Abnahme der Zugfestigkeit war nicht
eindeutig nachzuweisen. Die Untersuchung ergab ferner, dass die Proben-
dicke den markanten Faktor darstellt. Probenbreite, Messlänge, Dehnrate,
Oberflächenoxidation und Orientierung der Proben in Relation zur Walz-
richtung waren im Vergleich dazu vernachlässigbar. Das unterschiedliche
Verhalten könnte vielleicht damit zusammenhängen, dass bei den Ni-Folien
nur ein Korn, bei den dünnen Cu-Folien immer mindestens zwei Körner
über die Foliendicke vorlagen.

An Flachzugproben aus weichgeglühtem Al wurde in [24, 25] bei konstan-
ter mittlerer Korngröße von 141 µm und abnehmender Probendicke eine
Abnahme von Streckgrenze und Zugfestigkeit gefunden.6 Hierbei galt stets
Korngröße<Blechdicke. Die Messlänge betrug 20 mm und war circa 5 mm

3Eventuelle Änderungen in Textur, Oberflächentopographie und Korngrößenverteilung wurden nicht be-
trachtet. Ein möglicher Einfluss der veränderten Korngröße auf die Fließspannung wurde vernachlässigt.

4Die Textur wurde überprüft; es lagen keine signifikanten Abweichungen vor. Es ist nicht zu entnehmen,
ob die Proben vor oder nach dem Glühen aus der Ausgangsfolie geschnitten wurden. Bezüglich der
Oberflächentopographie der Folien wird keine Aussage getroffen. Die Korngrößenverteilung wurde nicht
betrachtet.

5Die Proben wurden im weichgeglühten und ungeglühten Zustand untersucht. Textur und Korngröße
waren bei allen Proben vergleichbar, wobei die Körner stark gestreckt waren (Kornabmessungen in
Blechdickenrichtung etwa 5 µm, in Längsrichtung etwa 100 µm). Die absolute Oberflächenrauheit war
bis auf eine Ausnahme ebenfalls vergleichbar; das bedeutet, dass die auf die Foliendicke bezogene
Oberflächenrauheit variierte.

6Eventuelle Änderungen in Textur, Oberflächentopographie und Korngrößenverteilung wurden nicht
betrachtet.
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2.3. Zug- und Stauchversuch

breit7, die Dicke variierte von 0.17 mm bis 2 mm. Als Ursache wird eine
verringerte Fließspannung von Oberflächenkörnern angenommen.

In [26] ergaben Zugversuche an geglühten Al-Flachzugproben mit einer
Dicke von 100 µm bis 340 µm und einer Korngröße von 75 µm bis 480 µm,
dass die Fließspannung vom Verhältnis Blechdicke :Korngröße abhängt.8 War
das Verhältnis kleiner als 1, so veränderte sich die Fließspannung kaum.
Mit Zunahme des Verhältnisses bis zu einem Wert von ungefähr 3 nahm
die Fließspannung zu. Eine Untersuchung an Al, Cu, Cu-13at%Al und Fe
in [27] zeigte einen ähnlichen Einfluss des Verhältnisses Blechdicke : Korngröße,
allerdings wurde ab einem materialabhängigen Grenzwert kein weiterer
Anstieg der Fließspannung mehr beobachtet.

Bereits bei der Betrachtung dieser Ergebnisse von reinen Metallen mit
relativ einfacher Mikrostruktur stellen sich erste Fragen: Wenn die Oberflä-
chenkörner von Al eine verringerte Fließspannung haben – warum ergeben
die Untersuchungen von polykristallinen Cu-Drähten im Zugversuch nicht
ebenfalls diesen Effekt? Zumal aufgrund der Oxidschicht von Al ein entge-
gengesetzter Effekt (Zunahme der Fließspannung mit Verkleinerung der Pro-
be wegen der damit einhergehenden Zunahme des Verhältnisses Oberfläche :
Volumen, weswegen sich die Oxidschicht zunehmend auf die Fließspannung
auswirkt.) zu beobachten ist [28]. Der Effekt der freien Oberflächenkörner
müsste bei Cu also eigentlich wesentlich stärker zu beobachten sein als bei
Al.

Eine Untersuchung an weichgeglühten, elektropolierten, feinkörnigen
Proben aus Al und OFHC9 Cu mit systematischer Veränderung von Pro-
bengeometrie und Querschnittsfläche ist in [29] zu finden. In drei Versuchs-
reihen erfolgte zuerst eine selbstähnliche Skalierung der Probengeometrie,
danach wurde die Probendicke bei konstanter Probenbreite und Proben-
länge variiert. Anschließend wurde bei konstanter Dicke und Länge die
Breite der Probe skaliert. Bei einer Abnahme der Probendicke von 6 mm auf
1 mm wurde eine Zunahme der Zugfestigkeit festgestellt. Die Skalierung der
anderen Probenabmessungen zeigte keinen Einfluss. Dies wird darauf zu-
rückgeführt, dass bei Unterschreitung einer Blechdicke von circa 2 mm ein

7Die Breite wurde anhand der Probenzeichnung in der Arbeit geschätzt, da sie nicht explizit angegeben ist.
8Die Textur war bei allen Proben vergleichbar, die Kornstrukturen waren gleichmäßig. Die Oberflächenrau-

heit kann als gering angesehen werden, da die Proben elektropoliert wurden.
9Oxygen-Free High Conductivity
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2. Größeneffekte im Experiment

Übergang zum ebenen Spannungszustand stattfindet, der die maßgebliche
Ursache ist.

Das größenabhängige Verhalten kann sich durch Zulegieren deutlich
verändern. Bei einkristallinen Folien aus Fe ist bei einer Foliendicke von
weniger als 30 µm eine Abnahme der Fließspannung messbar. Einkristalline
Folien aus Fe-3%Si zeigen bei Foliendicken von 2 µm bis 250 µm jedoch
keine signifikante Änderung [4]. Die Versetzungsstrukturen bei Folien mit
einer Dicke von mindestens 0.3 µm entsprechen denen im Vollmaterial, es
ist also kein Oberflächeneinfluss mehr feststellbar [30].

In [31] wird der Einfluss der Querschnittsfläche und der Probendicke bei
CuZn36 auf die Zugkurve untersucht.10 Die Zugkurven von Flachzugpro-
ben mit einer Messlänge von 50 mm, einer Dicke von 0.1 mm und einer
Breite von 2 mm bis 10 mm lagen innerhalb eines Streubandes von 3 %.
Anschließend wurde das Verhältnis Breite :Dicke von 2 mm : 0.1 mm bis
10 mm : 0.5 mm skaliert. Die Proben mit der Blechdicke 0.1 mm zeigten
dabei eine signifikant niedrigere Zugkurve als alle anderen Proben.11 Aus
den Versuchen wird geschlossen, dass der Parameter Dicke :Korngröße zur
Beschreibung des Größeneffekts geeignet ist.

Für weichgeglühtes CuNi18Zn20 und CuZn15 wird bei selbstähnlichem
Herunterskalieren der Probengeometrie und bei konstanter Korngröße in
[32,33] eine Abnahme der Fließspannung gemessen und auf den Einfluss
von Oberflächenkörnern zurückgeführt. Bei einer konstanten Messlänge von
50 mm wurde das Verhältnis Probenbreite : Probendicke von 2 mm : 0.1 mm bis
20 mm : 1 mm verändert. Es wurden mehrere Probengruppen untersucht,
die sich in der Korngröße unterschieden (25 µm bis 115 µm).12 Dieses Modell
kann jedoch die Zunahme der Streuung bei kleinen Proben nicht erklären.

10Textur, Oberflächentopographie und Korngrößenverteilung wurden nicht betrachtet. Die Proben waren
nicht weichgeglüht.

11Die Korngröße variierte uneinheitlich von 35 µm bis 70 µm; die Mikrohärte lag bei allen Blechen bei
175± 5 HV100, lediglich die Bleche mit der Dicke 0.1 µm zeigten eine geringere Härte von 140 HV100.
Diese Abweichungen in der Härte wurden bei der Auswertung allerdings nicht berücksichtigt.

12Die Proben wurden mittels LASER geschnitten. Metallographische Untersuchungen zeigten keine signi-
fikante Wärmeeinflusszone. Die Probenränder waren jedoch gezackt und wurden nicht nachbearbeitet.
Bei der Wärmebehandlung und beim LASER-Schneiden besteht die Gefahr, dass von der Oberfläche Zn
abdampft. Auf diese Problematik wird in der Arbeit nicht eingegangen. Mit Abnahme der Probengröße
nahm auch der mittlere r-Wert 〈r〉 = 1

4 (r0 + 2r45 + r90) ab. Das bedeutet, dass die Dickenabnahme im
Vergleich zur Breitenabnahme an Gewicht gewinnt. Die ebene Anisotropie ∆r = 1

2 (r0 − 2r45 + r90) blieb
konstant. Das kann auf eine gleichbleibende Textur hinweisen. Die Messung von 〈r〉 und ∆r fand jedoch
nur an Proben aus CuNi18Zn20 mit der Korngröße 25 µm statt. Inwiefern die Ergebnisse auf die anderen
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2.3. Zug- und Stauchversuch

Nimmt die Korngröße im Vergleich zur Probengröße zu, kommt es ferner
zu einer zunehmend unregelmäßigen Bruchfläche, da die Mikrostruktur
nicht mehr als quasi-homogen angesehen werden kann. Die Einschnürung
erfolgt dann lokaler, die Bruchdehnung nimmt ab.

Die Auswirkung einer Veränderung der Kornanzahl in der Querschnitts-
fläche auf die Zugfestigkeit und die Bruchdehnung wurde in [34] für Sn und
Sn-Legierungen untersucht.13 Bei Proben aus gewalztem Material stieg die
Zugfestigkeit im Bereich von 1 bis etwa 30 Körnern in der Querschnittsfläche
stark an, während die Bruchdehnung konstant blieb. Bei weiterer Erhöhung
der Kornanzahl stieg die Zugfestigkeit nur noch moderat, die Bruchdehnung
jedoch deutlich. Dies wird auf eine Veränderung im Verformungsmechanis-
mus zurückgeführt, da bei der vorliegenden Probengeometrie bei mehr als
circa 20–30 Körnern in der Querschnittsfläche Körner auftreten, die vollstän-
dig von Material umschlossen, und somit keine Oberflächenkörner mehr
sind.

In [35] wurde gezeigt, dass die Korngröße bei Fe-3%Si Auswirkungen auf
das Auftreten einer ausgeprägten Streckgrenze hat. Diese trat nur bei kleinen
Körnern (20 µm) auf, grobkörnige Proben (Korngröße 170 µm) zeigten keine
Streckgrenze. Bei Verringerung der mittleren Korngröße wurde in [36,37]
eine Zunahme der Fließspannung gefunden. Dieser Zusammenhang ist
auch als Hall-Petch-Effekt bekannt und wird dadurch verursacht, dass Korn-
grenzen die Versetzungsbewegung behindern. Da neben Korngrenzen auch
Phasengrenzen häufig als Versetzungshindernisse wirken, sollten ähnliche
Zusammenhänge auch bei mehrphasigen Legierungen zu erwarten sein. In
bestimmten Fällen ist jedoch das Gegenteil der Fall. In der Al-Legierung
A356 bewirkt eine Verringerung des Dendritenarmabstandes eine Abnahme
der Verfestigung, da die Versetzungsbewegung in der Ausscheidung auf
einen kleinen Randbereich zur Matrix begrenzt ist, und die Ausscheidungen
somit erst ab einer gewissen Größe als Versetzungshindernisse wirken [38].

Im Gegensatz zum Zugversuch spielt bei Stauchversuchen auch die Rei-
bung zwischen Werkzeug und Probe eine markante Rolle. Diese kann von
der Größe der Probe und deren Oberflächenbeschaffenheit abhängen. Das

Probengruppen übertragbar sind, ist den Arbeiten nicht zu entnehmen. Aus diesem Grund müssen die
Texturen dieser Proben als nicht betrachtet gewertet werden.

13Die Probenoberflächen waren poliert. Textur und Korngrößenverteilung wurden nicht betrachtet. Die
Korngröße war entlang der Probenlänge aufgrund der Probenherstellung nicht konstant. Das Material
wurde vor dem Versuch weichgeglüht.
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2. Größeneffekte im Experiment

Hauptproblem besteht darin, dass die Reibung nicht direkt messbar ist.
In [39] wurden Zylinderstauchversuche an CuZn15 durchgeführt, wobei die
Probenabmessungen Durchmesser :Probenhöhe von 1.5 mm : 1.0 mm selbst-
ähnlich bis 7.2 mm : 4.8 mm skaliert wurde. Die Versuche wurden mit Proben
der Korngröße 47 µm und 79 µm durchgeführt.14 Die Fließkurve nahm dabei
mit der Probengröße ab. Eine Ursache hierfür wird nicht genannt. Darüber
hinaus wurde bei Zunahme der Korngröße neben einer zunehmend unre-
gelmäßigen Formänderung eine Abnahme der Fließspannung (Hall-Petch)
gefunden. Um die Reibkoeffizienten zu untersuchen, wurden Ringstauch-
versuche mit verschieden großen Proben durchgeführt. Die makroskopische
Formänderung (Innen- und Außenradius) wurde mit den Ergebnissen von
FEM-Simulationen mit verschiedenen Reibkoeffizienten verglichen, um dar-
aus auf die tatsächlich vorliegenden Reibkoeffizienten zu schließen. Die
Ergebnisse waren jedoch uneinheitlich: Während beim Vergleich des Außen-
radius eine Größenabhängigkeit zu erkennen war, lieferte der Vergleich mit
dem Innenradius keine eindeutige Tendenz.

In [40] wurden Stauchversuche an Messingzylindern durchgeführt, bei
denen das Verhältnis Durchmesser :Höhe selbstähnlich von 5 mm : 7.5 mm bis
2 mm : 3 mm skaliert wurde. Die Korngröße wurde mittels Glühbehandlung
von 16 µm bis 74 µm variiert.15 Auch hier zeigten kleine Proben eine ver-
ringerte Fließspannung; auf mögliche Ursachen wird jedoch nicht weiter
eingegangen.

2.4. Biegeversuch

3-Punkt-Biegeversuche an weichgeglühten Folien aus hochreinem Nickel er-
gaben mit zunehmender Foliendicke eine Abnahme des Biegemoments [22]
(Zur Erinnerung: Im Zugversuch führte eine Erhöhung der Foliendicke
zu einer Erhöhung der Fließspannung; siehe auch Fußnote 4, Seite 12). Die
Foliendicke wurde hierbei von 12.5 µm (Korngröße 31 µm) bis 50 µm (Korn-
größe 71 µm) variiert, die Biegeradien wurden dabei mitskaliert. Dies wird

14Textur und Korngrößenverteilung wurden nicht betrachtet. Die Oberflächentopographie wurde an den
geschliffenen Zylinderenden gemessen und war nahezu konstant. Inwiefern die Zylindermantelfläche
poliert und vermessen wurde, ist der Arbeit nicht zu entnehmen.

15Eventuelle Änderungen in Textur, Korngrößenverteilung und Oberflächenrauheit wurden nicht eingehen-
der betrachtet.
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2.4. Biegeversuch

auf größenabhängige Dehngradienten zurückgeführt. Die mit Hilfe der
Strain Gradient Plasticity angefittete interne Länge von circa 4 µm ist von
ähnlicher Größe wie die interne Länge, die sich aus Torsionsversuchen mit
Cu-Drähten ergibt [21].

An Biegeproben aus weichgeglühtem Al mit einer Dicke von 1 mm und
einer Breite von 15 mm wurden in [24,25] 3-Punkt-Biegeversuche durchge-
führt (Abstand der äußeren Lastpunkte 20 mm). Die Korngröße wurde von
0.15 mm bis 28 mm skaliert (siehe auch Fußnote 6, Seite 12). Über die Korn-
größe aufgetragen, zeigten Streckgrenze und maximale Biegekraft einen
parabolischen Verlauf mit einem Minimum im Bereich Korngröße≈Probendi-
cke. Während bei einer Korngröße von 0.56 mm noch keine Streuung fest-
stellbar war, zeigte sich ab einer Korngröße von 1.13 mm eine signifikante
Streuung, die bei größeren Körnern zunahm. Die Fließspannungszunahme
bei kleinen Körnern wird auf Hall-Petch, sowie eine verringerte Fließspan-
nung von Oberflächenkörnern zurückgeführt. Als Ursache für die Fließ-
spannungszunahme bei großen Körnern wird die verstärkte Ausprägung
einer Rekristallisationstextur vermutet.

Beim 3-Punkt-Freibiegen (Airbending) von weichgeglühtem CuNi18Zn20
und CuZn15 wird bei selbstähnlicher Skalierung der Probengeometrie und
konstanter Korngröße von 25 µm bei kleinen Proben eine Abnahme der
maximalen Biegekraft gemessen [32, 33] (siehe auch Fußnote 12, Seite 14).
Dabei wurde das Verhältnis Probenbreite :Probendicke von 1 mm : 0.1 mm
bis 10 mm : 1 mm skaliert; auch die anderen geometrischen Abmessungen
der Biegeapparatur (Radien, Abstand der Lastpunkte, Geschwindigkeit,
Maximale Durchbiegung) wurden mitskaliert. Als Ursache wird eine verrin-
gerte Fließspannung von Oberflächenkörnern genannt. Bei großen Körnern
(70 µm bei CuNi18Zn20 beziehungsweise 115 µm bei CuZn15) konnte das
jedoch nicht bestätigt werden; die maximale Biegekraft stieg bei kleinen
Proben sogar an. Als Ursache wird ein verringerter Beitrag von Korngrenzen
zur Fließspannung vermutet, jedoch nicht näher ausgeführt (siehe auch [41]).
Insbesondere ist nicht ersichtlich, warum dieser Effekt ausbleibt, wenn mit
Proben aus dem gleichen Material Zugversuche durchgeführt werden. Die
Biegeversuche zeigten bei Verringerung der Probengröße eine Zunahme
der Streuung. Wie auch bei den Zylinderstauchversuchen in [39] wurde
bei kleinen Proben mit großen Körnern eine zunehmend unregelmäßige
Formänderung an der Oberfläche gefunden.
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2. Größeneffekte im Experiment

2.5. Torsion, Stanzen

Bei Torsionsversuchen an weichgeglühten, polykristallinen Cu-Drähten
wurde der Durchmesser von 12 µm bis 170 µm variiert, wobei sich die
Korngröße von 5 µm bei den dünnen Drähten bis 25 µm bei den dicken
Drähten änderte [21] (siehe auch Fußnote 3, Seite 12). Bei abnehmendem
Durchmesser wurde eine Zunahme der Verfestigung gemessen. Dies wird
auf größenabhängige Dehngradienten zurückgeführt. Der Hall-Petch-Effekt
wurde hierbei jedoch vernachlässigt.

Dem Torsionsversuch ist das Stanzen (punching) entfernt ähnlich, da auch
hier primär eine Scherverformung vorliegt. In [32,33] wurden Stanzversuche
an weichgeglühtem CuNi18Zn20 und CuZn15 durchgeführt (siehe auch
Fußnote 12, Seite 14). Dabei wurde die Scherfestigkeit gemessen. Die unter-
suchten Korngrößen waren 25 µm und 70 µm (CuNi18Zn20) beziehungs-
weise 25 µm und 115 µm (CuZn15). Das Verhältnis Probenbreite :Probendicke
wurde von 5 mm : 0.1 mm bis 50 mm : 1 mm variiert. Die Stanzgeschwin-
digkeit und die geometrischen Abmessungen der Stanzapparatur wurden
selbstähnlich mitskaliert. Die Scherfestigkeit blieb nahezu konstant und
stieg bei kleinen Proben an. Das steht im Widerspruch zum Verlauf der
Fließspannung im Zugversuch beziehungsweise der maximalen Biegekraft
beim 3-Punkt-Freibiegen, wo tendentiell eine Abnahme bei Verkleinerung
der Probengeometrie zu finden war. Als Ursache wird vermutet, dass sich
die Verformung beim Stanzen auf einen wesentlich kleineren Probenbereich
beschränkt, so dass kein signifikanter Einfluss von Oberflächenkörnern mit
verringerter Fließspannung gegeben ist. Die Ausformung der Scherkan-
tengeometrie wird bei kleinen Proben zunehmend unregelmäßiger. Eine
vergleichbare Untersuchung an Al führte zu ähnlichen Ergebnissen [25].

2.6. Härteprüfung

In [42] wurden Härteeindrücke in Al (Korngröße 1100 µm) und CuZn30
(Korngröße 60 µm) eingebracht. Dabei wurde die Last (0.1 N bis 3 N) variiert
und die Dehnratenabhängigkeit der Härte bestimmt.16 Mit zunehmender

16Eine allgemeine Anmerkung zur registrierenden Härteprüfung: Die genaue Eindringtiefe des Indenters
in das Material (sinking-in) während des Versuchs ist nicht bekannt, da die Ausbildung des Pile-up erst
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Last wird eine abnehmende Härte gemessen, bis diese ab Prüflasten von
circa 0.1 N (Bereich der Mikrohärte) ein Plateau erreicht. Die Abhängigkeit
der Härte von der Verformungsgeschwindigkeit ist bei kleinen Eindring-
tiefen stärker ausgeprägt. Aus den Messdaten wurde das Aktivierungsvo-
lumen berechnet und mit dem Aktivierungsvolumen verglichen, welches
sich aus Zugversuchen ergibt. Aus den Ergebnissen wird geschlossen, dass
der Größeneffekt bei der Härteprüfung (indentation size effect) auf einen
Versetzungsmechanismus zurückzuführen ist.

Ein ähnliches Verhalten wurde in [44] bei der Härteprüfung für Au-be-
schichtetes Ag gezeigt (Schichtdicke 50 nm). Statt der Prüflast wurde die
Eindrucktiefe vorgegeben und im Bereich von 0.1 µm bis 1.8 µm variiert.
Die gemessene Härte sank bei Erhöhung der Eindrucktiefe, bei Eindruck-
tiefen ' 1.5 µm ändert sie sich aber nur noch wenig. Zur Beschreibung
des Effekts wird neben der Strain Gradient Plasticity auch ein geometrisch
basiertes Modell verwendet, bei dem das Material in Bereiche unterschied-
licher Festigkeit aufgeteilt wird. Diese Bereiche wurden anhand von TEM-
Untersuchungen ermittelt. Beide Modelle sind in der Lage, den beobachteten
Größeneffekt zu beschreiben.

Insbesondere die Mikro- und Nanohärteprüfung sind sehr lokale Verfah-
ren. Aus diesem Grund können mikrostrukturelle Heterogenitäten einen
signifikanten Einfluss auf das Messergebnis haben. Beispielsweise wurde
in [45] gezeigt, dass das Verhältnis Größe des Indents : Korngröße die Messergeb-
nisse signifikant beeinflussen kann, da die Korngrenzen die Ausdehnung
der plastischen Zone hemmen.

2.7. Andere Versuche zur Blechumformung

Die Umformgrenzen von verschiedenen Stahlblechen17 mit einer Blechdi-
cke von 2.5 mm wurden in [46] untersucht. Dabei wurden verschiedene
Korngrößen von 8 µm bis 60 µm verwendet.18 Es zeigte sich, dass aufgrund
der später stattfindenden Dehnungslokalisierung Bleche mit kleinen Kör-

nach der Härteprüfung gemessen werden kann. Die Möglichkeiten und Grenzen einer zuverlässigen
Auswertung der Last-Eindring-Kurven sind in [43] näher ausgeführt.

17ST12 (ferritisch; entspricht DIN 1623, Nr. 1.0330) und rostfreier Stahl 321 (austenitisch; entspricht DIN
17440, Nr. 1.4541)

18Textur, Oberflächentopographie und Korngrößenverteilung wurden dabei nicht betrachtet.
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nern höhere Umformlimits aufweisen. Dies ist in Übereinstimmung mit den
Ergebnissen in [33], wo im Zugversuch an weichgeglühtem CuNi18Zn20
und CuZn15 bei einer Zunahme des Verhältnisses Korngröße :Blechdicke eine
Abnahme von Gleichmaß- und Bruchdehnung gemessen wurde.

In [31] wurde der Einfluss der Blechdicke bei CuZn36 auf die Fließkurve
im Bulgetest untersucht (siehe auch Fußnote 10, Seite 14). Die Blechdicke
wurde dabei von 0.1 mm bis 0.5 mm skaliert. Wie schon beim Zugversuch
zeigten die Proben mit der Blechdicke 0.1 mm eine signifikant niedrigere
Fließkurve als alle anderen Proben (siehe auch Fußnote 11, Seite 14). In Ana-
logie dazu wird auch hier das Verhältnis Dicke :Korngröße zur Beschreibung
des Größeneffekts herangezogen.

Beim Tiefziehen von Stahl mit geringem Kohlenstoffgehalt (SPCE) wurde
in [47] die Abhängigkeit der Tiefziehfähigkeit19 von Stempeldurchmesser
und Blechdicke untersucht. Der Stempeldurchmesser variierte von 0.5 mm
bis 40 mm, die Dicke des Bleches von 0.05 mm bis 1 mm.20 Umso größer das
Verhältnis Stempeldurchmesser :Blechdicke ist, umso niedriger ist die Tiefzieh-
fähigkeit.

19Die in der zitierten Arbeit verwendete Tiefziehfähigkeit β eines Bleches ergibt sich aus dem Stempel-
durchmesser Dp und dem Durchmesser Ds der größten Blechronden, die vollständig tiefgezogen werden
konnten, gemäß β := Ds/Dp.

20Textur, Oberflächentopographie, mittlere Korngröße und Korngrößenverteilung wurden nicht betrachtet.
Die Ergebnisse der Tiefziehversuche wurden mit Hilfe von Zugversuchen normiert. In Anbetracht der
Ausführungen zu Beginn von Kapitel 2.3 ist jedoch fraglich, inwiefern der Zugversuch hier ein geeignetes
Mittel zur Normierung darstellt.
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Die in der klassischen Mechanik verwendeten konstitutiven Gleichungen
beinhalten keine Längenskala und gehen von einem idealen, homogenen
Material aus. Das heißt im Einzelnen:

• Keine Längenskala: Die gängigen Formeln zur Berechnung der Fließ-
spannung setzen sich zusammen aus Dehnungen, die dimensionslos
sind, und Konstanten, die anhand von Versuchen mit makroskopi-
schen Proben ermittelt werden. Es sind also weder geometrische noch
mikrostrukturelle Längen enthalten.

• Ideales Material: Das Materialverhalten ist unabhängig von der Pro-
benform immer gleich. Eine massive Zugprobe verhält sich wie eine
Flachzugprobe.

• Homogenes Material: Das Material hat an jeder Stelle der Probe die
gleichen Eigenschaften. Es gibt keine Unterschiede von Probe zu Probe;
alle Proben verhalten sich gleich.

Um größenabhängiges Materialverhalten zu modellieren, muss mindes-
tens eine dieser drei Annahmen aufgehoben beziehungsweise modifiziert
werden. Im Folgenden werden nun die gängigsten Ansätze zur Erweiterung
der klassischen Materialbeschreibung vorgestellt. Es wird dabei versucht,
eine Klassifizierung der Modelle anhand der modifizierten Annahme vorzu-
nehmen.

3.1. Einbringen von Längenskalen

Durch Einbringen einer Längenskala in die konstitutiven Gleichungen kann
größenabhängiges Materialverhalten modelliert werden. Es gibt durchaus
mehrere Methoden, eine solche Längenskala einzuführen – die Frage ist
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jedoch, welche Längenskalenabhängigkeit die Realität am besten wiedergibt.
Eine weitere Frage ist, inwieweit die Modellierung vereinfacht werden kann,
sodass die Längenskalenabhängigkeit nach wie vor realitätsnah bleibt, die
Rechenzeit für eine Simulation aber noch im akzeptablen Rahmen liegt.

3.1.1. Versetzungssimulation

Plastische Verformung basiert auf der Bewegung von Versetzungen. Aus
diesem Grund liegt es nahe, bei der Beschreibung von Mikrobauteilen auf
die Modellierung einzelner Versetzungen zurückzugreifen, zumal ihre Ei-
genschaften bereits seit Jahrzehnten Gegenstand von Untersuchungen und
somit sehr gut bekannt sind (siehe zum Beispiel [48]). Des Weiteren kann das
Verhalten größerer Gruppen von Versetzungen gezielt untersucht werden.
Somit ist im Idealfall eine realitätsgetreue Beschreibung des statistischen
Versetzungsverhaltens und seiner Auswirkungen auf die lokalen Werkstof-
feigenschaften möglich. Dies kann detaillierte Einsichten in das effektive
meso- und makroskopische Werkstoffverhalten ermöglichen. Somit sollte es
also möglich sein, das lokale Materialverhalten auf physikalisch fundierter
Basis zu beschreiben.

Eines der ersten Hauptprobleme bei der Versetzungssimulation besteht
darin, dass analytische Beschreibungen der Verschiebungs- und Spannungs-
felder von Versetzungen nur für unendliche oder halbunendliche Medien
bekannt sind. Zur Berechnung wäre es von Vorteil, ein effizientes Verfahren
für allgemeine Randwertprobleme zu verwenden, da ansonsten für jeden
Einzelfall eine eigene Formulierung gefunden werden muss. Hier bietet sich
die FEM an. Da die FEM jedoch mit finiten – also endlichen – Volumina
arbeitet, können die analytischen Beschreibungen der Versetzungen nicht
ohne weiteres implementiert werden. Eine Lösung des Problems wurde
in [49] vorgestellt. Hierbei wird die Simulation für jedes finite Element in
folgende Schritte unterteilt:

1. Mit Hilfe der konventionellen linear-elastischen FEM werden im aktu-
ellen Inkrement für die Randbedingungen Verschiebungs- und Span-
nungsverteilung (~uS,FE beziehungsweise TS,FE) entlang der Elemento-
berfläche S berechnet.
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2. Ausgehend von der momentanen Versetzungskonfiguration im finiten
Element werden Verschiebungs- und Spannungsverteilung so berech-
net, als wäre das Element ein unendlicher Körper. Somit können für
die einzelnen Versetzungen die klassischen analytischen Lösungen
verwendet werden. Das Gesamtverschiebungsfeld ~uDisl beziehungs-
weise das Gesamtspannungsfeld σDisl aller Versetzungen im finiten
Element ergeben sich dabei aus den Verschiebungs- und Spannungs-
feldern ~ui beziehungsweise σi der einzelnen Versetzungen i nach dem
Superpositionsprinzip:

~uDisl = ∑
i

~ui (3.1)

σDisl = ∑
i

σi (3.2)

Beschreibt ~ν den Verlauf der Flächennormale entlang der Elemen-
toberfläche S, so können Verschiebungs- und Spannungsfeld (~uS,Disl

beziehungsweise TS,Disl) entlang S ermittelt werden:

~uS,Disl = ~uDisl auf S (3.3)
TS,Disl = ~νσDisl auf S (3.4)

3. Aus der linear-elastischen FEM-Lösung des aktuellen Schritts sind
für das Element die Sollverläufe für Verschiebungs- und Spannungs-
feld (~uS,FEM beziehungsweise TS,FEM) entlang S bekannt. Daraus lassen
sich Differenzspannungen und -verschiebungen ermitteln, welche die
treibende Kraft für die Versetzungsbewegung in diesem Inkrement
darstellen:

∆~uS = ~uS,FEM− ~uS,Disl (3.5)
∆σS = σS,FEM− σS,Disl (3.6)

4. Mit Hilfe eines Satzes konstitutiver Gleichungen für die Versetzungs-
bewegung wird aus ∆~uS und ∆σS die Veränderung der Versetzungs-
konfiguration berechnet.

5. Zur Berechnung des nächsten Inkrements wird mit Schritt 1 fortgefah-
ren.
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Für eine zweidimensionale Betrachtung von Stufenversetzungen werden
in [49] als konstitutive Gleichungen verwendet:

• Eine Gesetz für die Bewegung von Versetzungen:

vi =
τres,ib

B
(3.7)

Hierbei ist vi die Geschwindigkeit der Versetzung i, τres,i die wirkende
Schubspannung in der Gleitebene, b der Burgersvektor1 und B eine
temperaturabhängige Konstante (Drag-Koeffizient).

Die Versetzungen bleiben auf ihren Gleitebenen; Versetzungsklettern
wird also vernachlässigt. Da keine Reorientierung des Kristallgitters
betrachtet wird, ist die Simulation nur für kleine Dehnungen geeignet.

Gl. (3.7) ist streng genommen nur für kfz-Metalle anwendbar, da bei
diesen die Peierls-Spannung vernachlässigbar klein ist. TEM-Unter-
suchungen der Versetzungsbewegung für krz-Metalle (zum Beispiel
in [4, 50]) legen ein Potenzgesetz der Form vedge = (τres/τ∗)m nahe,
wobei τ∗ und m Materialkonstanten sind. Da diese Gleichung aber
die thermische Aktivierung der Versetzungsbewegung in krz nicht
berücksichtigt, wird häufig auf eine Gleichung der Form

vi = v∗ exp
(−∆H(τres,i)

kBT

)
(3.8)

zurückgegriffen [51]. Hierbei ist v∗ eine Materialkonstante, ∆H die
freie Enthalpie als Funktion der wirkenden Schubspannung, T die
absolute Temperatur und kB die Boltzmann-Konstante. Für ∆H wird
dabei zum Beispiel ein generischer Ansatz der Form

∆H(τres) = ∆H0

[
1−

(
τres

τp

)p]q

(3.9)

verwendet, wobei ∆H0, p und q Fitparameter sind; τp ist die Peierls-
Spannung.

1Übrigens stellt der Burgers-Vektor eine absolute Länge in den konstitutiven Gleichungen dar. Simulationen
auf Basis von Versetzungen sind somit nicht mehr größeninvariant.
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• Ein Gesetz zur Bildung von Versetzungen: In Anlehnung an den Me-
chanismus der Frank-Read-Quellen werden zu Beginn der Simulation
mögliche Quellen zufällig im Element verteilt. Bei Anliegen einer kri-
tischen Nukleationsspannung τnuc emittiert eine Quelle einen Verset-
zungsdipol der Länge Lnuc. Hierbei ist Lnuc der Abstand zwischen den
emittierten Versetzungen, in dem die anziehende Spannung zwischen
beiden gerade gleich τnuc ist. Da in der Realität nicht alle Frank-Read-
Quellen gleich sind, wird zu Beginn der Simulation für jede Quelle
eine individuelle Nukleationsspannung gemäß einer Gaussverteilung
zufällig bestimmt.

• Ein Gesetz zur Annihilation von Versetzungen: Zwei Stufenversetzun-
gen mit entgegengesetztem Vorzeichen werden eliminiert, wenn ihr
Abstand kleiner als eine kritische Distanz Le ist.

In der Simulation wurden Stufenversetzungen zweidimensional betrach-
tet (ebene Dehnung). Ein einzelnes finites Element mit periodischen Rand-
bedingungen wurde entlang der Gleitrichtung geschert. Dabei wurden
verschiedene Szenarien untersucht (zum Beispiel bewegliche Versetzungs-
wände, unbewegliche Versetzungswände, Ausscheidung in der Mitte des
Elements sowie unterschiedliche Quellendichten). Es zeigte sich bereits bei
dieser vereinfachten Betrachtung, dass der Bedarf an Rechenzeit sehr groß
ist. Hauptursache hierfür ist die Berechnung der Versetzungswechselwirkun-
gen, die mit N2 skaliert (N ist die Anzahl der Versetzungen). Des Weiteren
muss die Zeit pro Inkrement in jedem Schritt neu bestimmt werden, damit
die Zeitpunkte für Versetzungsnukleation und -annihilation möglichst exakt
erfasst werden können. Die resultierenden Inkremente sind deshalb sehr
klein – für die plastische Dehnung 1 % waren 300 000 Inkremente notwendig.

Eine verbesserte Herangehensweise wurde in [52] für Biegung vorgestellt:

• Bei der Bildung von Pile-ups kommt es aufgrund des geringen Ab-
stands zwischen den Versetzungen zu sehr starken Wechselwirkungen.
In der Simulation führen diese Wechselwirkungen dazu, dass sich
hochfrequente Schwingungen ausbilden. Diese Schwingungen in der
Simulation korrekt abzubilden erfordert ein sehr kleines Zeitinkre-
ment. Da sie für die Simulation aber eigentlich irrelevant sind, werden
sie gedämpft, indem für die Versetzungsgeschwindigkeit vi eine obere
Grenze gesetzt wird.
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• Es ist nicht wichtig, den Zeitpunkt von Ereignissen korrekt zu ermit-
teln; kleine Ungenauigkeiten haben keinen signifikanten Einfluss auf
das Simulationsergebnis. Somit ist es nicht mehr notwendig, bei jedem
Inkrement den Zeitschritt neu zu bestimmen.

• Aufgrund der beiden vorgenannten Gründe kann zu Beginn der Si-
mulation ein konstantes Zeitinkrement gewählt werden, so dass die
Anzahl der Inkremente pro Simulation um circa 2 Größenordnungen
kleiner ist.

• Bei der zuvor beschriebenen Vorgehensweise erzeugte eine Quelle
eine Versetzung, sobald die erforderliche Nukleationsspannung ein-
malig für kurze Zeit erreicht oder überschritten wurde. Dies ist wenig
realistisch, da eine Frank-Read-Quelle nicht beliebig schnell arbeitet;
es ist zum Beispiel möglich, dass eine beginnende Ausbauchung ste-
henbleibt oder sich wieder zurückbildet, weil aufgrund der Bewegung
benachbarter Versetzungen die lokale Spannung beeinflusst wird. Aus
diesem Grund nukleiert eine Frank-Read-Quelle eine Versetzung erst
dann, wenn für eine vorgegebene Mindestzeit die erforderliche Nukle-
ationsspannung anliegt.

• Kleine Ausscheidungen werden als feststehende Versetzungshinder-
nisse berücksichtigt. Hierfür wird an den betreffenden Positionen eine
Peierls-Barriere simuliert. Das heißt, dass die Peach-Köhler-Kraft ei-
ner Versetzung an dieser Stelle einen Grenzwert überschreiten muss,
damit die Versetzung sich weiterbewegt.

• Die Simulationen umfassten bis zu 3 verschiedene Gleitsystemorien-
tierungen.

Mittels Variation der Gleitsysteme, des Gleitebenenabstandes, der Hinder-
nisdichte und der Probengröße (von 12 µm × 4 µm bis 48 µm × 16 µm)
wurden mehrere Simulationen durchgeführt. Die Simulation eines Biege-
versuchs zeigt Verfestigung sowie einen größenabhängigen Verlauf der
Fließspannung – im Gegensatz zu einer vergleichbaren Simulation eines
Zugversuchs [53].
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Bei der Erweiterung der Versetzungssimulation auf drei Dimensionen
sind zahlreiche weitere Aspekte zu beachten, auf welche im Folgenden
genauer eingegangen wird:

Die Versetzungen können nicht mehr als gerade Liniendefekte model-
liert werden, da sie gekrümmt sind. Somit ist auch die Linienspannung zu
berücksichtigen.

Für die Darstellung einer Versetzungslinie gibt es mehrere Möglichkei-
ten [51, 54, 55] (Abb. 3.1). Im einfachsten Fall kann sie mit Hilfe von reinen
Stufen- und Schraubensegmenten dargestellt werden. Das hat den Vorteil,
dass es nur zwei Arten von Segmenten gibt, deren Spannungs- und Ver-
schiebungsfelder einfach zu berechnen sind. Die Segmentlänge bei dieser
Darstellung ist b. Es ist zwar auch möglich längere Segmente zu verwenden,
jedoch werden die Versetzungslinien dadurch eckiger, was in der Regel
wenig realistisch ist. Der Hauptnachteil dieser Darstellung besteht in der ho-
hen Anzahl der Versetzungssegmente, denn wie bei der zweidimensionalen
Simulation skaliert auch hier der Rechenaufwand für die Versetzungswech-
selwirkungen mit N2, jedoch ist N hier die Anzahl der Versetzungssegmen-
te. Alternativ können lineare oder gekrümmte Versetzungssegmente mit
Mischcharakter verwendet werden; hier werden nur noch die Kräfte an den
Knotenpunkten berechnet.2 Da die Segmente weder reine Stufen-, noch reine
Schraubenversetzungen darstellen, ist eine exakte Berechnung nicht mehr
möglich.3 Es ist auch nicht bekannt, wieviele Stufen- und Schraubensegmen-
te durch ein Mischsegment repräsentiert werden, weil das Mischsegment
nur eine Näherung ist und der tatsächliche Verlauf – also auch die tatsäch-
liche Krümmung – der Versetzungslinie nicht bekannt ist. Aufgrund der
Länge eines Mischsegments genügt es nun nicht mehr, die Wechselwir-
kungen mit den anderen Segmenten zu berechnen, sondern es muss auch
die Eigenspannung des Mischsegments (= die Wechselwirkungen der im
Mischsegment enthaltenen Einzelsegmente untereinander) betrachtet wer-
den. Bei dieser Art der Darstellung ist die Anzahl der für die Berechnung der

2Durch die Verschiebung der Knotenpunkte ändern die Segmente Länge und Orientierung. Werden die
Segmente zu lang, müssen sie in Subsegmente unterteilt werden, um die Genauigkeit der Simulation zu
erhalten.

3Ein Sonderfall wird in [54] gezeigt, bei dem eine Einteilung in Stufen-, Schrauben- und ±60◦-Segmente
vorgenommen wird. Diese Art der Einteilung ist dann hilfreich, wenn die Simulation auf der Modellierung
eines Kristallgitters basiert und deswegen keine frei gekrümmten Mischsegmente zulässt.
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Bild 3.1.: Darstellung einer kreisförmigen Versetzungslinie durch reine
Stufen- und Schraubensegmente (links), sowie durch lineare Seg-
mente mit Mischcharakter (rechts). Die Genauigkeit, mit der das
Spannungsfeld modelliert werden kann, hängt dabei sehr stark
von der gewählten Segmentlänge ab [56].

Wechselwirkungen zu berücksichtigenden Versetzungssegmente wesentlich
geringer, der Rechenaufwand sinkt wegen der Skalierung mit N2 drastisch.

Eine weitere Verringerung des Rechenaufwands für die Versetzungswech-
selwirkungen besteht darin, weit entfernte Versetzungssegmente zu Super-
versetzungen zusammenzufassen; ihre Fernwirkung wird durch äquivalente
Monopole und Dipole angenähert. Mit dieser Methode skaliert der Rechen-
aufwand nur noch mit N log N [55, 57]4. Diese näherungsweise Darstellung
der langreichweitigen Wechselwirkungen lässt sich damit rechtfertigen, dass
das Spannungsfeld einer Versetzung mit 1/r (r ist der Abstand von der Ver-
setzung) skaliert und bei großem r für ausreichend kleine Volumenelemente
eine lineare Approximation über das Element gute Ergebnisse liefert. Da
sich die langreichweitigen Wechselwirkungen mit der Bewegung der weit
entfernten Versetzungen nur langsam ändern, müssen diese nicht in jedem
Inkrement neu berechnet werden [51].

Im Gegensatz zu den langreichweitigen Wechselwirkungen sind die kurz-
reichweitigen Wechselwirkungen zwischen Versetzungen möglichst exakt
zu modellieren. Vergleichende 3D-Simulationen zeigten, dass sich die lang-
reichweitigen Wechselwirkungen ab einem Abstand von circa 1 µm kaum

4In der zitierten Arbeit wird als weitere Alternative genannt, die Spannungsfelder der Versetzungen in einem
repräsentativen Volumenelement mit Hilfe ausreichend vieler Gausspunkte homogenisiert darzustellen.
Es wird dort jedoch nicht näher darauf eingegangen.
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auf das Ergebnis auswirken und deren Bedeutung häufig überschätzt wird.
Werden die kurzreichweitigen Wechselwirkungen vernachlässigt, so entfällt
Versetzungsquergleiten weitestgehend. Quergleiten ist jedoch der Haupt-
mechanismus, der Irreversibilität der Gleitung bewirkt, da er Waldverset-
zungen und somit Hindernisse erzeugt. Eine 3D-Simulation in kfz ergab au-
ßerdem, dass ohne Quergleiten keine Versetzungsmultiplikation stattfindet,
da lokal Einfachgleitung dominiert. Die Simulation ohne kurzreichweitige
Wechselwirkungen zeigte deshalb keine Verfestigung, die Versetzungen
blieben im Kristall homogen verteilt [54]. Die Häufigkeit von Quergleitpro-
zessen beeinflusst auch maßgeblich die entstehende Mikrostruktur [58].

Die zu Beginn des Kapitels angesprochenen Gleichungen zur analytischen
Beschreibung der Spannungs- und Verschiebungsfelder von Versetzungen
sind nur für r > r0 genau, wobei r0 in der Größenordnung mehrerer Burgers-
Vektoren liegt. In der Nähe des Versetzungskerns weichen die Formeln
jedoch von der Realität ab, im Versetzungskern selbst sind sie sogar singulär.
Mit Hilfe der Quantenmechanik können die elastischen Verschiebungen
im Kern genauer modelliert werden [59]; die Berechnung hierfür ist aber
nur für einfache Fälle durchführbar. Alternativ sind atomare Simulationen
geeignet das Verschiebungsfeld zu modellieren, wie zum Beispiel in [60]
gezeigt. Diese Berechnungen sind für eine Versetzungssimulation jedoch
zu zeitaufwändig. Die Spannungsverhältnisse nahe des Kerns können auch
mit Hilfe einer Gaussfunktion angenähert werden. Bei geeigneter Wahl der
Funktion geht diese für r > 5b in die klassische linear-elastische Lösung
über, sodass keine Sonderfallbehandlung für den kernnahen Bereich nötig
ist [61].

Die korrekte Berücksichtigung der kurzreichweitigen Wechselwirkungen
alleine genügt nicht, um zum Beispiel Schneidprozesse korrekt zu model-
lieren. Aus diesen Gründen muss beim Zusammentreffen von Versetzungs-
segmenten anhand eines Regelwerkes entschieden werden, welche Art von
Wechselwirkung stattfindet [51, 62].

Die Simulation von kfz-Metallen unterscheidet sich von der Simulation
von krz-Metallen beträchtlich [51]: In krz-Metallen gelten unterschiedliche
Bewegungsgleichungen für Stufen- und Schraubenversetzungen, da die
Schraubenversetzungen im Gegensatz zu Stufenversetzungen aufspalten
können. Stufenversetzungen bewegen sich deshalb bei niedrigen Tempera-
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turen5 um Größenordnungen schneller als Schraubenversetzungen. Da der
geschwindigkeitsbegrenzende Faktor die Peierls-Spannung ist, bewegen
sich die Versetzungen gleichmäßig schnell. Näherungsweise kann nun die
Geschwindigkeit der Stufenversetzungen als unendlich schnell betrachtet
werden – bei Aktivierung „springt“ eine Stufenversetzung also sofort zum
nächsten Hindernis beziehungsweise verlässt den Kristall. Die Größe des
Zeitinkrements kann dann an der Geschwindigkeit der Schraubenverset-
zungen bemessen werden; die Kinetik der Stufenversetzungen wird nicht
näher betrachtet.

Bei kfz-Metallen ist aufgrund der niedrigen Peierls-Spannung die Verset-
zungsbewegung ruckartig: Die Versetzungen „springen“ von Hindernis zu
Hindernis und verharren an jedem Hindernis für eine bestimmte Zeit. In
diesem Fall ist jedoch die Versetzungsbewegung zwischen den Hindernis-
sen zu modellieren.6 Die mittlere Versetzungsgeschwindigkeit über längere
Strecken ist dabei vergleichbar mit krz-Metallen – während sich das Zei-
tinkrement bei krz-Metallen aber an diesem Mittelwert bemisst, muss bei
kfz-Metallen die wesentlich höhere Geschwindigkeit zwischen Versetzungs-
hindernissen (hierzu zählen neben Ausscheidungen auch die Versetzungen
selbst) als Maß herangezogen werden. Im Endeffekt ist das benötigte Zeitin-
krement bei kfz-Metallen etwa um den Faktor 108 kleiner; das Problem bei
der Simulation ist die daraus folgende große Anzahl an Simulationsschritten.
Die einzige Möglichkeit, um signifikante Verformungen in angemessener
Simulationszeit zu bewerkstelligen, besteht in einer Erhöhung der Verfor-
mungsgeschwindigkeit. Hierbei ist jedoch die Gefahr gegeben, dass die
Simulation einen hochdynamischen Prozess berechnet, der mit dem quasi-
statischen Experiment nur noch wenig gemein hat.

Problematisch ist die Handhabung von Versetzungen, die teilweise das ur-
sprüngliche finite Element verlassen und sich in ein angrenzendes Element
bewegen. Damit verwandt ist die Problemstellung, dass Versetzungen die
Probe an der Oberfläche verlassen. In diesem Fall werden an der Grenzflä-

5Bei Fe-3%Si zum Beispiel ist dies bereits bei Raumtemperatur der Fall [4].
6Die Versetzung selbst bildet ja ein bewegliches Hindernis. Würde der freie Weg zwischen Hindernissen

nicht modelliert werden, würden die Versetzungen aneinander „vorbeispringen“. Dies kann am einfachs-
ten anhand eines versetzungsfreien Einkristalls verdeutlicht werden: Die Versetzungen würden sofort
von der Quelle bis an die Kristallgrenzen springen und den Kristall somit verlassen – es würden sich
somit nie Versetzungen innerhalb des Kristalls aufhalten; bereits die Verfestigung eines Einkristalls bei
Doppelgleitung könnte somit nicht mehr modelliert werden.
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che, dort wo sie von der Versetzungslinie durchstoßen wird, Knotenpunkte
generiert, die sich nur entlang der Grenzfläche bewegen können. Die dabei
an der Oberfläche erzeugte Stufe kann durch Nachverfolgen der Grenzflä-
chenknotenbewegung rekonstruiert werden [56].

Bei dreidimensionalen Versetzungssimulationen wird in der Regel ein
elastisch isotropes Medium vorausgesetzt. In [63] wurde die Abweichung
zu elastisch anisotropem Material untersucht. Es zeigt sich im Falle von
Mo, dass für bestimmte Spannungskomponenten der maximale Unterschied
zwischen isotrop und anisotrop in der Nähe des Versetzungskerns maximal
15 % beträgt und mit zunehmendem Abstand stark abfällt. Kurzreichweitige
Wechselwirkungen sollten also elastisch anisotrop gerechnet werden, wäh-
rend für die langreichweitigen Wechselwirkungen die isotrope Näherung
genügt.

Aufgrund der über den Burgers-Vektor eingebrachten Längenskala ist das
Materialverhalten größenabhängig. Simulationsergebnisse lassen vermuten,
dass die Dichte der aktiven Gleitbänder signifikant von der Verteilung der
Frank-Read-Quellen beeinflusst wird, sowie von den Seitengrößenverhält-
nissen der Probe [58]. Eine weitere Ursache für Größeneffekte kann die
Versetzungsnukleation und -transmission in Abhängigkeit von der Aus-
scheidungsgröße sein [38]. Im untersuchten Fall (Al-7%Si) war die Verset-
zungsbewegung in den Si-Teilchen auf einen kleinen Randbereich zur Al-
Matrix begrenzt, weswegen die Ausscheidungen erst ab einer gewissen
Größe als Versetzungshindernisse wirkten.

3.1.2. Strain Gradient Plasticity

Bei der klassischen Modellierung hängt der Verlauf der Fließspannung σy

vom Verlauf der plastischen Dehnung εpl ab, es ist also σy = σy(εpl). In
der Strain Gradient Plasticity hängt die Fließspannung neben der Dehnung
auch von Verzerrungsgradienten, also den zweiten Ableitungen des Ver-
schiebungsfeldes ~u, ab. Da die ersten Ableitungen der Verschiebung (aus
denen sich zum Beispiel εpl zusammensetzt) dimensionslos sind, hat der
Verzerrungsgradient die Einheit m−1, womit die Fließspannung nunmehr
eine Längenskala beinhaltet.
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Einschub: Nomenklatur

An dieser Stelle jedoch zunächst ein paar Worte zur Nomenkla-
tur. In der englischen Fachliteratur bezeichnen die Begriffe strain
gradient, stretch gradient und rotation gradient drei verschiedene
Dinge. Da keine deutsche Fachliteratur mit einer Übersetzung
für stretch gradient gefunden werden konnte, die deutlich von der
deutschen Übersetzung von strain gradient abgegrenzt werden
kann, wird die in Tab. 3.1 gezeigte Nomenklatur verwendet. Auf
den Begriff Dehngradient wird im Folgenden bewusst verzichtet,
da er häufig sehr unspezifisch verwendet wird.

Zur Erklärung der Unterschiede zwischen Verzerrungs-, Formänderungs-
und Orientierungsgradient wird zunächst auf den Dehnungsten-
sor ε und den Drehtensor ω zurückgegriffen:

ε ij =
1
2
(
ui,j + uj,i

)
(3.10)

ωij =
1
2
(
ui,j − uj,i

)
(3.11)

Hierbei bezeichnet ui,j die partielle Ableitung von ui nach dem
j-ten Einheitsvektor. So gilt im kartesischen Koordinatensystem
zum Beispiel ui,2 = ∂ui/∂y.

Der Verzerrungsgradient η setzt sich aus allen zweiten par-
tiellen räumlichen Ableitungen der Verschiebung uk,ij zusam-
men [64]; er ist somit der allgemeine Oberbegriff:

ηijk = uk,ij (3.12)

Der Formänderungsgradient hingegen hängt mit partiellen räum-
lichen Ableitungen der Dehnung ε ij,k zusammen. Demgegenüber
wird der Orientierungsgradient aus partiellen räumlichen Ablei-
tungen des Drehtensors ωij,k ermittelt.

Die Wahl des Begriffes Formänderungsgradient ist übrigens an
den Begriff Formänderungsenergie angelehnt; beide sind unab-
hängig von einer eventuellen Rotation und berücksichtigen eine
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Englisch Deutsch

Strain Gradient Verzerrungsgradient
Stretch Gradient Formänderungsgradient
Rotation Gradient Orientierungsgradient

Tabelle 3.1.: Deutsche Nomenklatur für Fachbegriffe der Strain Gradient
Plasticity.

möglicherweise vorhandene Volumendehnung.7 Soll explizit die
Volumendehnung ausgeschlossen werden (incompressible stretch
gradient), so wird in Anlehnung an Gestaltänderungsenergie der
Begriff Gestaltänderungsgradient zur Verwendung vorgeschlagen.
Im Rahmen dieser Arbeit geht es jedoch um die Verformung von
Metallen. Bei diesen kann in sehr guter Näherung von plasti-
scher Volumenkonstanz ausgegangen werden, weswegen beide
Begriffe hier synonym sind.

Gemäß dem Verfestigungsmodell nach Taylor [65] kann die Abhängigkeit
der Scherfließspannung τy von der mittleren Versetzungsdichte ρ für kfz-
Metalle mit der Formel

τy ≈ αµb
√

ρ (3.13)

beschrieben werden. Hierbei ist α eine Konstante (der Wert liegt im Bereich
0.2–0.5, für zum Beispiel Cu ist α ≈ 0.33 [66]), µ ist der Schubmodul, und b
ist die Länge eines Burgers-Vektors. Mit zunehmender Verformung steigt
die Versetzungsdichte an, und somit steigt auch die Fließspannung.

Der Grundgedanke bei der Strain Gradient Plasticity ist nun folgender:
Ein Teil der durch die Verformung erzeugten Versetzungen liegt zufällig
verteilt vor oder zum Beispiel in Form von Versetzungsdipolen. Das bedeu-
tet, dass die aus diesen Versetzungen resultierende Nettodehnung nahezu
null ist. Diese Versetzungen werden auch als statistische Versetzungen be-
zeichnet (statistically stored dislocations oder incidentally stored dislocations;

7Der englische Begriff stretch wird auch häufig als Vorsilbe streck- ins Deutsche übersetzt. Mit dieser
Begründung könnte auch die Übersetzung „Streckgradient“ gewählt werden. Der Begriff „Formände-
rungsenergie“ ist jedoch etabliert und beinhaltet sehr ähnliche Randbedingungen.
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Bild 3.2.: Krümmung aufgrund von n Stufenversetzungen.

Versetzungsdichte ρS). Die Formänderung wird von den geometrisch not-
wendigen Versetzungen erzeugt (geometrically necessary dislocations, GND;
Versetzungsdichte ρG) [67]. Somit gilt für die Gesamtversetzungsdichte
ρ ≈ ρS + ρG, und die Verfestigung nach Taylor lässt sich schreiben als

τy ≈ αµb
√

ρG + ρS (3.14)

Es wird nun angenommen, dass sich bei einer Skalierung der Geometrie die
Versetzungsdichten ρS und ρG unterschiedlich verhalten.

Die Betrachtung geometrisch notwendiger Versetzungen führt letzten
Endes über die Krümmung zu einer Betrachtung des Verzerrungsgradienten.
Um zunächst den Zusammenhang zwischen Versetzungen und Krümmung
zu zeigen, wird ein stark vereinfachtes Beispiel verwendet (siehe Abb. 3.2,
[68]). Bei einem zweidimensionalen Einheitselement mit n gleichorientierten
Stufenversetzungen mit dem Burgers-Vektor der Länge b ergibt sich als
Burgers-Summenvektor nb. Somit folgt für die Krümmung κ = nb.8 Da
die Dichte der geometrisch notwendigen Versetzungen im Einheitselement
bekannt ist (ρG = n, da die Fläche 1 ist), resultiert ρG = κ/b – also ein
direkter Zusammenhang zwischen Versetzungsdichte und Krümmung.

Um nun den Zusammenhang zwischen Krümmung und Verzerrungsgra-
dienten zu zeigen, wird auf eine allgemeinere Darstellung des Krümmungs-
tensors χ zurückgegriffen:

χij ≡ θi,j (3.15)

8Die Krümmung κ ist definiert als κ := 1/r, wobei r der Radius eines Kreises ist, dessen Linie die Krümmung
κ hat.
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Hierbei ist ~θ die lokale Materialorientierung relativ zur Ausgangsorientie-
rung vor der Verformung.9 Ist ~θ abhängig vom Ort (mindestens eine der
Ableitungen θi,j ist ungleich null), so entspricht das einer lokalen Orientie-
rungsänderung, was gleichbedeutend mit einer lokalen Krümmung ist. Es
folgt nun wegen θi = 1

2eijkuk,j

χij =
1
2

eilkul,kj

= eilkε jk,l (3.16)

Die Krümmung hängt also von dem Verzerrungsgradienten ab. Dabei ist ~u
der Verschiebungsvektor und e das Levi-Civita-Symbol (auch Permutations-
symbol) mit

eijk =





+1 falls (i, j, k) eine gerade Permutation von (1,2,3) ist
−1 falls (i, j, k) eine ungerade Permutation von (1,2,3) ist
0 sonst

(3.17)

Der Einfachheit wegen wird in den Modellen häufig nicht der Krümmungs-
tensor verwendet, sondern die skalare Vergleichskrümmung χe:10

χe :=
√

2
3

χijχij (3.18)

Im weiteren Verlauf müssen nun die Abhängigkeiten der Versetzungs-
dichten ρG und ρS von der Verformung modelliert werden. Sind die Verset-
zungsdichten ρG,α und ρS,α auf allen Gleitsystemen α lokal bekannt, so kann
eindeutig auf das resultierende Verformungsfeld geschlossen werden [68].
Der umgekehrte Weg – das Ableiten der Versetzungsdichten ρG und ρS oder
gar ρG,α und ρS,α aus einer vorgegebenen Verformung – ist ohne weiteres
nicht eindeutig möglich.

Eine analytische Betrachtung wird in [21] mit Hilfe eines idealisierten
Ansatzes für kleine Dehnungen durchgeführt. Für den einachsigen Zugver-
such sagt die Strain Gradient Plasticity ein größenunabhängiges Verhalten

9Die Richtung des Vektors ~θ entspricht der Rotationsachse, die Länge entspricht dem Drehwinkel.
10Der Hintergrund ist im Prinzip der gleiche wie das Ableiten einer Vergleichsformänderung aus dem

Dehnungstensor.
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voraus, da in diesem Fall keine Verzerrungsgradienten auftreten. Der Zu-
sammenhang zwischen ρG und εpl wird deshalb aufgrund der Proben- und
Versuchsgeometrie für die Fälle „Ebene Biegung eines Balkens“ und „Ebene
Torsion eines Rundstabes“ beschrieben.11 Dabei wird eine homogene Ver-
formung und eine idealisierte Anordnung der geometrisch notwendigen
Versetzungen angenommen. Um den Zusammenhang zwischen ρG und χ
zu beschreiben, wird auf die Vergleichskrümmung zurückgegriffen und
analog zu den zuvor angestellten Überlegungen die Formel

ρG =
χe

b
(3.19)

verwendet. Der prinzipielle Zusammenhang zwischen ρS und der Verfor-
mung wird unter Zuhilfenahme von Zugkurven, dem Verfestigungsmodell
nach Taylor und der Vergleichsdehnung

εpl,e :=
√

2
3

√
εpl,ijεpl,ij (3.20)

abgeleitet. Dabei ergibt sich näherungsweise für das anfängliche Verhalten
von Einkristallen (Stadium I):

ρS =
εpl,e

λIb
(3.21)

und für das anfängliche Verhalten von Polykristallen (entspricht Stadium II
bei Einkristallen):

ρS =
ε2

pl,e

λIIb
(3.22)

Hierbei sind λI und λII interne Materiallängen – mitunter Fitkonstanten, da
sie nicht direkt messbar sind. Die Beschränkung auf kleine Dehnungen rührt
übrigens daher, dass Gitterdrehungen nicht berücksichtigt werden und λI

beziehungsweise λII sowie der Exponent von εpl,e als konstant angenommen
werden.

Es gilt nun, dass ρS und ρG unterschiedlich von der Geometrie abhängen.
Dies wird an einem vereinfachten Beispiel der Biegung kurz erläutert: Ange-
nommen, Biegeproben mit unterschiedlichen Dicken D werden gleichartig
11Für den Fall von Mikro- und Nanoindentierung wird eine ähnliche Betrachtung zum Beispiel in [44]

angestellt. Eine FEM-Formulierung kann in [69] gefunden werden.
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gebogen. Es wird also in allen Fällen die gleiche Krümmung aufgebracht.
ρG verhält sich demnach für alle Proben gleich. Aus geometrischen Überle-
gungen ergibt sich für die Dehnung als Funktion des Abstandes y von der
neutralen Faser näherungsweise εpl,e(y) = cκy, wobei c eine Proportionali-
tätskonstante ist. Somit folgt mit Gl. (3.22) für die Dichte der statistischen
Versetzungen

ρS(y) =
(cκy)2

λIIb
=:

Cκ2y2

b
(3.23)

Über eine gesamte Probe gemittelt ergibt sich als mittlere Dichte der statisti-
schen Versetzungen

〈ρS〉 =
1
D

D/2∫

−D/2

Cκ2y2

b
dy =

Cκ2

12b
D2 (3.24)

Daraus folgt für die mittlere Scherfließspannung
〈
τy
〉

gemäß Gl. (3.13):12

〈
τy
〉
≈ αµb

√
〈ρS〉+ ρG

= αµb

√
Cκ2

12b
D2 +

κ

b

=: αµb
√

κ

b

√
C′κD2 + 1 (3.25)

Werden nun zwei dicke Biegeproben A und B mit DA, DB �
√

1/C′κ vergli-
chen, so ergibt sich

〈
τy,A
〉

〈
τy,B
〉 ≈ DA

DB
(3.26)

Im anderen Extremfall DA, DB �
√

1/C′κ (sehr dünne Biegeproben) ergibt
sich 〈

τy,A
〉

〈
τy,B
〉 ≈ 1 (3.27)

12Es ist klar, dass im Falle der Biegung diese simple Betrachtungsweise von mittlerer Versetzungsdichte sowie
die darauf aufbauende Ableitung einer mittleren Scherfließspannung zur Ableitung eines Biegemoments
streng genommen nicht korrekt sind. Es geht hier jedoch primär darum, das Prinzip zu verdeutlichen.
Deswegen wird auf eine die Erklärung unnötig aufblähende, mechanisch korrekte Darstellung bewusst
verzichtet.
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Dieses Ergebnis kann jedoch nicht einfach auf andere Biegeversuche verall-
gemeinert werden. Es hängt maßgeblich davon ab, wie skaliert wird. In [69]
wird bei der Betrachtung der Biegung nicht die Krümmung κ konstant gehal-
ten, sondern die normalisierte Krümmung κD =: κ0. Wird diese Skalierung
auf obige vereinfachte Betrachtung angewendet, ergibt sich Gl. (3.25) zu

〈
τy
〉
≈ αµb

√
κ0

b

√
C′κ0 +

1
D

(3.28)

Werden nun zwei dicke Biegeproben A und B verglichen, so ergibt sich
〈
τy,A
〉

〈
τy,B
〉 ≈ 1 (3.29)

Im anderen Extremfall (sehr dünne Biegeproben) ergibt sich
〈
τy,A
〉

〈
τy,B
〉 ≈

√
DB

DA
(3.30)

Bei dieser Art des Versuchs werden die Proben also umso fester, je dünner
sie sind.

Wie anhand dieser beiden Beispiele gezeigt, ist der Verlauf der mittleren
Scherfließspannung nicht mehr unabhängig von der Geometrie. Solange
ρS � ρG ist (große Proben) liegt das klassische Verhalten vor. Werden die
Proben kleiner, so wird der Übergangsbereich ρS ≈ ρG erreicht oder so-
gar überschritten (ρS � ρG). Dann weicht das Verhalten zunehmend vom
klassischen Fall ab. Aktuelle Untersuchungen zeigen, dass die geometrisch
notwendigen Versetzungen eine wichtige Rolle in Bezug auf verformungsin-
duzierte langreichweitige interne Spannungen sowie lokale Missorientie-
rungen spielen; auch dann, wenn sie nur einen kleinen Anteil am gesamten
Versetzungsnetzwerk ausmachen [70].

Einschub: Formänderungsgradienten

An dieser Stelle soll kurz darauf hingewiesen werden, dass
die Darstellung von Verzerrungsgradienten aufgrund des Krüm-
mungstensors χ nicht vollständig ist, da hiermit nur Orientie-
rungsgradienten erfasst werden. In [71] wurde die Theorie um
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die Berücksichtigung von Formänderungsgradienten erweitert,
womit neue interne Längenparameter eingeführt wurden.

Zur Veranschaulichung: Torsion enthält reine Orientierungs-
gradienten; zweidimensionales Porenwachstum kann durch rei-
ne Formänderungsgradienten beschrieben werden; Biegung be-
inhaltet bei genauer Betrachtung beides.

Die Strain Gradient Plasticity ist ein phänomenologisches Modell, mit
dem größenabhängige Verfestigungseffekte beschrieben werden können.
Somit ist der Größeneffekt sehr stark vom Material und dessen Verfesti-
gungsverhalten abhängig. Ein Material, das wenig verfestigt, zeigt demzu-
folge im Rahmen der Strain Gradient Plasticity kaum Größeneffekte. Wie
zu Beginn des Kapitels erwähnt (siehe Gl. (3.13)), bezieht sich die Betrach-
tung auf kfz-Metalle. Bei diesen Metallen ist die Reibespannung zwischen
Versetzungen und Kristallgitter (Peierls-Spannung) sehr gering, und die
Versetzungsbewegung wird primär durch Hindernisse (Ausscheidungen,
andere Versetzungen, Grenzflächen) begrenzt. Demzufolge ergibt sich die
Fließspannung zum größten Teil aus der Verfestigung. Bei krz-Metallen ist
die Peierls-Spannung τp jedoch nicht mehr vernachlässigbar. In diesem Fall
kann die Verfestigung nach Taylor beschrieben werden mit der Formel

τy ≈ αµb
√

ρ + τp (3.31)

Die Verfestigung hat also nicht mehr zwangsweise den größten Anteil an
der Fließspannung. Demzufolge sind Größeneffekte aufgrund geometrisch
notwendiger Versetzungen bei krz-Metallen tendentiell weniger stark aus-
geprägt.

Auch wenn es den Anschein hat, die in der Strain Gradient Plasticity
verwendete interne Länge sei eine Materialkonstante: ihr Wert ist abhängig
vom Versuch. Der anhand von Mikrobiegeexperimenten erhaltene Wert ist
zum Beispiel wesentlich größer als die interne Länge, die aus Nanoindentie-
rungen gewonnen wird [22].

Ein Problem der Strain Gradient Plasticity besteht ferner darin, dass der
Zusammenhang zwischen Verformung und Dichte der statistischen Verset-
zungen ρS nicht exakt bestimmt werden kann. Diesbezügliche Messungen
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... ...

Bild 3.3.: Geometrie einer Versetzungssimulation (2D Stufenversetzungen)
einer einkristallinen Schicht nach [73]. Links und rechts werden
periodische Randbedingungen angenommen. Es wurden verschie-
dene Gleitsystemkonfigurationen mit Einfachgleitung und Dop-
pelgleitung untersucht.

liefern zwar Anhaltspunkte, zeigen aber auch eine sehr hohe Streuung [72].
Ein weiterer Schwachpunkt ist die Ableitung der Dichte der geometrisch
notwendigen Versetzungen ρG aus der Versuchsgeometrie. In [73] wurden
zweidimensionale Versetzungssimulationen an einer einfachen Probengeo-
metrie durchgeführt: Eine dünne einkristalline Schicht wurde entlang der
Schichtachse (x-Achse) geschert, indem die Oberseite gegen die Unterseite
bewegt wurde. Als Randbedingung durften Ober- und Unterseite keine Be-
wegung senkrecht zur Schichtachse (y-Achse) ausführen, was unter anderem
bedeutet, dass Versetzungen den Kristall nicht verlassen können (Abb. 3.3).
Das Problem ist kontinuumsmechanisch ohne Verzerrungsgradienten lösbar.
Das heißt, für die Abgleitung gilt γ(y) = γ0, wenn γ0 die Scherung der
Gesamtprobe ist. Die Versetzungssimulation zeigt jedoch die Ausbildung
von Randschichten, also γ(y) 6= const. Das entspricht einem Verzerrungs-
gradienten ohne geometrisch notwendige Versetzungen im Sinne der Strain
Gradient Plasticity. Hinzu kommt, dass diese Ausbildung der Randschicht
nicht nur von γ0 abhängt, sondern auch von der Gleitgeometrie und vom
Material beziehungsweise dessen Peierls-Spannung. Bei der Simulation von
Schichten unterschiedlicher Dicke zeigte sich ein größenabhängiges Verhal-
ten sowohl in der anfänglichen Fließspannung als auch in der Verfestigung.
Der Verlauf der Verfestigung als Funktion der Schichtdicke wies jedoch
keine eindeutige Tendenz auf.

Zwei weitere Kritikpunkte werden in [74] aufgegriffen: Die Strain Gradi-
ent Plasticity geht davon aus, dass
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1. abnormale Verfestigung stattfindet, sobald ρG & ρS

2. beide Arten von Versetzungen in gleichem Maße zur Verfestigung
beitragen.

Zu 1: Die Entstehung geometrisch notwendiger Versetzungen wurde für
Torsion und Biegung kleiner Proben untersucht. In diesen Fällen haben
die resultierenden geometrisch notwendigen Versetzungen die gleiche Ori-
entierung und das gleiche Vorzeichen. Unter der Annahme eines idealen
Materials ohne Peierls-Spannung und ohne Ausscheidungen (zum Beispiel
reines Cu und reines Ni) würden die Versetzungen nach Wegfall der äuße-
ren Last wieder zurücklaufen; es gäbe dann keine bleibende Verformung.
Die geometrisch notwendigen Versetzungen müssen also gepinnt werden.
Damit das gelingt, müssen sie sich entweder gegenseitig pinnen oder von
anderen Versetzungen (den nicht geometrisch notwendigen) gepinnt wer-
den. Im Falle von Torsion könnte ein gegenseitiges Pinnen durch die Bil-
dung stabiler Drehgrenzen geschehen; diese können durch die geometrisch
notwendigen Versetzungen jedoch nicht gebildet werden. Und auch bei
Biegung zeigte sich, dass die geometrisch notwendigen Versetzungen, die
von der Strain Gradient Plasticity postuliert werden, sich nicht gegenseitig
pinnen können. Es sind deshalb ausreichend viele statistische Versetzun-
gen nötig, um die geometrisch notwendigen Versetzungen zu pinnen und
am Zurücklaufen zu hindern: Das bedeutet, dass stets mehr statistische als
geometrisch notwendige Versetzungen zu erwarten sind; das ist im Wider-
spruch zur Strain Gradient Plasticity, in der abnormale Verfestigung auf
ρG & ρS zurückgeführt wird.

Zu 2: Gängige Verfestigungstheorien gehen von Versetzungen mit zu-
fällig orientierten Burgersvektoren aus. Da die geometrisch notwendigen
Versetzungen jedoch ein Vorzugsvorzeichen haben, ist fraglich ob sie wirk-
lich im gleichen Maße zur Verfestigung beitragen wie statistisch verteilte
Versetzungen. Einen experimentellen Beleg hierfür gibt es derzeit nicht.

Die beobachteten Größeneffekte können aber auch auf der Basis ρG < ρS

erklärt werden. Das daraus abgeleitete Alternativmodell wird in Kapi-
tel 3.1.4, Seite 47 näher erläutert.
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3.1.3. Mechanism-based Strain Gradient Plasticity
(MSGP)

Bei der Strain Gradient Plasticity besteht das Problem, dass sie nur für einfa-
che Modellfälle verwendet werden kann: das Verformungsgeschehen muss
in Form von Anordnung und Dichte der geometrisch notwendigen Verset-
zungen vorgegeben werden, um eine Lösung zu erhalten. Eine einfache
Anwendung auf allgemeine Problemstellungen (das heißt mit allgemeinen
Randbedingungen) ist nicht möglich. Es wurde deshalb in [64,75] eine Er-
weiterung der Strain Gradient Plasticity vorgestellt, die eine Integration in
die FEM ermöglicht. Das hat den Vorteil, dass die FEM „nach außen hin“ für
die Einhaltung der Randbedingungen sorgt, während die Strain Gradient
Plasticity „nach innen hin“ für eine Berücksichtigung der geometrisch not-
wendigen Versetzungen sorgt. Da die Eingangsvariablen der Strain Gradient
Plasticity (insbesondere ρG) nicht mehr vorzugeben sind, sondern sich auf-
grund der angenommenen Mechanismen von Versetzungsbewegung und
-entstehung während der Verformung selbstkonsistent entwickeln, wurde
diese Theorie als mechanismenbasiert bezeichnet.

Bei der MSGP wird vom allgemeinen Verzerrungsgradiententensor η
beziehungsweise dem allgemeinen effektiven Verzerrungsgradienten ηe

ausgegangen:

ηijk = uk,ij (3.32)
ηe = ρGb (3.33)

=
√

c1ηiikηjjk + c2ηijkηijk + c3ηijkηkji (3.34)

Hierbei sind c1, c2 und c3 Konstanten, die anhand von theoretischen Über-
legungen oder mittels Anfitten an experimentelle Daten genähert werden
können [64].13

13Die Aufteilung der Verformung in Dehnung und Verzerrungsgradient ist nicht zwingend. In [76] wird
zum Beispiel eine Formulierung mit einer effektiven Dehnung εSG verwendet, die sich aus den Beiträ-
gen von Dehnung, Formänderungsgradient und Orientierungsgradient zusammensetzt. Die gesonderte
Betrachtung eines effektiven Verzerrungsgradienten ηe entfällt somit.
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Einschub: Die interne Länge in der MSGP

Um die in der Strain Gradient Plasticity eingeführte interne
Länge auf einfach messbare Parameter zurückzuführen, wird
das Fließgesetz der Strain Gradient Plasticity in leicht abgewan-
delter Form verwendet. Unter Verwendung der Fließbedingung
nach von Mises ergibt sich σy =

√
3 τy, sodass mit Gl. (3.14) und

Gl. (3.33) folgt:

σy =
√

3 αµb
√

ρS +
ηe

b
(3.35)

Unter Verwendung der plastischen Vergleichsdehnung εpl,e wird
nun definiert

σy,0 f (εpl,e) :=
√

3 αµb
√

ρS (3.36)

sodass am Beginn des plastischen Fließens

σy,0 = σy (3.37)
εy,e = εpl,e (3.38)

f (εy,e) = 1 (3.39)

Gl. (3.35) kann dann umgeschrieben werden zu

σy = σy,0

√
f 2(εpl,e) + lηe (3.40)

mit

l = 3α2
(

µ

σy,0

)2

b (3.41)

Die interne Länge der Strain Gradient Plasticity ist mit dieser
Darstellung auf messbare Werkstoffkennwerte zurückgeführt
worden. Die Gleichung für f (εpl,e) kann wie zuvor bei der Strain
Gradient Plasticity angenähert werden.

43



3. Stand der Technik

Zur Modellierung der Mikrostruktur sind somit alle nötigen Gleichungen
vorhanden: Die Fließspannung ergibt sich aus dem phänomenologischen
Verfestigungsgesetz f (εpl,e) (statistische Versetzungen) und dem effekti-
ven Verzerrungsgradienten ηe. Letzterer lässt sich mittels des phänomeno-
logisch angepassten Zusammenhangs in Gl. (3.34) und der Definition in
Gl. (3.32) auf das Verschiebungsfeld zurückführen, welches von der FEM
geliefert wird. Würde dieses Prinzip jedoch so in die FEM implementiert,
ergäben sich einige Nachteile: Wegen η ist ε innerhalb eines finiten Elemen-
tes nicht konstant. Genau davon geht Gl. (3.40) jedoch aus und liefert einen
konstanten Spannungszustand im Element. Wegen der Beschränkung der
Fließspannung auf εpl,e und ηe geht auch jede Richtungsabhängigkeit des
Verzerrungsgradienten innerhalb des Elementes verloren.

Eine bessere Darstellung kann mit Hilfe eines Multiskalen-Ansatzes er-
reicht werden. Das finite Element ist dabei auf der Mesoskala angesiedelt
und seinerseits in viele Subelemente auf der Mikroskala unterteilt. Die fini-
ten Elemente müssen dabei ausreichend groß sein, damit sie ausreichend
viele statistische Versetzungen beinhalten. Ansonsten kann der Ansatz nach
Taylor nicht verwendet werden. Auf der anderen Seite müssen sie möglichst
klein sein, um Verzerrungsgradienten genau abbilden zu können. Diesen
widersprüchlichen Anforderungen kann nur in Form eines Kompromisses
begegnet werden. Als Kantenlänge lε der finiten Elemente wird deshalb

lε = βLy =
β√
ρS,y

Gl. (3.35)
= β

√
3 αµb
σy,0

= β′
µb
σy,0

(3.42)

gewählt. Ly ist der mittlere Versetzungsabstand und ρS,y ist die Dichte der
statistischen Versetzungen, jeweils zu Beginn des plastischen Fließens. Die
Konstante β liegt im Bereich 1–10, µ ist der Schermodul, b der Burgers-Vektor
und σy,0 die anfängliche Fließspannung. Nach dem Fließbeginn nimmt der
Versetzungsabstand stark ab und ist somit stets kleiner als Ly. Aus diesem
Grund liegt diese Abschätzung für lε auf der sicheren Seite, denn es befinden
sich immer mehrere Versetzungen im Element.

Für lε ergeben sich Werte im Bereich 10 nm bis 100 nm. Die finiten Ele-
mente sind damit sehr klein, was zu einer hohen Elementzahl und einer
hohen Rechenzeit führt. Im Vergleich zu atomistischen Simulationen und
Simulationen von Einzelversetzungen ist die Rechenzeit jedoch gering.
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3.1. Einbringen von Längenskalen

Der nachfolgend skizzierte Ansatz setzt ein inkompressibles Material
voraus; elastische Dehnungen werden vernachlässigt.14 Die Kopplung zwi-
schen Mikro- und Mesoskala geschieht dabei über die volumenspezifische
Verformungsarbeit w:

wmicro
!= wmeso (3.43)

⇒
∫

Vcell

σ̃′ij δε̃ ij
!=
(

σ′ij δε ij + τ′ijk δηijk

)
Vcell (3.44)

Hierbei ist σ̃′ij die deviatorische Spannung15, δε̃ ij das Dehnungsinkrement
auf der Mikroskala mit

σ̃′ij =
2ε̃ ij

3ε̃e
σ̃e (3.45)

ε̃e =
√

2
3

ε̃ ijε̃ ij (3.46)

Vcell ist das Volumen des betrachteten Elements. Die effektive Spannung auf
der Mikroskala σ̃e ergibt sich aus dem Verfestigungsgesetz nach Taylor, ε̃e ist
die Vergleichsdehnung auf der Mikroskala. Die volumenspezifische Arbeit
auf der Mesoskala setzt sich zusammen aus der deviatorischen Spannung
σ′ij und dem Dehnungsinkrement δε ij. Um darüber hinaus noch die Verfor-
mungsarbeit für die Verzerrungsgradienten η zu berechnen, wird ein Tensor
τ für die Spannungen höherer Ordnung eingeführt.16

Um nun zum Beispiel im Rahmen einer expliziten FEM-Rechnung die
Spannungen und die Spannungen höherer Ordnung eines finiten Elementes
als Folge einer Verformung (ε, η) zu berechnen, wird wie folgt vorgegangen:
Für jedes Subelement auf der Mikroskala wird die lokale Dehnung ε̃ anhand
seiner Position ~x ermittelt:

ε̃ ij = ε ij +
1
2
(
ηkij + ηkji

)
xk (3.47)

ε̃ wird auf der Mikroskala innerhalb eines Subelementes als konstant ange-
nommen. Damit wird dann die effektive Fließspannung σ̃e und aus ihr der
14In [77] erfolgt eine Darstellung unter Berücksichtigung von Volumendehnung und elastischer Dehnung.
15Der Deviator A′ eines Tensors A der 2. Stufe ist A′ij = Aij − AH

ij , wobei AH
ij = 1

3 δij Aij der hydrostatische
Anteil ist.

16In der Literatur wird hierfür auch der Begriff Momentenspannungen (moment stresses) verwendet.
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mikroskopische Spannungstensor σ̃ berechnet. Daraus ergibt sich schließlich
für das finite Element:

σ′ij =
1

Vcell

∫

Vcell

σ̃′ij dV (3.48)

τ′ijk =
1

Vcell
Dev

[
1
2

∫

Vcell

σ̃′jkxi + σ̃′ikxj dV
]

(3.49)

Dev [A] bezeichnet den deviatorischen Teil A′ von A. Für einen Tensor der
3. Stufe ist dies:

A′ijk = Aijk − AH
ijk (3.50)

AH
ijk =

1
4
(
δik Ajll + δjk Aill

)
(3.51)

wobei AH der hydrostatische Anteil ist.
In Bezug auf die beschriebene Vorgehensweise gilt wie zuvor schon bei

der Strain Gradient Plasticity: wegen der fehlenden Berücksichtigung der
Peierls-Spannung in Gl. (3.13) ist das Modell nur auf kfz-Metalle anwendbar.
Für die Modellierung von krz-Metallen wird stattdessen Gl. (3.31) verwen-
det. Bei einer vergleichenden Untersuchung zeigt sich, dass die Verzerrungs-
gradienten von der Peierls-Spannung so gut wie nicht beeinflusst werden.
Die Belastungskurven von krz-Metallen haben prinzipiell den gleichen Ver-
lauf wie die von kfz-Metallen, sind wegen der Peierls-Spannung jedoch
zu höheren Spannungen verschoben [78]. Das heißt, dass sich der absolute
Beitrag der Verzerrungsgradienten zur Fließspannung kaum ändert – we-
gen dem absolut gesehen höheren Spannungsniveau ist der relative Beitrag
jedoch wesentlich geringer.

Die Berechnungen bei der MSGP sind insbesondere wegen der Berücksich-
tigung von η und τ wesentlich aufwändiger als konventionelle Plastizitäts-
modelle. Das liegt zum einen daran, dass es sich hierbei um Tensoren 3. Stufe
handelt, die mit jeweils 27 Komponenten einen höheren Rechenaufwand
erfordern als Tensoren 2. Stufe mit nur 9 Komponenten. Des Weiteren sind
wegen der Spannungen höherer Ordnung zusätzliche Randbedingungen
nötig, wie zum Beispiel Gl. (3.49).

Wird als Maß für den Verzerrungsgradienten

‖∇εe‖ =
√

2
3
∇iεe∇iεe (3.52)
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3.1. Einbringen von Längenskalen

verwendet, so kann eine gesonderte Berechnung von η entfallen. Vergleiche
an zweidimensionalen Modellfällen zeigen, dass die Ergebnisse trotz dieser
Vereinfachung nicht von der MSGP abweichen [69]17.

In [79] wird schließlich eine Formulierung verwendet, die gänzlich ohne
Spannungen höherer Ordnung auskommt, was die Anzahl der zu beach-
tenden Randbedingungen verringert. Außerdem kann dieses Modell in
konventionelle FEM implementiert werden. Ein Vergleich zahlreicher Mo-
dellfälle zeigte, dass die Ergebnisse nahezu identisch mit denen der MSGP
sind.

Wie die Strain Gradient Plasticity sagt auch die MSGP für den Zugversuch
keine Verzerrungsgradienten und somit keinen Größeneffekt im Verfesti-
gungsverhalten voraus. Im Zugversuch kommt es erst nach Einschnürung
zu einem mehrachsigen Spannungszustand, der Verzerrungsgradienten
erwarten lässt. Die Strain Gradient Plasticity kann hier nicht verwendet wer-
den. Erst Mit Hilfe der Weiterentwicklung MSGP ist es möglich geworden,
dies durch vergleichende Modellierung von ungekerbten und gekerbten
Zugproben zu untersuchen [18].

In der Strain Gradient Plasticity und der MSGP wird nur die Geome-
trie, nicht jedoch die genaue zugrundeliegende Mikrostruktur modelliert.
Insbesondere werden neben der lokalen Kristallorientierung auch die Art
der aktiven Gleitsysteme sowie die materialabhängigen Versetzungswech-
selwirkungsprozesse nicht weiter berücksichtigt. Untersuchungen haben
jedoch gezeigt, dass zum Beispiel die lokale Kristallorientierung sowie die
Orientierung angrenzender Probenbereiche Auswirkungen auf die lokale
Versetzungsdichte hat [80, 81], und dass die Versetzungsdichte nahe der
Korngrenze höher ist als im Korninnern [82–84]. Ob die Versetzungen in
einem Material quergleiten oder nicht, beeinflusst die lokale Verfestigung
signifikant [54]. Diese Effekte und darauf basierendes größenabhängiges
Probenverhalten können demnach mit der MSGP nicht erfasst werden.

3.1.4. Andere

Aus den kritischen Überlegungen zur Strain Gradient Plasticity in [74] (Siehe
Kapitel 3.1.2, Seite 40) wird ein alternatives Modell abgeleitet: In der Nähe

17Der Wert der internen Länge wurde hier anhand von Mikrohärteversuchen ermittelt.
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der unbelasteten Probenbereiche (Torsionsachse beim Torsionsversuch, neu-
trale Faser bei der Biegung) gibt es Bereiche mit hoher elastischer Dehnung.
Aufgrund der geringen Verformung gibt es hier nur wenige statistische
Versetzungen. Ergo können die geometrisch notwendigen Versetzungen
nicht ausreichend gepinnt werden. Ihr Drang zum Zurücklaufen führt des-
halb zu zusätzlichen rücktreibenden, elastischen Kräften. Umso weniger
ein Volumenelement belastet ist, desto weniger plastische, aber desto mehr
elastische Verformung gibt es. Eine kleine Probe, bei der dieser elastische
Bereich einen signifikanten Teil ausmacht, erscheint deshalb fester als eine
große Probe, bei der das sich elastisch verhaltende Volumen relativ gesehen
vernachlässigbar klein ist. Wie auch bei der Strain Gradient Plasticity folgt
bei diesem Modell für den einachsigen Zugversuch ein größenunabhängiges
Verhalten.

Der Gedanke einer zusätzlichen Verfestigung aufgrund geometrisch not-
wendiger Versetzungen wird in [44] aufgegriffen, um ein geometrisches
Modell für Größeneffekte bei der Härteprüfung zu erstellen. Dort, wo der
Härteabdruck Kanten aufweist, ist der Verzerrungsgradient besonders stark
ausgeprägt. TEM-Aufnahmen zeigen in diesen Bereichen erhöhte Verset-
zungsdichten. Die Härte setzt sich nun anteilig zusammen aus der erhöhten
Festigkeit der Kantenbereiche und der Festigkeit der Bereiche dazwischen.
Mit diesem Modell ist es möglich, die beobachtete Größenabhängigkeit
bei der Härteprüfung sehr einfach zu beschreiben. Eine Verwendung für
allgemeine Verformungsvorgänge ist jedoch nicht möglich.

In [85] wird die Verformung anhand des Gleichgewichts zwischen trei-
bender Kraft (wirkende Schubspannung) und zu überwindender Barriere
(Waldversetzungen in Form von starren Hindernissen) modelliert. Für den
zweidimensionalen Fall (Versetzungen auf einer Gleitebene) ergibt sich eine
Gleichung, wie sie von der Struktur her auch bei Berechnungen von Filtern
verwendet wird. Verformung kann demnach so betrachtet werden, als werde
eine Flüssigkeit unter Druck durch ein poröses Medium gepresst. Demzufol-
ge sind die Ergebnisse für solche Filter direkt auf das Verformungsverhalten
übertragbar. Bei Filtern ist die Relation aus der gesamten Porenfläche und
dem mittleren Porendurchmesser ein Maß für den Strömungswiderstand.
Analog ergibt sich als charakteristische Länge der Verformung die Relation
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aus der freien Gleitfläche18 zum mittleren Versetzungsabstand. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass Versetzungen einen „weichen“ Weg finden, hängt über
diese charakteristische Länge mit der Probengröße zusammen. Es ergibt sich
damit ein Größeneffekt in Fließspannung und Verfestigung, der nicht auf
Verzerrungsgradienten basiert: Kleine Proben haben eine höhere anfängliche
Fließspannung, aber eine geringere Verfestigung, als große Proben.

3.2. Abweichung vom idealen Material

Die nachfolgend erläuterten Modelle haben gemeinsam, dass sie am eigent-
lichen Formelwerk der klassischen Kontinuumsmechanik nichts Grund-
legendes ändern. Sie können somit direkt mit Hilfe konventioneller FEM
implementiert werden, da lediglich zusätzliche Aspekte in Betracht gezogen
werden, mit deren Hilfe die Materialkennwerte für die Verwendung in der
klassischen Kontinuumsmechanik geeignet modifiziert werden.

In der klassischen Kontinuumsmechanik werden Randbedingungen häu-
fig unzureichend berücksichtigt, wie zum Beispiel die Auswirkungen von
freien Oberflächen auf die Spannungszustände im Probeninnern. Bei klei-
nen Proben werden diese Auswirkungen jedoch signifikant. Ein Beispiel
hierfür ist der ebene Spannungszustand bei dünnen Blechen, wie er in [29]
als Ursache für einen Größeneffekt im Zugversuch gefunden wurde.

Das Umformverhalten wird maßgeblich durch die Oberflächenrauheit
beeinflusst. Eine glattere Oberfläche führt zu einem erhöhten Umformvermö-
gen von Blechen [8, 86], sowie zum Beispiel im Falle von CuZn37 zusätzlich
zu einer leicht erhöhten Fließspannung (Abb. 3.4).

Bei der Skalierung von Umformprozessen wird die Zeitskala in der Regel
nicht mitskaliert. Die Folge davon ist, dass sich die Dehngeschwindigkeiten
signifikant ändern. Weist die Fließspannung eine Dehnratenabhängigkeit
auf, dann führt dies nicht nur zu einem Größeneffekt, sondern kann auch
das lokale plastische Verhalten beeinflussen [5, 87].

Werden Proben- und Prozessgeometrie skaliert, so stellt sich die Frage,
wie mit der Mikrostruktur verfahren wird. In Bezug auf die Oberflächen-
qualität kann zum Beispiel die Korngröße gezielt mitskaliert werden. Unter

18Die freie Gleitfläche ist im Prinzip die Gesamtfläche der Gleitebene abzüglich der Fläche, die aufgrund von
Waldversetzungen ein Hindernis für die Versetzungsbewegung darstellt.
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Bild 3.4.: Oben: Zugkurven von 5 CuZn37-Blechen mit einer Dicke von circa
0.3 mm und unterschiedlicher Oberflächenrauheit. Alle Bleche
wurden mit der Körnung 120 geschliffen, zwei davon anschließend
mit der Körnung 1000. Unten: Ausschnittsvergrößerung, um den
Unterschied in der Fließspannung hervorzuheben.
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Umständen ist es auch nicht zu vermeiden, dass das Ausgangsmaterial für
die kleinen Proben eine andere Mikrostruktur aufweist. Das kann an den ab-
weichenden Fertigungsparametern des Halbzeugs liegen – ausgehend von
einem Blech mit 10 mm Dicke weist ein Blech mit 1 mm Dicke einen anderen
Abwalzgrad auf, als ein Blech mit 0.05 mm Dicke. Solche Unterschiede in
der Mikrostruktur sind geeignet zu berücksichtigen, zum Beispiel indem die
Fließspannung in Abhängigkeit von der Korngröße (Hall-Petch [36, 37] oder
beginnendes Coble-Kriechen bei ultrafeinkörnigem Material [88]) modelliert
werden. Die Korngrößenabhängigkeit der Fließspannung ist mittlerweile für
zahlreiche Materialien für Korngrößen von nm bis mm untersucht worden,
siehe zum Beispiel [89].

3.3. Berücksichtigung von Inhomogenitäten

Bei makroskopischen Proben mitteln sich Heterogenitäten im Werkstoffver-
halten über das Probenvolumen beziehungsweise den Probenquerschnitt
heraus. Werden die Proben kleiner, ist dies nicht mehr der Fall: die Hetero-
genitäten wirken sich dann zunehmend auf das Verhalten der Gesamtprobe
aus.

3.3.1. Oberflächeneffekte

Das Verhältnis Probenoberfläche :Probenvolumen wird relevant, wenn das Ma-
terial in der Nähe der Probenoberfläche andere Eigenschaften hat, als im
Probeninneren.19 Im Falle des Zugversuchs kann dann die Fließspannung
σy näherungsweise mit

σy =
1
A
(
lSdSσy,S + (A− lSdS) σy,V

)
(3.53)

berechnet werden.20 Hierbei ist σy,S die Fließspannung der oberflächennahen
Region, σy,V die Fließspannung im Probenvolumen, A die Querschnittsflä-
che der Probe, lS der Umfang von A und dS die Dicke der oberflächennahen

19Experimentelle Ergebnisse, die dies andeuten, sind schon lange bekannt, siehe zum Beispiel [90].
20Die Frage, ob eine Oberfläche als frei oder aufgrund von Kontakt mit dem Umformwerkzeug nicht als frei

angesehen werden kann, ist nicht immer so einfach zu beantworten, wie für den Fall des Zugversuchs [91].

51



3. Stand der Technik

Region. Eine mögliche Ursache für ein solches Verhalten kann eine ausge-
prägte Oxidschicht auf der Probenoberfläche sein, wie sie zum Beispiel bei
Al zu finden ist [28]. Auch eine Passivierungsschicht auf Nitinol, wie sie bei
Stents elektrolytisch aufgebracht wird [92], könnte bei ausreichend kleinen
Abmessungen solche Effekte bewirken.

Körner verhalten sich an einer freien Oberfläche anders als im Volumen,
da sie dort weniger Zwangsbedingungen genügen müssen [16]. Die Verfor-
mung an einer freien Oberfläche ist deshalb wesentlich einfacher. Da lS(A)
von der Form der Probe (zum Beispiel flaches Blech oder Rundstab) abhängt,
ist auch der Größeneffekt für Proben unterschiedlicher Form verschieden
stark ausgeprägt [27]. Damit bei einem Draht beispielsweise weniger als
10 % der Körner Oberflächenkörner sind, muss der Durchmesser mindestens
das 30- bis 40-fache des Korndurchmessers betragen [93]. Bei einer Flachzug-
probe, deren Breite viel größer als die Dicke ist, genügt es hingegen, wenn
die Blechdicke etwa das 15- bis 20-fache des Korndurchmessers beträgt [94].
Der generische Zusammenhang in Gl. (3.53) kann auch dazu verwendet wer-
den, den Beitrag der Oberflächenkörner mittels Anfitten an experimentelle
Daten zu ermitteln [24, 32]. Allerdings lassen Texturmessungen über die
Blechdicke nach Verformung im biaxialen Zugversuch keinen signifikanten
Unterschied zwischen Volumen- und Oberflächenkörnern erkennen [95].
Das legt nahe, dass sich die Verformung der Körner doch nicht so stark
unterscheidet.

Eine alternative Ursache besteht in der Wechselwirkung zwischen Ver-
setzungen und freier Oberfläche. Der Hall-Petch-Effekt geht beispielswei-
se davon aus, dass Versetzungen Korngrenzen nicht überwinden können
und sich dort aufstauen. An einer freien Oberfläche gibt es jedoch keine
Korngrenzen – vorausgesetzt, dass keine Oxidschichten vorliegen, die eine
ähnliche Wirkung auf Versetzungen haben können. Für die Körner an der
Probenoberfläche sieht es also in erster Näherung so aus, als hätten sie den
doppelten Durchmesser: die Länge des Pile-ups ist doppelt so hoch [96]. In
einem verfeinerten Ansatz kann hierzu auch die Relation Korngrenzenfläche
des Kornes :Gesamtoberfläche des Kornes betrachtet werden [97]. Aktuelle expe-
rimentelle Untersuchungen lassen vermuten, dass für Oberflächenkörner
andere Hall-Petch-Parameter gültig sind, als für Körner im Probeninne-
ren [26].

52



3.3. Berücksichtigung von Inhomogenitäten

In der Nähe der Probenoberfläche wirken auf Versetzungen zusätzliche
Bildkräfte, die dazu führen können, dass die Versetzungsdichte an der
Oberfläche geringer ist als im Volumen. Das bedeutet, dass oberflächennahe
Regionen weniger stark verfestigen. TEM-Untersuchungen zeigen, dass
die Versetzungsanordnung ab einem Abstand von circa 4 µm nicht mehr
von der Oberfläche beeinflusst wird [98]. Versetzungssimulationen liefern
für kleine Verformungen gänzlich versetzungsfreie Randbereiche [52]. Bei
einem Al-Einkristall der Größe 5.7 µm × 5.7 µm × 5.7 µm bewirken die
Bildkräfte laut 3D-Versetzungssimulation eine Verringerung der Spannung
um weniger als 10 % [57]. Dieser Unterschied fällt mit Größerwerden der
Proben jedoch schnell ab.

In [99] wird die von der plastischen Verformung eines Kornes beeinflusste
Umgebung in Abhängigkeit von der Entfernung des Kornes zur Proben-
oberfläche betrachtet. Wäre ein Teil dieser Umgebung außerhalb der Probe,
so wird das Korn plastisch weniger stark gehemmt, als ein Korn inmitten
des Vollmaterials. In einer anderen Untersuchung zeigten verschieden dicke
Al-Bleche mit vergleichbarer Mikrostruktur deutliche Unterschiede in der
Entwicklung der Oberflächenrauheit, obwohl stets mehr als 2 Körner über
die Probendicke vorlagen [100]. Beide Untersuchungen legen nahe, dass der
Oberflächeneinfluss nicht auf die oberste Kornschicht begrenzt ist.

3.3.2. Inhomogenes Volumen

Neben einer Unterteilung des Probenvolumens in Probeninneres und Be-
reiche nahe der Oberfläche kann auch das Probeninnere selbst inhomogene
Eigenschaften aufweisen. Die plastischen Eigenschaften sind nicht bei allen
Körnern gleich. Dies führt zu Unregelmäßigkeiten im Verformungsver-
halten, wenn die Anzahl der Körner in der Probe eine gewisse Schwelle
unterschreitet [33, 39, 96, 101]. Aus diesem Grund ist zu betrachten, wie
das unterschiedliche Verhalten von Körnern modelliert werden kann und
welche Mechanismen dem zugrunde liegen.

Da viele Materialien elastisch anisotrop sind, würden sich die Körner
wegen der unterschiedlichen Orientierung elastisch unterschiedlich dehnen.
Aufgrund der Kompatibilitätszwänge an den Korngrenzen ist dies jedoch
nicht möglich, sodass es stattdessen zu zusätzlichen Spannungen im Ma-
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terial kommt. Dies kann das Einsetzen lokaler plastischer Fließvorgänge
maßgeblich beeinflussen [35, 102].

Aufgrund der Orientierungsunterschiede von Korn zu Korn werden au-
ßerdem in jedem Korn andere Gleitsysteme aktiviert. Selbst wenn die Kör-
ner keinen Kompatibilitätszwängen unterlägen, würde das die plastische
Dehnung des einzelnen Kornes und seine Fließspannung maßgeblich be-
einflussen (Schmidsches Schubspannungsgesetz, [93,103,104]). Unter den
Annahmen, dass

• sich alle Körner gemäß der außen angelegten Dehnung verformen (die
Kompatibilität ist damit automatisch gewährleistet)

• sich genau die Kombination aktiver Gleitsysteme einstellt, für die ein
Minimum an Arbeit erforderlich ist

kann aus dem Taylor-Faktor (Anhang E) die Fließspannung eines Kornes
sowie anhand der aktiven Gleitsysteme statistische Texturveränderungen
oder lokale Gitterdrehungen während der Verformung abgeleitet werden
[105].

Die Fließspannung eines Kornes hängt jedoch auch von seiner Größe
ab. Der Hall-Petch-Effekt ist derzeit nur in Bezug auf die Relation Global
gemessene Fließspannung :mittlere Korngröße experimentell belegt. Eigentlich ist
die Formel nicht auf einzelne Körner übertragbar (siehe hierzu Anhang A).
Dennoch wird sie auch dazu verwendet, die Fließspannung einzelner Kör-
ner zu modellieren [97] sowie die Fließspannung feinkörniger Proben als
Funktion der Korngrößenverteilungsfunktion [13].

Selbst nach langem Glühen bei hoher Temperatur beträgt die Versetzungs-
dichte noch circa 1.4× 105 cm−2 [50], der mittlere Versetzungsabstand be-
trägt somit etwa 27 µm – in Anbetracht der durch die Glühung erzeugte
Korngröße von etwa 1 mm sind das immer noch sehr viele Versetzungen
pro Korn. Durch Verformung steigt die Versetzungsdichte stark an, und
es kommt je nach Material und Umgebungsbedingungen zur Zellbildung
oder zu einer gleichmäßigen Versetzungsverteilung [106–109]. In der Praxis
verwendetes Material ist in der Regel bereits vorverformt und somit verfes-
tigt. Die vorliegende Versetzungsstruktur führt im Korn zu inhomogenen
Eigenschaften. Daraus resultierendes Verhalten kann mit Hilfe konventio-
neller FEM modelliert werden, indem pro Korn mehrere finite Elemente
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verwendet werden, wobei jedem Element leicht abweichende Eigenschaften
zugeordnet werden [82].

Der Hall-Petch-Effekt basiert auf der Annahme, dass Korngrenzen Verset-
zungshindernisse sind und die Versetzungen sich dort aufstauen.21 Somit
sind die Versetzungsdichte und infolge davon die lokale Verfestigung an der
Korngrenze höher als im Korninnern [82–84]. Eine alternative Erklärung ist
Mehrfachgleitung in Korngrenzennähe, welche zum Ausgleich der Interkor-
ninkompatibilitäten nötig ist, während im Korninnern lokal Einfachgleitung
dominiert [98,110]. Dies kann berücksichtigt werden, indem für Körner in
der Nähe der Korngrenze eine höhere Fließspannung beziehungsweise eine
höhere Verfestigung angenommen wird als in der Mitte des Kornes (siehe
zum Beispiel [111]). Dieses Modell wird später anhand der experimentel-
len Ergebnisse dieser Arbeit noch kritisch betrachtet, siehe insbesondere
Kapitel 7.3.1 ab Seite 131.

Körner verhalten sich jedoch selbst bei gleicher Orientierung und glei-
cher Größe unterschiedlich [110]. Der Grund hierfür liegt in den Nach-
barschaftsbeziehungen zu den umgebenden Körnern – das plastische Ver-
halten der Umgebung kann das lokale plastische Verhalten maßgeblich
beeinflussen [112]. Des Weiteren können Korngrenzen Versetzungen nahezu
ungehindert passieren lassen, sie behindern und sie sogar absorbieren oder
emittieren. Auch hier spielt also die Nachbarschaftsbeziehung zwischen den
Körnern sowie die Lage der Grenzfläche eine Rolle [81, 113]. Ein geeignetes
Modell zur Nachbildung dieses Verhaltens in der Simulation konnte in der
Literatur jedoch nicht gefunden werden.

Lokal unterschiedliches Verformungsverhalten ist auch bei Mehrkom-
ponentenwerkstoffen oder mehrphasigen Legierungen zu berücksichtigen.
Wie auch bei Körnern, kann dies zum Teil mittels herkömmlicher FEM mo-
delliert werden. Sobald jedoch die Eigenschaften der Phasengrenzfläche
modelliert werden sollen oder die Abmessungen der Mikrostruktur sehr
klein sind, sind andere Ansätze zu verwenden. Ein Beispiel hierfür ist die
Versetzungssimulation [38] (siehe Kapitel 3.1.1).

21Es gibt jedoch auch andere Modelle, um die Fließspannungsabhängigkeit von der Korngröße zu erklären
[83].
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4. Zielsetzung und Einordnung
der Arbeit

In der vorliegenden Arbeit werden das lokale Verformungsverhalten und
die Auswirkungen des Verhältnisses Korngröße :Probengröße auf die Fließ-
spannung untersucht und modelliert. Verglichen mit anderen Arbeiten zu
diesem Thema wird jedoch eine andere Herangehensweise gewählt:

Größeneffekte werden häufig auf Eigenschaften wie mittlere Korngrö-
ße und Blechdicke zurückgeführt. Daneben können andere Eigenschaften
das Verhalten maßgeblich beeinflussen. Dazu zählen zum Beispiel eine –
trotz gleichen Mittelwertes – abweichende Korngrößenverteilung, Verän-
derungen in der Textur oder die Oberflächenrauheit. Zum Beispiel geht
bei Änderung der Blechdicke häufig eine Änderung der Walztextur einher.
Diese Abhängigkeiten können zu Verfälschungen oder Scheineffekten füh-
ren. Aus solchen experimentellen Ergebnissen kann streng genommen nicht
abgeleitet werden, welcher der vielen Mechanismen nun in welchem Maße
ursächlich für den Größeneffekt ist.

Das Ziel ist es nun, den Einfluss des Verhältnisses Korngröße :Blechdicke auf
die Fließspannung zu untersuchen und den zugrundeliegenden Mechanis-
mus möglichst genau zu identifizieren.

Zur Untersuchung des Größeneffekts wird das Verhältnis Korngröße :Blech-
dicke so variiert, dass vom kontinuumsähnlichen Fall Korngröße�Blechdicke
bis zum anderen Extremfall Korngröße�Blechdicke (zweidimensionale Korn-
struktur, [114]) ein weiter Bereich abgedeckt wird. Die Parameter

• Textur

• Korngrößenverteilung

• Kornform

• Oberflächenrauheit
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• Bereits vor dem Versuch bestehende Verfestigung

werden in den meisten Arbeiten nicht oder nur unvollständig berücksichtigt.
Um Scheineffekte zu unterdrücken, müssen diese Parameter unabhängig
von der gewählten Korngröße bei allen Proben ähnlich sein. Der erste Schritt
ist hierbei die Wahl eines Materials mit möglichst einfacher Mikrostruk-
tur, da eine komplexe Mikrostruktur viele Variablen bietet und es somit
erschwert, bei einer Skalierung vergleichbare Bedingungen zu schaffen.

Mit einer geeigneten Probenpräparation werden weitere Störgrößen eli-
miniert. Möglicherweise unvermeidliche Abweichungen in den Probenei-
genschaften müssen erfasst werden, damit ihre Auswirkungen auf das
Messergebnis abgeschätzt werden können. Hierfür ist eine entsprechend
umfassende Charakterisierung jeder einzelnen Probe vorzunehmen.

Fast alle Untersuchungen zu größenabhängigem Verhalten haben gemein,
dass sie sich auf ein über die gesamte Probe gemitteltes Verhalten beziehen
(zum Beispiel Kraft-Weg-Kurve). Dazu gehören auch Häufigkeitsvertei-
lungen, die aus lokalen Messungen an der Probe erstellt werden, wie zum
Beispiel die Textur. Dem liegt die Annahme zugrunde, dass sich die Probe na-
hezu homogen verhält. Gerade bei Größen- und Mikrostruktureffekten muss
diese Annahme jedoch aufgegeben werden; so können zum Beispiel die
lokalen Dehnungen doppelt so groß sein wie die global gemessenen [112].

Eine Mittelwertbetrachtung kann dazu führen, dass Effekte und lokale
Vorgänge aufgrund von Überlagerungen überhaupt nicht oder falsch erfasst
werden. Nur sehr wenige Arbeiten betrachten das lokale Geschehen – und
so gut wie nirgendwo wird beides an der gleichen Probe untersucht. Die
experimentellen Ergebnisse weisen somit eine Vielzahl von Lücken auf. In
dieser Arbeit wird versucht, soviel Informationen wie möglich aus einer
Probe zu gewinnen, um ein möglichst allumfassendes Bild über das glo-
bale und lokale Geschehen zu erhalten. Hierfür mussten geeignete lokale
Charakterisierungs- und Auswerteverfahren gefunden werden.

Was in Bezug auf die experimentelle Messung gesagt wurde, gilt im
Prinzip auch für die Modellierung: Viele Modelle betrachten entweder das
globale oder das lokale Verhalten. Die globalen Modelle erlauben zwar ei-
ne Aussage über das statistische Verhalten (welche sich jedoch meist auf
den Mittelwert beschränkt; die Streuung wird selten berücksichtigt), aber
keine Aussage über das lokale Verhalten. Aus den Ergebnissen der loka-
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len Modelle wiederum können zwar Aussagen über das globale Verhalten
gezogen werden, aufgrund der hohen Rechenzeiten sind jedoch nur Ein-
zelfallbetrachtungen praktikabel; ausführliche statistische Betrachtungen
sind damit derzeit nicht möglich. Aus dem gleichen Grund scheidet eine
Parametervariation zur Werkstoffoptimierung aus. Um ein lokales Modell
zur Betrachtung des statistischen Verhaltens verwenden zu können, ist eine
geeignete Vereinfachung und Homogenisierung nötig. Hierbei darf der dem
Modell zugrunde liegende Mechanismus jedoch nicht verloren gehen.

Eine Modellierung setzt voraus, dass die Probe in möglichst vielen Eigen-
schaften bekannt ist. Häufig wird hier der Einfluss des Materials, welches
den betrachteten Bereich umgibt, unterschätzt [112]: Bei einer feinkörnigen
Probe wurden Orientierung und Korngrenzenverlauf an der Oberfläche
gemessen. Die darunterliegende Mikrostruktur – und somit ein Großteil der
Probe – blieb dabei vollkommen unbekannt. Anhand dieser Daten wurde
dann das plastische Verhalten im Zugversuch simuliert. Wurden die äuße-
ren Randbedingungen des Zugversuchs an den Grenzen des modellierten
Probenbereiches angelegt, gab es eine große Diskrepanz zwischen Simu-
lation und Experiment. Wurde die am Rande des modellierten Bereichs
im Experiment gemessene Verformung als Randbedingung eingebracht,
stimmten Simulation und Experiment lokal überein. Das lokale Verhalten
wurde also gar nicht von den einzelnen Körnern im simulierten Volumen
dominiert, sondern größtenteils von den Körnern, die in den seitlich und im
Probeninneren angrenzenden Bereichen lagen.

Die Verifikation der Modelle erfolgt meist anhand globaler Messwerte.
Dass ein Modell das globale Verhalten korrekt vorhersagt, bedeutet jedoch
noch lange nicht, dass das Verhalten auch lokal korrekt modelliert wird [115].
Die Ursache hierfür liegt in einer mehr oder weniger großen Anzahl von
Fitkonstanten, die in den Modellen üblicherweise enthalten sind. Da diese
Konstanten häufig gar nicht oder nur unter sehr großem Aufwand gemessen
werden können, verbleibt nur die Möglichkeit, das Modell an Messungen
anzufitten. Nicht selten wird ein gelungener Fit bereits als Beweis angesehen,
dass das Modell richtig ist.

Die lokale Betrachtung ist also wichtig, um Mechanismen zu verstehen
und Modelle auf eine gesicherte Grundlage zu stellen. In der Praxis wer-
den jedoch selten komplexe, lokale Modelle benötigt. Faustformeln, wie
zum Beispiel die Gleichung für den Hall-Petch-Effekt sind von wesentlich
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größerer Bedeutung, da sie einen schnellen Überblick über das zu erwar-
tende Verhalten liefern. In der Fertigungspraxis ist neben dem Mittelwert
allerdings auch die Streuung der Eigenschaften wichtig.

Im Idealfall erlaubt ein Modell also sowohl eine möglichst lokale Be-
trachtung, die Modellierung der Globalantwort einzelner Proben als auch
Aussagen über das statistische Probenverhalten (Mittelwert und Streuverhal-
ten) – natürlich in geringer Rechenzeit. Auf allen drei Ebenen ist das Modell
anhand des Experiments zu verifizieren. Dies stellt sicher, dass das Modell
in Bezug auf den betrachteten Mechanismus verifiziert ist (lokaler Vergleich
sowie Vergleich der Globalantwort einzelner Proben) und es auch in der
Praxis anwendbar ist (geringe Rechenzeit sowie statistische Betrachtung).
Im Hinblick auf das anfängliche Fließverhalten von Zugproben erfüllen das
in dieser Arbeit vorgestellte Modell und die experimentelle Vorgehensweise
diese Aspekte.
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5. Verwendete lokale
Charakterisierungsmethoden

5.1. Allgemeine Problematik

Im Rahmen dieser Arbeit kommen zum Teil selbstentwickelte lokale Mess-,
Auswerte- und Charakterisierungsmethoden zum Einsatz. Diese stellen
einen zentralen Punkt dar, da sie zum Verständnis lokaler Vorgänge, de-
ren Zusammenhang mit globalen Eigenschaften sowie für den Vergleich
zwischen Simulation und Experiment wichtig sind. Bei der Auswahl der
Methoden sind jedoch einige Aspekte zu beachten:

• Zerstörungsfreiheit: Alle Verfahren müssen auch bei mehrfacher An-
wendung in der Summe zerstörungsfrei sein. Somit scheiden zum
Beispiel Verfahren aus, die bei jedem neuen Messschritt ein Ätzen oder
Polieren der Probe erfordern.

• Auswirkungsfreiheit: Keines der Verfahren darf dazu führen, dass
die mechanischen Eigenschaften der Probe durch die Messung verän-
dert werden. Somit scheiden Messverfahren aus, die beispielsweise
für eine automatische Verformungsmessung mittels Bildanalyse das
Aufbringen von Strukturen mittels Ätzung oder LASER voraussetzen.

• Vereinbarkeit: Die Verfahren müssen in beliebiger Reihenfolge mit-
einander vereinbar sein, da sie unter Umständen mehrfach auf die
gleiche Probe anzuwenden sind. Somit scheiden Messverfahren aus,
die beispielsweise das Aufbringen von Lack-, PVD- oder CVD-Schich-
ten voraussetzen (zum Beispiel automatische Verformungsmessung
mittels Bildanalyse), wenn daneben eine lokale Orientierungsmessung
mittels Elektronenrückstreuung erfolgen soll.
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• Robustheit: Im Hinblick auf den späteren Einsatz der Verfahren zur
Charakterisierung des lokalen Materialverhaltens beim Tiefziehen
müssen die Verfahren robust sein. Die Tiefziehversuche erfolgten in
Zusammenarbeit mit dem Institut für Bildsame Formgebung der RW-
TH Aachen. Das heißt, dass die Proben zwischen den Instituten trans-
portiert werden müssen, für Versuche mit Schmierstoffen bestrichen
werden, in Reibkontakt mit dem Werkzeug kommen und anschlie-
ßend gereinigt werden müssen. Beeinflussungen der Oberfläche sind
somit nicht auszuschließen. Die verwendeten Verfahren sollten, sofern
möglich, auch gegenüber Beeinträchtigungen der Probenoberfläche
tolerant sein. Aus diesem Grund scheidet zum Beispiel eine lokale
Verformungsmessung anhand der Oberflächenrauheit [116] aus.

Da die lokal untersuchten Proben nicht feinkörnig sind, kann nicht mehr
angenommen werden, dass sie sich homogen verhalten. Es gibt somit kein
repräsentatives Volumenelement. Folglich genügt es nicht mehr, einen Teil-
bereich der Probe zu charakterisieren. Um den Größeneffekt aufgrund des
Verhältnisses Korngröße :Probengröße von anderen Effekten möglichst unge-
stört messen zu können, kommen makroskopische Proben zum Einsatz: die
Fläche im Bereich der Messlänge hat bei den Zugproben die Abmessungen
10 mm× 5 mm. Bei einer späteren Modellierung können nun nicht einfach
die globalen Randbedingungen des Zugversuchs an den Rand der Messlän-
ge gelegt werden, da das umgebende Probenmaterial zu lokal abweichenden
Randbedingungen führen kann [112]. Aus diesem Grund müssen die Pro-
ben über die Messlänge hinaus charakterisiert werden, was den Bereich
entsprechend vergrößert.

Nahezu alle lokalen Messverfahren sind dazu ausgelegt, kleine Proben-
bereiche mit niedriger bis hoher Auflösung zu charakterisieren. Bei der
Anwendung dieser Verfahren auf große Probenbereiche trifft man deshalb
auf Probleme in Bezug auf Abbildungs- und Messgenauigkeit.

In den folgenden Abschnitten werden die verwendeten Verfahren, Lö-
sungsansätze zur Messwerteoptimierung und die damit erfassten Messgrö-
ßen kurz erläutert. Eine Übersicht ist in Tab. 5.1 zu finden.
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5.1.
A

llgem
eine

Problem
atik

Messgröße Grundlagen Verfahren

Gleitbandentstehung Lichtmikroskop/DIC
Korngeometrie/Korngrößenverteilung Anhang A Digitalkamera

Lichtmikroskop/DIC
Orientierungsmessung (EBSD)

Kornorientierung Anhang C Orientierungsmessung (EBSD)
Lokale Verfestigung Anhang C Orientierungsgradienten (OGM)

Lokale Verformung (Blechdicke) Weißlichtinterferometrie
Lokale Verformung (Tripelpunktbewegung) Anhang B Lichtmikroskop/DIC

Oberflächenrauheit Weißlichtinterferometrie
Textur Orientierungsmessung (EBSD)

Tabelle 5.1.: Übersicht über die Messgrößen und die zur Messung verwendeten Verfahren.
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5.2. Digitalkamera

Mit Hilfe einer Digitalkamera mit Makro-Objektiv werden vor und nach
den Versuchen Bilder der Proben mit einer Auflösung angefertigt, die in Ab-
hängigkeit von der Ausschnittsgröße 10 µm/Pixel bis 30 µm/Pixel beträgt.
Aufgrund der Probenpräparation ist auf diesen Bildern bei einer Korngröße
von etwa 1 mm die Korngeometrie auch nach dem Bruch der Probe noch
so deutlich sichtbar, dass die Lage der Bruchstelle recht genau in Bezug
auf die ursprüngliche Korngeometrie ermittelt werden kann. Da bei dieser
Korngröße und einer Blechdicke von weniger als 1 mm in der Regel eine
nahezu zweidimensionale Kornstruktur vorliegt [114], kann die Korngeo-
metrie mit diesen Aufnahmen vollständig erfasst werden. Somit kann die
Korngrößenverteilung ermittelt werden. Auch eine Generierung von FE-
Modellen ist anhand dieser Daten möglich.

Um die Erfassung der Korngeometrie zu vereinfachen, wurde im Rah-
men dieser Arbeit die Software DEFMEASURE entwickelt. Damit kann der
Korngrenzenverlauf direkt in das Probenbild eingezeichnet werden. Im
einfachsten Fall werden nur die Korngrenzentripelpunkte markiert und
die Korngrenzensegmente dazwischen als eben angenommen. Mit Hilfe
zusätzlicher Stützstellen kann auch die Krümmung der Korngrenzen be-
rücksichtigt werden. Die Geometriedaten können zum Beispiel als Python-
Skript für die FEM-Software ABAQUS exportiert werden (Abb. 5.1).

5.3. Lichtmikroskopie (DIC)

Mit Hilfe eines Lichtmikroskops mit DIC1 werden Unebenheiten der Pro-
benoberfläche abgebildet. Die angeschlossene CCD-Kamera erlaubt dabei in
der niedrigsten Vergrößerungsstufe eine Auflösung von etwa 1.5 µm/Pixel.
Somit können Oberflächenrauheit, Korngrenzen und Gleitstufen abgebildet
werden.2

Streng genommen ergibt sich der Kontrast im DIC aus lokalen Ände-
rungen des Winkels zwischen Oberflächennormale und Lichteinfallsrich-

1Differential Interference Contrast; auch als Nomarski-Kontrast bekannt.
2Im Falle von Cu sind auch die Zwillingskorngrenzen sichtbar. Für diese gilt im Prinzip das gleiche wie für

die Korngrenzen. Da der Schwerpunkt jedoch auf der Fe-3%Si-Legierung liegt, in der es keine Zwillinge
gibt, sei dies hier nur am Rande erwähnt.
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Bild 5.1.: Beispiel eines dreidimensionalen FE-Modells in Draufsicht, wel-
ches mit einem von DEFMEASURE automatisch generierten Py-
thon-Skript erzeugt wurde (oben). In der Ausschnittsvergrößerung
(unten) ist erkennbar, dass die Größe des FE-Netzes automatisch
an die Korngröße angepasst wird.
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tung. Das hat allerdings zur Folge, dass bei einem großen betrachteten
Probenbereich Farbgebung, Helligkeit und Kontrast stark schwanken. Im
vorliegenden Fall hat der zu vermessende Probenbereich Abmessungen von
mehr als 12 mm× 5 mm, welcher in Einzelbildern zu etwa 1 mm× 1 mm
aufgenommen wird.

Beim Zusammensetzen der Einzelbilder zu einem Gesamtbild sind die
Schwankungen in Farbgebung, Helligkeit und Kontrast so stark, dass sie
den eigentlichen Kontrast der Probenoberfläche übertreffen, was eine Aus-
wertung der Bilder erschwert. Aus diesem Grund wurden Helligkeits- und
Kontrastschwankungen innerhalb der Einzelbilder beseitigt. Die Helligkeit
wurde anschließend normalisiert, der Kontrast wurde lokal optimiert.

Da für die Untersuchungen kein automatischer Probentisch zur Verfü-
gung stand, musste die Probe für jede Aufnahme manuell verfahren werden.
Somit sind die Abstände zwischen den einzelnen Aufnahmen unterschied-
lich und nicht exakt bekannt. Die Einzelbilder müssen für die nachfolgende
Bildmontage überlappend aufgenommen werden. Da die Aufnahmen auch
für die lokale Verformungsmessung verwendet werden, ist eine möglichst
exakte Bildmontage erforderlich. Um diesen Arbeitsschritt qualitativ und
zeitlich zu optimieren, wurde das Programm PICTUREPASTER entwickelt.
Dies führt sowohl die Helligkeits- und Kontrastkorrekturen vollautomatisch,
sowie mittels Korrelationsanalyse die Bildmontage halbautomatisch durch.
Nach der Montage mit PICTUREPASTER ergibt sich dann ein einheitliches
Bild der Gesamtprobe, bei dem die Oberflächendetails klar hervortreten
(Abb. 5.2).

Die exakte Vermessung einer Ausgangsprobe in Bezug auf Lage und
Geometrie der Körner wird verwendet für:

• Vergleich der Korngeometrie an Probenober- und -unterseite (Im Hin-
blick darauf, inwiefern die Kornstruktur von einer idealen zweidimen-
sionalen Kornstruktur abweicht.)

• Ableiten der Korngrößenverteilung

• Bildung eines FE-Modells der Probe mit Hilfe der Software DEFMEA-
SURE, wie in Kapitel 5.2 beschrieben

Um die lokale Verformung einzelner Körner zu untersuchen, werden die
Proben schrittweise gezogen. Nach jedem Schritt erfolgt eine Aufnahme der
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Bild 5.2.: Oben: Die zusammengesetzten Aufnahmen zeigen aufgrund der
Bildfehler der Einzelaufnahmen eine Kachelstruktur. Gleitlinien
und Korngrenzen sind teilweise kaum sichtbar. Unten: Nach Besei-
tigung der Bildfehler und Optimierung der Darstellung werden
die relevanten Oberflächenstrukturen der Probe dominant.
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Gesamtprobe im Lichtmikroskop. Um nun die Verformung lokal messen zu
können, werden auf der Probenoberfläche markante Punkte benötigt, die
lokalstationär sind. Lokalstationär bedeutet: Sie bewegen sich mit dem be-
nachbarten Probenumfeld, sind also aus der Sicht dieses Umfeldes stationär.
Sie sind nicht stationär auf der Skala der Probe, denn bei der Verformung der
Probe verändern sie ihre Position in Bezug auf das Laborkoordinatensystem.

Vor Beginn des Zugversuchs ist die Probenoberfläche im Idealfall völlig
sauber und – mit Ausnahme der Korngrenzen – konturlos3. Das Ausse-
hen der Probenoberfläche verändert sich bei der Verformung sehr stark,
unter anderem aufgrund der Ausbildung von Gleitstufen. Die bereits im
unverformten Zustand nur sehr schwach sichtbaren Konturen gehen dabei
mit Ausnahme der Korngrenzen verloren. Eine lokale Verformungsanalyse
anhand automatischer Mustererkennung ist deshalb nicht möglich. Es gibt
lediglich eine Klasse von Punkten, die markant, lokalstationär und auch
bei starker Verformung noch sichtbar sind: Korngrenzentripelpunkte. Mit
Hilfe der selbstentwickelten Software DEFMEASURE können die Positionen
der Korngrenzentripelpunkte zweier Verformungsstadien zueinander in
Relation gesetzt werden. Die Berechnung der lokalen Verformung der ein-
zelnen Körner wird wie in Anhang B beschrieben durchgeführt. Hiermit
kann jedoch nur eine über das ganze Korn gemittelte Verformung ermittelt
werden. Dehnungsunterschiede innerhalb von Körnern, wie in [105, 116]
experimentell gefunden, werden davon nicht erfasst. Deshalb würde eine
Analyse der Gleitbandaktivität anhand der lokalen plastischen Dehnung,
wie beispielsweise in [110], vermutlich nur bedingt korrekte Ergebnisse
liefern.

Einschub: Verformungsmessung mittels Bildkorrelation

Um mittels automatischer Bildkorrelation lokale Verformun-
gen messen zu können, ist eine Oberflächenstruktur nötig, die
ausreichend viele und während der Verformung stabile markan-
te Kontraste liefert. Die derzeit gängigen Verfahren sind nicht mit
den weitergehenden Erfordernissen dieser Arbeit vereinbar. Ein

3Konturlos bedeutet auch, dass keine sichtbare Oberflächenrauheit vorhanden ist. Diesbezüglich wird der
DIC-Kontrast auch für eine qualitative Kontrolle der Oberflächengüte eingesetzt.
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Aufbringen einer Pulverschicht, wie aktuell in [117] beschrieben,
könnte aber eventuell eine Alternative darstellen. Die Vorgehens-
weise wäre folgende:

1. Ausgangszustand der Probe charakterisieren.

2. Aufbringen der Pulverschicht und Anfertigen von Aufnah-
men der beschichteten Probenoberfläche.

3. Verformungsschritt durchführen.

4. Veränderung der Pulverschicht messen. (Dies liefert das
Verformungsinkrementfeld für diesen Schritt.)

5. Pulverschicht beseitigen und Probe charakterisieren.

6. Sollen weitere Verformungsschritte durchgeführt werden,
bei Schritt 2 fortfahren.

Hierzu müsste jedoch eine Reihe von Bedingungen erfüllt sein.
Als wichtigste wäre zu nennen, dass die Pulverschicht rück-
standsfrei und ohne Beschädigung der Probenoberfläche besei-
tigt werden kann. Bei der Zusammenführung der einzelnen Ver-
formungsinkrementfelder kann außerdem die Fehlerfortpflan-
zung zu Problemen führen.

Die Orientierung der Gleitstufen ergibt sich aus der Schnittgeraden von
Probenoberfläche und Gleitebene. Somit können anhand der sichtbaren
Gleitstufen Rückschlüsse auf die lokal aktiven Gleitsysteme gezogen wer-
den. Die Existenz von Gleitstufen hängt jedoch vom Winkel zwischen Pro-
benoberfläche und Gleitrichtung des aktiven Gleitsystems ab. Gleitstufen
zeigen somit nur an, welche Gleitsysteme auf jeden Fall aktiv sind. Es kön-
nen jedoch prinzipiell auch weitere Gleitsysteme aktiv sein, die zu keinen
sichtbaren Gleitstufen an der Probenoberfläche führen. Dass ein aktives
Gleitsystem überhaupt keine sichtbare Gleitstufe hinterlässt, ist jedoch nur
dann der Fall, wenn die Gleitrichtung senkrecht zur Probenoberflächennor-
male verläuft. Bereits kleine Abweichungen davon führen zu einer zumin-
dest schwach ausgeprägten Gleitstufe. Dies ist ein weiterer Grund, warum
die Probenoberfläche möglichst glatt sein muss und eine Bildoptimierung in
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Bezug auf Helligkeit und Kontrast nötig ist: nur dann sind selbst schwach
ausgeprägte Gleitstufen sichtbar.

Bei fortschreitender Verformung kommt es zu Verfestigung, und die Ver-
setzungen der lokal aktiven Gleitsysteme können sich nicht mehr ungehin-
dert bewegen. Es kommt vermehrt zu Versetzungsklettern und Schneidpro-
zessen zwischen Versetzungen. Die sich daraus ergebende Verformung ist
deshalb nicht mehr geordnet und produziert keine klar voneinander trenn-
baren Gleitstufen mehr. Die Verformung an der Oberfläche führt zu einer
zunehmend gleichmäßig verteilten Oberflächenrauheit [116]. Im Vergleich
zu den Höhenunterschieden der zuvor erzeugten Gleitstufen beträgt diese
Verformung der Oberfläche ein Vielfaches. Anfangs sichtbare Gleitstufen
sind bei größerer Verformung deshalb nicht mehr oder nur noch begrenzt
erkennbar.

Der zuvor beschriebene Prozess setzt allmählich ein. Hinzu kommen be-
reits zu Beginn schwache Aktivitäten auf sekundären Gleitsystemen oder
gar Pencil Glide. Das führt dazu, dass Gleitstufen in der Regel nicht perfekt
gerade und somit nicht perfekt parallel verlaufen. Eine manuelle Auswer-
tung führt deshalb zu hohen Unsicherheiten. Im Falle von krz-Metallen gibt
es 48 mögliche aktive Gleitsysteme. Der Orientierungsunterschied in den
Gleitstufen zweier ähnlich orientierter Gleitsysteme beträgt somit im Schnitt
weniger als 4◦. Zur Identifizierung des zugrundeliegenden Gleitsystems
ist deshalb eine möglichst exakte Auswertung der Gleitstufenorientierung
nötig. Hierfür wurde die Software LINEDETECTOR entwickelt, welche eine
statistische Auswertung der Orientierungsverteilung unter Zuhilfenahme
der Hough-Transformation vornimmt. Die Ergebnisse sind dabei umso bes-
ser, desto stärker der Kontrast der Gleitstufen ausgeprägt ist und desto
weniger Fremdkontraste im Bild enthalten sind. Durch die saubere Proben-
oberfläche sowie der eingangs erwähnten Optimierung von Helligkeit und
Kontrast bei der Bildmontage ist beides gewährleistet.

5.4. Weißlichtinterferometrie

Mit der Weißlichtinterferometrie kann die Topographie einer Oberfläche ver-
messen werden. Die maximale Ortsauflösung des Systems beträgt 0.73 µm
bei einer Höhenauflösung von 0.5 nm. Bei entsprechend reduzierter Orts-
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auflösung (etwa 9 µm)4 können auch größere Probenbereiche vermessen
werden. Da der Probentisch automatisch angesteuert wird, kann auch ein
aus mehreren Einzelmessungen bestehender Bereich charakterisiert werden.
Die Software des Systems unterstützt dabei das automatische Zusammen-
setzen der Einzelmessungen zu einer Gesamtmessung.

Für eine quantitative Messung der Oberflächenrauheit ist eine hohe Orts-
auflösung nötig. Die untersuchten Proben werden deshalb nur an einzelnen
Stellen und stichprobenartig charakterisiert. Zusammen mit der Charak-
terisierung im DIC-Kontrast (Kapitel 5.3) ist dennoch eine durchgängige
Kontrolle der Oberflächengüte gewährleistet.

Es werden Höhenprofile von Probenober- und -unterseite vermessen.
Mit der selbstentwickelten Software WLI-TOOLS wird die Messung der
Probenunterseite gespiegelt5 und mit der Messung der Probenoberseite
additiv zusammengeführt. Zur Positionierung wird auf die Mikroskopbil-
der des Weißlichtinterferometers zurückgegriffen, in denen der Benutzer
zusammengehörende Referenzpunkte auswählt. Hierbei werden auch eine
Verdrehung der Messungen zueinander und Ebenenverkippungen korri-
giert. Mit dieser Methode können lokale Blechdickenänderungen gemessen
werden (Abb. 5.3).

Bei der lokalen Blechdickenmessung summieren sich Messlücken auf, da
das Ergebnisbild nur dort Messwerte enthält, wo beide Messungen gültige
Messwerte enthalten.

Messlücken haben ihre Ursache darin, dass das Weißlichtinterferometer
im Auflichtmodus betrieben wird. Die Probenoberfläche muss also genü-
gend Licht reflektieren. Dafür muss sie zum einen sauber sein (= hohe Inten-
sität des reflektierten Lichtes), und zum anderen korrekt ausgerichtet sein (=
das Licht muss auch in Richtung des Objektivs reflektiert werden). Bei hoher
Verformung wird die Probenoberfläche jedoch zunehmend uneben. Es ist
deshalb nicht mehr möglich, die Probe so auszurichten, dass die Oberfläche
an jeder Probenstelle ausreichend viel Licht zum Objektiv hin reflektiert.
Messlücken sind deshalb ab einer gewissen Verformung unvermeidbar. Dies
betrifft insbesondere tiefgezogene Näpfe im Bereich des Napfbodens, da
der Napfboden sich unter Umständen leicht aufwölbt und auch im Über-
gangsbereich zur Napfflanke eine starke Oberflächenkrümmung vorliegt.

4Der zu vermessende Bereich wird vom verwendeten System in 320× 240 Messpunkte eingeteilt.
5Die Höhenwerte bleiben erhalten, lediglich ihre Position wird gespiegelt.
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Bild 5.3.: Vorgehensweise der Blechdickenmessung mittels Weißlichtinterfe-
rometrie: Oben ist eine Zugprobe skizziert. Der Einfachheit wegen
erfolgt die Erklärung anhand einer Messung entlang der weißen
Linie. Die beiden Diagramme darunter zeigen die Topographie-
messungen an Ober- und Unterseite. Da die Probe zur Messung
der Unterseite gewendet werden muss, sind die Messwerte der
Unterseite entsprechend zu spiegeln. Die Messungen erfolgen
über die Messlänge hinaus bis in Probenbereiche, in denen keine
plastische Verformung erwartet wird. Dies liefert ein konstan-
tes Referenzniveau für den Nullpunkt der Höhenmessung. Beide
Topographiemessungen werden additiv überlagert. Die sich so
ergebende relative Blechdicke weicht um eine Konstante von der
wahren Blechdicke ab. Diese Konstante kann durch Blechdicken-
messungen an der Probenkante (optisch) oder außerhalb der Mess-
länge (Mikrometerschraube) ausreichend genau ermittelt werden.
Alternativ kann unter der Annahme der Volumenkonstanz bei
plastischer Verformung und Sichtbarkeit der Korngrenzen diese
Konstante angenähert werden.
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Grobkörnige Zugproben zeigen ab einer plastischen Verformung von etwa
5 % bis 10 % die ersten Messlücken.

Um dennoch eine vollständige Messung zu erhalten, werden bei der ers-
ten Messung nicht erfasste Probenbereiche in einer zweiten Messung bei
entsprechend gekippter Probe separat nachgemessen. Mit Hilfe der Software
WLI-TOOLS werden diese Messungen anschließend eingefügt: Die Software
unterstützt die Grobpositionierung anhand der vom Weißlichtinterferome-
ter aufgenommenen Mikroskopbilder. Mit Hilfe einer Regressionsanalyse,
die sowohl eine Feinverschiebung als auch die Beseitigung einer eventuellen
Ebenenverkippung vornimmt, werden die Aufnahmen dann sehr genau
eingefügt. Dennoch sind die Möglichkeiten des Systems begrenzt: Grobkör-
nige Zugproben weisen bei einer plastischen Verformung von etwa 20 %
die ersten Bereiche auf, die auch mit dieser Methode nicht mehr korrigiert
werden können.

5.5. Elektronenrückstreuung (EBSD)

Für die Orientierungsmessungen wird ein EBSD6-System verwendet. Hier-
mit wird die lokale Kristallorientierung mit Hilfe der Elektronenrückstreu-
ung gemessen. Das resultierende Beugungsbild stammt aus oberflächenna-
hen Bereichen der Probe. Dies hat zur Folge, dass eine möglichst saubere
Oberfläche benötigt wird. Künstlich von außen in die Oberfläche einge-
brachte Verformungen (zum Beispiel durch Schleifen) müssen vermieden
werden.

Die Ortsauflösung des verwendeten Systems erreicht bis zu 1 µm, die
Winkelauflösung bis zu 0.5◦, was einem typischen Wert entspricht [118].7

Zwei ähnlich orientierte Gleitsysteme unterscheiden sich unter Umstän-
den nur um wenige Grad; 0.5◦ ist also relativ ungenau. Die Genauigkeit

6Electron backscatter diffraction; Stellenweise ist auch die Bezeichnung OIM für Orientation Imaging
Microscopy anzutreffen. Hierbei handelt es sich jedoch um eine Markenbezeichnung.

7Die Messzeit skaliert mit der Anzahl der Messpunkte, ist also umgekehrt proportional zum Quadrat
des Messpunkteabstands. Unter idealen Voraussetzungen sind bei dem verwendeten System maximal
10 Messpunkte/s möglich. Amorphe Oxidschichten oder Ablagerungen auf der Oberfläche senken jedoch
die Intensität der Beugungsbilder; lokale Verformung führt zu Unschärfe [119]. Das verringerte Signal-
Rausch-Verhältnis kann teilweise kompensiert werden, indem mehrere Einzelbilder überlagert werden.
Die Geschwindigkeit des Systems kann dann auf bis zu 1 Messpunkt/s sinken. Unschärfe kann damit
jedoch nicht verringert werden.
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der Orientierungsbestimmung hängt maßgeblich vom Rauschen und der
Auflösung der CCD-Kamera ab sowie von den bildverarbeitenden nachge-
schalteten Hardwarekomponenten. Umso höher die Auflösung der CCD-
Kamera ist, desto besser ist die Winkelauflösung des Systems und desto
höher sind die Rechenzeiten pro Bild. Eine Verbesserung der Winkelauflö-
sung bei moderater Rechenzeit kann auch softwareseitig erreicht werden,
indem die grafische Auflösung mit Hilfe von Subpixeln künstlich erhöht
wird, was die Lagebestimmung der Kikuchi-Bänder verbessert. Damit ist
eine Verbesserung der Winkelauflösung auf bis zu 0.02◦ möglich [120]. Die-
ses Verfahren hat jedoch noch keinen Eingang in die Standard-Software
gefunden, und es existiert dort keine dokumentierte Schnittstelle, um ein
solches Verfahren effizient selbst nachzurüsten. Eine weitere Möglichkeit,
die real existierende Orientierung besser anzunähern, besteht darin, aus
allen Punktmessungen innerhalb eines Kornes eine mittlere Orientierung zu
bilden (siehe Anhang C).

Gängige EBSD-Systeme sind dafür ausgelegt, bei hohen Vergrößerungen –
also auf kleinen Flächen – zu arbeiten. Bei der Bewegung des Elektronen-
strahls über die Probe bewegt sich auch das Beugungsbild. Ohne Korrektur
wird diese Bewegung als Drehung fehlinterpretiert, was zu systematischen
Messfehlern bis zu 10◦ führt.8 Um diesen systematischen Fehler genau zu er-
fassen, wurden großflächige Eichmessungen an Einkristallen durchgeführt.
Mit Hilfe der selbsterstellten Software ANG-FILE-CORRECTOR können an-
hand dieser Eichergebnisse die vom EBSD-System gelieferten Messungen
an Zugproben korrigiert werden.

Unter Verwendung dieser Korrekturen können mit dem System Flächen
von etwa 1 mm× 5 mm gemessen werden. Für eine Zugprobe sind demzu-
folge 10–15 Messungen nötig. Diese werden mit einer eigenen Software zu
einer Gesamtmessung zusammengesetzt.9

Wenn der Elektronenstrahl bei einer Messung ungünstig steht, weil er
zum Beispiel genau eine Korngrenze, eine kleine Ablagerung oder eine lokal
stark verformte Zone trifft, kann es zu Fehlmessungen kommen, bei denen
die Orientierung überhaupt nicht oder falsch erkannt wird. Bei einer stark

8Dies betrifft selbst aktuelle EBSD-Systeme, obwohl der betreffende Hersteller bereits zu Beginn der vorlie-
genden Arbeit über das Problem und Lösungsmöglichkeiten unterrichtet wurde.

9Ohne die Korrektur des systematischen Messfehlers wären an den Nahtstellen deutliche Sprünge in den
gemessenen Orientierungen sichtbar.
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verformten Probenoberfläche kann es zu Abschattungen kommen, sodass
ein Teil des Beugungsbildes für die CCD-Kamera nicht sichtbar ist.

Messlücken kann die zum EBSD-System gehörende Software nachträglich
auffüllen, indem zum Beispiel die Orientierung eines benachbarten Mess-
punktes verwendet wird. Dies kann unter Umständen sinnvoll sein, aber
die Messung auch verfälschen. Es wird deshalb davon abgesehen, sofern
nicht explizit auf eine andere Vorgehensweise hingewiesen wird.

Mit Hilfe der Software GRAINFINDER werden die einzelnen Körner ei-
ner Messung in Bezug auf mittlere Orientierung und Größe automatisch
ausgewertet. Aus diesen Daten werden dann Textur und Korngrößenver-
teilung abgeleitet. Die Orientierungsmessungen werden außerdem dann
hinzugezogen, wenn der Verlauf einer Korngrenze im Lichtmikroskop trotz
Bildoptimierung nicht eindeutig erkennbar ist.

5.6. Orientierungsgradienten-Mapping (OGM)

Wie bei der optischen Charakterisierung kann auch mittels EBSD das lokale
Verformungsverhalten untersucht werden, indem die Probe im Ausgangs-
zustand und nach einzelnen Verformungsschritten charakterisiert wird: Bei
plastischer Verformung kann es zu lokalen Änderungen der Kristallorientie-
rung kommen [121–123].10 Da dies auf der Skala der Mikrostruktur nicht
homogen abläuft, sind die Orientierungsänderungen eine sehr wichtige
Messgröße für das lokale Materialverhalten.

Das Orientation Gradient Mapping (OGM) ist eine Methode zur Darstellung
und Auswertung von EBSD-Messungen im Hinblick auf lokale Orientie-
rungsänderungen. Da es sich dabei um eine im Rahmen dieser Arbeit entwi-
ckelte Methode handelt, wird im Folgenden näher auf die Grundlagen, die
Durchführung und die Auswertemöglichkeiten eingegangen. Das grund-
legende mathematische Handwerkszeug ist in Anhang C beschrieben. Zur
Berechnung des Orientierungsgradienten anhand von EBSD-Messungen,
zur Darstellung sowie zur Auswertung wird dabei auf die eigens entwickel-
te Software GRAINFINDER zurückgegriffen.

10Die Orientierungsinhomogenitäten können bei starker Kaltverformung soweit gehen, dass die ursprüngli-
chen Körner nicht mehr erkennbar sind [124].
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5.6.1. Grundlagen

Die Fließspannung σy wächst mit steigender Versetzungsdichte ρ (Verfesti-
gung):

σy ↑⇔ ρ ↑ (5.1)

Die Erzeugung von Versetzungen geschieht aufgrund plastischer Verfor-
mung εpl, welche von Korn zu Korn unterschiedlich sowie auch innerhalb
eines Kornes inhomogen ist. Unterbleiben Prozesse, wie zum Beispiel dyna-
mische Rekristallisation, so gilt:

σy ↑⇔ εpl ↑ (5.2)

Somit folgt:

ρ ↑⇔ εpl ↑ (5.3)

Versetzungen führen zu lokalen Orientierungsänderungen des Kristall-
gitters (einige einfache Beispiele mit Rechnung sind in [108] zu finden). Die
Orientierungsänderung, die von einer Versetzung erzeugt wird, kann von
einer zweiten Versetzung gleichen Typs und entgegengesetzten Vorzeichens
(Versetzungsdipole) wieder neutralisiert werden. Die Netto-Orientierungs-
änderung, die von einer Gruppe von Versetzungen erzeugt wird, hängt also
maßgeblich von der jeweiligen Versetzungsstruktur ab, und über diese mit
dem lokalen Verformungsgeschehen. In Abhängigkeit von Material und
Temperatur führt plastische Verformung entweder zur Ausbildung einer
zellulären oder zu einer homogenen Versetzungsstruktur11.

Zelluläre Versetzungsstrukturen bestehen aus nahezu versetzungsfrei-
en Bereichen (Zellinneres), die von versetzungsreichen Wänden (Zellwän-
den) umgeben sind. Die Zellwände lassen sich in Wände mit zufälliger
Versetzungsanordnung (Incidental Dislocation Boundaries, IDB) und Wän-
de mit geometrisch notwendigen Versetzungen (Geometrically Necessary
Boundaries, GNB) unterteilen [107, 126].12 Die Netto-Rotationsachsen von
11Die Materialien mit homogener Versetzungsstruktur (non-cell forming materials) weisen zwar auch Mecha-

nismen auf, die zu einer Subkornbildung führen, diese Unterscheiden sich in ihrer Ausprägung jedoch
von versetzungszellbildenden Materialien [125].

12Ein Bereich, der von GNB umgeben ist, wird als GNB-Zelle bezeichnet; analog dazu wird ein Bereich, der
von IDB umgeben ist, als IDB-Zelle bezeichnet. GNB-Zellen enthalten immer mehrere IDB-Zellen.
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IDB sind zufällig verteilt, während die Netto-Rotationsachsen von GNB
Vorzugsorientierungen aufweisen [127]. Benachbarte IDB haben bevorzugt
eine entgegengesetzte Netto-Missorientierung [125, 128].

In [127] wurden TEM-Untersuchungen an kaltgewalztem Al durchgeführt
und der mittlere Missorientierungswinkel 〈θIDB〉 über IDB beziehungsweise
〈θGNB〉 über GNB gemessen. Eine Erhöhung der von Mises-Dehnung von
0.06 auf 0.8 führte zu einer Veränderung in 〈θIDB〉 von 0.5◦ auf 1.7◦ bezie-
hungsweise in 〈θGNB〉 von 1.3◦ auf 6.2◦. Das impliziert, dass der mittlere
Missorientierungswinkel mit der lokalen Versetzungsdichte und folglich
mit der lokalen Verfestigung skaliert:

〈θ〉 ↑⇔ ρ ↑ (5.4)

In einem ähnlichen Experiment wurde die Zellgröße gemessen [107]. Die
untersuchte von Mises-Dehnung reichte von 0.06 bis 0.41. Die IDB-Zellen-
größe sank dabei von 3 µm auf 1.2 µm, die GNB-Zellengröße von 8.5 µm
auf 2.5 µm. Ähnliche Ergebnisse ergaben TEM-Untersuchungen von gewalz-
ten Al-1%Mn-Einkristallen, dabei wurden Abwalzgrade von 18 % bis 90 %
verwendet [129]. Das heißt:

Zellgröße ↓⇔ εpl ↑ (5.5)

Diese Ergebnisse zeigen, dass die Winkelauflösung des verwendeten
EBSD-Systems ausreicht, um die Orientierungsänderung über die Zellgren-
zen hinweg zu messen. Die Ortsauflösung reicht bei geringen Verformungs-
graden aus, um einzelne Zellen klar voneinander getrennt zu messen; bei
höheren Verformungsgraden entspricht die Größe des Messpunkts in etwa
der Größe einer IDB-Zelle, sodass die Messung aussehen sollte, als wäre sie
von einem leichten Rauschen überlagert.

Bei der Charakterisierung von ganzen Zugproben kann aus Zeitgründen
jedoch keine Messung mit der maximalen Ortsauflösung erfolgen; die Mess-
punkte werden deshalb mit höherem Abstand voneinander gesetzt. Es stellt
sich somit die Frage, welche Missorientierung sich im statistischen Mittel er-
gibt, wenn bei einer zellulären Versetzungsstruktur die Orientierung zweier
zufällig ausgewählter Zellen gemessen wird.

Die Orientierungsmessungen von zufällig ausgewählten Zellen liefere
N Missorientierungswinkel θi zwischen benachbarten Messpunkten. Der
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Mittelwert 〈θ〉 = ∑i θi/N skaliert mit dem mittleren Missorientierungswin-
kel der Zellgrenzen (〈θIDB〉 beziehungsweise 〈θGNB〉). Der Zusammenhang
zwischen der Höhe der plastischen Verformung (beziehungsweise der Zell-
größe) und 〈θ〉 hängt davon ab, wie sich die Verteilungsfunktion der Missori-
entierungwinkel über IDB und GNB im Laufe der Verformung ändert. Nach
einer Normalisierung auf 〈θIDB〉 beziehungsweise 〈θGNB〉 ist die Form der
Verteilungsfunktion für viele Materialien nahezu gleich, und zwar sowohl
bei kleinen als auch bei großen plastischen Dehnungen [127, 130].13 Deshalb
kann davon ausgegangen werden, dass der gemessene Missorientierungs-
winkel primär auf 〈θIDB〉 und 〈θGNB〉 zurückzuführen ist. Es gibt keinen
Grund zu der Annahme, eine Erhöhung von 〈θIDB〉 oder 〈θGNB〉 könnte zu
einer Verringerung in 〈θ〉 führen. Das heißt, dass in Bereichen, über die
große Missorientierungswinkel θi gemessen wurden, im Mittel hohe lokale
Versetzungsdichten vorliegen.

In [109] wurde der mittlere Missorientierungswinkel 〈θ〉 ermittelt, indem
die Missorientierungen θi zwischen 10 Punkten nahe der Korngrenze be-
züglich eines Punktes in der Kornmitte gemessen wurde. Der ferritische
Stahl 2.25%Cr-1%Mo wurde unter verschiedenen Lastbedingungen und
nach verschiedenen plastischen Dehnungen untersucht. Es ergab sich ein
linearer Zusammenhang zwischen 〈θ〉 und der makroskopischen plasti-
schen Dehnung εpl,macro. In einem Fall (Raumtemperatur, Zugversuch) wies
das Material eine homogene Versetzungsverteilung auf. Das Ergebnis war
konsistent mit den Ergebnissen, die bei Vorliegen einer zellulären Verset-
zungsstruktur (erhöhte Temperatur) erzielt wurden. Ein ferritischer Stahl
mit sehr niedrigem Kohlenstoffgehalt wurde in [132] untersucht. Im Zug-
versuch wurden Dehnungen bis 10 % aufgebracht. Auch hier zeigte sich
ein linearer Zusammenhang zwischen θAvg und εpl,macro. Das deutet darauf
hin, dass der Einfluss der plastischen Verformung auf die gemessenen Miss-
orientierungen bei homogener Versetzungsstruktur konsistent ist mit den
Ergebnissen bei zellulären Versetzungsstrukturen.

Versetzungen können eine Probe an der Oberfläche verlassen oder ein-
ander annihilieren. Im Extremfall eines Einkristalls passiert es zu Beginn
der plastischen Verformung, dass trotz makroskopischer plastischer Deh-
nung kaum Verfestigung erfolgt. In der Regel ist die Verfestigungsrate nicht

13Ein Vergleich erbrachte ferner, dass sowohl 〈θIDB〉 als auch 〈θGNB〉 vergleichbare Verteilungsdichten auf-
weisen, deren Form am besten mit einer Rayleigh-Verteilung angenähert werden kann [131].
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konstant. Auch wenn das an der generellen Aussage von Gl. (5.3) kaum
etwas ändern dürfte – ein perfekter linearer Zusammenhang zwischen ρ
und εpl wäre nicht zu erwarten (siehe hierzu auch die Messergebnisse in
Kapitel 7.3).

5.6.2. Durchführung

Die gängigen EBSD-Systeme bieten mehrere Möglichkeiten der Messpunk-
teanordnung:

• hexagonal: Die Messpunkte jeder zweiten Zeile sind versetzt, sodass
sich ein hexagonales Raster ergibt.

• quadratisch: Die Messpunkte sind horizontal und vertikal ausgerich-
tet. Zeilen- und Spaltenabstand sind gleich, sodass sich ein quadrati-
sches Raster ergibt.

• angepasst: Die Messpunktedichte kann entweder vom Benutzer lokal
unterschiedlich gewählt werden oder wird vom EBSD-System auto-
matisch gewählt. Im letzteren Fall wird der Messpunkteabstand in
der Nähe von Korngrenzen verringert, um den Korngrenzenverlauf
möglichst genau abzubilden.

Die quadratische Messpunkteanordnung ist für die nachfolgende Darstel-
lung und Auswertung am einfachsten zu handhaben, weshalb sie bevor-
zugt zum Einsatz kommt. Bei hexagonaler Anordnung ist eine geeignete
Konvertierung in eine quadratische Messpunkteanordnung vorteilhaft. Die
angepasste Anordnung mit variablem Messpunkteabstand wird nicht ver-
wendet, da sie bei der Auswertung zusätzliche Probleme bereitet (näheres
hierzu nachfolgend in Kapitel 5.6.3).

5.6.3. Auswertung

Für jeden Punkt der EBSD-Messung wird der nächste Messpunkt in positiver
x-Richtung ermittelt. Aus dem Orientierungsunterschied zwischen beiden
Messpunkten werden der Missorientierungswinkel ∆θ′x und die zugehörige
Rotationsachse ∆~θ′x berechnet (siehe Anhang C). Analog dazu werden ∆θ′y
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und ∆~θ′y anhand der Orientierung des nächsten Messpunktes in positiver y-
Richtung berechnet. Generell gilt ∆θ′ ∈ [0; π].

Es gibt nun prinzipiell viele Möglichkeiten, den Orientierungsgradienten
∆θ zu definieren. Da die quantitative Betrachtung von Orientierungsgradi-
enten noch neu ist, kann gegenwärtig noch nicht abgesehen werden, welche
Definition am zweckmäßigsten ist. Unter Umständen sind je nach Anwen-
dungsfall auch verschiedene Definitionen sinnvoll. Im Folgenden werden
deshalb einige einfache Möglichkeiten aufgezeigt, die auf der Auswertung
der Missorientierungswinkel basieren.

Hier wird der Orientierungsgradient ∆θ definiert als eine Norm der Form

∆θi :=

(
∑

j

(
∆θ′j
)i
)1/i

(5.6)

In dieser Arbeit verwendete Normen sind 1, 2 und ∞:

∆θ1 = ∑
j

∆θ′j = ∆θ′x + ∆θ′y (5.7)

∆θ2 =
√

∑
j

(
∆θ′j

)2
=

√(
∆θ′x
)2

+
(

∆θ′y
)2

(5.8)

∆θ∞ = max
(

∆θ′j
)

= max
(

∆θ′x, ∆θ′y
)

(5.9)

Alternativ kann auch ein arithmetischer Mittelwert verwendet werden:

∆θAvg =
1
N ∑

j
∆θ′j =

∆θ′x + ∆θ′y
2

(5.10)

Hierbei ist N die Anzahl der Missorientierungswinkel. Bei einer quadra-
tischen Anordnung wäre es beispielsweise denkbar, noch einen dritten
Missorientierungswinkel ∆θ′xy zu betrachten, der anhand des nächsten Mess-
punktes in der Diagonalen berechnet wird.

Die statistische Missorientierung zwischen benachbarten Messpunkten
wird auch vom Abstand der Messpunkte beeinflusst [84, 126, 133]. Ein direk-
ter Vergleich von OGM-Messungen ist deshalb nur dann möglich, wenn alle
Messungen den gleichen Messpunkteabstand verwenden. Als erster Ansatz
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könnte anstelle von ∆θ′x, ∆θ′y und ∆θ′xy ein abstandsbezogener Orientierungs-
gradient ∆θrel berechnet werden, indem die auf die Messpunkteabstände ∆x
und ∆y bezogenen Missorientierungswinkel verwendet werden [84]:

∆θ′rel,x =
∆θ′x
∆x

(5.11)

∆θ′rel,y =
∆θ′y
∆y

(5.12)

∆θ′rel,xy =
∆θ′xy√

∆x2 + ∆y2
(5.13)

Die Betrachtung abstandsbezogener Orientierungsgradienten setzt voraus,
dass sich alle zwischen zwei Messpunkten existierenden Orientierungsän-
derungen aufaddieren. Dies könnte unter Umständen vielleicht für GNB
angenommen werden. Benachbarte IDB bewirken jedoch bevorzugt eine ent-
gegengesetzte Orientierungsänderung. Eine Untersuchung ergab, dass der
mittlere Missorientierungswinkel mit zunehmendem Messpunkteabstand
ein Sättigungsverhalten zeigt [125, 126].

Die Frage, wie OGM-Messungen mit unterschiedlichem Messpunkteab-
stand quantitativ miteinander verglichen werden können, kann derzeit nicht
eindeutig beantwortet werden. Aus diesem Grund werden in der vorliegen-
den Arbeit OGM-Messungen nur dann quantitativ gegenübergestellt, wenn
der Messpunkteabstand vergleichbar ist.

5.6.4. Abgrenzung zu verwandten Verfahren

Die Betrachtung von Orientierungsänderungen und lokalen Missorientie-
rungen aufgrund plastischer Verformung ist vielerorts in der Literatur zu
finden. Um die Unterschiede zwischen OGM und den bisherigen Verfahren
zu verdeutlichen, werden diese im Folgenden näher erläutert.

Eine der ersten Vorgehensweisen bestand darin, die Änderung der Textur
aufgrund der Verformung zu ermitteln. Die lokalen Orientierungen werden
dabei über das ganze Probenvolumen gemittelt erfasst. Eine gängige Vorge-
hensweise der Modellierung bestand im Grundprinzip darin, die aktiven
Gleitsysteme und deren Abgleitung für jede in der Ausgangsprobe vorlie-
gende Orientierung anhand der globalen plastischen Dehnung εpl,macro und
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des Taylor-Faktors zu ermitteln (Anhang E). Die daraus für jede Ursprungs-
orientierung abgeleitete Kristallgitterdrehung wurde verwendet, um die
Texturänderung zu modellieren. Eine Vielzahl von Untersuchungen zeigte,
dass es mit dieser Vorgehensweise zwar möglich ist, in der Simulation die
Tendenz der Orientierungsänderung einer großen Gruppe von Körnern zu
berechnen, dass aber bei der gezielten Betrachtung einzelner Körner die
Simulationsergebnisse meist falsch sind (siehe zum Beispiel [122, 134]).14

In einer detaillierteren Variante wird bei der Texturmessung die Verbreite-
rung einzelner Beugungsreflexe betrachtet. Jedes unverformte Korn liefert
bei einer Texturmessung einen Punkt im Orientierungsraum. Kommt es
aufgrund plastischer Verformung im Korn zu lokalen Orientierungsände-
rungen, verbreitert sich der Punkt (orientation spread). Die Betrachtung mittelt
nun nicht mehr über das gesamte Probenvolumen, sondern über einzelne
Körner, wobei die Position der Körner in der Probe nicht betrachtet wird.

Später wurden Orientierungsmessungen an einzelnen Körnern durchge-
führt. In [109] wurden die Missorientierungen zwischen 10 Punkten nahe der
Korngrenze bezüglich eines Punktes in der Kornmitte gemessen. Vom Prin-
zip her vergleichbar, wenn auch mit mehr Messpunkten, wurde in [84, 132]
eine mittlere Missorientierung pro Korn bestimmt: Für jeden Punkt der
EBSD-Messung wurde die Missorientierung zur mittleren Kornorientierung
berechnet. Aus allen Missorientierungen wurde der Mittelwert gebildet.
Hier ist nun zusätzlich die Position des Kornes in der Probe bekannt.

Eine genauere Information über den Ort von Orientierungsgradienten
kann anhand von Messungen entlang einer Linie (linescans) und dem Be-
rechnen des Missorientierungswinkels benachbarter Messpunkte erhalten
werden [81, 84, 133, 135–137]. Abgesehen davon, dass das Verfahren nur
die Orientierungsänderungen entlang einer Linie misst, birgt es auch ein
Problem: Die erhaltenen Missorientierungen hängen von der Richtung der
Messlinie ab [126].

In den ersten Arbeiten mit einer lokalen, flächigen Darstellung der Gitter-
rotationen wird der Missorientierungswinkel zwischen lokaler Orientierung
und der ursprünglichen mittleren [110,138] beziehungsweise aktuellen mitt-

14Auch hier bestätigt sich wieder, dass selbst die in mehrerern Versuchen verifizierte Übereinstimmung einer
über die ganzen Probe gemittelten Eigenschaft in Simulation und Experiment kein Garant dafür ist, dass
auch lokal Übereinstimmung herrscht. Eine solche Vorgehensweise ist also nicht geeignet, um die lokale
Korrektheit eines Modells zu belegen.
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leren [84, 137, 139] Kornorientierung aufgetragen. Diese Art der Darstellung
scheint nur auf den ersten Blick vergleichbar mit dem OGM, denn die lokale
Mikrostruktur äußert sich nicht als Änderung der lokalen Orientierung in
Bezug auf irgendeine Referenzorientierung. Die Verwendung der ursprüng-
lichen mittleren Kornorientierung als Referenz hat den Nachteil, dass beim
Aus- und Wiedereinbauen der Probe Verkippungen auftreten können, die zu
Artefakten führen; Starrkörperrotationen des Kornes werden als lokale Ori-
entierungsänderungen fehlgedeutet. Die Darstellung anhand der aktuellen
mittleren Orientierung umgeht diese Probleme zwar, ist aber sehr missver-
ständlich und uneindeutig, wie folgendes Beispiel zeigt: Angenommen, eine
Subkorngrenze, die entlang der y-Achse verläuft und eine Gitterrotation
Rα um den Winkel α bewirkt, bewege sich entlang der x-Achse durch ein
rechteckiges Korn mit der Ausgangsorientierung R0; die aktuelle x-Position
der Subkorngrenze sei x. Das Korn habe entlang der x-Achse die Ausdeh-
nung Lx. Die aktuelle mittlere Kornorientierung 〈R〉 kann dann für kleine α
genähert werden mit

〈R〉 =
(

1− x
Lx

)
R0 +

x
Lx

RαR0

=
((

1− x
Lx

)
I +

x
Lx

Rα

)
R0 (5.14)

hierbei bezeichnet I die Einheitsmatrix. In Bezug auf die aktuelle mittlere
Kornorientierung ergibt sich linksseits der Subkorngrenze die Missorientie-
rung

θlinks = 〈R〉RT
links

= 〈R〉 (RαR0)
T

= 〈R〉RT
0 RT

α

=
((

1− x
Lx

)
I +

x
Lx

Rα

)
RT

α

=
(

1− x
Lx

)
RT

α +
x
Lx

I (5.15)
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Analog dazu gilt rechtsseits der Subkorngrenze

θrechts = 〈R〉RT
rechts

= 〈R〉RT
0

=
(

1− x
Lx

)
I +

x
Lx

Rα (5.16)

Auch ohne konkretes Ausrechnen der Missorientierungswinkel θlinks und
θrechts ist klar, dass diese nicht konstant sind, sondern von der Lage der
Subkorngrenze abhängen. Die Farbgebung in der Darstellung des Korns
hängt somit von der Lage der Korngrenze ab. Schlimmer noch: für x = Lx/2
folgt wegen θ ∈ [0; π]

θlinks = θrechts (5.17)

und die Subkorngrenze ist überhaupt nicht mehr sichtbar. Auch die in [84]
gewählte differentielle Darstellung hat wegen ∆θ = θrechts− θlinks = 0 dieses
Problem. Die lokal erfasste Missorientierung hängt also von ihrer Lage und
den Orientierungen an anderen Stellen des Kornes ab. Sie wird demnach
unterschiedlich und im Extremfall gar nicht erfasst. Die prinzipiellen Struk-
turen können in den meisten Fällen qualitativ sichtbar gemacht werden, für
eine lokale quantitative Auswertung erscheint diese Vorgehensweise jedoch
nicht geeignet.

Das OGM ist daher das einzige Verfahren, welches eine eindeutige, quan-
titative Charakterisierung der Probenoberfläche im Hinblick auf lokale Miss-
orientierungen erlaubt: Die Messung an einem Ort ist unabhängig von der
Lage des Ortes in der Probe und unabhängig von Messungen an anderen
Stellen des Kornes. Es ist somit ganz klar ersichtlich, wo welche Missorien-
tierungen vorliegen. Anhand der Orientierungsänderung über eine einzelne
Versetzungszellwand kann auf die darin enthaltenen Versetzungen geschlos-
sen werden [140]. Es ist anzunehmen, dass auch das OGM diese Möglichkeit
bietet, sodass mit diesem Verfahren die lokalen Gleitsystemaktivitäten quan-
titativ ausgewertet werden können.
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6. Experimenteller Aufbau und
Probenpräparation

6.1. Materialwahl

6.1.1. Anforderungsprofil

Der Einfluss der Relation Korngröße :Probengröße auf die Fließspannung soll
mit eindeutiger Identifizierbarkeit der Ursache möglichst gezielt untersucht
werden. Das bedeutet im Einzelnen:

Die Korngröße sollte in weiten Bereichen skalierbar sein. Andere Mate-
rialparameter, wie Textur, Kornform und Korngrößenverteilung, sollten
dabei möglichst wenig beeinflusst werden. Die Skalierung sollte keine
Veränderung der Verformungsmechanismen bewirken: kommt es bei der
Glühbehandlung zum Beispiel zu Korngrenzenseigerungen, kann Korn-
grenzensprödigkeit folgen. Unter Umständen wird dann der Wechsel des
Verformungsmechanismus irrtümlich für einen Größeneffekt gehalten. Eine
Glühbehandlung darf auch nicht die lokale chemische Zusammensetzung
verändern: ein mögliches Problem stellt das Abdampfen von Materialbe-
standteilen mit niedrigem Dampfdruck dar, wie beispielsweise eine lokale
Zn-Verarmung an der Oberfläche von Messing-Legierungen.

Das Material sollte eine einfache Mikrostruktur aufweisen. Umso kom-
plexer eine Mikrostruktur ist, desto mehr Eigenschaften sind zu berück-
sichtigen. Dazu zählen zum Beispiel Eigenschaften von unterschiedlichen
Phasen und von Phasengrenzflächen. In einem einphasigen Material kann
ein dendritisches Gefüge vorliegen, welches aufgrund der Änderungen in
der chemischen Zusammensetzung lokal unterschiedliche Eigenschaften
aufweist. Ähnliche Probleme ergeben sich bei einer lokal unterschiedlichen
Textur oder lokal unterschiedlichen Verfestigungszuständen.
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Bei der Skalierung der Korngröße sollen außer der Korngröße möglichst
alle Gefügeparameter konstant bleiben. Liegen viele Gefügeparameter vor,
so ist die Suche nach einer Prozedur zum gezielten Einstellen der Korngröße
sehr aufwändig; gleiches gilt für die jedesmal notwendige vollständige Cha-
rakterisierung der Proben, um die Gefügeparameter zu überprüfen. Sofern
überhaupt eine Möglichkeit zur gezielten Skalierung der Korngröße gefun-
den werden kann, ist davon auszugehen, dass die nötige Vorgehensweise
selbst wieder sehr aufwändig ist, und dass sie (wegen der erforderlichen
Reproduzierbarkeit) eine sehr exakte Prozessführung voraussetzt.

Um die lokalen Verformungsprozesse richtig verstehen und modellieren
zu können, müssen neben den lokalen Gefügeparametern aber auch die
Eigenschaften der einzelnen Gefügebestandteile bekannt sein. Beides ist
häufig nicht oder nur unter sehr großem Aufwand messbar. Es gibt demnach
viele Unbekannte, viele Fitkonstanten.

Die Schwierigkeit der eindeutigen Ursachenfindung hängt auch mit der
Komplexität der zugrundeliegenden Verformungsmechanismen zusammen.
Der einfachste Fall ist Versetzungsgleiten auf klar identifizierbaren Gleitsys-
temen. Als Materialparameter müssen dann für den Beginn der plastischen
Verformung nur noch die kritischen Schubspannungen berücksichtigt wer-
den; diese können prinzipiell direkt gemessen werden. Aber selbst in dieser
einfachen Situation sind Fitkonstanten nötig, sobald Verfestigung model-
liert werden soll. In vielen Modellen wird ein empirisches, makroskopisch
verifiziertes Verfestigungsgesetz verwendet, wie in Gl. (3.13):

τy ≈ αµb
√

ρ (6.1)

Ein Problem ist hierbei die Ermittlung der Versetzungsdichte ρ. Jedes Gleit-
system i hat seine eigene Schubspannung τy,i. Versetzungen des Gleitsystems
i haben auf τy,i eine andere Wirkung als Versetzungen eines anderen Gleit-
systems j. Das heißt, dass die „effektive Versetzungsdichte“ ρeff,i für jedes
Gleitsystem unterschiedliche Werte annimmt [141, 142]. Die Gleichung wird
damit zu

τy,i ≈ αµb
√

ρeff,i (6.2)

mit

ρeff,i = ∑
j

Hijρj (6.3)
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Hierbei ist ρj die Versetzungsdichte auf dem Gleitsystem j.1 Unter der An-
nahme Hij = Hji bleiben bei 12 Gleitsystemen (das entspricht dem ein-
fachsten Fall) „nur“ noch 78 Unbekannte. Bei 48 Gleitsystemen, wie in krz-
Metallen maximal möglich, sind es 1176. Das Verfestigungsgesetz nach Tay-
lor gilt vermutlich nur im globalen Mittel, und genau genommen sind die
Hij keine Konstanten, sondern es gilt im ungünstigsten Fall Hij(ρ1, . . . , ρN).
Hier endet zum gegenwärtigen Stand auch jede Möglichkeit einer lokalen
experimentellen Verifikation.2 Bei so vielen Fitkonstanten und Fitfunktionen
gibt es nahezu endlos viele Möglichkeiten, ein experimentell gemessenes
Verhalten nachzubilden. In der Literatur wird häufig vereinfachend ange-
nommen:

Hij = Hδij (6.4)

Es gibt dann nur noch eine Fitkonstante H. Damit wird die Mathematik
zwar ein gutes Stück handlicher, ob sie damit aber auch realitätsnah ist,
bleibt eine offene Frage.

Selbst bei der Betrachtung des einfachsten Falls kommt es also mit Eintre-
ten der Verfestigung zu Problemen. Bei anderen Verformungsmechanismen,
wie Quergleiten/Versetzungsklettern und Zwillingsbildung, sieht es im
Prinzip ähnlich aus. Insbesondere kommt noch hinzu, dass die verschiede-
nen Mechanismen schon zu Beginn der plastischen Verformung miteinander
wechselwirken.

Bei all diesen Unwägbarkeiten ist also auf ein Material zurückzugreifen,
dessen grundlegende Eigenschaften möglichst vollständig bekannt sind.

6.1.2. Eigenschaften von Fe-3%Si

Die Wahl des Materials ist auf die Legierung Fe-3%Si gefallen. In der Lite-
ratur sind Legierungen diesen Typs mit leichten Variationen im Si-Gehalt

1In der Kristallplastizität wird in ähnlicher Bedeutung zur Modellierung des Abgleitwiderstandes eines
Gleitsystems die Verfestigungsraten-Matrix hij verwendet, siehe zum Beispiel [143, 144].

2Eigentlich handelt es sich hier um ein Homogenisierungsproblem: Die Wirkungen einzelner Versetzungen
aufeinander müssen kompakt zusammengefasst werden. Ein Ausweg dürfte also darin bestehen, mit Hilfe
dreidimensionaler Versetzungssimulationen die Versetzungswechselwirkungsmatrix H zu untersuchen.
Die dreidimensionale Versetzungssimulation kann prinzipiell mittels TEM-Messungen lokal experimentell
verifiziert werden. Die Anzahl der für die Simulation benötigten Kennwerte ist überschaubar, und die
Werte sind auch messbar oder mit Hilfe von First-Principle-Simulationen sinnvoll eingrenzbar. Allein die
für diese Simulationen nötige Rechenzeit setzt dem heute noch Grenzen.
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häufig Gegenstand von Untersuchungen, und wichtige Materialkennwerte
sind bekannt (siehe zum Beispiel [145–147]). Auch eine nominell gleich
bezeichnete Legierung kann sich jedoch im Detail unterscheiden. Die Über-
tragbarkeit der Ergebnisse ähnlicher Legierungen auf die verwendete ist
zwar tendentiell möglich, bedarf aber grundsätzlich der Überprüfung, so-
fern es auf exakte Werte ankommt.

Gefüge

Das Gefüge der verwendeten Legierung ist bei Raumtemperatur einphasig
und nicht dendritisch. Die Legierung ist krz, es liegen keine Zwillinge vor.
Da auch bis zum Schmelzpunkt keine Phasenumwandlung erfolgt [148],
kann die Korngröße durch einfache Glühbehandlung eingestellt werden.
Die Körner haben dabei selbst im Falle einer zweidimensionalen Kornstruk-
tur eine gleichachsige Form; bei ausreichend hoher Heizrate unterbleibt das
anormale Wachstum von Körnern mit Goss-Orientierung [149], sodass die
Korngrößenverteilung mit Hilfe der Lognormal-Verteilung beschrieben wer-
den kann. Bei einer zweidimensionalen Kornstruktur sind die Korngrenzen
nahezu senkrecht zur Oberfläche [114]. Häufig endet das Kornwachstum,
wenn die Korngröße in den Bereich der Blechdicke kommt [150]. Bei der ver-
wendeten Legierung wurde zwar eine Verlangsamung des Kornwachstums
festgestellt, aber selbst bei 0.3 mm dicken Blechen konnten durch Glühung
Korngrößen von 3 mm und mehr erreicht werden. Die Körner wiesen dabei
meist eine sehr gleichmäßige Form und Größenverteilung auf. Die Textur
ist bei gewalzten Blechen über die Blechdicke unter Umständen inhomogen.
Mit steigender Glühtemperatur wird diese Inhomogenität durch Rekristalli-
sation zunehmend abgebaut, sodass bei Glühtemperaturen ab 750°C keine
signifikanten Texturunterschiede mehr erkennbar sind [151]. Dies wurde
auch anhand eigener EBSD-Messungen an Querschliffen geglühter Bleche
verifiziert.

Makroskopische Plastizität

Wegen des Si-Gehaltes ist die Seigerung von S an den Korngrenzen stark
gehemmt, sodass selbst im grobkörnigen Gefüge ein transgranularer Bruch
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vorliegt [152].3 Untersuchungen haben ferner gezeigt, dass durch Glühung
keine Seigerung des Si an der Probenoberfläche stattfindet [153].

In Abhängigkeit vom C-Gehalt kann es je nach Glühtemperatur und
Abkühlgeschwindigkeit zur Bildung von Ausscheidungen (µ-Karbide) kom-
men. Dies beeinflusst die Härte, wie beispielsweise im Falle von Fe-6%Si
mit 200 ppm C [146]. Die in dieser Arbeit verwendete Legierung hat einen
niedrigen C-Gehalt von deutlich weniger als 50 ppm; Einflüsse auf die Härte
aufgrund von Ausscheidungsbildung sind entsprechend gering. Um den-
noch sicherzugehen, werden Glühtemperatur und Abkühlzeiten bei allen
Proben möglichst gleich gewählt.

Wegen der elastischen Anisotropie sind die Spannungen bei Belastung
an den Korngrenzen deutlich höher als im Korninnern. Deshalb kommt
es bereits vor dem Erreichen der globalen Fließspannung zu plastischer
Mikrodehnung [35,154]. Inwiefern die elastische Anisotropie auch bei der
Modellierung der verwendeten Legierung zu berücksichtigen ist, wird im
Experiment geprüft.

Wie viele andere krz-Legierungen sind auch bei Fe-3%Si Fließspannung
und Verfestigung dehnraten- und temperaturabhängig [155, 156]. Die Zug-
versuche werden deshalb alle quasistatisch und bei gleicher Temperatur
durchgeführt.

Gleitsystemaktivität

Allgemein gilt für krz-Systeme, dass je nach Material, Temperatur und Ver-
formungsbedingungen die drei Gleitsystemklassen {110}<111>, {112}<111>
und {123}<111> zur Verfügung stehen. Stellenweise ist auch {hkl}<111> (Pen-
cil Glide) möglich. Generell treten {123}<111> und {hkl}<111> insbesondere
bei hohen Temperaturen und niedrigen Umformgeschwindigkeiten auf [48].

Da die {112}-Ebene im krz-Gitter keine Spiegelebene ist, hängt die kri-
tische Schubspannung vom Vorzeichen ab (Twinning- und Antitwinning-
Richtung [157], sogenannte non-Schmid-Effekte [60]). Das führt dazu, dass bei
aktiver {112}-Gleitung die Gleitebenen auf der Zugseite von Biegeproben
anders verlaufen als auf deren Druckseite. Da Experimente bei Raumtem-
peratur auf Ober- und Unterseite von Fe-3%Si-Proben gleich verlaufende

3Im Gegensatz beispielsweise zu X6Cr17, welcher feinkörnig zwar transkristallin bricht, nach Grobkornglü-
hung jedoch die Tendenz zum interkristallinen Bruch zeigt.
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Gleitlinien zeigen [158], kann eine reine {110}-Verformung vermutet werden.
Erst bei Temperaturen oberhalb der Raumtemperatur wird {112}-Gleitung
gefunden. Die Gleitebenen sind jedoch auch bei Raumtemperatur häufig ge-
krümmt [159], wobei die Krümmung der Ebenen der maximalen wirkenden
Schubspannung folgt. Dies ist aber eigentlich typisch für {hkl}-Gleitung und
kann auf eine Aktivität der {112}-Systeme hindeuten [93].

Es lässt sich für die kritischen Schubspannungen festhalten, dass

τ{110} < τ{112},Twinning < τ{112},Antitwinning (6.5)

Dies legt zumindest eine Bevorzugung von {110}-Gleitung nahe. Bei weniger
als 5 at% Si ist der Unterschied zwischen den kritischen Schubspannungen
jedoch gering [160,161]. Aber bereits kleine Unterschiede in τ{110} und τ{112}
können dazu führen, dass {112}-Gleitung zum Erliegen kommt. So zeigten
Untersuchungen an Fe-2.9%Si-Einkristallen, dass bei gezielter Aktivierung
eines {112}-Systems eine um 15 % höhere kritische Schubspannung gemes-
sen wurde, als für {110}-Gleitung. Eine genauere Betrachtung ergab, dass
exakt bei diesem Wert in den benachbarten {110}-Ebenen die kritische Schub-
spannung τ{110} erreicht wurde – möglicherweise erfolgte also nur eine
scheinbare Aktivierung des {112}-Gleitsystems.

Die Frage, welche Gleitsysteme in der vorliegenden Legierung aktiv sind,
ist ohne Weiteres anhand der Literatur nicht eindeutig zu klären. Aus die-
sem Grund sind vorab Experimente zur Klärung dieser Frage nötig (siehe
Kapitel 7.2).

Versetzungsmechanismen

In reinen krz-Metallen verlieren Schraubenversetzungen mit sinkender Tem-
peratur ihre Beweglichkeit, während Stufenversetzungen mobil bleiben. Das
lokale Verhalten ist somit stark temperaturabhängig. Bei Fe-3%Si verändert
sich die Differenz der Mobilität jedoch nicht merklich [162]. Wird die Bewe-
gung von Versetzungen auf einem Weg ohne Hindernisse betrachtet (free
flight velocity), so sind Stufenversetzungen bei einer bestimmten anliegenden
Spannung stets signifikant schneller als Schraubenversetzungen: die Bewe-
gung der Stufenversetzungen beginnt bereits bei der Hälfte der makroskopi-
schen Fließspannung [4]. Die Unbeweglichkeit der Schraubenversetzungen
ist primär darauf zurückzuführen, dass diese aufspalten [163]. Theoretische
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Betrachtungen zeigen jedoch, dass die mittlere effektive Geschwindigkeit
(= inklusive der Überwindung von Hindernissen) einer Gruppe von Verset-
zungen für Stufen- und Schraubenversetzungen nahezu gleich ist [147]. Die
Verweildauer an Hindernissen beträgt ein Vielfaches der Zeit, in der sich die
Versetzungen frei bewegen können.

Bis zu diesem Punkt kann ausgehend von einer weichgeglühten (= nahezu
frei von mobilen Versetzungen und wenige Versetzungsquellen) Probe fest-
gehalten werden: Vor Erreichen der makroskopischen Fließspannung sind
bereits Stufenversetzungen aktiviert worden und haben entweder die Probe
an der Oberfläche verlassen oder wurden an Hindernissen gestoppt [35]. Da
es in diesem Stadium außer Korngrenzen kaum Hindernisse gibt, bewegen
sich die Stufenversetzungen über weite Strecken ungebremst. Im Material
liegen danach lange Schraubensegmente vor, die aufgrund ihrer höheren
Aktivierungsspannung um die Versetzungsquellen dicht gedrängt sind und
diese zum Erliegen bringen. Des Weiteren liegen kurze Stufensegmente vor,
die vor Hindernissen Pile-ups bilden und sich deshalb nicht weiter bewegen
können. Die Verformung am makroskopischen Fließpunkt wird demzufolge
fast ausnahmslos von Schraubenversetzungen getragen.

Die Aufspaltung der Schraubenversetzungen erschwert Quergleiten zwar,
verhindert es aber nicht. Das liegt daran, dass es zu einer Transformation des
Versetzungskerns in eine quergleitfähige Modifikation kommen kann [163].
Die zu Beginn der plastischen Verformung vorhandenen Gleitbänder wach-
sen in die Breite, indem die Schraubenversetzungen quergleiten und dabei
auf parallelen Gleitebenen als neue Frank-Read-Quellen wirken [164]. In
Fe-3%Si wurden Jogs in {110}<111>-Schraubenversetzungen beobachtet,
Quergleiten wurde selbst unter Abwesenheit von Hindernissen beziehungs-
weise Versetzungen auf parallelen Gleitebenen gefunden. Dies ist ein Indiz
dafür, dass die Schraubenversetzungen in Fe-3%Si nicht sehr weit aufspal-
ten: Ist die Ebene maximaler Schubspannung nicht perfekt identisch mit der
Gleitebene, so quergleiten die Versetzungen mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit senkrecht zur Gleitebene [165]. Diese Wahrscheinlichkeit hängt
dabei von der Abweichung zwischen Gleitebene und Ebene der maximalen
Schubspannung ab, mithin also vom Anteil der Schubspannung senkrecht
zur Gleitebene. Das heißt andererseits aber auch, dass damit prinzipiell
{hkl}-Gleitung möglich ist und auch {112}- sowie {123}-Gleitung auf eine
Kombination von {110}-Gleitsystemen zurückgeführt werden können.

91



6. Experimenteller Aufbau und Probenpräparation

Im Endeffekt bedeutet das für die vorliegende Arbeit: Da der Beginn
der makroskopischen plastischen Verformung betrachtet wird, sollte die
anfängliche Bewegung der Stufenversetzungen vernachlässigbar sein. Diese
kommt schnell zum Erliegen, die dadurch erbrachte plastische Dehnung ist
gering. Sie kann tendenziell zu einer Vorauswahl von Gleitsystemen führen,
da die erzeugten Schraubenversetzungen im Hinblick auf ihren Burgers-
Vektor festgelegt sind. Die Stufenversetzungen werden aber weit unterhalb
des makroskopischen Fließpunktes aktiviert. Es ist deshalb davon auszuge-
hen, dass bis zum Fließpunkt auch Stufenversetzungen mit ungünstigem
Burgers-Vektor wandern. Es werden somit nicht nur Schraubenversetzun-
gen mit idealem Burgers-Vektor erzeugt. Wegen der Quergleitfähigkeit der
Schraubenversetzungen ist die ursprüngliche Gleitebene zwar ihre bevor-
zugte Gleitebene, sie sind jedoch nicht in jedem Fall daran gebunden. Bei
Betrachtung des makroskopischen Fließpunkts kann also die vorhergehen-
de mikroplastische Aktivität der Stufenversetzungen in erster Näherung
vernachlässigt werden: Bei Beginn der makroskopischen plastischen Ver-
formung liegt demnach eine Probe vor, die in jedem repräsentativen Volu-
menelement zu jedem Burgers-Vektor und zu jeder Gleitebene passende
Schraubenversetzungen beinhaltet.

Obere und untere Streckgrenze

Fe-Si-Legierungen können je nach Korngröße eine obere und untere Streck-
grenze aufweisen. Als Ursache hierfür kommen nach [166, 167] in Betracht:

• Cottrell-Wolken: (Insbesondere für α-Fe mit Kohlenstoff): Interstitiell
gelöste Atome lagern sich in den Versetzungskernen an und blockie-
ren die Bewegung der Versetzungen. Diese müssen zuerst losgerissen
werden, was zu einer scharfen oberen Streckgrenze führt. Eine al-
ternative Erklärung ist die Bildung von Karbid-Ausscheidungen im
Versetzungskern. Obere und untere Streckgrenze verschieben sich zu
höheren Spannungswerten und die Differenz zwischen beiden Werten
nimmt zu, wenn die Korngröße sinkt [168].

• Teilplastizität: Im Bereich der plastischen Mikrodehnung ist nur ein
Teil der Körner plastisch. Somit ist die Dehnung von einem kleinen Teil
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der Probe zu tragen, sodass lokal eine erhöhte Dehnrate vorliegt, wel-
che zu einer Spannungsüberhöhung führt. Das Maximum ist erreicht,
wenn diese erste Plastizität an die Korngrenzen stößt. Es folgt, dass die
Ausprägung der oberen und unteren Streckgrenze mit zunehmender
Korngröße abnimmt [169, 170].

• Versetzungsmangel: Sind wenige mobile Versetzungen vorhanden,
so müssen diese schnell gleiten, um die geforderte Gesamtabglei-
tung zu bewerkstelligen. Bei einer ausgeprägten Abhängigkeit der
Versetzungsgeschwindigkeit von der kritischen Schubspannung ist
somit zu Beginn der Verformung eine höhere Fließspannung nötig.
Durch Versetzungsmultiplikation sinkt die Spannung zunächst, weil
die Gleitgeschwindigkeit pro Versetzung sinkt und der dadurch be-
wirkte Abfall in der kritischen Schubspannung den Anstieg aufgrund
von Verfestigung zunächst noch dominiert. In [167] wurde dieser Ef-
fekt an Silizium bei 1093 K bereits bei Dehnraten von 4.6× 10−4 s−1

beobachtet.

• Versetzungskerntransformation: Die Versetzungskerne der Schrau-
benversetzungen müssen zunächst in eine gleitfähige Modifikation
transformiert werden, was eine Energiebarriere darstellt und deshalb
zu Beginn der Verformung eine erhöhte Fließspannung erfordert.

Cottrell-Wolken erscheinen als Ursache aus mehreren Gründen unwahr-
scheinlich: Die gefundene Streckgrenze weist eine runde Ausprägung auf,
der C-Gehalt der verwendeten Legierung ist mit weniger als 50 ppm (et-
wa 0.001 Gew% beziehungsweise 0.005 at%) sehr gering, und die für das
makroskopische Fließen verantwortlichen Schraubenversetzungen wurden
durch die Bewegung der Stufenversetzungen im Mikrodehnungsbereich
gerade erst erzeugt.

Auch eine Versetzungskerntransformation erscheint unwahrscheinlich:
Erstens ist nicht ersichtlich, warum der Prozess korngrößenabhängig sein
sollte. Zweitens wäre zu erwarten, dass eine plastisch vorverformte Probe
bei Weiterbelastung nach einer gewissen Ruhezeit erneut eine ausgeprägte
Streckgrenze aufweist (Alterung), aber dies tritt selbst nach Wochen nicht
auf.
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Der Mechanismus der Teilplastizität kommt nicht in Frage, da auch ein-
kristalline Proben im Versuch die Spannungsüberhöhung zeigten.

Der für die weiche obere und untere Streckgrenze verantwortliche Me-
chanismus ist demnach der Versetzungsmangel. Dafür spricht sowohl die
Ausprägung einer runden oberen Streckgrenze, als auch das Ausbleiben
von Alterungseffekten. Bei ähnlichen Fe-Si-Legierungen wurde außerdem
eine Abhängigkeit der Versetzungsgeschwindigkeit von der anliegenden
Schubspannung gefunden [4].

Als Folge dieses Mechanismus lässt sich bereits ein Größeneffekt vermu-
ten: Bei der Verformung erhöht sich die Anzahl der mobilen Versetzungen
aufgrund von Versetzungsmultiplikation und Neubildung von Versetzungs-
quellen durch das Quergleiten von Schraubensegmenten. Die mittlere Verset-
zungsgeschwindigkeit sinkt, und somit sinkt auch die Fließspannung. Auf
der anderen Seite kommt es jedoch parallel dazu zur Verfestigung, was eine
Erhöhung der Fließspannung mit sich bringt. Beide Prozesse überlagern sich.
Bei kleinen Körnern ist die Verfestigung höher als bei großen Körnern, beim
einkristallinen Blech gibt es kaum noch Verfestigung. Aus diesem Grund
sollte sich das Minimum der unteren Streckgrenze mit zunehmender Korn-
größe zu größeren Dehnungen bewegen, die Spannungsdifferenz zwischen
oberer und unterer Streckgrenze sollte zunehmen.4 Die Verfestigung sollte
in den Körnern an der Probenoberfläche geringer sein als im Probeninnern,
da an der Oberfläche die neu entstandenen Versetzungen die Probe zum Teil
verlassen können. Eine Abnahme der Blechdicke sollte also einen ähnlichen
Effekt auf die obere und untere Streckgrenze haben, wie eine Zunahme der
Korngröße.

Diese Überlegungen und die nachfolgend in Kapitel 7.4 dargestellten Mes-
sergebnisse zeigen, dass die Lage der unteren Streckgrenze wie postuliert
deutlich von der Verfestigung beeinflusst wird. Das hat allerdings zur Folge,
dass die untere Streckgrenze nicht geeignet ist, Größeneffekte beim Beginn
der makroskopischen plastischen Verformung (also noch vor Einsetzen der
Verfestigung) zu untersuchen. Zwar ist auch bei der oberen Streckgrenze da-
von auszugehen, dass bereits erste Verfestigung vorliegt, diese kann jedoch

4Das ist also genau das gegenteilige Verhalten, das man beobachten würde, wenn Cottrell-Wolken oder
Teilplastizität die Ursache wären. Denn diese Mechanismen bewirken eine zunehmende Ausprägung von
oberer und unterer Streckgrenze bei abnehmender Korngröße.
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als gering angesehen werden und wird demnach im Folgenden vernachläs-
sigt.

Die obere Streckgrenze beinhaltet eine gewisse Spannungsüberhöhung
aufgrund der Dehnrate. Alle Versuche werden jedoch mit gleicher Geschwin-
digkeit durchgeführt, somit ist der geschwindigkeitsabhängige Vorfaktor
bei allen Proben in etwa gleich. Eine Vergleichbarkeit der Versuche unter-
einander ist somit in erster Näherung gegeben. Aus diesem Grund wird im
Folgenden die obere Streckgrenze als repräsentatives Maß für die Fließspan-
nung zu Beginn der plastischen Verformung betrachtet.

Mikrostrukturentwicklung

Die Mikrostrukturentwicklung bei großer plastischer Verformung hängt
von der Anzahl der aktivierten Gleitsysteme ab. Einfachgleitung kann im
Scherversuch bis zu einer Abgleitung von etwa 40 % stabil bleiben; erst
bei etwa 100 % treten in nennenswertem Maße Versetzungen mit anderem
Burgersvektor auf. Im Gegensatz dazu wird bei Doppelgleitung im Scherver-
such bereits bei 14 % Abgleitung eine deutliche Zellbildung mit Zellgrößen
von etwa 1 µm× 2 µm gefunden. Das Zellinnere weist in diesem Stadium
noch zahlreiche Versetzungen auf, bis bei 28 % Abgleitung das Zellinnere
nahezu versetzungsfrei ist (Zellgröße etwa 1 µm× 1 µm) [171]. Auch im
Zugversuch kann bei Mehrfachgleitung eine deutliche Zellstrukturbildung
beobachtet werden [106]. Da sich die Versuche in der vorliegenden Arbeit
fast ausnahmslos auf Polykristalle beziehen, ist demnach in der Regel von
Mehrfachgleitung und somit von der Ausbildung einer zellulären Verset-
zungsmikrostruktur auszugehen.

6.2. Probenpräparation

Wegen der Korrosionsanfälligkeit des Materials erfolgen alle Präparations-
schritte wasserfrei; die Lagerung der Proben erfolgt im Exsikkator. Zugpro-
ben mit einer Zielblechdicke von etwa 1 mm werden mittels LASER direkt
aus dem Ausgangsblech geschnitten. Für dünnere Zugproben wird das Aus-
gangsblech zunächst bei 1200 ◦C unter Vakuum weichgeglüht und anschlie-
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ßend mit Hilfe einer Handwalze in mehreren Stichen auf die gewünschte
Dicke gewalzt. Die Geometrie der Zugproben ist in Abb. 6.1 dargestellt.

Die Zugproben werden anschließend an den Blechkanten bis zur Kör-
nung 1000 geschliffen. Ober- und Unterseite werden bis zur Körnung 1000
geschliffen und bis 1 µm poliert. Die Einstellung der Korngröße erfolgt
anschließend im Ofen unter Vakuum bei 1100 ◦C bis 1250 ◦C und variablen
Glühzeiten; die Abkühlung erfolgt langsam im Ofen.5 Eine eventuelle Wär-
meeinflusszone des LASER-Schneidens sowie beim Schleifen und Polieren
eingebrachte Oberflächenverformungen werden somit beseitigt. Nach dem
Glühen werden Ober- und Unterseite elektropoliert6:

• Lösung: 1-molare H2SO4 in Methanol

• Spannung: 9 V

• Dauer: 20 s bis 120 s

Aufgrund der thermischen Ätzung der Korngrenzen während des Glühens
sind diese auch nach dem Elektropolieren noch erkennbar.

6.3. Versuchsapparatur

Die ex situ Zugversuche werden in einer Spindelzugmaschine von Instron,
Modell 8513, mit einer 5 kN-Kraftmessdose durchgeführt. Zur Steuerung
dient die Konsole 8500 plus in Kombination mit LabView auf einem PC. Für
Untersuchungen in situ im REM oder unter dem Lichtmikroskop wird eine
Minispindelzugmaschine der Firma Kammrath & Weiss GmbH mit 10 kN-
Kraftmessdose eingesetzt. Die Steuerung erfolgt mit Hilfe einer selbsterstell-
ten Software.

Die Halterung der Zugproben ist in Abb. 6.2 dargestellt. In dieser können
Proben mit Blechdicken von etwa 0.1 mm bis 2 mm zuverlässig eingeklemmt
werden. Die Klemmung erfolgt nur aufgrund von Haftreibung; auf eine ge-
riffelte Oberfläche wurde im Hinblick auf die zum Teil geringen Blechdicken

5Anmerkung: Die Rekristallisation ist bei 700 ◦C bereits nach 1 h abgeschlossen [172]. Danach findet nur
noch Kornwachstum statt.

6Wird vor dem Glühen elektropoliert, dann beeinträchtigt die in der Probe gespeicherte plastische Verfor-
mung das Ergebnis.
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Bild 6.1.: Geometrie der Zugproben.

verzichtet. In Vorversuchen wurde deshalb ermittelt, bei welchen Zuglasten
F Probenbleche aus der Halterung gleiten, wenn die Madenschraube der
Zugprobenhalterung mit einem vorgegebenen Drehmoment M angezogen
wird (Abb. 6.3). Die Auswertung erfolgte dabei im Bereich der Gleitreibung
(Abb. 6.4).
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Bild 6.2.: Halterung der Zugproben. Ein Hartmetallplättchen wird mit einer
Madenschraube gegen die Zugprobe gedrückt, um diese flächig
zu fixieren.
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Bild 6.3.: Die Messpunkte stellen die gemessenen Gleitreibungskräfte F dar,
mit denen eine Probe aus der Halterung gezogen werden konnte.
M ist das Drehmoment, mit dem die Madenschraube der Pro-
benhalterung angezogen wurde. Innerhalb des grau unterlegten
Bereichs sitzen die Proben zuverlässig in der Probenhalterung.
In den nachfolgenden Zugversuchen wurde zusätzlich noch ein
Sicherheitsaufschlag von 1 Nm aufgebracht.

Bild 6.4.: Einzelne Kraft-Weg-Kurve einer Fe-3%Si-Probe beim Herauszie-
hen aus der Probenhalterung mit Darstellung der Bereiche für
Haft- und Gleitreibung.
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7. Ergebnisse und Diskussion

7.1. Modellierung der Fließspannung

Wird eine Probe belastet, so hängt das Einsetzen lokaler plastischer Verfor-
mung von der lokalen Fließspannung ab. Dort, wo diese zuerst erreicht
wird, beginnt die plastische Verformung. In der nachfolgenden Betrachtung
werden elastische Anisotropie und elastische Inhomogenitäten vernachläs-
sigt.

Beim Zugversuch kann die Probe näherungsweise als Kette betrachtet
werden, bei der die Festigkeit von dem schwächsten Kettenglied bestimmt
wird.

Makroskopisches Fließen setzt mindestens ein sich plastisch verformendes
Teilvolumen der Probe voraus. Dieses Volumen trennt die Probe zwischen
den beiden Lastangriffspunkten in genau zwei Bereiche.1 Die Kette reprä-
sentiert nun die Menge aller möglichen Teilvolumina, welche die Probe
zwischen den beiden Lastangriffspunkten in genau zwei Bereiche trennen.
Jedes Kettenglied entspricht also einem solchen Teilvolumen. Unter der An-
nahme, dass es genau ein schwächstes Kettenglied gibt, kann diese Menge
ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf infinitesimal dünne bandförmige
Volumina reduziert werden (Abb. 7.1). Grundsätzlich existiert eine unendli-
che Anzahl solcher Volumina. Das Problem besteht nun in der Reduktion
auf eine endliche und handhabbare Anzahl.

1Dies rechtfertigt auch die Verwendung einer elastisch isotropen Näherung. Die aufgrund der elastischen
Anisotropie hervorgerufene Plastizität führt zwar zu lokalem, aber nicht zu makroskopischem Fließen, da
die Bereiche nur Teile der Querschnittsfläche der Probe bedecken. Die Mikroplastizität gleicht die lokalen
elastischen Inhomogenitäten bereits vor dem makroskopischen Fließen aus [35, 102].
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a) b)

c) d)

Bild 7.1.: Beispiele für plastische Bänder einer Zugprobe (Der Einfachheit
wegen in zweidimensionaler Darstellung)

Es wird angenommen, dass jenes Teilvolumen plastisch wird, für dessen
Verformung die geringste Arbeit W nötig ist. Im Fall idealer Plastizität gilt:

W =
∫

V

∑
i,j

σijε ij dV (7.1)

Eine Verringerung von W kann erreicht werden, indem ein Volumen gewählt
wird, in dem die lokalen Fließspannungen klein sind. Um ein einfaches Bei-
spiel zu geben, wird eine Probe betrachtet, die nur aus zwei Arten Körnern
der gleichen Größe besteht: weiche und harte. Die plastische Arbeit hängt
dann vom Volumenanteil der weichen Körner in V ab, welcher mit fsoft

bezeichnet wird. Die Anzahl der Körner in V sei N, im Mittel nehme je-
des Korn das Teilvolumen V/N ein. Es sei nun fsoft signifikant höher als
der Erwartungswert von fsoft. Dann nimmt die Wahrscheinlichkeit, dass
Nsoft = fsoftN von N Körnern weich sind mit zunehmendem N ab. In ande-
ren Worten: Die Wahrscheinlichkeit einen Bereich zu finden, der signifikant
weicher ist als der im Mittel zu erwartende Bereich, ist umso höher, desto
weniger Körner enthalten sind. Insbesondere für kleine N (= der Fall, um
den es in der vorliegenden Arbeit hauptsächlich geht) ist diese Differenz
signifikant. Eine Beispielrechnung soll dies verdeutlichen: Angenommen,
weiche und harte Körner kommen mit der gleichen Häufigkeit vor. Dann
ist die Wahrscheinlichkeit ein Volumen mit fsoft ≥ 3/4 zu finden für N = 4
etwa 0.31 und für N = 8 etwa 0.14. Im Mittel sind die plastischen Bänder mit
den wenigsten Körnern die, welche eben und senkrecht zur Lastrichtung
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orientiert sind. Aus diesem Grund werden in erster Näherung nichtebene
plastische Bänder, sowie plastische Bänder, die nicht senkrecht zur Zugachse
orientiert sind, vernachlässigt.2 Eine Folge dieser Betrachtung ist außerdem,
dass die Dehnung innerhalb des plastischen Bandes homogen verteilt ist.

Ein Kettenglied wird also von einer Probenscheibe senkrecht zur Zugach-
se repräsentiert. Die Probenscheiben sind dabei sehr dünn. Das heißt: Im
Falle einer Probe mit dreidimensionaler Kornstruktur kann die Kornstruk-
tur in der Probenscheibe näherungsweise als zweidimensional angesehen
werden. Im Falle einer Probe mit zweidimensionaler Kornstruktur liegt in
der Probenscheibe näherungsweise eine Bambusstruktur vor (Abb. 7.2).

Eine Scheibe fließt genau dann, wenn alle in ihr enthaltenen Körner flie-
ßen. Es wird nun also ein Kriterium für die Fließspannung einzelner Kör-
ner benötigt. Das Schmidsche Schubspannungsgesetz (Sachs-Faktor, [173])
scheint hier naheliegend zu sein, da es den Beginn des plastischen Flie-
ßens über das Gleitsystem mit der maximal wirkenden Schubspannung auf
die ersten Versetzungsbewegungen zurückführt. Durch Konstruktion einer
darauf basierenden Fließfläche kann auch Mehrfachgleitung berücksich-
tigt werden [174]. Mit diesem Ansatz ist jedoch die Einhaltung der in der
Versuchsrandbedingung vorgegebenen Dehnung nicht gewährleistet. Das
Kriterium kollidiert somit mit dem Modell.

Eine Alternative dazu ist der Taylor-Faktor (Details zur Berechnung und
zu den enthaltenen Annahmen sind in Anhang E zu finden). Der Taylor-
Faktor als Basis des Fließkriteriums ist ohne Änderung konsistent mit dem
Modell, da in ihm die gleichen Annahmen enthalten sind:

• Die Verformung stellt sich so ein, dass die Arbeit W minimal ist.

• Die Dehnung ist als Randbedingung vorgegeben

Als Maß für die anfängliche Fließspannung werden deshalb lokale Taylor-
Faktoren verwendet. Dann ist die anfängliche Fließspannung σG,i eines
Korns i mit dem Taylor-Faktor mi gegeben durch

σG,i = τ0mi (7.2)

2Es mag an dieser Stelle vielleicht den Anschein haben, dass diese Annahme grundlegend für das Modell
ist. Wie nachfolgend in Kapitel 7.5 und Kapitel 7.7.1 noch dargelegt wird, ist dem jedoch nicht so. Eine
Verletzung dieser Annahme hat nur geringe Auswirkungen auf das Ergebnis und kann in der Statistik
durch einen Korrekturfaktor ausgeglichen werden.
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5mm
y

x

z

Bild 7.2.: Fotografie einer Probe und Definition der Probenachsen. Gemäß
dem Modell werden dünne Scheiben der Probe betrachtet, die
senkrecht zur Zugachse orientiert sind. Da die abgebildete Probe
eine zweidimensionale Kornstruktur hat, haben die Scheiben ei-
ne Bambusstruktur. Dies ist am Beispiel einer Scheibe als Skizze
demonstriert. Der Abstand zwischen den Scheiben dient lediglich
der besseren Darstellung; bei der Modellierung liegen die Scheiben
dicht beieinander.
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Korn i aij

1 1 0.5 0.25 0
2 0 0 0.25 0.5
3 0 0.5 0.5 0.5

Scheibe j 1 2 3 4

Bild 7.3.: Beispiel für die Verwendung der aij. Links: eine zweidimensionale
Kornstruktur mit Lage der Scheiben. Rechts: die zugehörigen aij.

Die kritische wirkende Schubspannung τ0 wird für alle Körner und alle
Gleitsysteme gleich angenommen. Der Anteil eines Kornes i an der Schnitt-
fläche von Scheibe j ist aij und hängt von der Korngeometrie sowie der
Position der Scheibe innerhalb der Probe ab; es gilt ∑i aij = 1. Ein Beispiel
hierfür ist in Abb. 7.3 dargestellt. Die Fließspannung σS,j von Scheibe j ist

σS,j = ∑
i

σG,iaij

= τ0 ∑
i

miaij

=: τ0mAvg,j (7.3)

Hierbei ist mAvg,j der mittlere Taylor-Faktor von Scheibe j.
Wenn die Querschnittsfläche jeder Scheibe konstant ist, wird die schwächs-

te Scheibe durch die Scheibe mit dem niedrigsten mittleren Taylor-Faktor
repräsentiert. Somit ist der Ort des Fließbeginns näherungsweise bekannt.
Die außen an der Probe gemessene anfängliche Fließspannung sollte dem-
nach linear von min{mAvg,j} abhängen.

Variiert die Querschnittsfläche von Scheibe zu Scheibe, dann ist es sinn-
voll, anstelle der Spannung die Kraft FS,j in Scheibe j zu betrachten. Die
schwächste Scheibe ist gegeben durch min{FS,j}, wobei

FS,j = σS,j Aj

= τ0AjmAvg,j (7.4)
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Aj ist die Querschnittsfläche von Scheibe j. Gl. (7.4) ist eine Näherung, da
Änderungen der Querschnittsfläche zu Dehnungsinhomogenitäten führen.
Sie ist somit nur für kleine Unterschiede in der Querschnittsfläche gültig.

Aus Gl. (7.4) kann nun die schwächste Scheibe bestimmt werden. Deren
Querschnittsfläche sei im Folgenden Amin. Dann ergibt sich die Fließspan-
nung der Probe:

min{FS,j}
Amin

= τ0
min{AjmAvg,j}

Amin
(7.5)

In den Experimenten wird die Zugkraft bei Fließbeginn Fext,y gemessen. Die
anfängliche Fließspannung der Probe σy beträgt dann

σy =
Fext,y

Amin
(7.6)

In dem Modell ist keine Verfestigung berücksichtigt. Es gilt somit nur für
die anfängliche Fließspannung, also den Beginn des Fließens. Verfestigung
kann jedoch bei der Betrachtung des Fließortes qualitativ berücksichtigt
werden. Eine Scheibe i fließt erst dann, wenn alle schwächeren Scheiben j
(das heißt FS,j < FS,i) ausreichend verfestigt sind. Daraus kann eine Abfolge
von Fließorten abgeleitet werden.

7.2. Elastische Anisotropie und aktive
Gleitsystemklassen

Im weichgeglühten Zustand mit langsamer Abkühlung sind Eigenspan-
nungen vernachlässigbar. Zu Beginn der plastischen Verformung ist die
Spannungsverteilung im Kristall also rein aufgrund der außen anliegenden
Randbedingungen und der lokalen elastischen Heterogenitäten gegeben.
Somit ist die elastische Anisotropie streng genommen als wichtiger Einfluss-
faktor zu berücksichtigen [175]. Da die Spannungsverteilung innerhalb eines
Kornes inhomogen ist und von der Kornform abhängt [82, 176], müssen
die Körner der Probe möglichst realitätsgetreu modelliert werden. Körner
gleicher Orientierung können sich völlig unterschiedlich verhalten [110].
Hierfür wird mit der Software DEFMEASURE ein FE-Modell einer charakte-
risierten Zugprobe generiert. Dabei kommt ein anisotrop linear-elastisches
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Bild 7.4.: Beispiel eines FE-Netzes für die Gleitbandsimulation

Materialgesetz zum Einsatz. Die berücksichtigten Körner beinhalten die
Messlänge und die angrenzenden Probenbereiche. Das Modell der Probe
wird an den Enden in eine Umgebung mit gemittelten Eigenschaften einge-
bettet, was hier einem isotrop ideal-elastischen Materialverhalten entspricht.
Damit kann eine störungsarme Anbindung an die Randbedingungen des
Zugversuchs erfolgen [176]. Die FEM-Simulation erfolgt implizit mit der
FEM-Software ABAQUS (Abb. 7.4). Neben den Korngrenzen wirken auch
die Probenkanten als Störstellen, von denen bevorzugt Gleitbänder ausge-
hen können [113]. Die elastische Anisotropie bewirkt, dass die Lage der
Korngrenzen in Relation zur Probenoberfläche Auswirkungen auf die lo-
kalen Spannungszustände hat [177]. Aus diesem Grund muss die Probe
als dreidimensionales Modell mit ausreichend vielen Elementen über die
Probendicke gerechnet werden.

Für jedes finite Element wird aus dem berechneten Spannungstensor
das Gleitsystem mit der höchsten Aktivität a mit a = τres/τ0 ermittelt
(Schmidsches Schubspannungsgesetz), wobei τres die im Gleitsystem wir-
kende Schubspannung und τ0 die gleitsystemspezifische kritische Schub-
spannung darstellt. Die Schnittgerade aus Gleitebene und Probenoberfläche
gibt dann die Orientierung lokal entstehender Gleitbänder an. Hierfür wird
das Ergebnis von ABAQUS, welches als odb-Datei (output database) vor-
liegt, mit Hilfe der selbstentwickelten Software ODBMAP-GENERATOR in
eine odbmap-Datei konvertiert. Dabei werden nicht mehr benötigte Daten
verworfen und die benötigten Daten in einer optimierten Anordnung ge-
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Bild 7.5.: Beispiele für den Ort einer Gleitstufe und die Lage der zugehöri-
gen Versetzungsquelle.

speichert. Die Simulation und Visualisierung der Gleitbänder erfolgt mit
der Software DEFMEASURE.

Die Verwendung des Schmidschen Schubspannungsgesetzes bei der Mo-
dellierung von Gleitbändern steht nicht im Widerspruch zur Verwendung
des Taylor-Faktors bei der Modellierung der Fließspannung im vorhergehen-
den Kapitel. Es wird davon ausgegangen, dass die aktivsten Gleitsysteme
auch den größten Anteil an der Entstehung der Gleitbänder haben. Ein
Vergleich von Sachs-Faktor und Taylor-Modell zeigt, dass das aktivste Gleit-
system von beiden Modellen identisch vorhergesagt wird [137]. Und auch
das sekundäre aktive Gleitsystem entspricht in der Regel dem mit der zweit-
höchsten wirkenden Schubspannung [28]. Unterschiede zeigen sich hier
lediglich in der quantitativen Gleitsystemaktivität. Für quantitative Vorher-
sagen eignet sich demnach das Taylor-Modell besser [93]. Untersuchungen
zeigten ferner, dass eine Kombination aus Taylor-Modell und Sachs-Faktor
die Orientierungsänderungen einzelner Körner im Vollmaterial relativ gut
vorhersagt [178, 179].

Untersuchungen der Gleitbandentstehung zeigen, dass die anfänglich
entstandenen Gleitbänder lange sichtbar bleiben [180, 181]. Es ist somit
nicht nötig, das Einsetzen der plastischen Verformung im Experiment exakt
abzupassen.

Bei der Bewertung der Simulationsergebnisse ist zu berücksichtigen, dass
die Entstehung der Gleitstufen sehr stark von der Orientierung von Glei-
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trichtung und Gleitebene sowie dem Ort der Versetzungsnukleation abhängt.
Gleitstufen sind nur dort sichtbar, wo die Stufensegmente der Versetzun-
gen die Probenoberfläche verlassen. Dort, wo Schraubensegmente aus der
Probenoberfläche austreten, sind keine Gleitstufen zu sehen. Sind Gleite-
bene oder Burgersvektor geneigt, treten die Gleitstufen nicht am Ort der
Versetzungsnukleation auf, sondern etwas versetzt (siehe Abb. 7.5); in der
Simulation wird diese Neigung nicht berücksichtigt.

Da die Probenoberfläche im Vergleich zum Probeninneren einen Bereich
mit sehr vielen Defekten darstellt, findet die Versetzungsnukleation an der
Oberfläche verstärkt statt. Das wird auch in Experimenten beobachtet [113].
Es wird deshalb angenommen, dass ein großer Teil der Gleitstufen aus Ver-
setzungen resultiert, die an einer der Probenoberflächen nukleiert wurden.
Obwohl die FEM-Simulation dreidimensional durchgeführt wird, erfolgt die
Auswertung der Gleitsystemaktivitäten hier anhand der Spannungstensoren
an der Probenoberfläche.

Es ist klar, dass von so einem stark vereinfachten Modell keine naturge-
treue Reproduktion der Gleitstufen zu erwarten ist. Allerdings ist das hier
auch nicht das primäre Ziel, denn es geht um die prinzipielle Frage, welche
Gleitsystemklassen bei der Materialmodellierung überhaupt zu berücksich-
tigen sind.

In Abb. 7.6 sind die gemessenen Gleitstufen einer Zugprobe und das Er-
gebnis der Simulation für den Fall anisotroper Elastizität und {110}<111>
als einzig aktiver Gleitsystemklasse dargestellt. Wegen der Bildoptimierung
treten bei den Probenaufnahmen selbst kleinste Oberflächendetails hervor,
wie zum Beispiel Kontaminierungspunkte durch den Elektronenstrahl des
REM oder Überreste von Schleifriefen. Damit letztere nicht mit Gleitstufen
verwechselt werden, ist in der Abbildung zusätzlich die unverformte Probe
gegenübergestellt. Die auf der unverformten Probe sichtbaren Oberflächen-
strukturen sind vernachlässigbar: der Kontrast der durch die Verformung
entstandenen Gleitstufen ist um ein Vielfaches höher.

Es zeigt sich eine gute Übereinstimmung zwischen Simulation und Expe-
riment. Selbst der Fall von Korn A mit lokal unterschiedlichen Gleitstufen
wird zutreffend vorhergesagt. In Korn B ergibt die Simulation ebenfalls
Mehrfachgleitung, das Experiment zeigt jedoch nur eine Art von Gleitstufen.
Die Aktivierung des zweiten Gleitsystems erfolgt bei weiterer Verformung
der Probe (Abb. 7.7). Korn B stellt hier einen Grenzfall dar, in dem bereits
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a)

b)

c)

Bild 7.6.: a) Unverformte Probe, sowie Vergleich zwischen b) gemessenen
Gleitstufen und c) Ergebnis der Gleitbandsimulation mit anisotro-
per Elastizität und {110}<111> als einzig aktiver Gleitsystemklas-
se. Die Simulation zeigt Aktivierung von lokal unterschiedlichen
Gleitsystemen innerhalb der Körner A und B.
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Bild 7.7.: Ausschnittsvergrößerung von Korn B bei εpl = 4 % zeigt Einsetzen
der Mehrfachgleitung.

kleine Winkelabweichungen in der Orientierungsmessung den Ausschlag
geben, welches Gleitsystem zuerst aktiviert wird [161].

Sobald in den Simulationsbedingungen die anisotrope Elastizität vernach-
lässigt wird oder weitere Gleitsysteme berücksichtigt werden, kommt es zu
signifikanten Unterschieden zwischen Simulation und Experiment. Dies fällt
insbesondere bei den Körnern A und B auf, bei denen die Mehrfachgleitung
in der Simulation nicht mehr korrekt modelliert wird.

Das Ergebnis kann somit als eindeutig angesehen werden: Bei kleinen
Verformungen sind lediglich die Gleitsysteme der Klasse {110}<111> ak-
tiv, wobei die Aktivierung der Gleitsysteme in der Nähe der Korngrenzen
signifikant von der elastischen Anisotropie beeinflusst wird.
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7.3. OGM, lokale Verformung und lokale
Verfestigung

7.3.1. Grundlagen am Beispiel von Fe-3%Si

Aufgrund der Vorüberlegungen zum OGM wurde in Kapitel 5.6 geschlossen,
dass der OGM ein Maß für die lokale Verfestigung ist. In der Literatur
werden lokale Orientierungsänderungen jedoch als Maß für die plastische
Dehnung angesehen.

Einschub: Zur Erinnerung

Plastische Dehnung resultiert aus der Bewegung mobiler Ver-
setzungen, es gilt dεpl ∝ ρm dx, wobei ρm die Dichte der sich
bewegenden Versetzungen ist und dx der mittlere Weg, den eine
Versetzung zurücklegt. Insbesondere gibt es keinen allgemein
gültigen Zusammenhang zwischen der Entwicklung der mobilen
Versetzungsdichte ρm beziehungsweise der Gesamtversetzungs-
dichte ρ und der plastischen Dehnung εpl. Bei fortschreitender
plastischer Dehnung kann die Versetzungsdichte ansteigen (Ver-
setzungsmultiplikation), gleich bleiben (Versetzungen verlassen
den Kristall oder annihilieren miteinander und werden durch
frisch erzeugte Versetzungen ersetzt) und sogar abnehmen (dy-
namische Erholung). Verfestigung andererseits resultiert aus ge-
speicherten Versetzungen, da Versetzungen sich gegenseitig in
der Bewegung behindern. Es gilt σy ∝

√
ρ, wobei σy die Fließ-

spannung ist.

Dieser Widerspruch muss zunächst geklärt werden, damit OGM-Messun-
gen zuverlässig interpretiert werden können. Hierfür wurde eine Zugprobe
in den Schritten εpl,macro ≈ {1.4 %, 3.8 %, 8.7 %, 17.3 %, 28.3 %} verformt.
Nach jedem Verformungsschritt erfolgte eine OGM-Messung, sowie eine
Bestimmung der lokalen Kornverformung anhand der Bewegung der Korn-
grenzentripelpunkte. εpl,macro bezieht sich auf die über die gesamte Messlän-
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ge gemittelte Dehnung, welche ebenfalls anhand der Tripelpunktpositionen
ermittelt wurde.

In [113] wurden bei der Untersuchung an Gleitbändern Orientierungsän-
derungen bis 4◦ gefunden. Die gemessenen Orientierungsgradienten weisen
einen vergleichbaren Wertebereich auf. Abb. 7.8 a) zeigt als Referenz die
unverformte Probe, b)–f) die lokale Dehnungsverteilung und Abb. 7.9 die
zugehörigen OGM-Messungen. Bei einem Korn der Probe konnte die Orien-
tierung an einigen Stellen nicht zuverlässig gemessen werden. Diese Stellen
wurden als Messlücken belassen und nicht nachträglich durch Interpolation
oder Ähnliches aufgefüllt. Da zur Bestimmung des Orientierungsgradienten
neben dem betreffenden Messpunkt auch die beiden benachbarten Punkte
nötig sind, führt eine fehlende Orientierung demnach zu drei Fehlstellen im
OGM. Diese Lücken sind in der Abbildung schwarz dargestellt. In Abb. 7.10
und Abb. 7.11 ist die lokale Verformung der einzelnen Körner gegen die
Korngröße aufgetragen.

Bis zu einer Verformung von εpl,macro ≈ 17.3 % weisen die Körner ver-
gleichbare Dehnungen auf. Dehnungslokalisation und Einschnürung wur-
de bei εpl,macro ≈ 28.3 % beobachtet. Die Ursache für Dehnungslokalisati-
on besteht darin, dass einige wenige Körner sich überproportional stark
verformen, während die restlichen Körner sich im Vergleich dazu kaum
noch verformen. Dieser Übergang kann zwar Abb. 7.8, sowie Abb. 7.10 und
Abb. 7.11 entnommen werden, ein besser quantifizierbares, eindeutigeres
Maß wäre aber wünschenswert. Die Verteilung der Korndehnungen in Zu-
grichtung εpl,22 weist bei einer einheitlichen Verformung trotz der relativ
hohen Streuung3 für Median und Mittelwert ungefähr den gleichen Wert auf.
Dehnungslokalisation zeigt sich in dieser Darstellung eindeutig durch ein
nachhaltiges Auseinanderdriften von Median und Mittelwert (Abb. 7.12).

Die Körner, die zu Beginn des Zugversuchs die größte Verformung auf-
wiesen, sind jedoch nicht identisch mit den Körnern, die zum Versagen der
Probe geführt haben. Die Dehnungsmessung für εpl,macro ≈ 1.4 % liefert die
höchste Dehnung bei Korn B. Bei fortwährender Verformung sinkt jedoch
die Dehnrate4 des Kornes B, während andere Körnern mit der Verformung
fortfahren. Die Ursache hierfür sind lokale Unterschiede in der Verfesti-

3Eine vergleichbar hohe Streuung in der lokalen Dehnung wurde auch in [105] gefunden.
4Der Begriff Dehnrate bezieht sich hier auf die lokale Dehnungszunahme zwischen zwei Verformungsschrit-

ten.
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a)

b)

c)

d)

e)

f)

Bild 7.8.: a) Unverformte Zugprobe. b)–f) Plastische Verformung der Kör-
ner in Zugachsenrichtung für die makroskopischen Verformungs-
schritte εpl,macro ≈ {1.4 %, 3.8 %, 8.7 %, 17.3 %, 28.3 %}. Darstellung
in Graustufen; die Formänderung der Körner ist nicht wiederge-
geben.
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Bild 7.9.: a)–e) Zu Abb. 7.8 a)–e) gehörende OGM-Messungen der Zugprobe,
Darstellung von ∆θ∞ in ◦. Fehlstellen sind schwarz dargestellt,
Wertüberläufe weiß. Messpunkteabstand 90 µm. f) DigiCam-Auf-
nahme der Zugprobe bei εpl,macro ≈ 28.3 %. Bei dieser hohen Ver-
formung war keine OGM-Messung mehr möglich.
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Bild 7.10.: Lokale plastische Vergleichsdehnung der Körner εpl,e als Funktion
der Korngröße R für die makroskopischen Verformungsschritte
a) εpl,macro ≈ 1.4 %, b) εpl,macro ≈ 3.8 % und c) εpl,macro ≈ 8.7 %.
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Bild 7.11.: Lokale plastische Vergleichsdehnung der Körner εpl,e als Funktion
der Korngröße R für die makroskopischen Verformungsschritte
a) εpl,macro ≈ 17.3 % und b) εpl,macro ≈ 28.3 %.
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Bild 7.12.: Ermittlung des Eintretens von Dehnungslokalisation anhand der
lokalen Dehnungen einzelner Körner.

118



7.3. OGM, lokale Verformung und lokale Verfestigung

gung: Korn B verfestigt, und andere Körner (nicht notwendigerweise die
benachbarten) verformen sich. Offensichtlich ist also die Verfestigung in
Korn B höher als in den anderen Körnern, denn nach weiterer Belastung
ist die plastische Dehnung von Korn B vernachlässigbar im Vergleich zur
plastischen Dehnung anderer Körner. Die Probe versagte schließlich an Korn
C. Zu Beginn war die Dehnrate von Korn C geringer als von Korn B. Da sie
aber nahezu konstant geblieben ist, übertrifft sie im Laufe des Versuchs die
mit der Verformung abnehmende Dehnrate von Korn B. Die Verfestigung
in Korn C ist somit wesentlich geringer als in Korn B. Diese Beobachtung
ist konsistent mit den Ergebnissen der OGM-Messung, wie nachfolgend
gezeigt wird.

Im Vergleich zum Korninneren sind die Spannungen an der Korngren-
ze aufgrund der Orientierungsunterschiede zu benachbarten Körnern hö-
her [154]. An Korngrenzentripelpunkten treffen nicht nur zwei, sondern
drei Körner aufeinander, was zusätzliche Inkompatibilitäten bedingt. Im
Vergleich zum Rest der Korngrenzen liegen deshalb an den Korngrenzentri-
pelpunkten noch höhere Inkompatibilitätsspannungen vor. Plastische Verfor-
mung sollte demnach von Korngrenzen und Korngrenzentripelpunkten aus-
gehen, wo auch eine erhöhte Versetzungsdichte zu erwarten ist [82, 84, 176].
Als Folge davon ist in diesen Bereichen zunächst von einer erhöhten Verfes-
tigung auszugehen [83]5. Dies ist in Übereinstimmung mit der Entwicklung
der Orientierungsgradienten, die ihren Ursprung an Korngrenzentripel-
punkten haben. In [80] wurde anhand der Modellierung von Dipolbewegun-
gen gezeigt, dass sich die Versetzungen von der Korngrenze aus bevorzugt
in eines der angrenzenden Körner bewegen. Auch diese Tendenz kann bei
den Orientierungsgradienten beobachtet werden.

Zu Beginn des Zugversuchs sind erste Orientierungsgradienten in den
Körnern mit der höchsten Dehnung zu finden. Mit fortschreitender Verfor-
mung bilden die Orientierungsgradienten in manchen Körnern ein dichtes
Netzwerk, während die Orientierung in anderen Körnern relativ gleichmä-
ßig bleibt. Dies kann mit der lokalen Verfestigung korreliert werden und
liefert somit eine Erklärung für die Beobachtung, dass zum Beispiel Korn

5Theoretische Betrachtungen legen nahe, dass die Verformung in Korngrenzennähe eine lokale Verfestigung
bewirkt. Hat sich die Korngrenzenschicht einmal eingestellt, ist die Spannungsverteilung im gesamten
Korn homogener. Die Verfestigung hat in Bezug auf das Verformungsverhalten also eine homogenisierende
Wirkung.
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B trotz der anfangs bei εpl,macro ≈ 1.4 % größten Dehnung nicht zum Ver-
sagen der Probe führte. Im Gegenteil: verglichen mit anderen Körnern der
Probe ist hier ein deutliches Absinken der Dehnrate zu finden. An der Stelle
der Einschnürung (Korn C) weist die Probe im Verlauf der Verformung
nur eine geringe Verfestigung auf, was sich in Form einer relativ geringen
Ausprägung der Orientierungsgradienten zeigt.

Die Fließspannung kleiner Körner ist nach Hall-Petch höher als die großer
Körner. Da bei kleinen Körnern das korngrenzennahe Volumen in Relation
zum Gesamtvolumen größer ist als bei großen Körnern, wird bei ihnen
auch eine höhere Verfestigung erwartet. Der Schluss, dass sich demnach
große Körner stärker verformen sollten als kleine Körner, kann jedoch selbst
bei dieser grobkörnigen Probe zu keinem Zeitpunkt des Zugversuchs ex-
perimentell belegt werden, wie Abb. 7.10 und Abb. 7.11 zeigen. Bei der
Untersuchung mehrerer Proben zeigte sich, dass die Proben tendentiell an
Stellen mit großen Körnern einschnüren. Diese beiden Ergebnisse sind nur
dann miteinander in Einklang zu bringen, wenn die Verformung bei großen
Körnern lokaler stattfindet als bei kleinen Körnern. Dies ist in Einklang
mit den Ergebnissen mikrostruktureller Modellbetrachtungen, die in den
nachfolgenden Kapiteln näher ausgeführt werden.

In der Literatur findet sich häufig die Aussage, dass der mittlere Miss-
orientierungswinkel linear von der makroskopischen plastischen Dehnung
abhängt. Wie zuvor dargestellt, ist jedoch eher eine Korrelation mit der
Verfestigung zu erwarten. Und im Gegenteil: Gerade die Körner, die wenig
verfestigen, verformen sich stark. Der lineare Zusammenhang kann somit
also auch nicht darauf zurückgeführt werden, dass die plastische Dehnung
linear von der Verfestigung abhängt. Dass dennoch ein Zusammenhang der
Art 〈θ〉 ∝ εpl,macro gefunden wurde, kann folgende Gründe haben:

• Korngröße: Die untersuchten Proben waren ausnahmslos feinkörnig.
Insbesondere war die Korngröße deutlich kleiner als die Probengröße.
Das individuelle Verformungsverhalten eines Kornes hat somit kaum
Auswirkungen auf die lokale Verformung und ist primär durch die
Verformung des Umfeldes bestimmt. Eigentlich ist in diesem Fall die
lokale Verfestigung von der lokalen plastischen Dehnung weitestge-
hend entkoppelt.
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• Mittelwertbildung: Die mittlere Missorientierung wurde nicht auf die
lokale Dehnung, sondern auf die makroskopische Dehnung bezogen
betrachtet – also ein Mittelwert über die ganze Probe, der lokale Un-
terschiede außer Acht lässt. Es wurde außerdem über mehrere Körner
gemittelt.

In Abb. 7.13 und Abb. 7.14 sind der mittlere Missorientierungswinkel 〈θ〉
und die Standardabweichung der Orientierung6 θStdDev der einzelnen Körner
einer Zugprobe gegen die plastische Dehnung der Körner in Zugachsen-
richtung aufgetragen. Dabei ist θi der Missorientierungswinkel zwischen
Messpunkt i und der mittleren Kornorientierung mit

〈θ〉 =
1

NGes

NGes

∑
i=1

θi (7.7)

θStdDev =

√√√√ 1
NGes− 1

NGes

∑
i=1

θ2
i (7.8)

NGes ist die Anzahl der Messpunkte pro Korn. Es zeigt sich in der Tendenz
zwar durchaus eine Zunahme der Missorientierung bei Zunahme der plas-
tischen Dehnung, die Messwerte streuen aber so stark, dass von einem
linearen Zusammenhang nicht gesprochen werden kann.

Werden für jeden Verformungsschritt Mittelwerte über alle Körner be-
rechnet und gegen die makroskopische Dehnung aufgetragen, so zeigen
die Mittelwerte von 〈θ〉 und θStdDev für kleine Dehnungen näherungsweise
einen linearen Verlauf (Abb. 7.15). Jedoch bereits vor Einsetzen der Deh-
nungslokalisation bei εpl,macro ≈ 17.3 % kommt es zu signifikanten Abwei-
chungen. Zum Vergleich wurde der Verlauf einiger Kenngrößen aus der
OGM-Messung aufgetragen, die ebenfalls einen linearen Verlauf aufweisen.
Die Linearität ist aber bis εpl,macro ≈ 17.3 % einschließlich deutlich besser als
bei den beiden nichtlokalen Kennwerten 〈θ〉 und θStdDev. Abb. 7.16 zeigt den
Verlauf der relativen Standardabweichungen. Eine Zunahme der relativen
Standardabweichung weist auf zunehmende Unterschiede der Mikrostruk-
tur zwischen den einzelnen Körnern hin.

6Die Standardabweichung der Orientierung ist nicht zu verwechseln mit der Standardabweichung der
Missorientierungswinkel. Für letztere gilt die Formel (∑NGes

i=1 (θi − 〈θ〉)2/(NGes − 1))−1/2.
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Bild 7.13.: Der mittlere Missorientierungswinkel 〈θ〉 als Funktion der lo-
kalen plastischen Dehnung in Zugachsenrichtung εpl,22 für 23
Körner einer Zugprobe, die in mehreren Schritten gezogen und
charakterisiert wurde.
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Bild 7.14.: Wie Abb. 7.13, aber bezogen auf die Standardabweichung der
Orientierung θStdDev.
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Die Linearität der Kenngrößen ist also ein Resultat der Mittelwertbildung
beziehungsweise Homogenisierung. Es stellt sich im Hinblick auf die Unter-
suchung des lokalen Materialverhaltens die Frage, wie klein das verwendete
repräsentative Volumen gewählt werden kann. Die kleinste Volumeneinheit,
über die im Rahmen dieser Arbeit bezüglich der Verformung quantitative
Aussagen getroffen werden können, sind einzelne Körner. In Abb. 7.17 und
Abb. 7.18 sind die Messergebnisse für den nichtlokalen Wert θStdDev und die
OGM-Kenngröße 〈∆θ2〉 als Funktion der lokalen plastischen Dehnung für
23 Körner einer Zugprobe aufgetragen, die in mehreren Schritten verformt
wurde.

Im Überblick betrachtet zeigen bis auf einzelne Ausnahmen alle Körner
in beiden Kennwerten eine gute Linearität. Es fällt jedoch auf, dass der
lineare Zusammenhang bei jedem Korn individuell ist. Die mikrostruk-
turelle Entwicklung stellt sich erwartungsgemäß von Korn zu Korn als
sehr unterschiedlich dar. Des Weiteren fällt auf, dass zwischen den Stei-
gungen der beiden zu einem Korn gehörenden Fitgeraden scheinbar kein
Zusammenhang besteht. θStdDev und 〈∆θ2〉 sind zwar beides Missorientie-
rungskenngrößen, sie repräsentieren aber offensichtlich unterschiedliche
Eigenschaften der Mikrostruktur.

Wie anhand der Messergebnisse in Abb. 7.9 zu erkennen ist, sind die Ori-
entierungsgradienten in erster Näherung bandförmige Strukturen, welche
die Körner durchziehen. Es wird nun der einfachste Fall eines quadratischen
Kornes mit Kantenlänge 2R angenommen. Das Missorientierungsband habe
eine rechteckige Gestalt, Orientierungsinhomogenitäten im Rest des Kornes
seien in Relation dazu vernachlässigbar. Das Band habe die Abmessungen
2R× B und weise in sich eine zellartige Substruktur mit der Zellgröße λ
und alternierenden Orientierungen auf. In Bezug auf die Ausgangsorien-
tierung des Kornes weisen die Zellen alternierend die Missorientierungen
+θcell beziehungsweise−θcell auf (Abb. 7.19). Die Rotationsachse sei über das
ganze Korn näherungsweise konstant. Für die Flächen wird A+ = A− ange-
nommen, sodass die mittlere Kornorientierung der Ausgangsorientierung
entspricht. Es gilt

A0 = 2R (2R− B) (7.9)
A+ = RB (7.10)

AGes = A0 + 2A+ = 4R2 (7.11)
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Bild 7.15.: Mittelwerte verschiedener Missorientierungskenngrößen als
Funktion der makroskopischen plastischen Dehnung für Fe-3%Si.
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Bild 7.16.: Zu Abb. 7.15 gehörende relative Standardabweichungen der Miss-
orientierungskenngrößen.

125



7. Ergebnisse und Diskussion

0

4

in
◦

0 10
εpl,e in %

Korn 1

0

4

in
◦

0 10
εpl,e in %

Korn 2

0

4

in
◦

0 10
εpl,e in %

Korn 3

0

4

in
◦

0 10 20
εpl,e in %

Korn 4

0

4

in
◦

0 10 20
εpl,e in %

Korn 5

0

4

in
◦

0 10 20
εpl,e in %

Korn 6

0

4

in
◦

0 10 20
εpl,e in %

Korn 7

0

4

in
◦

0 10 20
εpl,e in %

Korn 8

0

4

8

in
◦

0 10 20
εpl,e in %

Korn 9

0

4

in
◦

0 10 20
εpl,e in %

Korn 10

0

4

8

in
◦

0 10 20 30
εpl,e in %

Korn 11

0

4

8

in
◦

0 10 20 30
εpl,e in %

Korn 12

Bild 7.17.: Verlauf von 〈∆θ2〉 und θStdDev für die Körner einer Zugprobe
als Funktion der lokalen Vergleichsdehnung. Legende siehe
Abb. 7.18.
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Bild 7.18.: Wie Abb. 7.17, aber für die Körner 13–23.
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Bild 7.19.: Modell der Zellmikrostruktur eines plastisch verformten Kornes.
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Der Index 0 bezeichnet dabei den Bereich mit der Ausgangsorientierung,
die Indizes + und − bezeichnen die Bereiche mit den Missorientierungen
+θcell beziehungsweise −θcell, bezogen auf die Ausgangsorientierung. AGes

ist die Gesamtfläche. Die relativen Flächenanteile sind

f0 =
A0

AGes
=

N0

NGes
(7.12)

f+ =
A+

AGes
=

N+

NGes
= f− (7.13)

Hierbei bezeichnet NGes die Anzahl der Messpunkte, die in den jeweiligen
Bereich fallen mit NGes = N0 + 2N+. Für die Standardabweichung der
Orientierung gilt nun ausgehend von Gl. (7.8)

θStdDev =

√
2N+

NGes− 1
θcell ≈

√
2 f+ θcell (7.14)

Ist 〈∆θ2〉 der Mittelwert der ∆θ2,i (siehe Gl. (5.8)) an den Messpunkten i über
ein Korn, so gilt

〈∆θ2〉 =
1

NGes

NGes

∑
i=1

∆θ2,i (7.15)

Es ist hier zu beachten, dass sich die Anzahl der ∆θ2,i von der Anzahl der
θi unterscheidet. Das liegt daran, dass von der EBSD-Messung an einem
quadratischen Korn mit n× n Messpunkten zwar n2 Werte für θi resultieren,
aber nur (n − 1)2 Werte für ∆θ2,i. Der Unterschied hängt dabei von der
jeweiligen Kornform sowie von der Anordnung eventueller Messfehlstellen
ab. Die in den Gleichungen Gl. (7.8) und Gl. (7.15) verwendeten NGes sind
also streng genommen unterschiedlich. Um beide Gleichungen später in
Beziehung zueinander setzen zu können, wird stattdessen auf die relativen
Flächenanteile f zurückgegriffen. Diese sind in erster Näherung besser
vergleichbar.

In der Fläche A0 ist nach Voraussetzung ∆θ2,i ≈ 0◦. In der Fläche A+ ∪ A−
ist der Erwartungswert von ∆θ2,i

〈∆θ2,i〉 =
√

2 θcell in A+ ∪ A− (7.16)
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Somit folgt für 〈∆θ2〉

〈∆θ2〉 =
2N+

NGes

√
2 θcell = 2

√
2 f+θcell (7.17)

⇔ θcell =
〈∆θ2〉

2
√

2 f+
(7.18)

Nach Einsetzen in θStdDev (Gl. (7.14)) ergibt sich

θStdDev =
√

2 f+
〈∆θ2〉

2
√

2 f+
=
〈∆θ2〉
2
√

f+
(7.19)

Das heißt, dass sich anhand θStdDev und 〈∆θ2〉 auf den plastisch verformten
Anteil des Kornes schließen lassen sollte. In der Praxis funktioniert das
jedoch nicht. Das Grundrauschen des EBSD-Systems führt dazu, dass die
Annahme ∆θ2,i = 0◦ in A0 in den Messergebnissen nicht erfüllt ist. Die in A+
und A− zu messenden Orientierungsgradienten liegen zum Teil in der Nähe
der Orientierungsauflösung. Anstelle der absoluten Werte werden deshalb
für jedes Korn die über den gesamten Zugversuch gemittelten Inkremente
betrachtet:

〈
∂ 〈∆θ2〉 /∂εpl,e

〉
und

〈
∂θStdDev/∂εpl,e

〉
. Das sind die Steigungen

der in Abb. 7.17 und Abb. 7.18 gezeigten Fitgeraden. Es gilt:
〈
∂θStdDev/∂εpl,e

〉
〈
∂ 〈∆θ2〉 /∂εpl,e

〉 =
〈

∂θStdDev

∂ 〈∆θ2〉

〉
=

〈
1

2
√

f+

〉
(7.20)

Eine Konsequenz der Formel ist, dass wegen f+ ≤ 1/2 der Wert 0.71 eine
untere Grenze darstellt. In diesem Fall bezieht sich die mikrostrukturelle
Entwicklung auf das komplette Korn. Wegen f+ = A+/AGes = A+/4R2 gilt

〈
∂θStdDev

∂ 〈∆θ2〉

〉
=
〈

1√
A+

〉
R (7.21)

Die experimentellen Ergebnisse sind in Abb. 7.20 dargestellt. Die kleinsten
Messwerte liegen bei 0.9, somit findet auch bei den kleinen Körnern die
mikrostrukturelle Entwicklung hauptsächlich nur in einem Teil des Kornes
statt. Obwohl die Messwerte eine sehr große Streuung aufweisen, ist die
Tendenz klar erkennbar, dass 〈∂θStdDev/∂ 〈∆θ2〉〉 mit der Korngröße R an-
steigt. Das bedeutet, dass A+ im Mittel nicht proportional zur Kornfläche
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Bild 7.20.: 〈∂θStdDev/∂ 〈∆θ2〉〉 als Funktion der Korngröße R.

ansteigt, sondern wesentlich langsamer. Die in Abb. 7.20 gezeigte Fitgerade
ist relativ nahe an einer Ursprungsgeraden, was im Mittel sogar A+ = const
bedeuten würde.

Fazit Unter der Annahme, dass sich diese Ergebnisse auf das Volumen
erweitern lassen, folgt damit, dass der verfestigte Volumenanteil mit steigen-
der Korngröße abnimmt. Anders formuliert: Die experimentellen Ergebnisse
weisen darauf hin, dass große Körner im Mittel langsamer verfestigen als
kleine Körner. Das ist in Einklang mit Werkstoffmodellen wie zum Beispiel
den in Kapitel 3.3.2 erwähnten. Zu Beginn des Kapitels wurde gezeigt, dass
der Orientierungsgradient ein Maß für die lokale Verfestigung ist. Wie in
Abb. 7.9 zu erkennen ist, konzentriert sich die Verfestigung jedoch nicht in
der Nähe der Korngrenzen, auch wenn sie zunächst von dort ausgeht. Das
steht im Widerspruch zu den Annahmen vieler Werkstoffmodelle, die eine
Verfestigung bevorzugt nahe der Korngrenzen annehmen, und deshalb aus
der unterschiedlichen Abhängigkeit der Korngrenzenfläche beziehungswei-
se des Volumens von der Korngröße eine abnehmende mittlere Verfestigung
mit zunehmender Korngröße herleiten. Diese Annahme wird durch Härte-
messungen an verformten Körnern gestützt, die in der Nähe der Korngrenze
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erhöhte Härtewerte liefern. Allerdings liefern auch Härtemessungen an un-
verformten Körnern solche erhöhten (und stellenweise auch verringerten)
Härtewerte in der Nähe von Korngrenzen. Der Effekt der Korngrenze auf
die Härte ist so deutlich, dass er bereits mit Hilfe von Mikrohärtemessungen
in relativ großer Entfernung (zum Teil mehr als 50 µm) von der Korngren-
ze feststellbar ist [182, 183].7 Es liegt somit der Verdacht nahe, dass diese
Erhöhung der lokalen Härte aus der Nähe des Härteeindrucks zur Grenzflä-
che resultiert und keinen Rückschluss auf eine erhöhte Verfestigung in der
Nähe der Korngrenze aufgrund der vor dem Härteeindruck eingebrachten
plastischen Verformung darstellt. Anders formuliert: Die Härtemessungen
zeigen, dass die Verfestigung höher ist, wenn die plastische Verformung
vom Experimentator in die Nähe der Korngrenze gezwungen wird. Sie
sagt aber nichts darüber aus, ob sich an dieser Stelle auch von selbst eine
entsprechende plastische Verformung einstellen würde.8

7.3.2. Lokales Verfestigungsverhalten von Cu

Wie zuvor an Fe-3%Si wurden an Cu schrittweise Zugversuche durchge-
führt und die Entwicklung der Orientierungsgradienten gemessen. Analog
zu Abb. 7.16 ist in Abb. 7.21 der Verlauf der verschiedenen, über alle Körner
gemittelten Missorientierungskenngrößen als Funktion der makroskopi-
schen plastischen Dehnung aufgetragen. Zwillingskorngrenzen wurden
bei der Auswertung wie normale Korngrenzen behandelt, sodass in die
Auswertung mehr als 400 Körner einbezogen sind.9 Bei der untersuchten
Probe zeigte die lokale Verformungsmessung anhand der Korngrenzentri-
pelpunktbewegung für den letztlich zum Versagen führenden Bereich zum
ersten Mal bei εpl,macro = 9.9 % eine Dehnungslokalisation. Das Diagramm
zeigt die gleiche Charakteristik wie bei Fe-3%Si: Zu Beginn des Versuchs

7Erste eigene Messungen an Fe3%Si zeigten, dass die Härte in der Nähe der verschiedenen Korngrenzenseg-
mente eines Kornes in Abhängigkeit von der Art des Korngrenzensegmentes größer oder auch kleiner
sein kann als im Korninneren.

8Ein Nachteil der Härtemessung besteht übrigens darin, dass sie nicht zerstörungsfrei ist.
9Die Gruppierung der Orientierungsmessungen erfolgte automatisch mit Hilfe der selbstentwickelten Soft-

ware GRAINFINDER. Ausgehend von einem Messpunkt gilt ein benachbarter Punkt als zum gleichen Korn
gehörig, wenn der Orientierungsgradient unterhalb einer vorgegebenen Schwelle liegt. Im Fall der Cu-
Probe betrug dieser Wert 8◦. Besteht ein Korn aus weniger als 4 zusammenhängenden Messpunkten, wird
es verworfen. Eine ähnliche Vorgehensweise zeigte beim Vergleich mit anderen Auswertemöglichkeiten
die besten Ergebnisse, wobei als Referenz manuell auswertete TEM-Messungen verwendet wurden [184].
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Bild 7.21.: Mittelwerte verschiedener Missorientierungskenngrößen als
Funktion der makroskopischen plastischen Dehnung für Cu. Es
ist zu erkennen, dass die Messung bei εpl,macro = 0 % eine signi-
fikante Abweichung zeigt. Ursache hierfür war vermutlich eine
fehlerhafte Kalibrierung des EBSD-Systems.
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weisen alle Kenngrößen ein lineares Verhalten auf. 〈θ〉 und θStdDev zeigen
bereits vor Beginn der Dehnungslokalisation signifikante Abweichungen
vom linearen Verlauf, während die Linearität der OGM-Kenngrößen länger
erhalten bleibt.10 Das Abfallen der Steigung kann vor dem Hintergrund, dass
der Orientierungsgradient ein Maß für die Verfestigung ist, einfach erklärt
werden: Dehnungslokalisation tritt auf, wenn ein Bereich der Probe trotz
voranschreitender plastischer Verformung unterdurchschnittlich verfestigt.
Wären die Orientierungsgradienten ein Maß für die plastische Dehnung,
blieben sie davon unbeeinflusst. Dies ist also ein weiterer Hinweis darauf,
dass lokale Orientierungsänderungen statt mit der plastischen Dehnung mit
der lokalen Verfestigung zusammenhängen.

Cu weist eine sehr hohe Verfestigung auf. Plastisch aktive Regionen wer-
den deshalb aufgrund des starken Anstiegs der lokalen Fließspannung
schnell inaktiv, sodass die weitere Verformung in den angrenzenden Re-
gionen stattfindet. Während die Orientierungsgradienten bei Fe-3%Si eine
relativ lokal begrenzte Verfestigung anzeigen, sollte bei Cu eine großflächi-
gere Verfestigung sichtbar sein. Dies kann anhand von OGM-Messungen
bestätigt werden. Es gibt zwar auch bei Cu bandförmige Bereiche mit be-
sonders hohen Orientierungsgradienten, die Umgebung dieser Bereiche ist
jedoch nicht so homogen orientiert wie beim Fe-3%Si, sondern zeigt durch-
gängig hohe Orientierungsgradienten (Vergleiche Abb. 7.22 und Abb. 7.9).

10Eine logarithmische Darstellung zeigt, dass keine der Kurven mit Hilfe eines Potenzgesetzes sinnvoll
angenähert werden kann.
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Bild 7.22.: Darstellung von ∆θ2 für Cu bei εpl,macro = 10 %. Fehlstellen sind schwarz dargestellt, Wert-
überläufe weiß. Der Messpunkteabstand beträgt 30 µm.
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Aufgrund dieses Unterschieds wird für Cu ein leicht modifiziertes Modell
verwendet. Die Mikrostruktur wird in zwei Anteile zerlegt. Der erste Anteil
beschreibt die bandförmigen Bereiche, deren Abstand deutlich größer ist als
der verwendete Messpunkteabstand ∆x = ∆y. Diese Bänder durchziehen
ein Korn ganz oder teilweise und führen zu einer Fragmentierung ähnlich
wie in [115] an Al beobachtet (siehe Abb. 7.23). Der zweite Anteil beschreibt
die Umgebung der Bänder.

Zuerst wird der Einfluss der Bänder auf
〈
∆θAvg

〉
betrachtet (siehe Gl. (5.10)).

Angenommen, die Bänder resultieren aus lokalen kontinuumsmechanischen
Randbedingungen bei der Verformung. Dann sind sie geometrisch bedingt
und somit größeninvariant. Die Gesamtlänge der Bänder eines Kornes ska-
liert demnach mit dem Kornradius R. Eine Dickenänderung ist im Rahmen
der durch den Messpunkteabstand gegebenen Ortsauflösung nicht sicher
feststellbar; sie wird deshalb vernachlässigt. Die mittlere Orientierungsän-
derung an einem Band sei θband. Das Band sei zur x-Achse um den Winkel α
geneigt. Dann ergibt sich für den Beitrag des Bandes

〈
∆θAvg

〉∣∣
band,α zu dem

über das ganze Korn gemittelten Wert
〈
∆θAvg

〉
:

〈
∆θAvg

〉∣∣
band,α =

1
NGes

∑
i

∆θAvg,i

≈ 1
NGes

1
2

(
2Rlrel

∆x
sin α +

2Rlrel

∆x
cos α

)
θband

=
1

NGes

Rlrel

∆x
(sin α + cos α) θband (7.22)

Hierbei ist NGes die Anzahl der Messpunkte im Korn, lrel ist die Bandlänge
relativ zur Korngröße. Wegen der Annahme der Größeninvarianz hängt lrel

nicht von R ab. Da die Bänder im statistischen Mittel beliebig geneigt sein
können, folgt wegen

2
π

π/2∫

0

sin α + cos α dα =
4
π

(7.23)

im Mittel
〈
∆θAvg

〉∣∣
band ≈

1
NGes

4
π

Rlrel

∆x
θband (7.24)
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Bild 7.23.: Darstellung von ∆θAvg für Cu bei εpl,macro = 6.7 % (Ausschnitts-
vergrößerung). Fehlstellen sind schwarz dargestellt, Wertüberläu-
fe weiß. Zur besseren Verdeutlichung der Strukturen wurde ein
anderer Maßstab als in Abb. 7.22 verwendet. Messpunkteabstand
15 µm.
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Mit NGes ≈ π(R/∆x)2 folgt

〈
∆θAvg

〉∣∣
band ≈

4
π2

∆x
R

lrelθband (7.25)

Nun muss noch die Umgebung der Bänder berücksichtigt werden. Diese
wird in erster Näherung modelliert als Bereich mit einheitlichem Orien-
tierungsgradient ∆θAvg,G. Dies ist ein Maß für die diffus beziehungsweise
statistisch verteilte Verfestigung. In Abgrenzung zu θband kann ∆θAvg,G als
nicht geometrisch bedingt angesehen werden. Es ergibt sich näherungsweise

〈
∆θAvg

〉
≈
〈
∆θAvg

〉∣∣
band + ∆θAvg,G

=
4

π2

∆x
R

lrelθband + ∆θAvg,G (7.26)

Die Ergebnisse der Messung von
〈
∆θAvg

〉
als Funktion von R−1 sind in

Abb. 7.24 gezeigt. Die Einzelmessungen wurden aufgrund der hohen Streu-
ung anhand der Korngröße zu Klassen zusammengefasst, wobei wegen der
durch den Messpunkteabstand gegebenen Ortsauflösung von 15 µm Körner
mit einem Radius kleiner als 40 µm nicht berücksichtigt wurden. Es ist
erkennbar, dass

〈
∆θAvg

〉
mit abnehmender Korngröße tendentiell zunimmt.

Das bedeutet, dass die mittlere Missorientierung und somit die mittlere
Verfestigung bei kleinen Körnern stets höher ist als bei großen. Dies ist in
Einklang mit den im vorhergehenden Kapitel diskutierten Ergebnissen von
Fe-3%Si.11

Der anhand des Modells postulierte lineare Verlauf kann näherungsweise
gefunden werden. Nach erstmaligem Auftreten der Dehnungslokalisation
scheinen sich die Körner mit einem Radius kleiner als etwa 80 µm anders
zu verhalten als die großen Körner: sie verfestigen relativ gesehen weniger
stark. Dies mag daran liegen, dass die Verformung an dieser Stelle bevorzugt
von den größeren Körnern getragen wird. Eine andere mögliche Ursache
könnte darin liegen, dass sich in den großen Körnern kleine Subkörner
bilden, die in ihrem Innern weniger stark verfestigt sind. Wird die lineare
Regression nur für Körner ab einem Radius von 80 µm durchgeführt, so än-
dert sich die Bestgerade bei kleinen Verformungen kaum; nach Auftreten der
Dehnungslokalisation sind jedoch deutliche Unterschiede sichtbar. Bei der
11Und genau wie bei Fe-3%Si kann auch für Cu eine erhöhte Verfestigung in der Nähe der Korngrenzen nicht

festgestellt werden (Abb. 7.22).

138



7.3. OGM, lokale Verformung und lokale Verfestigung

0

0.2

0.4

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 0.7 %

0

0.2

0.4

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 1.5 %

0

0.3

0.6

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 2.3 %

0

0.4

0.8

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 3.7 %

0

0.4

0.8

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 6.7 %

0
0.4
0.8
1.2

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 9.9 %

0
0.4
0.8
1.2

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 14 %

0
0.4
0.8
1.2

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 20 %

0
0.5

1
1.5

〈 ∆
θ A

v
g

〉
in

◦

0 0.01 0.02 0.03

〈R〉−1 in µm−1

εpl,macro = 26.5 %

Bild 7.24.:
〈
∆θAvg

〉
als Funktion von

〈
R−1

〉
. Die Körner wurden anhand

der Korngröße zu Klassen zusammengefasst. Die Bestgerade für
Körner mit R ≥ 40 µm ist als durchgezogene Linie dargestellt,
beschränkt auf Körner mit R ≥ 80 µm ist sie als gepunktete Linie
dargestellt.
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nachfolgenden Auswertung werden deshalb nach der Dehnungslokalisation
nur die Körner mit R ≥ 80 µm berücksichtigt.

Die Auswertung der Messungen anhand von Gl. (7.26) nach dem Beitrag
der bandförmigen Bereiche zur mittleren Missorientierung lrelθband ist in
Abb. 7.25 gezeigt, die Auswertung nach der mittleren Missorientierung in
der Umgebung der Bänder ∆θAvg,G ist in Abb. 7.26 dargestellt. Wird berück-
sichtigt, dass Genauigkeit und Rauschen des EBSD-Systems eine untere
Grenze setzen und somit kleine Werte für lrelθband und ∆θAvg,G nicht gemes-
sen werden können, ergeben sich folgende Zusammenhänge:

lrelθband ∝
(
εpl22,macro

)0.72 (7.27)

∆θAvg,G ∝
(
εpl22,macro

)0.42 (7.28)

Das Modell geht davon aus, dass lrelθband eine Kennzahl für die geome-
trisch bedingte Verfestigung ist, während ∆θAvg,G eine Kennzahl für die
statistisch bedingte Verfestigung ist. Es ist davon auszugehen, dass be-
züglich der Entwicklung während der Verformung zwischen lrelθband und
geometrisch notwendigen Versetzungszellwänden einerseits, sowie ∆θAvg,G

und statistischen Versetzungszellwänden andererseits ein Zusammenhang
besteht. In [127, 185] wurden im TEM Missorientierungen über GNB und
IDB von Al gemessen. Die TEM-Messungen liefern die Zusammenhänge

〈θGNB〉 ∝
(
εpl,e,macro

)2/3 (7.29)

〈θIDB〉 ∝
(
εpl,e,macro

)1/2 (7.30)

Die mittels Gl. (7.26) experimentell erhaltenen Zusammenhänge für lrelθband

und ∆θAvg,G kommen diesen Ergebnissen sehr nahe. Die Ergebnisse für die
statistischen Versetzungen stimmen sogar quantitativ überein (Tab. 7.1). Da
lrel nicht bekannt ist, kann θband nicht direkt mit 〈θGNB〉 verglichen werden.

Fazit Mit Hilfe des OGM konnte gezeigt werden, dass sich das lokale
Verfestigungsverhalten von Cu signifikant von Fe-3%Si unterscheidet. Die
Ergebnisse sind konsistent mit den Erwartungen aufgrund der höheren
Verfestigung von Cu. Die über die gesamte Probe gemittelten Missorientie-
rungskennwerte als Funktion der makroskopischen plastischen Dehnung
zeigen bei Cu sowie bei Fe-3%Si einen ähnlichen Verlauf, der zu Beginn
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Bild 7.25.: Der Verlauf der geometrisch bedingten Kornfragmentierung
lrelθband. Oben: Darstellung der logarithmierten Werte. Die Bestge-
rade liefert Exponent und Vorfaktor für eine parabolische Nähe-
rung der Messwerte (unten).
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Bild 7.26.: Der Verlauf der statistisch verteilten Verfestigung ∆θAvg,G. Oben:
Darstellung der logarithmierten Werte. Die Bestgerade liefert
Exponent und Vorfaktor für eine parabolische Näherung der
Messwerte (unten).
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εpl,e,macro ∆θAvg,G 〈θIDB〉 aus [127]

5 % 0.45◦ 0.48◦

10 % 0.60◦ 0.61◦

30 % 0.96◦ 0.98◦

Tabelle 7.1.: Vergleich der mittels OGM gemessenen mittleren Missorien-
tierung mit den Ergebnissen von TEM-Messungen aus der Li-
teratur. Wegen dεpl,e = (2dε ijdε ij/3)−1/2 gilt beim Zugversuch
εpl,e,macro = εpl22,macro, sodass eine direkte Vergleichbarkeit ge-
geben ist.

linear ist und mit einsetzender Dehnungslokalisation zu kleineren Missori-
entierungswerten hin abweicht. Dies ist darin begründet, dass die Dehnung
dann lokalisiert, wenn ein Probenbereich eine unterdurchschnittliche Verfes-
tigungsrate aufweist. Eine Auswertung von

〈
∆θAvg

〉
als Funktion der Korn-

größe zeigt auch bei Cu eine im Mittel zunehmende Verfestigung mit abneh-
mender Korngröße. Die Verfestigung kann in einen geometrisch bedingten,
bandförmigen Bereich und einen statistischen, das ganze Korn umfassen-
den Bereich unterteilt werden. Der daraus resultierende Zusammenhang
zwischen geometrisch beziehungsweise statistisch bedingter Verfestigung
und der plastischen Dehnung ist vergleichbar mit dem Zusammenhang
zwischen der Missorientierungsentwicklung an geometrisch bedingten Ver-
setzungszellwänden und statistischen Versetzungszellwänden, wie sie im
TEM gemessen wurden [127]. Wo ein Vergleich möglich war, konnte außer-
dem eine quantitative Übereinstimmung gezeigt werden.

7.4. Größeneffekte der ausgeprägten
Streckgrenze

Ausgehend von den Überlegungen in Kapitel 6.1.2 wurde der Einfluss von
Korngröße und Blechdicke auf die obere und untere Streckgrenze im Zug-
versuch betrachtet. Bei den dicken Blechen war die mittlere Blechdicke 〈D〉
etwa 960 µm, bei den dünnen Blechen etwa 300 µm.

143



7. Ergebnisse und Diskussion

0

50

100

x
(σ

e
L
)−

x
(σ

e
H
)

in
µ

m

0 250 500 750 1000 1250

R in µm

〈D〉 ≈ 960 µm 〈D〉 ≈ 300 µm

0

50

100

〈x
(σ

e
L
)−

x
(σ

e
H
) 〉

in
µ

m

0 250 500 750 1000 1250

〈R〉 in µm

〈D〉 ≈ 960 µm (Mittelwerte) 〈D〉 ≈ 300 µm (Einzelmessungen)

Bild 7.27.: Längenunterschied der Probe zwischen oberer und unterer
Streckgrenze. Oben: Einzelmessungen aller Proben. Unten: Einzel-
messungen der dünnen Probenbleche im Vergleich zum mittleren
Verhalten der dicken Probenbleche.
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Bild 7.28.: Spannungsabfall zwischen oberer und unterer Streckgrenze.
Oben: Einzelmessungen aller Proben. Unten: Einzelmessungen
der dünnen Probenbleche im Vergleich zum mittleren Verhalten
der dicken Probenbleche.

145



7. Ergebnisse und Diskussion

0

100

200

300

400
σ e

L
in

M
P

a

0 100 200 300 400

σeH in MPa

Einkristall

〈D〉 ≈ 960 µm 〈D〉 ≈ 300 µm

Bild 7.29.: Verhältnis von unterer Streckgrenze σeL zur oberen Streckgrenze
σeH

In Abb. 7.27 ist der Längenunterschied der Proben zwischen oberer und
unterer Streckgrenze dargestellt, in Abb. 7.28 ist der zugehörige Unterschied
in der Spannung gezeigt. Der in Kapitel 6.1.2 postulierte Einfluss von Blech-
dicke und Korngröße auf die Messwerte kann hiermit bestätigt werden.

Das in Kapitel 7.1 vorgestellte Fließspannungsmodell vernachlässigt die
Verfestigung. Aus diesem Grund wird überprüft, inwiefern Aussagen über
die obere Streckgrenze σeH auf den weiteren Verlauf der Zugkurve extra-
poliert werden können. Abb. 7.29 zeigt für alle Proben σeH in Relation zur
unteren Streckgrenze σeL. Es zeigt sich, dass näherungsweise gilt

σeH ∝ σeL (7.31)

Ist also das Modell in Bezug auf σeH korrekt, kann seine tendentielle Aussage
auch auf σeL übertragen werden. Die bei der unteren Streckgrenze bereits
vorliegende Verfestigung kann dabei allerdings zu Abweichungen führen.

Zwischen σeH und σm kann bestenfalls für kleine Körner (bis R ≈ 300 µm)
und 1 mm dicke Bleche ein nahezu linearer Zusammenhang gefunden wer-
den. Bei großen Körnern oder dünnen Blechen ist jedoch kein eindeutiger
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Bild 7.30.: Zugfestigkeit in Abhängigkeit von der Korngröße

Zusammenhang mehr erkennbar. Die Gleichmaßdehnung zeigt unabhängig
von der Korngröße eine vergleichbare Streuung mit vergleichbarem Mittel-
wert. Erst bei Körnern unterhalb R ≈ 100 µm nimmt die Streuung auf etwa
die Hälfte ab. Demzufolge ist die Ursache für die Streuung in σm als Funkti-
on von σeH nicht in einem zunehmend zufälligen Einschnüren der Probe zu
suchen. Die Zugfestigkeit σm zeigt als Funktion von R−1/2 unabhängig von
der Blechdicke einen homogenen Verlauf (Abb. 7.30). Das bedeutet, dass
durch die Verfestigung anfängliche Unterschiede ausgeglichen werden: Zu
Beginn der Verformung ist der oberflächennahe Bereich versetzungsarm,
sodass Versetzungen die Probe einfach verlassen können. Aber auch hier
bildet sich im Verlauf der Verformung ein dichtes Versetzungsnetzwerk,
und die Versetzungen hindern sich gegenseitig daran, die Probe zu ver-
lassen. Somit unterscheidet sich der oberflächennahe Bereich nach großen
Verformungen nicht mehr signifikant vom Probeninneren.
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7.5. Abfolge lokaler Fließvorgänge

Das Modell zur Vorhersage des Fließbeginns (Kapitel 7.1) wird zunächst
daraufhin überprüft, ob Fließen lokal korrekt vorhergesagt wird. Hierfür
werden charakterisierte Zugproben mit zweidimensionaler Kornstruktur
schrittweise verformt. Mit Hilfe des Weißlichtinterferometers wird die Än-
derung der Blechdicke gemessen. Lokale Dickenabnahmen lassen hierbei
auf lokale plastische Verformung schließen.

Aufgrund der groben Kornstruktur der Proben wirken sich eine Neigung
der plastischen Bänder oder Abweichungen von der ebenen Form kaum
auf den Fließort oder die später betrachtete anfängliche Fließspannung aus.
Die getroffene Näherung, dass die plastischen Bänder eben und senkrecht
zur Lastrichtung orientiert sind, ist für die vorliegende Betrachtung also
unkritisch.

Die Ergebnisse der Blechdickenmessung sind für etwa 2 % und etwa 5 %
plastische Dehnung in Abb. 7.31 a) und c) gezeigt. Dunkle Bereiche (negative
Werte) kennzeichnen eine lokale Reduktion der Blechdicke. In Abb. 7.31 b)
ist der Verlauf von AjmAvg,j dargestellt. AjmAvg,j ist ein Maß für die Kraft,
die nötig ist, um in der entsprechenden Probenscheibe plastisches Fließen
zu initiieren. Die Intervalle der drei niedrigsten lokalen Minima sind mit
den Blechdickenkarten über vertikale gestrichelte Linien verbunden.

Der Beginn der plastischen Verformung sollte am Minimum von AjmAvg,j

stattfinden. Dieses Minimum stimmt exakt mit dem Bereich der ersten
Blechdickenabnahme überein. Da plastische Verformung zu Verfestigung
führt, steigt die Fließspannung in diesem Bereich an, sodass Fließen auch in
anderen Bereichen einsetzt. Demnach sollte lokale plastische Verformung
anschließend im Bereich des zweitniedrigsten Minimums von AjmAvg,j er-
folgen. Nach ausreichender Verfestigung folgt dann Fließen im Bereich des
drittniedrigsten Minimums und so weiter.12 Auch dies kann experimentell
bestätigt werden (Abb. 7.31).

12In [186] wird die plastische Verformung bei Einkristallen mit einer sich durch die Probe bewegenden
plastischen Front verglichen. Bei den betrachteten grobkörnigen Polykristallen geschieht im Prinzip
das Gleiche; wegen der verschiedenen Eigenschaften der einzelnen Körnern ist der Vorgang jedoch
diskontinuierlich.
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5mm

Bild 7.31.: a) Blechdickenmessung mittels Weißlichtinterferometer für
εpl,macro ≈ 2 %. Die Korngrenzen der Probe wurden nachträg-
lich als schwarze Linien eingezeichnet. Die Messung umfasst
auch den angrenzenden Bereich außerhalb der Messlänge, in
dem die Querschnittsfläche zunimmt. b) Verlauf von AjmAvg,j. c)
Wie a), aber für εpl,macro ≈ 5 %.
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Bild 7.32.: Zusammenhang zwischen der Vorhersage des Modells und der
gemessenen Fließspannung. Jeder Messpunkt repräsentiert hier-
bei eine Probe mit zweidimensionaler Kornstruktur.

7.6. Fließspannung in Abhängigkeit der
Kornstruktur

Anhand von Gl. (7.4) und Gl. (7.5) können die Kraft und die Spannung bei
Beginn des makroskopischen Fließens berechnet werden. Hierfür wird für
jede Probe der Verlauf von AjmAvg,j berechnet, wie zuvor in Kapitel 7.5
dargestellt. Das absolute Minimum gibt die schwächste Probenscheibe an;
ihre Querschnittsfläche ist Amin. Somit kann min

{
AjmAvg,j

}
/Amin als Maß

für die Fließspannung berechnet werden. Abb. 7.32 zeigt den Vergleich
mit der gemessenen Fließspannung σy. Die Messwerte von Zugproben mit
einer von 1 mm abweichenden Blechdicke sind explizit gekennzeichnet.
Zusätzlich wurde auch eine einkristalline Zugprobe untersucht.

In Kapitel 7.5 wurde gezeigt, dass die Lage der ersten plastischen Verfor-
mung mit guter Genauigkeit vorhergesagt werden kann. In einigen Fällen
lag die mit dem Modell ermittelte schwächste Probenscheibe außerhalb der
Messlänge. Werden diese Punkte vernachlässigt, zeigt sich in Übereinstim-
mung mit dem Modell ein deutlicher linearer Zusammenhang zwischen
min

{
AjmAvg,j

}
/Amin und σy. Außerhalb der Messlänge ist der Spannungs-
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zustand in der Querschnittsfläche aufgrund der Probengeometrie sehr in-
homogen. Dies beeinflusst die Fließspannung und kann im Modell nicht
korrekt nachgebildet werden. Demzufolge ist zu erwarten, dass diese Punkte
eine stärkere Abweichung von der Bestgeraden zeigen. Dies ist in Überein-
stimmung mit den experimentellen Ergebnissen (Abb. 7.32).

7.7. Statistische Größeneffekte der
Fließspannung

7.7.1. Modell

Das in Kapitel 7.1 vorgestellte Modell betrachtet Einzelproben und benötigt
hierfür Geometrie, Position und Orientierung jedes einzelnen Kornes. Zur
Untersuchung von Größeneffekten muss jedoch eine repräsentative Menge
von Proben betrachtet werden, wobei die Skalierung über geeignete Para-
meter zu steuern ist. Des Weiteren soll im Zuge der Werkstoffoptimierung
eine Variation der Materialeigenschaften möglich sein, wie zum Beispiel der
Textur. Da bei einer solchen Betrachtung leicht mehrere tausend Simulatio-
nen nötig werden, ist die Rechenzeit pro Simulation möglichst niedrig zu
halten. Ansonsten scheitert die Betrachtung in der Praxis an der zu hohen
Rechenzeit. Aus diesem Grund wird zunächst auf eine Modellierung der
Mikrostruktur mittels Voronoinetzen oder dreidimensionalen Kornwachs-
tums verzichtet.13 Es wird ein vereinfachter Ansatz gewählt, der nur sehr
geringe Rechenzeiten benötigt. Dabei haben alle Körner einer Probe die
gleiche Form und Größe. Normalerweise (so auch im Fall der experimentell
untersuchten Proben) ist die Korngrößenverteilung eng genug, um diese
Näherung zu rechtfertigen. Die Anordnung der Körner ist regelmäßig, wie
in Abb. 7.33 gezeigt. Das bedeutet:

• Das Messvolumen setzt sich aus NS Scheiben zusammen. Jede Scheibe
beinhaltet die gleiche Anzahl Körner NG.

13Die Berücksichtigung realistischer Kornformen würde zu einer Koppelung der Scheiben untereinander
führen, deren Anzahl außerdem deutlich erhöht werden müsste. Da in einer realistischen Mikrostruktur
die Form eines Kornes von der Orientierungsbeziehung zu den Nachbarkörnern abhängt, müsste für jede
betrachtete Probe eine zufällige Mikrostruktur mithilfe dreidimensionaler Kornwachstumssimulation
berechnet werden. Wegen der hohen Anzahl der zu berechnenden Proben setzt hier die Rechenzeit schlicht
eine Grenze.
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Scheibe
x

y

z

Einzelnes

Korn

Bild 7.33.: Geometrie der modellierten Mikrostruktur für verschiedene
Korngrößen und verschiedene relative Messlängen Lrel: a) Lrel =
2, b) Lrel = 4. Wird Lrel konstant gehalten, wirkt sich eine Än-
derung von NG nur auf die relative Korngröße aus. Wird NG

konstant gehalten, kann mit Lrel die Länge der Messlänge beein-
flusst werden. (Auf Lrel wird an späterer Stelle im Text noch näher
eingegangen.)

• Die anfängliche Fließspannung σS,j der Scheibe j kann anhand von
Gl. (7.3) berechnet werden:

σS,j =
1

NG

NG

∑
i=1

σG,i (7.32)

Die anfängliche Fließspannung einer Probe ergibt sich in Analogie zur Be-
trachtung von Einzelproben aus σy = Min

{
σS,j
}

. Dieses Modell berücksicht
keine absoluten Korn- oder Probengrößen.14

Die Berechnung wird wie folgt durchgeführt: Zunächst wird anhand
der vorgegebenen Textur und der aktiven Gleitsysteme eine repräsentative

14Das bedeutet, dass zum Beispiel der Hall-Petch-Effekt hier nicht betrachtet wird.
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Menge Körner generiert. Hieraus wird eine repräsentative Menge Schei-
ben der vorgegebenen Größe aufgebaut. Anhand dieser Scheibenmenge
wird dann eine repräsentative Menge Zugproben mit der vorgegebenen
Anzahl Scheiben in der Messlänge erzeugt. Damit können vollständige
Histogramme15 der anfänglichen Fließspannung f

(
min

{
mAvg,j

})
in Ab-

hängigkeit der Parameter Textur, aktive Gleitsysteme, Probengeometrie,
Kornform und Relation Korngröße :Probengröße berechnet werden. Für die
statistische Auswertung werden für jedes Histogramm mindestens 1000
Proben betrachtet. Um Größeneffekte zu untersuchen, muss eine solche
statistische Auswertung für unterschiedliche Messlängen und verschiedene
Verhältnisse Korngröße :Probengröße durchgeführt werden, wobei Proben mit
bis zu 109 Körnern berücksichtigt werden.

Der Parametervektor (NS; NG) ist für selbstähnliche Skalierungen der Pro-
bengeometrie oder Mikrostruktur unpraktisch. Aus diesem Grund wird
statt des Parameters NS die relative Messlänge Lrel eingeführt. Hier ist Lrel

definiert als NS unter der Bedingung NG = 1. Für den Fall von quaderförmi-
gen Messvolumina mit quadratischem Querschnitt und kubischen Körnern
bedeutet das

Lrel =
NS√
NG

(7.33)

Beispiele für Lrel = 2, Lrel = 4 sowie verschiedene Werte von NG sind in
Abb. 7.33 dargestellt.

Wird Lrel konstant gehalten, kann eine selbstähnliche Skalierung der Mi-
krostruktur durch Variation von NG erreicht werden.16 Wird NG konstant
gehalten, kann eine Skalierung der Messlänge durch Variation von Lrel er-
reicht werden.

Eine Anmerkung zur Annahme der senkrecht zur Lastrichtung orien-
tierten Scheiben: Im Allgemeinen würde eine Neigung der Scheiben dazu
führen, dass mehr Körner pro Scheibe enthalten sind und die Anzahl der
Scheiben in der Messlänge sich verringert. Dies kann berücksichtigt werden,
indem NG und Lrel entsprechend skaliert werden. Die Annahme ebener, zur

15Genauer: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen
16Das Modell betrachtet relative Größen. Das Konstanthalten der absoluten geometrischen Abmessungen

und das Skalieren der absoluten Korngröße ist daher äquivalent zum Konstanthalten der absoluten
Korngröße und entsprechendem Skalieren der absoluten geometrischen Abmessungen.
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Lastachse senkrecht orientierter Scheiben kann also auch hier als unkritisch
angesehen werden.

7.7.2. Simulationsergebnisse

Zunächst ist zu untersuchen, mit welcher konventionellen Verteilung die
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f

(
min

{
mAvg,j

})
mit ausreichender Ge-

nauigkeit beschrieben werden kann. Davon hängt es ab, welche Parameter
zur korrekten Beschreibung des statistischen Verhaltens zu verwenden sind.
Auch die Berechnung des Vertrauensbereichs und der Relevanz der Größen-
effektstatistik hängen davon ab.

In Abb. 7.34 sind einige Beispiele für f
(
min

{
mAvg,j

})
dargestellt. Das Er-

gebnis für Einkristalle kann nicht mit einer herkömmlichen Verteilungsfunk-
tion beschrieben werden. Die praktisch relevanteren Fälle von Polykristallen
können mit guter Genauigkeit durch eine Gaussverteilung approximiert
werden. Somit können Mittelwert µ und Standardabweichung s direkt zur
Beschreibung der statistischen Ergebnisse verwendet werden.

Die Proben, die einer Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung zugrundelie-
gen, haben alle die gleichen aktiven Gleitsysteme. Auch die durch den Para-
metervektor (Lrel, NG) gegebene Korn- und Probengeometrie sind identisch.
Die Proben wurden alle anhand der gleichen Textur generiert. Sie unterschei-
den sich jedoch in den Orientierungen der einzelnen Körner. Obwohl diese
in der Gesamtheit eine gemeinsame Textur ergeben, erfolgt die Auswahl
der Orientierungen pro Korn zufällig anhand der Orientierungsdichtever-
teilungsfunktion. Übertragen auf die Praxis entspricht das der Entnahme
vieler Proben aus einem Materialblock. Der Materialblock hat dabei eine
homogene Textur und eine homogene Mikrostruktur, die Proben haben die
gleiche absolute Geometrie und sind in Bezug auf den Materialblock gleich
orientiert.

Zur Untersuchung von Größeneffekten werden solche Wahrscheinlich-
keitsdichteverteilungen für viele verschiedene Parametervektoren (Lrel, NG)
berechnet. Übertragen auf die Praxis entspricht das der Entnahme vieler
Proben aus einem Materialblock. Der Materialblock hat auch hier eine homo-
gene Textur und eine homogene Mikrostruktur. Die Proben sind in Bezug auf
den Materialblock gleich orientiert, es wird jedoch die absolute Probengröße
variiert.
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7.7. Statistische Größeneffekte der Fließspannung

Bild 7.34.: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen f
(
min

{
mAvg,j

})
für eine

Menge von a) Einkristallen, b)-c) Mesokristallen und d) Polykris-
tallen. Die Berechnung wurde für kfz-Material unter der Annah-
me der Textur in Abb. 7.36 durchgeführt. Da die Körner in a) und
b) nicht kubisch sind, weicht Lrel von Gl. (7.33) ab.

155



7. Ergebnisse und Diskussion

Für jede Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung werden der Mittelwert µ
und die Standardabweichung s berechnet, sodass Mittelwert und Standard-
abweichung als Funktion des Parametervektors (Lrel, NG) resultieren. Im
Folgenden werden der relative Mittelwert µ (Lrel, NG) /M und die relative
Standardabweichung s (Lrel, NG) /µ (Lrel, NG) betrachtet. Hierbei ist M der
über über alle Orientierungen gemittelte Taylor-Faktor, wobei eine Wich-
tung gemäß der Textur erfolgt (siehe Anhang E). Der Einfachheit halber
werden die Terme im Folgenden abgekürzt mit µ/M und s/µ bezeichnet.

Die Ergebnisse für texturfreies Material sind in Abb. 7.35 gezeigt. Die
Ergebnisse in Unterabbildung a) beziehen sich auf kfz-Materialien und sind
äquivalent zu krz-Materialen mit Gleitung auf {110}<111>. Die Fälle von
krz-Materialien mit {110}<111>- und {112}<111>-Gleitung sind in Unterab-
bildung b) dargestellt, während sich c) auf krz-Materialien mit {110}<111>-,
{112}<111>- und {123}<111>-Gleitung bezieht. Für verschiedene relative
Messlängen Lrel sind in jedem Diagramm separate Kurven eingezeichnet.
Diese Anordnung der Unterabbildungen gilt auch für die folgenden Dar-
stellungen.

Die Simulationsergebnisse zur Textur der untersuchten Fe-3%Si-Proben
(Abb. 7.36) sind in Abb. 7.37 gezeigt.

Für die Praxis ist es von großem Interesse, mit welchem Größeneffekt
im Extremfall zu rechnen ist. Aus diesem Grund wurden Simulationen für
künstliche Texturen durchgeführt, welche lediglich aus zwei gleich gewich-
teten Orientierungen bestehen: eine, die dem minimalen Taylor-Faktor des
Materials entspricht, und eine mit dem maximalen Taylor-Faktor. Diese
Textur hängt von den aktiven Gleitsystemklassen ab. Aus diesem Grund
beziehen sich die Ergebnisse in Abb. 7.38 absolut gesehen auf verschiedene
Texturen.

Die Diagramme, die µ/M darstellen (links in Abb. 7.35, 7.37 und 7.38)
sind sehr ähnlich. Es gibt zwar geringe Unterschiede zwischen kfz/krz {110}
<111> einerseits und krz {110}<111>, {112}<111> andererseits, das Hinzufü-
gen der dritten Gleitsystemklasse {123}<111> hat nahezu keine Auswirkung.
µ/M zeigt jedoch eine deutliche Abhängigkeit von der relativen Messlänge
Lrel und der Anzahl Körner pro Querschnittsfläche NG. Allgemein zeigt sich
ein deutlicher Effekt auf die mittlere anfängliche Fließspannung, sobald
die Anzahl Körner pro Querschnittsfläche unter etwa 50 sinkt. Dies ist in
Übereinstimmung mit bekannten experimentellen Ergebnissen [96].
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7.7. Statistische Größeneffekte der Fließspannung

Bild 7.35.: Simulationsergebnisse für texturfreies Material. Die Verläufe des
relativen Mittelwerts sind links, die der relativen Standardabwei-
chung rechts dargestellt. a) kfz, äquivalent zu krz {110}<111>, b)
krz {110}<111>, {112}<111> und c) krz {110}<111>, {112}<111>,
{123}<111>.
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7. Ergebnisse und Diskussion

Bild 7.36.: Textur der experimentell untersuchten Fe-3%Si-Proben im Eu-
lerraum. Die Winkel sind gemäß der Bunge-Notation gegeben.
Sie beziehen sich auf die Achsen, wie sie in Abb. 7.2 auf Seite 104
definiert sind. Für die Berechnung der Orientierungsverteilungs-
funktion wurden die Orientierungen diskretisiert (discrete binning,
Intervallgröße 5◦) und einer gaussschen Glättung unterzogen
(Gaussian smoothing, Halbwertsbreite 5◦).
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7.7. Statistische Größeneffekte der Fließspannung

Bild 7.37.: Simulationsergebnisse für Materialien mit der in Abb. 7.36 gege-
benen Textur. Anordnung der Diagramme wie in Abb. 7.35

159



7. Ergebnisse und Diskussion

Bild 7.38.: Simulationsergebnisse der Extremwertbetrachtung unter Zuhil-
fenahme künstlich generierter Extremtexturen. Anordnung der
Diagramme wie in Abb. 7.35
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7.7. Statistische Größeneffekte der Fließspannung

Einfluss auf
Parameter µ/M s/µ

Relative Probenlänge + +
Korngröße + +
Kristallsystem O O
Textur O +

Tabelle 7.2.: Stärke des Einflusses der verschiedenen Parameter auf s/µ und
µ/M. Das Pluszeichen ‘+’ kennzeichnet einen starken Einfluss,
der Kreis ‘O’ kennzeichnet einen schwachen Einfluss.

Eine Anmerkung zum Einfluss der Textur auf die Ergebnisse: Der Be-
zugswert M ist texturabhängig. Angenommen, zwei Texturen T1 und T2

haben die gemittelten Taylor-Faktoren M1 und M2. Für zwei Probengruppen
(einmal mit der Textur T1, einmal mit T2), bestehend aus Proben mit gleicher
Korn- und Probengröße, mögen sich für die mittlere anfängliche Fließspan-
nung die gleichen Relativwerte µ1/M1 = µ2/M2 ergeben. Nichtsdestotrotz
können sich die absoluten Mittelwerte der anfänglichen Fließspannung
signifikant voneinander unterscheiden.

Die relativen Standardabweichungen s/µ, die in den Diagrammen auf der
rechten Seite von Abb. 7.35, 7.37 und 7.38 dargestellt sind, zeigen geringe
Unterschiede zwischen kfz/krz {110}<111> einerseits und krz {110}<111>,
{112}<111> andererseits; das Hinzufügen der dritten Gleitsystemklasse {123}
<111> hat nahezu keine Auswirkung – was vergleichbar mit dem Verhalten
von µ/M ist. s/µ wird sehr deutlich von Lrel und NG beeinflusst. Während
die Ergebnisse für texturloses und das gemäß Abb. 7.36 texturierte Material
sehr ähnlich sind, weicht die Extremwertbetrachtung signifikant davon ab.
Das bedeutet, dass die Textur einen großen Effekt auf die Streuung in der
anfänglichen Fließspannung haben kann. Allgemein zeigt sich ein deutlicher
Effekt auf die Streuung der anfänglichen Fließspannung, sobald die Anzahl
Körner pro Querschnittsfläche unter etwa 20–100 sinkt (in Abhängigkeit
von der vorliegenden Textur). Auch dieser Bereich ist in Übereinstimmung
mit bekannten experimentellen Ergebnissen [24]17.

17Bei Messing wurde zunehmende Streuung bei weniger als 15–60 Körner in der Querschnittsfläche festge-
stellt.
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7. Ergebnisse und Diskussion

Bild 7.39.: Vergleich des experimentell gemessenen Größeneffekts mit den
Vorhersagen des Modells. Die Balken kennzeichnen den 90 %-
Vertrauensbereich.

Ein Vergleich des Einflusses von Lrel auf s/µ und µ/M zeigt, dass lange
Proben eine geringere Streuung aufweisen, die mittlere anfängliche Fließ-
spannung aber stärker von der Anzahl Körner pro Querschnittsfläche ab-
hängt.

Eine kurze Zusammenfassung des Einflusses der verschiedenen Parame-
ter auf s/µ und µ/M ist in Tab. 7.2 dargestellt.

7.7.3. Experimentelle Ergebnisse

Die experimentellen Ergebnisse der relativen mittleren anfänglichen Fließ-
spannung sind im linken Diagramm von Abb. 7.39 dargestellt. Das rechte
Diagramm zeigt die experimentell gemessene relative Standardabweichung.
In beiden Diagrammen ist für jeden Datenpunkt der 90 %-Vertrauensbereich
als Balken eingezeichnet. Zum Vergleich mit den Modellvorhersagen sind
auch die entsprechenden Kurven aus Abb. 7.37 abgebildet (krz {110}<111>).

Wie zuvor in Kapitel 7.6 dargestellt, wurde die schwächste Scheibe in
manchen Fällen auch außerhalb der Messlänge gefunden. Die effektive
relative Messlänge ist deshalb vermutlich größer als 2. Aus diesem Grund
enthält Abb. 7.39 die Kurven für die relativen Messlängen Lrel = {2, 4}.
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7.7. Statistische Größeneffekte der Fließspannung

Einschub: Auswertung der experimentellen Messwerte

Es stellt kein Problem dar, anhand der experimentellen Mes-
sungen die mittlere anfängliche Fließspannung

〈
σy
〉

zu berech-
nen. Zum Vergleich mit µ/M ist jedoch die relative mittlere an-
fängliche Fließspannung nötig. M entspricht µ (Lrel, NG) mit end-
lichem Lrel und NG → ∞. Das bedeutet, dass

〈
σy
〉

auf σy,NG→∞

bezogen werden muss. Dann gilt

µ

M
=

〈
σy
〉

σy,NG→∞
(7.34)

σy,NG→∞ ist jedoch unbekannt und kann nicht gemessen wer-
den.18 In erster Näherung kann die Bestgerade in Abb. 7.32 zu M
extrapoliert werden. Dies liefert σy,NG→∞ ≈ 370 MPa, was jedoch
einen etwas zu hohen Wert darstellt. Auf der anderen Seite zeigt
eine Fehlerbetrachtung bei der Extrapolation ein relativ großes
Fehlerintervall. Aus diesem Grund wird eine andere Herange-
hensweise gewählt: σy,NG→∞ wird so gewählt, dass die mittlere
anfängliche Fließspannung der Proben mit der mittleren Korn-
größe 2 mm ungefähr in der Mitte der Simulationskurven für
Lrel = 2 und Lrel = 4 liegt. Der sich dabei ergebende Wert für
σy,NG→∞ liegt innerhalb des Fehlerintervalls der Extrapolation,
weshalb er als sinnvolle Näherung angesehen werden kann.

Im Gegensatz zur relativen mittleren anfänglichen Fließspan-
nung kann die relative Standardabweichung s/

〈
σy
〉

direkt an-
hand der experimentellen Daten berechnet werden.

Der Vergleich der experimentell gemessenen mit der vom Modell vorher-
gesagten relativen mittleren anfänglichen Fließspannung (linkes Diagramm
in Abb. 7.39) zeigt Abweichungen. Dies kann auf mehrere Ursachen zurück-
geführt werden:
18Zur Erinnerung: Das Modell berücksichtigt derzeit keine Effekte, wie zum Beispiel Hall-Petch oder eine

möglicherweise verringerte Fließspannung von Oberflächenkörnern. Es besteht keine Möglichkeit, diese
Effekte im Experiment auszuschließen.
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7. Ergebnisse und Diskussion

• Hall-Petch-Effekt: ist nicht berücksichtigt.

• Oberflächenkörner: eine möglicherweise verringerte Fließspannung
von Oberflächenkörnern ist nicht berücksichtigt.

• Elastische und plastische Anisotropie: Die Messwerte beziehen sich
auf grundlegend verschiedene Verhältnisse Korngröße :Probengröße.
Wenn die Korngröße im Bereich der Probengröße ist, dann ist die
Kornstruktur nahezu zweidimensional. Solche Proben haben in erster
Näherung zweidimensional ausgeprägte Bereiche mit Inkompatibi-
litätsspannungen aufgrund plastischer oder elastischer Anisotropie.
Es findet eine Überlagerung der Inkompatibilitätsspannungen von
maximal 3 Körnern statt (Korngrenzentripelpunkte).19 Das ist für die
Proben mit einer mittleren Korngröße von 2 mm der Fall. Es stellt
somit einen grundlegenden Unterschied zu den anderen untersuchten
Proben dar, die eine dreidimensionale Kornstruktur aufweisen. Die Be-
reiche mit Inkompatibilitätsspannungen haben bei diesen Proben auch
einen dreidimensionalen Charakter. In der Tendenz überlagern sich die
Inkompatibilitätsspannungen von mehr Körnern als im zweidimen-
sionalen Fall. Die lokale anfängliche Fließspannung könnte deshalb
unter Umständen bei niedrigeren außen an der Probe anliegenden
Kräften erreicht werden, was zu einer Verringerung der gemessenen
anfänglichen Fließspannung führen könnte.

• Lage der Korngrenzen: Ist die Korngröße größer oder gleich der Blech-
dicke, so ist jedes Korn beidseitig ein Oberflächenkorn und alle Korn-
grenzen verlaufen nahezu senkrecht zur Probenoberfläche. Bei abneh-
mender Korngröße liegt ein zunehmender Anteil der Körner innerhalb
des Vollmaterials. Im Gegensatz zur zweidimensionalen Kornstruktur
weist eine dreidimensionale Kornstruktur auch Korngrenzen parallel
zur Probenoberfläche auf. Ein möglicher Einfluss dieser Korngren-
zen auf die Fließspannung wird in [26] diskutiert. Dies kann zu einer
Erhöhung der Fließspannung führen.

Die Überlagerung dieser Effekte könnte erklären, warum die relative
mittlere anfängliche Fließspannung bei den Proben mit einer Korngröße von
19Die Inkompatibilitätsspannungen fallen mit dem Abstand zur Korngrenze stark ab, so dass hier nur die

Überlagerung in der direkten Nachbarschaft betrachtet wird.
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7.7. Statistische Größeneffekte der Fließspannung

0.5 mm niedriger ist als vom Modell vorhergesagt, während das Ergebnis
für die Proben mit der Korngröße 0.2 mm höher liegt.

Durch den Bezug der Standardabweichung auf die mittlere anfängliche
Fließspannung werden die Auswirkungen dieser Effekte größtenteils be-
seitigt. Und in der Tat zeigen die Verläufe der experimentell gemessenen
und vom Modell vorhergesagten relativen Standardabweichung eine gute
quantitative Übereinstimmung, wie im rechten Diagramm von Abb. 7.39 zu
sehen ist. Die Streuung in der anfänglichen Fließspannung kann demnach
auf den modellierten Mechanismus zurückgeführt werden.
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8. Zusammenfassung

Die mechanischen Eigenschaften werden von einer Vielzahl Mechanismen
und Ursachen bestimmt. Mit der Skalierung einhergehende, ungewollte
Modifikationen der Probenparameter können deshalb zu Scheineffekten
führen, wie zum Beispiel Änderungen von Textur oder Korngrößenvertei-
lung beim Walzen oder Glühen von Blechen unterschiedlicher Dicke. Dass
die Rauheit der Probenoberfläche insbesondere bei Skalierung der Proben-
geometrie signifikante Auswirkungen haben kann, ist schon lange bekannt –
und dennoch wird die Rauheit an den Kanten von Probenblechen bei der
Probenpräparation meist nicht beachtet. Um in dieser Arbeit sicherzustellen,
dass die gemessenen Effekte wirklich auf die beabsichtigte Skalierung der
Probenparameter zurückzuführen sind, und nicht auf Scheineffekte, wurde
eine entsprechend aufwändige Probenpräparation und -charakterisierung
gewählt.

Zur Untersuchung von Größeneffekten wurden Methoden vorgestellt, die
es erlauben die Entwicklung plastischer Vorgänge lokal, zerstörungsfrei und
umfassend zu charakterisieren. Dies ist Voraussetzung für ein besseres Ver-
ständnis der Mechanismen und bietet darüber hinaus die Möglichkeit einer
besseren Vergleichbarkeit von Simulation und Experiment. Die Blechdicken-
messung mittels Weißlichtinterferometrie und die Verformungsmessung
anhand der Bewegung von Korngrenzentripelpunkten erlauben qualitative
und quantitative Aussagen über das lokale Verformungsverhalten. Gän-
gige Modelle zum Hall-Petch-Effekt gehen zum Beispiel davon aus, die
Fließspannung werde dadurch bestimmt, dass die plastische Aktivität die
Korngrenze überschreitet und sich in angrenzende Körner verbreitet. Die
lokalen Verformungsmessungen zeigen, dass dem gerade bei Proben mit
großem Verhältnis Korngröße :Probengröße nicht so sein muss: Die Orte der
plastischen Verformung müssen nicht in direkter Nachbarschaft liegen. Es
kann sogar vorkommen, dass die plastische Verformung am einen Ende
der Probe beginnt und dann spontan am anderen Ende der Probe einsetzt,
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noch bevor sie an der ersten plastisch aktiven Stelle die Korngrenzen über-
schreitet. Da die so erreichbaren Dehnungen ein Vielfaches der Streckgrenze
betragen können, ist es fraglich, inwiefern die Streckgrenze vom Hall-Petch-
Effekt beeinflusst wird.

Das Orientation Gradient Mapping (OGM) liefert Aussagen über die
lokale Verfestigung und Mikrostrukturentwicklung. Erste experimentelle
Untersuchungen zeigen, dass sich die Resultate von OGM-Messungen sehr
gut mit anderen experimentellen Befunden dieser Arbeit sowie aus der
Literatur in Einklang bringen lassen. Anhand der OGM-Messungen der
Mikrostruktur an Fe-3%Si und Cu konnte lokal gezeigt werden, dass kleine
Körner im Mittel stärker verfestigen als große Körner, was aus makrosko-
pischen Messungen schon lange bekannt ist. Es hat sich allerdings gezeigt,
dass der zugrundeliegende Mechanismus und insbesondere die Verteilung
der Verfestigung sehr vom Werkstoff abhängen können. Ausgehend von
den OGM-Messungen kann gefolgert werden, dass manche in der Litera-
tur getroffenen Annahmen zur Verteilung der Verfestigung im Korn nicht
zutreffen. Die Untersuchungen der oberen und unteren Streckgrenze von
Fe-3%Si zeigen ebenfalls das erhöhte Verfestigungsverhalten von kleinen
Körnern. Darüber hinaus gibt es starke Anhaltspunkte, dass die Verfesti-
gung insbesondere zu Beginn der plastischen Verformung deutlich von
der Blechdicke beeinflusst wird. Allerdings wirkt sich die Verfestigung aus-
gleichend aus, so dass bei Erreichen der Zugfestigkeit kein signifikanter
Unterschied mehr feststellbar ist. Die genauen Hintergründe bedürfen noch
eingehender Untersuchung.

In den Betrachtungen zum größenabhängigen Materialverhalten wurden
die Auswirkungen der plastischen Anisotropie als Funktion der Relation
Korngröße :Probengröße auf die anfängliche Fließspannung untersucht. Die
Aussagen des zur theoretischen Betrachtung verwendeten Werkstoffmo-
dells wurden lokal und quantitativ mit den experimentellen Ergebnissen
von Zugversuchen verglichen und zeigten eine gute Übereinstimmung. Das
Modell wurde anschließend erweitert, um das statistische Verhalten eines
Probenkollektivs als Funktion von relativer Probenlänge, Anzahl Körner
im Probenquerschnitt, Textur und aktiven Gleitsystemen zu untersuchen.
Das Modell erlaubt dabei insbesondere auch eine Betrachtung der zu erwar-
tenden Streuung. Da die benötigte Rechenzeit gering ist, sind ausgedehnte
Parameterstudien möglich. Experimente aus der Literatur zeigen eine Zu-
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nahme der Streuung im gleichen Größenbereich wie das Modell. Es konnte
gezeigt werden, dass die Modellvorhersagen mit den in eigenen Experimen-
ten gemessenen Mittelwerten der anfänglichen Fließspannung qualitativ
und mit den Streuungen quantitativ übereinstimmen. Zusätzlich wurde
mit dem Modell eine für die Praxis sehr wichtige Abschätzung über den
maximal zu erwartenden Größeneffekt getroffen.
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9. Ausblick

Experimente zur lokalen Plastizität betrachten meist nur die lokale Deh-
nung. Das Orientation Gradient Mapping (OGM) bietet jedoch eine Mög-
lichkeit, die lokale Verfestigung zerstörungsfrei qualitativ zu messen. Es ist
zu vermuten, dass mit dem OGM und geeigneten Mikrostrukturmodellen
nicht nur quantitative Werte für die Verfestigung erhalten werden können,
sondern auch anhand der lokalen Missorientierung Rückschlüsse auf die lo-
kale, gleitsystemspezifische Versetzungsdichte gezogen werden können. In
schrittweisen Versuchen könnte somit die lokale Mikrostrukturentwicklung
detailliert gemessen werden. Im Idealfall wären quantitative Messungen zu
Verformungsmechanismen möglich, die zur Verbesserung von Werkstoffmo-
dellen und zur lokalen Verifizierung von Simulationen verwendet werden
können. Die Möglichkeiten des Verfahrens sollten deshalb noch eingehender
untersucht werden.

Das Prinzip des in dieser Arbeit vorgestellten Plastizitätsmodells unter-
scheidet sich in relevanten Punkten von gängigen Werkstoffmodellen (siehe
zum Beispiel [187]). Die im Modell betrachtete anisotrope Plastizität könnte
als entsprechende Fließfläche in die FEM implementiert werden, wie zum
Beispiel als anisotrope Fließfläche [188] oder als isotrope Fließfläche, die je-
doch gemäß dem makroskopischen Lastpfad in Abhängigkeit von der Orien-
tierung für jedes Korn einzeln festgelegt wird [174]. Dies erlaubt auch unter
Berücksichtigung realistischer Kornstrukturen die Betrachtung komplexer
Probengeometrien und Lastfälle (Abb. 9.1). Dabei würde jedoch das Problem
nicht gelöst werden, dass diese Modellierungen häufig nur das homoge-
nisierte Mittelwertverhalten betrachten. Bei kleinen Bauteilen wird aber
zunehmend die Streuung relevant. Außer der Durchführung zahlreicher,
rechenzeitintensiver FEM-Simulationen gibt es zur Beantwortung dieser
Fragestellung derzeit kaum Lösungen. Das vorgestellte Modell bietet hierfür
einen alternativen Ansatz, denn es erlaubt die Berechnung ausführlicher Sta-
tistiken in kurzer Zeit. Ein Nachteil des Modells gegenüber der FEM besteht
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9. Ausblick

Bild 9.1.: Oben: Probengeometrie und Belastungsrichtung. Unten: Ergebnis
einer FEM-Simulation (Vergleichsspannung nach von Mises). Die
Korngrenzen sind als schwarze Linien eingezeichnet. Das Materi-
algesetz war linear elastisch (anisotrop), ideal plastisch (isotrop,
aber in Abhängigkeit von der Kornorientierung für jedes Korn
individuell).
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darin, dass es keine generalisierte Formulierung gibt, die auf beliebige Last-
fälle anwendbar ist. Durch Modifikation der Zugprobengeometrie ähnlich
wie in [17] und Berücksichtigung des inhomogenen Spannungszustandes
könnte jedoch auch eine Betrachtung weiterer Umformkenngrößen gelingen.
Auch realistische Kornformen, korngrößenabhängige Plastizität und Verfes-
tigung könnten in das Modell implementiert werden.1 Ein größeres Problem
stellt aber vermutlich die Berücksichtigung der Kristallgitterdrehung dar,
die bei größeren Dehnungen nicht mehr vernachlässigt werden kann: da auf-
grund der Größenverhältnisse kein quasihomogenes Material vorliegt, wie
dies zum Beispiel für die Texturmodellierung in [190] vorausgesetzt wird,
genügt es nicht, dass die Texturänderung im Mittel zutreffend vorhergesagt
wird.

9.1. Untersuchung von Mikrotiefziehproben

Es ist gelungen, die in dieser Arbeit verwendeten Charakterisierungsme-
thoden auch erstmals auf schrittweise tiefgezogene Proben zu übertragen.2

Beim Tiefziehen ist die Probenoberfläche in direktem, reibendem Werkzeug-
kontakt, weshalb eine geeignete Schmierung vorgenommen wurde. Die
Verformung der Probe senkrecht zur ursprünglichen Blechnormale begrenzt
die Möglichkeiten der Messtechnik: Im Napfinneren sind EBSD-Messun-
gen aufgrund von Abschattungseffekten nicht möglich. In Bezug auf die
Blechdickenmessung setzt die Brennweite des Weißlichtinterferometers der
maximal zulässigen Napfhöhe eine Grenze bei circa 6 mm. Letzteres ist für
die Untersuchung kleiner Proben jedoch unkritisch. Ein Beispiel für eine in
zwei Schritten tiefgezogene Ronde aus Fe-3%Si ist in Abb. 9.2 und Abb. 9.3
gezeigt. Die Ronde wurde zuerst aus dem Blech gestanzt und danach weich-
geglüht. Die Kornstruktur dieser Probe weist die Besonderheit auf, dass
etwa 3/4 der Probe polykristallin ist, während das verbleibende Viertel von

1Das Hauptproblem hierbei besteht nicht in der Implementierung einer Kornstruktur in das Modell. Künstli-
che Mikrostrukturen können mittels Monte-Carlo-Potts-Modellierung erzeugt werden, wie in [189] gezeigt.
Aufgrund eines Mangels an experimentellen Daten können diese Modelle derzeit noch nicht ausreichend
verifiziert werden. Die generierten Mikrostrukturen sehen zwar „echt“ aus, aber inwiefern das modellierte
Kornwachstum und die sich einstellenden Nachbarschaftsbeziehungen wirklich realitätsgetreu sind, ist
derzeit noch völlig offen.

2Dies erfolgte in Zusammenarbeit mit Herrn Dipl.-Ing. Holger Justinger vom Institut für Bildsame Formge-
bung, RWTH Aachen.

173



9. Ausblick

4°0°

Bild 9.2.: Tiefziehronde aus Fe-3%Si nach dem ersten Tiefziehschritt (Aus-
gangsdurchmesser 16 mm, Blechdicke 0.28 mm, Stempeldurch-
messer 8 mm). Links: Fotografie der Probe. Rechts: OGM-Messung
am Probenrand.

einem Korn eingenommen wird. Somit war es möglich, das Verhalten des
polykristallinen Materials im Vergleich zum (quasi-)einkristallinen Material
im gleichen Versuch zu untersuchen.

Die OGM-Messung des Randes zeigt, dass sich die Verfestigung im Be-
reich des großen Kornes sehr lokal konzentriert. Im polykristallinen Bereich
liegt sie zwar auch bandförmig vor, ist aber aufgrund der kleineren Kör-
ner auf einen größeren Bereich verteilt. Diese lokale Art der Verfestigung
zeigte sich auch im Zugversuch (Kapitel 7.3.1). Sie scheint also eine von der
Korngröße und der Art der Belastung (ein- oder mehrachsig) unabhängige
Eigenschaft von Fe-3%Si zu sein. Der Bodenbereich zeigt eine signifikan-
te, lokal unterschiedliche Abnahme der Blechdicke, weist jedoch nur eine
geringe Verfestigung auf.

Zugversuche an Cu zeigen (Abb. 9.4 und Abb. 9.5), dass die Blechdicken-
abnahme höherfrequente Strukturen aufweist, als im Fall von Fe-3%Si (ver-
gleiche Abb. 7.31 auf Seite 149).
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9.1. Untersuchung von Mikrotiefziehproben

4°0°

0-80

µm

Bild 9.3.: Tiefziehronde aus Abb. 9.2 nach dem zweiten Tiefziehschritt. Links:
Fotografie der Probe. Mitte: Blechdickenmessung des Napfbodens
mittels Weißlichtinterferometrie. Die Korngrenzen sind schwarz
eingezeichnet. Rechts: Orientierungsgradient am Probenrand und
von der Probenunterseite am Napfboden (Die Messung wurde
entsprechend gespiegelt, damit die Anordnung der Körner der
Fotografie entspricht.).

5 mm

Bild 9.4.: Kornstruktur der Cu-Zugprobe: Die Korngrenzen sind schwarz,
Zwillingskorngrenzen weiß dargestellt.
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Bild 9.5.: Blechdickenmessung mittels Weißlichtinterferometrie an einer Cu-
Zugprobe bei a) εpl ≈ 3.7 % und b) εpl ≈ 6.8 %

In Abb. 9.6 sind die Ergebnisse des ersten Tiefziehschritts einer Cu-Ronde
dargestellt. Im Gegensatz zur Fe-3%Si-Ronde wurde das Cu-Blech vor dem
Stanzen der Ronde geglüht. Mit Ausnahme eines Kornes am Rand ist die
Ronde einkristallin und nahezu frei von Zwillingen. Die OGM-Messungen
zeigen für Rand und Napfboden im Vergleich zur Fe-3%Si-Ronde ähnlich
wie im Zugversuch eine homogenere Verteilung der Verfestigung (Kapi-
tel 7.3.2). Im Außenbereich der Cu-Probe zeigt der Orientierungsgradient
die durch das Stanzen der Ronde hervorgerufene plastische Verformung.
Die Blechdickenmessung des Napfbodens zeigt auch hier im Vergleich zur
Fe-3%Si-Ronde eine relativ feine Strukturierung (obwohl der Boden des Cu-
Napfes nahezu einkristallin ist).

Diese Ergebnisse zeigen, dass mit den in dieser Arbeit vorgestellten Me-
thoden und Vorgehensweisen lokales Werkstoffverhalten nicht nur im Zug-
versuch untersucht werden kann; die Anwendbarkeit ist auch für den Ferti-
gungsprozess gegeben. Eingehendere Untersuchungen sind also möglich.
Somit kann das größenabhängige Bauteilverhalten ex situ und in situ unter-
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sucht werden, um bei der Skalierung des Fertigungsprozesses Größeneffekte
des Materials von den Größeneffekten des Prozesses besser zu trennen.

9.2. Weitere Ansätze

Das Ziel der Homogenisierung in der Simulation ist es einen Mittelweg zwi-
schen Detailgrad und Rechenaufwand zu finden. Hierfür müssen bei der
Homogenisierung die zugrundeliegende Mikrostruktur und Geometrie be-
rücksichtigt werden. Ausgehend von den vorliegenden Ergebnissen werden
im Folgenden ein paar Vorschläge für mögliche weitere Vorgehensweisen
gemacht.

Zunächst wäre zu untersuchen, inwiefern die in Kapitel 7.1 dargestellte
Vorgehensweise zur Modellierung anfänglicher Fließprozesse beim Zugver-
such auch auf komplexere Versuche übertragbar ist. Beispielsweise wäre
eine Übertragung auf den Biegeversuch denkbar. Ähnlich wie im Zugver-
such könnte auch hier die Probe in Scheiben zerlegt modelliert werden. Bei
der Übertragung auf das Tiefziehen (Lokale Blechausdünnung im Bereich
des Napfbodens) wäre die Probe bei der Modellierung nicht in Scheiben son-
dern aufgrund der radial wirkenden Zugspannung zum Beispiel in radiale
Segmente zu zerlegen. Hier wäre zu untersuchen, inwiefern die Segmente
selbst wieder zu unterteilen sind, da Bereiche am Rand einer direkteren
Belastung ausgesetzt sind als Bereiche in der Mitte des Napfbodens. Somit
ließen sich für verschiedene Belastungsfälle Wahrscheinlichkeitsdichtever-
teilungen der anfänglichen Fließspannung ermitteln.

Auf der Basis solcher Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen könnten
komplexere Geometrien und Lastfälle berücksichtigt werden. Zunächst
könnte ein kontinuumsmechanisches Modell der Probe mittels FEM berech-
net werden, um die lokalen Dehnungspfade anzunähern. Anschließend
würden anhand der lokalen Dehnungen lokale Wahrscheinlichkeitsdich-
teverteilungen der Fließspannung verwendet. Da aus der FEM-Rechnung
auch die Spannungsverteilung zu Beginn der plastischen Verformung be-
kannt ist, kann somit eine Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung für erste
lokale Plastizität in Abhängigkeit der äußeren Last ermittelt werden.

Ein Einsatzzweck hierfür wären zum Beispiel Zahnräder. Während das
Zahnrad ansich relativ groß sein mag, sind die einzelnen Zähne und Zahn-
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9. Ausblick

Bild 9.6.: Tiefziehronde aus Cu nach dem ersten Tiefziehschritt (Ausgangs-
durchmesser 16 mm, Blechdicke 0.3 mm, Stempeldurchmesser
8 mm). Links: Fotografie der Probe. Die Probe ist bis auf ein Korn
links unten einkristallin. Der besseren Sichtbarkeit wegen wurde
die Korngrenze durch Überlagerung einer weißen Linie hervorge-
hoben. Mitte: Blechdickenmessung des Napfbodens mittels Weiß-
lichtinterferometrie. Das Blech war im Stempelbereich einkristallin.
Rechts: Orientierungsgradient am Probenrand und von der Pro-
benunterseite am Napfboden (Die Messung wurde entsprechend
gespiegelt, damit die Anordnung der Körner der Fotografie ent-
spricht.). Der schwarze Bereich im Napfboden, bei dem aufgrund
der schlechten EBSD-Bilder (Unschärfe zeigt eine hohe Verset-
zungsdichte an) keine Orientierungsmessung möglich war, könnte
auf den Beginn eines Bodenreißers hindeuten, da an der gleichen
Stelle auch eine erhöhte Ausdünnung des Bleches gemessen wur-
de.
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gründe, auf welche die Belastung hauptsächlich wirkt, wesentlich kleiner
und unter Umständen im Bereich der Korngröße. Eine Auswertung wie
oben dargestellt könnte für den einzelnen Zahn eine Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung der Belastbarkeit ergeben. Anhand der Anzahl der Zähne
ist dann eine Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Belastbarkeit des
Zahnrades ableitbar.
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A. Korngrößenbestimmung

Prinzipiell kann die Kornstruktur einer Probe dreidimensional charakte-
risiert werden, indem Schicht für Schicht abgeschliffen, wegpoliert oder
mittels FIB (Focused Ion Beam) abgetragen wird [191]. Wegen der in Kapi-
tel 5 geforderten Zerstörungsfreiheit der Charakterisierungsmethoden kann
auf diese Vorgehensweise jedoch nicht zurückgegriffen werden. Es stehen
demzufolge nur die Schnittlinien der Korngrenzenflächen mit der Proben-
oberfläche zur Verfügung.1 Gängige Methoden zur Korngrößenbestimmung
sind zum Beispiel Bildreihentafelvergleiche, Linienschnitt- und Flächenaus-
zählverfahren sowie das Verfahren nach Snyder und Graff [193]. Mit diesen
Verfahren kann jedoch nur eine mittlere Korngröße bestimmt werden. Um
eine Korngrößenverteilung zu erhalten, muss die Größe für alle Körner
einzeln bestimmt werden.

Angenommen, die Körner haben ungefähr Kugelform und werden von
der Probenoberfläche in zufälliger Höhe geschnitten. Dann erscheinen Kör-
ner, die vor dem Schnitt die gleiche Größe hatten, unterschiedlich groß.
Demgegenüber können unterschiedlich große Körner gleich groß erschei-
nen („Tomaten-Salat-Problem“) [194, 195]. Dieses Problem tritt insbesondere
dann auf, wenn durch Schneiden der Probe aus dem Vollmaterial oder Ab-
schleifen der obersten Materialschicht die untersuchte Probenoberfläche
zufällig im Gefüge platziert wird.

In der vorliegenden Arbeit kommt es auf die wahre Korngrößenverteilung
jedoch nicht an; vielmehr dient die Bestimmung der Verteilung zur Ähn-
lichkeitsanalyse verschiedener Proben. Im statistischen Mittel wird bei allen
Proben der gleiche Fehler gemacht, sodass die einfache Ableitung der Korn-

1In letzter Zeit wurde ein Verfahren zur zerstörungsfreien, lokalen Messung von Kristallorientierungen
im Inneren einer Probe entwickelt, welches auf dreidimensionaler Röntenbeugung-Mikrotomografie
basiert (3DXRAY). Hierfür wird allerdings ein Synchroton benötigt. Der aktuelle Entwicklungsstand
dieser Methode und erste Ergebnisse sind in [192] zusammenfassend dargestellt.
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A. Korngrößenbestimmung

größenverteilung anhand der an der Oberfläche sichtbaren Korngrenzen für
diesen Anwendungszweck völlig ausreicht.

Die Korngröße wird in Form des Kornradius R angegeben. Körner haben
aber keine perfekte Kugelform. Somit haben die Schnitte keine perfekte
Kreisform. Als Korngröße Ri des Kornes i wird deshalb der Radius eines
Kreises angegeben, dessen Fläche so groß ist, wie die Schnittfläche des Korns
mit der Probenoberfläche. Es gibt prinzipiell mehrere Möglichkeiten, daraus
einen mittleren Kornradius 〈R〉 abzuleiten. In der Literatur ist häufig nicht
klar ersichtlich, welche Art der Mittelwertbildung vorgenommen wurde [12].
Auf den ersten Blick am naheliegendsten ist

〈R〉 :=
1
N

N

∑
i=1

Ri (A.1)

Auf dieser Methode basieren die eingangs erwähnten gängigen Verfahren.
In einigen Materialmodellen wird jedoch angenommen, dass die Hall-Petch-
Gleichung

〈
σy
〉

= σp +
k√
〈R〉

(A.2)

mit der Peierls-Spannung σp und der Konstanten k auch für einzelne Körner
gilt. Für die Fließspannung σy,i des Kornes i wird deshalb

σy,i = σp +
k√
Ri

(A.3)

verwendet. Dann müsste unter der Annahme von

〈
σy
〉

=
1
N

N

∑
i=1

σy,i (A.4)

für den mittleren Kornradius die Formel

〈R〉 =

(
1
N

N

∑
i=1

1√
Ri

)−2

(A.5)

verwendet werden. Soweit dies anhand der historischen Entwicklung der
Korngrößenbestimmung und den nur selten anzutreffenden Angaben in
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der Literatur abzuleiten ist, liegt dem Hall-Petch-Effekt jedoch Gl. (A.1) zu-
grunde.2 Aus diesem Grund wird auch in der vorliegenden Arbeit davon
Gebrauch gemacht. In der Literatur wird der mittlere Kornradius stellen-
weise auch über die mittlere Kornfläche 〈A〉 berechnet:

〈A〉 =
1
N

N

∑
i=1

Ai (A.6)

Hierbei ist Ai die Fläche des Kornes i. Unter der Annahme nahezu gleich-
achsiger Körner wird im Mittel angenommen, dass

〈A〉 = π 〈R〉2 (A.7)

Ai = πR2
i (A.8)

Einsetzen liefert:

π 〈R〉2 =
1
N

N

∑
i=1

πR2
i

⇔ 〈R〉 =

√
1
N

N

∑
i=1

R2
i (A.9)

Auch diese Vorgehensweise ist mit der obigen Interpretation von Hall-Petch
nicht kompatibel.

Ein weiteres Problem betrifft übrigens die Frage, inwiefern Zwillings-
korngrenzen als normale Korngrenzen behandelt werden. In der Literatur
werden häufig Angaben zur Korngröße zum Beispiel von Cu-Proben ge-
macht. Wie diese genau ausgewertet wurde, ist jedoch häufig nicht erwähnt.
Zwillingskorngrenzen sind für manche Versetzungen vollkommen durch-
sichtig, für andere wiederum Hindernisse wie normale Korngrenzen auch.
Ein ähnliches Problem stellt sich in Bezug auf Phasengrenzflächen bei Mul-
tiphasenwerkstoffen. In dieser Arbeit werden Zwillingskorngrenzen wie
normale Korngrenzen behandelt.

2Da der Hall-Petch-Effekt makroskopisch experimentell gut belegt ist, sind deshalb aufgrund der mathema-
tischen Inkompatibilität Zweifel angebracht, inwiefern die Formel wirklich auch lokal auf einzelne Körner
übertragen werden kann.
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B. Abschätzung der
Dehnungsverteilung

Der Dehnungstensor anhand des Verschiebungsvektorfeldes ~u (~x) ist in der
klassischen Kontinuumsmechanik gegeben durch:

ε ij =
1
2

(
∂

∂xj
ui +

∂

∂xi
uj

)
(B.1)

Im Experiment ist jedoch keine infinitesimale Betrachtung möglich; es kön-
nen nur endliche Volumina betrachtet werden. Ist das betrachtete Volumen
ausreichend klein, kann eine homogene Dehnung angenommen werden.
Unter Ausschluss von Starrkörpertranslationen und -rotationen ist dann

ui = ε ijxj (B.2)

In diesem Fall würde es genügen, die Verschiebung von 4 Punkten ~P0, ~P1,
~P2 und ~P3 zu bestimmen, die im unverformten Zustand linear unabhängig
sind. Im einfachsten Fall können diese wie folgt angeordnet werden:

~P0 = (p0,1; p0,2; p0,3)
T

(
~Pi

)
j
=
(
~P0

)
j
+ ∆p δij ∀ i, j = 1..3 (B.3)

Bei zweidimensionaler Betrachtung entfällt ~P3, sodass es genügt, die Bewe-
gung der Punkte eines quadratischen Punkterasters zu verfolgen. Für jeden
quadratischen Bereich kann somit ein lokaler Dehnungstensor ermittelt
werden.

In der vorliegenden Anwendung werden als Referenzpunkte jedoch Korn-
grenzentripelpunkte verwendet, die weder regelmäßig noch (in Bezug auf
die Dehnungsinhomogenität) ausreichend dicht angeordnet sind. Um den-
noch ein Maß für die lokale Verformung einzelner Körner zu erhalten, wird,
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B. Abschätzung der Dehnungsverteilung

wie in [196] vorgeschlagen, die Methode der kleinsten Quadrate verwendet,
um einen mittleren Dehnungstensor anzunähern. Das in [196] abgedruckte
Ergebnis ist jedoch fehlerhaft. Des Weiteren wird in der Rechnung nicht auf
Starrkörpertranslationen und -rotationen eingegangen. Aus diesem Grund
wird im Folgenden ein verallgemeinerter Algorithmus hergeleitet.

In den durchgeführten Experimenten wird die Verformung dünner Bleche
im Zugversuch untersucht. In erster Näherung wird angenommen, dass die
Dehnung über die Blechdicke konstant ist.1 Da nur die auf die ursprüng-
liche Blechebene projizierte Bewegung der Referenzpunkte vorliegt, wird
die Betrachtung auf das Zweidimensionale beschränkt. Der genäherte Deh-
nungstensor ist somit:

ε =
(

ε11 ε12

ε12 ε22

)
(B.4)

Die Dehnungskomponente senkrecht zur Blechebene ε33 kann mit Hilfe der
Annahme der Volumenkonstanz, das heißt ε ii = 0, genähert werden. Die
entsprechenden Abgleitungskomponenten ε13 und ε23 können mit dieser
Methode jedoch nicht ermittelt werden. Statt Gl. (B.4) wird im Folgenden
die Dehnung im Hauptachsensystem betrachtet:

ε =
(

cos φ − sin φ
sin φ cos φ

)(
ε1 0
0 ε2

)(
cos φ sin φ
− sin φ cos φ

)
(B.5)

=
(

ε1 cos2 φ + ε2 sin2 φ (ε1− ε2) cos φ sin φ

(ε1− ε2) cos φ sin φ ε1 sin2 φ + ε2 cos2 φ

)
(B.6)

Hierbei sind ε1 und ε2 die Hauptdehnungen. Der Winkel φ gibt die Orien-
tierung des Hauptachsensystems an. Aus dem Experiment erhält man für
jeden Punkt k

• die Position vor Verformung ~ξk = (ξ1,k; ξ2,k)T

• die Position nach Verformung ~xk = (x1,k; x2,k)T

Das rein verformungsbasierte Verschiebungsvektorfeld ~uk kann jedoch nicht
einfach aus ~xk −~ξk berechnet werden. Neben der eigentlichen Verformung ε
enthalten die gemessenen Positionen nämlich zusätzlich

1Im Zugversuch bleibt – anders als im Biegeversuch oder beim Tiefziehen – die Blechoberfläche im Bereich
der Gleichmaßdehnung in erster Näherung eben.
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B. Abschätzung der Dehnungsverteilung

• eine Starrkörpertranslation vor Verformung ~ϑ = (ϑ1; ϑ2)T

• eine Starrkörperrotation nach Verformung R

• eine Starrkörpertranslation nach Verformung~t = (t1; t2)T

Werden die gemessenen Positionen um die noch unbekannten Starrkörper-
translationen und -rotation korrigiert, kann die rein verformungsbasierte
Verschiebung ~uk = (u1,k; u2,k)T von Punkt k aus

~uk := R
(
~xk −~t

)
−
(
~ξk −~ϑk

)
(B.7)

erhalten werden. Dabei ist

R =
(

cos α sin α
− sin α cos α

)
(B.8)

Nach Korrektur der Messwerte um Translationen und Rotation stellen die
~uk also experimentell gemessene, rein verformungsbasierte Verschiebungen
dar. Der gesuchte Dehnungstensor ε soll nun diese Verschiebungen mög-
lichst gut nachbilden. Sind ~̃xk = (x̃1,k; x̃2,k)T die genäherten Positionen nach
Verformung, dann gilt mit Gl. (B.2) für die mit ε genäherten Verschiebungen
~̃uk = (ũ1,k; ũ2,k)T:

~̃uk = ~̃xk −
(
~ξk −~ϑk

)

= ε ·
(
~ξk −~ϑk

)
(B.9)

Als zu minimierendes Maß für die Abweichung wird

S :=
N

∑
k=1

(
~̃uk − ~uk

)2
(B.10)
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verwendet, wobei N die Anzahl der Messwerte ist. Das Minimum kann
gefunden werden, indem alle partiellen Ableitungen von S nach den zu
optimierenden Parametern gleich Null gesetzt werden:

∂S
∂ε1

= 0
∂S
∂ε2

= 0
∂S
∂φ

= 0 (B.11)

∂S
∂ϑ1

= 0
∂S
∂ϑ2

= 0 (B.12)

∂S
∂t1

= 0
∂S
∂t2

= 0 (B.13)

∂S
∂α

= 0 (B.14)

Aus Gl. (B.12) ergibt sich

~ϑ =
1
N

N

∑
k=1

~ξk (B.15)

Aus Gl. (B.13) ergibt sich

~t =
1
N

N

∑
k=1

~xk (B.16)

Die Starrkörpertranslationen können somit aus den Messwerten eliminiert
werden, sodass im Folgenden ohne Beschränkung der Allgemeinheit ~ϑ =
~0 und ~t = ~0 angenommen werden kann. Gl. (B.14) kann dann deutlich
vereinfacht werden, dennoch konnte keine geschlossene Lösung gefunden
werden. Stattdessen ergibt sich

α = arctan

(
∑N

k=1 (x̃1,kx2,k − x̃2,kx1,k)
∑N

k=1 (x̃1,kx1,k + x̃2,kx2,k)

)
(B.17)

Da die ~̃xk noch unbekannt sind, kann α somit nicht direkt berechnet werden.
Zunächst wird deshalb eine reine Starrkörperrotation ohne Verformung
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angenommen, sodass eine erste Näherung für α unter der Annahme ~̃xk = ~ξk
gefunden werden kann. Mit diesem Wert für α kann nun die Starrkörper-
rotation aus den Messwerten in erster Näherung eliminiert werden. Somit
kann im Folgenden angenommen werden, dass die Messpunkte frei von
Starrkörperrotationen sind. Aus Gl. (B.11) resultiert dann mit

A := ∑
k

ξ2
1,k + ξ2

2,k

B := ∑
k

2 ξ1,kξ2,k

C := ∑
k

ξ2
1,k − ξ2

2,k

D := ∑
k

u1,kξ1,k + u2,kξ2,k

E := ∑
k

u1,kξ2,k + u2,kξ1,k

F := ∑
k

u1,kξ1,k − u2,kξ2,k (B.18)

folgendes Gleichungssystem:

ε1(A + C cos(2φ) + B sin(2φ)) = D + E sin(2φ) + F cos(2φ) (B.19)
ε2(A− C cos(2φ)− B sin(2φ)) = D− E sin(2φ)− F cos(2φ) (B.20)

(ε1 + ε2)(B cos(2φ)− C sin(2φ)) = 2E cos(2φ)− 2F sin(2φ) (B.21)

Aus Gl. (B.19) und Gl. (B.20) ergeben sich sofort ε1 und ε2 zu

ε1 =
D + E sin(2φ) + F cos(2φ)
A + C cos(2φ) + B sin(2φ)

(B.22)

ε2 =
D− E sin(2φ)− F cos(2φ)
A− C cos(2φ)− B sin(2φ)

(B.23)

Einsetzen in Gl. (B.21) liefert dann

φ =
1
2

arctan
(

E (C2− A2) + B (A D− C F)
F (B2− A2) + C (A D− B E)

)
(B.24)

Die aus diesen gefundenen Verformungsparametern berechneten ~̃x kön-
nen nun in Gl. (B.17) eingesetzt werden, um einen exakteren Wert von α zu
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erhalten, welcher wiederum verwendet werden kann, um die Verformungs-
parameter zu verbessern und so weiter. Die Konvergenz dieses iterativen
Verfahrens ist im Einzelfall zu prüfen, zum Beispiel anhand von S. Als Ab-
bruchbedingung wird die Erfüllung von mindestens einem der folgenden
Kriterien vorgeschlagen:

• S/N unterschreitet einen Schwellenwert (= Forderung einer Mindest-
genauigkeit)

• S ist im Vergleich zum vorhergehenden Iterationsschritt nicht kleiner
geworden (= Forderung nach Konvergenz)

• Die maximale Anzahl von Iterationen ist erreicht (= Vermeidung von
Deadlocks; Begrenzung der Rechenzeit)

In der Praxis hat sich gezeigt, dass selten mehr als 2–10 Iterationsschritte
nötig sind, um das optimale Ergebnis zu finden.

192



C. Rechnen mit Orientierungen

C.1. Grundlagen

Eine Orientierung wird definiert durch eine Rotation R, die das am Labor-
koordinatensystem ausgerichtete Kristallgitter so dreht, dass seine Ausrich-
tung mit dem Kristallgitter der Probe übereinstimmt. Das heißt, dass R das
am Kristallgitter der Probe ausgerichtete Koordinatensystem ins Laborkoor-
dinatensystem überführt. Rotationen sind im Allgemeinen nicht kommutativ.
Aus diesem Grund ist stets auf die korrekte Reihenfolge zu achten, wenn
mehrere Rotationen hintereinander ausgeführt werden sollen!

Die 3 Freiheitsgrade einer Rotation im R3 können dabei direkt durch
Rotationsachse1 ~q und Rotationswinkel φ gegeben werden [197]2:

R =




c + (1− c)q2
1 (1− c)q1q2− sq3 (1− c)q1q3 + sq2

(1− c)q1q2 + sq3 c + (1− c)q2
2 (1− c)q2q3− sq1

(1− c)q1q3− sq2 (1− c)q2q3 + sq1 c + (1− c)q2
3


 (C.1)

mit den Abkürzungen

c := cos φ (C.2)
s := sin φ (C.3)

Das heißt, dass umgekehrt aus einer gegebenen Rotationsmatrix die Rotati-
onsachse mit

~q =
1
2s




R32− R23

R13− R31

R21− R12


 (C.4)

1Die Länge der Rotationsachse ist dabei immer 1, sodass der Achsenvektor nur zwei unabhängige Kompo-
nenten hat.

2Achtung: Die Herleitung ist in der Literaturquelle zwar korrekt, die Ergebnisformel weist jedoch einen
Druckfehler auf!
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und der Rotationswinkel wegen

|~q| = 1 (C.5)

mit

φ = arccos
Rii − 1

2
(C.6)

berechnet werden kann. Es gilt die Vereinbarung, dass

φ ∈ [0; π] (C.7)

Häufiger als die Angabe einer Rotation mittels Rotationsachse und Winkel
ist die Zerlegung einer Rotation in drei Einzelrotationen mit fest definierten
Achsen, wie zum Beispiel im Falle der Eulerwinkel φ1, Φ und φ2 (Notation
nach Bunge):

R = Rz (φ2) Rx (Φ) Rz (φ1) (C.8)

Es bezeichnen Rx, Ry und Rz Rotationen um x-, y- und z-Achse:

Rx (α) :=




1 0 0
0 cos α − sin α
0 sin α cos α




Ry (β) :=




cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β




Rz (γ) :=




cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0

0 0 1


 (C.9)

Einschub: Wichtige Anmerkung

In der Literatur ist für Ry auch häufig die Darstellung

Ry (β) :=




cos β 0 − sin β
0 1 0

sin β 0 cos β


 (C.10)

zu finden. Wie aber leicht durch Ausprobieren festgestellt wer-
den kann, beschreibt dies eine Drehung um die negative y-Achse.

194



C. Rechnen mit Orientierungen

C.2. Orientierungsunterschiede

Gegeben seien zwei Orientierungen RA und RB. Der Orientierungsunter-
schied von A nach B sei ∆RBA, sodass gilt:

RB = ∆RBARA

⇔ RBRT
A = ∆RBA

(C.11)

Analog gilt für den Orientierungsunterschied von B nach A mit der Bezeich-
nung ∆RAB:

RA = ∆RABRB

⇔ RART
B = ∆RAB

(C.12)

∆RBA und ∆RAB selbst sind wieder Rotationsmatrizen. Das heißt, ein Ori-
entierungsunterschied kann auch durch eine Rotationsachse und einen
Rotationswinkel (Missorientierungswinkel) ausgedrückt werden.

Einschub: Alternative Berechnung

Für die Berechnung der Missorientierung aus zwei mittels
Euler-Winkeln gegebenen Orientierungen ist in [126] eine alter-
native Formel zu finden:

DE =
√

(φ1,A− φ1,B)
2 + (ΦA−ΦB)

2 + (φ2,A− φ2,B)
2 (C.13)

Das Maß der Missorientierung ist hierbei die Distanz im Euler-
Raum DE. Der Euler-Raum weist jedoch weder eine gleichmäßige
Dichte auf, noch ist eine eineindeutige Zuordnung zwischen
Orientierung und Position (φ1, Φ, φ2) möglich – in Sonderfällen
wie Φ = 0 bezeichnen alle Punkte mit φ1 + φ2 = const sogar die
gleiche Orientierung. Somit kann die gleiche Orientierung eine
Distanz DE 6= 0 zur Folge haben. Aus diesen Gründen erscheint
die Verwendung von DE weder mathematisch begründbar noch
aus praktischen Erwägungen heraus ratsam.
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Bei der Berechnung von Orientierungsunterschieden ist zu beachten, in-
wiefern das zugrundeliegende Kristallgitter eine Symmetrie aufweist. Im
Falle des kubischen Kristallgitters gibt es 24 verschiedene Orientierungs-
transformationen, die aufgrund der Symmetrie die gleiche Orientierung
bezeichnen. Es seien Si die Symmetriebeziehungen eines Kristallsystems, al-
so die Drehungen, die das Kristallsystem in sich selbst überführen (inklusive
der Einheitsmatrix). Dann ergeben sich die zu R äquivalenten Orientierun-
gen Rsymm,i aus

Rsymm,i = RSi (C.14)

Es genügt nun, alle äquivalenten Orientierungen von zum Beispiel A zu
betrachten. Die möglichen Orientierungsunterschiede ∆RAB,i sind demnach:

∆RAB,i = RA,symm,iRT
B (C.15)

= RASiRT
B (C.16)

Der Orientierungsunterschied ist dann gegeben durch min {∆RAB,i}.

C.3. Mittlere Orientierung

Um aus N gegebenen Orientierungen Ri eine mittlere Orientierung 〈R〉 zu
berechnen, kann nicht der arithmetische Mittelwert

����������〈R〉 =
1
N ∑

i
Ri

verwendet werden! In [198] wird eine Methode vorgeschlagen, die mittlere
Orientierung durch Minimieren der Missorientierungswinkel zwischen 〈R〉
und Ri zu erhalten. Das Verfahren ist jedoch sehr aufwändig. Die Verwen-
dung von Quaternionen ist eine weitere Möglichkeit zur exakten Berech-
nung einer mittleren Orientierung [110]. In der vorliegenden Arbeit wird
eine dritte Möglichkeit verwendet, die jedoch nur für kleine Orientierungs-
schwankungen ausreichend genau ist. Zunächst müssen Missorientierungen
aufgrund der Kristallsymmetrie beseitigt werden, indem für jede Orientie-
rung Ri mit Hilfe von

Rsymm,ij = RiSj (C.17)
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die äquivalente Orientierung Rsymm,ij mit dem kleinsten Missorientierungs-
winkel zu R1 gefunden wird. Diese sei im Folgenden mit R∗i bezeichnet.
Anschließend wird die Summenorientierung Rsum mit

Rsum = ∑
i

R∗i (C.18)

berechnet. Die genäherte mittlere Orientierung 〈R〉 ergibt sich, wenn alle
Spaltenvektoren von Rsum normalisiert werden.
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D. Generierung von
gleichmäßigen
Orientierungsverteilungen

Im Folgenden wird zur Darstellung von Orientierungen die Formulierung

R = Rz (γ) Ry (β) Rx (α) (D.1)

verwendet. Hierbei bezeichnen Rx, Ry und Rz Rotationen um x-, y- und
z-Achse (Gl. (C.9)). Die Wertebereiche der Winkel α, β und γ sind

α, γ ∈ [0; 2π[

β ∈
[
−π

2
;

π

2

]
(D.2)

Es sei O eine Menge von gleichverteilten Orientierungen und bestehe aus
den Elementen Ri. Wird ein auf die Länge 1 normierter Ausgangsvektor ~v
gemäß

~v∗i = Ri~v (D.3)

gedreht, so liegen die Punkte ~v∗i gleichverteilt auf der Einheitskugel.1 Die
Wahrscheinlichkeit, einen Vektor ~v∗i innerhalb eines Flächenelements dA zu
finden, ist also p = dA/A, wobei A = 4π die Oberfläche der Einheitskugel
ist. Das heißt, p ist unabhängig von der Lage und Form von dA.

Eine gleichmäßige Punkteverteilung im Parameterraum (α, β, γ) bildet
jedoch keine Menge O. In Abb. D.1 ist an einem Beispiel gezeigt, dass die
Flächenelemente dA unterschiedlich groß sind.

Im Folgenden wird nun betrachtet, was mit den Achsen eines Koordina-
tensystems passiert, welches gemäß Gl. (D.1) rotiert wird. Zunächst wird die

1Ohne Beweis: Auch die Punkte ~v∗T,i = RT
i ~v liegen gleichverteilt auf der Einheitskugel.
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x-Achse betrachtet, es ist also ~v = (1; 0; 0)T. Die x-Achse ist bezüglich der
ersten Drehung Rx (α) invariant, weshalb diese Drehung hier vernachlässigt
werden kann. Aus Gl. (D.1) und Gl. (D.3) ergibt sich somit:

~v∗ = R~v
= Rz (γ) Ry (β)~v

=




cos γ cos β
sin γ cos β
− sin β


 (D.4)

Das bei einer infinitesimalen Änderung der Winkel überstrichene Flächen-
element dA ist

dA =
∣∣∣∣
(

∂~v∗

∂β
dβ

)
×
(

∂~v∗

∂γ
dγ

)∣∣∣∣
= cos β dβ dγ (D.5)

Das Flächenelement hängt also von β ab. Aus diesem Grund ist eine geeig-
nete Normierungsvorschrift zu suchen. Es sei

fβA =
2π∫

0

β∫

−π/2

cos β′ dβ′ dγ (D.6)

Der Parameter fβ ∈ [0; 1] gibt den relativen Anteil der Kugeloberfläche an,
der im Winkelbereich

[
−π

2 ; β
]

liegt. Ausrechnen von Gl. (D.6) liefert

β( fβ) = arcsin
(
2 fβ − 1

)
(D.7)

Der entsprechende Parameter fγ ∈ [0; 1[ für γ ist demzufolge

γ( fγ) = 2π fγ (D.8)

Eine gleichmäßige Punkteverteilung im Parameterraum
(

fβ, fγ

)
führt

gemäß Gl. (D.7) und Gl. (D.8) zu einer ungleichmäßigen Punkteverteilung
im Parameterraum (β, γ) mit der Eigenschaft, dass

dA =
∣∣∣∣
(

∂~v∗

∂ fβ
d fβ

)
×
(

∂~v∗

∂ fγ
d fγ

)∣∣∣∣
= konstant (D.9)
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Mit diesem Ergebnis ist es möglich, eine Menge O∗ zu konstruieren, so-
dass die Rotationen der x-Achse ~v∗ gemäß Gl. (D.4) auf der Einheitskugel
gleichmäßig verteilt liegen. Wird ~v∗ als Normalenvektor einer Ebene be-
trachtet (denn darin liegen die y- und z-Achse des Koordinatensystems), so
folgt daraus, dass auch die zugehörigen Ebenen eine gleichmäßige Orien-
tierungsverteilung aufweisen. Im Gegensatz zum x-Achsenvektor sind y-
und z-Achsenvektor nicht invariant gegenüber der Rotation Rx (α). Das im
Folgenden Gesagte gilt für y-, wie z-Achsenvektor gleichermaßen: Die Rota-
tionen Rx (αi) bilden den y-Achsenvektor genau dann gleichmäßig verteilt
auf die Ebene senkrecht zur x-Achse ab, wenn die αi im Wertebereich von
α gleichmäßig verteilt sind. Da die nachfolgenden Rotationen aus O∗ diese
Ebene gleichverteilt auf den Orientierungsraum abbilden, folgt, dass die
Schar rotierter y-Achsenvektoren eine gleichmäßige Verteilung aufweisen.
Analog zu Gl. (D.8) wird ein Parameter fα ∈ [0; 1[ für α definiert:

α( fα) = 2π fα (D.10)

Die Vorgehensweise, um eine Menge O von gleichverteilten Orientierun-
gen zu erstellen, ist nun wie folgt:

1. Lege die Anzahl der Schritte N pro Winkel fest, das heißt, O beinhaltet
am Ende N3 Elemente. Für das Inkrement d f gilt dann d f = 1/N.

2. fα := 0

3. fβ := 0

4. fγ := 0

5. a) Berechne α( fα), β( fβ) und γ( fγ).

b) Erstelle das neue Element Ri gemäß Gl. (D.1) und füge es O hinzu.

6. fγ := fγ + d f ; Solange fγ < 1, gehe zu Schritt 5.

7. fβ := fβ + d f ; Solange fβ < 1, gehe zu Schritt 4.

8. fα := fα + d f ; Solange fα < 1, gehe zu Schritt 3.
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Bild D.1.: Orientierungsverteilung bei gleicher Winkelschrittweite

Bild D.2.: Gleichmäßige Orientierungsverteilung
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D. Generierung von gleichmäßigen Orientierungsverteilungen

Bild D.3.: Gleichmäßige Orientierungsverteilung mit Dithering

In Abb. D.2 ist an einem Beispiel gezeigt, dass die Flächenelemente dA
bei einer so erstellten Menge O gleich groß sind. Es fällt jedoch auf, dass
die Abstände zwischen benachbarten Flächenelementmittelpunkten stark
schwanken. Und in der Tat führt das zum Beispiel bei der Berechnung von
Taylor-Faktor-Verteilungen zu unerwünschten Artefakten (siehe Anhang E.2,
Abb. E.2 auf Seite 212). Um diese zu vermeiden, wird Schritt 5 im oben
dargestellten Algorithmus wie folgt abgewandelt:

5. a) Berechne drei „Zufallszahlen“ r1, r2 und r3 im Intervall [0; d f [. Der
verwendete Zufallszahlengenerator muss dabei gleichverteilte
Zufallszahlen liefern.

b) Berechne α( fα + r1), β( fβ + r2) und γ( fγ + r3).

c) Erstelle das neue Element Ri gemäß Gl. (D.1) und füge es O hinzu.

Die aus diesem modifizierten Algorithmus (Dithering) resultierenden Flä-
chenelemente dA sind an einem Beispiel in Abb. D.3 gezeigt. Die Flächenele-
mente weisen jetzt zwar leichte Schwankungen im Flächeninhalt auf, sind
jedoch von wesentlich gleichmäßigerer Form und Anordnung. In der Praxis

203



D. Generierung von gleichmäßigen Orientierungsverteilungen

überwiegen diese Vorteile in der Regel, während die Schwankungen im
Flächeninhalt vernachlässigbar sind.

Es gibt auch andere Vorgehensweisen zur Generierung zufälliger Orien-
tierungen [199, 200]. Das hier vorgestellte Verfahren hat jedoch den Vorteil,
dass die Orientierungen mit vorgegebener Dichte abzählbar sind.
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E. Berechnung von
Taylor-Faktoren

E.1. Annahmen des Modells

Die Berechnung der Fließspannung in Kapitel 7.1 basiert auf dem Modell
von Taylor [201]: Im Vollmaterial können sich die Körner nicht frei plastisch
verformen, da der Materialzusammenhang gewährleistet bleiben muss und
die Körner sich nicht gegenseitig durchdringen können (Abb. E.1). Der plas-
tische Dehnungstensor εpl verfügt über 6 unabhängige Komponenten, da
εpl,ij = εpl,ji.1 Deshalb sind 6 linear unabhängige Gleitsysteme notwendig,
um eine aufgrund von Randbedingungen vorgegebene Verformung allge-
mein verwirklichen zu können. Unter der Annahme der Volumenkonstanz

∑
i

εpl,ii = 0 (E.1)

reduziert sich die Anzahl der unabhängigen plastischen Dehnungskom-
ponenten um eins, sodass 5 linear unabhängige Gleitsysteme ausreichen.2

Nicht alle Gleitsysteme eines Kristalls sind voneinander linear unabhängig.3

Deshalb gibt es mehrere Gleitsystemkombinationen, die eine vorgegebene
plastische Verformung umsetzen können. Sie unterscheiden sich in den
Abgleitungen der einzelnen Gleitsysteme.

Es gelten folgende Vereinfachungen und Annahmen:
1Ob der Dehnungstensor symmetrisch ist oder nicht, hängt vom betrachteten Materialgesetz und Kontinuum

ab. In Cosserat-Kontinua zum Beispiel gilt εpl,ij 6= εpl,ji, vergleiche auch [202, 203].
2Bei rein elastischer Dehnung hingegen liegt selten Volumenkonstanz vor, wie anhand einer meist von 1

2
abweichenden Querkontraktionszahl ν ersichtlich ist.

3Da der plastische Dehnungstensor nur über 6 unabhängige Komponenten verfügt, kann es auch maxi-
mal 6 linear unabhängige Gleitsysteme geben. Ein Kristall mit mehr als 6 Gleitsystemen weist deshalb
zwangsweise Gleitsysteme mit linearer Abhängigkeit auf.
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Bild E.1.: Links: zwei Einkristalle A und B sowie die aufgrund der wirken-
den Zuglast σ resultierende Verformung. Mitte: wären A und B die
Körner einer Zugprobe, so ergäben sich unter Beibehaltung der
Einkristallverformung Lücken (weiß) und Materialüberlappun-
gen (schwarz). Rechts: sich aufgrund des Kompatibilitätszwangs
einstellende Verformung der Probe.
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• Die elastische Verformung wird vernachlässigt.

• Die Verformung ist für alle Körner gleich und entspricht der makro-
skopischen plastischen Verformung der Probe.

• Die plastische Dehnung innerhalb eines Kornes ist homogen.

• Aus allen möglichen Gleitsystemkombinationen wird die Kombination
ausgewählt, bei der die zur plastischen Verformung notwendige Arbeit
minimal ist.

Untersuchungen zeigen allerdings, dass an einer Stelle in der Probe sel-
ten die vom Taylor-Modell postulierten 5 Gleitsysteme gleichzeitig aktiv
sind. In der Regel ist das Volumen unterteilt in kleinere Bereiche mit jeweils
2–3 aktiven Gleitsystemen [125, 137]. Das ist jedoch kein grundsätzlicher
Widerspruch zum Modell von Taylor. Dessen Ergebnisse weisen häufig nur
für 1–3 Gleitsysteme nennenswerte Abgleitungen auf, während die Aktivi-
täten der restlichen Gleitsysteme vernachlässigbar sind. Des Weiteren ist
zu beachten, dass das experimentelle Ergebnis auch von der Größe des
betrachteten Probenvolumens abhängt. Ist das Volumen so groß, dass es
mehrere Bereiche mit je 2–3 aktiven Gleitsystemen umfasst, so kann ange-
nommen werden, dass in der Summe, wie vom Taylor-Modell postuliert, 5
Gleitsysteme zusammenkommen.

E.2. Mathematische Betrachtung

Es wird nun eine beliebige Kombination aus 5 linear unabhängigen Gleit-
systemen in einem beliebig orientierten Kristall betrachtet. Die Orientierung
eines Gleitsystems in Bezug auf das kartesische Laborkoordinatensystem (=
Referenzsystem) wird gegeben durch die Richtungskosinus

• nki zwischen Referenzachse k und Gleitebenennormale von Gleitsys-
tem i

• dki zwischen Referenzachse k und Gleitrichtung von Gleitsystem i
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Wenn γi die Abgleitung des Gleitsystems i angibt, so ist die plastische
Dehnung bezogen auf das Referenzsystem:

εpl,kl =
1
2 ∑

i
(nkidli + nlidki)︸ ︷︷ ︸

=: µikl

γi

=
1
2 ∑

i
µiklγi (E.2)

Dieses Gleichungssystem muss nach den Abgleitungen γi gelöst werden,
um die volumenspezifische Arbeit w zu berechnen. Hierfür ist es nötig,
den Dehnungstensor zu kennen. Im Falle eines Zugversuchs in y-Achsen-
Richtung gilt:

εpl =



−1

2εpl,22 0 0
0 εpl,22 0
0 0 −1

2εpl,22


 (E.3)

Dies ist eine idealisierte Annahme, welche zum Beispiel bei dünnen Blechen
aufgrund des ebenen Dehnungszustandes unter Umständen nur bedingt
gilt. Bei der in dieser Arbeit verwendeten Probengeometrie wurden zu
Beginn der plastischen Verformung weder im Experiment noch in FEM-
Simulationen signifikante Abweichungen gefunden. Deshalb wird Gl. (E.3)
als gültige Näherung angesehen.

Um nun aus den möglichen Lösungen die gesuchte Gleitsystemkombi-
nation zu finden, muss für jede Lösung die volumenspezifische Arbeit w
berechnet und das Minimum gesucht werden. Hierfür wird zunächst die
außen an der Probe verrichtete volumenspezifische Arbeit wSample betrachtet.
Diese wird dann mit der in der Probe durch kristallographische Gleitung
verrichteten Arbeit wCrystal gleichgesetzt:

wCrystal
!= wSample (E.4)

Im Falle idealer Plastizität gilt allgemein:

w = ∑
i,j

σijεpl,ij (E.5)
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Bei einachsiger Zuglast in y-Achsen-Richtung ist σij = 0 ∀ (i, j) 6= (2, 2).
Somit folgt für wSample:

⇒ wSample = σ22εpl,22 (E.6)

Die durch kristallographische Abgleitung verrichtete volumenspezifische
Arbeit wCrystal setzt sich zusammen aus den Abgleitungen γi der einzelnen
aktiven Gleitsysteme i mit der jeweiligen wirkenden Schubspannung τi.
Gemäß der Forderung, die Arbeit zu minimieren, gilt somit:

wCrystal = ∑
i

τiγi
!= Min (E.7)

Da τi und γi stets gleichgerichtet sind, ist jeder Summand τiγi positiv. Unter
der Annahme, dass die kritische Schubspannung für jedes Gleitsystem
gleich ist, kann die gleitsystemunabhängige Schubspannung τ0 verwendet
werden. Wegen Gl. (E.4) und Gl. (E.6) ergibt sich:

σ22

τ0
= ∑i |γi|

εpl,22

!= Min =: m (E.8)

Das bedeutet, dass m das Verhältnis angibt von minimal notwendiger Zug-
spannung σ22, um plastisches Fließen zu initiieren, zu kritischer Schubspan-
nung τ0, welche eine Materialkonstante ist. Somit hängt m nur noch von der
Orientierung des Kristallsystems und der gewählten Gleitsystemkombina-
tion ab.

Während es immer ein eindeutiges Minimum für wCrystal gibt, ist es ande-
rerseits jedoch möglich, dass dieses Minimum durch verschiedene Gleitsys-
temkombinationen repräsentiert wird. Die Auswahl der Gleitsystemkombi-
nation ist deshalb unter Umständen nicht eindeutig.4 Wegen Gl. (E.7) kann
Gl. (E.8) jedoch auch geschrieben werden als:

m ∝ min wCrystal (E.9)

Die Suche nach der Gleitsystemkombination mit der geringsten Arbeit
ist also äquivalent zur Suche nach der Gleitsystemkombination mit dem

4Dies ist insbesondere im Bereich der Simulation ein Problem [200, 204]. Es wird dadurch verstärkt, dass bei
der Bestimmung der Kristallorientierung zum Beispiel mittels EBSD noch Messfehler zu berücksichtigen
sind. Kleine Unterschiede in der Orientierung können zu völlig anderen aktiven Gleitsystemkombinatio-
nen führen; auf den Wert des Taylor-Faktors haben diese Ungenauigkeiten jedoch kaum eine Auswirkung.
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kleinsten m. Eine weitere Folge dieser Gleichung besteht darin, dass es für
die Berechnung von m genügt, die minimale volumenspezifische Arbeit zu
berechnen. Die erwähnte Mehrdeutigkeit ist hier somit nicht weiter relevant,
da das Ergebnis unabhängig von der konkreten Gleitsystemauswahl ist.

Einschub: Taylor Ambiguity

Falls im weiteren Verlauf der Rechnung zum Beispiel Kristall-
reorientierungen aufgrund plastischer Verformung betrachtet
werden sollen, ist die vorgenannte Uneindeutigkeit der Aus-
wahl der aktiven Gleitsystemkombination aus den möglichen
günstigen Kombinationen (Taylor ambiguity) ein Problem. Von
der gewählten aktiven Gleitsystemkombination hängt in starken
Maße ab, wie sich die lokale Kristallorientierung und somit die
Aktivität der einzelnen Gleitsysteme im Verlaufe der plastischen
Verformung ändern. Dieses Problem wird häufig umgangen, in-
dem die starre Aufteilung in aktive Gleitsysteme mit γi 6= 0
und nichtaktive Gleitsysteme mit γi = 0 aufgegeben wird und
stattdessen für jedes Gleitsystem die Abgleitgeschwindigkeit
γ̇i proportional zur im Gleitsystem wirkenden Schubspannung
gesetzt wird, siehe zum Beispiel [205].

Die Untersuchung der Orientierungsänderung von Körnern
im Inneren einer Al-Zugprobe mittels dreidimensionaler Rön-
tenbeugung-Mikrotomografie ergab, dass die Vorhersagen des
Taylor-Modells in relativ guter Übereinstimmung mit dem Ex-
periment sind, wenn die aktive Gleitsystemkombination aus
den möglichen günstigen Kombinationen so gewählt wird, dass
sie das aktivste Gleitsystem enthält (Sachs-Faktor). Es hat sich
ferner gezeigt, dass die Kornorientierung in Relation zum makro-
skopischen Lastpfad einen dominanten Einfluss auf das lokale
Verformungsverhalten hat. Die Wechselwirkungen zwischen be-
nachbarten Körnern führen lediglich zu einer Streuung [178,179].

Nun ist m ein Wert, der von der zugrundeliegenden Kristallorientierung
abhängt. Oder anders formuliert: m repräsentiert ein Korn. Eine Probe be-
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E. Berechnung von Taylor-Faktoren

Kristall Aktive Gleitsystemklassen M [206]

kfz {111}<110> 3.067 3.067

krz<1> {110}<111> 3.067 3.067
krz<2> {112}<111> 2.954 2.954
krz<3> {123}<111> 2.804 2.803

krz<1−2> {110}<111>, {112}<111> 2.792 —
krz<1−3> {110}<111>, {112}<111>, {123}<111> 2.754 2.754

Tabelle E.1.: Taylor-Faktoren für verschiedene Kristallsysteme und verschie-
dene zur Verfügung stehenden Gleitsystemklassen. Zur Be-
rechnung wurde ein selbstgeschriebenes Programm verwendet.
Zum Vergleich sind Literaturwerte aus [206] angegeben.

steht meist jedoch aus einer Vielzahl von Körnern mit unterschiedlicher
Orientierung. Bei texturlosem Material gibt es keine Vorzugsorientierungen.
Wird demzufolge m für alle möglichen Orientierungen berechnet, so ergibt
sich der Taylor Faktor M aus dem Mittelwert. Die Ergebnisse hängen vom
Kristallsystem und von den zur Verfügung stehenden Gleitsystemklassen
ab.5

Eine analytische Berechnung von M mittels Integration über alle mög-
lichen Orientierungen ist zwar prinzipiell möglich, jedoch sehr komplex.
Deshalb wird eine einfachere Vorgehensweise gewählt. Für eine Vielzahl
gleichmäßig verteilter Kristallorientierungen wird für jede Orientierung
der zugehörige Wert m berechnet. Anschließend wird über alle m gemit-
telt. Wenn eine gleichmäßige Orientierungsverteilung wie in Abb. D.2 auf
Seite 202 gewählt wird, zeigen sich in der Verteilungsdichtefunktion f (m)
Artefakte in Form von zum Beispiel Peaks (siehe Abb. E.2). Aus diesem
Grund verwendet die im Rahmen dieser Arbeit erstellte Software zufällig
leicht variierte Orientierungen (Dithering). Die Ergebnisse von texturfreiem
Material für verschiedene Kristallsysteme und Gleitsystemklassen sind in
Tab. E.1 dargestellt.

5Vielen ist der Zahlenwert 3.06 für den Taylor Faktor geläufig. Dieser Wert von M ergibt sich für texturloses
kfz-Material.
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E. Berechnung von Taylor-Faktoren

Bild E.2.: Unterschiede in der Verteilungsdichtefunktion von m (normiertes
Histogramm mit Klassengröße 0.01) für eine gleichmäßige Ori-
entierungsverteilung und kfz. Oben: ohne Dithering. Unten: mit
Dithering. Für die Berechnung der hier gezeigten Histogramme
wurde der Orientierungsraum in 3603 = 46 656 000 Orientierun-
gen unterteilt. Die Histogramme, die zur Berechnung von Grö-
ßeneffekten verwendet werden, basieren auf einer Unterteilung
des Orientierungsraums in 7203 = 373 248 000 Orientierungen.
Aufgrund der kubischen Symmetrie kann die Anzahl der zu be-
rechnenden m auf 1/8 reduziert werden.
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E. Berechnung von Taylor-Faktoren

Soll bei der Berechnung des Taylor-Faktors eine Textur berücksichtigt
werden, so ist dies auf zwei Arten möglich: Eine Möglichkeit besteht darin,
statt einer gleichmäßigen Orientierungsverteilung eine der Textur entspre-
chende Orientierungsverteilung zu verwenden. Für jede Textur muss die
Taylor-Faktor-Berechnung erneut von Anfang an durchgeführt werden. Eine
effizientere Möglichkeit besteht darin, eine gleichmäßige Orientierungsver-
teilung zu verwenden (= texturfreies Material, siehe Anhang D) und bei der
Mittelwertbildung die einzelnen Werte m gemäß der Textur zu gewichten.
Das hat den Vorteil, dass die Berechnung der m nur einmal durchgeführt
werden muss. Es genügt, für eine ausreichend dichte Menge von Orientie-
rungen jeweils die Orientierung mit dem zugehörigen Wert m in einer Datei
zu speichern. Auf dieses Ergebnis muss dann nur noch für jeden Eintrag
eine Gewichtung gemäß der Textur angewendet werden.

E.3. Optimierte Berechnungsmethoden

Das Hauptproblem bei der Berechnung besteht darin, aus allen möglichen
Kombinationen eine Gleitsystemkombination zu finden, für deren Aktivie-
rung die minimale Arbeit notwendig ist: für jede betrachtete Kombination
ist Gl. (E.2) zu lösen und aus den sich ergebenden Abgleitungen γi mit-
tels Gl. (E.7) die Arbeit zu bestimmen (oder analog: mittels Gl. (E.8) m zu
bestimmen).

Die Rechenzeit für einen Brute-Force-Algorithmus ist enorm, da für jede
mögliche Fünferkombination aus den vorhandenen Gleitsystemen die Lö-
sung des Gleichungssystems Gl. (E.2) zu berechnen ist. Verfügt der Kristall
über NSS Gleitsysteme, dann folgt

NComb =
(

NSS

5

)
=

NSS!
(NSS− 5)!× 5!

(E.10)

Somit müssen

NComb,kfz = 792
NComb,krz<1> = 792
NComb,krz<1−2> = 42 504
NComb,krz<1−3> = 1 712 304

(E.11)
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E. Berechnung von Taylor-Faktoren

Gleitsystemkombinationen betrachtet werden – und zwar pro betrachteter
Orientierung und pro betrachtetem Dehnungstensor.6

Der Rechenaufwand kann deutlich verringert werden, indem der Simplex-
Algorithmus verwendet wird (Für eine vollständige Erklärung des Simplex
siehe [203]). Beim Simplex ist sichergestellt, dass ausgehend von einer Gleit-
systemkombination eine nächste Gleitsystemkombination gewählt wird,
die ein kleineres m hat. Existiert keine solche Kombination mehr, wurde
die optimale Lösung gefunden. Der Vorteil besteht darin, dass nun nicht
mehr alle erdenklichen Gleitsystemkombinationen betrachtet werden müs-
sen. Auf der anderen Seite benötigt der Algorithmus als Startpunkt eine
sogenannte zulässige Basislösung (basic feasible solution, BFS). Aus diesem
Grund verwenden viele Implementierungen einen 2-Phasen-Simplex. In der
ersten Phase sucht der Algorithmus eine BFS, in der zweiten Phase sucht er
anschließend davon ausgehend eine Optimallösung.

Im Folgenden werden einige Varianten vorgestellt, um die Berechnung der
BFS zu optimieren. Die Qualität der BFS bestimmt außerdem maßgeblich
die Anzahl der nachfolgend nötigen Simplex-Iterationen und somit die
Rechenzeit:

• constant basic feasible solution, CBFS: Im Prinzip kann jede Kombination
aus 5 linear unabhängigen Gleitsystemen als BFS verwendet werden.
Die lineare Unabhängigkeit ist unabhängig von der Kristallorientie-
rung und vom Dehnungstensor. Somit genügt es, einmalig für jedes
Kristallsystem und seine Gleitsystemklassen eine BFS zu ermitteln.
Diese kann dann in allen nachfolgenden Rechenschritten verwendet
werden, sodass die erste Phase des Simplex vollständig entfallen kann.

• adapted basic feasible solution, ABFS: Um die Qualität der BFS zu ver-
bessern, wird die Annahme getroffen, dass das Gleitsystem mit der
höchsten wirkenden Schubspannung Teil der optimalen Lösung ist.7

6Dass Orientierung und Dehnung innerhalb eines Kornes konstant sind, ist lediglich eine hier getroffene
Vereinfachung, die bei anderen Anwendungen unter Umständen entfällt.

7In [137] wurden für einige Fälle die Gleitsystemaktivitäten gemäß Schmid-Faktor mit den Aktivitäten
gemäß Taylor-Faktor verglichen. Die Gleitsystemaktivität wurde hierbei proportional zur wirkenden
Schubspannung angesetzt. Die Ergebnisse stützen die getroffene Annahme ausnahmslos. Diese Wahl
der BFS forciert das Auftreten des Gleitsystems mit der maximalen Schubspannung in der optimalen
Lösung. Da Untersuchungen zeigen, dass eine Kombination aus Taylor-Modell und Sachs-Faktor die
Orientierungsänderungen einzelner Körner im Vollmaterial relativ gut vorhersagt [178, 179], kann diese
Vorgehensweise auch als physikalisch sinnvoll angesehen werden.
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Zu Beginn der Berechnung werden hierfür einige Kombinationen aus
5 linear unabhängigen Gleitsystemen dergestalt ermittelt, dass jedes
verfügbare Gleitsystem des Kristalls Bestandteil von mindestens ei-
ner Kombination ist. Als BFS wird nun eine Kombination gewählt,
in der das Gleitsystem mit der höchsten wirkenden Schubspannung
enthalten ist. Es resultiert somit eine angepasste BFS. Bei diesem Ver-
fahren ist es somit nötig, die wirkende Schubspannung von jedem
Gleitsystem zu berechnen. Nichtsdestotrotz verringert sich die Rechen-
zeit, da der Rechenzeitgewinn durch die Verringerung der Anzahl an
Simplex-Iterationen überwiegt.

• similar state basic solution, SSBS: In den meisten Anwendungen muss
die Berechnung von Taylor-Faktoren wiederholt für Randbedingungen
durchgeführt werden, die nur geringe Abweichungen im Dehnungs-
tensor oder der Kristallorientierung aufweisen:

– In FEM-Simulationen wird zum Beispiel für jedes Finite Element
ein eigener Taylor-Faktor berechnet. Benachbarte Elemente sind
sich dabei in der Regel bezüglich der Randbedingungen sehr ähn-
lich. Auch die Änderung des Zustands eines Elements vom einen
FEM-Iterationsschritt zum nächsten erfolgt in kleinen Schritten.
Es kann davon ausgegangen werden, dass sowohl räumliche (=
benachbarte Finite Elemente) als auch zeitliche Nähe (= ein Finites
Element während der Verformung) zu einer bevorzugt ähnlichen
Auswahl aktiver Gleitsysteme führen.

– Bei der Berechnung eines mittleren Taylor-Faktors M wird der
gleiche Dehnungstensor auf verschiedene Orientierungen ange-
wendet, wobei die Orientierungen häufig dicht beieinanderliegen.

Es wird nun angenommen, dass in der Mehrzahl der Fälle kleine
Änderungen in den Randbedingungen nur zu einer geringfügigen
Änderung in den Gleitsystemkombinationen mit minimaler Arbeit
führen. Da der Simplex-Algorithmus neben m auch die zugehörige
Gleitsystemkombination liefert, kann dieses Ergebnis als BFS für die
nachfolgende Berechnung verwendet werden. Dieses Verfahren, wel-
ches auf der Ähnlichkeit der Randbedingungen basiert, verringert
ohne Mehraufwand die Anzahl der Simplex-Iterationen deutlich.
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Algorithmus
tkfz

Tkfz

tkrz<1−3>

Tkrz<1−3>

Brute-Force 2.24 ≈ 900
2-Phasen-Simplex 1.00 1.00
Simplex, constant basic feasible solution (CBFS) 0.60 0.71
Simplex, adapted basic feasible solution (ABFS) 0.60 0.43
Simplex, similar state basic solution (SSBS) 0.50 0.29

Tabelle E.2.: Benchmark verschiedener Algorithmen zur Berechnung mitt-
lerer Taylor-Faktoren M. Die Rechenzeiten t sind normiert an-
gegeben. Als Bezugsgröße T wurden hierbei die Rechenzeiten
des 2-Phasen-Simplex verwendet. Im Falle von ABFS beinhaltet
t auch die Berechnung der wirkenden Schubspannungen für
jedes Gleitsystem. Obwohl versucht wurde die Implementie-
rungen der Algorithmen so vergleichbar wie möglich zu halten,
sollten die angegebenen Werte nur als Anhaltspunkte verstan-
den werden. Im Detail können sie vom Anwendungsfall und
der Implementierung abhängen.

Die verschiedenen Algorithmen wurden implementiert und zur Berech-
nung mittlerer Taylor-Faktoren verwendet. In Tab. E.2 sind die Rechenzeiten
gegenübergestellt.
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F. Software

Im Rahmen dieser Arbeit wurden zahlreiche Software entwickelt. Im Fol-
genden wird ein kurzer Überblick über die wichtigsten Anwendungen und
deren Hauptfunktion gegeben (In alphabetischer Reihenfolge):

ANG-File-Corrector

• Korrigieren des systematischen Winkelfehlers von EBSD-Messungen
bei großen Messflächen.

ANG-GrainFinder (Abb. F.1)

• Bearbeiten von EBSD-Messungen, zum Beispiel: Rauschen entfernen,
Scans oder Orientierungen drehen und spiegeln.

• Auswertung von EBSD-Messungen, zum Beispiel: Orientierungsgradi-
ent, mittlere Kornorientierung, Streuung der Orientierung innerhalb
eines Kornes und Korngrößenverteilung.

ANG-Stitcher (Abb. F.2)

• Zusammenfügen mehrerer EBSD-Einzelmessungen zu einer Gesamt-
messung.

CalcEulerDistance (Abb. F.3)

• Mathematische Auswertung und grafische Darstellung von Orientie-
rungsbeziehungen.
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Bild F.1.: Bildschirmfoto ANG-GrainFinder

Bild F.2.: Bildschirmfoto ANG-Stitcher
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F. Software

Bild F.3.: Bildschirmfoto CalcEulerDistance

DefMeasure (Abb. F.4)

• Erstellen von Proben- und Korngeometrie vor und nach Verformung
aus Probenbildern von DigiCam, Lichtmikroskop oder REM.

• Auswertung von zum Beispiel: Querschnittsflächenverlauf über die
Messlänge und Korngrößenverteilungsfunktionen.

• Berechnung von mittleren Verformungstensoren pro Korn (siehe An-
hang B).

• Eingabe von Kornorientierungen und Zusammenführung mit der
Geometrie des betreffenden Kornes.

• Berechnung mittlerer Taylor-Faktoren mAvg,j von Probenscheiben.

• Einlesen von FEM-Simulationsergebnissen von ABAQUS (über ODB-
MAP-Generator) oder generisch erzeugten Spannungsverläufen. Dar-
aus Berechnung von zum Beispiel Gleitlinien und Gleitsystemaktivitä-
ten.
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Bild F.4.: Bildschirmfoto DefMeasure

LineDetector (Abb. F.5)

• Statistische und individuelle Auswertung von Gleitlinien mittels
Hough-Transformation von Probenbildern.

ODBMAP-Generator

• Extrahieren von Simulationsergebnissen aus ABAQUS ODB-Dateien
und erzeugen größen- und zugriffsoptimierter ODBMAP-Dateien,
welche von DefMeasure weiterverarbeitet werden können.

PicturePaster (Abb. F.6)

• Zusammensetzen von Teilaufnahmen einer Probe zu einer Gesamtauf-
nahme. Das Ausrichten der Teilaufnahmen erfolgt halbautomatisch.

• Angleichen von Helligkeit und Kontrast der Einzelaufnahmen sowie
weitere Funktionen zur Kontrastoptimierung.
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Bild F.5.: Bildschirmfoto LineDetector

Bild F.6.: Bildschirmfoto PicturePaster
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Bild F.7.: Bildschirmfoto ShowSlipSystems2D

SchmidFaktorVerteilung

• Berechnen von texturlosen Schmid- und Taylor-Faktor-Verteilungs-
dichten anhand vorgegebener Gleitsysteme.

ShowSlipSystems2D (Abb. F.7)

• Anzeigen der Gleitsysteme eines Kornes in einem speziellen Dia-
gramm, welches direkt mit den in Probenaufnahmen sichtbaren Gleit-
bändern verglichen werden kann.

• Auswerten von Spannungstensoren im Hinblick auf die wirkende
Schubspannung pro Gleitsystem, um zu entscheiden, welche Gleitsys-
teme eventuell in Kombination aktiv sind.

SilhouetteMeasure

• Auswerten der lokalen Krümmung des Probenrandes von tiefgezoge-
nen Ronden im weiteren Projektverlauf.
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Bild F.8.: Bildschirmfoto TexturePainter

TexturePainter (Abb. F.8)

• Zusammenführen und Darstellen von Texturmessungen aus verschie-
denen Einzelmessungen.

• Generieren von texturierten Schmid- und Taylor-Faktor-Verteilungs-
dichten anhand texturloser Verteilungsdichten und Texturen.

• Generieren zufälliger, gleichverteilter Texturen.

Voronoi

• Erstellen von FE-Modellen mit Voronoi-Kornstrukturen.

WLI-Tools

• Zusammenführen von Topographie-Messungen des Weißlichtinterfe-
rometers, um Messlücken zu korrigieren und den loken Blechdicken-
verlauf zu bestimmen. Zur Grobpositionierung kommen die ebenfalls
vom Weißlichtinterferometer aufgenommenen Mikroskopbilder zum
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Einsatz. Eine Feinpositionierung erfolgt durch optimale Anpassung
überlappender Messbereiche, wobei eine Ebenenverkippung zwischen
beiden Messungen automatisch korrigiert wird.

• Spiegeln und Drehen von Messungen; Korrigieren von Ebenenverkip-
pung.

TaylorFactorCombinate

• Errechnen von Verteilungsfunktionen für Zugproben unterschiedlicher
Länge und unterschiedlicher Korngröße auf Basis einer Schmid- oder
Taylor-Faktor-Verteilungsdichte.
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Fett gedruckte Variablen bezeichnen Tensoren, 〈a〉 bezeichnet den arithme-
tischen Mittelwert über mehrere ai. In den folgenden Tabellen wird eine
Übersicht über die wichtigsten Variablen und ihre Bedeutung gegeben.

G.1. Griechische Variablen

Name Index Erklärung

δij Kronecker-Symbol
ε Dehnung (skalar)

e Vergleichsdehnung (auch: effektive Dehnung)
pl Plastische Dehnung
macro Außen an der Probe gemessene, makroskopische

Dehnung
γ Abgleitung
λ Versetzungszellgröße
µ Schubmodul

Auch: Mittelwert der Gaussverteilung
µ Transformationsmatrix, um die Abgleitungen einzel-

ner Gleitsysteme in Dehnungen des Laborkoordina-
tensystems zu überführen.

φ Orientierung des Hauptachsensystems
ρ Versetzungsdichte

eff Effektive Versetzungsdichte
σ Spannung

eH Spannung der oberen Streckgrenze
eL Spannung der unteren Streckgrenze
G Anfängliche Fließspannung eines Kornes
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Name Index Erklärung

m Zugfestigkeit
S Anfängliche Fließspannung einer Probenscheibe
y Fließspannung einer Probe

τ Schubspannung
{hkl} Kritische Schubspannung der {hkl}-Gleitsysteme
0 Kritische Schubspannung zur Aktivierung von Glei-

tung
p Peierls-Spannung
res Wirkende Schubspannung
y Scherfließspannung einer Probe

θ Nichtlokaler Missorientierungswinkel zwischen zwei
Orientierungen. Das heißt, dass sich mindestens eine
der beiden Bezugsorientierungen auf einen durch
eine Grenzfläche eingeschlossenen, größeren Bereich
bezieht.

band Missorientierungswinkel über ein Verfestigungsband
cell Orientierung des Inneren einer Versetzungszelle rela-

tiv zur ursprünglichen Orientierung
i Missorientierungswinkel zwischen einer einzelnen

Orientierungsmessung i und einer Referenzorientie-
rung (zum Beispiel gemittelte Kornorientierung). Für
mehrere Einzelmessungen wird dabei die gleiche Re-
ferenzorientierung verwendet.

IDB Missorientierungswinkel über eine Versetzungszell-
wand aus statistischen Versetzungen

GNB Missorientierungswinkel über eine Versetzungszell-
wand aus geometrisch notwendigen Versetzungen

StdDev Standardabweichung der nichtlokalen Missorientie-

rung: θStdDev =
√

1
N−1 ∑N

i=1 θ2
i

~θ Zu θ gehörender Rotationsvektor. Die Richtung spe-
zifiziert die Rotationsachse, die Länge gibt den Rota-
tionswinkel an.
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Name Index Erklärung

∆θ′ Lokaler Missorientierungswinkel zwischen zwei be-
nachbarten Orientierungsmessungen

x Die eine Orientierungsmessung ist gegenüber der
anderen in x-Achsenrichtung verschoben.

y Die eine Orientierungsmessung ist gegenüber der
anderen in y-Achsenrichtung verschoben.

xy Die eine Orientierungsmessung ist gegenüber der
anderen diagonal verschoben (in Richtung der Win-
kelhalbierenden des ersten Quadranten).

∆~θ′ Zu ∆θ′ gehörender Rotationsvektor. Siehe Erklärung
zu ~θ.

∆θ Orientierungsgradient an der Stelle eines Orien-
tierungsmesspunktes. Wird gebildet aus lokalen
Missorientierungswinkeln zwischen diesem Orientie-
rungsmesspunkt einerseits und benachbarten Orien-
tierungsmesspunkten andererseits. Hierfür kommen
mehrere Normen zum Einsatz, die auf ∆θ′ zurück-
greifen.

1 Summennorm: ∆θ1 = ∑j ∆θ′j
Hier: ∆θ1 = ∆θ′x + ∆θ′y

2 Quadratische Norm: ∆θ2 =
√

∑j (∆θ′j)2

Hier: ∆θ2 =
√

(∆θ′x)2 + (∆θ′y)2

∞ Maximumnorm: ∆θ∞ = max ∆θ′j
Hier: ∆θ∞ = max (∆θ′x, ∆θ′y)

Avg Mittelwertnorm: ∆θAvg = 1
N ∑N

j=1 ∆θ′j
Hier: ∆θAvg = (∆θ′x + ∆θ′y)/2

G Innerhalb eines Kornes homogener Orientierungsgra-
dient

∆~θ Zu ∆θ gehörender Rotationsvektor. Siehe Erklärung
zu ~θ

~ϑ Starrkörpertranslation vor der Verformung
~ξ Position nach der Verformung
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G.2. Lateinische Variablen

Name Index Erklärung

a Gleitsystemaktivität
a Korngeometriematrix
A Fläche; unter Anderem Querschnittsfläche einer Pro-

benscheibe
0 Fläche des Kornbereiches mit der Ausgangsorientie-

rung
+ Fläche des Kornbereiches mit der Missorientierung

+θcell, bezogen auf die Ausgangsorientierung
- Fläche des Kornbereiches mit der Missorientierung

−θcell, bezogen auf die Ausgangsorientierung
Ges Gesamtfläche eines Kornes an der Probenoberfläche
min Querschnittsfläche der schwächsten Probenscheibe

b Burgers-Vektor
B Breite eines Verfestigungsbandes
d Schichtdicke
d Richtungskosinus zwischen Referenzachsen und Glei-

trichtungen
D Blechdicke
f Als Skalar: Relativer Anteil (zum Beispiel relativer

Volumenanteil oder relativer Flächenanteil)
Als Funktion f (x) einer anderen Variablen x: Histo-
gramm beziehungsweise Wahrscheinlichkeitsdichte-
verteilung dieser Variablen bei der statistischen Aus-
wertung einer Menge von Proben.

F Zugkraft
ext,y Extern gemessene Zugkraft bei Fließbeginn
S Auf eine Probenscheibe wirkende Zugkraft, die zum

Einsetzen des Fließens benötigt wird
I Einheitsmatrix
l rel Relative Länge
L rel Relatives Maß für die Messlänge einer Zugprobe
m Taylor-Faktor eines Kornes
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Name Index Erklärung

Avg Über eine Probenscheibe gemittelter Taylor-Faktor
M Drehmoment

Auch: Gemäß einer Textur gemittelter TaylorFaktor
n Anzahl
n Richtungskosinus zwischen Referenzachsen und

Gleitsystemnormalen
N Anzahl

0 Anzahl EBSD-Messpunkte im Kornbereich mit der
Ausgangsorientierung

+ Anzahl EBSD-Messpunkte im Kornbereich mit der
Missorientierung +θcell, bezogen auf die Ausgangs-
orientierung

- Anzahl EBSD-Messpunkte im Kornbereich mit der
Missorientierung −θcell, bezogen auf die Ausgangs-
orientierung

G Anzahl Körner pro Probenscheibe
Ges Gesamtzahl EBSD-Messpunkte in einem Korn
S Anzahl Probenscheiben in der Messlänge

R Kornradius (Bei Näherung der Kornform durch ein
Quadrat: die halbe Kantenlänge)

R Rotationsmatrix; wird auch anstelle von ~θ zur Be-
schreibung von Orientierungen verwendet.

s Standardabweichung der Gaussverteilung
S Maß für die Abweichung der anhand der genäher-

ten Verformung berechneten Positionen von den im
Experiment gemessenen Positionen

S Transformation, die das Kristallsystem in sich selbst
überführt (Symmetrietransformation)

~t Starrkörpertranslation nach Verformung
~u Verschiebung
V Volumen
w Volumenspezifische Arbeit
W Arbeit
~x Unter Anderem: Position vor der Verformung
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