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Summary/Zusammenfassung
SummaryThis work deals with the numeri
al analysis of metalli
 photoni
 
rystals. Withinthis work the problems of the appli
ation of 
ommon numeri
al methods for
al
ulations of photoni
 
rystals on metalli
 systems are dis
ussed. An alternativeapproa
h is given whi
h allows to perform full 
al
ulations (in
luding absorptionand dispersion) of the spe
tra of �nite sli
es of photoni
 
rystals. This numeri
almethod is used for a numeri
ally analysis of the potential of metalli
 systems forappli
ations on the basis of systems build from silver.This work is organized as follows: a short introdu
tion on the most importantaspe
ts of the theory of photoni
 
rystals and an overview on the numeri
alproblems when dealing with metalli
 systems are given in 
hapter 2.In 
hapter 3, the 
ommonly used plane-wave method ist presented in a basi
manner and it is shown why this method is not well suited for the treatment ofmetalli
 systems. An alternate plane-wave method whi
h allows the in
lusion ofthe dispersion without the need of self-
onsistent solutions is presented. Due tothe numeri
al ine�e
ien
y as well as the fundamental problems of treating metalli
systems with plane-wave methods and the fa
t that this method is less e�
ientthan the standard plane-wave method, this alternate method is also shown asun�t for the treatment of metalli
 systems.In 
hapter 4 the transfer-matrix method is introdu
ed. This is typi
ally thealternative method to the plane-wave method when it 
omes to 
al
ulating trans-mission spe
tra. It is an expli
it �nite di�eren
e method that, in prin
iple, shouldbe able to in
lude both absorption and dispersion. In this work it is shown thoughthat the method has an underlying numeri
al instability whi
h makes it uselessfor treatment of 
omplex systems. Both, dealing with absorption and a higher3



number of latti
e nodes, is not possible with this method. Additionally, the me-thod shows a bad numeri
al behaviour for a zero 
rossings in the dispersion ε(ω).In 
hapter 5 an alternative to the transfer-matrix-method, the fdfd-method(�nite di�eren
e, frequen
y domain), is tested. (The numeri
al method itself ispresented in appendix B.) It is shown that the method gives almost identi
alresults as the transfer-matrix methods in the 
ases where the transfer-matrix-method still works, but it does not 
omprise its numeri
al instability.In 
hapter 6 metalli
 systems are tested for their potential for appli
ationwith the fdfd-method. Both �simple� photoni
 
rystals as well as 1-dimensionaland 0-dimensional impurities are studied for a normal diele
tri
 material andfor systems 
omposed of silver. It is shown that metalli
 systems are indeed ofinterest for appli
ations.In appendix A and B the numeri
al methods that are not 
ommon for photoni

rystals, namely the modi�ed plane-wave method as well as the fdfd-method, arepresented.ZusammenfassungDiese Arbeit widmet si
h der numeris
hen Untersu
hung von metallis
hen Photo-nis
hen Kristallen. Dabei wird zunä
hst auf die dazu verwendbaren numeris
henVerfahren (Ebene-Wellen, Transfer-Matrix und Finite Di�eren
e Frequen
y Do-main) eingegangen, da die übli
herweise für Photonis
he Kristalle verwendetenVerfahren bei den metallis
hen System unzurei
hend sind. Es wird ein alternati-ves Verfahren, ein Finite Di�eren
e Frequen
y Domain (FDFD) Verfahren, vorge-stellt, wel
hes die Untersu
hung dieser Systeme erlaubt. Mittels dieses Verfahrenswerden Photonis
he Kristalle aus Silber auf ihre praktis
he Anwendbarkeit trotzvorhandener Absorption untersu
ht.Die Arbeit ist dabei so aufgeteilt, dass zunä
hst in Kapitel 2 eine knappe Ein-führung mit den wi
htigsten Eigens
haften Photonis
her Kristalle gegeben unddie numeris
he Problemstellung dieser Arbeit, die metallis
hen Systeme, erläutertwird.In Kapitel 3 wird das übli
herweise verwendete Plane-Wave-Verfahren kurzvorgestellt und gezeigt, wieso dieses Verfahren für die Untersu
hung von metalli-s
hen Systemen nur bedingt geeignet ist. Es wird zusätzli
h kurz ein alternatives4



Summary/Zusammenfassung 5Plane-Wave-Verfahren vorgestellt, bei dem die Dispersion direkt betra
htet wer-den kann. Wegen der grundlegenden Probleme der Plane-Wave-Verfahren mitmetallis
hen Systemen bilden die modi�zierten Plane-Wave-Verfahren nur einesehr einges
hränkte Alternative für die Behandlung dieser Systeme.In Kapitel 4 wird die Transfer-Matrix-Methode vorgestellt. Bei der Transfer-Matrix-Methode handelt es si
h um die übli
herweise verwendete Alternative zuPlane-Wave-Verfahren, wenn es um die Bere
hnung von Transmissions-Spektrengeht. Es ist ein Finite-Di�eren
e-Verfahren, das im Orts-Frequenzraum arbeitet.Prinzipiell sind mit der Transfer-Matrix-Methode sowohl Absorption als au
hDispersion behandelbar. Allerdings wird gezeigt, dass das Verfahren numeris
hinstabil und somit für die Betra
htung komplexerer Systeme ni
ht verwendbarist. Sowohl die Betra
htung der Absorption als au
h Einheitszellen mit höhererStützstellenzahl sind mit diesem Verfahren ni
ht mögli
h. Zusätzli
h wäre dasVerfahren au
h ohne diese Instabilität im Berei
h einer Nullstelle der Dispersionnumeris
h s
hle
ht konditioniert.In Kapitel 5 wird ein alternatives Verfahren zur Transfer-Matrix-Methode,das FDFD (Finite-Di�eren
e, Frequen
y Domain) Verfahren, getestet. Das Ver-fahren selbst ist im Anhang erläutert. Es wird gezeigt, dass in den Berei
hen, indenen die Transfer-Matrix-Methode no
h funktioniert, dieses alternative Verfah-ren fast identis
he Ergebnisse liefert, allerdings ohne die numeris
he Instabilitätder Transfer-Matrix-Methode.In Kapitel 6 werden mittels des FDFD-Verfahrens metallis
he Systeme auf ih-re praktis
he Anwendbarkeit untersu
ht. Dabei werden sowohl �einfa
he� Photo-nis
he Kristalle, als au
h Kristalle mit Störstellen jeweils für ein normales dielek-tris
hes Material und für Silber untersu
ht und es wird gezeigt, dass metallis
heSysteme für die Anwendung von Interesse sind.Im Anhang werden die beiden in diesem Berei
h ni
ht übli
hen Verfahren,nämli
h das modi�zierte Plane-Wave-Verfahren und das FDFD-Verfahren vorge-stellt.



Kapitel 1Einleitung
Obwohl die theoretis
hen Grundlagen der Photonis
hen Kristalle, nämli
h dieklassis
he Elektrodynamik in makroskopis
hen Medien, s
hon sehr lange bekanntwaren, ri
htete si
h erst vor 
a. 20 Jahren das Interesse auf dieses Themengebiet.Man erkannte, dass es deutli
he Parallelen zwis
hen der quantenme
hanis
hen Be-s
hreibung von Elektronen im Festkörper und der Bes
hreibung der Ausbreitungdes Li
htes in periodis
hen Medien gibt. Es wurde ras
h klar, dass bekannte undin der Halbleiterelektronik ausgenutzte Gegebenheiten (z.B. die Bandstruktur) inähnli
her Weise au
h für die Li
htausbreitung auftreten. Interessant war hierbeivor allem periodis
he Strukturen zu erhalten, bei denen es für einen bestimmtenFrequenzberei
h keine Blo
h-Lösungen gibt. Hat man ein sol
hes 3-dimensionalesSystem, so kann si
h darin keine Welle ausbreiten. D.h. ein ausrei
hend di
kerKristall aus diesem Material würde in diesem Frequenzberei
h eine vollkomme-ne Re�exion aufweisen, egal aus wel
her Ri
htung man Li
ht einstrahlt. Re
hts
hnell erkannte man das Potential der Photonis
hen Kristalle, sowohl für An-wendungen, wie z.B. die Mögli
hkeit zur Herstellung verlustfreier Wellenleitermit extrem kleinen Kurvenradien, Steigerung der E�zienz von aktiven Medienin Lasern, als au
h für die Grundlagenfors
hung , wie z.B. völlig neue Materie-Zustände (�gebundene�Atom-Photon-Zustände). Längerfristig besteht die Ho�-nung, dass man Bauteile aus der Halbleiterelektronik soweit übertragen kann,dass man au
h �optis
he Computer� herstellen kann.Die experimentelle Herausforderung ist es nun, Strukturen zu synthetisieren,die im Berei
h der optis
hen Wellenlänge eine komplette Bandlü
ke besitzen. DasProblem dabei ist, dass die Gröÿen dieser Systeme für die übli
hen Halbleiter-6



7te
hniken zu klein sind, um damit makroskopis
he Mengen eines 3-dimensionalenPhotonis
hen Kristalls herzustellen. Aus atomarer Si
ht wären diese Strukturenallerdings wiederum zu groÿ, um si
h aus Atomen oder Molekülen zusammen-setzen zu lassen. Ein Mögli
hkeit der Synthetisierung makroskopis
her Mengenist beispielsweise die Selbstorganisation monodisperser Nanokugeln, wel
he ei-ne f

-Struktur bilden können. Diese besitzt allerdings im Falle eines normalenDielektrikums keine komplette Bandlü
ke.Aus diesem Mangel an experimentell zugängli
hen Systemen ist die Idee ent-standen, au
h Metalle für Photonis
he Kristalle in Betra
ht zu ziehen, obwohldiese im Allgemeinen eine ni
ht vers
hwindende Absorption besitzen und somitim ersten Moment als ni
ht sonderli
h geeignet ers
heinen. Allerdings gibt eszwei Eigens
haften der Metalle, die diese für Photonis
he Kristalle interessantma
hen: Zum einen existiert bei der Plasmafrequenz eine Nullstelle im Realteil
ε1 des Materials und somit kann man nahe der Plasmafrequenz gegen ein kon-stantes Dielektrikum ε2 sehr hohe Werte für den Quotient aus ε2

ε1
erhalten, derfür das Ausbilden von Bandlü
ken mögli
hst groÿ (oder nahe bei 0) sein sollte.Weiterhin hat man au
h relativ breite Berei
he (im Fall von Silber von 
a. 1 eVbis 4 eV) mit vorhandener, aber re
ht niedriger Absorption und betragsmäÿigsehr groÿen negativen Werten für den Realteil von ε1.Während die Systeme ohne Dispersion und ohne Absorption (und ohne Null-stelle in der Dispersion) von theoretis
her Seite sehr gut verstanden sind unde�ziente Verfahren zur Bere
hnung existieren, stellen die metallis
hen Systemeimmer no
h eine Herausforderung für die vollständige theoretis
he Betra
htungdar. In dieser Arbeit soll nun zunä
hst auf die numeris
hen Mögli
hkeiten einge-gangen werden. Dana
h soll anhand eines �Finite Di�eren
e Frequen
y Domain�-Verfahrens (FDFD), das es erlaubt volle Re
hnungen (inklusive Dispersion undAbsorption) dur
hzuführen, eine Untersu
hung der metallis
hen Systeme auf ihreAnwendbarkeit erfolgen. Dabei ist sowohl die Nullstelle der Dispersion als au
hder betragsmäÿig groÿe Wert für den Realteil von ε interessant. Weiterhin sollenau
h Störstellensysteme Photonis
her Kristalle betra
htet werden, um zu sehen,inwieweit bei diesen Systemen metallis
he Photonis
he Kristalle in Betra
ht kom-men. Bei den Re
hnungen handelt es si
h dabei um eine volle Betra
htung vonSilber als Material, die sowohl die Dispersion wie au
h die Absorption anhandgemessener Werte beinhaltet.



Kapitel 2Photonis
he Kristalle
2.1 Theorie der photonis
hen KristalleHistoris
he Entwi
klungDie Wellenausbreitung von Li
ht in klassis
hen, makroskopis
hen Medien ist eineTheorie, die im Prinzip seit den Maxwell-Glei
hungen, die von James Clerk Max-well Mitte des 19. Jahrhunderts aufgestellt wurden, sehr gut verstanden ist. Den-no
h birgt au
h dieses Themengebiet immer no
h neue Erkenntnisse, wie man amBeispiel der Photonis
hen Kristalle sehen kann. 1928 verö�entli
hte Felix Blo
hseine Dissertation, die Elektronen in periodis
hen Potentialen und die Ausbildungsogenannter Blo
h-Wellen bes
hreibt, wel
he zur Bildung von Bandstrukturen imFestkörper führen. Zum ersten Mal wurde 1972 von V. P. Bykov der Ein�uss ei-ner periodis
hen Struktur auf die spontane Emission genauer betra
htet [1℄, wassozusagen die ersten (modernen) Betra
htungen zu Photonis
hen Kristallen wa-ren. Vor etwa 20 Jahren erkannte man dann, dass man den Formalismus vonBlo
h au
h auf die Maxwell-Glei
hungen in räumli
h periodis
hen Dielektrikaübetrtragen kann und dies ebenfalls zur Ausbildung von Bandstrukturen führt[2℄,[3℄.Damit waren die Grundlagen für die Theorie der Photonis
hen Kristalle ge-legt und man erkannte relativ s
hnell, dass es zwis
hen der quantenme
hanis
henFestkörperphysik und der Theorie der Photonis
hen Kristalle etli
he Parallelengibt, allerdings au
h einige Unters
hiede. Mögli
he Anwendungen und neuarti-ge E�ekte waren au
h relativ s
hnell gefunden. Zum Beispiel die Unterdrü
kung8



2.1. THEORIE DER PHOTONISCHEN KRISTALLE 9unerwüns
hter spontaner Emission [2℄ oder au
h geänderte physikalis
he Eigen-s
haften in Raumberei
hen, in denen keine Vakuum�uktuation statt�nden kann[4℄. Au
h für verlustfreie Wellenleiter und zahlrei
he andere Anwendungen bietensi
h die Photonis
hen Kristalle an. Der erste hergestellte Photonis
he Kristallmit einer vollständigen Bandlü
ke im Mikrowellenberei
h wurde 1991 von E. Ya-blonovit
h mittels vers
hiedener me
hanis
her Bohrungen in einem Blo
k dielek-tris
hen Materials erstellt und in Anlehnung an seinen Er�nder �Yablonovite�genannt [5℄.Au
h heutzutage stellt die Herstellung Photonis
her Kristalle mit einer voll-ständigen Bandlü
ke im Berei
h der optis
hen Wellenlängen, bzw. im nahen In-frarotberei
h ein s
hwieriges experimentelles Problem dar, das es zu lösen giltund für dessen Lösung teilweise au
h neue Re
henverfahren benötigt werden.Eine Erweiterung der Standardre
henverfahren soll hier aufgezeigt und vorge-stellt werden. Dabei wird erläutert, warum die Probleme eines dispersiven undabsorbierenden Mediums mit den in diesem Berei
h übli
herweise verwendetenVerfahren nur sehr unzurei
hend behandelt werden können.Mathematis
he und physikalis
he GrundlagenUnter einem Photonis
hen Kristall versteht man ein makroskopis
hes dielektri-s
hes Objekt, das räumli
h periodis
h angeordnet ist.Grundlage für die mathematis
he Bes
hreibung der Photonis
hen Kristallebilden somit die Maxwell-Glei
hungen:
div ~D = 4πρ, div ~B = 0, (2.1a)

rot ~H − 1

c

∂

∂t
~D =

4π

c
~j, rot ~E +

1

c

∂

∂t
~B = 0. (2.1b)Man geht bei der Betra
htung Photonis
her Kristalle davon aus, dass man esmit linearen, isotropen Medien zu tun hat, spri
h, dass gilt:



10 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLE
~D(~x) = ε(~x) ~E(~x) (2.2a)
~B(~x) = µ(~x) ~H(~x). (2.2b)im Allgemeinen wird bei Photonis
hen Kristallen davon ausgegangen, dass

µ = 1 ist, da die betra
hteten Materialien im Allgemeinen keine magnetis
hen,sondern nur dielektris
he Eigens
haften besitzen. (Man bea
hte weiter, dass beidieser Form der Maxwell-Glei
hungen gilt: ε0 = µ0 = 1). Diese Annahme ist fürdie weiteren Re
hnungen ni
ht unbedingt notwenig, allerdings vereinfa
ht sie diediese.Angemerkt sei hierbei au
h, dass die Forderung der Isotropie nur eine prakti-s
he Vereinfa
hung darstellt, da in den meisten experimentell betra
hteten Fällendie Materialien tatsä
hli
h isotrop sind. Will man anisotrope Medien behandeln,so muss man in (2.2a) das skalare ε dur
h den Dielektris
hen Tensor ε ersetzen.Dadur
h werden die Glei
hungen zwar komplizierter, aber strukturell bleiben an-sonsten fast alle Re
hnungen glei
h.Bei den Bere
hnungen von Photonis
hen Kristallen geht man i.a. weiterhindavon aus, dass es weder eine Ladungsverteilung gibt (d.h., dass ρ(~x) = 0 ist),no
h eine Stromdi
hte (d.h., dass ~j(~x) = 0 ist). Damit ergeben si
h die Glei
hun-gen (2.1a) und (2.1b) zu:
div
(

ε ~E
)

= 0, div ~H = 0, (2.3a)
rot ~H − ε

c

∂

∂t
~E = 0, rot ~E +

1

c

∂

∂t
~H = 0. (2.3b)

Die beiden Divergenz-Glei
hungen werden nun vorläu�g ni
ht weiter behan-delt. (Dur
h die Anordnung der Felder bei der numeris
hen Lösung [6℄ werden dieDivergenz-Glei
hungen später automatis
h erfüllt.) Betra
htet man also nun diebeiden Rotationsglei
hungen (2.3b) und spaltet die Felder in ihre Frequenzanteile



2.1. THEORIE DER PHOTONISCHEN KRISTALLE 11auf, so kann man aufgrund der Linearität der Glei
hungen die Frequenzanteileeinzeln betra
hten. Es wird also für die Felder verwendet:
~E(~x, t) = ~E(~x)e−iωt ~H(~x, t) = ~H(~x)e−iωt. (2.4)Damit folgt zusammen mit (2.3b):

~∇×
(

1

ε(~x)
~∇× ~H(~x)

)

=
(ω

c

)2
~H(~x). (2.5)Betra
htet man diese Glei
hung etwas genauer, so erkennt man, dass es si
hdabei um eine Eigenwertglei
hung mit Eigenwert (ω

c

)2 für den Di�erentialopera-tor 2. Ordnung
Ô := ~∇×

(

1

ε(~x)
~∇×

) (2.6)handelt.De�niert man ein Skalarprodukt zwis
hen zwei Feldern ~H und ~H ′ mittels
〈

~H
∣

∣

∣

~H ′
〉

:=

∫

~H⋆ · ~H ′dV, (2.7)so ist Ô hermites
h, falls ∀~x gilt: ε(~x) ∈ R. Physikalis
h entspri
ht dies einemni
ht-absorbierenden Medium, da der Imaginäranteil von ε die Absorption desMediums bes
hreibt. Ist ∀~x ε(~x) > 0, dann ist Ô sogar positiv de�nit. Fürdie meisten verwendeten Materialien ist diese Annahme gültig. Allerdings gibtes au
h Ausnahmen, z.B. Metalle in der Nähe der Plasmafrequenz, die in dieserArbeit au
h no
h genauer betra
htet werden.Für den Fall, dass ε ∈ R und ε > 0 gilt, d.h., dass Ô hermites
h und positivde�nit ist, dann folgt für die Eigenwerte von Ô, dass diese ebenfalls reell undpositiv sind. D.h. (ω
c
)2 > 0 und daraus folgt, dass man ω als reelle, positiveZahl de�nieren kann. Man könnte als Konvention au
h ω < 0 wählen. Allerdingslässt si
h ω > 0 direkt als Frequenz interpretieren und das Vorzei
hen ist imPrinzip ledigli
h eine Konvention. Man kann nämli
h in der Aufspaltung (2.4)in Frequenzanteile im Prinzip sowohl e−iωt, als au
h e+iωt verwenden. Damit hatman eigentli
h nur einen Austaus
h zwis
hen +ω und −ω, bzw. zwis
hen +t und

−t (also eine Zeitinversion) vollzogen.



12 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLEBetra
htet man die Lösungen der Glei
hung (2.5) mit vers
hiedenen Frequen-zen ω, so sind diese bezügli
h des Skalarprodukts (2.7) orthogonal. D.h. hat manzwei Lösungen ~H1 und ~H2 mit den Frequenzen ω1 und ω2, wobei ω1 6= ω2 ist,dann gilt: 〈 ~H1

∣

∣

∣

~H2

〉

= 0.2.1.1 Periodizität und BandstrukturDie bisher betra
hteten Eigens
haften gelten (mit den genannten Eins
hränkung-en) für beliebige dielektris
he Strukturen. Man spri
ht jedo
h von einem n-dimensio-nalen Photonis
hen Kristall (n = 1, 2, 3) im allgemeinen nur, wenn die dielektri-s
he Struktur in n linear unabhängigen Raumri
htungen periodis
h ist. D.h. esgibt n linear unabhängige Vektoren minimaler Länge ~Ri 6= ~0, i = 1, . . . , n, so dassfür alle x und i = 1, . . . , n gilt:
ε(~x + ~Ri) = ε(~x). (2.8)Sehr ähnli
h zum zentralen Problem der Festkörperphysik, nämli
h der quan-tenme
hanis
hen Lösung der S
hrödinger-Glei
hung für ein periodis
hes Poten-tial, kann man au
h hier das Blo
h-Floquet-Theorem anwenden [10℄,[11℄. Diesesbesagt, dass man die Lösung von (2.5) für ein beliebiges ~k ∈ R

3 als Blo
h-Wellein der Form
~H(~x) = ei~k·~x~u~k(~x) (2.9)s
hreiben kann, wobei ~u~k(~x) periodis
h mit ~Ri, i = 1, . . . , n ist und ~k Blo
h-Wellen-Vektor genannt wird. Für ~u~k(~x) gilt dann:

(~∇ + i~k) ×
(

1

ε
(~∇ + i~k) × ~u~k(~x)

)

=

(

ω(~k)

c

)2

~u~k(~x). (2.10)Diese Glei
hung hat nun für jedes ~k Lösungen mit jeweils vers
hiedenen Eigen-werten, die dur
hnummeriert werden. Somit erhält man die jeweiligen Lösungen
~un,~k(~x) mit den dazugehörigen Frequenzen ωn(~k). Trägt man nun diese Frequen-zen ω(~k) gegen ~k auf, so erhält man die aus der Festkörperphysik bekanntensogenannten Bandstrukturen. Analog zum Fall des Festkörpers kann man au
hhier ein reziprokes Gitter de�nieren, indem man die Basis Gj , j = 1, . . . , n dur
hdie Glei
hung
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~Ri · ~Gj = 2πδi,j ∀i, j (2.11)de�niert. (Die Vektoren Gj sind dur
h diese Glei
hung wohlde�niert.) Bezügli
hdieser Basis gilt, dass die Bandstrukturen periodis
h mit ~Gj sind, was man anhandvon (2.9) mit (2.11) sehr einfa
h unter Ausnutzung der Periodizität von ~un,~k(~x)na
hvollziehen kann. De�niert man, ebenfalls analog zur Festkörperphysik, dieerste Brillouin-Zone als die primitive Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters,so genügt es, die Bandstruktur innerhalb der ersten Brillouin-Zone zu kennen,da si
h alle anderen Berei
he dur
h die Periodizität der Bandstruktur aus derersten Brillouin-Zone ergeben. Sind no
h zusätzli
he räumli
he Symmetrien in derdielektris
hen Struktur ε(~x) enthalten, so ergibt si
h dadur
h eine no
h kleinereirreduzible erste Brillouin-Zone.2.1.2 Skaleneigens
haftenEine besondere Eigens
haft Photonis
her Kristalle ist au
h, dass in Glei
hung(2.5) keine natürli
he Längenskala vorgegeben ist. (Ledigli
h die Forderung, dassdas Material si
h makroskopis
h verhalten muss, ist vorgegeben.) Man betra
htetGlei
hung (2.5) und nimmt an, dass man für eine gegebene dielektris
he Struktur

ε(~x) die Lösung ~H(~x) mit zugehöriger Frequenz ω bestimmt hat. Nun de�niertman eine neue dielektris
he Struktur ε′ mit ε′(~x) := ε( ~x
α
) mit dem Skalierungsfak-tor α ∈ R. Dabei handelt es si
h um eine komprimierte bzw. gestre
kte Versionder Ausgangsstruktur. Führt man nun in (2.5) die Substitution ~x′ := α~x dur
h,so wird ~∇′ = 1

α
~∇ und (2.5) zu
~∇′ ×

(

1

ε′(~x′)
~∇′ × ~H

(

~x′

α

))

=
( ω

αc

)2
~H

(

~x′

α

)

. (2.12)Das glei
hfalls komprimierte bzw. gestre
kte Feld ~H( ~x
α
) löst also die Glei
hung(2.5) mit der Frequenz ω′ = ω

α
. D.h., es spielt im Prinzip keine Rolle, ob die glei-
he Grundstruktur im Mikrowellenberei
h oder im si
htbaren Berei
h betra
htetwird. Die grundsätzli
hen Eigens
haften ändern si
h ni
ht. Man muss ledigli
h dieFelder und Frequenzen umskalieren. Aus diesem Grund werden in den folgendenRe
hnungen au
h häu�g nur �relativen Einheiten� ωrel = ωa

2πc
angegeben, wobei adie Gröÿe der Einheitszelle und c die Li
htges
hwindigkeit ist.Allerdings gilt diese Skaleninvarianz nur, solange keine Dispersion vorliegt,



14 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLEalso solange ε ni
ht von der Frequenz abhängt. Hat man eine Dispersion desMediums, so wird die Skaleninvarianz dur
h die Einführung einer Längenskalagebro
hen und die obige Bedingung gilt ni
ht mehr. Dies wird später insbeson-dere im Fall der Photonis
hen Kristalle aus Metallen und Frequenzen um diePlasmafrequenz interessant, da dann insbesondere um die Plasmafrequenz eineni
ht zu verna
hlässigende Dispersion gegeben ist [7℄.Die Glei
hung (2.5) besitzt allerdings au
h no
h eine weitere Skalierungseigen-s
haft: skaliert man den Wert von ε für den gesamten Photonis
hen Kristall
ε′(~x) := ε(~x)

α2 , so wird (2.5) zu
~∇×

(

1

ε′(~x)
~∇× ~H(~x)

)

=
(αω

c

)2
~H(~x). (2.13)Die Felder selbst bleiben also unter dieser Transformation invariant, allerdingsändert si
h die Frequenz zu ω′ = αω.VariationsprinzipWir haben bereits gesehen, dass man Glei
hung (2.5) als Eigenwertglei
hungeines positiv hermites
hen Operators interpetieren kann (falls ε ∈ R und ε > 0).Au
h hier tri�t man eine Analogie zur Quantenme
hanik wieder: man kann inder Quantenme
hanik den niedrigsten Energiezustand Ψ0 dadur
h �nden, dassman

Ψ 7→

〈

Ψ
∣

∣

∣
HΨ

〉

〈

Ψ
∣

∣

∣
Ψ
〉 (2.14)minimiert, wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist. (siehe hierzu z.B.[8℄.)Im Falle der Photonis
hen Kristalle kann man die Lösung mit der niedrigstenFrequenz ω0 dadur
h �nden, dass man das elektromagnetis
he Energiefunktional

E[ ~H] :=
1

2

〈

~H
∣

∣

∣
Ô ~H

〉

〈

~H
∣

∣

∣

~H
〉 (2.15)minimiert. Den Beweis hierzu �ndet man z.B. in [9℄. Mö
hte man die höherenModen �nden, dann muss man aus den zu minimierenden Feldern die jeweils
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h niedrigeren Felder herausprojizieren und auf dem verbleibenden Funk-tionsraum das Energiefunktional E[ ~H ] minimieren. Die Betra
htung des Energie-funktionals hilft jedo
h ni
ht nur bei der Bestimmung der Lösungen von (2.5),sondern sie hilft au
h bei dem Verständnis dieser Lösungen. Betra
htet man näm-li
h E[H ], dann erkennt man, dass gilt:
E[H ] =

1

2

〈

~H
∣

∣

∣
Ô ~H

〉

〈

~H
∣

∣

∣

~H
〉

=
1

2‖ ~H‖2

∫

dV
1

ε
‖ω

c
~D‖2.(Zur Herleitung sei ebenfalls auf [9℄ verwiesen.) An der letzten Zeile kann mansehr gut erkennen, wie si
h das Feld über den Photonis
hen Kristall zu verteilenversu
ht: das Energiefunktional wird klein, wenn die Berei
he mit groÿen Feld-stärken in ~D in den Berei
hen mit groÿem ε liegen. Glei
hzeitig müssen die Modennatürli
h no
h orthogonal zu den tieferliegenden Moden sein.2.2 Beispiele und WeiterführendesBandlü
ke am Beispiel 1-dimensionaler Photonis
her KristalleUm das allgemeine Verhalten 2- oder gar 3-dimensionaler Phontonis
her Kris-talle zu verstehen, ist es hilfrei
h, si
h zunä
hst mit dem deutli
h einfa
herenFall eines 1-dimensionalen Photonis
hen Kristalls zu bes
häftigen. Alle wi
htigenEigens
haften sind in diesem Fall s
hon in einfa
her Form verhanden.Man betra
htet in diesem Fall Li
ht, das si
h nur in eine Ri
htung ausbrei-tet, hier willkürli
h in z-Ri
htung. Nun muss man nur eine Komponente von ~kbetra
hten, in diesem Fall kz. Man wählt die Ausbreitungsri
htung so, dass gilt:

kx = ky = 0. Weiter muss für den 1-dimensionalen Fall gelten, dass ε in x- und
y-Ri
htung konstant ist. In z-Ri
htung muss ε periodis
h mit Periode a sein.Der denkbar einfa
hste Fall, der dies erfüllt, wäre das Vakuum oder au
h einkonstantes dielektris
hes Medium ε(x, y, z) = konst. I.a. spri
ht man hierbei ni
htvon einem Photonis
hen Kristall. Wir wollen dies aber zunä
hst als pathologi-s
hen Sonderfall eines 1-dimensionalen Photonis
hen Kristalls betra
hten. Wählt
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Abbildung 2.1: 1-dimensionale Bandstruktur des Vakuums. Für ein homogenesMedium erhält man die glei
he Struktur dur
h Stau
hung um √
ε.

z

Abbildung 2.2: 1-dimensionaler Photonis
her Kristall, der immer abwe
hselndaus einer S
hi
ht mit ε = 12 und einer S
hi
ht mit ε = 1 besteht.man die Periodizität a in z-Ri
htung nun willkürli
h, so kann man die Bandstruk-tur des Problems bere
hnen. Das Ergebnis ist allerdings sehr einfa
h analytis
hzu erhalten. Man muss ledigli
h den 1-dimensionalen Li
htkegel betra
hten derdur
h ω = ck√
ε
gegeben ist, und diesen entspre
hend dem gewählten a in die 1.Brillouin-Zone falten. (Siehe hierzu Abb. 2.1. Die in die erste Brillouin-Zonezurü
kgefalteten Berei
he sind hierbei gepunktet dargestellt.)Im Verglei
h dazu betra
htet man nun die Struktur aus Abb. 2.2, bei der si
hjeweils eine S
hi
ht mit ε = 12 und eine glei
hgroÿe S
hi
ht mit ε = 1 abwe
h-seln. Der Kristall besitzt in x- und y- Ri
htung eine konstante Dielektrizität. DiePeriodizität a in z-Ri
htung entspri
ht der doppelten Di
ke der S
hi
hten. Manspri
ht dabei au
h von einem 1-dimensionalen Photonis
hen Kristall, da eine �e
h-
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1

2

Abbildung 2.3: Bandstruktur des Photonis
hen Kristalls aus Abb. 2.2, der ausabwe
hselnden S
hi
hten mit ε = 12 und ε = 1 besteht. Eingezei
hnet sind diebeiden Bandlü
ken 1 und 2.te� Periodizität nur in z-Ri
htung vorliegt und ε in x- und y-Ri
htung konstantist. Bei der Bere
hnung dieser Struktur geht man von senkre
htem Li
hteinfallaus, d.h. es soll kx = ky = 0 gelten und somit ist k = kz. Bere
hnet man dieBandstruktur dieses 1-dimensionalen Photonis
hen Kristalls unter senkre
htemLi
hteinfall (Abb 2.3), so erkennt man das Auftreten der sogenannten Bandlü
ke.In diesem Fall sind es sogar im betra
hteten Frequenzberei
h zwei Bandlü
ken.Eine Bandlü
ke bedeutet dabei, dass es für einen endli
hen Frequenzberei
h kein
k(= kz) gibt, das eine Lösung in diesem Frequenzberei
h besitzt. In diesem Fallsind dies die in der Bandstruktur in Abb. 2.3 grau gezei
hneten Berei
he 1 und2. Weiter erkennt man, dass im Verglei
h zur Bandstruktur des Vakuums (Abb.2.1) die Bänder wesentli
h �a
her verlaufen. Dies ist allerdings anhand dessen,was wir in Abs
hnitten 2.1.2 und 2.1.2 gesehen haben, ni
ht weiter verwunder-li
h. Das ~D-Feld konzentriert si
h in den niedrigen Moden hauptsä
hli
h in denBerei
hen mit groÿem ε, was dazu führt, dass die Frequenz im Verglei
h zumVakuum absinkt. Man sieht hier au
h beim niedrigsten Band, dass die Gröÿen-ordnung in etwa den Erwartungen entspri
ht: Betra
htet man in beiden Fällendas niedrigste Band, so s
hneidet im Falle des Vakuums das unterste Band denRand der 1. Brillouin-Zone bei dem normierten Frequenzwert von ωa

2πc
= 0, 5, imGegensatz zu ωa

2πc
≈ 0, 157 bei der Struktur aus Abb. 2.2. Dieser Wert liegt lei
htoberhalb des Wertes ωa

2πc
= 0,5√

12
≈ 0, 144, den man für eine homogene Struktur



18 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLEmit ε = 12 erhielte.Was bedeutet nun das Vorhandensein einer Bandlü
ke? Da bei gegebenerFrequenz ω, die in der Bandlü
ke liegt, für kein k eine Lösung existiert, bedeutetdies, dass si
h innerhalb des Mediums Li
ht dieser Frequenz ni
ht ausbreitenkann. (Ledigli
h exponentiell abklingende Moden können existieren.) D.h., hatman einen Photonis
hen Kristall, so wird Li
ht einer Frequenz ω, die innerhalbder Bandlü
ke liegt, vollständig re�ektiert, da es si
h im Kristall ni
ht ausbreitenkann. (Dies gilt im 1-dimensionalen Fall allerdings nur, solange si
h das Li
ht, wieanfangs angenommen, entlang der z-A
hse ausbreitet. Breitet si
h das Li
ht ni
htentlang der z-A
hse aus, so kann es au
h in dem betra
hteten Frequenzberei
hLösungen geben, die si
h im Photonis
hen Kristall ausbreiten.)Höherdimensionale Photonis
he KristalleIm Prinzip ergibt si
h im mehrdimensionalen Fall ähnli
he Strukture wie au
hs
hon im 1-dimensionalen Fall. Allerdings wird die 1. Brillouin-Zone und damitau
h die Bandstruktur in 2 bzw. 3 Dimensionen deutli
h komplizierter. Deshalbsoll hier nur auf einige Besonderheiten gezielt eingangen werden.Im Fall eines 2-dimensionalen Photonis
hen Kristalls sei angemerkt, dass si
hdie Glei
hungen für das Problem in zwei getrennte Glei
hungssysteme zerlegenlassen. Die Lösungen nennt man in Anlehnung an die Lösungen von Wellenhohl-leitern TE (für transversal elektris
he) bzw. TM (für transversal magnetis
he)Moden. (Anmerkung: Im 1-dimensionalen Fall ist das natürli
h au
h mögli
h.Dort sind diese beiden Glei
hungssysteme und dementspre
hend die Moden sogarjeweils doppelt entartet.) Im 3-dimensionalen Fall gibt es diese Entartung ni
htmehr.Weiterhin ist auÿerdem im 2- und no
h stärker im 3-dimensionalen Fall dasAuftreten der Bandlü
ke dur
h die vers
hiedenen Raumri
htungen immer un-wahrs
heinli
her. Im 3-dimensionalen Fall ist es so, dass man na
h einer Struktursu
ht, die eine mögli
hst sphäris
he Brillouin-Zone besitzt, denn dann ist ‖~k‖ amRand der Brillouin-Zone am ehesten konstant. Wenn si
h nun in den vers
hie-denen Raumri
htungen lokal Bandlü
ken ö�nen, ist es eher mögli
h, dass diesesi
h zu einer globalen Bandlü
ke zusammenfügen. Aus diesem Grund ist im 3-dimensionalen Fall die f

-Struktur (f

=fa
e 
enetered 
ubi
. Dies ist die kubis
hdi
hteste Pa
kung glei
hgroÿer Kugeln) eine der bevorzugt betra
hteten Struk-



2.3. KONKRETE PROBLEMSTELLUNG FÜR DIESE ARBEIT 19turen, da die 1. Brillouin-Zone eine gute Näherung einer Kugel ist. So �ndet manz.B. bei der Diamant-Struktur eine vollständige Bandlü
ke [9℄. Von experimentel-ler Seite ist die einfa
he f

-Struktur interessant, da si
h diese dur
h Selbstorga-nisation monodisperser Nanokügel
hen au
h im Berei
h optis
her Wellenlängenerzeugen lässt. Allerdings besitzt die einfa
he f

-Struktur aus herkömmli
henDielektrika keine Bandlü
ke.2.3 Konkrete Problemstellung für diese Arbeit2.3.1 AllgemeinesNa
h der allgemein gehaltenen Einführung soll nun kurz auf die konkrete Pro-blemstellung eingegangen werden, der si
h diese Arbeit widmet. Diese Arbeitist in zwei Berei
he aufgeteilt. Zunä
hst geht es um die mögli
hen numeris
henVerfahren. Ausgehend von den übli
herweise in diesem Gebiet verwendeten Ver-fahren (ebene-Wellen Verfahren, Transfer-Matrix-Methode), sollen deren Mängelin der Bes
hreibung der betra
hteten Photonis
hen Kristalle dargelegt werden.Dana
h wird eine Mögli
hkeit aufgezeigt, wie diese Unzulängli
hkeiten mittelseines Finite Di�eren
e Frequen
y Domain (FDFD) Verfahrens umgangen werdenkönnen. Dieses Verfahren wird übli
herweise ni
ht für die Bere
hnungen Photo-nis
her Kristalle verwendet, sondern hat seinen Ursprung in der Bes
hreibungvon Wellenhohlleitern und wurde im Rahmen dieser Arbeit an die Photonis
henKristalle angepasst. Mittels dieses FDFD-Verfahren wurden metallis
he Photo-nis
he Kristalle auf die Mögli
hkeit der praktis
hen Nutzung untersu
ht. Dazustellt si
h insbesondere die Frage, ob die Absorption des Metalle die erho�tenpositiven Auswirkungen auf die Bandstruktur zuni
hte ma
ht. Es ist zwar au
hmögli
h mittels spezieller Ebene-Wellen-Verfahren Bandstrukturen von Materia-lien mit Dispersion zu bere
hnen, allerdings erhält man aus der Bandstrukturkeine Information darüber, wie stark der Kristall bei wel
her Frequenz wirkli
habsorbiert. Mittels des adaptierten FDFD-Verfahrens ist es mögli
h sowohl überdie Spektren na
h Bandlü
ken zu su
hen, wie au
h zu beurteilen, wie stark derEin�uss der Absorption ist. Es ist gerade bei Photonis
hen Kristallen nämli
hni
ht so, dass die Absorption si
h so verhält wie der Absorption des reinen Ma-terials, da die Verteilung der Felder innerhalb des Kristalls und somit au
h dieAbsorption des gesamten Kristalls mit der Frequenz stark variiert.



20 KAPITEL 2. PHOTONISCHE KRISTALLESeit der Entde
kung der Photonis
hen Kristalle und der Herstellung ersterStrukturen mit einer Bandlü
ke im Mikrowellenberei
h ist man auf der Su
hena
h einer einfa
hen Mögli
hkeit, mit der man eine Struktur mit einer sol
henBandlü
ke au
h im si
htbaren Berei
h bzw. im nahen Infrarotberei
h, in ma-kroskopis
hen Mengen herstellen kann. Hier bietet si
h vorallem der Prozess derSelbstorganisiation an. Das Problem bei diesem Verfahren ist allerdings, dasshierbei übli
herweise eine einfa
he f

-Struktur entsteht, die, wie im vorherigenAbs
hnitt erwähnt, zwar prinzipiell eine räumli
h vorteilhafte Brillouin-Zone be-sitzt, die allerdings mit einfa
hen, ni
ht dispersiven Medien trotzdem keine direkteBandlü
ke aufweist. Einen mögli
hen Ausweg bietet unter Umständen die Ver-wendung metallis
her Nanopartikel [12℄, [13℄, [14℄, [15℄, [18℄, [19℄, [20℄, [21℄. Dabeiwird insbesondere Silber als Metall betra
htet, da es für diese Systeme günstigeEigens
haften besitzt, inbesondere eine sehr niedrige Absorption unterhalb derNullstelle des Realteils von ε.Ein weiterer interessanter Aspekt der metallis
hen Systeme ist der sehr groÿenegative Realteil von ε [7℄. Allerdings sind diese mit einem ni
ht zu verna
hläs-sigenden Imaginäranteil (entspri
ht Absorption) verbunden. Numeris
he Unter-su
hungen [13℄ deuten jedo
h darauf hin, dass trotz der vorhandenen Absorptiondiese Materialien für Photonis
he Kristalle immer no
h von Bedeutung sein könn-ten. Allerdings sei darauf verwiesen, dass das in [13℄ verwendete Transfer-Matrix-Verfahren [22℄ einige tie�iegende Mängel (numeris
he Instabilität) aufweist, diedieses Verfahren insbesondere für die Fragestellung der Absorption einer endli-
hen S
hi
ht als gänzli
h ungeeignet ers
heinen lassen, weshalb für diese Arbeitau
h das FDFD-Verfahren für die Bes
hreibung von Wellenhohlleitern auf diePhotonis
hen Kristalle übertragen wurde.Ein weiterer Vorteil von Metallen gegenüber anderen Materialien liegt im Ver-halten nahe der Plasmafrequenz. Dort hat man zum einen einen Nulldur
hgangdes Realteils der Dielektriztätskonstante ε. Betra
htet man beispielsweise ein 2-komponentiges System Metall-Luft, mit jeweiligen dielektris
hen Konstanten ε1und ε2 (wobei ε1 hier frequenzabhängig ist), so erhält man nahe der Plasmafre-qunz einen sehr hohen Wert für den Kontrast ε2

ε1
. Allerdings setzt au
h in der Näheder Plasmafrequenz die Absorptionskante des Metalls ein, was die Frage aufwirft,ob man den hohen Kontrast gegenüber einer akzeptablen Gesamtabsorption einerendli
hen S
hi
ht ausnutzen kann.
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ke ist ein hoher Kontrast sehr günstig bzw.notwendig (siehe hierzu z.B. [9℄). Mit herkömmli
hen dispersiven Materialien istledigli
h ein Kontrast zu Luft von 
a. 1:13 mögli
h. Die Verwendung metallis
herSysteme kann dieser Kontrast um mindestens eine Gröÿenordnung erhöhen. Nahedes Nulldur
hganges (der Plasmafrequenz) kann dieser Konstrast sogar prinzipiellbeliebig ho
h werden (wenn au
h nur in einem sehr kleinen Frequenzberei
h).2.3.2 Das Problem der DispersionEines der beiden Probleme, die bei der Bere
hnung der Bandstrukturen, bzw. all-gemein der Eigens
haften von Photonis
hen Kristallen auftreten können, ist dieDispersion. Diese bedeutet, dass die Dielektrizitätskonstante von der Frequenzabhängt. Im Standardverfahren zur Bere
hnung von Bandstrukturen [23℄, einemVerfahren, das die Fourier-Transformation der Glei
hung (2.5) mittels einer end-li
hen ebenen-Wellen-Basis löst, bere
hnet man die Bandstruktur ω(~k) dadur
h,dass man für gegebenes ~k die Eigenfrequenz ω bere
hnet. Allerdings hat man da-bei das Problem, dass man zur Bes
hreibung der Struktur die Dielektrizität desMaterials benötigt, wel
he wiederum von der Lösung abhängt. Dieses Problem istzwar prinzipiell ni
ht unüberwindli
h und kann dur
h Iterationen bis zur Selbst-konsistenz gelöst werden. Jedo
h wird au
h dieses Verfahren s
hwieriger, wennfür eine Struktur sowohl ε < 0 als au
h ε > 0 in gewissen Raumberei
hen gilt.Au
h ein sol
hes System ist prinzipiell no
h bere
henbar, jedo
h tri�t man dabeihäu�g auf komplexe Werte für ε. Weiterhin ist das Verfahren au
h numeris
hfür ε ≈ 0 sehr s
hle
ht konditioniert, was aber bei den betra
hteten Struktu-ren gerade der Berei
h ist, der bere
hnet werden soll. Im Verglei
h dazu ist beider Transfer-Matrix-Methode [22℄ die Dispersion sehr einfa
h zu integrieren, dahier die Frequenz bei der Bere
hnung immer bekannt ist. Jedo
h hat man beidieser Methode das bereits angedeutet Problem der numeris
hen Instabilität beifeiner werdenden Gitterrastern, was dazu führt, dass dieses Verfahren ebenfallsnur bedingt brau
hbar ist. Für das FDFD-Verfahren als Frequenzraum-Verfahrenstellt (ähnli
h wie bei der Transfer-Matrix-Methode) die Dispersion kein Problemdar, da bereits zu Beginn der Re
hnung, im Gegensatz zu den übli
hen ebene-Wellen-Verfahren, die Frequenz zu Beginn der Re
hnung vorgegeben ist. Das fürdiese Arbeit adaptierte FDFD-Verfahren bietet also den Vorteil der Transfer-Matrix-Methode bezügli
h der Behandlung der Dispersion, allerdings ohne deren
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he Instabilität.2.3.3 Das Problem der AbsorptionZusätzli
h zu dem Problem der Dispersion hat man im Falle eines metallis
henPhotonis
hen Kristalls no
h das Problem, dass das Metall au
h no
h absorbiert.Dies führt zunä
hst dazu, dass eigentli
h das gesamte Konzept der Bandstrukturnur no
h sehr einges
hränkt brau
hbar ist. Man müsste auf komplexe ~k zurü
k-greifen, um die Absorption zu bes
hreiben. Komplexe ~k entspre
hen allerdingssi
h ni
ht unendli
h ausbreitenden Moden. Im Falle der Absorption bietet es si
hdaher an, statt der Bandstruktur für einen unendli
hen Photonis
hen Kristall dieRe�exion bzw. Transmission dur
h eine endli
he S
hi
ht zu betra
hten. Au
h beidiesem Problem würde si
h eigentli
h die Transfer-Matrix-Methode wieder anbie-ten, da sie dazu geeignet ist, Transmissionen und Re�exionen direkt zu bere
hnen.Au
h die Absorption, also ein komplexes ε, ist für dieses Verfahren kein prinzipi-elles Problem. Aufgrund der numeris
hen Instabilität ers
heint dieses Verfahrenjedo
h insbesondere für absorbierende Materialien absolut ungeeignet.2.3.4 LösungsansatzIn dieser Arbeit soll auf zwei vers
hiedene Alternativen eingegangen werden. Zu-nä
hst eine Alternative zu der ebene-Wellen-Metode [23℄, bei der man ni
ht von
~k ausgeht und daraus ω ausre
hnet, sondern bei der zwei Komponenten, etwa kxund ky, sowie ω gegeben sind und die 3. Komponente von ~k, in diesem Falle also
kz, bere
hnet wird. Dieses Verfahren wurde anhand von [24℄ na
hprogrammiertund gestet. Allerdings erwies si
h diese Programm als sehr zeitintensiv. Zusätz-li
h hat man au
h hier immer no
h ni
ht das Problem der Absorption gelöst. DasVerfahren selbst soll deshalb nur im Anhang vorgestellt und die Ergebnisse kurzin der Arbeit bespro
hen werden.Der numeris
he S
hwerpunkt soll daher auf einer Alternative zur Transfer-Matrix-Methode liegen. Zunä
hst wird das numeris
he Problem der Transfer-Matrix-Methode anhand exemplaris
her Beispiele aufgezeigt. Das Problem derTransfer-Matrix-Methode ist, dass exponentiell anwa
hsende Felder entstehen.Um dieses Problem zu umgehen wurde na
h einer Alternative zur Transfer-Matrix-Methode gesu
ht, die jedo
h die prinzipiellen Vorteile der Transfer-Matrix-



2.3. KONKRETE PROBLEMSTELLUNG FÜR DIESE ARBEIT 23Methode beibehält (keine Probleme Absorption und Dispersion zu behandlen, so-wie die Bere
hnung der experimentell lei
hter zugängli
hen Gröÿen Transmissionund Re�exion), aber die ni
ht instabil ist. Dabei wurde im Rahmen dieser Arbeitdas Finite Di�eren
e Frequen
y Domain (FDFD) Verfahren aus dem Berei
h derWellenhohlleiter (siehe z.B. [30℄, [31℄) auf die Problemstellung der Photonis
henKristalle übertragen und ans
hlieÿend implementiert.Mit diesem Verfahren wird das Problem des numeris
h exponentiellen An-wa
hsens der Felder überwunden und das Verfahren bleibt au
h bei feinerenDiskretisierungsraster weiterhin stabil. Es werden bei dem FDFD-Verfahren übli-
herweise Re�exions- und Transmissionsspektren bere
hnet. (Prinzipiell ist es mitdieser Methode au
h mögli
h Bandstrukturen zu bere
hnen. Da aber Bandstruk-turen für die betra
hteten Probleme grundsätzli
h s
hon ein ungeeignetes Werk-zeug darstellen, und die Bandstrukturen somit au
h nur sehr rudimentär undunvollständig implementiert wurden, soll auf eine Bandstruktur-Untersu
hungmittels dieses Verfahrens verzi
htet werden. Dazu eignen si
h die Standardver-fahren deutli
h besser.)Dieses Verfahren soll dann für die Untersu
hung der metallis
hen Systeme ver-wendet werden, um abs
hätzen zu können, ob die beiden erwähnten Eigens
haf-ten (hoher negativer Realteil von ε und der Nulldur
hgang) von ε für praktis
heAnwendungen von Interesse sein könnten.



Kapitel 3Plane-Wave-Verfahren
3.1 Einfa
hes Plane-Wave-Verfahren3.1.1 MotivationAufgrund der bereits in der Einführung erwähnten Ähnli
hkeiten zur Quantenme-
hanik im Festkörper ist es naheliegend, numeris
he Verfahren aus diesem Gebietauf das Problem der Photonis
hen Kristalle zu übertragen. Eines der direktestenVerfahren ist hierbei übli
herweise die Entwi
klung der Glei
hungen (in diesemFall (2.5)) in eine endli
he Zahl ebener Wellen, so dass eine endli
h-dimensionaleMatrixglei
hung entsteht. Diese wird dann mittels numeris
her linearer Algebragelöst.Diese Methode ist die Standardmethode zur Bere
hnungen von Bandstruk-turen und dafür gut geeignet. Es handelt si
h um ein etabliertes und gut ver-standenes Verfahren, dass jedo
h auf das Problem der metallis
hen Photonis
henKristalle nur sehr einges
hränkt anwendbar ist.3.1.2 VerfahrenAusgangspunkt ist die Masterglei
hung (2.5) unter Verwendung der Blo
h-Strukturder Lösung. Dies führt zur Form (2.10):

(~∇ + i~k) ×
(

1

ε
(~∇ + i~k) × ~u~k(~x)

)

=

(

ω(~k)

c

)2

~u~k(~x). (3.1)Da weiterhin gilt, dass ~u~k(~x) periodis
h ist, kann man ~u~k(~x) in ebene Wellen24



3.1. EINFACHES PLANE-WAVE-VERFAHREN 25zerlegen, deren Wellenvektoren ~G auf dem Gitter Γ liegen, das als reziprokesGitter dur
h die Periodizität im Ortsraum gegeben ist.
~u~k(~x) =

∑

~G∈Γ

~u~k, ~Gei ~G·~x. (3.2)Ebenso wird nun 1
ε(~x)

zerlegt
1

ε(~x)
=
∑

~G∈Γ

(

1

ε

)

~G

ei ~G·~x (3.3)und (3.3) mit (3.2) in (3.1) eingesetzt. Die Ableitungen ~∇ können damit sehreinfa
h bere
hnet werden und na
h einigen einfa
hen Umformungen ergibt si
h:




ω2

c2
~u~k, ~G′ +

∑

~G∈Γ

(

1

ε

)

~G′− ~G

(~k + ~G′) × (~k + ~G) × ~u~k, ~G



 = 0, ∀~G′ ∈ Γ. (3.4)Hierbei handelt es si
h immer no
h um eine unendli
h-dimensionale Glei
hung,die ohne weiteres ni
ht lösbar ist. Nimmt man aber an, dass die Beiträge mitsteigendem Betrag von ~G bzw. ~G′ immer kleinere Beträge liefern, so kann man(3.4) dadur
h annähern, dass man nur ein endli
hes Teilgitter Γ′ ⊂ Γ betra
htet.Aus (3.4) wird dann:




ω2

c2
~u~k, ~G′ +

∑

~G∈Γ′

(

1

ε

)

~G′− ~G

(~k + ~G′) × (~k + ~G) × ~u~k, ~G



 = 0, ∀~G′ ∈ Γ′.(3.5)Der ents
heidende Unters
hied ist hierbei, dass die Anzahl der Glei
hungensowie die Summen nun endli
h sind. Man betra
htet (3.5) nun für jedes ~k alsein Matrix-Glei
hungssystem mit den Unbekannten ~u~k, ~G. Da es si
h um ein ho-mogenes lineares Glei
hungssystem handelt, gibt es ni
ht-triviale Lösungen (undnur diese sind interessant) genau dann, wenn die Determinante der Matrix desGlei
hungssystems 0 ist. Somit kann man für ein gegebenes ~k die vers
hiedenenLösungen ωn(~k) der Bandstruktur bere
hnen, wobei n ein Index für die diskretenLösungen ist und die Bänder nummeriert. (Statt die Determinante zu bere
hnen,kann man natürli
h au
h einfa
h das Glei
hungssystem lösen.)Einer der groÿen Vorteile der Plane-Wave-Methode ist si
herli
h die direkte



26 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENImplementierbarkeit, da man es e�ektiv zwar mit groÿen, aber dur
haus no
h be-herrs
hbaren Standardproblemen der linearen Algebra zu tun hat. Bei der Lösungdieser Systeme können au
h no
h Eigens
haften, wie die Hermitezität, oder dieTatsa
he, dass das zu lösende System für ε > 0 positiv de�nit ist, verwendet wer-den. Der Vorteil hierbei ist, dass es für positiv de�nite hermites
he Systeme sehrgute und e�ziente Standardverfahren gibt. Für genauere Details einer mögli
hene�zienten Implementierung sei hier auf [23℄ verwiesen. Diese Implementierungwurde in dieser Arbeit au
h verwendet wenn Verglei
hsre
hnungen mittels eins�unmodi�zierten Plane-Wave-Verfahrens� dur
hgeführt wurden.3.1.3 Dispersion und ebene-Wellen-VerfahrenImplementierungIm Rahmen dieser Arbeit wurde keine Implementierung des selbstkonsistentenebene-Wellen-Verfahrens dur
hgeführt um damit au
h Bandstrukturen von Sy-stemen mit Dispersion zu bere
hnen, jedo
h soll trotzdem kurz aufgezeigt werden,wie dies prinzipiell mögli
h ist.Um die Dispersion in das Plane-Wave-Verfahren einzubinden, sollen hier zweiähnli
he Verfahren kurz angerissen werden. Das erste Verfahren ist in Abb. 3.1s
hematis
h dargestellt. Das Problem, das si
h bei der Bere
hnung mittels Plane-Wave-Verfahren ergibt, ist, dass man den Wert für die Dielektrizitätskonstante
ε erst kennt, wenn die Frequenz der Lösung bekannt ist, also das System bereitsgelöst ist. Man benötigt allerdings ε au
h zum Lösen des Systems.Das führt dazu, dass man das Problem selbstkonsistent lösen muss. Das heiÿtman muss eine Lösung �nden, bei der bei vorgegebenem ε eine Frequenz ω erre
h-net wird, so dass anhand der Dispersion ε(ω) wieder der ursprüngli
he Wert für
ε herauskommt. Praktis
h bedeutet dies in der Re
hnung, dass man unters
hei-den muss zwis
hen εV ar, das hier als vorgegebener Parameter verstanden werdensoll, und das dem willkürli
h vorgegebenen Wert entspri
ht, und εDispersion, dasmittels der Frequenz ω aus der konkreten Dispersionsrelation εDispersion(ω) be-stimmt wird. εDispersion übernimmt hier also die Rolle einer gegebenen Funktion(der Dispersion) und εV ar die Funktion einer Variablen.Eine selbstkonsistente Lösung hat man also gefunden, wenn gilt:
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Abbildung 3.1: Flussdiagramm zur selbstkonsistenten Bestimmung der Band-struktur mittels des Plane-Wave-Verfahrens bei Vorhandensein einer Dispersion
ε(ω).
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εDispersion(ω(εV ar)) = εV ar, (3.6)wobei εDispersion der gegebenen Dispersion des Materials entspri
ht und ω(εV ar)eine numeris
h dur
h das Plane-Wave-Verfahren gegebene Funktion darstellt.Praktis
h kann man so vorgehen, dass man für ein bestimmtes Band n, das manbere
hnen mö
hte, und gegebenes ~k mit einem Startwert εV ar beginnt. Mittels desPlane-Wave-Verfahrens bere
hnet man ωn,~k und ans
hlieÿend anhand der Disper-sionsrelation εDispersion(ωn,~k). Stimmt εDispersion(ωn,~k) innerhalb einer gegebenenGenauigkeit mit εV ar überein, so hat man eine selbstkonsistente Lösung gefun-den. Ansonsten startet man einen neuen Dur
hlauf mit dem neuen Startwert, derübli
herweise dem bere
hneten Wert für εDispersion entspri
ht.Dies entspri
ht der programmierte
hnis
h einfa
hsten (aber ni
ht notwen-digerweise e�zientesten) Su
he na
h der Lösung. Selbstverständli
h können au
handere Verfahren verwendet werden, da es si
h eigentli
h ledigli
h um die Null-stellensu
he der Funktion

f : R → R (3.7)
εV ar 7→ εDispersion(ωn,~k(εV ar)) − εV ar (3.8)handelt. D.h., man kann prinzipiell au
h jedes andere Verfahren zur Nullstellen-bestimmung verwenden. Dabei bieten si
h hier die Verfahren an, bei denen manmit den wenigstens Bere
hnungen ωn,~k(εV ar) auskommt, da es si
h dabei um dennumeris
hen aufwendigsten Teil handelt.Eine lei
ht abgeänderte Variante ist in Abb. 3.2 dargestellt. Hier unters
heidetsi
h das Vorgehen hauptsä
hli
h darin, dass zunä
hst für einen vorher passendgewählten Berei
h von ε die Funktion ωn,~k für das n-te Band bere
hnet wird.Dana
h wird anhand der bere
hneten Werte die Nullstelle von (3.7) ermittelt.Diese 2. Methode bietet si
h allerdings nur dann an, wenn man vers
hiedeneDispersionsrelationen (z.B. bedingt dur
h vers
hiedene Materialien) bere
hnenwill. Man legt si
h somit eine Art Bibliothek von Bandstrukturen für unters
hied-li
he ε an, die man dann anhand der gegebenen Dispersionsrelation auswertet.Betra
htet man nur eine Dispersionsrelation, so ist das erste Verfahren i.a. deut-li
h günstiger.
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Abbildung 3.2: Flussdiagramm zur Bestimmung der Bandstruktur mittels desebenen-Wellen-Verfahrens bei Vorhandensein einer Dispersion ε(ω). Dazu bere-
hent man Bandstrukturen für vers
hiedene εV ar ohne Dispersion und löst an-s
hlieÿend damit numeris
h die Fixpunktglei
hung εDispersion(ω(εV ar)) = εV ar.



30 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENAuftretende ProblemeWie bereits in Abs
hnitt 2.3.2 darauf hingewiesen wurde, bietet dieses Verfahrenjedo
h einige Probleme, wenn man versu
ht die Dispersion und die Absorptionzu berü
ksi
htigen. Wie gezeigt ist es zwar dur
haus mögli
h, die Dispersion zuintegrieren. Aus praktis
her Si
ht wird dies leider sehr unhandli
h, wenn maneine Struktur betra
htet, die ni
ht nur Dispersion besitzt, sondern au
h sowohlBerei
he mit ε < 0 also au
h ε > 0. Dann ist der Operater Ô des Systems ni
htmehr positiv de�nit und kann somit au
h negative Eigenwerte besitzen. Dadur
htreten au
h Lösungen mit ω2 < 0 auf, wel
he aber hier ni
ht interessant sind,da sie ni
ht zur Bandstruktur beitragen. Allerdings zeigt bei der Verwendungdes ebenen-Wellen-Verfahrens, dass in dem hier interessanten Fall, nämli
h umdie Nullstelle in ε, eben genau diese Lösungen immer häu�ger auftau
hen. Umdies zu umgehen, müsste die Anzahl der betra
hteten Lösungen deutli
h erhöhtwerden. Dies trägt allerdings au
h ni
ht zu einer substantiellen Verbesserung derSituation bei und die benötigte Re
henzeit wird deutli
h erhöht.Dies ist jedo
h ni
ht das einzige Problem. Insbesondere wenn � dur
h dieDispersion bedingt � au
h no
h eine Nullstelle in ε vorliegt, (genau sol
he Be-rei
he sind für die Untersu
hungen dieser Arbeit aber ents
heidend) wird derRe
henaufwand mittels des Plane-Wave-Verfahrens immer gröÿer, je näher mander Nullstelle kommt. Au
h die Stabilität nimmt dabei stark ab. Hier zeigt si
hdas Problem, dass die Matrix, die dur
h (3.5) gegeben wird, eine s
hle
hte Kondi-tionierung besitzt. Dies wird hauptsä
hli
h dur
h den Term (

1
ε

)

~G′− ~G
verursa
ht.Dieser divergiert, wenn ω → ωP lasma geht und dadur
h wird die Glei
hung (3.5)numeris
h deutli
h s
hwieriger zu lösen. Dies bedeutet einen um so höheren Re-
henaufwand, je mehr si
h ε an 0 annähert.Trotz der genannten Probleme ist es dur
haus mögli
h, die Dispersion imRahmen eines Plane-Wave-Verfahrens zu behandeln. Und dies wird für Metal-le au
h teilweise getan ([17℄, [32℄), dann allerdings ohne Berü
ksi
htigung dervorhandenen Absorption.3.1.4 AbsorptionWie bereits in Abs
hnitt 2.3.3 angedeutet wurde gilt, dass ni
ht nur die Dispersi-on ein Problem darstellt, sondern au
h die Tatsa
he, dass Metalle (insbesondere
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h im Berei
h um die Plasmafrequenz ωP lasma) eine ni
ht zu verna
hlässigen-de Absorption besitzen. Eine Absorption äuÿert si
h dur
h ein komplexes ε, waswiederum dazu führt, dass der Operator Ô aus (2.6) ni
ht mehr hermites
h ist.Daraus folgt wiederum, dass die Eigenwerte der Glei
hung (2.5) ni
ht notwendi-gerweise reell sind (genauer: Teile des Spektrums von Ô müssen au
h ni
ht-reellsein, sonst wäre Ô hermites
h). Damit wird ω i.A. komplex, was physikalis
hzeitli
h an-, bzw. abs
hwellenden Lösungen entspri
ht, von denen aufgrund derEnergie nur die zeitli
h abs
hwellenden physikalis
h relevant sind. Genauso wieman ein komplexes ω erhalten kann, kann man au
h einen komplexen Wellen-vektor ~k vorgeben, was dann räumli
h anwa
hsenden, bzw. abfallenden Lösun-gen entspri
ht. Sol
he Lösungen kann man au
h für Photonis
he Kristalle mitFehlstellen bekommen, bei denen diese dann den räumli
h lokalisierten Lösun-gen entspre
hen. Man müsste also, um bei einer einfa
hen Bes
hreibung mittelsBandstruktur zu bleiben, sowohl ~k als au
h ω als komplex betra
hten. Zusätz-li
h hätte man nur zeitli
h stabile (ni
ht auf- oder abklingende) Moden, wenn
ω ∈ R ist, und nur räumli
h stabile (ni
ht auf- oder abklingende) Moden, wenn
~k reell ist. im Allgemeinen emp�ehlt es si
h allerdings für eine Betra
htung derAbsorption zu anderen, später aufgezeigten Verfahren überzugehen.Aufgrund dieser Probleme und der unter �Dispersion� aufgeführten Proble-me wurden keine ausführli
heren Untersu
hungen mit Hilfe des ebenen-Wellen-Verfahrens dur
hgeführt. Allerdings gibt es au
h sehr aktuelle Untersu
hungenPhotonis
her Kristalle au
h mittels ebener-Wellen-Verfahren [32℄.3.2 Modi�ziertes Plane-Wave-Verfahren3.2.1 MotivationWie wir im vorherigen Kapitel sehen konnten, ist es mittels des normalen Plane-Wave-Verfahrens dur
haus mögli
h eine Dispersion zu betra
hten. Dies ist jedo
hnur indirekt mögli
h. In [24℄ wird ein Verfahren vorgestellt, das es ermögli
ht dieDispersion direkt in ein Plane-Wave-Verfahren zu integrieren. Dieses Verfahrenwurde im Rahmen dieser Arbeit na
hvollzogen und na
hprogrammiert um Un-tersu
hungen damit dur
hführen zu können.Der Ansatz besteht darin, aus dem Problem, ω(k) zu bere
hnen, ein Pro-blem zu formulieren, bei dem man k(ω) bere
hnet. Somit ist s
hon zu Beginn der
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hnung die Frequenz und somit au
h ε bekannt. Dies gelingt, indem man in(3.5) eine Ri
htung willkürli
h auswählt, etwa die z-Ri
htung, und dann das Glei-
hungssystem als ein quadratis
hes Eigenwertproblem in kz au�asst. Der Na
hteil,mit dem man si
h dies erkauft ist, dass man ein Eigenwertproblem der doppeltenGröÿe des ursprüngli
hen Problems lösen muss, das au
h keine Symmetrie mehrbesitzt. Für Details dieses Verfahren sei auf den Anhang A verwiesen.3.2.2 Testre
hnungenUm zu prüfen, ob das Verfahren funktioniert und korrekt implementiert wur-de, wurden einige Beispielre
hnungen dur
hgeführt. Dazu wurden nur Struktu-ren ohne Dispersion betra
htet, um einen direkten Verglei
h mit dem in diesenFällen gut funktionierenden unmodi�zerten ebene-Wellen-Verfahren (dem bereitserwähnten Verfahren von Johnson und Joannopoulos [23℄) zu ermögli
hen. Ei-ne zusätzli
h betra
htete Dispersion bedeutet für das modi�zierte Plane-Wave-Verfahren kein zusätzli
hes Problem oder keinen zusätzli
hen Re
henaufwand.VakuumDas einfa
hste Problem, das au
h analytis
h lösbar ist, ist das Vakuum. In diesemFall gilt, dass ω = c‖~k‖ ist. Somit erhält man die Bandstruktur dur
h den S
hnittmit dem Kegel, der dur
h ω = c‖~k‖ gegeben ist, und der immer wieder in dieBrillouin-Zone gefaltet wird.Die Bere
hnung mittels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens wurde inalle Raumri
htungen mit den ersten 4 k-Werten dur
hgeführt, was eine ausrei-
hende Genauigkeit ergab.Die Ergebnisse dieser Bere
hnung sind in Abb. 3.3 dargestellt. Wie mansieht, ergibt si
h eine sehr gute Übereinstimmung der bere
hneten Werte mitdem exakten Ergebnis. Dies ist allerdings ni
ht weiter erstaunli
h, da es si
h umein ebene-Wellen-Verfahren handelt, mit dem man die Vakuumlösungen natür-li
h sehr gut bes
hreiben kann. Mathematis
h äuÿert si
h dies darin, dass dieFouriertransformierte von 1
ε
nur den konstanten Beitrag enthält und si
h die zulösenden Glei
hungen des Verfahrens damit sehr stark vereinfa
hen.Man erkennt aber hier s
hon sehr gut, warum dieses Verfahren Problememit sehr �a
hen Bändern hat. Da eine sehr kleine Änderung in ω bei einem
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Abbildung 3.3: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (0,1
2π

; 0; k). (Da
kx und ky bei diesem Verfahren ni
ht beide glei
h null sein dürfen, wurde dieGerade lei
ht in kx vom Ursprung vers
hoben.) Die dur
hgehende Linie ist dieexakte Lösung. Die Kreuze entspre
hen den mittels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens bere
hneten Werten.
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hen Band s
hon eine sehr groÿe Änderung in kz bewirkt, erhält man bei einemkonstanten Raster in ω verhältnismäÿig wenig Punkte, die auf �a
hen Bändernliegen. Man muss also, um �a
he Bänder gut zu bes
hreiben, die Bere
hnungenfür ein sehr feines Raster in der Frequenz ω dur
hführen.
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Abbildung 3.4: Kugeln in einer einfa
h-kubis
hen Anordnung. (5×5×5 Einheits-zellen)Einfa
h-kubis
he StrukturAls nä
hster Testfall soll nun eine volle 3-dimensionale Struktur betra
htet wer-den. Damit die Re
hnung allerdings ni
ht zu re
henzeitintensiv wird, wurde hiereine einfa
h kubis
he Struktur (Abb 3.4) mit Länge a der Einheitszelle und einerSphäre mit Radius r = 0, 25a und ε = 8, 9 im Mittelpunkt der Einheitszelle ver-wendet. Für die Re
henverfahren bildet dies s
hon eine ausrei
hend komplizierteStruktur, um zu testen, ob das Verfahren die ri
htigen Ergebnisse liefert. DasSystem ist für ein volles 3-dimensionales System jedo
h eines der denkbar ein-fa
hsten ni
ht-trivialen Systeme. Allerdings gibts es s
hon keine analytis
hen Er-gebnisse mehr, weswegen der Verglei
h mit dem unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahren [23℄ erfolgen soll.Es ist ni
ht trivial, mittels dieses Verfahrens eine komplette Bandstrukturzu bere
hnen. Man weiÿ vor der eigentli
hen Re
hnung nie, wel
her Wert für kzbei der Re
hnung bestimmt wird, da nur kx und ky festgelegt werden können.Dies lässt si
h ni
ht vermeiden, da man die Frequenz ω vorher festgelegt hat.Man kann entweder alle Komponenten von ~k vorgeben und ω(~k) bere
hnen, oderman gibt zwei Komponenten von ~k und ω vor und bere
hnet daraus die fehlendeKomponente von ~k. Im ersten Fall liegt das normale (unmodi�zierte) Plane-Wave-



36 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENVerfahren vor, im zweiten das modi�zierte Plane-Wave-Verfahren.Bandstrukturen entlang der kz-Ri
htung sind mittels dieses Verfahrens immerno
h gut zu bere
hnen. Allerdings wird es in anderen Raumri
htungen (also z.B.von einem Symmetriepunkt zu einem anderen) ni
ht-trivial, die Bandstrukturenzu erhalten, da mit gegebenem kx und ky das bere
hnete kz einen vorher unbe-kannten Wert hat. D.h. ~k liegt irgendwo auf der Geraden mit konstantem kx und
ky und damit i.a. ni
ht in der betra
hteten Raumri
htung. Aus diesem Grundwird hier für die Testre
hnung nur das Band entlang der Ri
htung (0,1

2π
; 0; k) be-tra
htet. Für Bänder entlang anderer Symmetriepunkte müsste man die Bänderaus den bere
hneten Punkten in der Brillouin-Zone interpolieren, oder das Ver-fahren wie am Ende des Kapitels erwähnt no
h weiter modi�zieren. Da aber au
hin diesem einfa
hen Fall der Re
henaufwand extrem groÿ wird und das Verfahrenweitere Mängel aufweist wurde darauf verzi
htet. Die wesentli
hen Punkte kannman au
h s
hon anhand dieses Teils der Bandstruktur erkennen.In Abb. 3.5 sind die Ergebnisse der Re
hnung mit 
ut-o�-Wert N = 4 (alsojeweils bis zum vierten ~G in positiver und negativer Ri
htung in jeder Raum-ri
htung) gezeigt und mit den Ergebnissen des unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahrens vergli
hen. Die dur
hgezogenen Linien sind dabei die Ergebnisse desStandard-Verfahrens, die einzelnen Punkte entspre
hen den Ergebnissen des mo-di�zierten ebenen-Wellen-Verfahrens. Auf den Frequenzberei
h unterhalb von 0.7wurde bei der Bere
hnung verzi
htet, da dieser Berei
h nur bedingt interessantist und somit die Punkte im bere
hneten Berei
h mit einem engeren Frequenz-raster bei glei
her Re
henzeit gelegt werden können. (Für niedrige Frequenzennähert si
h das Problem immer mehr dem der Ausbreitung im homogenen Me-dium mit gemitteltem ε an, was im Prinzip ein in der Frequenz umskaliertesVakuum-Problem ist). Dieser Berei
h der Bandstruktur ist zum einen physika-lis
h ni
ht sehr interessant und zum anderen funktioniert das Verfahren für die-sen Berei
h re
ht zuverlässig. (Es handelt si
h genähert immer mehr um eineVakuum-Bere
hnung, je niedriger die Frequenz wird.)Das unterste (abgebildete) Band selbst kann nur zu ho
h bere
hnet werden.Da hier in der gesamten Einheitszelle ε > 0 ist, wird das Energiefunktional E[ ~H ]für den Grundzustand (also das unterste Band), wie in Abs
hnitt 2.1.2 gezeigtwurde, minimiert. D.h. die exakte Lösung besitzt die niedrigste Frequenz undeine Näherungslösung muss oberhalb des exakten Grundzustandes liegen.
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Abbildung 3.5: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (0,1
2π

; 0; k) füreine einfa
h-kubis
he Struktur mit der Länge a Einheitszelle und einer Sphäremit Radius r = 0, 25a und ε = 8, 9 im Zentrum der Einheitszelle. Der 
ut-o� inalle Raumri
htungen des reziproken Gitters beträgt N = 4. Es wurden also knapp1500 ebene Wellen berü
ksi
htigt. Die Linien entspre
hen der Bere
hnung mit-tels des unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahrens, die Kreuze den Bere
hnungmittels des implementierten modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens.



38 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENDas zweite. Band, wel
hes das unterste in Abb. 3.5 ist, liegt aber geradefür kleine Werte von k relativ weit oberhalb der mittels des Standardverfahrensbestimmten Werte (in relativen Einheiten 
a. 0,06, was einem relativen Fehler von
a. 8% entspri
ht). Au
h dies ist ni
ht weiter verwunderli
h, da der unterste ni
ht-triviale Zustand am Ursprung der Brillouin-Zone (dem Γ-Punkt) einem sehr starklokalisierten Zustand innerhalb der dielektris
hen Sphäre entspri
ht. Um diesenmittels ebener Wellen darzustellen, brau
ht man sehr viele au
h stark oszillierendeebene Wellen. Für die höher liegenden Bänder gibt es allerdings keine so einfa
henErklärungen, warum sie bei der Re
hnung höher oder au
h tiefer als das Ergebnisdes Standardverfahrens liegen.Die nä
hsthöher liegenden Bänder haben eine zu ho
h bere
hnete Frequenz,au
h wenn die Abwei
hung etwas geringer als bei den beiden untersten abgebil-deten Bändern ist. Der Standard-Re
hnung am nähesten kommen allerdings dieBänder, die bei 
a. ωrel = 0, 96 − 1 die A
hse k = 0 s
hneiden. Die Bänder,die no
h weiter oberhalb liegen, wurden sehr unzurei
hend bes
hrieben. Die mit-tels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens bere
hneten Bänder liegen teilweisedeutli
h neben den mittels des Standard-Verfahrens bere
hneten Bändern. Mei-stens liegen die bere
hneten Werte oberhalb der Verglei
hsre
hnung, in man
henFällen ist es au
h ni
ht wirkli
h mögli
h, die Bänder einander zuzuordnen, da dieStruktur der Bänder s
hwierig zu erkennen ist. Dies liegt daran, dass die höherenBänder i.a. sehr �a
h verlaufen, und da das Verfahren diese mittels S
hnitten mit
ω = konst bestimmt, erhält man bei sehr �a
hen Bändern übli
herweise nur we-nige und sehr weit auseinanderliegende Punkte eines Bandes. Da aber au
h no
hglei
hzeitig sehr viele Bänder in einem engen Berei
h liegen, wird die Zuordnungäuÿerst s
hwierig. Um dies zu umgehen, müsste man ein sehr viel di
hteres Ra-ster in ω bei der Bere
hnung verwenden. Allerdings erkennt man au
h so s
hon,dass oberhalb von ω ≈ 1 die bere
hnete Bandstruktur deutli
h von der Ver-glei
hsstruktur abwei
ht. Au
h das ist ni
ht weiter verwunderli
h, da man fürdie Bes
hreibung höherer Frequenzen mehr ebene Wellen benötigt und somit fürhöhre Frequenzen die Ergebnisse immer ungenauer werden.In Abb. 3.6 ist die glei
he Re
hnung, allerdings mit einem höheren 
ut-o�,nämli
h N = 6, gezeigt. Man erkennt hier deutli
h, dass das Ergebnis s
hon vielnäher an der Verglei
hsre
hnung liegt, allerdings no
h ni
ht ganz konvergiert ist.
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Abbildung 3.6: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (0,1
2π

; 0; k) füreine einfa
h-kubis
hen Struktur mit Einheitszelle der Länge a und einer Sphäremit Radius r = 0, 25a und ε = 8, 9 im Zentrum der Einheitszelle. Der 
ut-o�in alle Raumri
htungen des reziproken Gitters beträgt N = 6. Es wurden knapp4400 ebene Wellen berü
ksi
htigt. Die Linien entspre
hen der Bere
hnung mittelsdes Plane-Wave-Verfahrens. Die Kreuze entspre
hen der Bere
hnung mittels desmodi�zierten Plane-Wave-Verfahrens.



40 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENDas unterste abgebildete Band liegt immer no
h etwas zu ho
h, allerdings nurno
h 
a. um 0,02 relative Einheiten. Die nä
hsten drei �a
henBänder sind jetztau
h deutli
h zu erkennen, au
h wenn sie insgesamt no
h deutli
h vers
hobensind und die oberen beiden dieser Bänder no
h etwas eng zusammenliegen.Die Bänder, die k = 0 knapp unterhalb von 1 s
hneiden zeigen s
hon einesehr gute Übereinstimmung. Dass die re
hte Hälfte des untersten dieser Bänderfehlt, liegt daran, dass dieses Band fast horizontal verläuft und somit mit die-ser Methode nur sehr s
hwer zu erfassen ist. Einen deutli
hen Unters
hied kannman au
h bei den Bändern oberhalb von 
a. ω = 1, 08 erkennen. Hier ist dieÜbereinstimmung mit der Verglei
hsre
hnung zumindestens so gut, dass man diemeisten Bänder gut zuordnen kann und diese au
h oft s
hon nah an der Ver-glei
hsre
hnung liegen. Allerdings erkennt man au
h, dass die Re
hnung no
hni
ht konvergiert ist und eigentli
h no
h mehr ebene Wellen notwendig wären.Allerdings war die benötigte Zeitdauer für diese Bere
hnung s
hon so ho
h (> 2Monate CPU-Zeit), dass auf eine weitere Erhöhung der Zahl der ebenen Wellenverzi
htet wurde. Wie bei der Bespre
hung des Verfahrens im Anhang A gezeigtwird, skaliert die CPU-Zeit mit O(N9), was bei einem Sprung von N = 6 auf
N = 7 in etwa eine Vervierfa
hung der Re
hendauer erwarten lässt. Weiterhin istzu vermuten, dass au
h mit N = 7 das Verfahren no
h ni
ht ausrei
hend konver-giert ist. Aber au
h ohne diese weitergehenden Re
hnungen erkennt man, dassdas Verfahren prinzipiell funktioniert und in den Berei
hen in denen es s
honkonvergiert ist, gute Übereinstimmungen mit dem Standard-Verfahren liefert.3.2.3 Zusammenfassung und Ausbli
kEs zeigt si
h also, dass das Verfahren [24℄ prinzipiell funktioniert. Um vollständigsi
her zu gehen würde man das System no
h an weiteren Beispiel-Systemen te-sten, es zeigt si
h jedo
h, dass au
h diese Alternative zur Betra
htung metallis
herPhotonis
her Kristalle nur bedingt geeignet ist. Zum einen, da Bandstrukturenfür die Fragestellung dieser Arbeit nur unzurei
hend geeignet sind, und da die-ses Verfahren im Verglei
h zum unmodi�zierten ebenen-Wellen-Verfahren sehrzeitintensiv ist und insbesondere au
h sehr ungünstig skaliert (O(N6)).S
hon das 3-dimensionale einfa
h-kubis
he System sehr re
henzeit-aufwändig.Kompliziertere Systeme lassen den Anspru
h an die Anzahl der benötigten ebenenWellen, und somit der benötigten CPU-Zeit, no
h weiter steigen. Dieses Problem
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ht auf andere Verfahren zur Bere
hnungder Eigenwerte auszuwei
hen. Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit mittels IRAM(�impli
itely restarted Arnoldi method�) [25℄ versu
ht. Dieses Verfahren erlaubtes, gezielt Eigenwerte in bestimmten Berei
hen (etwa mit kleinstem Betrag oderauf der reellen A
hse) zu bestimmen. Leider wird au
h dieses Verfahren dur
hdie di
hte Besetzung der Matrix, deren Eigenwerte man bestimmen will, sehrzeitintensiv. Die E�zienz dieses Verfahrens hängt sehr stark mit dem verwen-deten Pre
onditioner (einer "Vorbereitungsmatrix", die das Problem hinsi
htli
hmögli
hst e�ektiver Konvergenz transformiert) des Systems zusammen. Dieserbestimmt, wie s
hnell das System auf die Eigenwerte des betra
hteten Berei
hsin der komplexen Ebene konvergiert. Es ist leider ni
ht gelungen einen Pre
ondi-tioner für dieses Problem zu �nden, so dass IRAM eine Alternative zur Bere
h-nung der Eigenwerte darstellt. Die getesteten Standard-Pre
onditioner führtenzu keinem zufriedenstellendem Ergebnis. Einen geeigneten Pre
onditioner zu �n-den ist i.a. eine mathematis
h untriviale Aufgabe und bedürfte in diesem Falleiner ausführli
hen mathematis
hen Betra
htung. Aufgrund der weiteren Unzu-längli
hkeiten des Verfahrens (Bandstrukturen geben das Absorptionsverhaltenni
ht brau
hbar wieder) wurde auf diese Untersu
hung verzi
htet und stattdes-sen die Zeit in die Umsetzung des FDFD-Verfahrens investiert. (Die Standard-Pre
onditioner waren für dieses Problem sogar so ungeeignet, dass die mittelsIRAM dur
hgeführten Re
hnungen no
h zeitintesiver als die Re
hnungen mittelseiner Standard-Eigenwert-Bere
hnung waren.)Es gibt au
h no
h ein zusätzli
hes Problem, wel
hes bereits angedeutet wurde:Will man eine volle Bandstruktur re
hnen, also ni
ht nur entlang der kz-A
hse,so ergibt si
h das Problem, dass die bere
hneten Eigenwerte i.a. eben ni
ht aufder übli
herweise betra
hteten Gerade zwis
hen zwei Symmetriepunkten liegen.Um dieses Problem zu umgehen wären zwei vers
hiedene Ansätze mögli
h. Zumeinen könnte man ω so variieren, dass der Abstand von kz(ω) zu der betra
htetenGerade minimal wird, oder man bere
hnet die Eigenwerte für ein Raster vonWerten kx, ky und ω und interpoliert aus den gegebenen Punkten auf die gesu
hteGerade. Dabei ist es allerdings s
hwierig si
herzustellen, dass man Lösungen inder Nähe des gesu
hten Punktes in der Brillouin-Zone erhält.Eine anderer mögli
her Ausweg ist, die Glei
hungen ni
ht willkürli
h in die
kz-Ri
htung aufzulösen. Der ents
heidende Punkt, um die Dispersion in das Ver-



42 KAPITEL 3. PLANE-WAVE-VERFAHRENfahren einbauen zu können, ist, dass man aus den vier Freiheitsgraden von ~k und
ω drei (einer davon ω) festlegt und dann in ~k ein Freiheitsgrad übrig bleibt. An-hand dieses Freiheitsgrades s
hreibt man das Problem in ein Eigenwertproblemeines gröÿeren Systems um. Allerdings muss dies ni
ht in den kartesis
hen Koor-dinaten kx, ky und kz ges
hehen. Denkbar wäre au
h, die Bandstruktur entlangeiner Linie zu bere
hnen, die zwei Punkte in der Brillouin-Zone, ~k1 und ~k2, linearverbindet. Dann wäre in den jeweiligen Glei
hungen

~k = ~k1 + t(~k2 − ~k1), (3.9)mit dem Parameter t, der dann zwis
hen 0 und 1 variiert.Allerdings ist es in diesem Fall etwas komplizierter die Divergenzglei
hung
~∇ · ~H in die Glei
hungen wieder einzusetzen. Man kann alternativ allerdingsau
h statt diese Einsetzung dur
hzuführen, die Glei
hungen wie in (A.6) und(A.7) gegeben betra
hten. In diesen tritt der Parameter t bis zu Termen zweitenOrdnung auf (da ~k bis zur zweiten Ordnung auftritt). Die zusätzli
he Bedingung
~∇ · ~H = 0 kann dann als zusätzli
he Glei
hungen betra
htet werden. In dieserGlei
hung tritt t au
h nur bis zur ersten Ordnung auf, d.h. insgesamt könntendie Glei
hungen wieder in der Form

0 = Au + tBu − t2Cu (3.10)ges
hrieben werden (vgl. Appendix A) und somit mit dem gezeigten Verfah-ren gelöst werden. Auf diese Weise sollte es mögli
h sein au
h die Bandstrukturentlang anderer Raumri
htungen zu bere
hnen. Allerdings wird das betra
hteteGlei
hungssystem dadur
h wiederum gröÿer. Statt zwei Komponenten von ~u~k, ~Gmüssen drei Komponenten betra
htet werden. Die Anzahl der Glei
hungen undUnbekannten steigt also im Verglei
h zu der vorgestellten Variante no
h einmalum die Hälfte. Das Verfahren wird somit deutli
h ine�zienter. Aufgrund desSkalierungsverhaltens O(N9) der benötigten Re
henzeit mit dem 
ut-o� N (vgl.Appendix A) bedeutet diese Steigerung von N um die Hälfte für die benötigteRe
hendauer eine Steigerung um einen Faktor von 
a. 40 und eine Steigerung desSpei
herbedarfs (Skalierungsverhalten O(N6)) um den Faktor 10.Für eine no
h dur
hführbare Re
hnung müsste man folgli
h eine Verbindungder beiden Varianten �nden, in der man sowohl den freien Paramater von ~k wie



3.2. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHREN 43oben wählt, allerdings au
h die Divergenzglei
hung wieder in die anderen Glei-
hungen einsetzten kann und die quadratis
he Struktur der Glei
hungen ni
htverändert. Ähnli
h wie bei der Frage na
h einem passenden Pre
onditioner wurdedies im Rahmen dieser Arbeit ni
ht versu
ht, stattdessen wurde ein passenderesVerfahren (FDFD) auf die Photonis
hen Kristalle übertragen.Eine Dispersion einzubauen wäre bei diesem Verfahren allerdings sehr einfa
h,da für jede Einzelre
hnung immer der Wert von ω vorgegeben ist. Somit ist au
h
ε bekannt. Trotzdem ers
heint dieses Verfahren nur sehr bedingt geeignet um dasvorliegende Problem zu betra
hten, denn au
h bei diesem Verfahren handelt essi
h um eine Plane-Wave-Verfahren, bei dem die Bandstruktur bestimmt werdensoll. Im Falle einer Absorption (die bei metallis
hen Systemen zu erwarten ist)ist eine Bandstruktur nur eine bedingt brau
hbare Bes
hreibung des Systems.Entweder verna
hlässigt man dabei die Absorption, oder man muss komplexeBandstrukturen betra
hten, was allerdings au
h nur ein unzurei
hendes Mitteldarstellt. Aus diesem Grund sollen au
h im Folgenden ebene-Wellen-Verfahrenzur Bes
hreibung metallis
her Systeme in dieser Arbeit ni
ht mehr betra
htetwerden.Weiterhin ist au
h hier das Problem ni
ht gelöst, dass das Verfahren numeris
hmit ε ≈ 0 Probleme besitzt, da in den Matrizen 1

ε
auftau
ht, und somit dieMatrizen in diesem Berei
h s
hle
ht konditioniert sind.Aus den genannten Gründen sollen andere Methoden betra
htet werden, dieni
ht auf dem ebene-Wellen-Verfahren beruhen und bei denen au
h die Absorp-tion betra
htet werden kann. Zwei dieser Verfahren sollen in den na
hfolgendenKapiteln vorgestellt und diskutiert werden.



Kapitel 4Transfer-Matrix-Methode
4.1 Motivation und EinführungWie in den vorherigen Kapiteln gezeigt wurde, eignen si
h Plane-Wave-Verfahrenni
ht sehr gut, um die physikalis
hen Eigens
haften von photonis
hen Kristallenmit Dispersion und Absorption zu bes
hreiben. Das bekannte und au
h verwen-dete Verfahren, das für diesen Fall eigentli
h genau in Frage käme ist die dieTransfer-Matrix-Methode [27℄,[22℄,[26℄. Die Grundidee dieser Methode bestehtdarin, dass man die Maxwell-Glei
hungen im Orts-Frequenz-Raum diskretisiertund dann die Einheitszelle des photonis
hen Kristalls als Anfangswertproblem in
z-Ri
htung bes
hreibt.In dieser Arbeit wurde dabei eine Programm-Version von Pendry als Grund-lage verwendet und an die betra
hteten Probleme lei
ht angepasst um die dur
h-geführten Untersu
hungen zu ermögli
hen.Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass die Dispersion ähnli
h wiebei dem modi�zierten Plane-Wave-Verfahren kein Problem darstellt, da die Re
h-nung au
h hier mit gegebener Frequenz ω dur
hgeführt wird. Ein weiterer Vorteilbesteht darin, dass man mittels der Transfer-Matrix-Methode au
h die messte
h-nis
h einfa
her zugängli
he Gröÿe der Transmission/Re�exion einer endli
henS
hi
htdi
ke bestimmen kann. Für die Transfer-Matrix-Methode ist es prinzipiellmögli
h, die Absorption sehr einfa
h in die Re
hnungen zu integrieren, da diesedadur
h realisiert werden kann, dass ε zur komplexen Gröÿe wird.Au
h eine Bandstruktur kann mittels dieses Verfahrens bere
hnet werden,allerdings gilt au
h hier wieder, dass das Absorptionsverhalten des Photonis
hen44



4.2. DIE TRANSFER-MATRIX-METHODE 45Kristalls nur bedingt mittels einer Bandstruktur bes
hrieben werden kann.Das Transfer-Matrix-Verfahren hat jedo
h s
hwerwiegende numeris
he Pro-bleme, die nur mittels einiger numeris
her Manipulation teilweise behoben werdenkönnen. In der Literatur wird die Transfer-Matrix-Methode häu�g als Verfahrendargestellt, wel
he das hier gegebene Problem lösen kann (z.B. [32℄). In dieserArbeit wird gezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode jedo
h au
h s
hon fürni
ht absorbierende Systeme numeris
h Instabil ist. Für eine Betra
htung einesSystems mit vorhandener Absorption ers
heint das Verfahren aus Gründen, diein diesem Kapitel dargelegt werden, gänzli
h unbrau
hbar.Zunä
hst soll das Verfahren kurz vorgestellt werden. Dana
h wird anhandeiner 2-dimensionalen Testre
hnung die numeris
he Instabilität und ihre Auswir-kungen auf die Ergebnisse aufgezeigt.
4.2 Die Transfer-Matrix-MethodeDie Grundidee des Verfahrens besteht darin, dass man die betra
htete Einheitszel-le im Ortsraum diskretisiert und bei gegebener Frequenz ω an einer Seite (z = 0)eine beliebige Feldverteilung vorgibt. Daraus kann man dann für die bena
hbarteFlä
he mit z = konst die Felder mittels der diskretisierten Maxwell-Glei
hungenbere
hnen und so Ebene für Ebene die Felder der Einheitszelle bere
hnen, bisman na
h N S
hritten auf der anderen Seite angelangt ist. Zerlegt man jetzt dasvorgebene Feld und das Feld auf der anderen Seite der Einheitszelle, so kannman daraus eine Matrix aufstellen, die sogenannte Transfer-Matrix, die die Fel-der auf beiden Seiten in Beziehung zueinander setzt. Aus dieser Transfer-Matrixkann man z.B. (mit ebenen Wellen als Basisfunktionen) die Transmission undRe�exion des photonis
hen Kristalls bestimmen.Ausgangspunkt sind au
h hier wieder die beiden Rotationsglei
hungen derMaxwell-Glei
hungen (2.1b) (allerdings in einem anderen Einheitensystem, sodass hier die Faktoren µ0 und ε0 auftau
hen), die nun komponentenweise be-tra
htet werden:
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Abbildung 4.1: Die Transfer-Matrix-Methode: An einem Ende der Zelle (z = 0)wird ein Feld vorgegeben und dann jeweils daraus das Feld der nä
hsten Ebenemit z = konst bere
hnet. Aus dem Verglei
h der Felder an den beiden Endender Zelle kann die Transmission/Re�exion oder au
h die Bandstruktur bere
hnetwerden.
~∇× ~E = −µ0µ(~r)

∂

∂t
~H(~r, t) (4.1)

~∇× ~H = ε0ε(~r)
∂

∂t
~E(~r, t). (4.2)

Die Felder ~H(~r, t) und ~E(~r, t) werden in Fourier-Moden zerlegt
~H(~r, t) = ~H(~r)e−iωt (4.3)
~E(~r, t) = ~E(~r)e−iωt (4.4)und damit erhält man aus den Rotationsglei
hungen komponentenweise:
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∂yEz − ∂zEy = iωµ0µ(~r)Hx(~r)

∂zEx − ∂xEz = iωµ0µ(~r)Hy(~r)

∂xEy − ∂yEx = iωµ0µ(~r)Hz(~r) (4.5)
∂yHz − ∂zHy = −iωε0ε(~r)Ex(~r)

∂zHx − ∂xHz = −iωε0ε(~r)Ey(~r)

∂xHy − ∂yHx = −iωε0ε(~r)Ez(~r). (4.6)Die Glei
hungen (4.5) bzw. (4.6) kann man nun na
h Hz, bzw. Ez umstellen underhält damit:
Hz =

1

iωµ0µ(~r)
(∂xEy − ∂yEx)

Ez = − 1

iωε0ε(~r)
(∂xHy − ∂yHx) .Dies setzt man nun wieder in die übrigen Glei
hungen ein und löst na
h denpartiellen Ableitungen in z-Ri
htung auf. Dann erhält man:

∂zEy = ∂y

(

− 1

iωε0ε(~r)
(∂xHy − ∂yHx)

)

− iωµ0µ(~r)Hx(~r)

∂zEx = ∂x

(

− 1

iωε0ε(~r)
(∂xHy − ∂yHx)

)

+ iωµ0µ(~r)Hy(~r)

∂zHy = ∂y

(

− 1

iωµ0µ(~r)
(∂xEy − ∂yEx)

)

+ iωε0ε(~r)Ex(~r)

∂zHx = ∂x

(

− 1

iωµ0µ(~r)
(∂xEy − ∂yEx)

)

− iωε0ε(~r)Ey(~r).Betra
htet man diese Glei
hungen genauer, so erkennt man, dass man nun quasidie Maxwell-Glei
hungen in eine Evolutionsglei
hung des Vierervektors
(Ex, Ey, Hx, Hy) in z-Ri
htung umges
hrieben hat. Auf der re
hten Seite kommennur Ableitungen in x- oder y-Ri
htung vor, so dass man, wenn man die Felderauf einer Flä
he mit z = konst kennt, die Glei
hungen als Anfangswertproblembetra
hten und in z-Ri
htung lösen kann.



48 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEBei der Transfer-Matrix-Methode ges
hieht dies dadur
h, dass man das Pro-blem auf einem endli
hen Gitter betra
htet und die Ableitungen auf diesem Gitterdiskretisiert. Für die weiteren Betra
htungen gehen wir von einem re
htwinkligenGitter (und somit au
h einer re
htwinkligen Einheitszelle) aus. Dies sieht zwar aufden ersten Bli
k wie eine Eins
hränkung aus, allerdings kann man viele Probleme(sol
he mit einer Gitter-Topologie, die der des re
htwinkligen Gitters entspri
ht)auf ein Problem mit re
htwinkligem Gitter transformieren. (Siehe hierzu z.B.[26℄) Für die im Rahmen dieser Arbeit betra
hteten Probleme spielt dies aller-dings au
h keine Rolle, da es si
h bei den betra
hteten Problemen um sol
he mitre
htwinkliger Einheitszelle handelt.
Für eine genauere Erläuterung der konkreten Diskretisierung der Glei
hungensei ebenfalls auf [26℄ verwiesen und es sei nur das Ergebnis zitiert. Mit den Vek-toren ~gx, ~gy und ~gz sei der Verbindungsvektor zwis
hen zwei bena
hbarten Git-terpunkten in die x-, y-, bzw. z-Ri
htung bezei
hnet und lx, ly bzw. lz sei derAbstand zwis
hen zwei bena
hbarten Gitterpunkten in der jeweiligen Raumri
h-tung. Weiter führt man das reduzierte Magnetfeld

~H ′ =
i

lxωεo

~Hein und erhält so die Glei
hungen:
Ex(~r + ~gz) =Ex(~r) +

l2zω
2

c2
µ(~r)H ′

y(~r)

+
l2z

lxε(~r)

(

H ′
y(~r − ~gx) − H ′

y(~r)

lx
− H ′

x(~r − ~gy) − H ′
x(~r)

ly

)

− l2z
lxε(~r + ~gx)

(

H ′
y(~r) − H ′

y(~r + ~gx)

lx
(4.7)

− H ′
x(~r + ~gx − ~gy) − H ′

x(~r + ~gx)

ly

)
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Ey(~r + ~gz) =Ey(~r) −

l2zω
2

c2
µ(~r)H ′

x(~r)

+
l2z

lyε(~r)

(

H ′
y(~r − ~gx) − H ′

y(~r)

lx
− H ′

x(~r − ~gy) − H ′
x(~r)

ly

)

− l2z
lyε(~r + ~gy)

(

H ′
y(~r − ~gx + ~gy) − H ′

y(~r + ~gy)

lx

− H ′
x(~r) − H ′

x(~r + ~gy)

ly

) (4.8)
H ′

x(~r + ~gz) =Hx(~r) + ε(~r + ~gz)Ey(~r + ~gz)

− c2

lxω2µ(~r − ~gx + ~gz)

(

Ey(~r + ~gz) − Ey(~r − ~gx + ~gz)

lx

− Ex(~r − ~gx + ~gy + ~gz) − Ex(~r − ~gx + ~gz)

ly

)

+
c2

lxω2µ(~r + ~gz)

(

Ey(~r + ~gx + ~gz) − Ey(~r + ~gz)

lx
(4.9)

− Ex(~r + ~gy + ~gz) − Ex(~r + ~gz)

ly

)

H ′
y(~r + ~gz) =Hy(~r) − ε(~r + ~gz)Ex(~r + ~gz)

− c2

lyω2µ(~r − ~gy + ~gz)

(

Ey(~r + ~gx − ~gy + ~gz) − Ey(~r − ~gy + ~gz)

lx

− Ex(~r + ~gz) − Ex(~r − ~gy + ~gz)

ly

)

+
c2

lyω2µ(~r + ~gz)

(

Ey(~r + ~gx + ~gz) − Ey(~r + ~gz)

lx
(4.10)

− Ex(~r + ~gy + ~gz) − Ex(~r + ~gz)

ly

)

.



50 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEIn dem normalerweise betra
hteten Fall, dass µ(~r) = 1 ist, vereinfa
hen si
h dieFormeln für Hx(~r + ~gz) und Hy(~r + ~gz).Betra
htet man die Formeln, so erkennt man, dass man bei gegebenen Feldernauf einer Ebene mit z = konst das elektris
he Feld im bena
hbarten Punkt in
z-Ri
htung anhand des elektris
hen Feldes an diesem Punkt und den magneti-s
hen Feldern auf der gegebenen Ebene explizit bere
hnen kann. Das magnetis
heFeld eines in z-Ri
htung bena
hbarten Punktes kann man anhand des magneti-s
hen Feldes des Ausgangspunktes und den elektris
hen Feldern der Zielebenebere
hnen.Das Vorgehen ist so, dass man bei gegebenen Feldern auf der Anfangsebe-ne senkre
ht zur z-Ri
htung zunä
hst Ex und Ey auf der bena
hbarten Ebenebere
hnet. Aus diesen Ex und Ey der bena
hbarten Ebene und den Werten für
Hx und Hy auf der Ausgangsebene wird nun Hx und Hy auf der bena
hbartenEbene bere
hnet. Diese Bere
hnungen können dur
h die obigen Formeln expli-zit dur
hgeführt werden. Es müssen also keine Glei
hungssysteme gelöst werden,sondern ledigli
h die Werte in die Formeln eingesetzt werden. Für Punkte in denGlei
hungen, die dann formal in x- oder y-Ri
htung auÿerhalb der Einheitszelleliegen, verwendet man die Blo
h-Bedingung in x- bzw. y-Ri
htung, da kx und kyvorgegeben und somit bekannt sind.4.2.1 Transmission/Re�exionBei einer endli
h di
ken S
hi
ht kann au
h bei gegebener Frequenz ω die Trans-mission bzw. Re�exion entlang einer Raumri
htung aus der Transfer-Matrix be-re
hnet werden. Dazu gibt man entspre
hend der Vakuumausbreitung kx und
ky vor. Im Falle des senkre
hten Einfalls entlang der z-Ri
htung ist dies z.B.
kx = ky = 0. Man hat nun einen einfallenden Li
htstrahl und daraus ergibt si
hdas re�ektierte und transmittierte Li
ht. In Abb. 4.2 ist die Bezei
hnung s
he-matis
h dargestellt. Man unters
heidet ob das Li
ht von z = −∞ oder z = +∞kommt und bei normiertem Li
hteinfall erhält man daraus die entspre
hen Ma-trixgröÿen TMM, TMP, TPM und TPP. Diese Matrix-Gröÿen kann man si
hTeilmatrizen einer endli
hen Streumatrix vorstellen. Dabei bezei
hnet der zwei-te Bu
hstabe die Orientierung (na
h +z: P(lus) oder na
h −z: M(inus)) desgestreuten Li
htes. Analog dazu gibt der letzte Bu
hstabe die Orientierung dereinlaufenden Welle an.
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Abbildung 4.2: S
hematis
he Aufteilung und Bezei
hnung der re�ektierten bzw.transmittierten Moden bei jeweils vorgegebener einlaufender Welle.Die Bere
hnung dieser Gröÿen wird aber übli
herweise so dur
hgeführt, dassman TPP bzw. TMM als eine auslaufende ebene Welle vorgibt, und mittels derGlei
hungen (4.7) - (4.10) re
hnet man nun quasi �rü
kwärts� dur
h die gegebeneS
hi
ht und erhält stattdessen die Matrixgröÿen TPP−1, TPP−1TMP, TMM−1und TMM−1TPM, aus denen man dann wiederum TMM, TPM, TMP und TPPbestimmen kann (siehe Abb 4.3). Aus diesen kann man wiederum bei geeigne-ter Wahl der Basisfunktionen (ebene Wellen) die Transmission/Re�exion in derentspre
henden Ri
htung ablesen.

Abbildung 4.3: S
hematis
he Aufteilung und Bezei
hnung der re�ektierten, bzw.transmittierten Moden bei jeweils vorgegebener auslaufender Welle.Der Vorteil, die S
hi
ht rü
kwärts zu dur
hlaufen und die daraus erhaltenenMatrizen zu invertieren, ist, dass numeris
h anwa
hsende Moden damit beimInvertieren zu numeris
h abklingenden Moden werden. Allerdings funktioniertau
h dies nur bedingt, wie no
h genauer gezeigt werden soll. Problematis
h wirddies jedo
h im Falle einer e
hten Absorption, da hier ja gerade das exponentielleAuf- bzw. Abklingen von Interesse ist.Bedingt dur
h diese numeris
h ansteigenden Moden ist es nur mögli
h eine
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hi
htdi
ke zu betra
hten. Deshalb wird für gröÿere S
hi
htdi
ken dieTransmission/Re�exion bere
hnet, indem man die S
hi
htdi
ke verdoppelt, in-dem man zweimal eine S
hi
ht mit bekannter Transmission/Re�exion betra
htetund dann mittels Mehrfa
h-Re�exionen der beiden S
hi
hten daraus die Trans-mission/Re�exion der gesamten S
hi
ht bere
hnet. So erhält man z.B. aus ei-ner S
hi
ht mit einer Einheitszelle dur
h dreo Verdopplungen bereits die Re�ex-ion/Transmission für eine S
hi
htdi
ke von a
ht Einheitszellen.4.3 Beispielre
hnung

Abbildung 4.4: Struktur des 2-dimensionelen Photonis
hen Kristalls mit quadra-tis
h angeordneten Zylindern und mit einer S
hi
htdi
ke von a
ht S
hi
hten in
z-Ri
htung. (In x-Ri
htung sind fünf Einheitszellen gezeigt.)Für die Bere
hnungen mittels der Transfer-Matrix-Methode wird hier ein 2-dimensionaler Photonis
her Kristall mit einer quadratis
hen Anordnung von Zy-lindern mit ε = 8, 9 in Luft und mit Verhältnis r

a
= 0, 2 zwis
hen Radius rund Abstand a der Zylinder verwendet (Abb. 4.4). Für das Diskretisierungsgitterwurde ein 25 × 1 × 25 Gitter verwendet.Das Ergebnis dieser Re
hnung ist in Abb. 4.5 und Abb. 4.6 gezeigt. Dabei istjeweils das Transmissionsspektrum in z-Ri
htung für eine S
hi
ht in z-Ri
htung
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Abbildung 4.5: Transmissionspektrum der S-Polarisationsri
htung ( ~E senkre
htzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 bere
hnet mit einem 25 × 1 × 25-Gitter. Die gestri
helte Linie entspri
ht einer S
hi
ht, die dur
hgehende Linie a
htS
hi
hten.(gepunktet), sowie für 8 S
hi
hten in z-Ri
htung (dur
hgezogene Linie) gezeigt.Abb. 4.5 zeigt dabei die S-Polarisation und Abb. 4.6 die P-Polarisation. In denSpektren für 8 S
hi
hten erkennt man deutli
h mehr Struktur und mehr Minimaund Maxima. Dies liegt an der deutli
h erhöhten Zahl der Mehrfa
hre�exionen.Ebenso erkennt man, dass die Minima deutli
her ausgeprägt sind, als bei nureiner S
hi
ht. Dies hat die Ursa
he darin, dass eine Frequenz, die si
h im unend-li
hen Kristall ni
ht ausbreiten kann, in einem endli
hen Kristall eine endli
heEindringtiefe besitzt. D.h. je dünner der Kristall, desto höher ist der Feldanteil,der der anderen Seite no
h ankommt.Es wurden weiterhin für die meisten Re
hnungen 8 S
hi
hten Di
ke gewählt,da dies eine Zahl ist, die si
h einfa
h dur
h mehrfa
hes Verdoppeln errei
hen lässt(drei Verdopplungen) und 8 S
hi
hten bereits di
k genug sind um die meisten ab-klingenden Moden bereits fast vollständig, oder zumindestens sehr deutli
h ver-s
hwinden zu lassen, aber ni
ht so Di
k, dass man ni
ht mehr unters
heiden kannwie stark die Minima (und damit die Bandlü
ken) ausgeprägt sind. Weiterhinwird bei zu häu�ger Verdopplung au
h das Verfahren der Bere
hnung der Mehr-fa
hstreuung irgendwann instabil, da si
h numeris
hes Raus
hen immer weiteraufs
haukelt. Betra
htet man si
h unters
hiedli
h Di
ke S
hi
hten, so sind die
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Abbildung 4.6: Transmissionspektrum der P-Polarisationsri
htung ( ~E parallel zuden Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 bere
hnet mit einem 25 × 1 × 25 Git-ter. Die gestri
helte Linie entspri
ht einer S
hi
ht, die dur
hgehende Linie a
htS
hi
hten.Unters
hiede der Spektren sowieso eher in den Details zu su
hen. Es ändern si
heigentli
h nur die Modulationen in den Peaks und wie stark die Minima aus-geprägt sind. Dies kann au
h s
hon im Verglei
h einer S
hi
ht mit 8 S
hi
htenerkennen.Die Minima liegen dort, wo die Bandstruktur entlang der z-A
hse Lü
ken be-sitzt. Bei der P-Polarisation ( ~E senkre
ht zu den Zylindern, also ~E in x-Ri
htung)ist das erste tiefe Minimum bei ωrel ≈ 0, 3 − 0, 4 tiefer, breiter und au
h bei ei-ner niedrigeren Frequenz als bei der S-Polarisation. Das kann man anhand derBandstruktur au
h erwarten, da dieses Band tiefer liegt und die Bandstrukturau
h eine breitere Lü
ke aufweist. Dies führt dazu, dass die Frequenzen in dieserLü
ke weit von Bändern entfernt sind und somit au
h i.a. sehr s
hnell abklingen.Dabei besitzen diese Frequenzen somit eine sehr niedrige Transmission besitzen.Messungen zu einer sol
hen Struktur wurden in [29℄ dur
hgeführt, allerdingsentspri
ht die Au�ösung dieser Messung gerade der Lage der ersten beiden Mini-ma, wel
he in absolute Einheiten umgere
hnet au
h relativ gut übereinstimmen.Einen Verglei
h �ndet man in [26℄. Allerdings ist anzumerken, dass anhand derAu�ösung der Mikrowellen-Messung nur die ungefähre Lage der beiden niedrig-sten Minima (z.B. bei der S-Polarisation ωrel ≈ 0, 4 und ωrel ≈ 0, 65). Dabei



4.4. NUMERISCHE INSTABILITÄT 55konnte in der Messung die Modulation ni
ht wirkli
h aufgelöst werden und dur
hdie Ungenauigkeit ist auÿer der groben Lage bei den relativen Frequenzen unddem Verglei
h wie stark diese Minima in den Polarisationen jeweils ausgeprägtsind kein weiterer Verglei
h mögli
h. Sowohl die Lage der Minima als au
h dieAusprägung stimmt innerhalb des von der Messgenauigkeit vorgegebenen Rah-mens gut überein. Eine genauere Betra
htung ist anhand der Messung in [29℄ni
ht sinnvoll und es soll deshalb darauf verzi
htet werden.4.4 Numeris
he InstabilitätIm Prinzip hätte man mit der Transfer-Matrix-Methode ein Verfahren, wel
hessi
h für die gegebene Problemstellung sehr gut verwenden lieÿe. Die Vorteile desVerfahrens sind, dass man eine relativ direkt zugängli
he Messgröÿe bere
hnet,man endli
he S
hi
hten betra
hten kann, die Frequenz bei jeder Re
hnung gege-ben ist und man so ohne Probleme au
h Materialien mit Dispersion betra
htenkann.Ledigli
h eine Nullstelle in der Dispersionsrelation ε(ω) ist problematis
h, dain den Glei
hungen ε im Nenner auftritt und somit diese für ε = 0 ni
ht mehrde�niert sind bzw. für ein sehr kleines ε die numeris
hen Eigens
haften sehrs
hle
ht werden. Allerdings gibt es au
h no
h ein viel gravierenderes Problemdieses Verfahrens. Dieses Problem erkennt man bei dem Versu
h zu testen, obdas in Abb. 4.5 und 4.6 gezeigte Spektrum bereits konvergiert ist, oder ob mandas Raumgitter weiter verfeinern muss.Betra
htet man das Spektrum für die S-Polarisation und erhöht nun die An-zahl der Raum-Gitter-Punkte, so würde man erwarten, dass die Genauigkeitder Re
hnungen si
h insbesondere für hohe Frequenzen verbessert, da die Nä-herung der Ableitungen dur
h �nite Di�erenzen immer genauer wird. Allerdingsbeoba
htet man hier etwas völlig anderes, wie man in Abb 4.7 erkennen kann.Insbesondere bei niedrigen Frequenzen (bis 
a. ωrel = 0, 6), aber au
h bei hö-heren Frequenzen (ωrel ≈ 1.1) wird das Ergebnis von einem Raus
hen überlagert.Dieses Raus
hen wird um so stärker, je weiter man die Zahl der Gitterpunkteerhöht. Betra
htet man das glei
he Spektrum für ein 29 × 1 × 29 Gitter (Abb4.8), so ist das Spektrum nur no
h zu erahnen und die Transmissionswerte sindteilweise deutli
h gröÿer als 1 (was physikalis
h ni
ht mögli
h ist). No
h stärker
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Abbildung 4.7: Transmissionspektrum der S-Polarisationsri
htung ( ~E senkre
htzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 bere
hnet mit einem 27 × 1 × 27-Gitter. Die gestri
helte Linie entspri
ht einer S
hi
ht, die dur
hgehende Linie a
htS
hi
hten.

Abbildung 4.8: Transmissionspektrum der S-Polarisationsri
htung ( ~E senkre
htzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 bere
hnet mit einem 29×1×29-Gitterund einer S
hi
htdi
ke von a
ht S
hi
hten.
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Abbildung 4.9: Transmissionspektrum der S-Polarisationsri
htung ( ~E senkre
htzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 bere
hnet mit einem 30×1×30-Gitterund einer S
hi
htdi
ke von a
ht S
hi
hten.wird dies sogar, wenn man das Gitter auf 30 × 1 × 30 vergröÿert (Abb. 4.9).Bei diesem Spektrum ist eigentli
h fast nur no
h ein immer stärker werdendesnumeris
hes Raus
hen und die breiten Minima zu erkennen.Die Spektren der P-Polarisation ( ~E parallel zu den Zylindern) zeigen bei einerGittergröÿe von 27 × 1 × 27 no
h kein Raus
hen, allerdings tau
ht au
h hier beinur unwesentli
h gröÿeren Gittern das glei
he Problem auf. Bei dem Gitter mit
32 × 1 × 32 Gitterpunkten ist s
hon ein lei
htes Raus
hen zu erkennen und beieinem 36× 1× 36-Gitter ist au
h hier das Spektrum s
hon so verraus
ht, dass esquasi ni
ht mehr zu erkennen ist. (Abb 4.10)Um zu verstehen, wieso das Verfahren bei gröÿer werdender Anzahl Gitter-punkte zusammenbri
ht, statt genauer zu werden, muss man betra
hten, wie si
hdie Felder mittels der Glei
hungen innerhalb der Einheitszelle verhalten. Dazubetra
htet man der Einfa
hheit halber den Fall, dass ein ebene Welle entlang der
z-Ri
htung (kx = ky = 0) und ~E in x-Ri
htung (also senkre
ht zu den Zylindern)als Basisfunktion an einem Ende der Einheitszelle angelegt wird. D.h. dort istdas Feld für z = konst konstant (da diese Ebene komplett im Vakuum-Berei
hliegt).Betra
htet man die Evolutionsglei
hungen (4.7) - (4.10), so erkennt man, dassfür die nä
hsten bere
hneten Ebenen mit z = konst Ex konstant bleibt, solange
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Abbildung 4.10: Transmissionspektrum der P-Polarisationsri
htung ( ~E parallelzu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 bere
hnet mit einem 36 × 1 × 36-Gitter und einer S
hi
htdi
ke von a
ht S
hi
hten.
ε auf dieser Ebene konstant bleibt. Dies ändert si
h erst, wenn die Iteration soweit in die Einheitszelle vorgedrungen ist, dass die Ebene z = konst den Zylinders
hneidet.Dafür betra
htet man exemplaris
h den Fall eines 35 × 1 × 35 Gitters. Hierist die zwölfte z-Ebene die letzte Ebene, bei wel
her der Zylinder ni
ht ges
hnit-ten wird. Betra
htet man diese Ebene und die beiden na
hfolgenden Ebenen, soverhält si
h der Realteil von Ex gemäÿ Abb. 4.11.Es bildet si
h eine Oszillation zwis
hen den bena
hbarten Punkten aus, diesi
h weiter na
h auÿen ausbreitet. Dies wird no
h deutli
her, wenn man au
h diena
hfolgenden Ebenen in Abb. 4.12 betra
htet. (Zu bea
hten ist der geänderteMaÿstab.) Mit jeder Ebene wird die beoba
htete Oszillation stärker und breitetsi
h weiter zu den Rändern der Einheitszelle hin aus, bis sie die ganze Zelleausfüllt. Diese Oszillation s
haukelt si
h von Ebene zu Ebene weiter auf, bis dienumeris
hen Iterationen das Ende der Einheitszelle errei
hen.Um dies zu verans
hauli
hen, betra
hten wir den Realteil von Ex für S
hnittedur
h die Einheitszelle mit x = konst, also längs der z-Ri
htung für vers
hiedene
x-Werte. Dabei wurden hierbei willkürli
h die Ebenen 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 und15 ausgewählt und in Abb. 4.13 aufgetragen. Das Ergebnis sieht für alle anderenS
hnitte qualitativ glei
h aus.
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Abbildung 4.11: Realteil von Ex für die 12., 13. und 14. z-Ebene im S
hnitt querdur
h die Einheitszelle.

Abbildung 4.12: Realteil von Ex für die 12. bis 16. z-Ebene. Zu bea
hten ist dergeänderte Maÿstab im Verglei
h zu Abb. 4.11.
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Abbildung 4.13: Halblogarithmis
he Auftragung des Betrags von Ex gegen z fürvers
hiedene S
hnitte entlang der z-Ri
htung. Dabei wurden die Felder für unter-s
hiedli
he Positionenn quer zur z-Ri
htung gezei
hnet. D.h. NX = 1 entspri
hteinem S
hnitt entlang der z-Ri
htung entlang des Randes der Einheitszelle, wäh-rend der S
hnitt für NX = 15 etwa in der Mitte der Einheitszelle liegt.
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Abbildung 4.14: Halblogarithmis
he Auftragung des Betrags von Ex auf letztenEbene der Iteration und am Rand der Einheitszelle in Abhängigkeit von der ver-wendeten Anzahl der Stützstellen N der Diskretisierung des Gitters. (Betra
htetwurden jeweils N × 1 × N-Gitter.)Zu erkennen ist, dass zunä
hst alle Kurven glei
h verlaufen (da für z = konst

Ex konstant ist, bis die Iterationen den Zylinder errei
hen) und na
heinander fürdie S
hnitte der Betrag des Realteils von Ex exponentiell zu wa
hsen beginnt(erkennbar am linearen Anwa
hsen in der halblogarithmis
hen Auftragung). Jenäher am Rand der Einheitszelle der S
hnitt liegt, desto später beginnt diesesexponentielle Wa
hstum. Dies liegt daran, dass si
h aufgrund der Struktur derGlei
hungen eine �Störung�, wie sie si
h dur
h das Auftre�en auf den Zylinderergibt, bei der Iteration von einer z-Ebene auf die nä
hste nur um einen Gitter-punkt in x-Ri
htung ausbreiten kann.Bei diesem exponentiellen Ansteigen handelt es si
h jedo
h ni
ht um einenphysikalis
hen E�ekt (etwa eine ansteigende Mode). Dies erkennt man, wennman für Gitter der Gröÿe N × 1 × N betra
htet, wie si
h das Feld na
h derIteration dur
h die Einheitszelle verhält. Dazu betra
htet man examplaris
h denWert am Rand der Einheitszelle und trägt den Betrag von log(|Ex|) gegen dieAnzahl der verwendeten Gitterpunkt auf, während alle anderen Parameter derRe
hnung fest gehalten werden.



62 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEIn Abb. 4.14 sieht man, dass mit zunehmender Gröÿe N des Gitters der Wertfür log(|Ex|) ansteigt, also au
h die Felder na
h der Iteration dur
h die Ein-heitszelle exponentiell mit der Gittergröÿe wa
hsen, was deutli
h zeigt, dass essi
h hierbei ni
ht um ein physikalis
hes Problem, sondern um einen rein nume-ris
hen E�ekt handelt. Dieses hier exemplaris
h gezeigte Verhalten ist jedo
hkeine Ausnahme, es gilt au
h ni
ht nur für Ex, sondern au
h für alle anderenFeldkomponenten und Strukturen.In begrenztem Rahmen lässt si
h dieses Problem jedo
h umgehen. Dies wirdübli
herweise getan, indem man so re
hnet, als hätte man quasi rü
kwärts dur
hdie Einheitszelle iteriert (vgl Abs
hnitt 4.2.1). D.h., man betra
htet für die wei-tere Re
hnung das Ergebnis der Iteration als den Ausgangspunkt und die vorge-gebenen Felder als das Ergebnis der Iteration. Dadur
h hat man zwar zu Beginneine riesige numeris
he Störung in der Re
hnung, diese �vers
hwindet� aber qua-si bei der Iteration dur
h die Einheitszelle. Aus der exponentiell aufklingendenMode wird eine exponentiell abklingende Mode. Nur dur
h diese numeris
he Um-formulierung ist es überhaupt mögli
h, mittels der Transfer-Matrix-Methode einTransmissionsspektrum zu bere
hnen.Allerdings funktioniert dieses Vorgehen nur begrenzt, da dur
h die riesige Stö-rung im nun �vorgegebenen� Feld die zu invertierende Matrix mit steigender Git-tergröÿe immer s
hle
hter konditioniert ist. Könnte man die Matrizen numeris
hexakt invertieren, wäre dies kein Problem. Dur
h die endli
he Re
hengenauig-keit ergibt si
h jedo
h irgendwann eine Gittergröÿe, ab der die physikalis
henErgebnisse im numeris
hen Raus
hen der Störung untergehen.Daher verwandeln si
h die Spektren bei nur kleiner Änderung der Gittergröÿeextrem s
hnell in numeris
hes Raus
hen, da diese Störung exponentiell mit derAnzahl der Gitterpunkte anwä
hst (siehe Abb. 4.14). Ferner ist somit zu erwarten,dass der Punkt, an dem es ni
ht mehr mögli
h ist ein Spektrum zu bere
hnen, nurvon der Genauigkeit der dur
hgeführten Matrix-Invertierung und damit von derRe
hengenauigkeit, abhängt. Allerdings wird dieser Punkt unweigerli
h dur
h dasexponentielle Wa
hstum s
hon sehr früh auftreten. (Da, umgekehrt betra
htet,die Gittergröÿe, bei der das Zusammenbre
hen der Methode eintritt, mit demLogarithmus der Re
hengenauigkeit skaliert.)



4.5. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 634.5 Zusammenfassung und Ausbli
kInsgesamt zeigt si
h, dass die Transfer-Matrix-Methode nur bedingt brau
hbarfür das betra
htete Problem ist, da sie ab einer gewissen Gittergröÿe unweigerli
hnumeris
h instabil wird und somit Bedarf an einer e
hten Alternative zu diesemVerfahren besteht.Au
h die Felder selbst können ni
ht wirkli
h bere
hnet werden, da sie vonder exponentiell ansteigenden Störung überde
kt werden. Bis zu einem gewissenGrad ist es jedo
h mögli
h, au
h mit diesem Verfahren Transmissionsspektren(oder sogar Bandstrukturen) zu bere
hnen. Es wurde in dieser Arbeit gezeigt,dass die Transfer-Matrix-Methode für komplexere Aufgaben allerdings ungeeignetist. So wäre zum Beispiel eine �super
ell�-Re
hnung, bei der n× n Einheitszellenbetra
htet werden, ni
ht mehr mögli
h, denn die Anzahl der Gitterpunkte müssteso klein gewählt werden, dass das Ergebnis ni
ht mehr brau
hbar ist.Ebenfalls ist das Verfahren aufgrund der notwendigen Behandlung der expo-nentiellen Moden insbesondere ungeeignet für die Betra
htung der Absorption,da eben genau dort die exponentiellen Moden eine ents
heidende Rolle spielen.Betra
htet man die Absorption ni
ht, so lässt si
h das Verfahren für hinrei
hendkleine und einfa
he Systeme dur
haus verwenden. Da in dieser Arbeit allerdingsau
h genau diese Absorption untersu
ht werden soll zeigt si
h wiederum die Not-wendigkeit na
h einem alternativen Verfahren.Es konnte in diesem Kapitel gezeigt werden, dass die anwa
hsenden Felderein numeris
hes Problem darstellen und keine physikalis
he Lösung des Systems.In dem Berei
h, in dem das Transfer-Matrix-Verfahren jedo
h funktioniert, kannman die messte
hnis
h gut zugängli
he Gröÿe der Transmission für eine endli
heS
hi
ht eines Photonis
hen Kristalls unter Verwendung der Dispersion bere
hnen.Der Urspung des numeris
hen Problems liegt darin, dass das Verfahren dieGlei
hungen explizit von einer Gitterebene zur nä
hsten iteriert. Somit genügt ess
hon auf einen Sprung in der Dispersion zu stoÿen, um das exponentielle An-wa
hsen auszulösen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde versu
ht, diese numeris
heInstabilität dadur
h zu kontrollieren, dass statt der expliziten Iteration von ei-ner Ebene zur nä
hsten implizite Varianten getestet wurden. Damit ist für jedenS
hritt ein Glei
hungssystem zu lösen. Aber au
h diese Variationen zeigten in denTestre
hnungen keine ausrei
hende numeris
he Stabilität und die Glei
hungen zurIteration von einer Ebene zur nä
hsten zeigten in der Singulärwertzerlegung ei-



64 KAPITEL 4. TRANSFER-MATRIX-METHODEne starke Varianz der Singulärwerte. Au
h der Versu
h des Abs
hneidens einigerSingulärwerte zur Stabilisierung führte ni
ht zu einem stabilen Verfahren mitbrau
hbaren Ergebnissen.Stattdessen war die grundlegende Idee um ein numeris
h stabileres Verfah-ren zu entwi
keln die, von dem Problem als Eigenwertproblem für ein Ende derEinheitszelle und der Integration dur
h die Einheitszelle zu einem Randwertpro-blem überzugehen. Dabei werden die Felder an den End�ä
hen in z-Ri
htungvorgegeben und somit wird verhindert, dass si
h eine ausgeprägte exponentiellansteigende Mode ausbildet. Mittels dieses Ansatzes soll im nä
hsten Kapitel einVerfahren (das FDFD-Verfahren) aufgezeigt werden, mit dem es ebenfalls mög-li
h ist die Transmission dur
h eine endli
he S
hi
ht bei vorhandener Dispersionund Absorption zu bere
hnen. Bei dieser Herangehensweise tritt die numeris
heInstabilität ni
ht auf.Insgesamt kann also die Transfer-Matrix-Methode für die hier betra
htete Pro-blemstellung als nur sehr einges
hränkt brau
hbar betra
htet werden. Es wurdegezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode insgesamt mit sehr groÿer Vorsi
ht zubetra
hten ist, da die eigentli
hen physikalis
hen Gröÿen von sehr groÿen Insta-bilitäten überde
kt werden.



Kapitel 5FDFD-Verfahren
5.1 MotivationIn den vorangegangenen Kapiteln wurde gezeigt, dass in dem vorliegenden Falleines metallis
hen Photonis
hen Kristalls alle übli
herweise verwendeten Verfah-ren (ebene-Wellen-Verfahren, Transfer-Matrix-Methode) versagen bzw. ni
ht diegewüns
hte Information liefern. Daraus ergab si
h der Bedarf na
h einer neu-en Methode die Photonis
hen Kristalle numeris
h zu behandeln. Wie bereitszu Ende des vorherigen Kapitels erwähnt diente als Grundidee der Ansatz derTransfer-Matrix-Methode eine Art Streumatrix des Systems zu bestimmen. EineLiteratur-Re
her
he ergab, dass es bereits seit längerer Zeit sol
he Verfahren fürWellenhohlleiter gibt (z.B. [30℄, [31℄). Dieses prinzipielle Verfahren wurde im Rah-men dieser Arbeit auf die Problemstellung der Photonis
hen Kristalle übertragen,implementiert und getestet. Diese Art von Verfahren ist für die numeris
he Be-re
hnungen Photonis
her Kristalle neu und ermögli
ht es die metallis
hen Systemmit vollständiger Dispersion und Absorption zu bes
hreiben und das au
h für
ε ≈ 0 keine Instabilität besitzt. Dieses Verfahren ist ein numeris
hes Verfahren,bei dem die Maxwell-Glei
hungen im Orts-Frequenzraum dur
h �nite Di�eren-zen approximiert werden. Daher der Name Finite Di�eren
e Frequen
y Domain(FDFD). Das Verfahren selbst ist in Appendix B ausführli
h erläutert.Das Verfahren besitzt Ähnli
hkeiten mit der Transfer-Matrix-Methode. Al-lerdings ist es numeris
he stabil. Die Instabilität der Transfer-Matrix-Methodeergibt si
h daraus, dass die di�erentiellen Maxwell-Glei
hungen wie ein Anfangs-wertproblem in z-Ri
htung mit Blo
h-Randbedingungen in x und y betra
htet65



66 KAPITEL 5. FDFD-VERFAHRENwerden. Alternativ dazu kann man au
h die gesamte Einheitszelle als eine nu-meris
he �Box� betra
hten und auf beiden z-End�ä
hen die Felder vorgeben unddana
h die Felder innerhalb der Einheitszelle bere
hnen (also sozusagen aus demAnfangswertproblem ein Randwertproblem ma
hen). Es stellt si
h heraus, dassmittels dieses Verfahrens die Divergenz der Felder tatsä
hli
h verhindert werdenkann. Somit ist die Stabilität des Verfahrens au
h bei gröÿer werdender Stützstel-lenzahl gegeben und wie zu erwarten wird au
h die Genauigkeit mit zunehmenderStützstellenzahl besser. Dur
h diesen Ansatz ist es au
h mögli
h 2-dimensionaleWellenleiter und �super
ell�-Re
hnungen zu Fehlstellen mit einer akzeptablen An-zahl an Stützstellen dur
hzuführen, was mit der Transfer-Matrix-Methode selbstunter der künstli
hen Umgehung der Instabilität ni
ht mögli
h ist.Es sollen nun zunä
hst Testre
hnungen und einfa
he 2-dimensionale Systeme,die no
h mit der Transfer-Matrix-Methode verglei
hbar sind, betra
htet werden,um die Brau
hbarkeit des FDFD-Verfahrens zu überprüfen.5.2 Testre
hnungenUm zu überprüfen, dass das Verfahren korrekt funktioniert, sollen zunä
hst einigeTestre
hnungen dur
hgeführt werden. Dazu wird das Vakuum als der einfa
hstemögli
he Fall betra
htet. Hierfür sind die Ergebnisse analytis
h bekannt. So er-geben si
h für die Lösungen ledigli
h freie Wellen und die Transmission für eineMode mit kz ist einfa
h dur
h die Phasenvers
hiebung eikzLz gegeben. Dana
hsoll als Testre
hnung eine 2-dimensionale Re
hnung mit quadratis
h angeord-neten Zylindern betra
htet werden, da hierbei ein direkter Verglei
h mit denBeispielre
hnungen der Transfer-Matrix-Methode aus Kapitel 4 mögli
h ist.5.2.1 VakuumZunä
hst soll das Vakuum als Testfall betra
htet werden, da es hier mögli
hist die bere
hneten Transmissionen (und ni
ht vorhandene Re�exionen) mit den(trivialen) analytis
hen Ergebnissen zu verglei
hen. In diesem Fall können au
hdie Felder direkt überprüft werden.Zu Beginn sollen die Felder überprüft werden, die bei einer Lösung der nume-ris
hen Box für das Vakuum erzeugt werden. Dazu betra
htet man im einfa
hstenFall die Vorgabe eines konstanten Wertes auf jeder der beiden End�ä
hen, also
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Abbildung 5.1: Abhängigkeit des elektris
hen Feldes Ex von z für die Lösungder numeris
hen Box mit ωrel = 1
3
, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2 und

Ex(i, j, Nz + 1) = 1 für Nz = 10 (Kreuze) und Nz = 20 (Kreise). Die dur
hgezo-gene Linie ist die analytis
he Lösung.eine Mode, bei der k
(ν)
x = k

(ν)
y = 0 ist. Damit sollte das Feld für jeden S
hnitt

z = konst konstant sein und in z-Ri
htung eine normale ebene Welle ergeben.Exemplaris
h legt man nun willkürli
h bei z = 0 konstant den Wert 2 und amEnde der Einheitszelle, bei z = Lz = a den Wert 1 für Ex an. (Hierbei könntenau
h beliebige andere Werte verwendet werden.) Jetzt betra
htet man die Lösungder numeris
hen Box für unters
hiedli
he Frequenzen und eine unters
hiedli
heAnzahl an Gitterpunkten. Es wurden exemplaris
h die relativen Frequenzen 1/3,0.75 und 1.75 betra
htet. (Die relative Frequenz ist die dur
h die Länge der Ein-heitszelle normierte Frequenz, so dass eine relative Frequenz von 1 genau derFrequenz entspri
ht, bei der die Wellenlänge der Länge der Einheitszelle ent-spri
ht).Für die relative Frequenz ωrel = 1
3
ist in Abb. 5.1 die numeris
he Lösungsowie die analytis
he Lösung entlang der Einheitszelle aufgetragen. Da Ex hierentlang der x-Ri
htung konstant gesetzt wurde ist das Feld für jede Ebene mit

z = konst ebenfalls konstant. Es genügt also diese Konstante in Abhängigkeitvon z zu betra
hten. Man erkennt, dass s
hon für Nz = 10 die Lösung selbst bei
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Abbildung 5.2: Abhängigkeit des elektris
hen Feldes Ex von z für die Lösungder numeris
hen Box mit ωrel = 0, 75, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2und Ex(i, j, Nz + 1) = 1 für Nz = 10 (Kreuze) und Nz = 20 (Kreise). Diedur
hgezogene Linie ist die analytis
he Lösung.genauer Betra
htung nur sehr wenig von der analytis
hen Lösung abwei
ht. Für
Nz = 20 stimmt die numeris
he Lösung praktis
h mit der analytis
hen überein.Für ωrel = 0, 75 sind die numeris
hen und die analytis
he Lösung in Abb. 5.2gezeigt. Au
h hier sind die Lösungen mit Nz = 10 s
hon eine gute Näherung deranalytis
hen Lösung. Sie wei
hen jedo
h no
h lei
ht von dieser ab, während dienumeris
he Lösung für Nz = 20 bereits sehr gut mit der analytis
hen Lösungübereinstimmen.Für ωrel = 1, 75 erkennt man in Abb. 5.3, dass hier jedo
h die Abwei
hungenfür Nz = 10 sehr stark und für Nz = 20 immer no
h deutli
h sind, während dieAbwei
hungen für Nz = 50 bzw. Nz = 75 kaum no
h auszuma
hen sind.Dass für zunehmende relative Frequenz mehr Gitterpunkte benötigt werden,ist zu erwarten, da mit zunehmender relativer Frequenz ωrel die Anzahl der Stütz-stellen pro Wellenzug abnimmt und die Änderungen von einem Gitterpunkt zumnä
hsten gröÿer werden (und somit die linearen Näherungen der Integralglei
hun-gen ungenauer werden). Insgesamt erkennt man, dass die Übereinstimmungen deranalytis
hen und der bere
hneten Lösung für das Vakuum sehr gut sind.
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Abbildung 5.3: Abhängigkeit des elektris
hen Feldes Ex von z für die Lösung dernumeris
hen Box mit ωrel = 1, 75, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2 und
Ex(i, j, Nz +1) = 1 für Nz = 10 (Kreuze), Nz = 20 (Kreise), Nz = 50 (Quadrate)und Nz = 75 (Dreie
ke). Die dur
hgezogene Linie ist die analytis
he Lösung.Allerdings gibt es au
h Frequenzen, bei denen es keine Lösungen für das ge-gebene System gibt. Betra
htet man etwa ωrel = 1, so passt exakt ein Wellenzugin die Einheitszelle, d.h. unabhängig davon wie der Wellenzug vers
hoben wird,müsste für k

(ν)
x = k

(ν)
y = 0 an beiden Enden der numeris
hen Box der glei
he kon-stante Wert vorliegen. Dur
h die Diskretisierung muss dies allerdings ni
ht exaktder Fall sein. Die numeris
he Lösung dieses Problems ist in Abb. 5.4 gezeigt.Hierbei ist zu erkennen, dass das System für zunehmende Stützstellenzahlimmer gröÿere Amplituden zeigt. Dies kann man dadur
h erklären, dass dur
hdie Diskretisierung und Rundungen das bere
hnete System ni
ht ganz mit demexakten übereinstimmt und somit etwas von dem unlösbaren analytis
hen Fall

ωrel = 1 abwei
ht. Die numeris
he Lösung kann also quasi den Unters
hied derWerte an beiden Enden der numeris
hen Box ausglei
hen, indem sie die Am-plitude des Wellenzuges vergröÿert. Dann werden die Werte im Verglei
h zurAmplitude ≈ 0, und somit ungefähr glei
h. Je mehr Stützstellen vorhanden sind,desto eher nähert si
h das bere
hnete System dem exakten, ni
ht lösbaren Systemund desto gröÿer werden au
h die Amplituden, wie man in Abb. 5.4 au
h gut er-
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Abbildung 5.4: Abhängigkeit des elektris
hen Feldes Ex von z für die Lösungder numeris
hen Box mit ωrel = 1, sowie konstantem Wert Ex(i, j, 0) = 2 und
E(i, j, Nz + 1) = 1 für vers
hiedene Anzahl Nz Stützstellen.kennen kann. Es bleibt allerdings festzuhalten, dass es Fälle geben kann, in denendas System ni
ht exakt lösbar ist, allerdings nur für diskrete Werte der relativenFrequenz. Dur
h eine minimale Veränderung der betra
hteten Frequenz kann dasProblem gelöst werden. (Allerdings können bei einer sehr kleinen Variation derrelativen Frequenz die Glei
hungen s
hle
ht konditioniert sein.)Betra
htet man nun die Streumatrix für den Fall des Vakuums, so erwartetman eine Diagonalmatrix mit Einträgen eik

(ν)
z , da es si
h um reine Wellenausbrei-tung handelt. Bei der numeris
hen Bere
hnung erhält man neben den Diagonal-elementen übli
herweise au
h Rü
kstreubeiträge der einfallenden Mode als re�ek-tierte Mode. Allerdings sind diese in der Regel kleiner als 0, 01, d.h als Beitrag zuTransmissionen/Re�exionen sind diese Beiträge kleiner als 0,0001 und somit ver-na
hlässigbar. Sie entstehen dur
h Rundungsfehler und die dadur
h ni
ht exakteTrennbarkeit der Moden in ein- und auslaufende Moden, so dass ein gewisserRestanteil dieser Rü
kstreuung au
h im Vakuum bleibt. Der Beitrag ist aller-dings verna
hlässigbar. Eine Ausnahme bilden hierbei die Exponential-Moden(also die auf- bzw. abklingen Moden) bei einer geringen Anzahl von Stützstel-len. Der Grund hierfür ist, dass die Lösungen dur
h die geringe Anzahl der Git-
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ωrel kx ky Sii(Nz = 10) Sii(Nz = 20) Sii(Nz = 50) Sii(exakt)

1
3

0 0
−0, 50211
+0, 86480i

−0, 49990
+0, 86608i

−0, 49925
+0, 86646i

−0, 49912
+0, 86653i

1
3

2π
Lx

0
0, 00317

(0, 00844)
0, 00280

(0, 00301)
0, 00269

(0, 00059)
0, 00267

0, 75 0 0
0, 03791

−0, 99924i
0, 00811

−0, 99996i
−0, 00058
−1, 00000i

0
−1i

0, 75 2π
Lx

0
0, 01843

(0, 01446)
0, 01633

(0, 00452)
0, 01575

(0, 00082)
0, 01563

1 0 0
0, 99553

+0, 09399i
0, 99976

0, 02173i
1, 00000

+0, 00100i
1

+0i

1, 5 0 0
−0, 94089
−0, 33765i

−0, 99677
−0, 08017i

−0, 99996
−0, 00912i

−1
+0i

1, 5 2π
Lx

0
0, 57320

+0, 81936i
0, 70213

+0, 71204i
0, 73524

+0, 67780i
0, 74151

+0, 67094iTabelle 5.1: Diagonaleinträge Sii der Streumatrix für Vakuum für vers
hiedenerelative Frequenzen ωrel, vers
hiedene Moden und eine unters
hiedli
he Anzahlan Stützstellen im Verglei
h zur analytis
hen Lösung. Dabei ist bei den nume-ris
h bere
hneten Matrixelementen für die abklingenden Moden in Klammernder Anteil der bere
hneten (aber analytis
h vers
hwindenden) Re�exion zusätz-li
h angegeben.



72 KAPITEL 5. FDFD-VERFAHRENterpunkte no
h ungenau sind, kann es vorkommen, dass bei unters
hiedli
henVorgaben als Randwerte die Aufspaltung der Moden ni
ht für jede Lösung dernumeris
hen Box den glei
hen Diagonaleintrag haben kann. Im Glei
hungssystemzur Bestimmung der Matrix S wird dies so ausgegli
hen, dass stattdessen au
hdeutli
he Beiträge in der Re�exion zu sehen sind. Diese können in der Gröÿen-ordnung der eigentli
hen Moden oder sogar gröÿer werden. Tabelle 5.1 zeigt, dassdies nur für geringe Anzahl der Stützstellen gilt und dass mit steigender Stütz-stellenzahl diese Beiträge gegen 0 gehen.Eine Ausnahme bildet hier der Fall ωrel = 1 und kx = 2π
Lx

(bzw. analog
ky = 2π

Ly
). Hierbei handelt es si
h um eine Mode, die si
h exakt parallel in x-Ri
htung (bzw. y-Ri
htung) ausbreitet. Die Felder müssten also im analytis
henFall in z-Ri
htung konstant und somit au
h auf beiden End�ä
hen glei
h sein.Ist ωref ≈ 1, so hat man zum einen das bereits erwähnte Problem, dass ni
htimmer eine analytis
he Lösung existiert, und zum anderen ist die Aufspaltungder Moden in ein- und auslaufende Moden problematis
h, da in (B.19) - (B.22)

eik
(ν)
z ∆z ≈ e−ik

(ν)
z ∆z ist. Dies führt dazu, dass die Glei
hungen (B.19) - (B.22)dur
h ständig gegebenes numeris
hes Raus
hen unbrau
hbare Ergebnisse nahebei ωrel = 1 liefern. (Für ωrel = 1 wäre das analytis
he Randwertproblem nurfür ganz bestimmte Randwerte lösbar, nämli
h jene, bei denen die Ebenen dieglei
hen Werte haben. Die Aufspaltung (B.19) - (B.22) wäre wegen k

(ν)
z = 0 au
hni
ht mögli
h.)Tabelle 5.1 zeigt auÿerdem, dass die Näherungen für die Moden s
hon mitre
ht wenigen Stützstellen nahe an den exakten Werten, allerdings für die ex-ponentiell abfallenden Moden etwas zu ho
h liegen. Dies stellt jedo
h au
h keinHindernis dar, da die Werte mit erhöhter Stützstellen au
h in diesem Fall s
hnellgegen den analytis
hen Wert gehen. Insbesondere sind au
h die Beträge der Qua-drate der Diagonalelemente si
h ausbreitender Moden in der Transmissionsmatrixs
hon bei sehr wenigen verwendeten Stützstellen nahe bei 1. S
hon für Nz = 20sind die Abwei
hungen des Betrags der Diagonalelemente si
h ausbreitender Mo-den von 1 kleiner 10−3 %.5.2.2 2-dimensionale Testre
hnungDa si
h im Fall des Vakuums die Glei
hungen stark vereinfa
hen und au
h dieModen getrennt bleiben, si
h also nur Diagonaleinträge in der Matrix S �nden las-
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Abbildung 5.5: 2-dimensionaler Photonis
her Kristall mit einer quadratis
henAnordnung von Zylindern mit ε = 8, 9 in Luft und mit Verhältnis r
a

= 0, 2zwis
hen Radius und Abstand der Zylinder.sen, sollte man das Verfahren au
h an wesentli
h komplexeren Strukturen testen.Hierzu bietet si
h ein 2-dimensionaler Photonis
her Kristall als Beispielre
hnungan, da dieser s
hon die erforderli
he Komplexität realistis
her Probleme aufweistund der numeris
he Aufwand si
h no
h in Grenzen hält. Dazu betra
hten wir dieStruktur (Abb. 5.5), die in Abs
hnitt 4.3 als Beispielre
hnung betra
htet wur-de. Mit beiden Verfahren kann man die Transmissions- bzw. Re�exionsspektrenbere
hnen und somit ist ein direkter Verglei
h mögli
h, um das Verfahren zutesten.In diesem Fall ist es allerdings leider ni
ht mehr mögli
h mit einer analyti-s
hen Lösung zu verglei
hen. Es ist au
h wenig intuitiv, si
h die Felder selbstzu betra
hten, da diese bei FDFD-Verfahren i.a. als eine Überlagerung etli
herModen vorliegen. Stattdessen werden hier direkt die Transmissionsspektren derbeiden Verfahren vergli
hen. Dazu betra
htet man wie im Fall der Transfer-Matrix-Methode wieder eine S
hi
htdi
ke von 8 S
hi
hten. Man bestimmt dieSpektren für diese S
hi
hten so, dass man das Verfahren selbst für eine S
hi
htdur
hführt und dann analog zur Transfer-Matrix-Methode aus der S-Matrix die-ser einen S
hi
ht die Transmission/Re�exion der gesamten a
ht S
hi
hten dur
h
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Abbildung 5.6: Verglei
h der Transmissionsspektren quadratis
h angeordneterZylinder für die S-Polarisation. Dabei ist die dur
hgezogene Linie das mittelsFDFD-Verfahren bere
hnete Transmissionsspektrum und die gestri
helte Liniedas mittels Transfer-Matrix-Methode bere
hnete Transmissionsspektrum. Sie ge-punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Re�exion und Transmission fürdie FDFD-Re
hnung. Beide Bere
hnungen wurden auf einem 25 × 1 × 25-Gitterdur
hgeführt.Mehrfa
hre�exion bere
hnet.In den Bere
hnungen zeigt si
h das Problem, dass die Summe aus Re�exionund Transmission, die im vorliegenden Falle ni
ht absorbierender Medien eigent-li
h immer 1 sein sollte ab ωrel ≈ 1 ni
ht mehr bei 1 liegt, sondern für die S-Polarisation eher unterhalb von 1 liegt und für die P-Polarisation deutli
h gröÿerals 1 ist. Dies wird dadur
h ausgegli
hen, dass man die Werte mit der Summevon Re�exion und Transmission im Endergebnis normiert. Dabei ist es allerdingsso, dass si
h dur
h die Mehrfa
hre�exionen s
hon deutli
he Korrekturterme erge-ben. Au
h wenn man dur
h die Korrektur ni
ht immer die exakt korrekten Werteerhalten sollte, so kommt es im Ende�ekt bei der physikalis
hen Fragestellungdarauf an, ob eine Transmission statt�ndet, oder ob sie (quasi) vollständig un-terdrü
kt ist. Beim Su
hen einer Bandlü
ke spielen also kleine Ungenauigkeitenim absoluten Betrag der Transmission eine eher untergeordnete Rolle. Man er-kennt au
h in den Verglei
hsre
hnungen, dass mittels der Korrekturterme do
heine re
ht akzeptable Übereinstimmung errei
ht werden konnte.
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Abbildung 5.7: Verglei
h der Transmissionsspektren quadratis
h angeordneterZylinder für die P-Polarisation. Dabei ist die dur
hgezogene Linie das mittelsFDFD-Verfahren bere
hnete Transmissionsspektrum und die gestri
helte Liniedas mittels Transfer-Matrix-Methode bere
hnete Transmissionsspektrum. Die ge-punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Re�exion und Transmission fürdie FDFD-Re
hnung. Beide Bere
hnungen wurden auf einem 25 × 1 × 25-Gitterdur
hgeführt.In Abb. 5.6 und 5.7 sieht man nun den Verglei
h zwis
hen der FDFD-Re
hnung(dur
hgezogene Linie) und der Transfer-Matrix-Methode (gestri
helte Linie). Bei-de Re
hnungen wurden mit einem 25×1×25-Gitter dur
hgeführt. Bei der FDFD-Re
hnung wurden die ersten 3 Vakuum-Moden berü
ksi
htigt. Insgesamt erkenntman im Berei
h bis ωrel ≈ 1 eine sehr gute Übereinstimmung der Ergebnisse.Kleinere Unters
hiede ergeben si
h z.B. au
h bei der S-Polarisation. So fehlt inder FDFD-Re
hnung hier der sehr s
hmale Peak knapp oberhalb von ωrel = 0, 8.Dies könnte dur
h die geringere Anzahl an bere
hneten Frequenzen im FDFD-Spektrum bedingt sein (nur knapp die Hälfte der Frequenzen) und dur
h dieTatsa
he, dass der Peak sehr s
hmal ist. (Da es si
h bei der Transfer-Matrix-Methode um ein explizites Verfahren handelt, kann man damit deutli
h s
hnellerre
hnen.) Allerdings ist au
h bei der Transfer-Matrix-Methode ni
ht klar, ob essi
h dabei um einen e
hten Peak handelt, da hier dieser Berei
h bei genauererBetra
htung au
h verraus
ht ers
heint. Er ist bei vers
hiedenen Gittergröÿen so-wie Frequenzstützstellen unters
hiedli
h stark ausgeprägt. In der Bandstruktur
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Abbildung 5.8: Verglei
h der Transmissionsspektren quadratis
h angeordneterZylinder für die S-Polarisation. Dabei ist die dur
hgezogene Linie das mittelsFDFD-Verfahren bere
hnete Transmissionsspektrum und die gestri
helte Liniedas mittels Transfer-Matrix-Methode bere
hnete Transmissionsspektrum. Die ge-punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Re�exion und Transmission fürdie FDFD-Re
hnung. Die Bere
hnungen mittels der Transfer-Matrix-Methodewurden auf einem 25× 1 × 25-Gitter dur
hgeführt und die FDFD-Re
hnung aufeinem 63 × 1 × 63-Gitter.müsste dieser Peak einem extrem �a
hen Band entspre
hen. Insgesamt ist eher zuvermuten, dass es si
h bei diesem Peak um eine Störung in der Re
hnung mittelsder Transfer-Matrix-Methode handelt.Unters
hiede erkennt man erst ab ωrel = 1. Aber au
h hier sind die Spek-tren sehr ähnli
h. Nur sind die Peaks zum Teil anders ausgeprägt, etwas unter-s
hiedli
h in der Höhe bzw lei
ht vers
hoben. Die Übereinstimmung der beidenVerfahren kann au
h in diesem Berei
h no
h als sehr gut betra
htet werden. Fer-ner ist das Ergebnis der FDFD-Re
hnung im Falle der S-Polarisation minimal zukleineren Frequenzen vers
hoben, während die P-Polarisation im Verglei
h zurTransfer-Matrix-Methode zu minimal höheren Frequenzen vers
hoben ist.Aus den Korrekturtermen beider Polarisationen ist ersi
htli
h, dass dieser ins-besondere für die P-Polarisation sehr ausgeprägt ist. Aber man erkennt oberhalbvon ωrel = 1 wieder eine grobe Tendenz gegen 1. In dieser zeigen si
h au
h diegroben Strukturen der Peaks. Dies ist dadur
h zu erklären, dass die Korrektur
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h der bere
hneten S
hi
htverdopplung/Mehrfa
hre�exion dur
hgeführt wur-de, die einen deutli
hen Ein�uss auf die konkrete Struktur hat. (Man verglei
hehierfür z.B. die Re
hnungen für die Transfer-Matrix-Methode, bei denen au
h dieTransmissionsspektren für eine S
hi
ht dargestellt sind.) Die Peak-Struktur selbstist au
h ohne den Korrekturterm no
h vorhanden, allerdings in der Höhe verzerrtund teilweise mit Transmissionen > 1, weshalb die Korrektur hinzugefügt wurde,die eine gute Übereinstimmung der beiden Verfahren ergibt.
Um einen weiteren Verglei
h ma
hen zu können, müsste man nun beide Ver-fahren mit einer höheren Anzahl Gitter-Stützstellenzahl verglei
hen. Dies ist je-do
h ni
ht mögli
h, da wie bereits gezeigt die Transfer-Matrix-Methode bei einerhöheren Anzahl Gitter-Stützstellen zusammenbri
ht. Führt man diese Re
hnun-gen allerdings für das FDFD-Verfahren mit einer höheren Anzahl Stützstellendur
h, so ändert si
h quantitativ nur sehr wenig. Die Lage der Peaks vers
hiebtsi
h nur minimal. (Siehe z.B. für die S-Polarisation für ein 63 × 1 × 63-Gitter inAbb. 5.8. Für die P-Polarisation ergibt si
h ein ähnli
hes Bild.) Für die betra
h-tete Re
hnung kann man also davon ausgehen, dass mit dem 25 × 1 × 25-Gitterder betra
htete Frequenzberei
h s
hon ausrei
hend konvergiert ist und das Ver-fahren prinzipiell funktioniert und brau
hbare Ergebnisse liefert. Also ist es fürdie Untersu
hung metallis
her Systeme im Gegensatz zu den übli
herweise an-gewandten Verfahren tatsä
hli
h verwendbar und stellt damit einen brau
hbarenErsatz der Transfer-Matrix-Methode dar.
Im nä
hsten Kapitel soll nun das FDFD-Verfahren dazu verwendet werden,zu untersu
hen, inwieweit metallis
he Systeme von praktis
her Bedeutung seinkönnen. Zwar besitzen sie Eigens
haften, die sie als sehr gute Kandidaten fürphotonis
he Kristalle ers
heinen lassen (sehr hohe (negative) Dielektrizität bzw.Nullstelle im Realteil der Dispersion), allerdings besitzen diese Systeme au
h einedeutli
he Absorption und es stellt si
h die Frage, ob diese Absorption die genann-ten Vorteile ni
ht unbrau
hbar ma
ht. Ents
heidend ist also für die Anwendungzum einen, dass si
h breite Bandlü
ken in den Strukturen ö�nen und dass dieAbsorption mögli
hst gering (häu�g sogar nahezu vers
hwindend) ist.
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kIn diesem Kapitel wurde gezeigt, dass das FDFD-Verfahren eine Alternative bzw.einen Ersatz zur Transfer-Matrix-Methode darstellt. Die Testre
hnungen habengezeigt, dass das Verfahren funktioniert.Das FDFD-Verfahren selbst könnte jedo
h no
h weiter verbessert werden.Ungelöste Probleme sind die Ursa
he der Notwendigkeit der Korrektur und wiedie Notwendigkeit des Korrekturterms beseitigt werden kann. Allerdings s
hei-nen allgemein sol
he Normierungsprobleme bei dieser Art Verfahren typis
her-weise aufzutreten, trotzdem wäre es wi
htig, den Ein�uss dieser Ungenauigkeitmögli
hst gering zu halten bzw. mögli
hst zu Beseitigen. Jedo
h zeigen die Test-re
hnungen, dass die mit der Korrektur erhaltenen Ergebnisse sehr nahe an denenVerglei
hsergebnissen sind.Weiterhin wäre es no
h zu vorteilhaft, die numeris
he E�zienz des Verfahrens(insbesondere der Glei
hungslöser) zu erhöhen. Dazu bieten si
h zwei Mögli
h-keiten an. Zunä
hst kann man vermutli
h das Lösen der Glei
hungssysteme fürdie numeris
hen Boxen e�zienter gestalten. Dies ges
hieht momentan mittelsGMRES (generalized minimal residual method) und einem ILU Pre
onditioner(in
omplete LU). Dabei ist na
h derzeitigem Stand die Bere
hnung des Pre
on-ditioners deutli
h zeitintensiver als das ans
hlieÿende Lösen mittels GMRES, dasübli
herweise nur no
h wenige (< 10) Iterationen benötigt. Es war leider ni
hterfolgrei
h mögli
h mit einem weniger aufwendigen Pre
onditioner das iterativeGMRES-Verfahren zum Konvergieren zu bringen. Ein geeigneter Pre
onditionerzu �nden, bei dem die Hauptarbeit des Verfahrens im iterativen S
hritt liegt, sokönnte das Verfahren deutli
h e�zienter arbeiten lassen, da jeder Iterationss
hrittdur
h die dünnbesetzte System-Matrix nur linear mit der Anzahl der Gitterpunk-te ansteigt.Eine andere Mögli
hkeit, das Verfahren e�zienter zu gestalten, wäre, statteiner Diskretisierung mit einer Näherung erster Ordnung die Diskretisierung invierter Ordnung dur
hzuführen. Damit bräu
hte man deutli
h weniger Gitter-punkte, um eine verglei
hbar genaue Lösung zu erhalten, und die Gröÿe der Ma-trix würde e�ektiv sinken, au
h wenn man bei glei
her Anzahl von Gitterpunktenbei einem Verfahren vierter Ordnung mehr Einträge in die Matrix des Glei
hungs-systems bekommt, da man mehr Stützstellen für die Ableitungen benötigt als inder hier betra
hteten Näherung erster Ordnung. Dadur
h ändern si
h die Glei-
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hungen (B.9)-(B.11) und werden deutli
h komplizierter. Allerdings sollte derbenötigte numeris
he Re
henaufwand zum Lösen des Glei
hungssystems für eineverglei
hbare Genauigkeit sinken. Es ist aber au
h zu bedenken, dass dur
h diediskontinuierli
hen Übergänge das Gitter immer no
h eine gewisse Gitterdi
htebenötigt, um den Sprung in ε genau genug zu bes
hreiben.



Kapitel 6Untersu
hung metallis
her SystemeNa
hdem das FDFD-Verfahren erfolgrei
h getestet wurde, kann man davon aus-gehen, dass das Verfahren hinrei
hend gute Ergebnisse liefert. Im Gegensatz zuden übli
herweise verwendeten Verfahren erlaubt uns das FDFD-Verfahren nunvolle Spektren unter Verwendung eines gemessen Absorptions und Dispersions-verhalten zu bere
hnen. Als metallis
hes System wird dabei Silber verwendet, dadie niedrige Absorption unterhalb der Plasmafrequenz Silber als einen sehr gutenmögli
hen Kandidaten anbietet.Der Vorteil gegenüber der Transfer-Matrix-Methode besteht nun darin, dassman au
h gröÿere Raumgitter re
hnen kann, ohne dass das Verfahren instabil wirdund au
h eine Absorption sinnvoll behandelt werden kann ist. Dies erlaubt es au
hsogenannte �super
ell�-Re
hnungen dur
hzuführen, die man benötigt, um Bere
h-nungen zu Störstellen dur
hzuführen. Mittels der Transfer-Matrix-Methode wäredies ni
ht mehr mögli
h, da hier das Verfahren, wie bereits gezeigt, bei spätestens
a. 30-40 Gitterpunkten zusammenbri
ht. Dies wäre gerade so ausrei
hend um 2S
hi
hten in die numeris
he Box für die Re
hnung zu pa
ken. Für die Bere
hnungeiner Störstelle ist dies jedo
h bei weitem ni
ht ausrei
hend.6.1 Warum metallis
he Systeme?Auf den ersten Bli
k ers
heint die Verwendung von metallis
hen Materialien fürPhotonis
he Kristalle ni
ht sinnvoll, da metallis
he Systeme eine Absorption be-sitzen, während es sehr viele dielektris
he Materialien gibt, die für den verwen-deten Materialberei
h keine Absorption besitzen. Allerdings ist es so, dass es im80
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hen sehr s
hwierig ist mit diesen Materialien eine 3-dimensionale Struk-tur herzustellen, die eine vollständige Bandlü
ke besitzt. Grund dafür ist, dassdie Strukturen, die z.B. einfa
h aus monodispersen Kügel
hen hergestellt wer-den können (hauptsä
hli
h f

-Strukturen, aber au
h andere sind mögli
h), keinevollständige Bandlü
ke besitzen. Die dielektris
hen Materialien besitzen eine Di-elektrizitätskonstante von bis zu 
a. ε ≈ 10.Ist die Bandlü
ke aus Symmetriegründen ni
ht vorhanden, so bieten nun diemetallis
hen Materialien aus zwei vers
hiedenen Gründen einen mögli
hen An-satz. Zum einen gibt es in der Nähe der Plasmafrequenz z.B. bei Silber einenrelativ breiten Berei
h mit fast verna
hlässigbarer Absorption aber sehr hohenWerten des Betrages des Realteils von ε (siehe Abb. 6.1). Diese Werte liegenbis zu einer ganzen Gröÿenordnung über den Werten für ε, die mit normalendielektris
hen Materialien mögli
h sind [7℄. Ebenso hat der Realteil von ε beider Plasmafrequenz eine Nullstelle, so dass das Verhältnis von εLuft zu εMetall ineinem kleinen Berei
h quasi beliebig groÿe Werte annehmen kann. Dabei ist zuerwähnen, dass im Falle einer Dispersion die Skalierungseigens
haften gebro
henwerden, da dur
h die Dispersion eine absolute Längenskala eingeführt wird. Dasbedeutet nun au
h, dass die erhaltenen Ergebnisse von der absoluten Gröÿe derEinheitszelle abhängig werden.In Abb. 6.1 erkennt man, dass Im Berei
h zwis
hen 1 und 4 eV ist die Absorp-tion von Silber relativ gering (siehe Abb. 6.1). Knapp unterhalb von 4 eV liegt einNulldur
hgang im Realteil von ε vor. Der deutli
h höhere Kontrast (das Verhält-nis zwis
hen den beiden dielektris
hen Konstanten) eines Photonis
hen Kristallsaus Silber um die 4 eV ist deshalb von Bedeutung, weil das Auftreten von Band-lü
ken sehr eng mit dem Kontrast der Dielektrizität des Photonis
hen Kristallszusammenhängt. Bandlü
ken treten erst bei bestimmten Werten im Kontrast auf,da dann der Unters
hied der Energie/Frequenz zwis
hen zwei Moden groÿ wirdund damit das Entstehen einer vollständigen Bandlü
ke begünstigt werden kann[9℄. Bei metallis
hen Systemen ist es nun mögli
h in völlig neue Berei
he für denKontrast in der Dielektrizität vorzudringen, allerdings mit dem Na
hteil einernun vorhandenen Absorption. Die Frage, die in diesem Kapitel unter anderemgeklärt werden soll, ist, inwieweit die Absorption hier ein Hindernis darstellt.Ist der E�ekt der erhöhten dielektris
hen Konstante so ho
h, dass die Absorpti-on für praktis
he Zwe
ke keine Rolle spielt, oder verni
htet die Absorption alle
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hen Vorteile, die das metallis
he System bietet.Dazu wird hauptsä
hli
h ein 2-dimensionales Testsystem betra
htet, da esvon der Re
hnung no
h relativ einfa
h zu handhaben ist, aber au
h glei
hzeitigalle relavanten Eigens
haften besitzt, die au
h für das 3-dimensionale System derFall wären. Es sollen in diesem Kapitel dazu drei vers
hiedene Problemstellungenpräsentiert und erläutert werden, die mittels des angepassten FDFD-Verfahrensbere
hnet wurden.Zunä
hst soll die Bere
hnung für den in den Testre
hnungen gere
hneten Fallder quadratis
h angeordneten Zylinder erweitert werden. Hierbei wird kein einfa-
hes (dispersions- und absorptionsfreies) Dielektrikum, sondern Silber als Materi-al mit den in [7℄ jeweils experimentell bestimmten Absorptionskurven und Disper-sionsrelationen verwendet. Die in [7℄ aufgelisteten Messwerte für den komplexenBre
hungsindex n + ik wurden dabei über ε = (n + ik)2 in die Dielektriztitäts-konstante umgere
hnet und für die Re
hnungen wurden anhand dieser Messwertemittels kubis
her Splines die Werte für ε die zwis
hen den Messpunkten liegendenWerten interpoliert.Abs
hlieÿend sollen no
h Re
hnungen von Störstellen präsentiert werden, dieni
ht mittels der Transfer-Matrix-Methode mögli
h gewesen sind. Dabei wurdeder 2-dimensionale Fall der quadratis
h angeordneten Zylinder betra
htet undjeweils eine 1-dimensionale (eine Reihe Zylinder fehlt) bzw. eine 0-dimensionaleStörung (ein Zylinder fehlt) bere
hnet. Hierbei wurde sowohl mit einem einfa
henDielektrikum wie au
h mit den Dispersionsrelationen und Absorptionskurven vonSilber aus [7℄ gere
hnet.
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Abbildung 6.1: Aus [7℄ bestimmte Dispersionsrelation von Silber als Funktion derPhotonis
hen Energie inklusive Absorption als Imaginäranteil: ε = ε1 + iε2.6.2 Quadratis
h angeordnete Zylinder aus SilberAm Verfahren ändert si
h dur
h das Hinzufügen der Absorption und Dispersionzunä
hst ni
hts. Allerdings muss die im Verfahren bes
hriebenen Korrektur ge-trennt betra
htet werden. Bei der übli
hen Vorgehensweise wurden die Wertedur
h die Summe aus Re�exion und Transmission dividiert. Allerdings muss imFalle einer vorhandenen Absorption die Summe aus Transmission und Re�exionni
ht mehr 1 sein. Deshalb wird zunä
hst eine Re
hnung ohne die Absorption,aber mit der dur
h die Dispersionsrelation gegebenen Dielektrizität dur
hgeführt.Hiermit wird die Summe von Transmission und Re�exion bestimmt, die als Kor-rektur dient. Dana
h wird die Re
hnung mit vorhandener Absorption dur
hge-führt und die Korrektur aus der ersten Re
hnung verwendet.Wie bereits erwähnt, führt das Einführen einer Dispersion dazu, dass dieSkalierbarkeit der Lösungen gebro
hen wird, da nun eine absolute Längenska-la existiert. Dies führt dazu, dass im Gegensatz zu den bisherigen Re
hnungendie absolute Gröÿe der Einheitszelle eine Rolle spielt und man für andere Aus-dehnungen der Einheitszelle veränderte Spektren bekommt. Allerdings sollen hierdie Spektren weiterhin in relativen Einheiten betra
htet werden. Es wurde in den
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Abbildung 6.2: Verglei
h der Transmissionsspektren der S-Polarisation für a
htS
hi
hten quadratis
h angeordneter Zylinder mit ε = 8, 9 (gestri
helte Linie) undSilber (dur
hgezogene Linie). Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsre-lation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 6 eV.Re
hnungen ni
ht die Gröÿe der Einheitszelle variiert, sondern stattdessen dieAbsorptionskurve und die Dispersionsrelation in der Frequenz skaliert, was manaber wieder in die Variation der Einheitszellengröÿe zurü
kre
hnen kann.Zunä
hst betra
hten wir den Fall, dass die niederfrequentere Nullstelle desRealteils von ε, die bei 
a. 3,8 eV liegt, in etwa bei der relativen Frequenz ωrel ≈
1, 05 liegt. Dann geht der ni
ht absorbierende Frequenzberei
h von Silber etwabis ωrel ≈ 1. Es ist interessant zu prüfen, ob es in diesem Berei
h no
h mögli
hist, eine ausrei
hend geringe Absorption zu erhalten bzw. wie si
h die Dispersionauf die Struktur der Spektren auswirkt. Dazu betra
htet man zunä
hst einfa
hden direkten Verglei
h einer Re
hnung mit festem ε = 8, 9 und der skaliertenDispersionrelation. Für die Bere
hnung wurden ein 40 × 1 × 40-Raumgitter und3-Vakuummoden in x-Ri
htung verwendet. Dies sollte ausrei
hend sein und nureine minimale Vers
hiebung der Peaks bewirken. Beide Re
hnungen wurden füreine S
hi
htdi
ke von a
ht S
hi
hten dur
hgeführt. In Abb. 6.2 sind die Ergebnisseim Verglei
h zu einer Re
hnung mit festem ε gezeigt.Zwis
hen beiden Spektren bestehen ein deutli
he Unters
hiede. Ein direkterVerglei
h ist daher ni
ht mögli
h. Au�ällig ist jedo
h für das Spektrum des Pho-tonis
hen Kristalls aus Silber, dass bei ωrel ≈ 0, 28 die Transmission bis fast auf0 absinkt, und das na
hfolgende Minimum deutli
h ausgeprägter ist als im Fallohne Dispersion. Die relative Frequenz von 0, 28 entspri
ht 
a. 1 eV, dem Berei
h,bei dem au
h in der Dispersionskurve in Abb. 6.1 die Absorption einsetzt. Aller-dings �ndet bei niedrigeren Energien im Kristall trotzdem keine Absorption statt,obwohl bei diesen Frequenzen die Absorption von reinem Silber no
h gröÿer wird.Eventuell liegt der Grund hierfür in dem extrem stark steigenden Betrag des Re-
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Abbildung 6.3: Transmission (dur
hgezogene Kurve) und Re�exion (gestri
helteKurve) der S-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für qua-dratis
h angeordnete Zylinder aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle derDispersionsrelation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 6 eV.
Abbildung 6.4: Summe aus Transmission und Re�exion der S-Polarisation inAbhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratis
h angeordnete Zylin-der aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsrelation liegt bei
ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 6 eV.alteils von ε, der dafür sorgt, dass die Felder stark aus den Zylindern gedrängtwerden.Die weiteren Strukturen kann man bei dieser Polarisationsri
htung zunä
hstni
ht weiter zuordnen. Man erkennt bei höheren relativen Frequenzen (ab 
a.
ωrel = 0, 8) die kaum no
h ausgeprägte Transmission bei der Re
hnung für Sil-ber. Dabei stellt si
h die Frage, inwieweit es si
h dabei um Re�exion oder umAbsorption handelt, deshalb betra
hten wir im Folgenden für diese Polarisationnun Absorption und Re�exion.In Abb. 6.3 erkennt man, dass für 0, 8 < ωrel < 1, 1 no
h deutli
h Re�exionvorhanden ist, aber oberhalb von ωrel = 1, 1 sind sowohl Transmission wie au
hRe�exion stark unterdrü
kt. Das war au
h zu erwarten, da oberhalb der nie-derfrequenteren Nullstelle des Realteils von ε die Absorption deutli
h zunimmt.Betra
htet man si
h die Summe aus Absorption und Re�exion (Abb. 6.4), so kannman sehr gut erkennen in wel
hen Frequenzberei
hen viel absorbiert wird. Dabei
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Abbildung 6.5: Verglei
h der Transmissionsspektren der P-Polarisation für a
htS
hi
hten quadratis
h angeordneter Zylinder mit ε = 8, 9 (gestri
helte Linie) undSilber (dur
hgezogene Linie). Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsre-lation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 6 eV.erkennt man, dass es unterhalb von ωrel = 0, 8 nur in 2 s
hmalen Frequenzbe-rei
hen deutli
he Absorption bei gibt, nämli
h bei ωrel = 0, 28 und ωrel = 0, 54.Ansonsten ist in diesem Berei
h au
h bei den betra
hteten a
ht S
hi
hten no
hkaum Absorption vorhanden. Dies zeigt, dass es dur
haus mögli
h ist, diesenFrequenzberei
h zu betra
hten um au
h praktis
h anwendbare Strukturen zu er-halten.Die Tatsa
he, dass die Absorption so stark variiert, obwohl dies ni
ht direktaus der Absorptionkurve hervorgeht, hängt vermutli
h mit der unters
hiedli
henLokalisierung der Felder in der Einheitszelle zusammen. In der Einheitszelle istnur der Berei
h der Zylinder absorbierend. Allerdings sind die Verteilungen derFelder von der Frequenz abhängig, und somit muss die Absorption der Strukturni
ht der Absorptionskurve des Materials folgen. Be�nden si
h Felder gröÿtenteilsauÿerhalb der absorbierenden Berei
he, so kann au
h bei relativ hoher Absorptiondes Materials die e�ektive Absorption re
ht klein werden.Betra
htet man die glei
hen Aspekte für die P-Polarisation im direkten Ver-glei
h der Re
hnung mit einem ni
ht absorbierenden, dispersionsfreien Medium(Abb. 6.5), so erkennt man hier die Ähnli
hkeit der beiden Spektren s
hon eher.Der Berei
h zwis
hen ωrel = 0, 4 und ωrel = 0, 6 ist re
ht ähnli
h, allerdings lei
htvers
hoben. Im Spektrum mit Absorption und Dispersion ist das darau�olgendeMinimum deutli
h ausgeprägter und au
h breiter. In diesem Frequenzberei
h istder Betrag des Realteils von ε sehr groÿ, wodur
h die partiellen Bandlü
ken deut-li
h verbreitert werden. Dadur
h werden im Transmissionspektrum die Minimabreiter und tiefer. Au
h die na
hfolgenden Peaks von 
a. ωrel = 0, 8 bis ωrel = 1, 1kann man dem Spektrum für ε = 8, 9 zuordnen, allerdings sind diese zu höheren
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Abbildung 6.6: Transmission (dur
hgezogene Kurve) und Re�exion (gestri
helteKurve) der P-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für qua-dratis
h angeordnete Zylinder aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle derDispersionsrelation liegt bei ωrel ≈ 1, 05. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 6 eV.
Abbildung 6.7: Summe von Transmission und Re�exion der P-Polarisation inAbhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratis
h angeordnete Zylinderaus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsrelation liegt bei ωrel ≈
1, 05. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 6 eV.relativen Frequenzen vers
hoben. Oberhalb von ωrel = 1, 1 ist au
h hier kaumno
h Transmission vorhanden.Au
h in diesem Fall betra
htet man Transmission und Re�exion (Abb. 6.6)bzw. die Summe aus Re�exion und Transmission (Abb. 6.7) und erkennt, dass hierbis zu dem Frequenzberei
h, in dem die Absorption des Materials wieder stärkersteigt (ωrel ≈ 1, 05), dur
h die a
ht S
hi
hten des Materials kaum absorbiert wird.Wie zu erwarten, wird oberhalb dieses Berei
hs au
h hier wieder ein Groÿteil dereinfallenden Strahlung absorbiert.Im Groÿen und Ganzen erkennt man also für die P-Polarisation ein ähnli
hesVerhalten wie für die S-Polarisation. Allerdings kann man hier die Ausgangs-struktur des einfa
hen Dielektrikums besser erkennen. Im Berei
h unterhalb desNulldur
hgangs des Realteils von ε �ndet deutli
h weniger Absorption als bei derS-Polarisation statt. Sehr gut erkennt man, wie dur
h die vom Betrag groÿen Wer-te des Realteils von ε die Minima in der Transmission ausgeprägter (d.h. deutli
h
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h tiefer) werden. Dies ist natürli
h für die praktis
he Anwendungvon Interesse, da zum einen Bandlü
ken ausgeprägter werden, oder überhaupterst dur
h den hohen Kontrast entstehen, und umgekehrt au
h mit relativ weni-gen S
hi
hten s
hon eine deutli
he Re�exion bzw. eine Bandlü
ke Auswirkungenauf die Transmission und Re�exion vorhanden ist.Insbesondere im Berei
h der niedrigen Absorption von Silber sind sehr groÿeE�ekte in den Spektren zu erkennen, obwohl andererseits die Absorption in der ge-samten S
hi
htdi
ke insgesamt eine eher untergeordnete Rolle spielt. Es tau
henzwar einzelne s
hmalbandige Berei
he auf, in denen die Absorption groÿ wird,aber insgesamt hat man in diesem Berei
h trotz der eigentli
h ni
ht vers
hwin-denden Absorption immer no
h eine fast vollständige Transmission. D.h., dassdieser Berei
h von 1 eV bis 
a. 3,6 eV für eventuelle Anwendungen dur
haus vonInteresse ist. Der Berei
h der niedrigen (aber ni
ht vers
hwindenden) Absorptionbei Silber besitzt also die positiven Eigens
haften, dass die Bandstruktur dur
hden hohen Betrag des Realteils stark ausgeprägt ist. Das bevorzugt die Bildungvon Bandlü
ken bzw. sorgt dafür, dass vergli
hen mit anderen normalen dielek-tris
hen Materialien deutli
h dünnere S
hi
hten s
hon ausrei
hen. Weiterhin istdieser Berei
h in den Transmissionsspektren bis auf s
hmalbandige Ausnahmenau
h weitgehend absorptionsfrei. Der eventuell zu befür
htende Ein�uss der im-mer no
h vorhanden Absorption des Silbers spielt hier fast keine Rolle. DieserBerei
h ist somit für eventuelle Anwendungen bestens geeignet. Hier emp�ehltsi
h die Betra
htung metallis
her Systeme als Alternative zu den übli
herweiseverwendeten rein dielektris
hen Strukturen.Etwas anders sieht es allerdings aus, wenn man den zweiten Fall betra
htet,der untersu
ht wurde, nämli
h die Nullstelle des Realteils der Dispersion. Hierbeistellt si
h die Frage, inwieweit der quasi beliebig groÿe Kontrast verwendet wer-den kann, da im Berei
h der Nullstelle au
h die Absorptionskante des Materialsliegt. Hier erkennt man, dass tatsä
hli
h die Absorption eine de�nitiv ni
ht zu ver-na
hlässigende Rolle spielt. Im Falle von Silber gibt es sogar zwei Nullstellen imRealteil der Dispersion. Betra
htet man die niederfrequentere Nullstelle, bei derno
h am ehesten die Ho�nung besteht, dass die Absorption beherrs
hbar ist, so er-kennt man, dass die Summe aus Transmission und Re�exion (also 1−Absorption)in diesem Berei
h auf 
a. 0, 2−0, 4 (je na
h Polarisation und konkreter Zellengrö-ÿe) abgesunken ist. Gerade im Frequenzberei
h um die niederfrequente Nullstelle



6.2. QUADRATISCH ANGEORDNETE ZYLINDER AUS SILBER 89beginnt die Absorption, rapide an Bedeutung zu gewinnen. Die Nullstelle liegt inder Flanke der stark steigenden Absorption der Gesamtstruktur. Bei der zweitenNullstelle ist die Absorption selbst bei a
ht S
hi
hten s
hon fast vollständig, sodass diese für Anwendungen praktis
h ohne Bedeutung ist.Betra
htet man Abb. 6.1, so erkennt man, dass im Berei
h der ersten Nullstelledie Absorption eigentli
h nur unwesentli
h gröÿer ist als in dem bereits diskutier-ten Berei
h zwis
hen 1 eV und 3,5 eV. Bei der niederfrequenten Nullstelle beginntdie Absorption eigentli
h erst zu steigen. Allerdings zeigen die Re
hnungen sehrdeutli
h, dass trotzdem die Absorption in diesem Berei
h den erho�ten E�ektzum gröÿten Teil zuni
hte ma
ht. Ein Groÿteil des eingestrahlten Li
hts wird indiesem Berei
h bereits von ledigli
h a
ht S
hi
hten absorbiert. Für die Anwen-dungen bedeutet dies, dass eigentli
h alle Anwendungen, bei denen es auf geringeAbsorption ankommt (also inbesondere Anwendungen, die mit der Wellenleitungin Zusammenhang stehen), für diesen Berei
h ni
ht in Frage kommen. Es gibtzwar in diesem Berei
h no
h Transmissionen bzw. Re�exionen, die deutli
h ober-halb von 0 sind, aber immer nur in Verbindung mit den hohen Absorptionen.D.h. dieser Berei
h kommt eigentli
h nur für Anwendungen in Frage, bei denendie Struktur des Spektrums eine Rolle spielt, aber ni
ht das Vers
hwinden der Ab-sorption. Für eigentli
h fast alle mögli
hen Anwendungen tri�t dies jedo
h ni
htzu. Somit ist insgesamt der Frequenzberei
h um die Nullstelle der Dispersion füreine Anwendung aufgrund der Absorption nur sehr einges
hränkt verwendbar.Da beim Vorhandensein einer Absorption die Skalierbarkeit der Systeme be-zügli
h Gröÿe bzw. Energie verlorengeht, ist es natürli
h von besonderem Inter-esse den Ein�uss der Gröÿe der Einheitszelle auf die Spektren zu untersu
hen.(Bzw. äquivalent dazu kann man die Dispersionsrelation linear skalieren, was fürdie Re
hnungen so dur
hgeführt wurde und äquivalent zur einer Änderung derGröÿe der Einheitszelle ist.) In Abb 6.8 ist ein Verglei
h für den Fall der nieder-frequenten Nullstelle von ε bei ωrel = 1, 05, ωrel = 1, 52 und ωrel = 2 gezeigt.(Dies entspri
ht gröÿer werdenden Einheitszellen). Bei beiden Polarisationen er-kennt man, dass die Spektren bis zu dem Berei
h, in dem die Absorption für diejeweilige Zellengröÿe relevant wird, sehr ähnli
h verlaufen.Die ungefähre Struktur der Spektren ist glei
h, jedo
h gibt es teilweise unter-s
hiedli
he Ausprägungen. Au�ällig ist die Vers
hiebung des sehr s
hmalbandigenniederfrequenten Minimums in der Transmission. Für das Spektrum mit der Null-
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P-Polarisation
Abbildung 6.8: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-ten) in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratis
h angeordneteZylinder aus Silber und vers
hiedene Gröÿen der Einheitszelle: Nullstelle der Di-spersionsrelation bei ωrel ≈ 1, 05 (dur
hgehende Linie. ωrel = 1 entspri
ht 
a.
3, 62 eV), Nullstelle der Dispersionsrelation bei ωrel ≈ 1, 52 (gestri
helte Linie.
ωrel = 1 entspri
ht 
a. 2, 5 eV) und Nullstelle der Dispersionsrelation bei ωrel ≈ 2(punktierte Linie. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 1, 8 eV).stelle der Dispersion bei ωrel = 1, 05 liegt diese bei ωrel = 0, 28. Beim Spektrummit der Nullstelle bei ωrel = 1, 52 liegt dieses Minimum bei ωrel = 0, 41, und fürdas Spektrum mit der Nullstelle bei ωrel = 2 liegt das Minimum bei ωrel = 0, 54.Betra
htet man die jeweilige Skalierung der vers
hiedenen Spektren, so zeigt si
h,dass es si
h jeweils um etwa die glei
he absolute Frequenz handelt, die einer Ener-gie von etwas mehr als 1 eV entspri
ht. Betra
htet man diese Frequenz in Abb.6.1, so erkennt man, dass es si
h dabei um den Berei
h handelt, bei dem für klei-ner werdende Frequenzen die Absorption stark ansteigt. Erstaunli
h ist dabei alsoeher, dass im Spektrum diese Frequenz nur als relativ s
hmalbandiges Minimumauftritt und ni
ht einfa
h unterhalb dieser Frequenz alles absorbiert wird.Andererseits fällt aber au
h in diesem Berei
h der Realteil von ε stark ab (d.h.
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hst stark). Das deutet darauf hin, dass die Feldverteilung immerstärker von einer glei
hmäÿigen Verteilung wie ihm Fall des Vakuums abwei
htund die Felder mit kleinen Frequenzen stark aus den Zylindern gedrängt werden.Wird die Frequenz erhöht, werden die Felder weniger aus den Zylindern gedrängt.Allerdings wird au
h die Absorption immer kleiner. Ledigli
h im Berei
h um 1 eVdringen die Felder tief genug in den Kristall ein und es ist ausrei
hend Absorptionvorhanden, damit dies bemerkbar ist.Bei der S-Polarisation sind diese Unters
hiede etwas stärker ausgeprägt als beider P-Polarisation, aber au
h hier ist die unterste partielle Bandlü
ke bei ωrel ≈
0, 5 in allen Fällen gut zu erkennen. Ledigli
h im Berei
h zwis
hen ωrel = 0, 8und ωrel = 1 erkennt man Unters
hiede, wie in den Lagen der s
harfen Minimaunterhalb dieser Frequenzen.Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dass die Spektren si
h in denrelativen Frequenzen trotz der Vers
hiebung der Dispersionrelation no
h sehrähnli
h sind. Der Hauptunters
hied ist hierbei in der Lage der s
hmalen Minimamit hoher Absorption in der S-Polarisation. Die partiellen Bandlü
ken unter-halb von ωrel = 0, 8 sind in beiden Polarisationsri
htungen deutli
h ausgeprägterals im Fall eines einfa
hen ni
ht-dispersiven, ni
ht-absorbierenden Mediums mitrealistis
hem Wert für die Dielektrizität. Bei hohen Frequenzen, bei denen dieAbsorption wieder deutli
h steigt, steigt au
h generell die Absorption der S
hi
h-ten sehr stark an. Es wird kaum no
h Li
ht transmittiert oder re�ektiert, was fürpraktis
he Anwendungen natürli
h unbrau
hbar ist. Hier emp�ehlt es si
h also,wirkli
h im Berei
h der Dispersionskurve zu arbeiten, bei dem die Absorptionsehr gering ist. (Bei Silber liegt dieser Berei
h zwis
hen 1 eV und 3,5 eV.) Be-sonders interessant sind dabei der niederfrequente Abs
hnitt dieses Berei
hs, dadort sowohl die Absorption gering, also au
h der Betrag des Realteils von ε sehrgroÿ wird.



92 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEME6.3 StörstellenFür die Anwendungen sind insbesondere immer wieder Systeme mit Störstellenvon Interesse, da diese es ermögli
hen, Zustände in der Bandlü
ke zu erhalten.Diese Zustände entspre
hen dabei den Zuständen, bei denen si
h das elektroma-gnetis
he Feld um die Störstelle konzentriert und si
h ni
ht in den �regulären�Photonis
hen Kristall ausbreiten kann. So kann man z.B. sol
he 1-dimensionalenStörstellen in der Bandlü
ke zum verlustfreien Transport von Li
ht verwenden.Das Feld selbst konzentriert si
h um die 1-dimensionale Störstelle (den Leiter)und kann si
h im regulären Kristall selbst ni
ht ausbreiten, d.h. es kann ver-lustfrei entlang der Störstelle transportiert werden. Au
h andere Konstellationensind für die Anwendungen von Interesse, um z.B. einzelne Bauelemente aus derHalbleiterte
hnik im Optis
hen na
hzubilden. Na
hfolgend sollen nun die Ergeb-nisse der Re
hnungen mittels des FDFD-Verfahrens zu Störstellen, sowohl miteinem �normalen� Dielektrikum, wie au
h mit dem metallis
hen Äquivalent, ge-zeigt werden.6.3.1 1-dimensionale StörstelleEinfa
hes DielktrikumAls erstes Störstellensystem wird hier die 1-dimensionale Störstelle betra
htet.Diese Systeme sind insbesondere im Berei
h der Wellenleitung von hohem In-teresse, da diese 1-dimensionalen Störstellen einen mögli
hen Leiter dur
h denPhotonis
hen Kristall darstellt. Insbesondere sind sol
he Systeme natürli
h vonInteresse, wenn der Photonis
he Kristall selbst eine Bandlü
ke besitzt, da si
hdann auÿerhalb der Störstelle im Kristall keine Wellen ausbreiten können. Ledig-li
h exponentiell abklingende Moden sind mögli
h. Sol
he 1-dimensionalen Stör-stellen sind also für die Anwendung von ents
heidender Bedeutung und sollendeshalb au
h mittels des FDFD-Verfahrens untersu
ht werden. Zur exemplari-s
hen Untersu
hung wird hierbei wieder ein 2-dimensionales System betra
htet.Als konkretes Problem dient ein Photonis
her Kristall mit einer eindimensionalenStörstelle im 2-dimensionalen Photonis
hen Kristall mit quadratis
h angeordne-ten Zylindern, bei dem in z-Ri
htung eine Reihe Zylinder fehlt. Die Einheitszelledes Systems kann man si
h aus 5 einfa
hen Einheitszellen aufgebaut vorstellen,die in x-Ri
htung nebeneinander angeordnet sind und von denen, bis auf die
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Abbildung 6.9: 2-dimensionale Struktur mit quadratis
h angeordneten Zylindernmit einer 1-dimensionalen Störstelle als Wellenleiter, a
ht S
hi
hten. Abgebildetsind hier eine Einheitszelle in x-Ri
htung und a
ht Einheitszellen in z-Ri
htung.Mittlere, alle einen Zylinder enthalten und die mittlere Einheitszelle leer ist. DasVerhältnis von Radius des Zylinders und Di
ke der einfa
hen Einheitszelle beträgt0,2. Für die Zylinder ist ε = 8, 9.Die Re
hnung wurde mit einer S
hi
htdi
ke von a
ht S
hi
hten dur
hgeführtund mit einer regulären Re
hnung ohne Störstellen vergli
hen. Für die Re
hnungwurde ein 150×1×30-Gitter verwendet (also quasi ein 30×1×30-Gitter pro �einfa-
her� Einheitszelle) und es wurden drei Vakuummoden in x-Ri
htung betra
htet.Dabei erwartet man, dass dur
h die Störstelle eine Wellenleitung entsteht, alsoZustände auftau
hen, die in der Bandstruktur in der Bandlü
ke liegen.In Abb 6.10 wird ein Verglei
h zwis
hen dem Spektrum des Systems mit Stör-stelle sowie dem ungestörten System gezeigt. Dabei ist die dur
hgezogene Liniedie des Systems mit der 1-dimensionalen Störstelle. Das ungestörte Ausgangssy-stem ist gestri
helt dargestellt.Im Spektrum der S-Polarisation kann man sehr deutli
h den Peak zwis
hen
ωrel = 0, 6 und ωrel = 0, 7 erkennen, der sehr ausgeprägt mitten in einer lokalenBandlü
ke der S-Polarisation liegt. Hierbei handelt es si
h um ein typis
hes undstark ausgeprägtes Beispiel für die oben erwähnten �Leitungszustände� in den



94 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMES-Polarisation
P-Polarisation

Abbildung 6.10: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-ten) in Abhängigkeit von der relativen Frequenz für quadratis
h angeordneteZylinder mit a
ht S
hi
hten mit ε = 8, 9 (gestri
helt) im Verglei
h mit einerRe
hnung mit einer 1-dimensionalen Störstelle mit a
ht S
hi
hten (dur
hgezoge-ne Linie).Bandlü
ken. Dieser Peak ist sogar so stark ausgeprägt, dass die Transmissionfast bis auf 1 ansteigt, d.h. fast vollständige Transmission vorliegt. Aufgrund derStörstelle und des somit gröÿeren benötigten Gitters, wurde das Frequenzrastergrober gewählt als im einfa
hen Fall ohne Störstelle. Bei einem feineren Fre-quenzraster ist zu erwarten, dass der Peak im Idealfall sogar bis auf 1 ansteigt.Im unendli
h ausgedehnten Fall kann die Welle si
h ni
ht im Kristall ausbreiten.Dies stellt natürli
h einen idealisierten Zustand dar, so dass im konkreten Fallder Wert etwas unterhalb von 1 liegen kann.Etwas ober- und unterhalb dieses Leitungszustandes verhält si
h das Systemmit der Störstelle in etwa wie das ungestörte System. Allerdings erkennt manzwis
hen 
a. ωrel = 0, 8 und ωrel = 0, 9 Berei
he deutli
her Transmission, beidenen im ungestörten System eine Bandlü
ke vorliegt. Diese Peaks in der Band-lü
ke sind allerdings von der Transmission deutli
h weniger ausgeprägt als derLeitungszustand bei 0, 6 < ωrel < 0, 7. Jedo
h erkennt man au
h hier wiederum
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h eine sehr stark ausgeprägte Transmission mit Werten bis 
a. 0, 7. Insgesamtunters
heiden si
h die Spektren des gestörten und des ungestörten Systems imBerei
h 0, 9 < ωrel < 1, 3 deutli
h voneinander. So ist die Struktur des unge-störten Systems in diesem Berei
h nur ansatzweise wiederzuerkennen. Es könnteau
h bei ωrel ≈ 1 ein stark an der Störstelle lokalisierter Zustand in der Bandlü
kevorliegen, allerdings sind im Gegensatz zum Leitungszustand bei ωrel ≈ 0, 65 hierdie Ränder der Bandlü
ke im gestörten System ni
ht wirkli
h erkennbar. Viel-mehr liegt eine sehr deutli
he Abwei
hung vom ursprüngli
hen System vor. Füreine eventuelle Anwendung ist die typis
he starke Lokalisierung um die Störstel-le allerdings ni
ht so ents
heidend, wie die Tatsa
he, dass hier Zustände hoherTransmission vorliegen, die im ungestörten Kristall (zumindestens fast) vollstän-dig re�ektiert werden. Zwis
hen ωrel ≈ 1, 3 und ωrel ≈ 1, 5 stimmen die Spek-tren beider Systeme sehr gut überein. Bei ωrel = 1, 5 sieht man wiederum einenLeitungszustand angedeutet. Während im ungestörten System die Transmissiongänzli
h abfällt, steigt im System mit der Störstelle die Transmission auf einerbreiten Basis auf fast 1 an.Bei der P-Polarisation s
heint die ungefähre Struktur des Spektrums in et-wa erhalten zu bleiben, allerdings etwas vers
hoben zu höheren Frequenzen. Ab
ωrel ≈ 1, 2 unters
heiden si
h die beiden Spektren substantiell. Es ist dabei, ähn-li
h wie bei der S-Polarisation, ni
ht eindeutig bei den Frequenzberei
hen hoherTransmission zwis
hen ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3 von einem Leitungszustand(im Sinne eines stark um die Störstelle lokalisierten Zustandes) zu spre
hen, dadie Grundstruktur im gestörten System si
h zu deutli
h von der des ungestörtenSystems unters
heidet. Allerdings ist au
h hier wieder für die meisten Anwen-dungen ents
heidend, dass es stark ausgeprägte Berei
he hoher Transmission inder Bandlü
ke des ungestörten Systems gibt. Interessant ist hierbei sogar, dassdie Transmission auf einer sehr breiten Basis fast vollständig ist, d.h. man hatni
ht nur einen sehr s
hmalbandigen Berei
h, der genutzt werden kann, sonderndie Frequenz kann sogar (bis auf einen s
hmalen Einbru
h der Transmission)in einem relativen Berei
h von 5% Abwei
hung ohne merkli
hen Verlust variiertwerden.Zusammenfassend erkennt man also in diesem System, insbesondere in derS-Polarisation, typsi
he Leitungszustände (ωrel ≈ 0, 65 bzw. oberhalb von ωrel ≈
0, 8). In beiden Spektren ergeben si
h ausgeprägte Berei
he, in denen in lokalen
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ken des ungestörten Systems deutli
h ausgeprägte Transmissionen (häu-�g sogar fast vollständige Transmission) auftreten. Jedo
h unters
heiden si
h dieSpektren teilweise so stark voneinander, dass man ni
ht unbedingt von einem�gestörten� Spektrum spre
hen kann.Silber-ZylinderFührt man eine analoge Re
hnung für Zylinder aus Silber dur
h, so ergibt si
h eindeutli
h unters
heidendes Ergebnis. In Abb. 6.11 und Abb. 6.12 sind die Spektrender gestörten Systeme im Verglei
h zu den ungestörten Systemen gezeigt. Dabeigenügt es im Falle des absorbierenden Mediums wiederum ni
ht, nur die Trans-mission abzubilden, da ansonsten ni
ht klar ist, ob der ni
ht-transmittierte Anteilabsorbiert oder re�ektiert wird. Im Prinzip würde genügen, entweder nur die Re-�exion oder nur die Absorption (bzw. übli
herweise 1− Transmission) anzugeben,da si
h die jeweils fehlende dritte Gröÿe aus den beiden anderen erre
hnen lässt(Transmission + Re�exion + Absorption = 1). Allerdings sind der Übersi
htli
h-keit halber alle 3 Gröÿen dargestellt.Für die S-Polarisation �ndet man hier ähnli
he Spektren für den gestörtenund den ungestörten Fall, die si
h jedo
h in den Details deutli
h unters
heiden.Im Transmissionsspektrum der S-Polarisation erkennt man in beiden Fällendas re
ht breite Minimum um ωrel = 0, 4 bis ωrel = 0, 5. Allerdings ist dieses imSpektrum des Systems mit der 1-dimensionalen Störstelle deutli
h strukturierterund es s
heinen si
h einzelne s
hwa
he Peaks innerhalb dieser Lü
ke auszubil-den. Man erkennt in der Re�exion einen deutli
hen Rü
kgang in diesem Berei
h,was eventuell auf einen �Leitungszustand� (wieder im Sinne eines stark um dieStörstelle lokalisierten Zustands) hindeutet. Allerdings erkennt man in der Ab-sorption (bzw. in der Summe aus Transmission und Re�exion) deutli
h, dassgerade zwis
hen ωrel = 0, 45 und ωrel = 0, 5 die Absorption stark ausgeprägt ist(die Summe von Transmission und Re�exion sehr klein wird), was auf einen Zu-stand hindeutet, der einen hohen Feldanteil innerhalb der Zylinder aufweist (alsokeinen typis
hen an der Störstelle konzentrierten Zustand).
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Transmission

Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.11: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der S-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz füreinfa
h quadratis
h angeordnete Zylinder aus Silber ohne Störstelle (gestri
helteLinie) und mit 1-dimensionaler Störstelle (dur
hgezogene Linie). Beide Re
hnun-gen sind für a
ht S
hi
hten dur
hgeführt. In beiden Fällen ist die Skalierung derDispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentere Null-stelle bei ωrel ≈ 1, 19 liegt. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 2 eV.
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Transmission

Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.12: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der P-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz füreinfa
h quadratis
h angeordnete Zylinder aus Silber ohne Störstelle (gestri
helteLinie) und mit 1-dimensionaler Störstelle (dur
hgezogene Linie). Beide Re
hnun-gen sind für a
ht S
hi
hten dur
hgeführt. In beiden Fällen ist die Skalierung derDispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentere Null-stelle bei ωrel ≈ 1, 19 liegt. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 2 eV.



6.3. STÖRSTELLEN 99Der nä
hste deutli
he Unters
hied im Transmissionsspektrum ist bei etwa
ωrel ≈ 0, 65 zu erkennen. Während im ungestörten System hier quasi keine Trans-mission auftritt, erkennt man im gestörten System hier eine starke Transmission.Im Absorptionsspektrum zeigt si
h, dass die verminderte Transmission in diesemBerei
h jedo
h hauptsä
hli
h auf eine sehr starke Absorption zurü
kzuführen istund ni
ht auf eine hohe Re�exion des Gitters. Im gestörten Fall �ndet in die-sem Berei
h fast keine Absorption statt. Insgesamt ist im Absorptionsspektrumsehr au�ällig, dass die s
hmalbandigen Berei
he starker Absorption unterhalb von
ωrel ≈ 0, 8 bei vers
hiedenen relativen Frequenzen auftreten, was die Vermutungnahelegt, dass das Vorhandensein der Störstelle die konkrete Lokalisierung derFelder bei den vers
hiedenen Frequenzen sehr stark beein�usst, denn Absorptionkann nur statt�nden, wenn die Felder beträ
htli
he Teile innerhalb der Zylin-der aufweisen. D.h. Berei
he im Spektrum mit sehr hoher Absorption bedeutenimmer au
h, dass ein hoher Feldanteil innerhalb der Zylinder auftritt.Abgesehen von den Absorptionspeaks unterhalb von ωrel ≈ 0, 8 zeigt si
h, dassdas Absorptionsverhalten des gestörten und des ungestörten Systems prinzipiellverglei
hbar ist. Die Unters
hiede zeigen si
h stark in der Lage der einzelnenBerei
he starker Absorption bzw. in der konkreten Form, in der oberhalb von
ωrel ≈ 0, 8 die Absorption zunimmt. Der grobe Verlauf ist jedo
h verglei
hbar:Bis etwa ωrel ≈ 0, 8 gibt es, abgesehen von einzelnen Frequenzberei
hen mit sehrhoher Absorption, kaum Absorption. Ab ωrel ≈ 0, 8 nimmt die Absorption starks
hwankend immer weiter zu bis zur fast vollständigen Absorption.Für die P-Polarisation ergibt si
h wieder ein etwas anderes Bild. Betra
htetman das Transmissionsspektrum der P-Polarisation, so erkennt man, dass ober-halb von ωrel ≈ 0, 8 das gestörte und das ungestörte System fast glei
h verlaufen.Ledigli
h um ωrel ≈ 0, 8 ist eine kleiner Einbru
h in der Transmission im Systemmit der Störstelle zu erkennen. Unterhalb von ωrel ≈ 0, 8 ist jedo
h ein deutli
herUnters
hied der Spektren zu erkennen. Während im ungestörten System nur einkleiner Frequenzberei
h mit deutli
her Transmission um ωrel ≈ 0, 5 vorliegt, istim gestörten System für 0, 3 < ωrel < 0, 7 ein Berei
h mit deutli
her Transmission(um T ≈ 0, 5) zu erkennen. Au
h hier hat man zwar nun Zustände in Berei
hen,in denen vorher eine Bandlü
ke vorhanden war, aber ob man bei diesen Peaks inder Transmission wirkli
h von einem typis
hen �Leitungszustand� spre
hen kann,ist anhand der Spektren ni
ht ohne weiteres zu klären. Dazu ist die ursprüngli-



100 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEME
he Struktur des ungestörten Systems zu wenig ausgeprägt. Es könnte si
h dabeium die gesu
hten Art von Zuständen handeln, aber es könnte au
h einfa
h sein,dass die ungestörten Peaks um ωrel ≈ 0, 8 si
h verbreitert haben. Im Allgemeinenerwartet man allerdings von den sogenannten �Leitungszuständen�, dass diese re-lativ s
hmalbandig sind, womit am ehesten no
h der Peak bei 
a. ωrel = 0, 67in Frage kommt. Da man beim FDFD-Verfahren nur Feldverteilungen für i.A.sehr komplexe Überlagerungen aus ein- und auslaufenden Moden erhält, ist esni
ht trivial, Aussagen über die Feldverteilung bei einer einfa
hen einlaufendenWelle zu ma
hen, die es erlauben würden zu ents
heiden, ob es si
h um einenstark an der Störstelle lokalisierten Zustand handelt. Allerdings stellt man imAbsorptionsspektrum fest, dass es bis ωrel ≈ 1 eigentli
h fast keine Absorption,sowohl im ungestörten, wie au
h im gestörten System gibt. D.h. diese Berei
hehoher Transmission in der ursprüngli
hen Bandlü
ke sind für eventuelle Anwen-dungen dur
haus brau
hbar, au
h wenn die Felder eventuell ni
ht stark um dieStörstelle lokalisiert sind, so können diese Frequenzberei
he si
h trotzdem ni
htals ebene Welle im restli
hen Kristall ausbreiten. Als etwas ungünstig erweist si
hjedo
h, dass in diesem Fall alle Transmission in den Bandlü
ken des ungestörtenSystems kleiner als 0, 6 sind, d.h. ein deutli
her Anteil Re�exion vorliegt, was aufProbleme sol
her Systeme beim Einkoppeln der Moden hindeutet.Wie bereits erwähnt �ndet bis ωrel ≈ 1 fast keine Absorption statt. Allerdingssind sowohl im ungestörten wie au
h im gestörten Spektrum kleine Berei
he mitauftretender (wenn au
h kleiner) Absorption zu erkennen. Au
h hier sieht manwieder ein ähnli
hes Verhalten wie bei der S-Polarisation. Die Frequenzen, bei de-nen diese Absorptionen auftreten, vers
hieben si
h, was wiederum auf deutli
henVeränderungen der Feldverteilung hindeutet.Insgesamt erkennt man im Verglei
h, dass die Spektren der Fehlstelle für daseinfa
he Dieletrikum deutli
h eher dem entspre
hen, was man erwarten würde(s
hmalbandige Transmissionspeaks in den Minima/Bandlü
ken). Dies könntemit dem deutli
h höheren Kontrast in ε für Silber zu tun haben, wel
hes in dembetra
hteten Berei
h für den Realteil von ε Werte von -20 bis -100 annehmenkann. Somit ist unter Umständen eine Bes
hreibung als �gestörtes System� ni
htmehr wirkli
h zutri�t. (Weiter besitzt au
h ni
ht jedes gestörte System Zuständein der Bandlü
ke.) Um dies weiter zu untersu
hen, könnte man nun z.B. einenkontinuierli
hen Übergang vom ungestörten zum gestörten System betra
hten.



6.3. STÖRSTELLEN 101Dies wäre zum Beispiel mögli
h, indem man den Radius der im gestörten Systemfehlenden Zylinder, ausgehend vom ungestörten System, kontinuierli
h verkleinertund beoba
htet, wie si
h die Spektren dabei verändern. Eventuell könnte manau
h eine Reihe gröÿer werdender Einheitszellen betra
hten, d.h. statt einer 5×1groÿen �einfa
hen� Einheitszellen 7 × 1, 9 × 1, . . . . Es ist zu erwarten, dass beieiner Gröÿe von 5× 1 einfa
hen Einheitszellen no
h minimale We
hselwirkungenzwis
hen den periodis
h auftretenden Störstellen auftreten können, allerdings istau
h zu erwarten, dass diese keinen deutli
hen Ein�uss auf die Lösung haben, dadie meisten Moden, die si
h im Kristall ni
ht ausbreiten können na
h 4 S
hi
htens
hon stark abgeklungen sind, weshalb zusammen mit dem hohen Zeitwaufwandder Re
hnungen auf diese verzi
htet wurde.Bei den Silber-Zylindern wird anhand der Absorptionsspektren (insbesondereder S-Polarisation) au
h deutli
h, dass die Betra
htung als �gestörtes� Systemnur einges
hränkt mögli
h ist. Die stark vers
hobenen Berei
he der Absorption(die auf stark in den Zylindern lokalisierte Felder hindeuten) zeigen, dass si
h dieFeldverteilung vom einfa
hen Kristall zum Kristall mit 1-dimensionaler Störstellestark verändert hat.In beiden betra
hteten Fällen konnte beoba
htet werden, dass si
h in der TatZustände in der Bandlü
ke ausbilden. Im Fall des normalen Dielektrikums ist diesfür beide Polarisationen zu beoba
hten, jedo
h für die S-Polarisation am stärk-sten ausgeprägt. Für die P-Polaristion gibt es sogar breite Frequenzberei
he fastvollständiger Transmission, was für eventuelle Anwendungen von besonderem In-teresse ist, da hier au
h bei vielen S
hi
hten kaum Absorptionsverluste auftreten,was insbesondere bei Anwendungen im Zusammenhang mit Wellenleitung vonents
heidender Bedeutung ist.Für das System aus Silber-Zylindern sind in der S-Polarisation sol
he leiten-den Zustände in den Bandlü
ken nur s
hwa
h ausgebildet in der untersten breitenBandlü
ke zu �nden. In diesen Berei
hen tritt au
h eine deutli
h erkennbare Ab-sorption auf. Für die P-Polarisation erkennt man andererseits, wo die mögli
henVorteile der metallis
hen Systeme liegen können. Man hat eine extrem breiteBandlü
ke von etwa ωrel = 0, 55 bis ωrel = 0, 75 und darin treten im Falle des Sy-stems mit Störstelle deutli
h Transmissionen auf (z.B. der Peak bei ωrel = 0, 66).Aufgrund der starken Breite der Bandlü
ke ist zu vermuten, dass bei einer And-wendung hier deutli
h weniger S
hi
hten für eine fast vollständige Re�exion des



102 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEungestörten Systems benötigt werden als bei einem System aus einem einfa
hendielektris
hen Material. Die Tatsa
he, dass die Transmission hier jedo
h ni
htfast vollständig ist, sollte si
h in der Praxis dur
h eine ges
hi
kte Einkopplungder Moden in das System umgehen lassen, da man au
h erkennt, dass die fehlendeTransmission dur
h Re�exion und ni
ht dur
h Absorption zustande kommt.Abs
hlieÿend sollte somit insbesondere anhand der P-Polarisation deutli
hwerden, dass metallis
he Systeme eine deutli
he und interessante Alternative zuden herkömmli
hen ni
ht-metallis
hen Systemen mit einem einfa
hen Dielektri-kum ohne Dispersion (und Absorption) darstellen. Zwar kann au
h hier wiederder Berei
h um die Nullstelle des Realteils der Dispersion aufgrund der hohenAbsorption in diesem Berei
h ni
ht genutzt werden. Allerdings erkennt man au
hhier, wie im Fall des ungestörten Kristalls, dass der stark negative Wert des Re-alteils sehr breite Bandlü
ken erzeugen kann, die in der Tat au
h genutzt werdenkönnen, ohne dass es zu einer merkli
hen Absorption kommt.6.3.2 0-dimensionale Störstelle

Abbildung 6.13: Einheitszelle eines 2-dimensionalen Photonis
hen Kristalls ausquadratis
h angeordneten Zylindern mit einer 0-dimensionalen Störstelle.Ni
ht nur die 1-dimensionalen Fehlstellen sind für mögli
he Anwendungenwi
htig, au
h 0-dimensionale Fehlstellen sind, sowohl für die Anwendung, wie
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h für die Frage, wie si
h Unregelmäÿigkeiten im Photonis
hen Kristall aufdessen Eigens
haften auswirken, von Interesse. Da man eigentli
h nie einen per-fekten Photonis
hen Kristall erzeugen kann, ist die Frage ents
heidend, wie si
hmögli
he Gitterfehler auf das Verhalten des Kristalls auswirken können. Eine sol-
he 0-dimensionale Störstelle ist als Fehlstelle dabei eine der typis
hen mögli
henFehler. Für man
he Anwendungen kann au
h hier wieder die gezielte Störstellevon Interesse sein. Wenn man etwa einen gebundenen Atom-Photon-Zustand er-zeugen will, so kann man das angeregte Atom an der Störstelle einbringen oderman kann au
h Li
ht an einem Ort (der Störstelle) stark konzentrieren oder beiwaagre
hten Bändern sogar das Li
ht an der Störstelle �eins
hlieÿen�. (Wie au
hbei 1-dimensionalen Störstellen können bei bestimmten Frequenzen Lösungen auf-treten, bei denen si
h das Feld stark um die Störstelle lokalisiert.)Als System mit einer 0-dimensionalen Störstelle soll hier wiederum das Aus-gangssystem der quadratis
h angeordneten Zylinder dienen. Man betra
htet nuneine Superzelle bestehend aus 5 × 5 einfa
he Einheitszellen, wobei der mittlereZylinder entfernt wurde. In Abb. 6.13 ist die Einheitszelle der Superzelle abge-bildet. Wie au
h im Fall der 1-dimensionalen Störstelle, wurde dieses Systemzunä
hst mit Zylindern aus einem einfa
hen dielektris
hen Material mit ε = 8, 9und ans
hlieÿend mit Zylindern aus Silber betra
htet. Für die Bere
hnung wur-de eine S
hi
htdi
ke von insgesamt 8 Superzellen gewählt. (Dies entspri
ht also40 einfa
hen Einheitszellen.) Für die Diskretisierung der Superzelle wurde ein
130 × 1 × 130 Gitter gewählt. und es wurden 3 Vakuummoden in x-Ri
htungverwendet.Es ist darauf hinzuweisen, dass dies ein Beispiel ist, das mit der Transfer-Matrix-Methode ni
ht mehr in au
h nur annähernd sinnvoller Weise zu bere
hnenist. Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, bra
h die Transfer-Matrix-Methode (sehroptimistis
h betra
htet) bei einer Anzahl von 40 Gitterpunkten in z-Ri
htungzusammen. Das entsprä
he in diesem Fall etwa a
ht Punkten pro primitiverEinheitszelle und es wären deutli
h zu wenige Gitterpunkte, um ein halbwegsbrau
hbares Ergebnis zu bekommen. Aber au
h bei der Verwendung von absor-bierenden Materialien im Allgemeinen haben wir bereits gesehen, dass si
h dasTransfer-Matrix-Verfahren wegen seiner Behandlung der exponentiellen Modenals ausgespro
hen ungeeignet erweist.
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hes Dielektrikum S-Polarisation
P-Polarisation

Abbildung 6.14: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-ten) in Abhängigkeit von relativen Frequenz für quadratis
h angeordnete Zylindermit ε = 8, 9 ohne Fehlstelle (gestri
helte Linie, 32 S
hi
hten) und mit Fehlstelle(dur
hgezogene Linie, 8 Einheitszellen S
hi
htdi
ke was 40 normalen S
hi
htenentspri
ht).In Abb 6.14 sind die Transmissionsspektren der S- und P-Polarisation für dasSystem mit einer Fehlstelle im Verglei
h zu dem System ohne Fehlstelle gezeigt.Dabei wurde für die Verglei
hsre
hnung 32 S
hi
hten verwendet, im Gegensatz zua
ht S
hi
hten für das System mit Fehlstelle. Allerdings ist jede S
hi
ht bei derRe
hnung für die Fehlstelle fünf Zylinder di
k. A
ht S
hi
hten entspre
hen also40 S
hi
hten der einfa
hen Einheitszelle der Verglei
hsre
hnung. Da übli
herweisedie S
hi
htdi
ke dur
h wiederholtes Verdoppeln der S
hi
ht erzeugt wird, bietet essi
h an, eine Anzahl n von S
hi
htdi
ken zu wählen, die der Form 2n entspri
ht.Deshalb wurden 32 S
hi
htdi
ken verwendet, was verhältnismäÿig nahe an 40S
hi
hten kommt. Der Unters
hied des Spektrums des ungestörten Kristalls für 32und für 40 S
hi
hten ist dabei eher im Detail zu su
hen. Hauptsä
hli
h ändert si
hdie Oszillation in den Berei
hen vorhandener Transmission. Diese Osziallation
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h die Mehrfa
hre�exionen an den Enden der S
hi
ht erzeugt. Insgesamtwäre au
h bei der di
keren S
hi
ht zu erwarten, dass die lokalen Bandlü
kentiefer ausgeprägt sind. Allerdings ist au
h bei 32 S
hi
hten die Transmission inden lokalen Bandlü
ken so gering, dass si
h keinen bedeutenden Unters
hied mehrergibt.Betra
htet man nun das Transmissionsspektrum für die Re
hnung mit Fehl-stelle, so erkennt man eine generelle Übereinstimmung der Grundstruktur desSpektrums mit der Grundstruktur des Spektrum des Kristalls ohne Fehlstelle.Das ist au
h zu erwarten, da es si
h nur um eine geringe Variation handelt.In beiden Polarisationen erkennt man sehr gut, dass im System mit der Fehl-stelle Berei
he hoher Transmission nur auftau
hen, wo au
h im ungestörten Sy-stem deutli
he Transmission vorhanden ist. Dabei ist bei der P-Polarisation dieserBerei
h der Transmission im Berei
h ωrel = 0, 6 bis ωrel = 0, 7, verglei
hbar mitder 1-dimensionalen Störstelle, am wenigsten ausgeprägt.Wie au
h s
hon im Fall der 1-dimensionalen Störstelle ist es hier wieder wi
h-tig, na
h Transmissionen in den Bandlü
ken des ungestörten Systems zu su
hen.Bei der S-Polarisation erkennt man einige sehr s
hwa
h ausgeprägte Bandlü
ken-zustände im Berei
h zwis
hen ωrel = 0, 8 und ωrel = 0, 9 und bereits stark aus-geprägte Transmissionen zwis
hen ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3. Ebenso könnte derPeak bei ωrel ≈ 0, 96 ein sol
her Transmissionspeak stark am Rand der Bandlü
kesein. Der sehr stark ausgeprägte Leitungszustand der 1-dimensionalen Störstellein der Bandlü
ke zwis
hen ωrel = 0, 6 und ωrel = 0, 7 ist hier komplett vers
hwun-den.Bei der P-Polarisation erkennt man im gestörten System Transmissionen inder Bandlü
ke bei ωrel ≈ 0, 6. Dies sind die am deutli
hsten ausgeprägten Trans-missionen innerhalb der Bandlü
ken. Auÿer diesen treten nur no
h sehr s
hwa
hausgeprägte Transmissionen in den Bandlü
ken auf (ωrel ≈ 0, 95, sowie zwis
hen
ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3).Insgesamt wird hier im Verglei
h zu den Spektren der 1-dimensionalen Stör-stelle deutli
h, dass alle Transmissionen des gestörten Systems in den lokalenBandlü
ken des ungestörten Systems sehr s
hmalbandig sind und insgesamt einedeutli
h niedrigere Transmission-Werte aufweisen. Dies ist ni
ht weiter verwun-derli
h, da es si
h im 1-dimensionalen Fall eher um �leitende� Störungen handelt,d.h. die Welle kann si
h dort eher in z-Ri
htung ausbreiten, während si
h hier
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hen zwei Störstellen immer vier Einheitszellen des ungestörten Photonis
henKristalls be�nden, in dem si
h die Frequenzen der Bandlü
ke eben gerade ni
htdur
h Wellenleitung ausbreiten können. Dies begründet, warum die allermeistenTransmissionen in den Bandlü
ken Werte < 0, 1 besitzen. Erstaunli
h groÿ sinddabei die Transmissionen zwis
hen ωrel = 1, 2 und ωrel = 1, 3 in der S-Polarisationund um ωrel ≈ 0, 6 in der P-Polarisation, die Werte von etwa 0, 5 errei
hen.Im Verglei
h zur Re
hnung mit der 1-dimensionalen Störstelle ist hier deutli
hbesser der Fall eines gestörten Systems zu erkennen. Das Spektrum ändert si
hvom ungestörten Photonis
hen Kristall zu dem mit Störstelle nur unwesentli
h.Einzelne Unters
hiede sind zu erkennen, aber man erkennt im gestörten Spektrum(im Gegensatz zum Fall der 1-dimensionalen Störstelle) sehr gut das ungestörteSpektrum zusätzli
h einiger Änderungen. Dies bedeutet au
h auf die Frage hin,wie stark si
h Fehlstellen auf das Verhalten des Photonis
hen Kristalls, insbe-sondere auf die Bandlü
ken auswirken, dass hier beim Fehlen jedes 25. Zylindersdie Grundstruktur des Spektrums erhalten bleibt, jedo
h teilweise s
hon deut-li
h Transmissionen in den Bandlü
ken auftreten können. Dabei weisen jedo
hunters
hiedli
he Bandlü
ken unters
hiedli
h starke Transmissionen auf. In denallermeisten Fällen jedo
h ist die Transmission dur
h den Kristall immer no
hfast zu verna
hlässigen.Silber-ZylinderNun sei der analoge Fall für Zylinder aus Silber betra
htet. Dabei wurde dieEinheitszelle so gewählt, dass die niederfrequente Nullstelle des Realteils von
ε(ω) bei ωrel ≈ 1, 08 liegt.Für die S-Polarisation erkennt man deutli
he Unters
hiede zwis
hen der Re
h-nung mit und ohne Fehlstelle. Dabei sind bei der Re
hnung mit Fehlstelle dieMinima der Transmission bei ωrel ≈ 0, 3 und ωrel ≈ 0, 6 ni
ht vorhanden. Beidiesen Minima �ndet im Gegensatz zum System ohne Störstelle keine starke Ab-sorption statt. Stattdessen erkennt man im gestörten System, dass im Fall derStörstelle im breiten Minimum der Transmission bei ωrel ≈ 0, 45 eine starke Ab-sorption auftritt (und au
h ein kaum zu erkennender Peak bei der Transmission),während hier im ungestörten Fall fast vollständige Re�exion statt�ndet. Au
h imBerei
h bis ωrel ≈ 1, 1 unter
heiden si
h die Spektren. Ab dieser Frequenz sorgtdie starke Absorption des Materials dafür, das fast das gesamte eingestrahlte
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ht absorbiert wird. Ein Fehlstellenzustand in der Bandlü
ke, wie im Falle deseinfa
hen Materials, ist hier ni
ht deutli
h zu erkennen. Vielmehr erkennt manhier wieder, dass die Frequenzen, bei denen starke Absorption statt�ndet si
h imgestörten und im ungestörten System teilweise sehr deutli
h unters
heiden. Diesdeutet wieder auf einen deutli
hen Ein�uss der Störstelle auf die Lokalisation derFelder innerhalb des Kristalls hin. Die Unters
hiede zeigen hier insgesamt, dassdas Re�exionsspektrum des gestörten Kristalls insgesamt sehr gut mit dem desungestörten übereinstimmt. Gröÿter Unters
hied ist hierbei der fast kompletteEinbru
h der Re�exion bei ωrel ≈ 0, 45. Allerdings liegt hier plötzli
h eine starkeAbsorption vor. Das heiÿt es ist zu vermuten, dass dur
h die Störstelle hier eigent-li
h ein tiefes Eindringen des Li
hts in den Kristall mögli
h ist. Allerdings führtdiese dur
h die Absorption des Materials ni
ht zu einer deutli
hen Transmission.Für die P-Polarisation sind die Spektren mit und ohne Fehlstelle fast glei
h.Im Berei
h zwis
hen ωrel = 0, 8 und ωrel = 1 ist für die Re
hnung mit Fehlstelleeine insgesamt stärkere Absorption zu beoba
hten, was aber dur
h die Tatsa
he zuerklären ist, dass bei der Re
hnung mit der Fehlstelle 40 �einfa
hen� Einheitszellenin z-Ri
htung auftreten, während bei der Re
hnung ohne die Fehlstelle ledigli
h32 einfa
he Einheitszellen vorliegen. Die S
hi
ht mit der Störstelle ist also etwasdi
ker und somit ist au
h zu erwarten, dass die Absorption etwas stärker ist.Au�älligster Hauptunters
hied ist das s
hmalbandige Auftreten der Absorpti-on (bzw. ein Abfallen in der Summe aus Transmission + Re�exion) bei ωrel ≈ 0, 7.Weiterhin tritt au
h genau bei dieser Frequenz im Spektrum eine sehr s
hwa
heTransmission in der Bandlü
ke des ungestörten Systems auf. Au
h hier ist wiederzu vermuten, dass es si
h um eine Frequenz handelt, die si
h eigentli
h dur
hdie Störstelle im Kristall im Gegensatz zum ungestörten Fall deutli
h ausbreitenkann. Das führt allerdings dur
h das nun tiefere Eindringen in den Photonis
henKristall zu einer deutli
hen Absorption.Im Verglei
h mit dem einfa
hen dielektris
hen Material mit ε = 8, 9 erkenntman, dass bis zu relativ hohen Frequenzen für den Fall von Silber der Kristall inder P-Polarisation breitbandig sehr stark bis nahezu vollständig re�ektierend ist.(Auf einem breiten Frequenzberei
h ist die Re�exion sogar ≈ 1.) Für das Auftau-
hen transmittierender Zustände in der Bandlü
ke ist Silber allerdings in diesemFall zumindestens ni
ht geeignet. Dazu eignet si
h das einfa
he dispersions- undabsorptionsfreie dielektris
he Material deutli
h besser. Man erkennt zwar, dass es



108 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEwohl Zustände gibt, die transmittieren würden, die allerdings dadur
h eine deut-li
he Absorption erzeugen. D.h. es gibt diese Zustände s
hon, aber die Absorptiondes Materials verhindert, dass diese zu einer merkli
hen Transmission führen.Insgesamt erkennt man für den Fall der 0-dimensionalen Störstelle, dass hierder Begri� �Störung� im Spektrum deutli
h eher angebra
ht ist als im Fall der1-dimensionalen Störstelle. Bei der 0-dimensionalen Störstelle kann man au
h imgestörten Spektrum die Ausgangsstruktur des ungestörten Spektrums no
h deut-li
h erkennen. Zusätzli
h tau
hen au
h die zu erwartenden Berei
he mit Transmis-sionen innerhalb der Bandlü
ke des ungestörten Systems auf. Dies ist insbeson-dere im Fall des normalen Dielektrikums zu erkennen. Im Fall der Silber-Zylindertreten zwar ansatzweise ebenfalls sol
he Frequenzen mit Transmissionen in derBandlü
ke auf. Allerdings sind diese immer mit einer starken Absorption ver-bunden, was das System für direkte Anwendungen dieser Transmissionen eherunpraktikabel ma
ht. Au�ällig ist jedo
h bei dem System aus Silber-Zylinderndie insgesamt sehr breitbandige, fast vollständige Re�exion des Kristalls. Sie istjedo
h keine Eigens
haft des gestörten Systems, sondern tritt au
h s
hon im un-gestörten System auf, ni
ht jedo
h im Fall der 1-dimensionalen Störung. Insge-samt deuten die Re
hnungen darauf hin, dass für praktis
he Anwendungen mit0-dimensionalen Störstellen die metallis
hen Systeme eher ungeeignet ers
heinen,da gerade bei den interessanten Frequenzen in der Bandlü
ke au
h starke Ab-sorptionen auftreten. Hier bieten si
h wohl für die meisten Anwendungen eherdie regulären Dielektrika an.
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Transmission
Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.15: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der S-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz fürquadratis
h angeordnete Zylinder aus Silber ohne Fehlstelle (gestri
helte Linie,32 S
hi
hten) und mit Fehlstelle (dur
hgezogene Linie, 8 Einheitszellen S
hi
ht-di
ke, was 40 normalen S
hi
hten entspri
ht). In beiden Fällen ist die Skalierungder Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentereNullstelle bei ωrel ≈ 1, 08 liegt. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 5 eV.
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Transmission
Re�exion

Transmission + Re�exion (= 1−Absorption)
Abbildung 6.16: Transmission (oben), Re�exion (Mitte) und Transmission + Re-�exion (unten) der P-Polarisation in Abhängigkeit von der relativen Frequenz fürquadratis
h angeordnete Zylinder aus Silber ohne Fehlstelle (gestri
helte Linie,32 S
hi
hten) und mit Fehlstelle (dur
hgezogene Linie, 8 Einheitszellen S
hi
ht-di
ke, was 40 normalen S
hi
hten entspri
ht). In beiden Fällen ist die Skalierungder Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewählt, dass die niederfrequentereNullstelle bei ωrel ≈ 1, 08 liegt. D.h. ωrel = 1 entspri
ht 
a. 3, 5 eV.



6.4. ZUSAMMENFASSUNG 1116.4 ZusammenfassungIn den drei betra
hteten Fällen (einfa
hes (ungestörtes) metallis
hes System, 1-dimensionale Störstelle und 0-dimensionale Störstelle) konnte gezeigt werden, wodas Potential für metallis
he Systeme in der Anwendung liegt (dort wo die Ab-sorptionen no
h beherrs
hbar sind, bzw. wo ausgeprägte Störstellen-Zuständeauftreten), und wo au
h Begrenzungen dieser Anwendungen auftreten (eigent-li
h überall wo die Absorption zu stark wird). Dabei waren hauptsä
hli
h zweimögli
he Unters
hiede der Ausgangspunkt dieser Untersu
hung. Zum einen dieNullstelle des Realteils von ε, was zu quasi beliebig groÿem Kontrast im Photo-nis
hen Kristall führt, sowie die Ausnutzung des stark negativen Realteils von εunterhalb der Nullstelle.Dabei hat si
h zunä
hst gezeigt, dass der Kontrast um die Nullstelle für einens
hmalen Frequenzberei
h zwar sehr ho
h werden kann, allerdings kann dies inden Anwendungen ni
ht wirkli
h ausgenutzt werden, da au
h bei einer S
hi
ht-di
ke von nur 8 Einheitszellen s
hon eine Absorption > 0, 5 auftritt. Das heiÿtfür mögli
he Anwendungen, dass nur sol
he überhaupt in Frage kommen, beidenen sehr dünne S
hi
hten benötigt werden und bei denen es ni
ht auf die voll-ständige Transmission ankommt. Dies s
hränkt die mögli
hen Anwendungen sehrstark ein. Anwendungen aus dem Berei
h der Wellenleitung werden damit fastvollständig ausges
hlossen.Im Gegensatz dazu zeigen die Re
hnungen jedo
h, dass der Berei
h, in demdie Absorption von Silber eher gering ist (1 eV bis 3,7 eV) und der Realteil von εsehr stark negativ ist, dur
haus für Anwendungen von Interesse sind. Der groÿeBetrag von ε erlaubt es dabei, in Kontrast-Berei
he vorzudringen, die mit denregulären Dielektrika ni
ht zu errei
hen wären. Dies zeigt si
h au
h in den bere
h-neten Spektren. So sind die Spektren im Verglei
h zum normalen Dielektrikumstark deformiert. Es zeigen si
h im Verglei
h zu dem Dielektrikum mit ε = 8, 9,wel
hes s
hon einem sehr stark dielektris
hen Material entspri
ht, eine sehr starkeVerbreiterung der Bandlü
ken. Die Strukturen unters
heiden si
h teilweise, aberdie lokalen Bandlü
ken, die in den Re
hnungen für Silber aufgetreten sind, warenim allgemeinen deutli
h breiter als die auftretenden Bandlü
ken für das reguläreDielektrikum. Weiterhin zeigt si
h, dass für diesen Energieberei
h au
h die Ab-sorption beherrs
hbar ist. D.h. es tritt zwar teilweise s
hmalbandig Absorptionauf, aber bis zu einer Frequenz lei
ht unterhalb der niederfrequenten Nullstelle



112 KAPITEL 6. UNTERSUCHUNG METALLISCHER SYSTEMEder Dispersion tritt die Absorption ledigli
h in begrenzten Frequenzberei
hen auf.Dort kann sie allerdings sehr groÿ werden.Für das System der 1-dimensionalen Störstelle konnten sowohl im Fall des nor-malen dielektris
hen Materials, wie au
h im Fall von Silber-Zylindern Frequenzenmit Transmissionen in den lokalen Bandlü
ken des ungestörten Systems gefundenwerden. Allerdings hat si
h in beiden Fällen au
h gezeigt, dass die Abwei
hungvom ungestörten System zum Teil do
h beträ
htli
h sein können. Insbesondere inder P-Polarisation für die Silber-Zylinder konnte man deutli
h die starke Auswir-kung der Materialeigens
haften von Silbers erkennen. Dort �ndet man zwis
hen
ωrel = 0, 55 und ωrel = 0, 75 eine sehr breite Bandlü
ke im ungestörten Systemmit einer deutli
hen ausgeprägten Transmission im System der 1-dimensionalenStörstelle, ohne dass dabei eine merkli
he Transmission auftritt, was genau derErwartungen entspri
ht, die man in diese Systeme setzt. Es konnte hier also ge-zeigt werden, dass es dur
h geeignete Wahl des Systems dur
haus mögli
h ist, denVorteil der extrem breiten Bandlü
ke au
h mit Transmissionen in dieser Band-lü
ke im gestörten System zu kombinieren, ohne dass die Absorption dies wiederzuni
hte ma
ht.Im System der 0-dimensionalen Störstelle war sowohl im Fall des einfa
hen di-elektris
hen Materials, wie au
h im Fall der Silber-Zylinder das ungestörte Spek-trum zu erkennen. Es bildeten si
h insbesondere im Fall des einfa
hen dielektri-s
hen Materials wieder im gestörten System Transmissionen in den Bandlü
kendes ungestörten Systems aus. Im Fall der Silber-Zylinder wurde deutli
h, dassdie Frequenzen mit Transmissionen in den Bandlü
ken des ungestörten Systemsau
h zu sehr starken Absorptionen führen. Dies ist dadur
h zu erklären, dassdiese Zustände ursprüngli
h re�ektiert wurden, nun aber deutli
h in den Kristalleindringen. Im Gegensatz zur 1-dimensionalen Störstelle gibt es hier jedo
h kei-nen ausgedehnten Berei
h in z-Ri
htung, bei dem keine Silber-Zylinder vorliegen.Deshalb tritt hier au
h eine deutli
he Konzentration der Felder in den Zylindernauf. Das führt zu einer deutli
h Absorption. Bei der 0-dimensionalen Störstellebietet si
h aufgrund dieser Absorption, die bei den Störstellenzuständen auftritt,deshalb die Verwendung von Silber als Material weniger bzw. nur einges
hränktan.



Kapitel 7Zusammenfassung
7.1 Verglei
h mit anderen ArbeitenAbs
hlieÿend soll ein Verglei
h mit anderen Arbeiten auf dem Themengebiet dermetallis
hen Photonis
hen Kristalle dur
hgeführt werden. Dabei ist zu erwäh-nen, dass es auf diesem Gebiet ni
ht sehr viele theoretis
he Arbeiten gibt, da si
haufgrund der au
h in dieser Arbeit erwähnten Probleme gezeigt hat, dass die me-tallis
hen Systeme theoretis
h sehr s
hwierig vollständig und exakt zu behandelnsind. Eigentli
h alle Arbeiten befassen si
h mit den metallis
hen Systemen nurunter mehr oder weniger starken Eins
hränkungen. Meistens wird dabei insbe-sondere das Problem der konkreten Absorption des Systems ni
ht behandelt, wasau
h einen Verglei
h mit den Ergebnissen dieser Arbeit ers
hwert, da es genauum diese Betra
htungen geht. Aus diesem Grund ist der Verglei
h häu�g re
htallgemein gehalten, da ein Verglei
h der exakten Ergebnisse aufgrund der unter-s
hiedli
hen Fragestellung ni
ht mögli
h oder ni
ht sinnvoll ist. Stattdessen wirdauf die wi
htigen Unters
hiede in den Verfahren hingewiesen.Einige der frühen Arbeiten in diesem Berei
h stammen von Sigalas, Soukou-lis, Chan und Ho [15℄, [16℄, die dispersive und au
h absorbierende Materialienmittels der Transfer-Matrix-Methode untersu
hten. Wie in der vorliegenden Ar-beit gezeigt wurde, ist die Transfer-Matrix-Methode jedo
h in si
h numeris
hinstabil und kann nur für eine maximale Gröÿe des verwendeten Raumgitters be-nutzt werden. Insbesondere für die Untersu
hung der Absorption eines Systemsist die Transfer-Matrix-Methode, wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wurde,vollkommen ungeeignet, da es bei der Absorption genau um das Verhalten der ex-113



114 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNGponentiell abklingenden Moden handelt, die wie in Kapitel 4 dargestellt, künstli
haus der Re
hnung eliminiert werden mussten, damit die Transfer-Matrix-Methodeüberhaupt brau
hbare Ergebnisse liefern kann.Fan, Villeneuve und Joannopoulos [21℄ untersu
hten metallis
he Systeme mit-tels einer FDTD-Methode (Finite Di�eren
e, Time Domain. Ni
ht zu verwe
hselnmit der hier vorgestellten FDFD-Methode). Dabei wurde das metallis
he Systemals perfekter Leiter behandelt. Für eine volle realistis
he Betra
htung ist die-se Annahme in den meisten Fällen allerdings ni
ht ausrei
hend. Insbesondereni
ht in den in der vorliegenden Arbeit besonders hervorgehobenen Berei
henum die Plasmafrequenz. Allerdings konnte in [21℄ gezeigt werden, dass die Dia-mantstruktur perfekter metallis
her Systeme eine gröÿere Bandlü
ke besitzt alsdie übli
hen dielektris
hen Systeme, was deutli
h die Bedeutung der metallis
henSysteme zeigt. Im Verglei
h mit [21℄ ermögli
ht das in der vorliegenden Arbeitverwendete Verfahren eine volle Berü
ksi
htigung der Dispersion und Absorptionund somit der exakten, ni
ht-idealisierten Material-Eigens
haften.Arriaga, Ward und Pendry [28℄ diskutierten ein Verfahren zur Bere
hnung derBandstruktur dispersiver Systeme mittels eines linear mit der Systemgröÿe skalie-renden Verfahrens. Mittels diesen Verfahrens können allerdings nur Dispersionender Form ε−1 − 1 =
∑

n
αn

ω−βn
behandelt werden. Der Na
hteil dieses Verfah-rens besteht zunä
hst darin, dass man keine numeris
he (z.B. dur
h Experimentegegebene) Dispersion und Absorption verwenden kann. Es können ledigli
h typi-s
he Idealversionen wie ε(ω) = 1 − ω2

p

ω(ω+iγ)
betra
htet werden. Au
h der Na
h-teil der Betra
htung von Bandstrukturen absorbierender Systeme (komplexes ε)kommt hier natürli
h zum Tragen, da korrekterweise komplexwertige Wellenvek-toren und Frequenzen betra
htet werden müssten. Au
h hier besteht der Vorteildes in der vorliegenden Arbeit verwendeten Verfahrens darin, dass eine beliebige,numeris
h gegebene Absorption und Dispersion verwendet werden und au
h aufdie Verwendung von Bandstrukturen verzi
htet werden kann. (Dafür betra
htetman mit einem Transmissions-/Re�exions-/Absorptions-Spektrum jeweils nur ei-ne Einstrahlri
htung auf den Photonis
hen Kristall)1999 untersu
hte Moroz [12℄ die Bandstrukturen metallis
her Systeme, ins-besondere mit der Betra
htung der Frequenzen nahe der Plasmafrequenz. Morozuntersu
hte mittels eines zur Korringa-Kohn-Rosto
ker (KKR) analogen Metho-de Photonis
he Kristalle mit einer Dispersionsrelation ε(ω) = 1− ω2

p

ω2 . Dabei ging
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hmalen Frequenzband die Absorption sehr geringist. Bei der Bere
hnung wurde die Absorption komplett verna
hlässigt. Bei Ver-na
hlässigung der Absorption zeigten si
h in den Re
hnungen sehr groÿe Band-lü
ken für einfa
he f

-Kristallstrukturen. Die Untersu
hungen der vorliegendenArbeit zeigen jedo
h, dass die Verna
hlässigung der Absorption (zumindest fürSilber) ni
ht zulässig ist. Dur
h die in der vorliegenden Arbeit dur
hgeführte Be-re
hnung der Absorption mittels des FDFD-Verfahrens konnte gezeigt werden,dass bei Testsystemen die Absorption um die Plasmafrequenz selbst bei wenigenS
hi
htdi
ken bereits sehr stark ausgeprägt ist, was die potentielle Verwendungder gefunden Bandlü
ken in den meisten Fällen leider auss
hlieÿt und deutli
hzeigt, dass die Verna
hlässigung der Absorption eigentli
h ni
ht zulässig ist.Sakoda et al [17℄ haben eine Variante des Finite Di�eren
e, Time Domain(FDTD) Verfahrens vorgestellt, bei dem im Unters
hied zu [21℄ kein idealer Leitersondern eine Dispersionsrelation betra
htet wurde. Als Beispiel wurde au
h hierein Drude-Verhalten in der Dispersion untersu
ht, allerdings mit dem Hinweis,dass mit diesem Verfahren au
h beliebige numeris
he Dispersionen untersu
htwerden können (mittels eines selbst-konsistenten Verfahrens, wie au
h s
hon all-gemein für die ebenen-Wellen-Methoden bespro
hen). Au
h diese Untersu
hunglässt die Frage na
h dem Ein�uss der Absorption auf das System o�en, die mittelsdes in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens betra
htet werden kann.Moreno, Erni und Hafner [20℄ haben ein weiteres Verfahren vorgestellt, die�Multiple Multipole Method� (MMP). Mit diesem Verfahren kann, ähnli
h wie in[17℄, die Bandstruktur eines Kristalls mit einer beliebigen Dispersion bere
hnetwerden. Dieses Verfahren bietet allerdings deutli
he Vorteile für ni
ht-sphäris
heSysteme. Do
h au
h hier gilt die glei
he Eins
hränkung wie bei [17℄, denn au
hhier kann nur die Dispersion betra
htet werden. Die Absorption des Systems wirdwieder verna
hlässigt. Die Re
hnungen der vorliegenden Arbeit zeigen jedo
h,dass die Absorption sehr wohl in gewissen Frequenzberei
hen im Photonis
henKristall stark ausgeprägt sein kann.Au
h bei weiteren Arbeiten (wie z.B. [32℄) stellen die Bere
hnungen der Band-strukturen für eine beliebige Dispersion mittlerweile kein e
htes Hindernis für dieBetra
htung metallis
her Systeme dar, allerdings fehlt in diesen Betra
htungen je-weils eine Behandlung der Absorption. Ähnli
h wie in [32℄ wird diese Betra
htungbestenfalls mittels einer zusätzli
hen Re
hnung mit der Transfer-Matrix-Methode
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hgeführt, die wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wurde insbesondere fürden Fall der Absorption ni
ht geeignet ist. Somit bildet das in der vorliegendenArbeit vorgestellte FDFD-Verfahren (Finite Di�eren
e Frequen
y Domain) dieMögli
hkeit sowohl die Absorption als au
h die Dispersion in einem stabilen Ver-fahren zu betra
hten und die dur
hgeführten Re
hnungen zeigen au
h deutli
h,dass die Absorption au
h bei eigentli
h niedriger Absorption im betra
htetenFrequenzberei
h im Photonis
hen Kristall stark ausgeprägt sein kann.7.2 ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurden vers
hiedene Verfahren zur Bere
hnung Photonis
herKristalle und ihre Anwendbarkeit auf den Fall der metallis
hen Systeme vorge-stellt und getestet. Übli
h bei der Betra
htung Photonis
her Kristalle sind dabeidie ebenen-Wellen-Verfahren. Es ist zwar au
h mögli
h mittels selbst-konsistenterLösungen das Problem der Dispersion in die Bandstruktur-Re
hnung zu integrie-ren (z.B. [32℄), allerdings wird dabei der Ein�uss der Absorption ignoriert. Diein dieser Arbeit dur
hgeführten vollen Re
hnungen mittels des FDFD-Verfahrenshaben jedo
h gezeigt, dass dies keineswegs gere
htfertigt ist, da deutli
h Absorp-tionen auftau
hen können (obwohl die Re
hnungen au
h zeigen, dass teilweisebreite Frequenzberei
he mit fast vers
hwindender Absorption auftreten). Zusätz-li
h stellt si
h no
h das Problem, dass diese Verfahren besonders dann e�zientsind, wenn ε(~x) positiv de�nit ist. In den hier betra
hteten Fällen ist dies aller-dings ni
ht der Fall, da für das Metall im betra
hteten Frequenzberei
h ε < 0und für das Vakuum ε = 1 ist. Dies ist kein prinzipielles Problem, führt jedo
hdazu, dass das Verfahren deutli
h langsamer wird. Ebenfalls problematis
h ist dieBetra
htung des Frequenzberei
hs um die Nullstelle von ε(ω) für das Material, dadas Verfahren dur
h die auftau
henden Terme 1
ε
für kleiner werdendes ε immers
hle
hter konditioniert ist und somit numeris
h immer s
hwieriger zu handhabenist. Eine alternative Plane-Wave-Methode, die jedo
h die glei
hen oben bes
hrie-benen Probleme aufweist, allerdings die Dispersion direkt in das Verfahren ein-fügt, wurde mittels des modi�zierten Plane-Wave-Verfahrens aufgezeigt und gete-stet. Allerdings fordert dieses Verfahren bei der unoptimierten Variante einen ex-trem hohen Re
henzeitaufwand. Es wurde eine Testre
hnung für ein (no
h relativ
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hes) 3-dimensionales System mittels der modi�zierten Plane-Wave-Methodedur
hgeführt, allerdings war au
h mit einer langen Re
henzeit (>4 Monate CPU-Zeit) keine wirkli
h konvergierte (oder nur für bestimmte Bänder konvergierte)Lösung zu erhalten.Eine mögli
he Verbesserung läge hier in der numeris
hen Bestimmung der Ei-genwerte, die den numeris
hen Hauptaufwand darstellt. Hier hat man allerdingsdas Problem, dass dur
h die explizite Einsetzung der Divergenzglei
hung und dasUmstellen na
h kz und somit das Lösen eines eigentli
h quadratis
hen Problems,die Matrix, deren Eigenwerte man bere
hnet, keine Symmetrie aufweist, die esermögli
hen würde, das Problem e�zienter zu bere
hnen. Hier könnte IRAM eineMögli
hkeit bieten, da man in der Regel nur wenige Eigenwerte und nur sol
heauf der reellen A
hse (und au
h dort nur im Berei
h der 1. Brillouin-Zone) benö-tigt. Allerdings ist die System-Matrix hier di
ht besetzt, was au
h für Verfahrenwie IRAM ein s
hle
htes Skalierungsverhalten ergibt, da man Matrix-Vektor-Produkte mit einer di
ht besetzen Matrix bere
hnen muss. Auÿerdem konntekein geeigneter Pre
onditioner gefunden werden, der die Iteration hinrei
hends
hnell konvergieren lieÿ. Dur
h eine Optimierung des Verfahrens wäre hier einedeutli
he Re
henzeitverbesserung mögli
h. Auf die Optimierung wurde in dieserArbeit jedo
h verzi
htet, da wie bereits im Verglei
h mit den anderen Verfahrengezeigt wurde, dass die Bandstrukturen au
h mit anderen Verfahren einfa
herbestimmt werden können, allerdings wieder das grundlegende Problem der Be-tra
htung mittels der Bandstruktur auftritt.Aufgrund der Absorption sind bei den metallis
hen Systemen Verfahren mitDiskretisierung im Orts-Frequenz-Raum den ebenen-Wellen-Verfahren vorzuzie-hen, da bei diesen Orts-Frequenzraum-Verfahren die Absorption, sowie die Di-spersion direkt integriert werden kann. Das übli
herweise bei Photonis
hen Kri-stallen verwendete Verfahren dieser Art ist die Transfer-Matrix-Methode. In die-ser Arbeit wurde gezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode zwar in gewissemRahmen funktioniert, aber aufgrund der im Verfahren vorhandenen numeris
henInstabilität nur für eine einges
hränkte Anzahl von Gitterpunkten benutzt werdenkann. Diese numeris
he Instabilität ist der Na
hteil, mit dem man si
h die expli-zite Form der Lösbarkeit der Diskretisierung erkauft. Es konnte weiterhin gezeigtwerden, dass innerhalb der Iteration von S
hi
ht zu S
hi
ht dur
h die Einheits-zelle die Felder bei der Transfer-Matrix-Methode exponentiell anwa
hsen, sobald
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ht (was beim Auftre�en auf eine dielektris
he Struktur gege-ben ist). Eine Betra
htung dieses Anwa
hsens für vers
hieden groÿe Raumgitterzeigt, dass au
h hier ein exponentielles Wa
hstum vorliegt. Je feiner das Gitter in
z-Ri
htung gewählt wird, desto stärker ausgeprägt ist also diese Störung am En-de der Iteration dur
h die Einheitszelle. Mit dem Ansatz, dass man Anfangswertund Endwert quasi austaus
ht und so re
hnet, als hätte man rü
kwärts dur
hdie Einheitszelle iteriert kann man aus diesen aufklingenden Moden abklingendeModen ma
hen. Allerdings bri
ht die Invertierung, die man dur
h diesen Ansatzdur
hführen muss, ab einer gewissen Anzahl von Gitterpunkten zusammen, denndie Konditionierung der zu invertierenden Matrix dur
h die (rein numeris
hen,ni
ht physikalis
hen) exponentiell steigenden Moden immer s
hle
hter wird. (Dasnumeris
he Raus
hen wird dabei immer gröÿer, während der eigentli
h interessan-te Anteil glei
h groÿ bleibt, was die Invertierung des Systems ab einem gewissenWert für dieses Raus
hen dur
h die exponentiellen Moden ab einer bestimm-ten Anzahl Gitterpunkte zusammenbre
hen lässt.) In den Berei
hen, in denendiese Invertierung allerdings no
h ausrei
hend funktioniert, liefert die Transfer-Matrix-Methode mit dem FDFD-Verfahren übereinstimmende Ergebnisse. Mitder gegebenen Re
hengenauigkeit (die bestimmt, ab wann die Invertierungen zu-sammenbre
hen) war es mögli
h mittels der Transfer-Matrix-Methode Gitter biszu einer Di
ke von 
a. 30 Gitterpunkten zu bere
hnen. Allerdings waren bei die-sen Re
hnungen die dielektris
hen Strukturen, ab denen si
h die exponentielleStörung ausbreitet, in der Mitte der Einheitszelle. Hat man eine sol
he Störungdur
h ein Dielektrikum au
h s
hon nahe am Rand der Einheitszelle, so ist zu er-warten, dass das Verfahren s
hon mit deutli
h weniger Gitterpunkten kollabiert.Dur
h die oben bes
hriebene Behandlung der exponentiellen Moden ist esau
h ni
ht wirkli
h mögli
h absorbierende Systeme sinnvoll mit der Transfer-Matrix-Methode zu betra
hten, da si
h die Absorption eben gerade in sol
hemexponentiellen Verhalten der Felder widerspiegelt. Dieses Verhalten wird bei derTransfer-Matrix-Methode künstli
h beseitigt, was dur
h die numeris
he Instabili-tät des expliziten Verfahrens numeris
he (ni
ht physikalis
he) Exponentialmodennötig wird. Aus diesen Gründen ist es dringend erforderli
h ein anderes Verfahrenfür die Untersu
hung metallis
her Systeme zu verwenden.In dieser Arbeit wurde mit dem FDFD-Verfahren eine Alternative zur Transfer-Matrix-Methode auf die Photonis
hen Kristalle übertragen, implementiert, gete-



7.2. ZUSAMMENFASSUNG 119stet und angewandt. Mit Hilfe des FDFD-Verfahrens kann die numeris
he Insta-bilität der Transfer-Matrix-Methode umgangen werden und im Prinzip könnenbeliebig groÿe Probleme gelöst werden es wurde au
h gezeigt, dass Bere
hnun-gen von Fehlstellen mit vergröÿter Einheitszelle dur
hführbar sind, die mit derTransfer-Matrix-Methode ni
ht (sinnvoll) mögli
h sind.Es wurde dabei zunä
hst anhand der Testre
hnungen gezeigt, dass das FDFD-Verfahren im Verglei
h zur Transfer-Matrix-Methode funktioniert und die Ergeb-nisse in den Berei
hen, in denen die Verfahren verglei
hbar sind, sehr gut über-einstimmen. Der Na
hteil des FDFD-Verfahrens gegenüber der Transfer-Matrix-Methode ist allerdings, dass man in der Transfer-Matrix-Methode zur Lösung derMaxwell-Glei
hungen ein explizites (aber dafür instabiles) Verfahren verwendenkann, während man für das FDFD-Verfahren tatsä
hli
h Glei
hungssysteme lö-sen muss, die allerdings dünn besetzt sind. Es war hierbei bei no
h vertretbaremRe
henaufwand mögli
h, Einheitszellen mit 130 × 1 × 130 Gitterpunkten zu be-re
hnen. Es ist zu erwarten, dass mit e�zienterer Lösung der Glei
hungssystemeau
h deutli
h gröÿere Systeme bere
henbar sind.Au
h die Behandlung der Absorption ist in diesem Verfahren problemlos mög-li
h, da es für das Verfahren keine Rolle spielt, ob in der Numerik ebene Wellenauftau
hen oder ni
ht. Es zeigt si
h sogar in den Testre
hnungen des Verhaltenseinfa
her Moden, dass das exponentielle Abklingen von Moden, die si
h in einemeinfa
hen Material (ε(~x) = konst) ni
ht ausbreiten können, korrekt wiedergege-ben wird. (Siehe dazu Tabelle 5.1)Das Hauptaugenmerk lag darauf zu zeigen, dass das FDFD-Verfahren funk-tioniert und im Gegensatz zu den sonst übli
hen Verfahren alle Anforderungenan die Untersu
hung metallis
her Systeme erfüllt. Das Verfahren kann bezügli
hder E�zienz dur
h besser angepasste Lösungsverfahren vermutli
h no
h weiterbes
hleunigt werden. Um die grundlegende Frage zu klären, ob metallis
he Syste-me für Photonis
he Kristalle in Frage kommen, war die Re
henges
hwindigkeitbereits ausrei
hend.Bei der grundlegenden Frage, warum metallis
he Systeme von Interesse seinkönnen, treten zwei Eigens
haften nahe der Plasmafrequenz auf, die gerade beiSilber deutli
h zu erkennen sind. Zunä
hst hat man bei der Plasmafrequenz eineNullstelle im Realteil von ε2(ω), was dazu führt, dass man in Systemen mit einemni
ht-dispersiven Material mit ε1 und dem Metall um die Plasmafrequenz in klei-
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hen quasi beliebig groÿe Kontrastwerte ε1

ε2(ω)
errei
hen kann.Ein hoher Kontrast begünstigt die Ausbildung der Bandlü
ken (sofern diese ni
htaus Symmetriegründen ausges
hlossen sind). Häu�g treten Bandlü
ken erst beire
ht hohen Konstrastwerten auf, die teilweise mit normalen dielektris
hen Ma-terialien ni
ht errei
ht werden können. Gerade in diesem Berei
h beginnt die Ab-sorption des Metalls allerdings stark zu steigen. Das wirft die Frage auf, ob dieserBerei
h um die Nullstelle für praktis
he Anwendungen no
h praktikabel ist, oderob die Absorption dies zuni
hte ma
ht. Die Re
hnungen an den 2-dimensionalenSystem (sowohl mit als au
h ohne Störstellen) zeigen dabei sehr deutli
h, dass,obwohl bei der Nullstelle in der Dispersion von Silber die Absorption erst merkli
hzu steigen beginnt, die Absorption dur
h den Kristall s
hon sehr stark ausgeprägtist. Es wurde gezeigt, dass bereits bei a
ht S
hi
hten ein Groÿteil der einfallen-den Welle absorbiert wird. Es ist zwar immer no
h eine nennbare Transmissionvorhanden, allerdings ist für die meisten Anwendungen eine geringe Absorptionvon Bedeutung. Somit zeigt si
h, dass si
h diese Eigens
haft des metallis
hen Sy-stems, zumindestens im Fall von Silber, nur stark einges
hränkt ausnutzen lässt.Es ist zu vermuten, dass für andere Metalle dies sogar no
h ungünstiger ausfällt,da Silber im Verglei
h mit anderen Edelmetallen eher eine niedrige Absorptionum die Nullstelle in der Dispersion aufweist ([7℄).Auÿer der Nullstelle im Realteil von ε(ω) ist jedo
h no
h interessant, dassunterhalb der Plasmafrequenz der Realteil von ε(ω) sehr stark negative Werteannehmen kann. Diese Werte sind vom Betrag zum Teil deutli
h gröÿer (bis zueiner Gröÿenordnung) als das, was man mit einfa
hen dielektris
hen Materialienerrei
hen kann. Weiterhin hat man in diesem Frequenzberei
h eine zwar ni
ht ver-s
hwindende, aber denno
h eher geringe Absorption von Silber. Dadur
h könnenzwar ni
ht beliebig hohe Werte für den Kontrast der Materialien errei
ht werden,aber man errei
ht Berei
he, die weit oberhalb von dem liegen, was man mit dennormalen dielektris
hen Materialien erhält. Bei der Untersu
hung der vers
hie-denen Systeme, sowohl mit als au
h ohne Störstellen, zeigt si
h prinzipiell, dassim Gegensatz zur Nullstelle in ε(ω) dieser Frequenzberei
h für die Anwendungenvon groÿem Interesse ist. Es zeigt si
h in den Testsystemen, dass die Absorptionder Systeme in einem breiten Frequenzberei
h fast vollständig vers
hwindet. Estreten jedo
h immer wieder gewisse Frequenzberei
he auf, bei denen die Absorp-tion sehr groÿ werden kann. Für die Anwendungen sehr interessant ist jedo
h,
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h bei diesen Systemen die Bandlü
ken teilweise sehr stark verbreiternund au
h tiefer werden, ohne dass in diesem Berei
h eine merkli
he Absorptionauftreten muss. (In endli
hen Systemen bleibt au
h im Berei
h der Bandlü
keeine minimale Transmission vorhanden.) Dies ist gerade, was man für die metal-lis
hen Systeme zu �nden ho�t: Die dur
h den hohen Kontrast erzeugte starkeVerbreiterung von lokalen Bandlü
ken, ohne jedo
h eine merkli
he Absorption zuerhalten. Somit ist gezeigt, dass die zumindest Silber prinzipiell eine praktis
heAlternative zu den normalen dielektris
hen Materialien darstellen, allerdings eherni
ht im allgemein betra
hteten Berei
h der Plasmafrequenz, sondern unterhalbder Plasmafrequenz. (Bei Silber etwa von 1 eV bis 3.5 eV)Zusätzli
h wurden au
h 1-dimensionale und 0-dimensionale Störstellensyste-me eines einfa
hen dielektris
hen Materials (ε = 8, 9) und aus Silber betra
htetund miteinander vergli
hen.Die 1-dimensionale Störstelle ist etwas, das typis
herweise in den Anwendun-gen bei Wellenleitern o.ä. auftritt. Der Grundgedanke ist dabei, dass man ineinen (idealisierter Weise unendli
h ausgedehnten) Photonis
hen Kristall eine 1-dimensionale Störstelle einbringt. Findet man nun Frequenzen, die si
h in dieserStörstelle ausbreiten können, die aber in einer totalen Bandlü
ke des ungestörtenKristalls liegen, so kann si
h die Welle ni
ht in den Kristall ausbreiten (bzw. wirdimmer wieder zur Störstelle zurü
kre�ektiert) und bleibt somit vollständig umdie Störstelle konzentriert. In den Re
hnungen für die 1-dimensionale Störstellezeigt si
h, dass sowohl für das normale dielektris
he Material wie au
h für Sil-ber in den lokalen Bandlü
ken sol
he Frequenzen mit merkli
her, teilweise sogarsehr hoher Transmission auftreten, ohne dass dies mit einer merkli
hen Absorp-tion verbunden sein muss. Insbesondere in der P-Polarisation des metallis
henSystems erkennt man sehr deutli
h, wo die Stärken dieser Systeme liegen können.So erhält man sowohl eine sehr breite Bandlü
ke des ungestörten Systems, wieau
h einen stark ausgeprägten Peak in der Mitte dieser lokalen Bandlü
ke, ohnemerkli
he Absorption. Es konnte also klar gezeigt werden, dass man au
h im me-tallis
hen System die gewüns
hten Eigens
haften alle ohne merkli
he Absorptionerhalten kann, jedo
h mit stark verbreiterter lokaler Bandlü
ke. Für die Anwen-dung bedeutet dies, dass eben metallis
he Systeme man
he Bandlü
ke überhaupterst global ö�nen (dur
h den hohen benötigten Kontrast), aber au
h, dass beiendli
hen S
hi
hten s
hon deutli
h weniger S
hi
hten benötigt werden um einen
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hbaren E�ekt zu erzielen. Au
h hier zeigt si
hwieder, dass metallis
he Systeme für diese Art von Anwendung bestens geeignetsind.Die 0-dimensionale Störstelle tritt für Anwendungen häu�g auf, wenn manFelder an einem Punkt stark konzentrieren oder �binden� will. In beiden Re
h-nungen erkennt man bei der 0-dimensionalen Störstelle eher das Spektrum desungestörten Systems wieder als bei den Re
hnungen der 1-dimensionalen Störstel-le. Au
h hier treten wieder im gestörten Spektrum Frequenzen mit vorhandener,wenn au
h teilweise sehr geringer, Transmission auf. Es zeigt si
h insbesondereim metallis
hen System, dass die Transmissionen alle sehr gering sind. In eini-gen Fällen zeigt si
h, dass stattdessen bei diesen Frequenzen in der Bandlü
kedie Absorption im Verglei
h zum ungestörten System stark zunimmt. Dies zeigt,dass hier prinzipiell zwar eine Frequenz vorliegt, die von Interesse wäre, aberdur
h das jetzt tiefe Eindringen in den Kristall und eine deutli
h Konzentrati-on auf die vorhandenen Zylinder wird die Absorption au
h deutli
h ausgeprägt.Bei der 1-dimensionalen Störstelle konnte si
h das Feld entlang der Störstelleausbreiten, ohne si
h dabei stark in den Zylindern konzentrieren zu müssen. Im0-dimensionalen Fall ist dies ni
ht mehr mögli
h. Dies zeigt au
h wo hier die ein-ges
hränkte Benutzbarkeit dieser Fälle für metallis
he Systeme liegt. Es s
heintso, dass gerade die Frequenzen mit Transmissionen in den Bandlü
ken des unge-störten Systems, au
h zu einer deutli
hen Absorption führen. Praktis
h bedeutetdies, dass trotz der sehr breiten Bandlü
ke es unpraktis
h ist, hohe Felder um die-se Störstelle zu konzentrieren, da gerade diese Frequenzen si
h bis zur Störstellesehr s
hle
ht ausbreiten bzw. dann vom umliegenden Material ni
ht nur re�ek-tiert sondern au
h deutli
h absorbiert werden. Für Anwendungen dieses Typssind die metallis
hen Systeme also nur eher einges
hränkt verwendbar.Insgesamt konnte gezeigt werden, dass Systeme mit Silber (als Beispiel fürmetallis
he Systeme) für einige Anwendungen eine klare Alternative zu den ein-fa
hen dielektris
hen Materialien darstellen. Zum einen weil hier zum Teil deutli
hweniger S
hi
hten für verglei
hbare E�ekte benötigt werden, zum anderen weilmittels der metallis
hen Systeme Konstrastwerte errei
ht werden können, die mitden dielektris
hen Systemen überhaupt ni
ht zugängli
h sind und das, ohne dassdie Absorption notwendigerweise diesen Vorteil wieder zuni
hte ma
ht. Die me-tallis
hen Systeme sind dabei ni
ht für alle Arten von Anwendung geeignet, aber
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hende Eigens
haften.



Anhang A
Modi�ziertes Plane-Wave-Verfahren
A.1 VerfahrenA.1.1 Formulierung als quadratis
he Eigenwertglei
hungAusgangspunkt ist Glei
hung (3.4)




ω2

c2
~u~k, ~G′ +

∑

~G∈Γ

(

1

ε

)

~G′− ~G

(~k + ~G′) × (~k + ~G) × ~u~k, ~G



 = 0, ∀~G′ ∈ Γ, (A.1)in der das doppelte Kreuzprodukt dur
h die Formel ~a× (~b×~c) = (~a ·~c)~b− (~a ·~b)~cbestimmt wird:
(~k + ~G′) ×

(

(~k + ~G) × ~u~k, ~G

) (A.2)
=((~k + ~G′) · ~u~k, ~G)(~k + ~G) −

(

(~k + ~G′) · (~k + ~G)
)

~u~k, ~G.Diese Glei
hung s
hreibt man in eine Matrixglei
hung in ~u~k, ~G um und erhältdamit: 124
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(~k + ~G′) ×

(

(~k + ~G) × ~u~k, ~G

)

=

[







(kx + G′
x)(kx + Gx) (ky + G′

y)(kx + Gx) (kz + G′
z)(kx + Gx)

(kx + G′
x)(ky + Gy) (ky + G′

y)(ky + Gy) (kz + G′
z)(ky + Gy)

(kx + G′
x)(kz + Gz) (ky + G′

y)(kz + Gz) (kz + G′
z)(kz + Gz)







− ((~k + ~G′) · (~k + ~G))I

]

]~u~k, ~G (A.3)
=
[

(~k + ~G′) ⊗ (~k + ~G) − ((~k + ~G′) · (~k + ~G))I
]

~u~k, ~G.Verwendet man diese Glei
hung nun in Zusammenhang mit (3.4), so gilt:




ω2

c2
~u~k, ~G′ +

∑

~G∈Γ

(

1

ε

)

~G′− ~G

(~k + ~G′) × (~k + ~G) × ~u~k, ~G



 = 0

⇔
∑

~G∈Γ

[(

ω2

c2
δ( ~G − ~G′)I +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

− ((~k + ~G′) · (~k + ~G))I (A.4)
+







(kx + G′
x)(kx + Gx) (ky + G′

y)(kx + Gx) (kz + G′
z)(kx + Gx)

(kx + G′
x)(ky + Gy) (ky + G′

y)(ky + Gy) (kz + G′
z)(ky + Gy)

(kx + G′
x)(kz + Gz) (ky + G′

y)(kz + Gz) (kz + G′
z)(kz + Gz)







})

~u~k, ~G

]

= 0,mit
δ( ~G) =

{

1, wenn ~G = ~0

0, sonst. (A.5)
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htli
heren S
hreibweise führt man die Matrix-Gröÿe S ~G, ~G′ ein:
S ~G, ~G′ :=

ω2

c2
δ( ~G − ~G′)I +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

− ((~k + ~G′) · (~k + ~G))I (A.6)
+







(kx + G′
x)(kx + Gx) (ky + G′

y)(kx + Gx) (kz + G′
z)(kx + Gx)

(kx + G′
x)(ky + Gy) (ky + G′

y)(ky + Gy) (kz + G′
z)(ky + Gy)

(kx + G′
x)(kz + Gz) (ky + G′

y)(kz + Gz) (kz + G′
z)(kz + Gz)







}

,womit si
h (A.4) au
h kurz s
hreiben lässt als:
∑

~G∈Γ

S ~G, ~G′~u~k, ~G = 0 ∀~G′ ∈ Γ. (A.7)Zusätzli
h zu (A.4) muss aber au
h no
h die Divergenzglei
hung
~∇ · ~H = 0 (A.8)aus den Maxwell-Glei
hungen (2.3a) gelten. Dies kann dazu verwendet werden,eine der Feldkomponenten u

(x)
~k, ~G

, u
(y)
~k, ~G

oder u
(z)
~k, ~G

zu eliminieren. Das hat zwei Vor-teile. Man entfernt zum einen dadur
h die unphysikalis
hen transversalen Modenaus dem Lösungsraum. Zum anderen verringert man die Anzahl der Glei
hungenund Unbekannten um 1/3 und somit verringert man sowohl den Spei
herver-brau
h als au
h die benötigte Re
henzeit. (Beides sogar um deutli
h mehr als
1/3, da der Spei
herverbrau
h wie au
h die benötigte Re
henzeit mit einer Ord-nung O(N), N > 1 anwa
hsen.)Rein willkürli
h wird hier die Komponente u

(x)
~k, ~G

gewählt. Das Verfahren funk-tioniert analog, wenn man stattdessen u
(y)
~k, ~G

wählt.(u(z)
~k, ~G

kann hier ni
ht gewählt werden, da wir uns bei der Betra
htung als qua-dratis
he Eigenwertglei
hung willkürli
h auf kz festgelegt haben. Wählt man eineandere k-Komponente, so muss die aus Glei
hung (A.4) zu eliminierende Kompo-nente von ~u~k, ~G anders gewählt werden. Wi
htig ist es, ni
ht die Komponente ausder Glei
hung zu entfernen, die man in ~k zum Ums
hreiben in eine quadratis
heEigenwertglei
hung verwendet.)Setzt man in (A.8) für ~H die Blo
h-Form mit der Fourier-Entwi
klung ein, soerhält man:
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(kx + Gx)u

(x)
~k, ~G

+ (ky + Gy)u
(y)
~k, ~G

+ (kz + Gz)u
(z)
~k, ~G

= 0. (A.9)Ist kx +Gx 6= 0 für alle ~G, so kann man Glei
hung (A.9) na
h u
(x)
~k, ~G

umstellen. I.A.heiÿt das, dass man bei der Wahl von kx sol
he Werte vermeiden muss, bei denensi
h kx als Summe ganzzahliger Vielfa
her der x-Komponente der Basisvektorendes reziproken Gitters s
hreiben lässt. Für ein festes ky handelt es si
h dabei aberimmer nur um diskrete Punkte in kx. Man kann statt des betra
hteten Punktes dieRe
hnung für kx+ǫ mit einem kleinen Wert für ǫ dur
hführen. Theoretis
h könnteman in einem sol
hen Fall das ganze Verfahren symmetris
h so dur
hführen, dassman statt na
h kx in diesen Fällen na
h ky au�öst. Allerdings kann es natürli
hau
h vorkommen, dass sowohl kx als au
h ky so gewählt sind, dass es jeweils ein
~G, ~G′ gibt, so dass kx+Gx = 0 bzw. ky+G′

y = 0 ist. (Zum Beispiel im trivialen Fall
kx = ky = 0.) Hat man ein kubis
hes Raumgitter, so bedeutet das, dass man mit
kx und ky ledigli
h den Mittelpunkt der 1. Brillouin-Zone und die Zonenrändervermeiden muss. Für den weiteren Verlauf sei also nun einfa
h angenommen, dassder Wert für kx keine Probleme bereitet. Andernfalls muss wie oben bes
hriebenverfahren werden. Unter dieser Annahme folgt aus (A.9):

u
(x)
~k, ~G

= −ky + Gy

kx + Gx
u

(y)
~k, ~G

− kz + Gz

kx + Gx
u

(z)
~k, ~G

. (A.10)Betra
htet man (A.7) jetzt komponentenweise, so erhält man für die Kompo-nente ξ:
∑

~G∈Γ

∑

i=x,y,z

S
(ξi)
~G, ~G′

~u
(i)
~k, ~G

= 0 ∀~G′ ∈ Γ, ξ = x, y, z (A.11)Für einen festen aber beliebigen Vektor ~G′ setzt man nun (A.10) in (A.11)ein und erhält damit
0 =

∑

~G∈Γ

S
(ξx)
~G, ~G′

~u
(x)
~k, ~G

+ S
(ξy)
~G, ~G′

~u
(y)
~k, ~G

+ S
(ξz)
~G, ~G′

~u
(z)
~k, ~G

=
∑

~G∈Γ

S
(ξx)
~G, ~G′

(

−ky + Gy

kx + Gx
u

(y)
~k, ~G

− kz + Gz

kx + Gx
u

(z)
~k, ~G

)

+ S
(ξy)
~G, ~G′

~u
(y)
~k, ~G

+ S
(ξz)
~G, ~G′

~u
(z)
~k, ~G

. (A.12)Zunä
hst betra
htet man nun den Fall ξ = y und erhält damit aus (A.12) die
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hung:
0 =

∑

~G∈Γ

S
(ξx)
~G, ~G′

(

−ky + Gy

kx + Gx

u
(y)
~k, ~G

− kz + Gz

kx + Gx

u
(z)
~k, ~G

)

+ S
(ξy)
~G, ~G′

~u
(y)
~k, ~G

+ S
(ξz)
~G, ~G′

~u
(z)
~k, ~G

=
∑

~G∈Γ

(

S
(yy)
~G, ~G′

− ky + Gy

kx + Gx
S

(yx)
~G, ~G′

)

u
(y)
~k, ~G

+

(

S
(yz)
~G, ~G′

− kz + Gz

kx + Gx
S

(yx)
~G, ~G′

)

u
(z)
~k, ~G

. (A.13)
Ersetzt man nun die entspre
henden Komponenten von S ~G, ~G′ na
h (A.6), sowird die Glei
hung zu:

0 =
∑

~G∈Γ

[(

ω2

c2
δ( ~G − ~G′) +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

−(~k + ~G′) · (~k + ~G) + (ky + G′
y)(ky + Gy)

}

− ky + Gy

kx + Gx

(

1

ε

)

~G′− ~G

(kx + G′
x)(ky + Gy)

)

u
(y)
~k, ~G

+

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

(kz + G′
z)(ky + Gy)

− kz + Gz

kx + Gx
(kx + G′

x)(ky + Gy)

}

)u
(z)
~k, ~G

]

.

Ausmultiplizieren und Umordnen na
h Potenzen von kz liefert s
hlieÿli
h:
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0 =

∑

~G∈Γ

[ (

ω2

c2
δ( ~G − ~G′) +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

− (kx + G′
x)(kx + Gx) − GzG

′
z

− ky + Gy

kx + Gx
(kx + G′

x)(ky + Gy)

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

(−Gz − G′
z)

− k2
z

(

1

ε

)

~G′− ~G

)

u
(y)
~k, ~G

(A.14)
+

(

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

G′
z(ky + Gy) −

Gz

kx + Gx
(kx + G′

x)(Ky + Gy)

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

ky + Gy −
ky + Gy

kx + Gx
(kx + G′

x)

}

)

u
(z)
~k, ~G

.Analog dazu betra
htet man nun no
h den Fall, dass in (A.12) ξ = z ist undman setzt die De�nition (A.6) von S ein, formt die Terme um und sortiert dasErgebnis na
h Potenzen von kz. Daraus erhält man:
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0 =

∑

~G∈Γ

(

S
(zy)
~G, ~G′

− ky + Gy

kx + Gx
S

(zx)
~G, ~G′

)

u
(y)
~k, ~G

+

(

S
(zz)
~G, ~G′

− kz + Gz

kx + Gx
S

(zx)
~G, ~G′

)

u
(z)
~k, ~G

=
∑

~G∈Γ

[ (

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

(ky + G′
y)Gz −

ky + Gy

kx + Gx

(kx + G′
x)Gz

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

ky + G′
y −

ky + Gy

kx + Gx
(kx + G′

x)

}

)

u
(y)
~k, ~G (A.15)

+

(

ω2

c2
δ( ~G − ~G′) +

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

− (kx + G′
x)(kx + Gx)

− (ky + G′
y)(ky + Gy) −

Gz

kx + Gx
(kx + G′

x)Gz

}

+ kz

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

−2
kx + G′

x

kx + Gx

}

− k2
z

(

1

ε

)

~G′− ~G

{

kx + G′
x

kx + Gx

}

)

u
(z)
~k, ~G

]

.Ähnli
h wie beim regulären Plane-Wave-Verfahren ist dieses unendli
h-di-mensionale Glei
hungssystem immer no
h exakt und ohne Näherung, allerdingsin dieser Form au
h ni
ht lösbar. Deshalb geht man analog zu dem regulärenPlane-Wave-Verfahren vor und betra
htet nur no
h eine endli
he Anzahl an Vek-toren ~G bzw. ~G′ mit der Begründung, dass die Anteile in der Fourier-Zerlegungfür groÿe Normen von ~G bzw. ~G′ immer kleiner werden.Damit erhält man nun eine endli
he Anzahl von Glei
hungen, da man nureine endli
he Anzahl an Vektoren ~G′ mit einer endli
hen Anzahl an Unbekannten
u

(y/z)
~k, ~G

betra
htet. Dies ist i.a. so, dass man für ~G und ~G′ die glei
he Teilmengedes Gitters Γ betra
htet. Ist die Anzahl der betra
hteten Gittervektoren n, soerhält man 2n Unbekannte (n Unbekannte u
(y)
~k, ~G

und n Unbekannte u
(z)
~k, ~G

) und
2n Glei
hungen (n Glei
hungen (A.14) und n Glei
hungen (A.15)). Fasst mannun die Unbekannten u

(y)
~k, ~G

bzw. u
(z)
~k, ~G

in einem 2n-komponentigen Vektor u bzw.
u~k zusammen, so kann man das Glei
hungssystem, das dur
h (A.14) und (A.15)



A.1. VERFAHREN 131aufgespannt wird, in der Form
0 = Au + kzBu − k2

zCu (A.16)s
hreiben, wobei A, B und C (2n×2n)-Matrizen sind, die dur
h die Glei
hungen(A.14) und (A.15) gegeben sind.A.1.2 Lösung des quadratis
hen ProblemsNa
hdem das Problem nun in eine Matrixglei
hung in u mit bis zu quadratis
henTermen in kz formuliert wurde, muss man si
h überlegen, wie man dieses Systemgeeignet lösen kann bzw. wann dieses System ni
ht-triviale Lösungen besitzt.Ausgangspunkt ist also die Glei
hung (A.16):
0 = Au + kzBu − k2

zCu. (A.17)Führt man hier nun eine neue Variable v := kzu ein, so wird das Glei
hungs-system zu:
−kzu + v = 0

Au + Bv − kzCv = 0.
(A.18)Weiter ma
ht man die Annahme, dass die Matrix C invertierbar sei. Für denallgemeinen Fall ist dies natürli
h ni
ht gegeben, aber praktis
h spielt dies eherkeine Rolle und auf die Invertierbarkeit der Matrix C soll später no
h gezielteingegangen werden. Für den Moment nehmen wir aber an, dass die Matrix in-vertierbar sei. Dann kann man das Glei
hungssystem ums
hreiben zu:

−kzu + v = 0

C−1Au + C−1Bv − kzv = 0.
(A.19)De�niert man nun einen 4n-komponentigen Vektor X, der u und v in einemVektor zusammenfasst, so dass gilt

X =

(

u

v

)

, (A.20)dann kann man (A.19) au
h als eine Matrixglei
hung für eine 4n × 4n-Matrix
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hten:






−kzI2n I2n

C−1A C−1B − kzI2n






X = 0

⇔













0 I2n

C−1A C−1B






− kzI4n






X = 0. (A.21)Dieses homogene Glei
hungssystem hat nun genau dann ni
ht-triviale, undsomit physikalis
h interessante Lösungen, wenn

det |U − kzI| = 0, (A.22)mit
U =







0 I2n

C−1A C−1B






(A.23)ist.Dies ist aber äquivalent zu der Aussage, dass kz ein Eigenwert der 4n × 4n-Matrix U ist. Man hat si
h also die Umstellung der fouriertransformierten Glei-
hung (2.5) dadur
h erkauft, dass man die Eigenwerte einer gröÿeren Matrix Ubere
hnen muss. Dies bedeutet eine deutli
he Steigerung des Re
henaufwandes.(Im Falle einer Verdopplung für ein allgemeines Eigenwertverfahren eine Ver-a
htfa
hung der Re
hendauer, da Eigenwertbere
hnungen mit O(N3) skalieren.)Allerdings erkauft man si
h diese Umformung au
h damit, dass man die übli
her-weise im System vorhandene Symmetrie, insbesondere au
h die Hermitezität desProblems verliert.Wie kommt diese Symmetriebre
hung zustande? Zum einen dadur
h, dassdie Ums
hreibung des Glei
hungssystems mit quadratis
hem Anteil in kz in dieobige Form für die grobe Form der Matrix U sorgt. Wenn man die Matrizen

A, B und C in dem gegebenen Fall betra
htet (also die Faktoren vor k0
z , k1

zund k2
z), erkennt man, dass diese Glei
hungen keine allgemeinen Symmetrienaufweisen. Dies liegt daran, dass man beim Au�ösen der Divergenzglei
hung (A.8)
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h u~k, ~G explizit eine Ri
htung wählt. Somit wird eine �Vorzugsri
htung� in dieGlei
hungen eingeführt, die die vorhandene Symmetrie in x und y bri
ht.A.1.3 Invertierbarkeit der Matrix CUm zu verstehen, ob die Invertierbarkeit der Matrix C, die dur
h die Glei
hungen(A.14) und (A.15) gegeben ist, als gegeben angesehen werden kann, muss mansi
h die Struktur der Glei
hungen genauer ansehen. Allerdings führt die Index-struktur do
h zu einer deutli
h komplizierteren Gestalt als sie in der grundlegendeStruktur eigentli
h vorhanden ist. Deshalb soll hier das Problem etwas vereinfa
htdargestellt werden, ohne jedo
h etwas an der eigentli
hen Struktur zu verändern.Um dies zu tun, seien hier die Vektoren ~G bzw. ~G′ willkürli
h als 1-dimensionalund ganzzahlig betra
htet und von -2 bis +2 gewählt (damit die Matrizen ni
htzu groÿ werden). Man erkennt so s
hon die Struktur, in der si
h das Problemaufbaut. Au
h werden der Einfa
hheit halber die Komponenten von ~k und ~G inrelativen Einheiten gegeben, so dass die Kompomenten von ~k zwis
hen -1 und 1liegen und die Komponenten von ~G ganzzahlig werden. (Dies dient hier nur derÜbersi
ht und um ni
ht zusätzli
he Normierungsfaktoren mitführen zu müssen,die auf die Invertierbarkeit keinerlei Ein�uss haben.)Betra
htet man nun zunä
hst den physikalis
h uninteressanten, aber formaleinfa
hen Fall eines konstanten Dielektrikums, dann gilt für die Fourier-Transformierte,dass sie proportional zu δ( ~G) ist. D.h., da in den Glei
hungen immer die Ter-me (1
ε

)

~G′− ~G
als Faktor bei k2

z auftau
hen, dass nur Beiträge mit ~G′ = ~G vor-kommen. Damit vereinfa
ht si
h die Struktur wesentli
h. Die konstante Fourier-Komponente, die als einzige übrig bleibt, sei mit ε̃−1
0 bezei
hnet, dann ist dieMatrix gegeben dur
h die Anwendung auf u~k mit:

Cu~k =





























ε̃−1
0 0 . . . 0

0 ε̃−1
0

...... . . .
0 . . . ε̃−1

0

























































u
(y)
~k,−2

u
(y)
~k,−1...

u
(z)
~k,+2





























(A.24)
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0 6= 0 ist, ist C eine Diagonalmatrix und somit trivial invertierbar.Im realistis
heren Fall, in dem man keine Konstante Struktur hat, ist dieStruktur der Matrix C allerdings komplizierter. Betra
hten wir also wieder die1-dimensionale Vereinfa
hung in ~G und nummerieren G von -2 bis 2. Die entspre-
henden Fourierkomponenten von 1

ε
nummerieren wir dementspre
hend mit ε̃−1

−2bis ε̃−1
+2.Für die Terme kx+G′

x

kx+Gx
sei no
h darauf hingewiesen, dass diese stets unglei
h0 sind, da, wie bereits bei der Herleitung des Verfahrens erwähnt, kx ni
ht sogewählt werden darf, dass für ein beliebiges Gx gilt, dass kx + Gx = 0 wird.Deshalb kann au
h der Zähler hier ni
ht null werden und es gilt immer kx+G′

x

kx+Gx
6= 0.C hat in diesem Fall die folgende Struktur:

C =























































































ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0

0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 0 0 0 0 0

0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx−2
kx−1

ε̃−1
−2

kx−2
kx

0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
1

kx−1
kx−2

ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx−1

kx
ε̃−1
−2

kx−1
kx+1

0

0 0 0 0 0 ε̃−1
2

kx

kx−2
ε̃−1
1

kx

kx−1
ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx

kx+1
ε̃−1
−2

kx

kx+2

0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2

kx+1
kx−1

ε̃−1
1

kx+1
kx

ε̃−1
0 ε̃−1

−1
kx+1
kx+2

0 0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2

kx+2
kx

ε̃−1
1

kx+2
kx+1

ε̃−1
0























































































.

Die Matrix C ist nun genau dann invertierbar, wenn det |C| 6= 0 ist. Da deteine multilineare Abbildung ist, kann man Faktoren aus den Zeilen, bzw. Spalten



A.1. VERFAHREN 135vor die Determinante ziehen. Tut man dies insbesondere in der 6. Spalte mit demFaktor 1
kx−2

, in der 7. mit 1
kx−1

usw. bis zur 10. Spalte mit dem Faktor 1
kx+2

unddementspre
hend in Zeile 6 mit dem Faktor kx − 2 bis Zeile 10 mit dem Faktor
kx + 2, so erhält man

det |C| =
(kx − 2)(kx − 1)kx(kx + 1)(kx + 2)

(kx − 2)(kx − 1)kx(kx + 1)(kx + 2)
det |R| = det |R|, (A.25)mit dem Rest R. (Die Faktoren kx − 2, . . . , kx + 2 sind alle unglei
h 0.)Daraus ergibt si
h fuer R:

R =























































































ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0 0 0 0 0 0

ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0 0 0 0

0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 0 0 0 0 0

0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0

0 0 0 0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2

0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1

0 0 0 0 0 0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0























































































. (A.26)

Man erkennt, dass die Matrix R in zwei identis
he Matrizen zerfällt. Somit



136 ANHANG A. MODIFIZIERTES PLANE-WAVE-VERFAHRENkann die Determinante in zwei Determinanten aufgespaltet werden und mit
R′ :=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2 0 0

ε̃−1
1 ε̃−1

0 ε̃−1
−1 ε̃−1

−2 0

ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1 ε̃−1
−2

0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0 ε̃−1

−1

0 0 ε̃−1
2 ε̃−1

1 ε̃−1
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(A.27)
gilt:

det |C| = det |R| = det |R′|2. (A.28)Damit ist nun det |C| = 0, genau dann, wenn det |R′| = 0 ist, was auss
hlieÿ-li
h dur
h die Fourier-Transformierte der dielektris
hen Struktur ε gegeben ist.I.a. ist C ni
ht invertierbar. In dem gegebenen Fall muss man zum Beispiel nureine Struktur betra
hten, die nur die Komponente ε̃−1
2 besitzt und alle anderenFourier-Komponenten vers
hwinden. Dann ist det |R′| = 0 und somit die Matrix

C ni
ht invertierbar.Praktis
h spielt dies allerdings trotzdem für dieses Verfahren keine Rolle, dadie Strukturen, die man übli
herweise betra
htet, so ges
ha�en sind, dass dieMatrix C invertierbar ist. Zu verstehen ist dies anhand der Tatsa
he, dass beiden übli
herweise studierten Strukturen gerade die Komponente ε̃−1
0 re
ht groÿist und wir ja au
h s
hon bei der Näherung des Abs
hneidens höherer Fourier-Komponenten davon ausgehen, dass diese immer kleiner werden. Im Fall dass

ε̃−1
0 so groÿ wird, dass R′ diagonaldominant wird (d.h. die Summe der Beträgealler Einträge einer Zeile auÿerhalb der Diagonalen sind kleiner als der Betrag desEintrags auf der Diagonalen), dann ist C au
h invertierbar, da Diagonaldominanzein hinrei
hendes Kriterium für die Invertierbarkeit quadratis
her Matrizen ist.A.1.4 Numeris
he Eigenwertbere
hnungDas Problem bei einer e�ektiven Implementierung des gegebenen Problems ist,dass man die Eigenwerte einer groÿen Matrix (U aus (A.23)) bestimmen muss,



A.1. VERFAHREN 137die als Gesamtmatrix keine für die Bere
hnung der Eigenwerte brau
hbaren Sym-metrien besitzt. So sind die beiden oberen Blö
ke in Form der Nullmatrix undder Identität I zwar einfa
h, allerdings besitzen die unteren Blö
ke keine beson-deren Eigens
haften, insbesondere ist die gesamte Matrix U als sol
he i.a. ni
hthermites
h.Daraus folgt, dass man nur mit allgemeinen Verfahren der Eigenwertbere
h-nung die Eigenwerte bestimmen kann. Das hat allerdings au
h zur Folge, dassdamit die Bere
hnung der Eigenwerte sehr zeitaufwendig ist. Au
h ist es im Rah-men dieser Arbeit ni
ht gelungen, das Problem dur
h Koordinatentransformatio-nen in eine Form zu bringen, die es erlauben würde, e�zientere Algorithmen zurBestimmung der Eigenwerte zu verwenden.Insbesondere sei darauf hingewiesen, dass bei diesem Verfahren bei entspre-
hend groÿer Anzahl an Vektoren ~G die Matrix sehr lei
ht auf mehrere tausendZeilen/Spalten anwä
hst. Man erhält damit au
h dieselbe Anzahl an Eigenwerten(mit Mehrfa
hwertung von entarteten Eigenwerten), aber physikalis
h relevantsind nur die Eigenwerte, deren imaginärer Anteil vers
hwindet, da die anderenLösungen auf- bzw. abklingenden Moden entspre
hen. Au
h von den Eigenwertenauf der reellen A
hse sind nur diejenigen interessant, die si
h im Berei
h der 1.Brillouin-Zone be�nden. Dies sind in der Regel sehr wenige (in der Gröÿenord-nung bis zu 10) bis gar keine (falls es für die gegebene Frequenz und die Wertevon kx und ky keine Lösung gibt).A.1.5 Skalierungseigens
haftenWeiterhin soll no
h betra
htet werden, wie das modi�zierte ebene-Wellen-Verfahrenmit zunehmender Anzahl ebener Wellen skaliert. Betra
htet man eine 3-dimensionaleStruktur und betra
htet in jede Raumri
htung einen 
ut-o� N für ~k, so skaliertdie Anzahl der ~k-Vektoren mit O(N3). Da der untere Teil der Matrix allerdingsdi
ht besetzt ist, skaliert der Spei
herbedarf der Matrix U mit dem Quadrat derAnzahl der ebenen Wellen, also insgesamt mit O(N6).No
h ungüngstiger sieht es jedo
h aus, wenn man si
h den Bedarf an Re
hen-zeit betra
htet, denn die allgemeinen Re
henverfahren, die verwendet werden,skalieren mit der 3. Potenz der Gröÿe des Systems, also insgesamt mit O(N9).Anhand dieser Überlegungen erkennt man sehr s
hnell, dass die praktis
heUmsetzung dieses Verfahrens sehr begrenzt mögli
h ist, da sowohl der Spei
her-
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henzeit extrem mit dem 
ut-o� an-steigen. Dadur
h ist der Einsatz dieses Verfahrens nur begrenzt mögli
h. EineAbsorption ist au
h hier (als Bandstruktur-Verfahren) aus den selben Gründenwie beim normalen Plane-Wave-Verfahren ni
ht einfa
h zu betra
hten.



Anhang BFDFD-VerfahrenDas �Finite Di�eren
e Frequen
y Domain� (FDFD) Verfahren ist prinzipiell soaufgebaut, dass man die Maxwell-Glei
hungen in Integralform im Frequenzraumdiskretisiert und dur
h gegebenes kx und ky in x- und y-Ri
htung Blo
h-Rand-wertbedingungen vorgibt, während man an den beiden Enden mit z = konstexplizit Kombination von Vakuum-Moden vorgibt. Dur
h diese Randwerte undRandbedingungen ist dann die Lösung innerhalb des betra
hteten Raumberei
hsvon z = zmin bis z = zmax eindeutig bestimmt und kann dur
h ein dünn be-setztes Glei
hungssystem bere
hnet werden. (Die Tatsa
he, dass die Glei
hungendünn besetzt sind, ist wi
htig für das Skalierungsverhalten.) Führt man dieseRe
hnungen mit vers
hiedenen linear unabhängig vorgegebenen Anteilen an Ba-sisfunktionen bei z = zmin und z = zmax dur
h, so kann man die Streumatrix desObjekts in der Basis der Vakuum-Moden und somit Re�exion, Transmission undgegebenenfalls Absorption des betra
hteten Raumberei
hes bere
hnen.B.1 Transmission-SpektrenAusgangspunkt sind au
h hier die Maxwell-Glei
hungen, die allerdings (teilweise)in der integralen Form betra
htet werden. Die Maxwell-Glei
hungen werden dannauf einem Yee-Gitter [6℄ diskretisiert, d.h. man unterteilt das zu bes
hreibendeRaumgebiet in ein 3-dimensionales Gitter. Der Einfa
hheit halber gehen wir hierdavon aus, dass das Gitter in jeder Raumri
htung äquidistant ist. Die Gitterab-stände in unters
hiedli
hen Raumri
htungen können jedo
h unters
hiedli
h sein.Dadur
h hat man das Raumgebiet in Quader unterteilt.139
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Abbildung B.1: Yee-Gitter. Dabei sitzen die elektris
hen Felder auf den Kantender Quader und die magnetis
hen Felder senkre
ht auf den Seiten�ä
hen.Bei der Diskretisierung der Maxwell-Glei
hungen auf diesen Quadern gehtman nun davon aus, dass ε jeweils in einem Quader konstant ist. Das elektris
heFeld betra
htet man jeweils auf der Mitte der Kanten der Quader entlang derKanten und die magnetis
hen Felder senkre
ht auf den Seiten�ä
hen der Quader(Abb B.1). Diese Art der Quantisierung hat zwei Vorteile: Zum einen sind dieFelder so platziert, dass die Sprungbedingungen an der Grenz�ä
he zwis
hen zweiMedien immer erfüllt sind, da es si
h immer um die stetigen Feldkomponentenhandelt. Zum anderen sorgt diese Art der Diskretisierung dafür, dass für ω 6= 0die Quellenfreiheit der Felder au
h in der Diskretisierung gegeben ist. Deshalb be-tra
htet man nur die beiden übrigen Glei
hungen in harmonis
hen Moden (daherder Name 'frequen
y domain') in integraler Form:
∮

∂A

~H · d~s =

∫

A

iωε0ε(~r) ~E · d ~A (B.1)
∮

∂A

~E · d~s = −
∫

A

iωµ0
~H · d ~A, (B.2)wobei die Flä
hen A für die Diskretisierung passend gewählt werden. Siehehierzu au
h [30℄.Man nummeriert nun die Felder ~E bzw. ~H mit (i, j, k) dur
h, wobei i, j bzw.

k die Quader jeweils in x-, y- bzw. z-Ri
htung dur
hnummerieren. Ebenso sei
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h ε nummeriert und hx, hy, hz sind die Längen der Quader in die x-, y- bzw.
z-Ri
htung.

Abbildung B.2: Wahl der Flä
he A senkre
ht zu Ex(i, j, k).Zunä
hst soll Glei
hung (B.1) betra
htet werden. Dazu betra
htet man zu-nä
hst eine Flä
he senkre
ht zu Ex (siehe Abb. B.2) und erhält daraus die Glei-
hung für den Quader (i, j, k):
Hz(i, j, k)hz − Hy(i, j, k)hy − Hz(i, j − 1, k)hz + Hy(i, j, k − 1)hy (B.3)

=iω
hyhz

4
ε0(ε(i, j, k) + ε(i, j − 1, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i, j − 1, k − 1))Ex(i, j, k).Wie dabei die Quader am Randberei
h der numeris
hen Box betra
htet wer-den sollen, wird später geklärt.

Abbildung B.3: Wahl der Flä
he A senkre
ht zu Ey(i, j, k).



142 ANHANG B. FDFD-VERFAHRENAnalog erhält man für eine Flä
he senkre
ht zu Ey(i, j, k) (Abb. B.3):
Hx(i, j, k)hx − Hz(i, j, k)hz − Hx(i, j, k − 1)hx + Hz(i − 1, j, k)hz (B.4)

=iω
hxhz

4
ε0(ε(i, j, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i − 1, j, k − 1) + ε(i − 1, j, k))Ey(i, j, k)

Abbildung B.4: Wahl der Flä
he A senkre
ht zu Ez.Und s
hlieÿli
h für eine Flä
he senkre
ht auf Ez(i, j, k) (Abb. B.4):
Hy(i, j, k)hy − Hx(i, j, k)hx − Hy(i − 1, j, k)hy − Hx(i, j − 1, k)hx (B.5)

=iω
hyhx

4
ε0(ε(i, j, k) + ε(i − 1, j, k) + ε(i − 1, j − 1, k) + ε(i, j − 1, k))Ez(i, j, k).

Abbildung B.5: Wahl der Flä
he A senkre
ht zu Hx(i, j, k).Ebenso betra
htet man nun (B.2) für die Seiten�ä
hen des Quaders (i, j, k).Für die Seiten�ä
he senkre
ht zu Hx(i, j, k) (siehe Abb. B.5) erhält man:
Ey(i, j, k)hy + Ez(i, j + 1, k)hz − Ey(i, j, k + 1)hy − Ez(i, j, k)hz

= −iωBx(i, j, k)hyhz. (B.6)
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Abbildung B.6: Wahl der Flä
he A senkre
ht zu Hy(i, j, k).Analog dazu für die Flä
he senkre
ht zu Hy (siehe Abb B.6):
Ez(i, j, k)hz + Ex(i, j, k + 1)hx − Ez(i + 1, j, k)hz − Ex(i, j, k)hx

= − iωBy(i, j, k)hxhz, (B.7)

Abbildung B.7: Wahl der Flä
he A senkre
ht zu Hz(i, j, k).sowie für die Flä
he senkre
ht zu Hz (siehe Abb. B.7):
Ex(i, j, k)hx + Ey(i + 1, j, k)hy − Ex(i, j + 1, k)hx − Ey(i, j, k)hy

= − iωBz(i, j, k)hxhy. (B.8)Man kann nun Glei
hungen (B.6)-(B.8) in die Glei
hungen (B.3)-(B.5) einset-zen und umformen und erhält damit die für das FDFD-Verfahren verwendetenFeldglei
hungen:
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Ex(i, j, k)

[

− ω2hyhz

4c2

(

ε(i, j, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i, j − 1, k) + ε(i, j − 1, k − 1)
)

+ 2
hz

hy

+ 2
hy

hz

]

+ Ex(i, j + 1, k)
[

− hz

hy

]

+ Ex(i, j − 1, k)
[

− hz

hy

]

+ Ex(i, j, k + 1)
[

− hy

hz

]

+ Ex(i, j, k − 1)
[

− hy

hz

]

+ Ey(i, j, k)
[

− hz

hx

]

+ Ey(i + 1, j, k)
[hz

hx

] (B.9)
+ Ey(i, j − 1, k)

[hz

hx

]

+ Ey(i + 1, j − 1, k)
[

− hz

hx

]

+ Ez(i, j, k)
[

− hy

hx

]

+ Ez(i + 1, j, k)
[hy

hx

]

+ Ez(i, j, k − 1)
[hy

hx

]

+ Ez(i + 1, j, k − 1)
[

− hy

hx

]

= 0

Ey(i, j, k)

[

− ω2hxhz

4c2

(

ε(i, j, k) + ε(i, j, k − 1) + ε(i − 1, j, k) + ε(i − 1, j, k − 1)
)

+ 2
hx

hz
+ 2

hz

hx

]

+ Ey(i, j, k + 1)
[

− hx

hz

]

+ Ey(i, j, k − 1)
[

− hx

hz

]

+ Ey(i + 1, j, k)
[

− hz

hx

]

+ Ey(i − 1, j, k)
[

− hz

hx

]

+ Ez(i, j, k)
[

− hx

hy

]

+ Ez(i, j + 1, k)
[hx

hy

] (B.10)
+ Ez(i, j, k − 1)

[hx

hz

]

+ Ez(i, j + 1, k − 1)
[

− hx

hz

]

+ Ex(i, j, k)
[

− hz

hy

]

+ Ex(i, j + 1, k)
[hz

hy

]

+ Ex(i − 1, j, k)
[hz

hy

]

+ Ex(i − 1, j + 1, k)
[

− hz

hy

]

= 0
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Ez(i, j, k)

[

− ω2hyhx

4c2

(

ε(i, j, k) + ε(i − 1, j, k) + ε(i, j − 1, k) + ε(i − 1, j − 1, k)
)

+ 2
hy

hx

+ 2
hx

hy

]

+ Ez(i + 1, j, k)
[

− hy

hx

]

+ Ez(i − 1, j, k)
[

− hy

hx

]

+ Ez(i, j + 1, k)
[

− hx

hy

]

+ Ez(i, j − 1, k)
[

− hx

hy

]

+ Ex(i, j, k)
[

− hy

hz

]

+ Ex(i, j, k + 1)
[hy

hz

] (B.11)
+ Ex(i − 1, j, k)

[hy

hx

]

+ Ex(i − 1, j, k + 1)
[

− hx

hy

]

+ Ey(i, j, k)
[

− hx

hz

]

+ Ey(i, j, k + 1)
[hx

hz

]

+ Ey(i, j − 1, k)
[hx

hz

]

+ Ey(i, j − 1, k + 1)
[

− hx

hz

]

= 0.Damit man die Übersi
ht behält, wel
he Feldvektoren für die Glei
hungenrelevant sind, verans
hauli
ht man si
h die Feldvektoren, wie sie in den Glei-
hungen (B.9) - (B.11) auftau
hen. Betra
htet man die Glei
hungen jeweils alsBestimmungsglei
hung für die erste auftau
hende Feldkomponente (also in (B.9)für Ex(i, j, k), in (B.10) für Ey(i, j, k) und in (B.11) für Ez(i, j, k)), so kann man inAbb. B.8 erkennen, wel
he anderen Feldkompenenten diesen Vektor bestimmen.(Dabei muss man Abb. B.8 gegebenenfalls so drehen, dass der s
hwarze Vek-tor in die entspre
hende Raumri
htung zeigt.) Dies ist wi
htig, um die Randbe-dingungen und den Aufbau des gesamten Glei
hungssystems für den betra
htetenRaumberei
h zu verstehen.Anhand von Abb. B.8 kann man si
h nun überlegen, wie eine numeris
he Boxaussehen muss, mittels der man die Felder komplett bere
hnen kann. Geht mannun davon aus, dass man eine Box mit Nx Unterteilungen in x-Ri
htungen, Nyin y-Ri
htung und Nz in z-Ri
htung vorliegen hat, dann gelten für die innerenPunkte dieser Box die Glei
hungen, so wie sie in (B.9) - (B.11) gegeben sind.Gesondert betra
hten man allerdings die Punkte, die auf den Rand�ä
hen der
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Abbildung B.8: Die Feldkomonenten, die in den Glei
hungen (B.9)-(B.11) auftau-
hen. Der zu bestimmende Vektor ist s
hwarz gezei
hnet und die dazu benötigtenVektoren grau.numeris
hen Box sitzen.Da ein Verfahren ähnli
h der Transfer-Matrix-Methode angestrebt wird, beidem ω, kx und ky vorgegeben sind, können wir an den x- bzw. y-Rand�ä
hen alsRandbedingungung einfa
h die Blo
h-Bedingung verwenden:
~E(~r + Lx/y~ex/y) = eikx/yLx/y ~E(~r), (B.12)wobei Lx/y die Ausdehnung der Einheitszelle in die Ri
htung ~ex/y ist. Mittelsdieser Bedingung kann man die Feldvektoren, die in x- oder in y-Ri
htung auÿer-halb der numeris
hen Box liegen, dur
h Felder in der Box bes
hreiben. An den

z-Rand�ä
hen hingegen, kann man die Blo
hbedingung ni
ht verwenden. Mangibt stattdessen einfa
h explizit die Komponenten Ex und Ey vor. Dabei führtman allerdings eine zusätzli
he S
hi
ht Nz +1 ein, so dass man quasi eine S
hi
hthat, bei der die Feldvektoren Ex und Ey genau auf der Rand�ä
he der Box liegen.(Die Feldkomponenten Ez dieser S
hi
ht Nz +1 müssen ni
ht betra
htet werden,da sie ledigli
h für die Komponenten Ex und Ey der S
hi
ht Nz+1 von Bedeutungwären, die jedo
h s
hon explizit gegeben sind).Somit erhält man nun 3NxNyNz − 2NxNy Feldkomponenten als Unbekannte.(Die Felder Ex und Ey werden explizit auf der ersten z-Ebene vorgegeben undsind somit keine Variablen, ebenso die Felder der Ebene Nz + 1.) Ebenso erhält
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Abbildung B.9: In der Mitte (grau) be�ndet si
h die numeris
he Box und anden beiden Rand�ä
hen in z-Ri
htung werden die betra
hteten Vakuum-Modenanges
hlossen und in ein- und auslaufende Moden unterteilt.man 3NxNyNz − 2NxNy Glei
hungen aus (B.9) - (B.11). Alle in diesen Glei
hun-gen vorkommenden Feldkomponenten liegen in der numeris
hen Box. Somit hatman insgesamt ein Glei
hungssystem, das i.a. eindeutig gelöst werden kann. (AufAusnahmefälle ist in Kaptiel 5 eingegangen worden.)In Anlehnung an [31℄ kann man aus der Verwendung sol
her numeris
her Bo-xen nun die Streumatrix des Systems bere
hnen. (Im Gegensatz zu [31℄ handeltes si
h hierbei jedo
h ni
ht um Wellenhohlleiter-Probleme, was si
h hauptsä
h-li
h darin äuÿert, dass die betra
htete numeris
he Box andere Randbedingungenbesitzt und die ein- und auslaufenden Moden hier Vakuum-Moden sind.) Dazubetra
htet man einen gewissen Raumberei
h, in dem si
h die Struktur be�ndet,die numeris
h untersu
ht werden soll und weiterhin 2 Ebenen, die den Randder numeris
hen Simulation in z-Ri
htung vorgeben (Abb B.9). Man muss da-bei die numeris
he Box so setzen, dass die Rand�ä
hen in z-Ri
htung bereitsim Vakuum liegen. Zum einen, weil man Vakuummoden ans
hlieÿt, zum andernmuss aber au
h ein hinrei
hender Abstand zur betra
hteten Struktur gegebensein, damit die abklingenden Moden keine Rolle bei den Ans
hlussbedingungenan das Vakuum mehr spielen. Dies wird allerdings dadur
h erlei
htert, dass dieseModen exponentiell abklingen. Deshalb kann si
h i.a. der numeris
h betra
htetevon dem physikalis
h interessanten Raumberei
h lei
ht unters
heiden, da der nu-meris
h betra
htete Raumberei
h unter Umständen aus den genannten Gründenzusätzli
h no
h Vakuum an beiden z-Enden der Box besitzen kann.
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hnen, betra
htet man auf beiden Seitenauÿerhalb der numeris
hen Box eine Anzahl Nmod an Moden, die dann jeweilseinlaufend bzw. auslaufend sein können. Diese Moden sind Vakuum-Moden undmüssen so gewählt werden, dass sie die Blo
h-Bedingungen innerhalb der nume-ris
hen Box in x und y-Ri
htung erfüllen. Man betra
htet i.a. an beiden Endender Box die glei
hen Moden. Hier wählt man ebene Wellen für festes z als Modenmit
~E

(ν),p
vak (x, y) = ~epe

i(k
(ν)
x x+k

(ν)
y y), ν = 1, . . .Nmod, p = 1, 2 , (B.13)wobei ~ep der Polarisationsvektor der ebenen Welle ist, der i.a. in einen Anteilparallel und einen Anteil senkre
ht zur Ober�ä
he der numeris
hen Box aufgeteiltwird. (Im Falle senkre
hten Einfalls ist diese Aufteilung willkürli
h und erfolgtin x- bzw. y-Ri
htung.) Für jeden Wellenvektor der einfallenden Moden ergebensi
h zwei Polarisationen und für die Wellenvektoren der Vakuum-Moden gilt:
k(ν)

x = kx + nν
2π

Lx

k(ν)
y = ky + mν

2π

Ly

,mit nν , mν ∈ N. Nun gibt man am Ende I der numeris
hen Box (z = 0) eineKombination
~E(x, y, z = 0) =

Nmod
∑

ν=1

2
∑

p=1

ξI
ν,p

~E
(ν),p
vak (x, y) (B.14)und am Ende II der numeris
hen Box (z = Lz) eine Kombination

~E(x, y, z = Lz) =

Nmod
∑

ν=1

2
∑

p=1

ξII
ν,p

~E
(ν),p
vak (x, y) (B.15)der betra
hteten Moden vor. Damit ist das Glei
hungssystem der numeris
henBox lösbar und es besteht die Aufgabe, aus der Lösung die ein-, bzw. auslaufendenModen zu trennen. Kennt man nur die Anteile einer Mode auf einer Ebene, sokann man ni
ht unters
heiden, wie si
h diese in die ein- und auslaufenden Moden
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Abbildung B.10: Dur
h Betra
hten zweier bena
hbarter Ebenen kann man dieModen in ein- und auslaufende Moden aufspalten.aufteilen, da nur die Summe beider Moden bekannt ist. Betra
htet man allerdingseine bena
hbarte Ebene, so kann man die Anteile in aus- und einlaufende Modenaufteilen. (Abb B.10)Auf der Seite I (z = 0) betra
htet man nun neben der Ebene (i, j, 1) au
hdie Ebene (i, j, 2). (Diese muss ebenfalls im Vakuum liegen. Gegenenfalls mussdie numeris
he Box geeignet vergröÿert oder das Gitter verfeinert werden.) Aufbeiden Ebenen zerlegt man das bere
hnete Feld in die Vakuum-Moden, indemman die numeris
hen Felder auf diese projeziert. (Für (i, j, 1) muss dies ni
htgetan werden, da die Aufspaltung vorgegeben wurde und somit bereits bekanntist.) Man erhält also:
~E(i, j, a) =

∑

ν,p

w(a)
ν,p

~E
(ν),p
vak,d(i, j), a = 1, 2 , (B.16)wobei ~E

(ν),p
vak,d(i, j) die diskretisierte Form von ~E

(ν),p
vak (x, y) ist und w

(1)
ν,p = ξI

ν,p ist.Bezei
hnet man weiter die ein- bzw. auslaufenden Moden mit aI
ν,p bzw. bI

ν,p, sogilt:
w(1)

ν,p = aI
ν,p + bI

ν,p. (B.17)Da es si
h bei den Moden jetzt allerdings um Vakuum-Moden handelt, kannman für diese Moden aus k
(ν)
x , k

(ν)
y und ω k

(ν)
z mittels ω2 = (~k(ν))2c2 bere
hnenund daraus, wie groÿ bei bekannten aν,p und bν,p und Ebenen-Abstand (∆z = Lz

Nz
)

w
(2)
ν,p sein müsste, nämli
h:

w(2)
ν,p = aI

ν,pe
ik

(ν)
z ∆z + bI

ν,pe
−ik

(ν)
z ∆z. (B.18)



150 ANHANG B. FDFD-VERFAHRENAus (B.17) und (B.18) kann man dann tatsä
hli
h aI
ν,p und bI

ν,p bere
hnen:
aI

ν,p =
−w

(2)
ν,p + w

(1)
ν,pe−ik

(ν)
z ∆z

e−ik
(ν)
z ∆z − eik

(ν)
z ∆z

(B.19)
bI
ν,p =

w
(2)
ν,p − w

(1)
ν,peik

(ν)
z ∆z

e−ik
(ν)
z ∆z − eik

(ν)
z ∆z

. (B.20)Analog dazu kann man au
h aII
ν,p und bII

ν,p bere
hnen:
aII

ν,p =
−w

(Nz)
ν,p + w

(Nz+1)
ν,p e−ik

(ν)
z ∆z

e−ik
(ν)
z ∆z − eik

(ν)
z ∆z

(B.21)
bII
ν,p =

w
(Nz)
ν,p − w

(Nz+1)
ν,p eik

(ν)
z ∆z

e−ik
(ν)
z ∆z − eik

(ν)
z ∆z

. (B.22)Man muss hierbei darauf a
hten, dass eik
(ν)
z ∆z 6= e−ik

(ν)
z ∆z ist, was aber i.a. gewähr-leistet werden kann, wenn man ∆z klein genug wählt. (∆z sollte übli
herweises
hon wegen der Genauigkeit der Re
hnung klein genug gewählt sein um dieUnglei
hung zu erfüllen, da sonst die numeris
he Diskretisierung der Maxwell-Glei
hungen ebenfalls zu ungenau wird.)Damit hat man die Moden an beiden Enden der numeris
hen Box in ein-und auslaufende Moden aufgespalten. Nun fasst man die Moden no
h in einem

4Nmod-komponentigen Vektor zusammen
a(1) = ((aI

ν,p), (a
II
ν,p)) (B.23)

b(1) = ((bI
ν,p), (b

II
ν,p)) (B.24)und führt die (komplexe) Streumatrix S ein, für die für jedes Paar ein- undausfallender Vektoren aein und baus gilt:

Saein = baus. (B.25)Damit erhält man aus (B.25) mit a(1) und b(1) 4Nmod Glei
hungen
4Nmod
∑

j=1

Si,ja
(1)
j = b

(1)
i , i = 1, . . . , 4Nmod (B.26)



B.2. BANDSTRUKTUR MITTELS DES FDFD-VERFAHRENS 151für die (4Nmod)
2 Unbekannten Si,j . Wiederholt man das ganze Verfahren 4Nmodmal mit linear unabhängigen Vorgaben (ξI

ν,p) und (ξII
ν,p), so erhält man bei je-der der Re
hnungen jeweils die ein- und auslaufenden Vektoren a(2), b(2), . . .

a(4Nmod), b(4Nmod) und für jedes dieser Paare ein- und auslaufender Vektoren mussdie Streubedingung (B.25) gelten, also:
4Nmod
∑

j=1

Si,ja
(k)
j = b

(k)
i , i = 1, . . . , 4Nmod, k = 1, . . . , 4Nmod. (B.27)Somit hat man (4Nmod)
2 Glei
hungen für die (4Nmod)

2 Unbekannten Si,j undkann damit die Streumatrix bere
hnen, aus der man wiederum sehr einfa
h dieRe�exion bzw. Transmission bere
hnen kann. Man nimmt einfa
h einen einfallen-den Vektor a, der nur für die Komponente der einfallenden Welle 1 und sonst nullist und erhält somit dur
h Anwendung von (B.25) die Anteile der auslaufendenModen. Summiert man die Beträge der Quadrate der zurü
klaufenden Moden(hier werden nur Moden berü
ksi
htigt, die im Vakuum au
h eine e
hte Wellen-ausbreitung besitzen), so erhält man die Re�exion. Summiert man die Quadrateder Beträge der Moden, die am anderen Ende der numeris
hen Box auslaufen(au
h hier werden nur Moden berü
ksi
htigt, die im Vakuum eine e
hte Wellen-ausbreitung besitzen), so erhält man die Transmission.B.2 Bandstruktur mittels des FDFD-VerfahrensWeiterhin wäre es für die Su
he na
h einer kompletten Bandlü
ke au
h von Inter-esse, Bandstrukturen bere
hnen zu können. Dies sollte mit dem FDFD-Verfahrenprinzipiell au
h mögli
h sein, wurde aber nur ansatzweise dur
hgeführt und hierni
ht präsentiert. Dazu kann man ähnli
h vorgehen wie im Fall der Transfer-Matrix-Methode. Dort bestimmt man die Transfermatrix, die die Felder in einerBasis auf einer Seite mit den Felder in der glei
hen Basis am anderen Ende derEinheitszelle verknüpft, so dass gilt
v2 = Tv1,wobei v1 und v2 die Felder an den Enden der Einheitszellen sind. Aus den Eigen-werten mit Betrag 1 der Matrix T kann man dann kz bere
hnen.



152 ANHANG B. FDFD-VERFAHRENIm Fall des FDFD-Verfahrens kann man nun so vorgehen, dass man eine nu-meris
he Box wählt, deren eine Seiten�ä
he (I) am Rand der Einheitszelle undderen zweite Seiten�ä
he (II) auÿerhalb der Einheitszelle liegt. Im Gegensatz zumFDFD-Verfahren, wie es hier vorgestellt wurde, wählt man nun keine ebenen Wel-len als Basisfunktionen, sondern Felder, bei denen das Feld an allen Punkten, bisauf einen, vers
hwindet. Nimmt man den Basis-Satz aller Felder für alle N Git-terpunkte, so hat man also 2N Basisfunktionen. Jetzt gibt man (2N) auf (I)linear unabhängige Linearkombinationen v
(i)
(I), i = 1, . . . , 2N der Basisfunktionenauf beiden Rändern der numeris
hen Box vor. (Am einfa
hsten verwendet manfür jede Re
hnung nur Anteile jeweils einer Basisfunktion und auf dem anderenEnde (II) der numeris
hen Box beliebige Linearkombinationen.) Jetzt betra
h-tet man die Felder auf dem Rand der Einheitszelle (II') und zerlegt diese indie Basisfunktionen und erhält somit die Vektoren v

(i)
(II′). Analog zum Fall derTransfer-Matrix-Methode gilt nun, dass es eine 2N × 2N Matrix T gibt, so dassgilt:

v
(i)
(II′) = Tv

(i)
(I), i = 1, . . . , 2N. (B.28)Man erhält somit für jedes i 2N Glei
hungen in den Komponenten von Tund somit für alle i insgesamt (2N)2 Glei
hungen und kann somit die Matrix Tbere
hnen. Ein Problem kann jedo
h entstehen, da man ni
ht garantieren kann,dass die Vektoren v

(i)
(II′) au
h linear unabhängig sind (und somit die Glei
hung(B.28) au
h lösbar ist). Im Fall, dass die v

(i)
(II′) linear abhängig sind, muss manunter Umständen die vorgegebenen Randbedingungen, oder den Rand (II) dernumeris
hen Box anders wählen. Hat man die Matrix T bere
hnet, so kann man,wie im Fall der Transfer-Matrix-Methode, aus den Eigenwerten mit Betrag 1den Wert kz bere
hnen. Allerdings hat man hier au
h ähnli
he Probleme wie beidem modi�zierten Plane-Wave-Verfahren, nämli
h, dass man ni
ht einfa
h eineBandstruktur entlang einer beliebigen Linie in der Brillouin-Zone, sondern nurentlang von Linien mit kx = konst und ky = konst bestimmen kann.
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