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Summary /Zusammenfassung

Summary

This work deals with the numerical analysis of metallic photonic crystals. Within
this work the problems of the application of common numerical methods for
calculations of photonic crystals on metallic systems are discussed. An alternative
approach is given which allows to perform full calculations (including absorption
and dispersion) of the spectra of finite slices of photonic crystals. This numerical
method is used for a numerically analysis of the potential of metallic systems for
applications on the basis of systems build from silver.

This work is organized as follows: a short introduction on the most important
aspects of the theory of photonic crystals and an overview on the numerical
problems when dealing with metallic systems are given in chapter 2.

In chapter 3, the commonly used plane-wave method ist presented in a basic
manner and it is shown why this method is not well suited for the treatment of
metallic systems. An alternate plane-wave method which allows the inclusion of
the dispersion without the need of self-consistent solutions is presented. Due to
the numerical ineffeciency as well as the fundamental problems of treating metallic
systems with plane-wave methods and the fact that this method is less efficient
than the standard plane-wave method, this alternate method is also shown as
unfit for the treatment of metallic systems.

In chapter 4 the transfer-matrix method is introduced. This is typically the
alternative method to the plane-wave method when it comes to calculating trans-
mission spectra. It is an explicit finite difference method that, in principle, should
be able to include both absorption and dispersion. In this work it is shown though
that the method has an underlying numerical instability which makes it useless

for treatment of complex systems. Both, dealing with absorption and a higher



number of lattice nodes, is not possible with this method. Additionally, the me-
thod shows a bad numerical behaviour for a zero crossings in the dispersion e(w).

In chapter 5 an alternative to the transfer-matrix-method, the fdfd-method
(finite difference, frequency domain), is tested. (The numerical method itself is
presented in appendix B.) It is shown that the method gives almost identical
results as the transfer-matrix methods in the cases where the transfer-matrix-
method still works, but it does not comprise its numerical instability.

In chapter 6 metallic systems are tested for their potential for application
with the fdfd-method. Both “simple” photonic crystals as well as 1-dimensional
and 0-dimensional impurities are studied for a normal dielectric material and
for systems composed of silver. It is shown that metallic systems are indeed of
interest for applications.

In appendix A and B the numerical methods that are not common for photonic
crystals, namely the modified plane-wave method as well as the fdfd-method, are

presented.

Zusammenfassung

Diese Arbeit widmet sich der numerischen Untersuchung von metallischen Photo-
nischen Kristallen. Dabei wird zunédchst auf die dazu verwendbaren numerischen
Verfahren (Ebene-Wellen, Transfer-Matrix und Finite Difference Frequency Do-
main) eingegangen, da die iiblicherweise fiir Photonische Kristalle verwendeten
Verfahren bei den metallischen System unzureichend sind. Es wird ein alternati-
ves Verfahren, ein Finite Difference Frequency Domain (FDFD) Verfahren, vorge-
stellt, welches die Untersuchung dieser Systeme erlaubt. Mittels dieses Verfahrens
werden Photonische Kristalle aus Silber auf ihre praktische Anwendbarkeit trotz
vorhandener Absorption untersucht.

Die Arbeit ist dabei so aufgeteilt, dass zunéchst in Kapitel 2 eine knappe Ein-
fiihrung mit den wichtigsten Eigenschaften Photonischer Kristalle gegeben und
die numerische Problemstellung dieser Arbeit, die metallischen Systeme, erldutert
wird.

In Kapitel 3 wird das iiblicherweise verwendete Plane-Wave-Verfahren kurz
vorgestellt und gezeigt, wieso dieses Verfahren fiir die Untersuchung von metalli-

schen Systemen nur bedingt geeignet ist. Es wird zusédtzlich kurz ein alternatives
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Plane-Wave-Verfahren vorgestellt, bei dem die Dispersion direkt betrachtet wer-
den kann. Wegen der grundlegenden Probleme der Plane-Wave-Verfahren mit
metallischen Systemen bilden die modifizierten Plane-Wave-Verfahren nur eine
sehr eingeschriankte Alternative fiir die Behandlung dieser Systeme.

In Kapitel 4 wird die Transfer-Matrix-Methode vorgestellt. Bei der Transfer-
Matrix-Methode handelt es sich um die iiblicherweise verwendete Alternative zu
Plane-Wave-Verfahren, wenn es um die Berechnung von Transmissions-Spektren
geht. Es ist ein Finite-Difference-Verfahren, das im Orts-Frequenzraum arbeitet.
Prinzipiell sind mit der Transfer-Matrix-Methode sowohl Absorption als auch
Dispersion behandelbar. Allerdings wird gezeigt, dass das Verfahren numerisch
instabil und somit fiir die Betrachtung komplexerer Systeme nicht verwendbar
ist. Sowohl die Betrachtung der Absorption als auch Einheitszellen mit hoherer
Stiitzstellenzahl sind mit diesem Verfahren nicht moglich. Zusétzlich wire das
Verfahren auch ohne diese Instabilitdt im Bereich einer Nullstelle der Dispersion
numerisch schlecht konditioniert.

In Kapitel 5 wird ein alternatives Verfahren zur Transfer-Matrix-Methode,
das FDFD (Finite-Difference, Frequency Domain) Verfahren, getestet. Das Ver-
fahren selbst ist im Anhang erldutert. Es wird gezeigt, dass in den Bereichen, in
denen die Transfer-Matrix-Methode noch funktioniert, dieses alternative Verfah-
ren fast identische Ergebnisse liefert, allerdings ohne die numerische Instabilitét
der Transfer-Matrix-Methode.

In Kapitel 6 werden mittels des FDFD-Verfahrens metallische Systeme auf ih-
re praktische Anwendbarkeit untersucht. Dabei werden sowohl “einfache” Photo-
nische Kristalle, als auch Kristalle mit Storstellen jeweils fiir ein normales dielek-
trisches Material und fiir Silber untersucht und es wird gezeigt, dass metallische
Systeme fiir die Anwendung von Interesse sind.

Im Anhang werden die beiden in diesem Bereich nicht iiblichen Verfahren,
namlich das modifizierte Plane-Wave-Verfahren und das FDFD-Verfahren vorge-
stellt.



Kapitel 1
Einleitung

Obwohl die theoretischen Grundlagen der Photonischen Kristalle, ndmlich die
klassische Elektrodynamik in makroskopischen Medien, schon sehr lange bekannt
waren, richtete sich erst vor ca. 20 Jahren das Interesse auf dieses Themengebiet.
Man erkannte, dass es deutliche Parallelen zwischen der quantenmechanischen Be-
schreibung von Elektronen im Festkorper und der Beschreibung der Ausbreitung
des Lichtes in periodischen Medien gibt. Es wurde rasch klar, dass bekannte und
in der Halbleiterelektronik ausgenutzte Gegebenheiten (z.B. die Bandstruktur) in
dhnlicher Weise auch fiir die Lichtausbreitung auftreten. Interessant war hierbei
vor allem periodische Strukturen zu erhalten, bei denen es fiir einen bestimmten
Frequenzbereich keine Bloch-Lsungen gibt. Hat man ein solches 3-dimensionales
System, so kann sich darin keine Welle ausbreiten. D.h. ein ausreichend dicker
Kristall aus diesem Material wiirde in diesem Frequenzbereich eine vollkomme-
ne Reflexion aufweisen, egal aus welcher Richtung man Licht einstrahlt. Recht
schnell erkannte man das Potential der Photonischen Kristalle, sowohl fiir An-
wendungen, wie z.B. die Moglichkeit zur Herstellung verlustfreier Wellenleiter
mit extrem kleinen Kurvenradien, Steigerung der Effizienz von aktiven Medien
in Lasern, als auch fiir die Grundlagenforschung , wie z.B. vollig neue Materie-
Zustéande (“gebundene”’Atom-Photon-Zusténde). Lingerfristig besteht die Hoff-
nung, dass man Bauteile aus der Halbleiterelektronik soweit iibertragen kann,
dass man auch “optische Computer” herstellen kann.

Die experimentelle Herausforderung ist es nun, Strukturen zu synthetisieren,
die im Bereich der optischen Wellenlédnge eine komplette Bandliicke besitzen. Das

Problem dabei ist, dass die Grofken dieser Systeme fiir die iiblichen Halbleiter-



techniken zu klein sind, um damit makroskopische Mengen eines 3-dimensionalen
Photonischen Kristalls herzustellen. Aus atomarer Sicht wéren diese Strukturen
allerdings wiederum zu groft, um sich aus Atomen oder Molekiilen zusammen-
setzen zu lassen. Ein Moglichkeit der Synthetisierung makroskopischer Mengen
ist beispielsweise die Selbstorganisation monodisperser Nanokugeln, welche ei-
ne fce-Struktur bilden konnen. Diese besitzt allerdings im Falle eines normalen
Dielektrikums keine komplette Bandliicke.

Aus diesem Mangel an experimentell zuginglichen Systemen ist die Idee ent-
standen, auch Metalle fiir Photonische Kristalle in Betracht zu ziehen, obwohl
diese im Allgemeinen eine nicht verschwindende Absorption besitzen und somit
im ersten Moment als nicht sonderlich geeignet erscheinen. Allerdings gibt es
zwei Eigenschaften der Metalle, die diese fiir Photonische Kristalle interessant
machen: Zum einen existiert bei der Plasmafrequenz eine Nullstelle im Realteil
€1 des Materials und somit kann man nahe der Plasmafrequenz gegen ein kon-
stantes Dielektrikum e, sehr hohe Werte fiir den Quotient aus Z—f erhalten, der
fiir das Ausbilden von Bandliicken mdglichst grof (oder nahe bei 0) sein sollte.
Weiterhin hat man auch relativ breite Bereiche (im Fall von Silber von ca. 1 eV
bis 4 €V) mit vorhandener, aber recht niedriger Absorption und betragsméifig
sehr grofsen negativen Werten fiir den Realteil von e;.

Wiéhrend die Systeme ohne Dispersion und ohne Absorption (und ohne Null-
stelle in der Dispersion) von theoretischer Seite sehr gut verstanden sind und
effiziente Verfahren zur Berechnung existieren, stellen die metallischen Systeme
immer noch eine Herausforderung fiir die vollstandige theoretische Betrachtung
dar. In dieser Arbeit soll nun zunéchst auf die numerischen Mdoglichkeiten einge-
gangen werden. Danach soll anhand eines “Finite Difference Frequency Domain”-
Verfahrens (FDFD), das es erlaubt volle Rechnungen (inklusive Dispersion und
Absorption) durchzufiihren, eine Untersuchung der metallischen Systeme auf ihre
Anwendbarkeit erfolgen. Dabei ist sowohl die Nullstelle der Dispersion als auch
der betragsméfig grofse Wert fiir den Realteil von ¢ interessant. Weiterhin sollen
auch Storstellensysteme Photonischer Kristalle betrachtet werden, um zu sehen,
inwieweit bei diesen Systemen metallische Photonische Kristalle in Betracht kom-
men. Bei den Rechnungen handelt es sich dabei um eine volle Betrachtung von
Silber als Material, die sowohl die Dispersion wie auch die Absorption anhand

gemessener Werte beinhaltet.



Kapitel 2

Photonische Kristalle

2.1 Theorie der photonischen Kristalle

Historische Entwicklung

Die Wellenausbreitung von Licht in klassischen, makroskopischen Medien ist eine
Theorie, die im Prinzip seit den Maxwell-Gleichungen, die von James Clerk Max-
well Mitte des 19. Jahrhunderts aufgestellt wurden, sehr gut verstanden ist. Den-
noch birgt auch dieses Themengebiet immer noch neue Erkenntnisse, wie man am
Beispiel der Photonischen Kristalle sehen kann. 1928 veroffentlichte Felix Bloch
seine Dissertation, die Elektronen in periodischen Potentialen und die Ausbildung
sogenannter Bloch-Wellen beschreibt, welche zur Bildung von Bandstrukturen im
Festkorper fiihren. Zum ersten Mal wurde 1972 von V. P. Bykov der Einfluss ei-
ner periodischen Struktur auf die spontane Emission genauer betrachtet [1], was
sozusagen die ersten (modernen) Betrachtungen zu Photonischen Kristallen wa-
ren. Vor etwa 20 Jahren erkannte man dann, dass man den Formalismus von
Bloch auch auf die Maxwell-Gleichungen in rdumlich periodischen Dielektrika
iibetrtragen kann und dies ebenfalls zur Ausbildung von Bandstrukturen fiihrt
21,3,

Damit waren die Grundlagen fiir die Theorie der Photonischen Kristalle ge-
legt und man erkannte relativ schnell, dass es zwischen der quantenmechanischen
Festkorperphysik und der Theorie der Photonischen Kristalle etliche Parallelen
gibt, allerdings auch einige Unterschiede. Mogliche Anwendungen und neuarti-

ge Effekte waren auch relativ schnell gefunden. Zum Beispiel die Unterdriickung

8
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unerwiinschter spontaner Emission [2| oder auch geénderte physikalische Eigen-
schaften in Raumbereichen, in denen keine Vakuumfluktuation stattfinden kann
[4]. Auch fiir verlustfreie Wellenleiter und zahlreiche andere Anwendungen bieten
sich die Photonischen Kristalle an. Der erste hergestellte Photonische Kristall
mit einer vollstindigen Bandliicke im Mikrowellenbereich wurde 1991 von E. Ya-
blonovitch mittels verschiedener mechanischer Bohrungen in einem Block dielek-
trischen Materials erstellt und in Anlehnung an seinen Erfinder “Yablonovite”
genannt [5].

Auch heutzutage stellt die Herstellung Photonischer Kristalle mit einer voll-
stdndigen Bandliicke im Bereich der optischen Wellenldngen, bzw. im nahen In-
frarotbereich ein schwieriges experimentelles Problem dar, das es zu lésen gilt
und fiir dessen LoOsung teilweise auch neue Rechenverfahren bendétigt werden.
Eine Erweiterung der Standardrechenverfahren soll hier aufgezeigt und vorge-
stellt werden. Dabei wird erldutert, warum die Probleme eines dispersiven und
absorbierenden Mediums mit den in diesem Bereich iiblicherweise verwendeten

Verfahren nur sehr unzureichend behandelt werden konnen.

Mathematische und physikalische Grundlagen

Unter einem Photonischen Kristall versteht man ein makroskopisches dielektri-
sches Objekt, das rdumlich periodisch angeordnet ist.
Grundlage fiir die mathematische Beschreibung der Photonischen Kristalle

bilden somit die Maxwell-Gleichungen:

div D = 4mp, div B = 0, (2.1a)

- 10 = 4dn- ~ 10
tH———D=—j tE+-—B=0 2.1b
o cot ¢ LR o (2.1b)

Man geht bei der Betrachtung Photonischer Kristalle davon aus, dass man es

mit linearen, isotropen Medien zu tun hat, sprich, dass gilt:
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-l
8
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im Allgemeinen wird bei Photonischen Kristallen davon ausgegangen, dass
1 = 1 1ist, da die betrachteten Materialien im Allgemeinen keine magnetischen,
sondern nur dielektrische Eigenschaften besitzen. (Man beachte weiter, dass bei
dieser Form der Maxwell-Gleichungen gilt: £g = pp = 1). Diese Annahme ist fiir
die weiteren Rechnungen nicht unbedingt notwenig, allerdings vereinfacht sie die

diese.

Angemerkt sei hierbei auch, dass die Forderung der Isotropie nur eine prakti-
sche Vereinfachung darstellt, da in den meisten experimentell betrachteten Fallen
die Materialien tatsédchlich isotrop sind. Will man anisotrope Medien behandeln,
so muss man in (2.2a) das skalare € durch den Dielektrischen Tensor ¢ ersetzen.
Dadurch werden die Gleichungen zwar komplizierter, aber strukturell bleiben an-

sonsten fast alle Rechnungen gleich.

Bei den Berechnungen von Photonischen Kristallen geht man i.a. weiterhin
davon aus, dass es weder eine Ladungsverteilung gibt (d.h., dass p(Z) = 0 ist),
noch eine Stromdichte (d.h., dass j(Z) = 0 ist). Damit ergeben sich die Gleichun-
gen (2.1a) und (2.1b) zu:

div (gﬁ) =0, div H = 0, (2.3a)
H-S2F= E+-ZH=o. 2.3h
rot e 0, rot £ + T 0 (2.3b)

Die beiden Divergenz-Gleichungen werden nun vorldufig nicht weiter behan-
delt. (Durch die Anordnung der Felder bei der numerischen Losung 6] werden die
Divergenz-Gleichungen spéter automatisch erfiillt.) Betrachtet man also nun die

beiden Rotationsgleichungen (2.3b) und spaltet die Felder in ihre Frequenzanteile
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auf, so kann man aufgrund der Linearitdt der Gleichungen die Frequenzanteile

einzeln betrachten. Es wird also fiir die Felder verwendet:

—

E(Z,t) = E(Z)e ™ H(Z,t) = H(Z)e ™. (2.4)
Damit folgt zusammen mit (2.3b):

ﬁx(igﬁxﬁgoz(%fﬁ@y (2.5)
Betrachtet man diese Gleichung etwas genauer, so erkennt man, dass es sich
dabei um eine Eigenwertgleichung mit Eigenwert (%)2 fiir den Differentialopera-
tor 2. Ordnung
0:=V x (Ti?)ﬁ X _) (2.6)
handelt.

Definiert man ein Skalarprodukt zwischen zwei Feldern H und H' mittels
(A|f) = / i fav, (2.7)

so ist O hermitesch, falls Vi gilt: (&) € R. Physikalisch entspricht dies einem
nicht-absorbierenden Medium, da der Imagindranteil von € die Absorption des
Mediums beschreibt. Ist VZ &(Z) > 0, dann ist O sogar positiv definit. Fiir
die meisten verwendeten Materialien ist diese Annahme giiltig. Allerdings gibt
es auch Ausnahmen, z.B. Metalle in der Nihe der Plasmafrequenz, die in dieser

Arbeit auch noch genauer betrachtet werden.

Fiir den Fall, dass € € R und ¢ > 0 gilt, d.h., dass O hermitesch und positiv
definit ist, dann folgt fiir die Eigenwerte von O, dass diese ebenfalls reell und
positiv sind. D.h. (%)2 > 0 und daraus folgt, dass man w als reelle, positive
Zahl definieren kann. Man konnte als Konvention auch w < 0 wihlen. Allerdings
lasst sich w > 0 direkt als Frequenz interpretieren und das Vorzeichen ist im
Prinzip lediglich eine Konvention. Man kann némlich in der Aufspaltung (2.4)
in Frequenzanteile im Prinzip sowohl e~ als auch e™®? verwenden. Damit hat
man eigentlich nur einen Austausch zwischen +w und —w, bzw. zwischen +t¢ und

—t (also eine Zeitinversion) vollzogen.
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Betrachtet man die Losungen der Gleichung (2.5) mit verschiedenen Frequen-
zen w, so sind diese beziiglich des Skalarprodukts (2.7) orthogonal. D.h. hat man
zwei Losungen ﬁl und ﬁg mit den Frequenzen w; und wy, wobei w; # wy ist,

dann gilt: <ﬁ1 ﬁ2> =0.

2.1.1 Periodizitat und Bandstruktur

Die bisher betrachteten Eigenschaften gelten (mit den genannten Einschrankung-
en) fiir beliebige dielektrische Strukturen. Man spricht jedoch von einem n-dimensio-
nalen Photonischen Kristall (n = 1,2, 3) im allgemeinen nur, wenn die dielektri-
sche Struktur in n linear unabhéngigen Raumrichtungen periodisch ist. D.h. es
gibt n linear unabhéngige Vektoren minimaler Linge J%Z #* 5, t=1,...,n,so dass

fiir alle x und i = 1, ..., n gilt:

e(Z+ R;) = (). (2.8)

Sehr dhnlich zum zentralen Problem der Festkorperphysik, namlich der quan-
tenmechanischen Losung der Schrodinger-Gleichung fiir ein periodisches Poten-
tial, kann man auch hier das Bloch-Floquet-Theorem anwenden [10],[11]. Dieses
besagt, dass man die Losung von (2.5) fiir ein beliebiges k € R? als Bloch-Welle
in der Form
H (&) = e iig(7) (2.9)

schreiben kann, wobei (%) periodisch mit R},z’ = 1,...,n ist und k Bloch-

Wellen-Vektor genannt wird. Fiir «j(Z) gilt dann:

C

(V +ik) x (1(6+z12) X *,;(f)) - (“’(k)> (7). (2.10)

Diese Gleichung hat nun fiir jedes k Losungen mit jeweils verschiedenen Eigen-
werten, die durchnummeriert werden. Somit erhélt man die jeweiligen Losungen
ii,, ;(Z) mit den dazugehdrigen Frequenzen wn(lg) Tragt man nun diese Frequen-
zen w(E) gegen k auf, so erhilt man die aus der Festkdrperphysik bekannten
sogenannten Bandstrukturen. Analog zum Fall des Festkorpers kann man auch
hier ein reziprokes Gitter definieren, indem man die Basis G;,j = 1,...,n durch

die Gleichung
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éi . éj = 27'('52'7]‘ VZ,] (211)

definiert. (Die Vektoren G; sind durch diese Gleichung wohldefiniert.) Beziiglich
dieser Basis gilt, dass die Bandstrukturen periodisch mit éj sind, was man anhand
von (2.9) mit (2.11) sehr einfach unter Ausnutzung der Periodizitit von @, (%)
nachvollziehen kann. Definiert man, ebenfalls analog zur Festkérperphysik, die
erste Brillouin-Zone als die primitive Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters,
so geniigt es, die Bandstruktur innerhalb der ersten Brillouin-Zone zu kennen,
da sich alle anderen Bereiche durch die Periodizitdat der Bandstruktur aus der
ersten Brillouin-Zone ergeben. Sind noch zusétzliche riumliche Symmetrien in der
dielektrischen Struktur (Z) enthalten, so ergibt sich dadurch eine noch kleinere

irreduzible erste Brillouin-Zone.

2.1.2 Skaleneigenschaften

Eine besondere Eigenschaft Photonischer Kristalle ist auch, dass in Gleichung
(2.5) keine natiirliche Langenskala vorgegeben ist. (Lediglich die Forderung, dass
das Material sich makroskopisch verhalten muss, ist vorgegeben.) Man betrachtet
Gleichung (2.5) und nimmt an, dass man fiir eine gegebene dielektrische Struktur
e(%) die Losung H(Z) mit zugehdriger Frequenz w bestimmt hat. Nun definiert
man eine neue dielektrische Struktur &’ mit £(Z) := £(£) mit dem Skalierungsfak-
tor a € R. Dabei handelt es sich um eine komprimierte bzw. gestreckte Version
der Ausgangsstruktur. Fiihrt man nun in (2.5) die Substitution 7’ := a& durch,
so wird V/ = éﬁ und (2.5) zu

V' x (yéﬁ’ x H (%)) - (ifﬁ (%) . (2.12)

Das gleichfalls komprimierte bzw. gestreckte Feld ﬁ(g) 16st also die Gleichung

(2.5) mit der Frequenz w’' = . D.h., es spielt im Prinzip keine Rolle, ob die glei-
che Grundstruktur im Mikrowellenbereich oder im sichtbaren Bereich betrachtet
wird. Die grundsétzlichen Eigenschaften dndern sich nicht. Man muss lediglich die
Felder und Frequenzen umskalieren. Aus diesem Grund werden in den folgenden

Rechnungen auch héufig nur “relativen Einheiten” w,q = 5
die Groke der Einheitszelle und c die Lichtgeschwindigkeit ist.

angegeben, wobei a

Allerdings gilt diese Skaleninvarianz nur, solange keine Dispersion vorliegt,
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also solange ¢ nicht von der Frequenz abhingt. Hat man eine Dispersion des
Mediums, so wird die Skaleninvarianz durch die Einfiihrung einer Lingenskala
gebrochen und die obige Bedingung gilt nicht mehr. Dies wird spéter insbeson-
dere im Fall der Photonischen Kristalle aus Metallen und Frequenzen um die
Plasmafrequenz interessant, da dann insbesondere um die Plasmafrequenz eine
nicht zu vernachléssigende Dispersion gegeben ist [7].

Die Gleichung (2.5) besitzt allerdings auch noch eine weitere Skalierungseigen-
schaft: skaliert man den Wert von ¢ fiir den gesamten Photonischen Kristall

(@) = %, so wird (2.5) zu

¥ ( L g H(f)) _ (O‘—“)2ﬁ(f). (2.13)

(%) c
Die Felder selbst bleiben also unter dieser Transformation invariant, allerdings

andert sich die Frequenz zu w’ = aw.

Variationsprinzip

Wir haben bereits gesehen, dass man Gleichung (2.5) als Eigenwertgleichung
eines positiv hermiteschen Operators interpetieren kann (falls ¢ € R und € > 0).
Auch hier trifft man eine Analogie zur Quantenmechanik wieder: man kann in
der Quantenmechanik den niedrigsten Energiezustand ¥, dadurch finden, dass

man

(va)
{1/ SR W
(]e)
minimiert, wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist. (siehe hierzu z.B.

18].)

Im Falle der Photonischen Kristalle kann man die LLosung mit der niedrigsten

(2.14)

Frequenz wy dadurch finden, dass man das elektromagnetische Energiefunktional

E[H] := ;m (2.15)

minimiert. Den Beweis hierzu findet man z.B. in [9]. M&chte man die hoheren

Moden finden, dann muss man aus den zu minimierenden Feldern die jeweils
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energetisch niedrigeren Felder herausprojizieren und auf dem verbleibenden Funk-
tionsraum das Energiefunktional E[ﬁ] minimieren. Die Betrachtung des Energie-
funktionals hilft jedoch nicht nur bei der Bestimmung der Lésungen von (2.5),
sondern sie hilft auch bei dem Verstandnis dieser Lésungen. Betrachtet man nam-

lich E[H], dann erkennt man, dass gilt:

1 w=
S / o),
e e

(Zur Herleitung sei ebenfalls auf |9] verwiesen.) An der letzten Zeile kann man
sehr gut erkennen, wie sich das Feld iiber den Photonischen Kristall zu verteilen
versucht: das Energiefunktional wird klein, wenn die Bereiche mit grofen Feld-
stirken in D in den Bereichen mit grofsem ¢ liegen. Gleichzeitig miissen die Moden

natiirlich noch orthogonal zu den tieferliegenden Moden sein.

2.2 Beispiele und Weiterfiihrendes

Bandliicke am Beispiel 1-dimensionaler Photonischer Kristalle

Um das allgemeine Verhalten 2- oder gar 3-dimensionaler Phontonischer Kris-
talle zu verstehen, ist es hilfreich, sich zundchst mit dem deutlich einfacheren
Fall eines 1-dimensionalen Photonischen Kristalls zu beschéftigen. Alle wichtigen
Eigenschaften sind in diesem Fall schon in einfacher Form verhanden.

Man betrachtet in diesem Fall Licht, das sich nur in eine Richtung ausbrei-
tet, hier willkiirlich in 2-Richtung. Nun muss man nur eine Komponente von k
betrachten, in diesem Fall k£,. Man wihlt die Ausbreitungsrichtung so, dass gilt:
ky = k, = 0. Weiter muss fiir den 1-dimensionalen Fall gelten, dass € in - und
y-Richtung konstant ist. In z-Richtung muss ¢ periodisch mit Periode a sein.

Der denkbar einfachste Fall, der dies erfiillt, wire das Vakuum oder auch ein
konstantes dielektrisches Medium e(x, y, z) = konst. La. spricht man hierbei nicht
von einem Photonischen Kristall. Wir wollen dies aber zunéchst als pathologi-

schen Sonderfall eines 1-dimensionalen Photonischen Kristalls betrachten. Wahlt
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wa/2me

-0.5 0 0.5
2nk/a

Abbildung 2.1: 1-dimensionale Bandstruktur des Vakuums. Fiir ein homogenes
Medium erhélt man die gleiche Struktur durch Stauchung um /e.

Abbildung 2.2: 1-dimensionaler Photonischer Kristall, der immer abwechselnd
aus einer Schicht mit € = 12 und einer Schicht mit ¢ = 1 besteht.

man die Periodizitit a in 2-Richtung nun willkiirlich, so kann man die Bandstruk-
tur des Problems berechnen. Das Ergebnis ist allerdings sehr einfach analytisch
zu erhalten. Man muss lediglich den 1-dimensionalen Lichtkegel betrachten der
durch w = CTIZ gegeben ist, und diesen entsprechend dem gewéhlten a in die 1.
Brillouin-Zone falten. (Siehe hierzu Abb. 2.1. Die in die erste Brillouin-Zone
zuriickgefalteten Bereiche sind hierbei gepunktet dargestellt.)

Im Vergleich dazu betrachtet man nun die Struktur aus Abb. 2.2, bei der sich
jeweils eine Schicht mit ¢ = 12 und eine gleichgrofe Schicht mit ¢ = 1 abwech-
seln. Der Kristall besitzt in z- und y- Richtung eine konstante Dielektrizitdt. Die
Periodizitdt a in z-Richtung entspricht der doppelten Dicke der Schichten. Man

spricht dabei auch von einem 1-dimensionalen Photonischen Kristall, da eine “ech-
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wa/2rc

0
—-0.5 0 0.5
2rk/a

Abbildung 2.3: Bandstruktur des Photonischen Kristalls aus Abb. 2.2, der aus
abwechselnden Schichten mit ¢ = 12 und ¢ = 1 besteht. Eingezeichnet sind die
beiden Bandliicken 1 und 2.

te” Periodizitdt nur in 2z-Richtung vorliegt und ¢ in z- und y-Richtung konstant
ist. Bei der Berechnung dieser Struktur geht man von senkrechtem Lichteinfall
aus, d.h. es soll k, = k, = 0 gelten und somit ist k& = k,. Berechnet man die
Bandstruktur dieses 1-dimensionalen Photonischen Kristalls unter senkrechtem
Lichteinfall (Abb 2.3), so erkennt man das Auftreten der sogenannten Bandliicke.
In diesem Fall sind es sogar im betrachteten Frequenzbereich zwei Bandliicken.
Eine Bandliicke bedeutet dabei, dass es fiir einen endlichen Frequenzbereich kein
k(= k,) gibt, das eine Losung in diesem Frequenzbereich besitzt. In diesem Fall
sind dies die in der Bandstruktur in Abb. 2.3 grau gezeichneten Bereiche 1 und
2. Weiter erkennt man, dass im Vergleich zur Bandstruktur des Vakuums (Abb.
2.1) die Bénder wesentlich flacher verlaufen. Dies ist allerdings anhand dessen,
was wir in Abschnitten 2.1.2 und 2.1.2 gesehen haben, nicht weiter verwunder-
lich. Das D-Feld konzentriert sich in den niedrigen Moden hauptsichlich in den
Bereichen mit grofem e, was dazu fiihrt, dass die Frequenz im Vergleich zum
Vakuum absinkt. Man sieht hier auch beim niedrigsten Band, dass die Gréfen-
ordnung in etwa den Erwartungen entspricht: Betrachtet man in beiden Féllen
das niedrigste Band, so schneidet im Falle des Vakuums das unterste Band den

Rand der 1. Brillouin-Zone bei dem normierten Frequenzwert von 2= = 0,5, im

Gegensatz zu 32 ~ 0,157 bei der Struktur aus Abb. 2.2. Dieser Wert liegt leicht

oberhalb des Wertes 5= = % ~ 0,144, den man fiir eine homogene Struktur
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mit € = 12 erhielte.

Was bedeutet nun das Vorhandensein einer Bandliicke? Da bei gegebener
Frequenz w, die in der Bandliicke liegt, fiir kein k eine Losung existiert, bedeutet
dies, dass sich innerhalb des Mediums Licht dieser Frequenz nicht ausbreiten
kann. (Lediglich exponentiell abklingende Moden konnen existieren.) D.h., hat
man einen Photonischen Kristall, so wird Licht einer Frequenz w, die innerhalb
der Bandliicke liegt, vollstdndig reflektiert, da es sich im Kristall nicht ausbreiten
kann. (Dies gilt im 1-dimensionalen Fall allerdings nur, solange sich das Licht, wie
anfangs angenommen, entlang der z-Achse ausbreitet. Breitet sich das Licht nicht
entlang der z-Achse aus, so kann es auch in dem betrachteten Frequenzbereich

Losungen geben, die sich im Photonischen Kristall ausbreiten.)

Ho6herdimensionale Photonische Kristalle

Im Prinzip ergibt sich im mehrdimensionalen Fall dhnliche Strukture wie auch
schon im 1-dimensionalen Fall. Allerdings wird die 1. Brillouin-Zone und damit
auch die Bandstruktur in 2 bzw. 3 Dimensionen deutlich komplizierter. Deshalb
soll hier nur auf einige Besonderheiten gezielt eingangen werden.

Im Fall eines 2-dimensionalen Photonischen Kristalls sei angemerkt, dass sich
die Gleichungen fiir das Problem in zwei getrennte Gleichungssysteme zerlegen
lassen. Die Losungen nennt man in Anlehnung an die Losungen von Wellenhohl-
leitern TE (fiir transversal elektrische) bzw. TM (fiir transversal magnetische)
Moden. (Anmerkung: Im 1-dimensionalen Fall ist das natiirlich auch méoglich.
Dort sind diese beiden Gleichungssysteme und dementsprechend die Moden sogar
jeweils doppelt entartet.) Im 3-dimensionalen Fall gibt es diese Entartung nicht
mehr.

Weiterhin ist aullerdem im 2- und noch stirker im 3-dimensionalen Fall das
Auftreten der Bandliicke durch die verschiedenen Raumrichtungen immer un-
wahrscheinlicher. Im 3-dimensionalen Fall ist es so, dass man nach einer Struktur
sucht, die eine maglichst sphiirische Brillouin-Zone besitzt, denn dann ist ||k|| am
Rand der Brillouin-Zone am ehesten konstant. Wenn sich nun in den verschie-
denen Raumrichtungen lokal Bandliicken &ffnen, ist es eher mdglich, dass diese
sich zu einer globalen Bandliicke zusammenfiigen. Aus diesem Grund ist im 3-
dimensionalen Fall die fce-Struktur (fec—face cenetered cubic. Dies ist die kubisch

dichteste Packung gleichgrofser Kugeln) eine der bevorzugt betrachteten Struk-
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turen, da die 1. Brillouin-Zone eine gute Naherung einer Kugel ist. So findet man
z.B. bei der Diamant-Struktur eine vollstindige Bandliicke [9]. Von experimentel-
ler Seite ist die einfache fce-Struktur interessant, da sich diese durch Selbstorga-
nisation monodisperser Nanokiigelchen auch im Bereich optischer Wellenldngen
erzeugen ldsst. Allerdings besitzt die einfache fce-Struktur aus herkémmlichen
Dielektrika keine Bandliicke.

2.3 Konkrete Problemstellung fiir diese Arbeit

2.3.1 Allgemeines

Nach der allgemein gehaltenen Einfiihrung soll nun kurz auf die konkrete Pro-
blemstellung eingegangen werden, der sich diese Arbeit widmet. Diese Arbeit
ist in zwei Bereiche aufgeteilt. Zunéchst geht es um die mdéglichen numerischen
Verfahren. Ausgehend von den iiblicherweise in diesem Gebiet verwendeten Ver-
fahren (ebene-Wellen Verfahren, Transfer-Matrix-Methode), sollen deren Méngel
in der Beschreibung der betrachteten Photonischen Kristalle dargelegt werden.
Danach wird eine Mdglichkeit aufgezeigt, wie diese Unzuldnglichkeiten mittels
eines Finite Difference Frequency Domain (FDFD) Verfahrens umgangen werden
konnen. Dieses Verfahren wird iiblicherweise nicht fiir die Berechnungen Photo-
nischer Kristalle verwendet, sondern hat seinen Ursprung in der Beschreibung
von Wellenhohlleitern und wurde im Rahmen dieser Arbeit an die Photonischen
Kristalle angepasst. Mittels dieses FDFD-Verfahren wurden metallische Photo-
nische Kristalle auf die Mdoglichkeit der praktischen Nutzung untersucht. Dazu
stellt sich insbesondere die Frage, ob die Absorption des Metalle die erhofften
positiven Auswirkungen auf die Bandstruktur zunichte macht. Es ist zwar auch
moglich mittels spezieller Ebene-Wellen-Verfahren Bandstrukturen von Materia-
lien mit Dispersion zu berechnen, allerdings erhélt man aus der Bandstruktur
keine Information dariiber, wie stark der Kristall bei welcher Frequenz wirklich
absorbiert. Mittels des adaptierten FDFD-Verfahrens ist es mdglich sowohl {iber
die Spektren nach Bandliicken zu suchen, wie auch zu beurteilen, wie stark der
Einfluss der Absorption ist. Es ist gerade bei Photonischen Kristallen namlich
nicht so, dass die Absorption sich so verhélt wie der Absorption des reinen Ma-
terials, da die Verteilung der Felder innerhalb des Kristalls und somit auch die

Absorption des gesamten Kristalls mit der Frequenz stark variiert.
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Seit der Entdeckung der Photonischen Kristalle und der Herstellung erster
Strukturen mit einer Bandliicke im Mikrowellenbereich ist man auf der Suche
nach einer einfachen Moglichkeit, mit der man eine Struktur mit einer solchen
Bandliicke auch im sichtbaren Bereich bzw. im nahen Infrarotbereich, in ma-
kroskopischen Mengen herstellen kann. Hier bietet sich vorallem der Prozess der
Selbstorganisiation an. Das Problem bei diesem Verfahren ist allerdings, dass
hierbei iiblicherweise eine einfache fcc-Struktur entsteht, die, wie im vorherigen
Abschnitt erwdhnt, zwar prinzipiell eine rdumlich vorteilhafte Brillouin-Zone be-
sitzt, die allerdings mit einfachen, nicht dispersiven Medien trotzdem keine direkte
Bandliicke aufweist. Einen mdoglichen Ausweg bietet unter Umstinden die Ver-
wendung metallischer Nanopartikel [12], [13], [14], [15], [18], [19], [20], [21]. Dabei
wird insbesondere Silber als Metall betrachtet, da es fiir diese Systeme giinstige
Eigenschaften besitzt, inbesondere eine sehr niedrige Absorption unterhalb der

Nullstelle des Realteils von «.

Ein weiterer interessanter Aspekt der metallischen Systeme ist der sehr grofe
negative Realteil von ¢ [7]. Allerdings sind diese mit einem nicht zu vernachlés-
sigenden Imagindranteil (entspricht Absorption) verbunden. Numerische Unter-
suchungen [13| deuten jedoch darauf hin, dass trotz der vorhandenen Absorption
diese Materialien fiir Photonische Kristalle immer noch von Bedeutung sein kénn-
ten. Allerdings sei darauf verwiesen, dass das in |13| verwendete Transfer-Matrix-
Verfahren |22] einige tiefliegende Méngel (numerische Instabilitit) aufweist, die
dieses Verfahren insbesondere fiir die Fragestellung der Absorption einer endli-
chen Schicht als génzlich ungeeignet erscheinen lassen, weshalb fiir diese Arbeit
auch das FDFD-Verfahren fiir die Beschreibung von Wellenhohlleitern auf die

Photonischen Kristalle iibertragen wurde.

Ein weiterer Vorteil von Metallen gegeniiber anderen Materialien liegt im Ver-
halten nahe der Plasmafrequenz. Dort hat man zum einen einen Nulldurchgang
des Realteils der Dielektriztidtskonstante €. Betrachtet man beispielsweise ein 2-
komponentiges System Metall-Luft, mit jeweiligen dielektrischen Konstanten e,
und &5 (wobei €1 hier frequenzabhéngig ist), so erhélt man nahe der Plasmafre-
qunz einen sehr hohen Wert fiir den Kontrast 2. Allerdings setzt auch in der Néhe
der Plasmafrequenz die Absorptionskante des Metalls ein, was die Frage aufwirft,
ob man den hohen Kontrast gegeniiber einer akzeptablen Gesamtabsorption einer

endlichen Schicht ausnutzen kann.
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Fiir das Auftreten einer Bandliicke ist ein hoher Kontrast sehr giinstig bzw.
notwendig (siehe hierzu z.B. [9]). Mit herkdmmlichen dispersiven Materialien ist
lediglich ein Kontrast zu Luft von ca. 1:13 moglich. Die Verwendung metallischer
Systeme kann dieser Kontrast um mindestens eine Gréfenordnung erh6hen. Nahe
des Nulldurchganges (der Plasmafrequenz) kann dieser Konstrast sogar prinzipiell

beliebig hoch werden (wenn auch nur in einem sehr kleinen Frequenzbereich).

2.3.2 Das Problem der Dispersion

Eines der beiden Probleme, die bei der Berechnung der Bandstrukturen, bzw. all-
gemein der Eigenschaften von Photonischen Kristallen auftreten konnen, ist die
Dispersion. Diese bedeutet, dass die Dielektrizitdtskonstante von der Frequenz
abhéngt. Im Standardverfahren zur Berechnung von Bandstrukturen |23], einem
Verfahren, das die Fourier-Transformation der Gleichung (2.5) mittels einer end-
lichen ebenen-Wellen-Basis 16st, berechnet man die Bandstruktur w(k) dadurch,
dass man fiir gegebenes k die Eigenfrequenz w berechnet. Allerdings hat man da-
bei das Problem, dass man zur Beschreibung der Struktur die Dielektrizitit des
Materials benotigt, welche wiederum von der Losung abhéngt. Dieses Problem ist
zwar prinzipiell nicht uniiberwindlich und kann durch Iterationen bis zur Selbst-
konsistenz gelost werden. Jedoch wird auch dieses Verfahren schwieriger, wenn
fiir eine Struktur sowohl ¢ < 0 als auch € > 0 in gewissen Raumbereichen gilt.
Auch ein solches System ist prinzipiell noch berechenbar, jedoch trifft man dabei
haufig auf komplexe Werte fiir €. Weiterhin ist das Verfahren auch numerisch
fiir £ & 0 sehr schlecht konditioniert, was aber bei den betrachteten Struktu-
ren gerade der Bereich ist, der berechnet werden soll. Im Vergleich dazu ist bei
der Transfer-Matrix-Methode |22| die Dispersion sehr einfach zu integrieren, da
hier die Frequenz bei der Berechnung immer bekannt ist. Jedoch hat man bei
dieser Methode das bereits angedeutet Problem der numerischen Instabilitdt bei
feiner werdenden Gitterrastern, was dazu fiihrt, dass dieses Verfahren ebenfalls
nur bedingt brauchbar ist. Fiir das FDFD-Verfahren als Frequenzraum-Verfahren
stellt (dhnlich wie bei der Transfer-Matrix-Methode) die Dispersion kein Problem
dar, da bereits zu Beginn der Rechnung, im Gegensatz zu den iiblichen ebene-
Wellen-Verfahren, die Frequenz zu Beginn der Rechnung vorgegeben ist. Das fiir
diese Arbeit adaptierte FDFD-Verfahren bietet also den Vorteil der Transfer-
Matrix-Methode beziiglich der Behandlung der Dispersion, allerdings ohne deren
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numerische Instabilitat.

2.3.3 Das Problem der Absorption

Zusitzlich zu dem Problem der Dispersion hat man im Falle eines metallischen
Photonischen Kristalls noch das Problem, dass das Metall auch noch absorbiert.
Dies fiihrt zunichst dazu, dass eigentlich das gesamte Konzept der Bandstruktur
nur noch sehr eingeschrinkt brauchbar ist. Man miisste auf komplexe k zuriick-
greifen, um die Absorption zu beschreiben. Komplexe k entsprechen allerdings
sich nicht unendlich ausbreitenden Moden. Im Falle der Absorption bietet es sich
daher an, statt der Bandstruktur fiir einen unendlichen Photonischen Kristall die
Reflexion bzw. Transmission durch eine endliche Schicht zu betrachten. Auch bei
diesem Problem wiirde sich eigentlich die Transfer-Matrix-Methode wieder anbie-
ten, da sie dazu geeignet ist, Transmissionen und Reflexionen direkt zu berechnen.
Auch die Absorption, also ein komplexes ¢, ist fiir dieses Verfahren kein prinzipi-
elles Problem. Aufgrund der numerischen Instabilitit erscheint dieses Verfahren

jedoch insbesondere fiir absorbierende Materialien absolut ungeeignet.

2.3.4 Losungsansatz

In dieser Arbeit soll auf zwei verschiedene Alternativen eingegangen werden. Zu-
néchst eine Alternative zu der ebene-Wellen-Metode [23], bei der man nicht von
k ausgeht und daraus w ausrechnet, sondern bei der zwei Komponenten, etwa k,
und k,, sowie w gegeben sind und die 3. Komponente von E, in diesem Falle also
k., berechnet wird. Dieses Verfahren wurde anhand von [24| nachprogrammiert
und gestet. Allerdings erwies sich diese Programm als sehr zeitintensiv. Zusitz-
lich hat man auch hier immer noch nicht das Problem der Absorption gelést. Das
Verfahren selbst soll deshalb nur im Anhang vorgestellt und die Ergebnisse kurz
in der Arbeit besprochen werden.

Der numerische Schwerpunkt soll daher auf einer Alternative zur Transfer-
Matrix-Methode liegen. Zunéchst wird das numerische Problem der Transfer-
Matrix-Methode anhand exemplarischer Beispiele aufgezeigt. Das Problem der
Transfer-Matrix-Methode ist, dass exponentiell anwachsende Felder entstehen.

Um dieses Problem zu umgehen wurde nach einer Alternative zur Transfer-

Matrix-Methode gesucht, die jedoch die prinzipiellen Vorteile der Transfer-Matrix-
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Methode beibehilt (keine Probleme Absorption und Dispersion zu behandlen, so-
wie die Berechnung der experimentell leichter zuginglichen Grofen Transmission
und Reflexion), aber die nicht instabil ist. Dabei wurde im Rahmen dieser Arbeit
das Finite Difference Frequency Domain (FDFD) Verfahren aus dem Bereich der
Wellenhohlleiter (siehe z.B. [30], |[31]) auf die Problemstellung der Photonischen
Kristalle iibertragen und anschlieffend implementiert.

Mit diesem Verfahren wird das Problem des numerisch exponentiellen An-
wachsens der Felder iiberwunden und das Verfahren bleibt auch bei feineren
Diskretisierungsraster weiterhin stabil. Es werden bei dem FDFD-Verfahren iibli-
cherweise Reflexions- und Transmissionsspektren berechnet. (Prinzipiell ist es mit
dieser Methode auch moglich Bandstrukturen zu berechnen. Da aber Bandstruk-
turen fiir die betrachteten Probleme grundsitzlich schon ein ungeeignetes Werk-
zeug darstellen, und die Bandstrukturen somit auch nur sehr rudimentir und
unvollstindig implementiert wurden, soll auf eine Bandstruktur-Untersuchung
mittels dieses Verfahrens verzichtet werden. Dazu eignen sich die Standardver-
fahren deutlich besser.)

Dieses Verfahren soll dann fiir die Untersuchung der metallischen Systeme ver-
wendet werden, um abschéitzen zu kénnen, ob die beiden erwidhnten Eigenschaf-
ten (hoher negativer Realteil von € und der Nulldurchgang) von ¢ fiir praktische

Anwendungen von Interesse sein konnten.



Kapitel 3

Plane-Wave-Verfahren

3.1 Einfaches Plane-Wave-Verfahren

3.1.1 Motivation

Aufgrund der bereits in der Einfiihrung erwihnten Ahnlichkeiten zur Quantenme-
chanik im Festkorper ist es naheliegend, numerische Verfahren aus diesem Gebiet
auf das Problem der Photonischen Kristalle zu iibertragen. Eines der direktesten
Verfahren ist hierbei iiblicherweise die Entwicklung der Gleichungen (in diesem
Fall (2.5)) in eine endliche Zahl ebener Wellen, so dass eine endlich-dimensionale
Matrixgleichung entsteht. Diese wird dann mittels numerischer linearer Algebra
gelGst.

Diese Methode ist die Standardmethode zur Berechnungen von Bandstruk-
turen und dafiir gut geeignet. Es handelt sich um ein etabliertes und gut ver-
standenes Verfahren, dass jedoch auf das Problem der metallischen Photonischen

Kristalle nur sehr eingeschrinkt anwendbar ist.

3.1.2 Verfahren

Ausgangspunkt ist die Mastergleichung (2.5) unter Verwendung der Bloch-Struktur
der Losung. Dies fithrt zur Form (2.10):

N
(V +ik) x (—(V +ik) x E(x)) = <w( )) =(Z). (3.1)
Da weiterhin gilt, dass (%) periodisch ist, kann man ;(Z) in ebene Wellen

24
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zerlegen, deren Wellenvektoren G auf dem Gitter T liegen, das als reziprokes

Gitter durch die Periodizitdt im Ortsraum gegeben ist.

_‘E(f) = ZﬁgvéeiG'f. (3.2)

Ger
Ebenso wird nun Tlf) zerlegt
1 1 Gz
72 (5), &
e(x €)a
Ger ¢

und (3.3) mit (3.2) in (3.1) eingesetzt. Die Ableitungen V kénnen damit sehr

einfach berechnet werden und nach einigen einfachen Umformungen ergibt sich:

2 1 . . . . .
j—zﬁ,;@, +y (E)G (e @) x (k+G) xizs | =0, VG €T, (34)
Ger =

Hierbei handelt es sich immer noch um eine unendlich-dimensionale Gleichung,
die ohne weiteres nicht 16sbar ist. Nimmt man aber an, dass die Beitrage mit
steigendem Betrag von G bzw. G’ immer kleinere Betrédge liefern, so kann man
(3.4) dadurch annéhern, dass man nur ein endliches Teilgitter [V C I' betrachtet.
Aus (3.4) wird dann:

i—jﬁg,é, + Z (1>@ k+G)x (k+G)xd;s| =0, VG T

Ger~

(3.5)

Der entscheidende Unterschied ist hierbei, dass die Anzahl der Gleichungen

sowie die Summen nun endlich sind. Man betrachtet (3.5) nun fiir jedes k als

ein Matrix-Gleichungssystem mit den Unbekannten 6575. Da es sich um ein ho-

mogenes lineares Gleichungssystem handelt, gibt es nicht-triviale Losungen (und

nur diese sind interessant) genau dann, wenn die Determinante der Matrix des

Gleichungssystems 0 ist. Somit kann man fiir ein gegebenes k die verschiedenen

Losungen w, (k) der Bandstruktur berechnen, wobei n ein Index fiir die diskreten

Losungen ist und die Bander nummeriert. (Statt die Determinante zu berechnen,
kann man natiirlich auch einfach das Gleichungssystem lésen.)

Einer der grofen Vorteile der Plane-Wave-Methode ist sicherlich die direkte
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Implementierbarkeit, da man es effektiv zwar mit groflen, aber durchaus noch be-
herrschbaren Standardproblemen der linearen Algebra zu tun hat. Bei der Losung
dieser Systeme konnen auch noch Eigenschaften, wie die Hermitezitit, oder die
Tatsache, dass das zu l6sende System fiir € > 0 positiv definit ist, verwendet wer-
den. Der Vorteil hierbei ist, dass es fiir positiv definite hermitesche Systeme sehr
gute und effiziente Standardverfahren gibt. Fiir genauere Details einer méglichen
effizienten Implementierung sei hier auf [23] verwiesen. Diese Implementierung
wurde in dieser Arbeit auch verwendet wenn Vergleichsrechnungen mittels eins

“unmodifizierten Plane-Wave-Verfahrens” durchgefiihrt wurden.

3.1.3 Dispersion und ebene-Wellen-Verfahren
Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde keine Implementierung des selbstkonsistenten
ebene-Wellen-Verfahrens durchgefiihrt um damit auch Bandstrukturen von Sy-
stemen mit Dispersion zu berechnen, jedoch soll trotzdem kurz aufgezeigt werden,
wie dies prinzipiell mdglich ist.

Um die Dispersion in das Plane-Wave-Verfahren einzubinden, sollen hier zwei
dhnliche Verfahren kurz angerissen werden. Das erste Verfahren ist in Abb. 3.1
schematisch dargestellt. Das Problem, das sich bei der Berechnung mittels Plane-
Wave-Verfahren ergibt, ist, dass man den Wert fiir die Dielektrizitatskonstante
¢ erst kennt, wenn die Frequenz der Losung bekannt ist, also das System bereits

gelost ist. Man bendtigt allerdings € auch zum Losen des Systems.

Das fiihrt dazu, dass man das Problem selbstkonsistent 16sen muss. Das heifst
man muss eine Losung finden, bei der bei vorgegebenem ¢ eine Frequenz w errech-
net wird, so dass anhand der Dispersion £(w) wieder der urspriingliche Wert fiir
€ herauskommt. Praktisch bedeutet dies in der Rechnung, dass man unterschei-
den muss zwischen ey, das hier als vorgegebener Parameter verstanden werden
soll, und das dem willkiirlich vorgegebenen Wert entspricht, und €pispersion, das
mittels der Frequenz w aus der konkreten Dispersionsrelation € pispersion(w) be-
stimmt wird. €pjspersion ibernimmt hier also die Rolle einer gegebenen Funktion

(der Dispersion) und ey, die Funktion einer Variablen.

Eine selbstkonsistente Losung hat man also gefunden, wenn gilt:
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Abbildung 3.1: Flussdiagramm zur selbstkonsistenten Bestimmung der Band-
struktur mittels des Plane-Wave-Verfahrens bei Vorhandensein einer Dispersion

e(w).
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5Dispersion(w(€\/ar)) = &Var, (36)

wobel € pispersion der gegebenen Dispersion des Materials entspricht und w(ey,,)
eine numerisch durch das Plane-Wave-Verfahren gegebene Funktion darstellt.
Praktisch kann man so vorgehen, dass man fiir ein bestimmtes Band n, das man
berechnen mdochte, und gegebenes k mit einem Startwert €var beginnt. Mittels des
Plane-Wave-Verfahrens berechnet man W, & und anschliefend anhand der Disper-
sionsrelation 5Dispersion(wn7,;). Stimmt 5Dispersion(wn,;;) innerhalb einer gegebenen
Genauigkeit mit ey, iiberein, so hat man eine selbstkonsistente Losung gefun-
den. Ansonsten startet man einen neuen Durchlauf mit dem neuen Startwert, der

iblicherweise dem berechneten Wert fiir € pispersion entspricht.

Dies entspricht der programmiertechnisch einfachsten (aber nicht notwen-
digerweise effizientesten) Suche nach der Losung. Selbstverstandlich kénnen auch
andere Verfahren verwendet werden, da es sich eigentlich lediglich um die Null-

stellensuche der Funktion

fTR—=R (3.7)

EVar 5Dispersion(wn7];(€\/ar)) — EVar (38)

handelt. D.h., man kann prinzipiell auch jedes andere Verfahren zur Nullstellen-
bestimmung verwenden. Dabei bieten sich hier die Verfahren an, bei denen man
mit den wenigstens Berechnungen w, E(svw) auskommt, da es sich dabei um den

numerischen aufwendigsten Teil handelt.

Eine leicht abgednderte Variante ist in Abb. 3.2 dargestellt. Hier unterscheidet
sich das Vorgehen hauptsichlich darin, dass zunéchst fiir einen vorher passend
gewdhlten Bereich von e die Funktion w, ; fir das n-te Band berechnet wird.
Danach wird anhand der berechneten Werte die Nullstelle von (3.7) ermittelt.
Diese 2. Methode bietet sich allerdings nur dann an, wenn man verschiedene
Dispersionsrelationen (z.B. bedingt durch verschiedene Materialien) berechnen
will. Man legt sich somit eine Art Bibliothek von Bandstrukturen fiir unterschied-
liche € an, die man dann anhand der gegebenen Dispersionsrelation auswertet.
Betrachtet man nur eine Dispersionsrelation, so ist das erste Verfahren i.a. deut-

lich giinstiger.
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Abbildung 3.2: Flussdiagramm zur Bestimmung der Bandstruktur mittels des
ebenen-Wellen-Verfahrens bei Vorhandensein einer Dispersion (w). Dazu bere-
chent man Bandstrukturen fiir verschiedene ey, ohne Dispersion und 16st an-
schliefend damit numerisch die Fixpunktgleichung € p;spersion(W(€var)) = Evar.
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Auftretende Probleme

Wie bereits in Abschnitt 2.3.2 darauf hingewiesen wurde, bietet dieses Verfahren
jedoch einige Probleme, wenn man versucht die Dispersion und die Absorption
zu beriicksichtigen. Wie gezeigt ist es zwar durchaus mdaglich, die Dispersion zu
integrieren. Aus praktischer Sicht wird dies leider sehr unhandlich, wenn man
eine Struktur betrachtet, die nicht nur Dispersion besitzt, sondern auch sowohl
Bereiche mit € < 0 also auch € > 0. Dann ist der Operater O des Systems nicht
mehr positiv definit und kann somit auch negative Eigenwerte besitzen. Dadurch
treten auch Losungen mit w? < 0 auf, welche aber hier nicht interessant sind,
da sie nicht zur Bandstruktur beitragen. Allerdings zeigt bei der Verwendung
des ebenen-Wellen-Verfahrens, dass in dem hier interessanten Fall, ndmlich um
die Nullstelle in ¢, eben genau diese Losungen immer haufiger auftauchen. Um
dies zu umgehen, miisste die Anzahl der betrachteten Losungen deutlich erhoht
werden. Dies tragt allerdings auch nicht zu einer substantiellen Verbesserung der
Situation bei und die benétigte Rechenzeit wird deutlich erhoht.

Dies ist jedoch nicht das einzige Problem. Insbesondere wenn — durch die
Dispersion bedingt auch noch eine Nullstelle in & vorliegt, (genau solche Be-
reiche sind fiir die Untersuchungen dieser Arbeit aber entscheidend) wird der
Rechenaufwand mittels des Plane-Wave-Verfahrens immer grofer, je ndher man
der Nullstelle kommt. Auch die Stabilitdt nimmt dabei stark ab. Hier zeigt sich
das Problem, dass die Matrix, die durch (3.5) gegeben wird, eine schlechte Kondi-
L - verursacht.

E)é/—G
Dieser divergiert, wenn w — wpjasma geht und dadurch wird die Gleichung (3.5)

tionierung besitzt. Dies wird hauptsichlich durch den Term (

numerisch deutlich schwieriger zu 16sen. Dies bedeutet einen um so hoheren Re-
chenaufwand, je mehr sich € an 0 annéahert.

Trotz der genannten Probleme ist es durchaus moglich, die Dispersion im
Rahmen eines Plane-Wave-Verfahrens zu behandeln. Und dies wird fiir Metal-
le auch teilweise getan ([17], [32]), dann allerdings ohne Beriicksichtigung der

vorhandenen Absorption.

3.1.4 Absorption

Wie bereits in Abschnitt 2.3.3 angedeutet wurde gilt, dass nicht nur die Dispersi-

on ein Problem darstellt, sondern auch die Tatsache, dass Metalle (insbesondere
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auch im Bereich um die Plasmafrequenz wpiysmq) €ine nicht zu vernachlissigen-
de Absorption besitzen. Eine Absorption dufsert sich durch ein komplexes e, was
wiederum dazu fiihrt, dass der Operator O aus (2.6) nicht mehr hermitesch ist.
Daraus folgt wiederum, dass die Eigenwerte der Gleichung (2.5) nicht notwendi-
gerweise reell sind (genauer: Teile des Spektrums von O miissen auch nicht-reell
sein, sonst ware O hermitesch). Damit wird w i.A. komplex, was physikalisch
zeitlich an-, bzw. abschwellenden Losungen entspricht, von denen aufgrund der
Energie nur die zeitlich abschwellenden physikalisch relevant sind. Genauso wie
man ein komplexes w erhalten kann, kann man auch einen komplexen Wellen-
vektor k vorgeben, was dann rdumlich anwachsenden, bzw. abfallenden Losun-
gen entspricht. Solche Lésungen kann man auch fiir Photonische Kristalle mit
Fehlstellen bekommen, bei denen diese dann den raumlich lokalisierten Lésun-
gen entsprechen. Man miisste also, um bei einer einfachen Beschreibung mittels
Bandstruktur zu bleiben, sowohl k als auch w als komplex betrachten. Zusatz-
lich hdatte man nur zeitlich stabile (nicht auf- oder abklingende) Moden, wenn
w € R ist, und nur rdumlich stabile (nicht auf- oder abklingende) Moden, wenn
k reell ist. im Allgemeinen empfiehlt es sich allerdings fiir eine Betrachtung der
Absorption zu anderen, spiter aufgezeigten Verfahren iiberzugehen.

Aufgrund dieser Probleme und der unter “Dispersion” aufgefiihrten Proble-
me wurden keine ausfiihrlicheren Untersuchungen mit Hilfe des ebenen-Wellen-
Verfahrens durchgefiihrt. Allerdings gibt es auch sehr aktuelle Untersuchungen
Photonischer Kristalle auch mittels ebener-Wellen-Verfahren [32].

3.2 Modifiziertes Plane-Wave-Verfahren

3.2.1 Motivation

Wie wir im vorherigen Kapitel sehen konnten, ist es mittels des normalen Plane-
Wave-Verfahrens durchaus moglich eine Dispersion zu betrachten. Dies ist jedoch
nur indirekt moglich. In [24] wird ein Verfahren vorgestellt, das es erméglicht die
Dispersion direkt in ein Plane-Wave-Verfahren zu integrieren. Dieses Verfahren
wurde im Rahmen dieser Arbeit nachvollzogen und nachprogrammiert um Un-
tersuchungen damit durchfithren zu konnen.

Der Ansatz besteht darin, aus dem Problem, w(k) zu berechnen, ein Pro-

blem zu formulieren, bei dem man k(w) berechnet. Somit ist schon zu Beginn der
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Rechnung die Frequenz und somit auch ¢ bekannt. Dies gelingt, indem man in
(3.5) eine Richtung willkiirlich auswéhlt, etwa die z-Richtung, und dann das Glei-
chungssystem als ein quadratisches Eigenwertproblem in &, auffasst. Der Nachteil,
mit dem man sich dies erkauft ist, dass man ein Eigenwertproblem der doppelten
Grofe des urspriinglichen Problems 16sen muss, das auch keine Symmetrie mehr

besitzt. Fiir Details dieses Verfahren sei auf den Anhang A verwiesen.

3.2.2 Testrechnungen

Um zu priifen, ob das Verfahren funktioniert und korrekt implementiert wur-
de, wurden einige Beispielrechnungen durchgefiihrt. Dazu wurden nur Struktu-
ren ohne Dispersion betrachtet, um einen direkten Vergleich mit dem in diesen
Féllen gut funktionierenden unmodifizerten ebene-Wellen-Verfahren (dem bereits
erwihnten Verfahren von Johnson und Joannopoulos [23]) zu ermdglichen. Ei-
ne zusitzlich betrachtete Dispersion bedeutet fiir das modifizierte Plane-Wave-

Verfahren kein zusatzliches Problem oder keinen zusatzlichen Rechenaufwand.

Vakuum

Das einfachste Problem, das auch analytisch 16sbar ist, ist das Vakuum. In diesem
Fall gilt, dass w = ¢/|k|| ist. Somit erhiilt man die Bandstruktur durch den Schnitt
mit dem Kegel, der durch w = c||k|| gegeben ist, und der immer wieder in die
Brillouin-Zone gefaltet wird.

Die Berechnung mittels des modifizierten Plane-Wave-Verfahrens wurde in
alle Raumrichtungen mit den ersten 4 k-Werten durchgefiihrt, was eine ausrei-
chende Genauigkeit ergab.

Die Ergebnisse dieser Berechnung sind in Abb. 3.3 dargestellt. Wie man
sieht, ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung der berechneten Werte mit
dem exakten Ergebnis. Dies ist allerdings nicht weiter erstaunlich, da es sich um
ein ebene-Wellen-Verfahren handelt, mit dem man die Vakuumlosungen natiir-
lich sehr gut beschreiben kann. Mathematisch dufiert sich dies darin, dass die
Fouriertransformierte von % nur den konstanten Beitrag enthélt und sich die zu
l6senden Gleichungen des Verfahrens damit sehr stark vereinfachen.

Man erkennt aber hier schon sehr gut, warum dieses Verfahren Probleme

mit sehr flachen Bindern hat. Da eine sehr kleine Anderung in w bei einem
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Abbildung 3.3: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (22;0; k). (Da
k. und k, bei diesem Verfahren nicht beide gleich null sein diirfen, wurde die
Gerade leicht in k, vom Ursprung verschoben.) Die durchgehende Linie ist die
exakte Losung. Die Kreuze entsprechen den mittels des modifizierten Plane-Wave-
Verfahrens berechneten Werten.
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flachen Band schon eine sehr groke Anderung in k, bewirkt, erhilt man bei einem
konstanten Raster in w verhéltnisméfig wenig Punkte, die auf flachen Béndern
liegen. Man muss also, um flache Bénder gut zu beschreiben, die Berechnungen

fiir ein sehr feines Raster in der Frequenz w durchfiihren.
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i

Abbildung 3.4: Kugeln in einer einfach-kubischen Anordnung. (5 x 5 x 5 Einheits-
zellen)

Einfach-kubische Struktur

Als néchster Testfall soll nun eine volle 3-dimensionale Struktur betrachtet wer-
den. Damit die Rechnung allerdings nicht zu rechenzeitintensiv wird, wurde hier
eine einfach kubische Struktur (Abb 3.4) mit Linge a der Einheitszelle und einer
Sphéare mit Radius r = 0,25a und ¢ = 8,9 im Mittelpunkt der Einheitszelle ver-
wendet. Fiir die Rechenverfahren bildet dies schon eine ausreichend komplizierte
Struktur, um zu testen, ob das Verfahren die richtigen Ergebnisse liefert. Das
System ist fiir ein volles 3-dimensionales System jedoch eines der denkbar ein-
fachsten nicht-trivialen Systeme. Allerdings gibts es schon keine analytischen Er-
gebnisse mehr, weswegen der Vergleich mit dem unmodifizierten ebenen-Wellen-
Verfahren [23| erfolgen soll.

Es ist nicht trivial, mittels dieses Verfahrens eine komplette Bandstruktur
zu berechnen. Man weif vor der eigentlichen Rechnung nie, welcher Wert fiir k,
bei der Rechnung bestimmt wird, da nur k, und k, festgelegt werden kénnen.
Dies lasst sich nicht vermeiden, da man die Frequenz w vorher festgelegt hat.
Man kann entweder alle Komponenten von & vorgeben und w(E) berechnen, oder
man gibt zwei Komponenten von k und w vor und berechnet daraus die fehlende

Komponente von k. Im ersten Fall liegt das normale (unmodifizierte) Plane-Wave-
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Verfahren vor, im zweiten das modifizierte Plane-Wave-Verfahren.

Bandstrukturen entlang der k.-Richtung sind mittels dieses Verfahrens immer
noch gut zu berechnen. Allerdings wird es in anderen Raumrichtungen (also z.B.
von einem Symmetriepunkt zu einem anderen) nicht-trivial, die Bandstrukturen
zu erhalten, da mit gegebenem k, und k, das berechnete k. einen vorher unbe-
kannten Wert hat. D.h. & liegt irgendwo auf der Geraden mit konstantem k, und
k, und damit i.a. nicht in der betrachteten Raumrichtung. Aus diesem Grund
wird hier fiir die Testrechnung nur das Band entlang der Richtung (%; 0; k) be-
trachtet. Fiir Binder entlang anderer Symmetriepunkte miisste man die Binder
aus den berechneten Punkten in der Brillouin-Zone interpolieren, oder das Ver-
fahren wie am Ende des Kapitels erwdhnt noch weiter modifizieren. Da aber auch
in diesem einfachen Fall der Rechenaufwand extrem groft wird und das Verfahren
weitere Mangel aufweist wurde darauf verzichtet. Die wesentlichen Punkte kann

man auch schon anhand dieses Teils der Bandstruktur erkennen.

In Abb. 3.5 sind die Ergebnisse der Rechnung mit cut-off-Wert N = 4 (also
jeweils bis zum vierten G in positiver und negativer Richtung in jeder Raum-
richtung) gezeigt und mit den Ergebnissen des unmodifizierten ebenen-Wellen-
Verfahrens verglichen. Die durchgezogenen Linien sind dabei die Ergebnisse des
Standard-Verfahrens, die einzelnen Punkte entsprechen den Ergebnissen des mo-
difizierten ebenen-Wellen-Verfahrens. Auf den Frequenzbereich unterhalb von 0.7
wurde bei der Berechnung verzichtet, da dieser Bereich nur bedingt interessant
ist und somit die Punkte im berechneten Bereich mit einem engeren Frequenz-
raster bei gleicher Rechenzeit gelegt werden konnen. (Fiir niedrige Frequenzen
nahert sich das Problem immer mehr dem der Ausbreitung im homogenen Me-
dium mit gemitteltem € an, was im Prinzip ein in der Frequenz umskaliertes
Vakuum-Problem ist). Dieser Bereich der Bandstruktur ist zum einen physika-
lisch nicht sehr interessant und zum anderen funktioniert das Verfahren fiir die-
sen Bereich recht zuverldssig. (Es handelt sich gendhert immer mehr um eine

Vakuum-Berechnung, je niedriger die Frequenz wird.)

Das unterste (abgebildete) Band selbst kann nur zu hoch berechnet werden.
Da hier in der gesamten Einheitszelle ¢ > 0 ist, wird das Energiefunktional E[H]
fiir den Grundzustand (also das unterste Band), wie in Abschnitt 2.1.2 gezeigt
wurde, minimiert. D.h. die exakte Losung besitzt die niedrigste Frequenz und

eine Ndherungslosung muss oberhalb des exakten Grundzustandes liegen.
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Einfach—kubische Struktur. N=4
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Abbildung 3.5: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (%;O; k) fiir
eine einfach-kubische Struktur mit der Linge a Einheitszelle und einer Sphére
mit Radius 7 = 0,25a und ¢ = 8,9 im Zentrum der Einheitszelle. Der cut-off in
alle Raumrichtungen des reziproken Gitters betrigt N = 4. Es wurden also knapp
1500 ebene Wellen beriicksichtigt. Die Linien entsprechen der Berechnung mit-
tels des unmodifizierten ebenen-Wellen-Verfahrens, die Kreuze den Berechnung
mittels des implementierten modifizierten Plane-Wave-Verfahrens.
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Das zweite. Band, welches das unterste in Abb. 3.5 ist, liegt aber gerade
fiir kleine Werte von k relativ weit oberhalb der mittels des Standardverfahrens
bestimmten Werte (in relativen Einheiten ca. 0,06, was einem relativen Fehler von
ca. 8% entspricht). Auch dies ist nicht weiter verwunderlich, da der unterste nicht-
triviale Zustand am Ursprung der Brillouin-Zone (dem I'-Punkt) einem sehr stark
lokalisierten Zustand innerhalb der dielektrischen Sphére entspricht. Um diesen
mittels ebener Wellen darzustellen, braucht man sehr viele auch stark oszillierende
ebene Wellen. Fiir die hoher liegenden Bénder gibt es allerdings keine so einfachen
Erkldrungen, warum sie bei der Rechnung héher oder auch tiefer als das Ergebnis

des Standardverfahrens liegen.

Die nachsthoher liegenden Béander haben eine zu hoch berechnete Frequenz,
auch wenn die Abweichung etwas geringer als bei den beiden untersten abgebil-
deten Béndern ist. Der Standard-Rechnung am nédhesten kommen allerdings die
Béander, die bei ca. w,q = 0,96 — 1 die Achse k = 0 schneiden. Die Bénder,
die noch weiter oberhalb liegen, wurden sehr unzureichend beschrieben. Die mit-
tels des modifizierten Plane-Wave-Verfahrens berechneten Bander liegen teilweise
deutlich neben den mittels des Standard-Verfahrens berechneten Béndern. Mei-
stens liegen die berechneten Werte oberhalb der Vergleichsrechnung, in manchen
Fiéllen ist es auch nicht wirklich moglich, die Béander einander zuzuordnen, da die
Struktur der Bénder schwierig zu erkennen ist. Dies liegt daran, dass die hoheren
Béander i.a. sehr flach verlaufen, und da das Verfahren diese mittels Schnitten mit
w = konst bestimmt, erhilt man bei sehr flachen Bandern iiblicherweise nur we-
nige und sehr weit auseinanderliegende Punkte eines Bandes. Da aber auch noch
gleichzeitig sehr viele Binder in einem engen Bereich liegen, wird die Zuordnung
aukerst schwierig. Um dies zu umgehen, miisste man ein sehr viel dichteres Ra-
ster in w bei der Berechnung verwenden. Allerdings erkennt man auch so schon,
dass oberhalb von w =~ 1 die berechnete Bandstruktur deutlich von der Ver-
gleichsstruktur abweicht. Auch das ist nicht weiter verwunderlich, da man fiir
die Beschreibung hoherer Frequenzen mehr ebene Wellen bendtigt und somit fiir

hohre Frequenzen die Ergebnisse immer ungenauer werden.

In Abb. 3.6 ist die gleiche Rechnung, allerdings mit einem hoheren cut-off,
ndamlich N = 6, gezeigt. Man erkennt hier deutlich, dass das Ergebnis schon viel

ndher an der Vergleichsrechnung liegt, allerdings noch nicht ganz konvergiert ist.
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Einfach—kubische Struktur. N=6

Frequenz [relative Einheiten]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

k [relative Einheiten]

Abbildung 3.6: 3-dimensionale Bandstruktur entlang der Geraden (%;O; k) fiir
eine einfach-kubischen Struktur mit Einheitszelle der Lange a und einer Sphére
mit Radius » = 0,25a und ¢ = 8,9 im Zentrum der Einheitszelle. Der cut-off
in alle Raumrichtungen des reziproken Gitters betrigt N = 6. Es wurden knapp
4400 ebene Wellen beriicksichtigt. Die Linien entsprechen der Berechnung mittels
des Plane-Wave-Verfahrens. Die Kreuze entsprechen der Berechnung mittels des
modifizierten Plane-Wave-Verfahrens.
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Das unterste abgebildete Band liegt immer noch etwas zu hoch, allerdings nur
noch ca. um 0,02 relative Einheiten. Die néchsten drei flachenBéinder sind jetzt
auch deutlich zu erkennen, auch wenn sie insgesamt noch deutlich verschoben
sind und die oberen beiden dieser Bander noch etwas eng zusammenliegen.

Die Bénder, die £ = 0 knapp unterhalb von 1 schneiden zeigen schon eine
sehr gute Ubereinstimmung. Dass die rechte Hilfte des untersten dieser Bénder
fehlt, liegt daran, dass dieses Band fast horizontal verlduft und somit mit die-
ser Methode nur sehr schwer zu erfassen ist. Einen deutlichen Unterschied kann
man auch bei den Béndern oberhalb von ca. w = 1,08 erkennen. Hier ist die
Ubereinstimmung mit der Vergleichsrechnung zumindestens so gut, dass man die
meisten Binder gut zuordnen kann und diese auch oft schon nah an der Ver-
gleichsrechnung liegen. Allerdings erkennt man auch, dass die Rechnung noch
nicht konvergiert ist und eigentlich noch mehr ebene Wellen notwendig wéren.
Allerdings war die benétigte Zeitdauer fiir diese Berechnung schon so hoch (> 2
Monate CPU-Zeit), dass auf eine weitere Erhhung der Zahl der ebenen Wellen
verzichtet wurde. Wie bei der Besprechung des Verfahrens im Anhang A gezeigt
wird, skaliert die CPU-Zeit mit O(N?), was bei einem Sprung von N = 6 auf
N = 7 in etwa eine Vervierfachung der Rechendauer erwarten lisst. Weiterhin ist
zu vermuten, dass auch mit N = 7 das Verfahren noch nicht ausreichend konver-
giert ist. Aber auch ohne diese weitergehenden Rechnungen erkennt man, dass
das Verfahren prinzipiell funktioniert und in den Bereichen in denen es schon

konvergiert ist, gute Ubereinstimmungen mit dem Standard-Verfahren liefert.

3.2.3 Zusammenfassung und Ausblick

Es zeigt sich also, dass das Verfahren [24] prinzipiell funktioniert. Um vollsténdig
sicher zu gehen wiirde man das System noch an weiteren Beispiel-Systemen te-
sten, es zeigt sich jedoch, dass auch diese Alternative zur Betrachtung metallischer
Photonischer Kristalle nur bedingt geeignet ist. Zum einen, da Bandstrukturen
fiir die Fragestellung dieser Arbeit nur unzureichend geeignet sind, und da die-
ses Verfahren im Vergleich zum unmodifizierten ebenen-Wellen-Verfahren sehr
zeitintensiv ist und insbesondere auch sehr ungiinstig skaliert (O(N°)).

Schon das 3-dimensionale einfach-kubische System sehr rechenzeit-aufwéndig.
Kompliziertere Systeme lassen den Anspruch an die Anzahl der bené6tigten ebenen

Wellen, und somit der benotigten CPU-Zeit, noch weiter steigen. Dieses Problem
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konnte man angehen, indem man versucht auf andere Verfahren zur Berechnung
der Eigenwerte auszuweichen. Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit mittels IRAM
(“implicitely restarted Arnoldi method”) |25] versucht. Dieses Verfahren erlaubt
es, gezielt Eigenwerte in bestimmten Bereichen (etwa mit kleinstem Betrag oder
auf der reellen Achse) zu bestimmen. Leider wird auch dieses Verfahren durch
die dichte Besetzung der Matrix, deren Eigenwerte man bestimmen will, sehr
zeitintensiv. Die Effizienz dieses Verfahrens hingt sehr stark mit dem verwen-
deten Preconditioner (einer "Vorbereitungsmatrix", die das Problem hinsichtlich
moglichst effektiver Konvergenz transformiert) des Systems zusammen. Dieser
bestimmt, wie schnell das System auf die Eigenwerte des betrachteten Bereichs
in der komplexen Ebene konvergiert. Es ist leider nicht gelungen einen Precondi-
tioner fiir dieses Problem zu finden, so dass IRAM eine Alternative zur Berech-
nung der Eigenwerte darstellt. Die getesteten Standard-Preconditioner fiithrten
zu keinem zufriedenstellendem Ergebnis. Einen geeigneten Preconditioner zu fin-
den ist i.a. eine mathematisch untriviale Aufgabe und bediirfte in diesem Fall
einer ausfiihrlichen mathematischen Betrachtung. Aufgrund der weiteren Unzu-
linglichkeiten des Verfahrens (Bandstrukturen geben das Absorptionsverhalten
nicht brauchbar wieder) wurde auf diese Untersuchung verzichtet und stattdes-
sen die Zeit in die Umsetzung des FDFD-Verfahrens investiert. (Die Standard-
Preconditioner waren fiir dieses Problem sogar so ungeeignet, dass die mittels
IRAM durchgefithrten Rechnungen noch zeitintesiver als die Rechnungen mittels

einer Standard-Eigenwert-Berechnung waren.)

Es gibt auch noch ein zusétzliches Problem, welches bereits angedeutet wurde:
Will man eine volle Bandstruktur rechnen, also nicht nur entlang der k.-Achse,
so ergibt sich das Problem, dass die berechneten Eigenwerte i.a. eben nicht auf
der iiblicherweise betrachteten Gerade zwischen zwei Symmetriepunkten liegen.
Um dieses Problem zu umgehen wéren zwei verschiedene Ansétze moglich. Zum
einen konnte man w so variieren, dass der Abstand von k,(w) zu der betrachteten
Gerade minimal wird, oder man berechnet die Eigenwerte fiir ein Raster von
Werten k,, k, und w und interpoliert aus den gegebenen Punkten auf die gesuchte
Gerade. Dabei ist es allerdings schwierig sicherzustellen, dass man Losungen in

der Néhe des gesuchten Punktes in der Brillouin-Zone erhilt.

Eine anderer moglicher Ausweg ist, die Gleichungen nicht willkiirlich in die

k.-Richtung aufzulésen. Der entscheidende Punkt, um die Dispersion in das Ver-
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fahren einbauen zu kénnen, ist, dass man aus den vier Freiheitsgraden von k und
w drei (einer davon w) festlegt und dann in k ein Freiheitsgrad iibrig bleibt. An-
hand dieses Freiheitsgrades schreibt man das Problem in ein Eigenwertproblem
eines groferen Systems um. Allerdings muss dies nicht in den kartesischen Koor-
dinaten k;, k, und k. geschehen. Denkbar wire auch, die Bandstruktur entlang
einer Linie zu berechnen, die zwei Punkte in der Brillouin-Zone, l;:l und Eg, linear

verbindet. Dann wére in den jeweiligen Gleichungen

—

k=ky +t(ks — k), (3.9)
mit dem Parameter ¢, der dann zwischen 0 und 1 variiert.

Allerdings ist es in diesem Fall etwas komplizierter die Divergenzgleichung
V - H in die Gleichungen wieder einzusetzen. Man kann alternativ allerdings
auch statt diese Einsetzung durchzufiihren, die Gleichungen wie in (A.6) und
(A.7) gegeben betrachten. In diesen tritt der Parameter ¢ bis zu Termen zweiten
Ordnung auf (da k bis zur zweiten Ordnung auftritt). Die zusétzliche Bedingung
V - H = 0 kann dann als zusitzliche Gleichungen betrachtet werden. In dieser
Gleichung tritt ¢ auch nur bis zur ersten Ordnung auf, d.h. insgesamt konnten

die Gleichungen wieder in der Form

0 = Au + tBu — t*Cu (3.10)

geschrieben werden (vgl. Appendix A) und somit mit dem gezeigten Verfah-
ren gelost werden. Auf diese Weise sollte es moglich sein auch die Bandstruktur
entlang anderer Raumrichtungen zu berechnen. Allerdings wird das betrachtete
Gleichungssystem dadurch wiederum grofer. Statt zwei Komponenten von ﬁg’é
miissen drei Komponenten betrachtet werden. Die Anzahl der Gleichungen und
Unbekannten steigt also im Vergleich zu der vorgestellten Variante noch einmal
um die Hélfte. Das Verfahren wird somit deutlich ineffizienter. Aufgrund des
Skalierungsverhaltens O(N?) der bendtigten Rechenzeit mit dem cut-off N (vgl.
Appendix A) bedeutet diese Steigerung von N um die Hilfte fiir die benétigte
Rechendauer eine Steigerung um einen Faktor von ca. 40 und eine Steigerung des

Speicherbedarfs (Skalierungsverhalten O(N%)) um den Faktor 10.

Fiir eine noch durchfiihrbare Rechnung miisste man folglich eine Verbindung

der beiden Varianten finden, in der man sowohl den freien Paramater von k wie
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oben wéhlt, allerdings auch die Divergenzgleichung wieder in die anderen Glei-
chungen einsetzten kann und die quadratische Struktur der Gleichungen nicht
verindert. Ahnlich wie bei der Frage nach einem passenden Preconditioner wurde
dies im Rahmen dieser Arbeit nicht versucht, stattdessen wurde ein passenderes
Verfahren (FDFD) auf die Photonischen Kristalle iibertragen.

Eine Dispersion einzubauen wére bei diesem Verfahren allerdings sehr einfach,
da fiir jede Einzelrechnung immer der Wert von w vorgegeben ist. Somit ist auch
¢ bekannt. Trotzdem erscheint dieses Verfahren nur sehr bedingt geeignet um das
vorliegende Problem zu betrachten, denn auch bei diesem Verfahren handelt es
sich um eine Plane-Wave-Verfahren, bei dem die Bandstruktur bestimmt werden
soll. Im Falle einer Absorption (die bei metallischen Systemen zu erwarten ist)
ist eine Bandstruktur nur eine bedingt brauchbare Beschreibung des Systems.
Entweder vernachlissigt man dabei die Absorption, oder man muss komplexe
Bandstrukturen betrachten, was allerdings auch nur ein unzureichendes Mittel
darstellt. Aus diesem Grund sollen auch im Folgenden ebene-Wellen-Verfahren
zur Beschreibung metallischer Systeme in dieser Arbeit nicht mehr betrachtet
werden.

Weiterhin ist auch hier das Problem nicht geldst, dass das Verfahren numerisch
mit € ~ 0 Probleme besitzt, da in den Matrizen é auftaucht, und somit die
Matrizen in diesem Bereich schlecht konditioniert sind.

Aus den genannten Griinden sollen andere Methoden betrachtet werden, die
nicht auf dem ebene-Wellen-Verfahren beruhen und bei denen auch die Absorp-
tion betrachtet werden kann. Zwei dieser Verfahren sollen in den nachfolgenden

Kapiteln vorgestellt und diskutiert werden.



Kapitel 4

Transter-Matrix-Methode

4.1 DMotivation und Einfiihrung

Wie in den vorherigen Kapiteln gezeigt wurde, eignen sich Plane-Wave-Verfahren
nicht sehr gut, um die physikalischen Eigenschaften von photonischen Kristallen
mit Dispersion und Absorption zu beschreiben. Das bekannte und auch verwen-
dete Verfahren, das fiir diesen Fall eigentlich genau in Frage kime ist die die
Transfer-Matrix-Methode [27],[22],[26]. Die Grundidee dieser Methode besteht
darin, dass man die Maxwell-Gleichungen im Orts-Frequenz-Raum diskretisiert
und dann die Einheitszelle des photonischen Kristalls als Anfangswertproblem in
z-Richtung beschreibt.

In dieser Arbeit wurde dabei eine Programm-Version von Pendry als Grund-
lage verwendet und an die betrachteten Probleme leicht angepasst um die durch-
gefithrten Untersuchungen zu ermaglichen.

Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dass die Dispersion dhnlich wie
bei dem modifizierten Plane-Wave-Verfahren kein Problem darstellt, da die Rech-
nung auch hier mit gegebener Frequenz w durchgefiihrt wird. Ein weiterer Vorteil
besteht darin, dass man mittels der Transfer-Matrix-Methode auch die messtech-
nisch einfacher zugéngliche Grofe der Transmission/Reflexion einer endlichen
Schichtdicke bestimmen kann. Fiir die Transfer-Matrix-Methode ist es prinzipiell
moglich, die Absorption sehr einfach in die Rechnungen zu integrieren, da diese
dadurch realisiert werden kann, dass € zur komplexen Grofe wird.

Auch eine Bandstruktur kann mittels dieses Verfahrens berechnet werden,

allerdings gilt auch hier wieder, dass das Absorptionsverhalten des Photonischen

44
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Kristalls nur bedingt mittels einer Bandstruktur beschrieben werden kann.

Das Transfer-Matrix-Verfahren hat jedoch schwerwiegende numerische Pro-
bleme, die nur mittels einiger numerischer Manipulation teilweise behoben werden
konnen. In der Literatur wird die Transfer-Matrix-Methode haufig als Verfahren
dargestellt, welche das hier gegebene Problem losen kann (z.B. [32]). In dieser
Arbeit wird gezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode jedoch auch schon fiir
nicht absorbierende Systeme numerisch Instabil ist. Fiir eine Betrachtung eines
Systems mit vorhandener Absorption erscheint das Verfahren aus Griinden, die

in diesem Kapitel dargelegt werden, génzlich unbrauchbar.

Zunichst soll das Verfahren kurz vorgestellt werden. Danach wird anhand
einer 2-dimensionalen Testrechnung die numerische Instabilitdt und ihre Auswir-

kungen auf die Ergebnisse aufgezeigt.

4.2 Die Transfer-Matrix-Methode

Die Grundidee des Verfahrens besteht darin, dass man die betrachtete Einheitszel-
le im Ortsraum diskretisiert und bei gegebener Frequenz w an einer Seite (z = 0)
eine beliebige Feldverteilung vorgibt. Daraus kann man dann fiir die benachbarte
Flache mit z = konst die Felder mittels der diskretisierten Maxwell-Gleichungen
berechnen und so Ebene fiir Ebene die Felder der Einheitszelle berechnen, bis
man nach N Schritten auf der anderen Seite angelangt ist. Zerlegt man jetzt das
vorgebene Feld und das Feld auf der anderen Seite der Einheitszelle, so kann
man daraus eine Matrix aufstellen, die sogenannte Transfer-Matrix, die die Fel-
der auf beiden Seiten in Beziehung zueinander setzt. Aus dieser Transfer-Matrix
kann man z.B. (mit ebenen Wellen als Basisfunktionen) die Transmission und

Reflexion des photonischen Kristalls bestimmen.

Ausgangspunkt sind auch hier wieder die beiden Rotationsgleichungen der
Maxwell-Gleichungen (2.1b) (allerdings in einem anderen Einheitensystem, so
dass hier die Faktoren gy und gy auftauchen), die nun komponentenweise be-

trachtet werden:
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Abbildung 4.1: Die Transfer-Matrix-Methode: An einem Ende der Zelle (z = 0)
wird ein Feld vorgegeben und dann jeweils daraus das Feld der nichsten Ebene
mit z = konst berechnet. Aus dem Vergleich der Felder an den beiden Enden
der Zelle kann die Transmission/Reflexion oder auch die Bandstruktur berechnet
werden.

¥ x B = —pop(r) S A (7.1 (41)
Vx H= 505(7")%5(77, t). (4.2)

Die Felder H(7,t) und E(7,t) werden in Fourier-Moden zerlegt

) = H()e ™" (4.3)

H(7
E(7 t) = E(F)e™™! (4.4)

7t
7t

(7,

und damit erh&lt man aus den Rotationsgleichungen komponentenweise:



4.2. DIE TRANSFER-MATRIX-METHODE 47

0, E. — 0., = ioptop(7) Ho ()
azEx - a:z:Elz = ZWIUOIU(F)HZJ(F)
OBy — 0y By = iwpiop(r) H.(7) (4.5)

OyH, — 0,H, = —iweoe(7) E,(T)
0,H, — 0, H, = —iweoe(T)E, ()
0. H, — 0,H, = —iweoe(T) E,(T). (4.6)

Die Gleichungen (4.5) bzw. (4.6) kann man nun nach H,, bzw. E, umstellen und
erhilt damit:

1
H. = oo (0 = O,F)
1

Dies setzt man nun wieder in die iibrigen Gleichungen ein und l6st nach den

partiellen Ableitungen in z-Richtung auf. Dann erh&lt man:

0, Hy = 0,H.)) = ionon()H.(7)

Z(.UE()E:“

==
O ( iwege (F) 8ny)) + iwpop(F) H, (7)
(e

0,H, =0, 8 E,—-0,E )) + iwege (7) B, (1)

lwuou

0.H, = 0, (0B, — 0 Ex)) — iweoe(F)E, (7).

( ZW,UOM(F)
Betrachtet man diese Gleichungen genauer, so erkennt man, dass man nun quasi
die Maxwell-Gleichungen in eine Evolutionsgleichung des Vierervektors
(E., E,, H,, H,) in z-Richtung umgeschrieben hat. Auf der rechten Seite kommen
nur Ableitungen in z- oder y-Richtung vor, so dass man, wenn man die Felder
auf einer Fliche mit z = konst kennt, die Gleichungen als Anfangswertproblem

betrachten und in z-Richtung 16sen kann.
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Bei der Transfer-Matrix-Methode geschieht dies dadurch, dass man das Pro-
blem auf einem endlichen Gitter betrachtet und die Ableitungen auf diesem Gitter
diskretisiert. Fiir die weiteren Betrachtungen gehen wir von einem rechtwinkligen
Gitter (und somit auch einer rechtwinkligen Einheitszelle) aus. Dies sieht zwar auf
den ersten Blick wie eine Einschriankung aus, allerdings kann man viele Probleme
(solche mit einer Gitter-Topologie, die der des rechtwinkligen Gitters entspricht)
auf ein Problem mit rechtwinkligem Gitter transformieren. (Siehe hierzu z.B.
[26]) Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Probleme spielt dies aller-
dings auch keine Rolle, da es sich bei den betrachteten Problemen um solche mit

rechtwinkliger Einheitszelle handelt.

Fiir eine genauere Erlduterung der konkreten Diskretisierung der Gleichungen
sei ebenfalls auf [26] verwiesen und es sei nur das Ergebnis zitiert. Mit den Vek-
toren g, g, und g, sei der Verbindungsvektor zwischen zwei benachbarten Git-
terpunkten in die x-, y-, bzw. 2-Richtung bezeichnet und [, [, bzw. [, sei der
Abstand zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten in der jeweiligen Raumrich-
tung. Weiter fiihrt man das reduzierte Magnetfeld

/Z; —

H = H

l,we,

ein und erhélt so die Gleichungen:

. 2w? .
E.(7"+ g.) =E,(7) + 7#(?)}1{,(7“)
2 (H,(F—g.) — H,(")  H/(F—g,) — H,(F)
+ —
e (7) I L,
l.e(T+ Gx) l,
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12w?
B+ 1) =E,(7) — S p( ()

& (H{/(F— gz) — H,(r)  H,(F—g,) — H;(f))
_'_ —
Lye(r) le ly
2 (HF-d+d) - B )
Le(F+ gy) l,
VA I (= A
y

H(F+ G.) =H,(7) + e(F+ §.) E,(F+ g.)

. C2 Ey(f"" §Z) _Ey(F_§x+§Z)
lmwzﬁL(F_ Gz + §Z> L

B = Go+ Gy + o) — Eul7— Ga +§Z>>
ly

_|_

(4.9)

C2 Ey(f"" g:c + §Z) - Ey(f"" §Z)
Lo (7 + G-) lo

E (7 + G, + §.) — B (7 + g@))

(4.10)
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In dem normalerweise betrachteten Fall, dass u(7) = 1 ist, vereinfachen sich die
Formeln fiir H,(7+ g,) und H,(7+ g.).

Betrachtet man die Formeln, so erkennt man, dass man bei gegebenen Feldern
auf einer Ebene mit z = konst das elektrische Feld im benachbarten Punkt in
z-Richtung anhand des elektrischen Feldes an diesem Punkt und den magneti-
schen Feldern auf der gegebenen Ebene explizit berechnen kann. Das magnetische
Feld eines in z-Richtung benachbarten Punktes kann man anhand des magneti-
schen Feldes des Ausgangspunktes und den elektrischen Feldern der Zielebene
berechnen.

Das Vorgehen ist so, dass man bei gegebenen Feldern auf der Anfangsebe-
ne senkrecht zur z-Richtung zundchst E, und E, auf der benachbarten Ebene
berechnet. Aus diesen E, und FE), der benachbarten Ebene und den Werten fiir
H, und H, auf der Ausgangsebene wird nun H, und H, auf der benachbarten
Ebene berechnet. Diese Berechnungen konnen durch die obigen Formeln expli-
zit durchgefiihrt werden. Es miissen also keine Gleichungssysteme gelost werden,
sondern lediglich die Werte in die Formeln eingesetzt werden. Fiir Punkte in den
Gleichungen, die dann formal in z- oder y-Richtung auferhalb der Einheitszelle
liegen, verwendet man die Bloch-Bedingung in 2- bzw. y-Richtung, da %, und k,

vorgegeben und somit bekannt sind.

4.2.1 Transmission/Reflexion

Bei einer endlich dicken Schicht kann auch bei gegebener Frequenz w die Trans-
mission bzw. Reflexion entlang einer Raumrichtung aus der Transfer-Matrix be-
rechnet werden. Dazu gibt man entsprechend der Vakuumausbreitung £, und
k, vor. Im Falle des senkrechten Einfalls entlang der z-Richtung ist dies z.B.
ky = k, = 0. Man hat nun einen einfallenden Lichtstrahl und daraus ergibt sich
das reflektierte und transmittierte Licht. In Abb. 4.2 ist die Bezeichnung sche-
matisch dargestellt. Man unterscheidet ob das Licht von 2z = —o0 oder z = +00
kommt und bei normiertem Lichteinfall erhdlt man daraus die entsprechen Ma-
trixgroften TMM, TMP, TPM und TPP. Diese Matrix-Grofsen kann man sich
Teilmatrizen einer endlichen Streumatrix vorstellen. Dabei bezeichnet der zwei-
te Buchstabe die Orientierung (nach +z: P(lus) oder nach —z: M(inus)) des
gestreuten Lichtes. Analog dazu gibt der letzte Buchstabe die Orientierung der

einlaufenden Welle an.



4.2. DIE TRANSFER-MATRIX-METHODE 51

TPP TMM
™P TPM

Abbildung 4.2: Schematische Aufteilung und Bezeichnung der reflektierten bzw.
transmittierten Moden bei jeweils vorgegebener einlaufender Welle.

Die Berechnung dieser Grofen wird aber iiblicherweise so durchgefiihrt, dass
man TPP bzw. TMM als eine auslaufende ebene Welle vorgibt, und mittels der
Gleichungen (4.7) - (4.10) rechnet man nun quasi “riickwérts” durch die gegebene
Schicht und erhilt stattdessen die Matrixgrofen TPP~!, TPP~'TMP, TMM !
und TMM~'TPM, aus denen man dann wiederum TMM, TPM, TMP und TPP
bestimmen kann (siehe Abb 4.3). Aus diesen kann man wiederum bei geeigne-
ter Wahl der Basisfunktionen (ebene Wellen) die Transmission/Reflexion in der

entsprechenden Richtung ablesen.

TPP" MM’
TPP'TMP TMM'TPM

Abbildung 4.3: Schematische Aufteilung und Bezeichnung der reflektierten, bzw.
transmittierten Moden bei jeweils vorgegebener auslaufender Welle.

Der Vorteil, die Schicht riickwérts zu durchlaufen und die daraus erhaltenen
Matrizen zu invertieren, ist, dass numerisch anwachsende Moden damit beim
Invertieren zu numerisch abklingenden Moden werden. Allerdings funktioniert
auch dies nur bedingt, wie noch genauer gezeigt werden soll. Problematisch wird
dies jedoch im Falle einer echten Absorption, da hier ja gerade das exponentielle
Auf- bzw. Abklingen von Interesse ist.

Bedingt durch diese numerisch ansteigenden Moden ist es nur moglich eine
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begrenzte Schichtdicke zu betrachten. Deshalb wird fiir grofere Schichtdicken die
Transmission/Reflexion berechnet, indem man die Schichtdicke verdoppelt, in-
dem man zweimal eine Schicht mit bekannter Transmission/Reflexion betrachtet
und dann mittels Mehrfach-Reflexionen der beiden Schichten daraus die Trans-
mission/Reflexion der gesamten Schicht berechnet. So erhdlt man z.B. aus ei-
ner Schicht mit einer Einheitszelle durch dreo Verdopplungen bereits die Reflex-

ion /Transmission fiir eine Schichtdicke von acht Einheitszellen.

4.3 Beispielrechnung

1 yﬁ

z

~
~
~

Abbildung 4.4: Struktur des 2-dimensionelen Photonischen Kristalls mit quadra-
tisch angeordneten Zylindern und mit einer Schichtdicke von acht Schichten in
z-Richtung. (In a-Richtung sind fiinf Einheitszellen gezeigt.)

Fiir die Berechnungen mittels der Transfer-Matrix-Methode wird hier ein 2-
dimensionaler Photonischer Kristall mit einer quadratischen Anordnung von Zy-
lindern mit € = 8,9 in Luft und mit Verhéltnis *
und Abstand a der Zylinder verwendet (Abb. 4.4). Fiir das Diskretisierungsgitter
wurde ein 25 x 1 x 25 Gitter verwendet.

Das Ergebnis dieser Rechnung ist in Abb. 4.5 und Abb. 4.6 gezeigt. Dabei ist

jeweils das Transmissionsspektrum in z-Richtung fiir eine Schicht in 2-Richtung

= 0,2 zwischen Radius r
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Abbildung 4.5: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrichtung (E senkrecht
zu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berechnet mit einem 25 x 1 x 25-

Gitter. Die gestrichelte Linie entspricht einer Schicht, die durchgehende Linie acht
Schichten.

(gepunktet), sowie fiir 8 Schichten in z-Richtung (durchgezogene Linie) gezeigt.
Abb. 4.5 zeigt dabei die S-Polarisation und Abb. 4.6 die P-Polarisation. In den
Spektren fiir 8 Schichten erkennt man deutlich mehr Struktur und mehr Minima
und Maxima. Dies liegt an der deutlich erhohten Zahl der Mehrfachreflexionen.
Ebenso erkennt man, dass die Minima deutlicher ausgepréigt sind, als bei nur
einer Schicht. Dies hat die Ursache darin, dass eine Frequenz, die sich im unend-
lichen Kristall nicht ausbreiten kann, in einem endlichen Kristall eine endliche

Eindringtiefe besitzt. D.h. je diinner der Kristall, desto héher ist der Feldanteil,
der der anderen Seite noch ankommt.

Es wurden weiterhin fiir die meisten Rechnungen 8 Schichten Dicke gewéhlt,
da dies eine Zahl ist, die sich einfach durch mehrfaches Verdoppeln erreichen lasst
(drei Verdopplungen) und 8 Schichten bereits dick genug sind um die meisten ab-
klingenden Moden bereits fast vollstindig, oder zumindestens sehr deutlich ver-
schwinden zu lassen, aber nicht so Dick, dass man nicht mehr unterscheiden kann
wie stark die Minima (und damit die Bandliicken) ausgeprigt sind. Weiterhin
wird bei zu hiufiger Verdopplung auch das Verfahren der Berechnung der Mehr-
fachstreuung irgendwann instabil, da sich numerisches Rauschen immer weiter

aufschaukelt. Betrachtet man sich unterschiedlich Dicke Schichten, so sind die
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Abbildung 4.6: Transmissionspektrum der P-Polarisationsrichtung (E parallel zu
den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berechnet mit einem 25 x 1 x 25 Git-
ter. Die gestrichelte Linie entspricht einer Schicht, die durchgehende Linie acht
Schichten.

Unterschiede der Spektren sowieso eher in den Details zu suchen. Es dndern sich
eigentlich nur die Modulationen in den Peaks und wie stark die Minima aus-
gepragt sind. Dies kann auch schon im Vergleich einer Schicht mit 8 Schichten

erkennen.

Die Minima liegen dort, wo die Bandstruktur entlang der z-Achse Liicken be-
sitzt. Bei der P-Polarisation (E senkrecht zu den Zylindern, also Ein x-Richtung)
ist das erste tiefe Minimum bei w,, ~ 0,3 — 0,4 tiefer, breiter und auch bei ei-
ner niedrigeren Frequenz als bei der S-Polarisation. Das kann man anhand der
Bandstruktur auch erwarten, da dieses Band tiefer liegt und die Bandstruktur
auch eine breitere Liicke aufweist. Dies fiihrt dazu, dass die Frequenzen in dieser
Liicke weit von Béndern entfernt sind und somit auch i.a. sehr schnell abklingen.

Dabei besitzen diese Frequenzen somit eine sehr niedrige Transmission besitzen.

Messungen zu einer solchen Struktur wurden in |29| durchgefiihrt, allerdings
entspricht die Auflosung dieser Messung gerade der Lage der ersten beiden Mini-
ma, welche in absolute Einheiten umgerechnet auch relativ gut iibereinstimmen.
Einen Vergleich findet man in [26]. Allerdings ist anzumerken, dass anhand der
Auflésung der Mikrowellen-Messung nur die ungefihre Lage der beiden niedrig-

sten Minima (z.B. bei der S-Polarisation w,¢ =~ 0,4 und w,.q ~ 0,65). Dabei
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konnte in der Messung die Modulation nicht wirklich aufgelost werden und durch
die Ungenauigkeit ist aufker der groben Lage bei den relativen Frequenzen und
dem Vergleich wie stark diese Minima in den Polarisationen jeweils ausgepragt
sind kein weiterer Vergleich mdéglich. Sowohl die Lage der Minima als auch die
Auspriagung stimmt innerhalb des von der Messgenauigkeit vorgegebenen Rah-
mens gut iiberein. Eine genauere Betrachtung ist anhand der Messung in 29|

nicht sinnvoll und es soll deshalb darauf verzichtet werden.

4.4 Numerische Instabilitat

Im Prinzip hitte man mit der Transfer-Matrix-Methode ein Verfahren, welches
sich fiir die gegebene Problemstellung sehr gut verwenden liefle. Die Vorteile des
Verfahrens sind, dass man eine relativ direkt zugingliche Messgrofe berechnet,
man endliche Schichten betrachten kann, die Frequenz bei jeder Rechnung gege-
ben ist und man so ohne Probleme auch Materialien mit Dispersion betrachten
kann.

Lediglich eine Nullstelle in der Dispersionsrelation (w) ist problematisch, da
in den Gleichungen € im Nenner auftritt und somit diese fiir ¢ = 0 nicht mehr
definiert sind bzw. fiir ein sehr kleines € die numerischen Eigenschaften sehr
schlecht werden. Allerdings gibt es auch noch ein viel gravierenderes Problem
dieses Verfahrens. Dieses Problem erkennt man bei dem Versuch zu testen, ob
das in Abb. 4.5 und 4.6 gezeigte Spektrum bereits konvergiert ist, oder ob man
das Raumgitter weiter verfeinern muss.

Betrachtet man das Spektrum fiir die S-Polarisation und erhoht nun die An-
zahl der Raum-Gitter-Punkte, so wiirde man erwarten, dass die Genauigkeit
der Rechnungen sich insbesondere fiir hohe Frequenzen verbessert, da die N&-
herung der Ableitungen durch finite Differenzen immer genauer wird. Allerdings
beobachtet man hier etwas vollig anderes, wie man in Abb 4.7 erkennen kann.

Insbesondere bei niedrigen Frequenzen (bis ca. w,e = 0,6), aber auch bei ho-
heren Frequenzen (w, ~ 1.1) wird das Ergebnis von einem Rauschen iiberlagert.
Dieses Rauschen wird um so stirker, je weiter man die Zahl der Gitterpunkte
erhoht. Betrachtet man das gleiche Spektrum fiir ein 29 x 1 x 29 Gitter (Abb
4.8), so ist das Spektrum nur noch zu erahnen und die Transmissionswerte sind

teilweise deutlich grofer als 1 (was physikalisch nicht mdoglich ist). Noch stérker
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Abbildung 4.7: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrichtung (E senkrecht
zu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berechnet mit einem 27 x 1 x 27-

Gitter. Die gestrichelte Linie entspricht einer Schicht, die durchgehende Linie acht
Schichten.
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Abbildung 4.8: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrichtung (E senkrecht
zu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berechnet mit einem 29 x 1 x29-Gitter
und einer Schichtdicke von acht Schichten.
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Abbildung 4.9: Transmissionspektrum der S-Polarisationsrichtung (E senkrecht
zu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berechnet mit einem 30 x 1 x30-Gitter
und einer Schichtdicke von acht Schichten.

wird dies sogar, wenn man das Gitter auf 30 x 1 x 30 vergrofert (Abb. 4.9).
Bei diesem Spektrum ist eigentlich fast nur noch ein immer stirker werdendes
numerisches Rauschen und die breiten Minima zu erkennen.

Die Spektren der P-Polarisation (E parallel zu den Zylindern) zeigen bei einer
Gittergrofe von 27 x 1 x 27 noch kein Rauschen, allerdings taucht auch hier bei
nur unwesentlich groferen Gittern das gleiche Problem auf. Bei dem Gitter mit
32 x 1 x 32 Gitterpunkten ist schon ein leichtes Rauschen zu erkennen und bei
einem 36 x 1 x 36-Gitter ist auch hier das Spektrum schon so verrauscht, dass es
quasi nicht mehr zu erkennen ist. (Abb 4.10)

Um zu verstehen, wieso das Verfahren bei grofser werdender Anzahl Gitter-
punkte zusammenbricht, statt genauer zu werden, muss man betrachten, wie sich
die Felder mittels der Gleichungen innerhalb der Einheitszelle verhalten. Dazu
betrachtet man der Einfachheit halber den Fall, dass ein ebene Welle entlang der
zRichtung (k, = k, = 0) und E in z-Richtung (also senkrecht zu den Zylindern)
als Basisfunktion an einem Ende der Einheitszelle angelegt wird. D.h. dort ist
das Feld fiir z = konst konstant (da diese Ebene komplett im Vakuum-Bereich
liegt).

Betrachtet man die Evolutionsgleichungen (4.7) - (4.10), so erkennt man, dass

fiir die néchsten berechneten Ebenen mit z = konst E, konstant bleibt, solange
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Abbildung 4.10: Transmissionspektrum der P-Polarisationsrichtung (E parallel
zu den Zylindern) der Struktur aus Abb 4.4 berechnet mit einem 36 x 1 x 36-
Gitter und einer Schichtdicke von acht Schichten.

¢ auf dieser Ebene konstant bleibt. Dies dndert sich erst, wenn die Iteration so
weit in die Einheitszelle vorgedrungen ist, dass die Ebene z = konst den Zylinder
schneidet.

Dafiir betrachtet man exemplarisch den Fall eines 35 x 1 x 35 Gitters. Hier
ist die zwolfte z-Ebene die letzte Ebene, bei welcher der Zylinder nicht geschnit-
ten wird. Betrachtet man diese Ebene und die beiden nachfolgenden Ebenen, so
verhilt sich der Realteil von E, gemaf Abb. 4.11.

Es bildet sich eine Oszillation zwischen den benachbarten Punkten aus, die
sich weiter nach auflen ausbreitet. Dies wird noch deutlicher, wenn man auch die
nachfolgenden Ebenen in Abb. 4.12 betrachtet. (Zu beachten ist der geénderte
Mafstab.) Mit jeder Ebene wird die beobachtete Oszillation stirker und breitet
sich weiter zu den Réndern der Einheitszelle hin aus, bis sie die ganze Zelle
ausfiillt. Diese Oszillation schaukelt sich von Ebene zu Ebene weiter auf, bis die
numerischen Iterationen das Ende der Einheitszelle erreichen.

Um dies zu veranschaulichen, betrachten wir den Realteil von E, fiir Schnitte
durch die Einheitszelle mit x = konst, also lings der z-Richtung fiir verschiedene
r-Werte. Dabei wurden hierbei willkiirlich die Ebenen 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 und
15 ausgew#hlt und in Abb. 4.13 aufgetragen. Das Ergebnis sieht fiir alle anderen

Schnitte qualitativ gleich aus.
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Abbildung 4.11: Realteil von E, fiir die 12., 13. und 14. z-Ebene im Schnitt quer

durch die Einheitszelle.
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Abbildung 4.12: Realteil von E, fiir die 12. bis 16. z-Ebene. Zu beachten ist der

geanderte Makstab im Vergleich zu Abb. 4.11.
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log|Ex|

Z/a

Abbildung 4.13: Halblogarithmische Auftragung des Betrags von E, gegen z fiir
verschiedene Schnitte entlang der z-Richtung. Dabei wurden die Felder fiir unter-
schiedliche Positionenn quer zur z-Richtung gezeichnet. D.h. NX = 1 entspricht
einem Schnitt entlang der z-Richtung entlang des Randes der Einheitszelle, wiah-
rend der Schnitt fiir NX = 15 etwa in der Mitte der Einheitszelle liegt.
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Abbildung 4.14: Halblogarithmische Auftragung des Betrags von E, auf letzten
Ebene der Iteration und am Rand der Einheitszelle in Abhéngigkeit von der ver-
wendeten Anzahl der Stiitzstellen N der Diskretisierung des Gitters. (Betrachtet
wurden jeweils N x 1 x N-Gitter.)

Zu erkennen ist, dass zunéchst alle Kurven gleich verlaufen (da fiir z = konst
E, konstant ist, bis die Iterationen den Zylinder erreichen) und nacheinander fiir
die Schnitte der Betrag des Realteils von E, exponentiell zu wachsen beginnt
(erkennbar am linearen Anwachsen in der halblogarithmischen Auftragung). Je
ndher am Rand der Einheitszelle der Schnitt liegt, desto spéter beginnt dieses
exponentielle Wachstum. Dies liegt daran, dass sich aufgrund der Struktur der
Gleichungen eine “Storung”, wie sie sich durch das Auftreffen auf den Zylinder
ergibt, bei der Iteration von einer z-Ebene auf die nichste nur um einen Gitter-

punkt in z-Richtung ausbreiten kann.

Bei diesem exponentiellen Ansteigen handelt es sich jedoch nicht um einen
physikalischen Effekt (etwa eine ansteigende Mode). Dies erkennt man, wenn
man fiir Gitter der Grofke N x 1 x N betrachtet, wie sich das Feld nach der
[teration durch die Einheitszelle verhilt. Dazu betrachtet man examplarisch den
Wert am Rand der Einheitszelle und tragt den Betrag von log(|E,|) gegen die
Anzahl der verwendeten Gitterpunkt auf, wihrend alle anderen Parameter der

Rechnung fest gehalten werden.
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In Abb. 4.14 sieht man, dass mit zunehmender Grofe N des Gitters der Wert
fiir log(|E,|) ansteigt, also auch die Felder nach der Iteration durch die Ein-
heitszelle exponentiell mit der Gittergrofe wachsen, was deutlich zeigt, dass es
sich hierbei nicht um ein physikalisches Problem, sondern um einen rein nume-
rischen Effekt handelt. Dieses hier exemplarisch gezeigte Verhalten ist jedoch
keine Ausnahme, es gilt auch nicht nur fiir £, sondern auch fiir alle anderen

Feldkomponenten und Strukturen.

In begrenztem Rahmen lasst sich dieses Problem jedoch umgehen. Dies wird
iiblicherweise getan, indem man so rechnet, als hitte man quasi riickwérts durch
die Einheitszelle iteriert (vgl Abschnitt 4.2.1). D.h., man betrachtet fiir die wei-
tere Rechnung das Ergebnis der Iteration als den Ausgangspunkt und die vorge-
gebenen Felder als das Ergebnis der Iteration. Dadurch hat man zwar zu Beginn
eine riesige numerische Stérung in der Rechnung, diese “verschwindet” aber qua-
si bei der Iteration durch die Einheitszelle. Aus der exponentiell aufklingenden
Mode wird eine exponentiell abklingende Mode. Nur durch diese numerische Um-
formulierung ist es iiberhaupt mdoglich, mittels der Transfer-Matrix-Methode ein

Transmissionsspektrum zu berechnen.

Allerdings funktioniert dieses Vorgehen nur begrenzt, da durch die riesige St6-
rung im nun “vorgegebenen” Feld die zu invertierende Matrix mit steigender Git-
tergrofse immer schlechter konditioniert ist. Kénnte man die Matrizen numerisch
exakt invertieren, ware dies kein Problem. Durch die endliche Rechengenauig-
keit ergibt sich jedoch irgendwann eine Gittergrofe, ab der die physikalischen

Ergebnisse im numerischen Rauschen der Storung untergehen.

Daher verwandeln sich die Spektren bei nur kleiner Anderung der Gittergrofe
extrem schnell in numerisches Rauschen, da diese Storung exponentiell mit der
Anzahl der Gitterpunkte anwiéchst (siche Abb. 4.14). Ferner ist somit zu erwarten,
dass der Punkt, an dem es nicht mehr moglich ist ein Spektrum zu berechnen, nur
von der Genauigkeit der durchgefiihrten Matrix-Invertierung und damit von der
Rechengenauigkeit, abhiangt. Allerdings wird dieser Punkt unweigerlich durch das
exponentielle Wachstum schon sehr friih auftreten. (Da, umgekehrt betrachtet,
die Gittergrobe, bei der das Zusammenbrechen der Methode eintritt, mit dem

Logarithmus der Rechengenauigkeit skaliert.)
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4.5 Zusammenfassung und Ausblick

Insgesamt zeigt sich, dass die Transfer-Matrix-Methode nur bedingt brauchbar
fiir das betrachtete Problem ist, da sie ab einer gewissen Gittergrofe unweigerlich
numerisch instabil wird und somit Bedarf an einer echten Alternative zu diesem
Verfahren besteht.

Auch die Felder selbst konnen nicht wirklich berechnet werden, da sie von
der exponentiell ansteigenden Stérung iiberdeckt werden. Bis zu einem gewissen
Grad ist es jedoch moglich, auch mit diesem Verfahren Transmissionsspektren
(oder sogar Bandstrukturen) zu berechnen. Es wurde in dieser Arbeit gezeigt,
dass die Transfer-Matrix-Methode fiir komplexere Aufgaben allerdings ungeeignet
ist. So ware zum Beispiel eine “supercell’-Rechnung, bei der n x n Einheitszellen
betrachtet werden, nicht mehr moglich, denn die Anzahl der Gitterpunkte miisste
so klein gewihlt werden, dass das Ergebnis nicht mehr brauchbar ist.

Ebenfalls ist das Verfahren aufgrund der notwendigen Behandlung der expo-
nentiellen Moden insbesondere ungeeignet fiir die Betrachtung der Absorption,
da eben genau dort die exponentiellen Moden eine entscheidende Rolle spielen.
Betrachtet man die Absorption nicht, so lasst sich das Verfahren fiir hinreichend
kleine und einfache Systeme durchaus verwenden. Da in dieser Arbeit allerdings
auch genau diese Absorption untersucht werden soll zeigt sich wiederum die Not-
wendigkeit nach einem alternativen Verfahren.

Es konnte in diesem Kapitel gezeigt werden, dass die anwachsenden Felder
ein numerisches Problem darstellen und keine physikalische Losung des Systems.
In dem Bereich, in dem das Transfer-Matrix-Verfahren jedoch funktioniert, kann
man die messtechnisch gut zugingliche Grofe der Transmission fiir eine endliche
Schicht eines Photonischen Kristalls unter Verwendung der Dispersion berechnen.

Der Urspung des numerischen Problems liegt darin, dass das Verfahren die
Gleichungen explizit von einer Gitterebene zur néachsten iteriert. Somit geniigt es
schon auf einen Sprung in der Dispersion zu stofen, um das exponentielle An-
wachsen auszulosen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde versucht, diese numerische
Instabilitdt dadurch zu kontrollieren, dass statt der expliziten Iteration von ei-
ner Ebene zur nachsten implizite Varianten getestet wurden. Damit ist fiir jeden
Schritt ein Gleichungssystem zu l6sen. Aber auch diese Variationen zeigten in den
Testrechnungen keine ausreichende numerische Stabilitdt und die Gleichungen zur

Iteration von einer Ebene zur néchsten zeigten in der Singuldrwertzerlegung ei-
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ne starke Varianz der Singuldrwerte. Auch der Versuch des Abschneidens einiger
Singulérwerte zur Stabilisierung fiihrte nicht zu einem stabilen Verfahren mit
brauchbaren Ergebnissen.

Stattdessen war die grundlegende Idee um ein numerisch stabileres Verfah-
ren zu entwickeln die, von dem Problem als Eigenwertproblem fiir ein Ende der
Einheitszelle und der Integration durch die Einheitszelle zu einem Randwertpro-
blem iiberzugehen. Dabei werden die Felder an den Endflichen in z-Richtung
vorgegeben und somit wird verhindert, dass sich eine ausgepréigte exponentiell
ansteigende Mode ausbildet. Mittels dieses Ansatzes soll im néchsten Kapitel ein
Verfahren (das FDFD-Verfahren) aufgezeigt werden, mit dem es ebenfalls mog-
lich ist die Transmission durch eine endliche Schicht bei vorhandener Dispersion
und Absorption zu berechnen. Bei dieser Herangehensweise tritt die numerische
Instabilitdt nicht auf.

Insgesamt kann also die Transfer-Matrix-Methode fiir die hier betrachtete Pro-
blemstellung als nur sehr eingeschrankt brauchbar betrachtet werden. Es wurde
gezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode insgesamt mit sehr grofer Vorsicht zu
betrachten ist, da die eigentlichen physikalischen Gréfen von sehr grofsen Insta-

bilitaten iiberdeckt werden.



Kapitel 5

FDFD-Verfahren

5.1 Motivation

In den vorangegangenen Kapiteln wurde gezeigt, dass in dem vorliegenden Fall
eines metallischen Photonischen Kristalls alle iiblicherweise verwendeten Verfah-
ren (ebene-Wellen-Verfahren, Transfer-Matrix-Methode) versagen bzw. nicht die
gewiinschte Information liefern. Daraus ergab sich der Bedarf nach einer neu-
en Methode die Photonischen Kristalle numerisch zu behandeln. Wie bereits
zu Ende des vorherigen Kapitels erwihnt diente als Grundidee der Ansatz der
Transfer-Matrix-Methode eine Art Streumatrix des Systems zu bestimmen. Eine
Literatur-Recherche ergab, dass es bereits seit lingerer Zeit solche Verfahren fiir
Wellenhohlleiter gibt (z.B. [30], [31]). Dieses prinzipielle Verfahren wurde im Rah-
men dieser Arbeit auf die Problemstellung der Photonischen Kristalle iibertragen,
implementiert und getestet. Diese Art von Verfahren ist fiir die numerische Be-
rechnungen Photonischer Kristalle neu und ermdglicht es die metallischen System
mit vollstdndiger Dispersion und Absorption zu beschreiben und das auch fiir
e =~ 0 keine Instabilitdt besitzt. Dieses Verfahren ist ein numerisches Verfahren,
bei dem die Maxwell-Gleichungen im Orts-Frequenzraum durch finite Differen-
zen approximiert werden. Daher der Name Finite Difference Frequency Domain
(FDFD). Das Verfahren selbst ist in Appendix B ausfiihrlich erldutert.

Das Verfahren besitzt Ahnlichkeiten mit der Transfer-Matrix-Methode. Al-
lerdings ist es numerische stabil. Die Instabilitit der Transfer-Matrix-Methode
ergibt sich daraus, dass die differentiellen Maxwell-Gleichungen wie ein Anfangs-

wertproblem in z-Richtung mit Bloch-Randbedingungen in x und y betrachtet
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werden. Alternativ dazu kann man auch die gesamte Einheitszelle als eine nu-
merische “Box” betrachten und auf beiden z-Endflichen die Felder vorgeben und
danach die Felder innerhalb der Einheitszelle berechnen (also sozusagen aus dem
Anfangswertproblem ein Randwertproblem machen). Es stellt sich heraus, dass
mittels dieses Verfahrens die Divergenz der Felder tatsichlich verhindert werden
kann. Somit ist die Stabilitdt des Verfahrens auch bei grofser werdender Stiitzstel-
lenzahl gegeben und wie zu erwarten wird auch die Genauigkeit mit zunehmender
Stiitzstellenzahl besser. Durch diesen Ansatz ist es auch maglich 2-dimensionale
Wellenleiter und “supercell’-Rechnungen zu Fehlstellen mit einer akzeptablen An-
zahl an Stiitzstellen durchzufiihren, was mit der Transfer-Matrix-Methode selbst
unter der kiinstlichen Umgehung der Instabilitdt nicht moglich ist.

Es sollen nun zunéchst Testrechnungen und einfache 2-dimensionale Systeme,
die noch mit der Transfer-Matrix-Methode vergleichbar sind, betrachtet werden,
um die Brauchbarkeit des FDFD-Verfahrens zu iiberpriifen.

5.2 Testrechnungen

Um zu iiberpriifen, dass das Verfahren korrekt funktioniert, sollen zunéchst einige
Testrechnungen durchgefiihrt werden. Dazu wird das Vakuum als der einfachste
mogliche Fall betrachtet. Hierfiir sind die Ergebnisse analytisch bekannt. So er-
geben sich fiir die Losungen lediglich freie Wellen und die Transmission fiir eine

k=L gegeben. Danach

Mode mit k, ist einfach durch die Phasenverschiebung e
soll als Testrechnung eine 2-dimensionale Rechnung mit quadratisch angeord-
neten Zylindern betrachtet werden, da hierbei ein direkter Vergleich mit den

Beispielrechnungen der Transfer-Matrix-Methode aus Kapitel 4 moglich ist.

5.2.1 Vakuum

Zunéchst soll das Vakuum als Testfall betrachtet werden, da es hier moglich
ist die berechneten Transmissionen (und nicht vorhandene Reflexionen) mit den
(trivialen) analytischen Ergebnissen zu vergleichen. In diesem Fall konnen auch
die Felder direkt iiberpriift werden.

Zu Beginn sollen die Felder iiberpriift werden, die bei einer Losung der nume-
rischen Box fiir das Vakuum erzeugt werden. Dazu betrachtet man im einfachsten

Fall die Vorgabe eines konstanten Wertes auf jeder der beiden Endflichen, also
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Abbildung 5.1: Abhingigkeit des elektrischen Feldes E, von z fiir die Losung
der numerischen Box mit w,, = %, sowie konstantem Wert E,(7,7,0) = 2 und
E.(i,j,N, +1) =1 fiir N, =10 (Kreuze) und N, = 20 (Kreise). Die durchgezo-
gene Linie ist die analytische Losung.

eine Mode, bei der kY = k) = 0 ist. Damit sollte das Feld fiir jeden Schnitt
z = konst konstant sein und in z-Richtung eine normale ebene Welle ergeben.
Exemplarisch legt man nun willkiirlich bei z = 0 konstant den Wert 2 und am
Ende der Einheitszelle, bei z = L, = a den Wert 1 fiir £, an. (Hierbei kénnten
auch beliebige andere Werte verwendet werden.) Jetzt betrachtet man die Losung
der numerischen Box fiir unterschiedliche Frequenzen und eine unterschiedliche
Anzahl an Gitterpunkten. Es wurden exemplarisch die relativen Frequenzen 1/3,
0.75 und 1.75 betrachtet. (Die relative Frequenz ist die durch die Lénge der Ein-
heitszelle normierte Frequenz, so dass eine relative Frequenz von 1 genau der
Frequenz entspricht, bei der die Wellenldnge der Linge der Einheitszelle ent-
spricht).

Fiir die relative Frequenz w,., = é ist in Abb. 5.1 die numerische Losung
sowie die analytische Losung entlang der Einheitszelle aufgetragen. Da E, hier
entlang der x-Richtung konstant gesetzt wurde ist das Feld fiir jede Ebene mit
z = konst ebenfalls konstant. Es geniigt also diese Konstante in Abhéngigkeit

von z zu betrachten. Man erkennt, dass schon fiir N, = 10 die Losung selbst bei
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Abbildung 5.2: Abhéngigkeit des elektrischen Feldes E, von z fiir die Losung
der numerischen Box mit w,. = 0,75, sowie konstantem Wert FE,(i,7,0) = 2
und E,(i,j,N, +1) = 1 fiir N, = 10 (Kreuze) und N, = 20 (Kreise). Die
durchgezogene Linie ist die analytische Losung.

genauer Betrachtung nur sehr wenig von der analytischen Losung abweicht. Fiir

N, = 20 stimmt die numerische Losung praktisch mit der analytischen iiberein.

Fiir w,e; = 0,75 sind die numerischen und die analytische Losung in Abb. 5.2
gezeigt. Auch hier sind die Losungen mit N, = 10 schon eine gute Ndherung der
analytischen Losung. Sie weichen jedoch noch leicht von dieser ab, wihrend die
numerische Losung fiir N, = 20 bereits sehr gut mit der analytischen Ldsung

iibereinstimmen.

Fiir w,; = 1,75 erkennt man in Abb. 5.3, dass hier jedoch die Abweichungen
fiir N, = 10 sehr stark und fiir N, = 20 immer noch deutlich sind, wiahrend die

Abweichungen fiir N, = 50 bzw. N, = 75 kaum noch auszumachen sind.

Dass fiir zunehmende relative Frequenz mehr Gitterpunkte benotigt werden,
ist zu erwarten, da mit zunehmender relativer Frequenz w,.; die Anzahl der Stiitz-
stellen pro Wellenzug abnimmt und die Anderungen von einem Gitterpunkt zum
néichsten grofer werden (und somit die linearen N&herungen der Integralgleichun-
gen ungenauer werden). Insgesamt erkennt man, dass die Ubereinstimmungen der

analytischen und der berechneten Losung fiir das Vakuum sehr gut sind.
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Abbildung 5.3: Abhéngigkeit des elektrischen Feldes F, von z fiir die Losung der
numerischen Box mit w,e = 1,75, sowie konstantem Wert F,(i,j,0) = 2 und
E.(i,j,N,+1) =1 fiir N, = 10 (Kreuze), N, = 20 (Kreise), N, = 50 (Quadrate)
und N, = 75 (Dreiecke). Die durchgezogene Linie ist die analytische Losung.

Allerdings gibt es auch Frequenzen, bei denen es keine Lésungen fiir das ge-
gebene System gibt. Betrachtet man etwa w,.; = 1, so passt exakt ein Wellenzug
in die Einheitszelle, d.h. unabhéngig davon wie der Wellenzug verschoben wird,
miisste fiir £{") = k:?(f) = 0 an beiden Enden der numerischen Box der gleiche kon-
stante Wert vorliegen. Durch die Diskretisierung muss dies allerdings nicht exakt

der Fall sein. Die numerische Losung dieses Problems ist in Abb. 5.4 gezeigt.

Hierbei ist zu erkennen, dass das System fiir zunehmende Stiitzstellenzahl
immer grofere Amplituden zeigt. Dies kann man dadurch erkldaren, dass durch
die Diskretisierung und Rundungen das berechnete System nicht ganz mit dem
exakten ilibereinstimmt und somit etwas von dem unlésbaren analytischen Fall
wre; = 1 abweicht. Die numerische Losung kann also quasi den Unterschied der
Werte an beiden Enden der numerischen Box ausgleichen, indem sie die Am-
plitude des Wellenzuges vergréfert. Dann werden die Werte im Vergleich zur
Amplitude & 0, und somit ungefihr gleich. Je mehr Stiitzstellen vorhanden sind,
desto eher ndhert sich das berechnete System dem exakten, nicht 16sbaren System

und desto grofer werden auch die Amplituden, wie man in Abb. 5.4 auch gut er-
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Abbildung 5.4: Abhédngigkeit des elektrischen Feldes E, von z fiir die Losung
der numerischen Box mit w,, = 1, sowie konstantem Wert F,(i,7,0) = 2 und

E(i,j, N, + 1) =1 fiir verschiedene Anzahl N, Stiitzstellen.

kennen kann. Es bleibt allerdings festzuhalten, dass es Félle geben kann, in denen
das System nicht exakt losbar ist, allerdings nur fiir diskrete Werte der relativen
Frequenz. Durch eine minimale Verdnderung der betrachteten Frequenz kann das
Problem gelost werden. (Allerdings konnen bei einer sehr kleinen Variation der

relativen Frequenz die Gleichungen schlecht konditioniert sein.)

Betrachtet man nun die Streumatrix fiir den Fall des Vakuums, so erwartet
man eine Diagonalmatrix mit Eintrdgen e“‘“gy), da es sich um reine Wellenausbrei-
tung handelt. Bei der numerischen Berechnung erhilt man neben den Diagonal-
elementen iiblicherweise auch Riickstreubeitrige der einfallenden Mode als reflek-
tierte Mode. Allerdings sind diese in der Regel kleiner als 0,01, d.h als Beitrag zu
Transmissionen /Reflexionen sind diese Beitrige kleiner als 0,0001 und somit ver-
nachléssigbar. Sie entstehen durch Rundungsfehler und die dadurch nicht exakte
Trennbarkeit der Moden in ein- und auslaufende Moden, so dass ein gewisser
Restanteil dieser Riickstreuung auch im Vakuum bleibt. Der Beitrag ist aller-
dings vernachldssigbar. Eine Ausnahme bilden hierbei die Exponential-Moden
(also die auf- bzw. abklingen Moden) bei einer geringen Anzahl von Stiitzstel-

len. Der Grund hierfiir ist, dass die Losungen durch die geringe Anzahl der Git-
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| wrat | ko | Ky | Su(N. =10) | Su(N, =20) | Su(N, =50) | Silexakt) |
v g [ 050211 —0,49990 —0,49925 | —0,49912
3 +0,86480i | +0,86608i | +0,86646i | +0,86653i
L | o 0,00317 0, 00280 0, 00269
5oz | 0 (0,00844) (0,00301) (0,00059) 0,00267
o7l 0 lo 0,03791 0,00811 —0, 00058 0
’ —0,99924i | —0,99996i | —1,00000i —1i
on 0,01843 0,01633 0,01575
0.7 5| 0 (0,01446) (0,00452) (0,00082) 0,01563
L Lol 0,99553 0,99976 1,00000 1
+0,09399; | 0,02173i 40, 00100i +0i
L5 | o | o | —0,94089 —0,99677 | —0,99996 —1
’ —0,33765; | —0,08017i | —0,00912; +0i
L5 |2 | g 0, 57320 0,70213 0, 73524 0, 74151
7| L +0,81936i | +0,71204i | +0,67780i | +0,67094i
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Tabelle 5.1: Diagonaleintrige S;; der Streumatrix fiir Vakuum fiir verschiedene
relative Frequenzen w,.;, verschiedene Moden und eine unterschiedliche Anzahl
an Stiitzstellen im Vergleich zur analytischen Losung. Dabei ist bei den nume-
risch berechneten Matrixelementen fiir die abklingenden Moden in Klammern
der Anteil der berechneten (aber analytisch verschwindenden) Reflexion zusétz-
lich angegeben.
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terpunkte noch ungenau sind, kann es vorkommen, dass bei unterschiedlichen
Vorgaben als Randwerte die Aufspaltung der Moden nicht fiir jede Losung der
numerischen Box den gleichen Diagonaleintrag haben kann. Im Gleichungssystem
zur Bestimmung der Matrix S wird dies so ausgeglichen, dass stattdessen auch
deutliche Beitriage in der Reflexion zu sehen sind. Diese konnen in der Gréfen-
ordnung der eigentlichen Moden oder sogar grofer werden. Tabelle 5.1 zeigt, dass
dies nur fiir geringe Anzahl der Stiitzstellen gilt und dass mit steigender Stiitz-

stellenzahl diese Beitridge gegen 0 gehen.

Eine Ausnahme bildet hier der Fall w,.,; = 1 und &k, = i—: (bzw. analog
ky, = 2—2) Hierbei handelt es sich um eine Mode, die sich exakt parallel in -

Richtung (bzw. y-Richtung) ausbreitet. Die Felder miissten also im analytischen
Fall in z-Richtung konstant und somit auch auf beiden Endflichen gleich sein.
Ist wyef =~ 1, so hat man zum einen das bereits erwahnte Problem, dass nicht
immer eine analytische Losung existiert, und zum anderen ist die Aufspaltung
der Moden in ein- und auslaufende Moden problematisch, da in (B.19) - (B.22)
M8z~ =il A st Dies fithrt dazu, dass die Gleichungen (B.19) - (B.22)
durch stindig gegebenes numerisches Rauschen unbrauchbare Ergebnisse nahe
bei wye = 1 liefern. (Fiir w,e = 1 wire das analytische Randwertproblem nur
fiir ganz bestimmte Randwerte 16sbar, ndmlich jene, bei denen die Ebenen die
gleichen Werte haben. Die Aufspaltung (B.19) - (B.22) wire wegen kY = 0 auch
nicht moglich.)

Tabelle 5.1 zeigt aulerdem, dass die Naherungen fiir die Moden schon mit
recht wenigen Stiitzstellen nahe an den exakten Werten, allerdings fiir die ex-
ponentiell abfallenden Moden etwas zu hoch liegen. Dies stellt jedoch auch kein
Hindernis dar, da die Werte mit erhéhter Stiitzstellen auch in diesem Fall schnell
gegen den analytischen Wert gehen. Insbesondere sind auch die Betriage der Qua-
drate der Diagonalelemente sich ausbreitender Moden in der Transmissionsmatrix
schon bei sehr wenigen verwendeten Stiitzstellen nahe bei 1. Schon fiir N, = 20
sind die Abweichungen des Betrags der Diagonalelemente sich ausbreitender Mo-

den von 1 kleiner 1073 %.

5.2.2 2-dimensionale Testrechnung

Da sich im Fall des Vakuums die Gleichungen stark vereinfachen und auch die

Moden getrennt bleiben, sich also nur Diagonaleintrige in der Matrix S finden las-
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Abbildung 5.5: 2-dimensionaler Photonischer Kristall mit einer quadratischen

Anordnung von Zylindern mit ¢ = 8,9 in Luft und mit Verhdltnis - = 0,2
zwischen Radius und Abstand der Zylinder.

sen, sollte man das Verfahren auch an wesentlich komplexeren Strukturen testen.
Hierzu bietet sich ein 2-dimensionaler Photonischer Kristall als Beispielrechnung
an, da dieser schon die erforderliche Komplexitit realistischer Probleme aufweist
und der numerische Aufwand sich noch in Grenzen hélt. Dazu betrachten wir die
Struktur (Abb. 5.5), die in Abschnitt 4.3 als Beispielrechnung betrachtet wur-
de. Mit beiden Verfahren kann man die Transmissions- bzw. Reflexionsspektren
berechnen und somit ist ein direkter Vergleich mdéglich, um das Verfahren zu

testen.

In diesem Fall ist es allerdings leider nicht mehr moglich mit einer analyti-
schen Losung zu vergleichen. Es ist auch wenig intuitiv, sich die Felder selbst
zu betrachten, da diese bei FDFD-Verfahren i.a. als eine Uberlagerung etlicher
Moden vorliegen. Stattdessen werden hier direkt die Transmissionsspektren der
beiden Verfahren verglichen. Dazu betrachtet man wie im Fall der Transfer-
Matrix-Methode wieder eine Schichtdicke von 8 Schichten. Man bestimmt die
Spektren fiir diese Schichten so, dass man das Verfahren selbst fiir eine Schicht
durchfiithrt und dann analog zur Transfer-Matrix-Methode aus der S-Matrix die-

ser einen Schicht die Transmission/Reflexion der gesamten acht Schichten durch
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Abbildung 5.6: Vergleich der Transmissionsspektren quadratisch angeordneter
Zylinder fiir die S-Polarisation. Dabei ist die durchgezogene Linie das mittels
FDFD-Verfahren berechnete Transmissionsspektrum und die gestrichelte Linie
das mittels Transfer-Matrix-Methode berechnete Transmissionsspektrum. Sie ge-
punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Reflexion und Transmission fiir
die FDFD-Rechnung. Beide Berechnungen wurden auf einem 25 x 1 x 25-Gitter
durchgefiihrt.

Mehrfachreflexion berechnet.

In den Berechnungen zeigt sich das Problem, dass die Summe aus Reflexion
und Transmission, die im vorliegenden Falle nicht absorbierender Medien eigent-
lich immer 1 sein sollte ab w,. &~ 1 nicht mehr bei 1 liegt, sondern fiir die S-
Polarisation eher unterhalb von 1 liegt und fiir die P-Polarisation deutlich grofer
als 1 ist. Dies wird dadurch ausgeglichen, dass man die Werte mit der Summe
von Reflexion und Transmission im Endergebnis normiert. Dabei ist es allerdings
so, dass sich durch die Mehrfachreflexionen schon deutliche Korrekturterme erge-
ben. Auch wenn man durch die Korrektur nicht immer die exakt korrekten Werte
erhalten sollte, so kommt es im Endeffekt bei der physikalischen Fragestellung
darauf an, ob eine Transmission stattfindet, oder ob sie (quasi) vollstindig un-
terdriickt ist. Beim Suchen einer Bandliicke spielen also kleine Ungenauigkeiten
im absoluten Betrag der Transmission eine eher untergeordnete Rolle. Man er-
kennt auch in den Vergleichsrechnungen, dass mittels der Korrekturterme doch

eine recht akzeptable Ubereinstimmung erreicht werden konnte.
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Abbildung 5.7: Vergleich der Transmissionsspektren quadratisch angeordneter
Zylinder fiir die P-Polarisation. Dabei ist die durchgezogene Linie das mittels
FDFD-Verfahren berechnete Transmissionsspektrum und die gestrichelte Linie
das mittels Transfer-Matrix-Methode berechnete Transmissionsspektrum. Die ge-
punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Reflexion und Transmission fiir
die FDFD-Rechnung. Beide Berechnungen wurden auf einem 25 x 1 x 25-Gitter
durchgefiihrt.

In Abb. 5.6 und 5.7 sieht man nun den Vergleich zwischen der FDFD-Rechnung
(durchgezogene Linie) und der Transfer-Matrix-Methode (gestrichelte Linie). Bei-
de Rechnungen wurden mit einem 25 x 1 x 25-Gitter durchgefiihrt. Bei der FDFD-
Rechnung wurden die ersten 3 Vakuum-Moden beriicksichtigt. Insgesamt erkennt
man im Bereich bis w,, & 1 eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse.
Kleinere Unterschiede ergeben sich z.B. auch bei der S-Polarisation. So fehlt in
der FDFD-Rechnung hier der sehr schmale Peak knapp oberhalb von w,. = 0, 8.
Dies konnte durch die geringere Anzahl an berechneten Frequenzen im FDFD-
Spektrum bedingt sein (nur knapp die Hélfte der Frequenzen) und durch die
Tatsache, dass der Peak sehr schmal ist. (Da es sich bei der Transfer-Matrix-
Methode um ein explizites Verfahren handelt, kann man damit deutlich schneller
rechnen.) Allerdings ist auch bei der Transfer-Matrix-Methode nicht klar, ob es
sich dabei um einen echten Peak handelt, da hier dieser Bereich bei genauerer
Betrachtung auch verrauscht erscheint. Er ist bei verschiedenen Gittergréfien so-

wie Frequenzstiitzstellen unterschiedlich stark ausgepriagt. In der Bandstruktur
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Abbildung 5.8: Vergleich der Transmissionsspektren quadratisch angeordneter
Zylinder fiir die S-Polarisation. Dabei ist die durchgezogene Linie das mittels
FDFD-Verfahren berechnete Transmissionsspektrum und die gestrichelte Linie
das mittels Transfer-Matrix-Methode berechnete Transmissionsspektrum. Die ge-
punktete Linie ist die unkorrigierte Summe aus Reflexion und Transmission fiir
die FDFD-Rechnung. Die Berechnungen mittels der Transfer-Matrix-Methode
wurden auf einem 25 x 1 x 25-Gitter durchgefiihrt und die FDFD-Rechnung auf
einem 63 x 1 x 63-Gitter.

miisste dieser Peak einem extrem flachen Band entsprechen. Insgesamt ist eher zu
vermuten, dass es sich bei diesem Peak um eine Stérung in der Rechnung mittels
der Transfer-Matrix-Methode handelt.

Unterschiede erkennt man erst ab w,,; = 1. Aber auch hier sind die Spek-
tren sehr dhnlich. Nur sind die Peaks zum Teil anders ausgeprigt, etwas unter-
schiedlich in der Hohe bzw leicht verschoben. Die Ubereinstimmung der beiden
Verfahren kann auch in diesem Bereich noch als sehr gut betrachtet werden. Fer-
ner ist das Ergebnis der FDFD-Rechnung im Falle der S-Polarisation minimal zu
kleineren Frequenzen verschoben, wiahrend die P-Polarisation im Vergleich zur

Transfer-Matrix-Methode zu minimal héheren Frequenzen verschoben ist.

Aus den Korrekturtermen beider Polarisationen ist ersichtlich, dass dieser ins-
besondere fiir die P-Polarisation sehr ausgeprégt ist. Aber man erkennt oberhalb
von wp, = 1 wieder eine grobe Tendenz gegen 1. In dieser zeigen sich auch die

groben Strukturen der Peaks. Dies ist dadurch zu erkldaren, dass die Korrektur
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nach der berechneten Schichtverdopplung/Mehrfachreflexion durchgefiihrt wur-
de, die einen deutlichen Einfluss auf die konkrete Struktur hat. (Man vergleiche
hierfiir z.B. die Rechnungen fiir die Transfer-Matrix-Methode, bei denen auch die
Transmissionsspektren fiir eine Schicht dargestellt sind.) Die Peak-Struktur selbst
ist auch ohne den Korrekturterm noch vorhanden, allerdings in der Hohe verzerrt
und teilweise mit Transmissionen > 1, weshalb die Korrektur hinzugefiigt wurde,

die eine gute Ubereinstimmung der beiden Verfahren ergibt.

Um einen weiteren Vergleich machen zu konnen, miisste man nun beide Ver-
fahren mit einer hoheren Anzahl Gitter-Stiitzstellenzahl vergleichen. Dies ist je-
doch nicht moglich, da wie bereits gezeigt die Transfer-Matrix-Methode bei einer
héheren Anzahl Gitter-Stiitzstellen zusammenbricht. Fiihrt man diese Rechnun-
gen allerdings fiir das FDFD-Verfahren mit einer hoheren Anzahl Stiitzstellen
durch, so dndert sich quantitativ nur sehr wenig. Die Lage der Peaks verschiebt
sich nur minimal. (Siehe z.B. fiir die S-Polarisation fiir ein 63 x 1 x 63-Gitter in
Abb. 5.8. Fiir die P-Polarisation ergibt sich ein dhnliches Bild.) Fiir die betrach-
tete Rechnung kann man also davon ausgehen, dass mit dem 25 x 1 x 25-Gitter
der betrachtete Frequenzbereich schon ausreichend konvergiert ist und das Ver-
fahren prinzipiell funktioniert und brauchbare Ergebnisse liefert. Also ist es fiir
die Untersuchung metallischer Systeme im Gegensatz zu den iiblicherweise an-
gewandten Verfahren tatséchlich verwendbar und stellt damit einen brauchbaren
Ersatz der Transfer-Matrix-Methode dar.

Im néchsten Kapitel soll nun das FDFD-Verfahren dazu verwendet werden,
zu untersuchen, inwieweit metallische Systeme von praktischer Bedeutung sein
konnen. Zwar besitzen sie Eigenschaften, die sie als sehr gute Kandidaten fiir
photonische Kristalle erscheinen lassen (sehr hohe (negative) Dielektrizitit bzw.
Nullstelle im Realteil der Dispersion), allerdings besitzen diese Systeme auch eine
deutliche Absorption und es stellt sich die Frage, ob diese Absorption die genann-
ten Vorteile nicht unbrauchbar macht. Entscheidend ist also fiir die Anwendung
zum einen, dass sich breite Bandliicken in den Strukturen 6ffnen und dass die

Absorption méglichst gering (hédufig sogar nahezu verschwindend) ist.
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5.3 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass das FDFD-Verfahren eine Alternative bzw.
einen Ersatz zur Transfer-Matrix-Methode darstellt. Die Testrechnungen haben
gezeigt, dass das Verfahren funktioniert.

Das FDFD-Verfahren selbst konnte jedoch noch weiter verbessert werden.
Ungel6ste Probleme sind die Ursache der Notwendigkeit der Korrektur und wie
die Notwendigkeit des Korrekturterms beseitigt werden kann. Allerdings schei-
nen allgemein solche Normierungsprobleme bei dieser Art Verfahren typischer-
weise aufzutreten, trotzdem wire es wichtig, den Einfluss dieser Ungenauigkeit
moglichst gering zu halten bzw. moglichst zu Beseitigen. Jedoch zeigen die Test-
rechnungen, dass die mit der Korrektur erhaltenen Ergebnisse sehr nahe an denen
Vergleichsergebnissen sind.

Weiterhin wire es noch zu vorteilhaft, die numerische Effizienz des Verfahrens
(insbesondere der Gleichungsloser) zu erhéhen. Dazu bieten sich zwei Moglich-
keiten an. Zunéchst kann man vermutlich das Losen der Gleichungssysteme fiir
die numerischen Boxen effizienter gestalten. Dies geschieht momentan mittels
GMRES (generalized minimal residual method) und einem ILU Preconditioner
(incomplete LU). Dabei ist nach derzeitigem Stand die Berechnung des Precon-
ditioners deutlich zeitintensiver als das anschlieffende Losen mittels GMRES, das
iiblicherweise nur noch wenige (< 10) Iterationen benétigt. Es war leider nicht
erfolgreich mdoglich mit einem weniger aufwendigen Preconditioner das iterative
GMRES-Verfahren zum Konvergieren zu bringen. Ein geeigneter Preconditioner
zu finden, bei dem die Hauptarbeit des Verfahrens im iterativen Schritt liegt, so
kénnte das Verfahren deutlich effizienter arbeiten lassen, da jeder Iterationsschritt
durch die diinnbesetzte System-Matrix nur linear mit der Anzahl der Gitterpunk-
te ansteigt.

Eine andere Moglichkeit, das Verfahren effizienter zu gestalten, wére, statt
einer Diskretisierung mit einer Ndherung erster Ordnung die Diskretisierung in
vierter Ordnung durchzufiihren. Damit brduchte man deutlich weniger Gitter-
punkte, um eine vergleichbar genaue Losung zu erhalten, und die Gréfle der Ma-
trix wiirde effektiv sinken, auch wenn man bei gleicher Anzahl von Gitterpunkten
bei einem Verfahren vierter Ordnung mehr Eintrége in die Matrix des Gleichungs-
systems bekommt, da man mehr Stiitzstellen fiir die Ableitungen benétigt als in

der hier betrachteten Ndherung erster Ordnung. Dadurch &ndern sich die Glei-
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chungen (B.9)-(B.11) und werden deutlich komplizierter. Allerdings sollte der
benétigte numerische Rechenaufwand zum Losen des Gleichungssystems fiir eine
vergleichbare Genauigkeit sinken. Es ist aber auch zu bedenken, dass durch die
diskontinuierlichen Uberginge das Gitter immer noch eine gewisse Gitterdichte

ben6tigt, um den Sprung in € genau genug zu beschreiben.



Kapitel 6
Untersuchung metallischer Systeme

Nachdem das FDFD-Verfahren erfolgreich getestet wurde, kann man davon aus-
gehen, dass das Verfahren hinreichend gute Ergebnisse liefert. Im Gegensatz zu
den {iiblicherweise verwendeten Verfahren erlaubt uns das FDFD-Verfahren nun
volle Spektren unter Verwendung eines gemessen Absorptions und Dispersions-
verhalten zu berechnen. Als metallisches System wird dabei Silber verwendet, da
die niedrige Absorption unterhalb der Plasmafrequenz Silber als einen sehr guten
moglichen Kandidaten anbietet.

Der Vorteil gegeniiber der Transfer-Matrix-Methode besteht nun darin, dass
man auch grokere Raumgitter rechnen kann, ohne dass das Verfahren instabil wird
und auch eine Absorption sinnvoll behandelt werden kann ist. Dies erlaubt es auch
sogenannte “supercell”-Rechnungen durchzufiihren, die man ben6tigt, um Berech-
nungen zu Storstellen durchzufiihren. Mittels der Transfer-Matrix-Methode wére
dies nicht mehr moglich, da hier das Verfahren, wie bereits gezeigt, bei spéatestens
ca. 30-40 Gitterpunkten zusammenbricht. Dies wire gerade so ausreichend um 2
Schichten in die numerische Box fiir die Rechnung zu packen. Fiir die Berechnung

einer Storstelle ist dies jedoch bei weitem nicht ausreichend.

6.1 Warum metallische Systeme?

Auf den ersten Blick erscheint die Verwendung von metallischen Materialien fiir
Photonische Kristalle nicht sinnvoll, da metallische Systeme eine Absorption be-
sitzen, wiahrend es sehr viele dielektrische Materialien gibt, die fiir den verwen-

deten Materialbereich keine Absorption besitzen. Allerdings ist es so, dass es im

80



6.1. WARUM METALLISCHE SYSTEME? 81

Optischen sehr schwierig ist mit diesen Materialien eine 3-dimensionale Struk-
tur herzustellen, die eine vollstindige Bandliicke besitzt. Grund dafiir ist, dass
die Strukturen, die z.B. einfach aus monodispersen Kiigelchen hergestellt wer-
den konnen (hauptséchlich fec-Strukturen, aber auch andere sind méglich), keine
vollstindige Bandliicke besitzen. Die dielektrischen Materialien besitzen eine Di-

elektrizitatskonstante von bis zu ca. € =~ 10.

Ist die Bandliicke aus Symmetriegriinden nicht vorhanden, so bieten nun die
metallischen Materialien aus zwei verschiedenen Griinden einen moglichen An-
satz. Zum einen gibt es in der Ndhe der Plasmafrequenz z.B. bei Silber einen
relativ breiten Bereich mit fast vernachlassigharer Absorption aber sehr hohen
Werten des Betrages des Realteils von € (sieche Abb. 6.1). Diese Werte liegen
bis zu einer ganzen Grokenordnung iiber den Werten fiir €, die mit normalen
dielektrischen Materialien moglich sind [7]. Ebenso hat der Realteil von & bei
der Plasmafrequenz eine Nullstelle, so dass das Verhéltnis von ez, 20 €psetan in
einem kleinen Bereich quasi beliebig grofe Werte annehmen kann. Dabei ist zu
erwiahnen, dass im Falle einer Dispersion die Skalierungseigenschaften gebrochen
werden, da durch die Dispersion eine absolute Langenskala eingefiithrt wird. Das
bedeutet nun auch, dass die erhaltenen Ergebnisse von der absoluten Grofse der

Einheitszelle abhingig werden.

In Abb. 6.1 erkennt man, dass Im Bereich zwischen 1 und 4 eV ist die Absorp-
tion von Silber relativ gering (sieche Abb. 6.1). Knapp unterhalb von 4 eV liegt ein
Nulldurchgang im Realteil von € vor. Der deutlich hohere Kontrast (das Verhélt-
nis zwischen den beiden dielektrischen Konstanten) eines Photonischen Kristalls
aus Silber um die 4 eV ist deshalb von Bedeutung, weil das Auftreten von Band-
liicken sehr eng mit dem Kontrast der Dielektrizitit des Photonischen Kristalls
zusammenhéngt. Bandliicken treten erst bei bestimmten Werten im Kontrast auf,
da dann der Unterschied der Energie/Frequenz zwischen zwei Moden grof wird
und damit das Entstehen einer vollstindigen Bandliicke begiinstigt werden kann
[9]. Bei metallischen Systemen ist es nun moglich in vollig neue Bereiche fiir den
Kontrast in der Dielektrizitdt vorzudringen, allerdings mit dem Nachteil einer
nun vorhandenen Absorption. Die Frage, die in diesem Kapitel unter anderem
gekldrt werden soll, ist, inwieweit die Absorption hier ein Hindernis darstellt.
Ist der Effekt der erhéhten dielektrischen Konstante so hoch, dass die Absorpti-

on fiir praktische Zwecke keine Rolle spielt, oder vernichtet die Absorption alle
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moglichen Vorteile, die das metallische System bietet.

Dazu wird hauptséchlich ein 2-dimensionales Testsystem betrachtet, da es
von der Rechnung noch relativ einfach zu handhaben ist, aber auch gleichzeitig
alle relavanten Eigenschaften besitzt, die auch fiir das 3-dimensionale System der
Fall wéren. Es sollen in diesem Kapitel dazu drei verschiedene Problemstellungen
prasentiert und erlautert werden, die mittels des angepassten FDFD-Verfahrens
berechnet wurden.

Zunéchst soll die Berechnung fiir den in den Testrechnungen gerechneten Fall
der quadratisch angeordneten Zylinder erweitert werden. Hierbei wird kein einfa-
ches (dispersions- und absorptionsfreies) Dielektrikum, sondern Silber als Materi-
al mit den in [7] jeweils experimentell bestimmten Absorptionskurven und Disper-
sionsrelationen verwendet. Die in [7] aufgelisteten Messwerte fiir den komplexen
Brechungsindex n + ik wurden dabei iiber ¢ = (n + ik)? in die Dielektriztitts-
konstante umgerechnet und fiir die Rechnungen wurden anhand dieser Messwerte
mittels kubischer Splines die Werte fiir € die zwischen den Messpunkten liegenden
Werten interpoliert.

Abschliefsend sollen noch Rechnungen von Storstellen priasentiert werden, die
nicht mittels der Transfer-Matrix-Methode moglich gewesen sind. Dabei wurde
der 2-dimensionale Fall der quadratisch angeordneten Zylinder betrachtet und
jeweils eine 1-dimensionale (eine Reihe Zylinder fehlt) bzw. eine 0-dimensionale
Storung (ein Zylinder fehlt) berechnet. Hierbei wurde sowohl mit einem einfachen
Dielektrikum wie auch mit den Dispersionsrelationen und Absorptionskurven von

Silber aus [7| gerechnet.
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Photonen—Energie [eV]

Abbildung 6.1: Aus [7] bestimmte Dispersionsrelation von Silber als Funktion der
Photonischen Energie inklusive Absorption als Imaginédranteil: € = g1 + i¢s.

6.2 Quadratisch angeordnete Zylinder aus Silber

Am Verfahren dndert sich durch das Hinzufiigen der Absorption und Dispersion
zunichst nichts. Allerdings muss die im Verfahren beschriebenen Korrektur ge-
trennt betrachtet werden. Bei der {iblichen Vorgehensweise wurden die Werte
durch die Summe aus Reflexion und Transmission dividiert. Allerdings muss im
Falle einer vorhandenen Absorption die Summe aus Transmission und Reflexion
nicht mehr 1 sein. Deshalb wird zun#chst eine Rechnung ohne die Absorption,
aber mit der durch die Dispersionsrelation gegebenen Dielektrizitdt durchgefiihrt.
Hiermit wird die Summe von Transmission und Reflexion bestimmt, die als Kor-
rektur dient. Danach wird die Rechnung mit vorhandener Absorption durchge-

fiihrt und die Korrektur aus der ersten Rechnung verwendet.

Wie bereits erwiahnt, fiihrt das Einfithren einer Dispersion dazu, dass die
Skalierbarkeit der Losungen gebrochen wird, da nun eine absolute Langenska-
la existiert. Dies fiihrt dazu, dass im Gegensatz zu den bisherigen Rechnungen
die absolute Grofe der Einheitszelle eine Rolle spielt und man fiir andere Aus-
dehnungen der Einheitszelle verdinderte Spektren bekommt. Allerdings sollen hier

die Spektren weiterhin in relativen Einheiten betrachtet werden. Es wurde in den
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Abbildung 6.2: Vergleich der Transmissionsspektren der S-Polarisation fiir acht
Schichten quadratisch angeordneter Zylinder mit ¢ = 8,9 (gestrichelte Linie) und
Silber (durchgezogene Linie). Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsre-
lation liegt bei w,¢ =~ 1,05. D.h. w, = 1 entspricht ca. 3,6 eV.

Rechnungen nicht die Gréfe der Einheitszelle variiert, sondern stattdessen die
Absorptionskurve und die Dispersionsrelation in der Frequenz skaliert, was man
aber wieder in die Variation der Einheitszellengrofe zuriickrechnen kann.

Zunichst betrachten wir den Fall, dass die niederfrequentere Nullstelle des
Realteils von ¢, die bei ca. 3,8 eV liegt, in etwa bei der relativen Frequenz w,. ~
1,05 liegt. Dann geht der nicht absorbierende Frequenzbereich von Silber etwa
bis wye &~ 1. Es ist interessant zu priifen, ob es in diesem Bereich noch moglich
ist, eine ausreichend geringe Absorption zu erhalten bzw. wie sich die Dispersion
auf die Struktur der Spektren auswirkt. Dazu betrachtet man zunéchst einfach
den direkten Vergleich einer Rechnung mit festem ¢ = 8,9 und der skalierten
Dispersionrelation. Fiir die Berechnung wurden ein 40 x 1 x 40-Raumgitter und
3-Vakuummoden in z-Richtung verwendet. Dies sollte ausreichend sein und nur
eine minimale Verschiebung der Peaks bewirken. Beide Rechnungen wurden fiir
eine Schichtdicke von acht Schichten durchgefiihrt. In Abb. 6.2 sind die Ergebnisse
im Vergleich zu einer Rechnung mit festem e gezeigt.

Zwischen beiden Spektren bestehen ein deutliche Unterschiede. Ein direkter
Vergleich ist daher nicht moglich. Auffillig ist jedoch fiir das Spektrum des Pho-
tonischen Kristalls aus Silber, dass bei w,o = 0,28 die Transmission bis fast auf
0 absinkt, und das nachfolgende Minimum deutlich ausgeprégter ist als im Fall
ohne Dispersion. Die relative Frequenz von 0, 28 entspricht ca. 1 eV, dem Bereich,
bei dem auch in der Dispersionskurve in Abb. 6.1 die Absorption einsetzt. Aller-
dings findet bei niedrigeren Energien im Kristall trotzdem keine Absorption statt,
obwohl bei diesen Frequenzen die Absorption von reinem Silber noch grofer wird.

Eventuell liegt der Grund hierfiir in dem extrem stark steigenden Betrag des Re-
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Abbildung 6.3: Transmission (durchgezogene Kurve) und Reflexion (gestrichelte
Kurve) der S-Polarisation in Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir qua-
dratisch angeordnete Zylinder aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der
Dispersionsrelation liegt bei w,¢ &~ 1,05. D.h. w,.; = 1 entspricht ca. 3,6 eV.

Transmission + Reflexion
Q0.5
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Abbildung 6.4: Summe aus Transmission und Reflexion der S-Polarisation in
Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir quadratisch angeordnete Zylin-
der aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsrelation liegt bei
wrer = 1,05. D.h. w,q = 1 entspricht ca. 3,6 V.

alteils von ¢, der dafiir sorgt, dass die Felder stark aus den Zylindern gedringt
werden.

Die weiteren Strukturen kann man bei dieser Polarisationsrichtung zunéchst
nicht weiter zuordnen. Man erkennt bei hoheren relativen Frequenzen (ab ca.
wrer = 0,8) die kaum noch ausgeprégte Transmission bei der Rechnung fiir Sil-
ber. Dabei stellt sich die Frage, inwieweit es sich dabei um Reflexion oder um
Absorption handelt, deshalb betrachten wir im Folgenden fiir diese Polarisation
nun Absorption und Reflexion.

In Abb. 6.3 erkennt man, dass fiir 0,8 < w,¢ < 1,1 noch deutlich Reflexion
vorhanden ist, aber oberhalb von w,., = 1,1 sind sowohl Transmission wie auch
Reflexion stark unterdriickt. Das war auch zu erwarten, da oberhalb der nie-
derfrequenteren Nullstelle des Realteils von £ die Absorption deutlich zunimmt.
Betrachtet man sich die Summe aus Absorption und Reflexion (Abb. 6.4), so kann

man sehr gut erkennen in welchen Frequenzbereichen viel absorbiert wird. Dabei
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Abbildung 6.5: Vergleich der Transmissionsspektren der P-Polarisation fiir acht
Schichten quadratisch angeordneter Zylinder mit ¢ = 8,9 (gestrichelte Linie) und
Silber (durchgezogene Linie). Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsre-
lation liegt bei w,¢ =~ 1,05. D.h. w, = 1 entspricht ca. 3,6 eV.

erkennt man, dass es unterhalb von w,,; = 0,8 nur in 2 schmalen Frequenzbe-
reichen deutliche Absorption bei gibt, ndmlich bei w,, = 0,28 und w,, = 0, 54.
Ansonsten ist in diesem Bereich auch bei den betrachteten acht Schichten noch
kaum Absorption vorhanden. Dies zeigt, dass es durchaus mdglich ist, diesen
Frequenzbereich zu betrachten um auch praktisch anwendbare Strukturen zu er-
halten.

Die Tatsache, dass die Absorption so stark variiert, obwohl dies nicht direkt
aus der Absorptionkurve hervorgeht, hingt vermutlich mit der unterschiedlichen
Lokalisierung der Felder in der Einheitszelle zusammen. In der Einheitszelle ist
nur der Bereich der Zylinder absorbierend. Allerdings sind die Verteilungen der
Felder von der Frequenz abhéngig, und somit muss die Absorption der Struktur
nicht der Absorptionskurve des Materials folgen. Befinden sich Felder grofitenteils
aufserhalb der absorbierenden Bereiche, so kann auch bei relativ hoher Absorption
des Materials die effektive Absorption recht klein werden.

Betrachtet man die gleichen Aspekte fiir die P-Polarisation im direkten Ver-
gleich der Rechnung mit einem nicht absorbierenden, dispersionsfreien Medium
(Abb. 6.5), so erkennt man hier die Ahnlichkeit der beiden Spektren schon eher.
Der Bereich zwischen w,.; = 0,4 und w,,; = 0, 6 ist recht dhnlich, allerdings leicht
verschoben. Im Spektrum mit Absorption und Dispersion ist das darauffolgende
Minimum deutlich ausgeprégter und auch breiter. In diesem Frequenzbereich ist
der Betrag des Realteils von e sehr grof, wodurch die partiellen Bandliicken deut-
lich verbreitert werden. Dadurch werden im Transmissionspektrum die Minima
breiter und tiefer. Auch die nachfolgenden Peaks von ca. w,¢ = 0,8 bis w,.; = 1,1

kann man dem Spektrum fiir ¢ = 8,9 zuordnen, allerdings sind diese zu hoheren
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Abbildung 6.6: Transmission (durchgezogene Kurve) und Reflexion (gestrichelte
Kurve) der P-Polarisation in Abh#ngigkeit von der relativen Frequenz fiir qua-
dratisch angeordnete Zylinder aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der
Dispersionsrelation liegt bei w,¢ &~ 1,05. D.h. w,.; = 1 entspricht ca. 3,6 eV.
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Abbildung 6.7: Summe von Transmission und Reflexion der P-Polarisation in
Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir quadratisch angeordnete Zylinder
aus Silber. Die niederfrequentere Nullstelle der Dispersionsrelation liegt bei w,.; &
1,05. D.h. w,; = 1 entspricht ca. 3,6 eV.

relativen Frequenzen verschoben. Oberhalb von w, = 1,1 ist auch hier kaum
noch Transmission vorhanden.

Auch in diesem Fall betrachtet man Transmission und Reflexion (Abb. 6.6)
bzw. die Summe aus Reflexion und Transmission (Abb. 6.7) und erkennt, dass hier
bis zu dem Frequenzbereich, in dem die Absorption des Materials wieder starker
steigt (wpe &~ 1,05), durch die acht Schichten des Materials kaum absorbiert wird.
Wie zu erwarten, wird oberhalb dieses Bereichs auch hier wieder ein Grofsteil der
einfallenden Strahlung absorbiert.

Im Groften und Ganzen erkennt man also fiir die P-Polarisation ein dhnliches
Verhalten wie fiir die S-Polarisation. Allerdings kann man hier die Ausgangs-
struktur des einfachen Dielektrikums besser erkennen. Im Bereich unterhalb des
Nulldurchgangs des Realteils von ¢ findet deutlich weniger Absorption als bei der
S-Polarisation statt. Sehr gut erkennt man, wie durch die vom Betrag grofsen Wer-

te des Realteils von € die Minima in der Transmission ausgepréigter (d.h. deutlich
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breiter und auch tiefer) werden. Dies ist natiirlich fiir die praktische Anwendung
von Interesse, da zum einen Bandliicken ausgeprigter werden, oder iiberhaupt
erst durch den hohen Kontrast entstehen, und umgekehrt auch mit relativ weni-
gen Schichten schon eine deutliche Reflexion bzw. eine Bandliicke Auswirkungen

auf die Transmission und Reflexion vorhanden ist.

Insbesondere im Bereich der niedrigen Absorption von Silber sind sehr grofse
Effekte in den Spektren zu erkennen, obwohl andererseits die Absorption in der ge-
samten Schichtdicke insgesamt eine eher untergeordnete Rolle spielt. Es tauchen
zwar einzelne schmalbandige Bereiche auf, in denen die Absorption grof wird,
aber insgesamt hat man in diesem Bereich trotz der eigentlich nicht verschwin-
denden Absorption immer noch eine fast vollstindige Transmission. D.h., dass
dieser Bereich von 1 eV bis ca. 3,6 eV fiir eventuelle Anwendungen durchaus von
Interesse ist. Der Bereich der niedrigen (aber nicht verschwindenden) Absorption
bei Silber besitzt also die positiven Eigenschaften, dass die Bandstruktur durch
den hohen Betrag des Realteils stark ausgeprigt ist. Das bevorzugt die Bildung
von Bandliicken bzw. sorgt dafiir, dass verglichen mit anderen normalen dielek-
trischen Materialien deutlich diinnere Schichten schon ausreichen. Weiterhin ist
dieser Bereich in den Transmissionsspektren bis auf schmalbandige Ausnahmen
auch weitgehend absorptionsfrei. Der eventuell zu befiirchtende Einfluss der im-
mer noch vorhanden Absorption des Silbers spielt hier fast keine Rolle. Dieser
Bereich ist somit fiir eventuelle Anwendungen bestens geeignet. Hier empfiehlt
sich die Betrachtung metallischer Systeme als Alternative zu den iiblicherweise

verwendeten rein dielektrischen Strukturen.

Etwas anders sieht es allerdings aus, wenn man den zweiten Fall betrachtet,
der untersucht wurde, ndmlich die Nullstelle des Realteils der Dispersion. Hierbei
stellt sich die Frage, inwieweit der quasi beliebig grofe Kontrast verwendet wer-
den kann, da im Bereich der Nullstelle auch die Absorptionskante des Materials
liegt. Hier erkennt man, dass tatséchlich die Absorption eine definitiv nicht zu ver-
nachlissigende Rolle spielt. Im Falle von Silber gibt es sogar zwei Nullstellen im
Realteil der Dispersion. Betrachtet man die niederfrequentere Nullstelle, bei der
noch am ehesten die Hoffnung besteht, dass die Absorption beherrschbar ist, so er-
kennt man, dass die Summe aus Transmission und Reflexion (also 1—Absorption)
in diesem Bereich auf ca. 0,2—0,4 (je nach Polarisation und konkreter Zellengro-

fse) abgesunken ist. Gerade im Frequenzbereich um die niederfrequente Nullstelle
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beginnt die Absorption, rapide an Bedeutung zu gewinnen. Die Nullstelle liegt in
der Flanke der stark steigenden Absorption der Gesamtstruktur. Bei der zweiten
Nullstelle ist die Absorption selbst bei acht Schichten schon fast vollstdndig, so

dass diese fiir Anwendungen praktisch ohne Bedeutung ist.

Betrachtet man Abb. 6.1, so erkennt man, dass im Bereich der ersten Nullstelle
die Absorption eigentlich nur unwesentlich grofier ist als in dem bereits diskutier-
ten Bereich zwischen 1 eV und 3,5 eV. Bei der niederfrequenten Nullstelle beginnt
die Absorption eigentlich erst zu steigen. Allerdings zeigen die Rechnungen sehr
deutlich, dass trotzdem die Absorption in diesem Bereich den erhofften Effekt
zum grokten Teil zunichte macht. Ein Grofteil des eingestrahlten Lichts wird in
diesem Bereich bereits von lediglich acht Schichten absorbiert. Fiir die Anwen-
dungen bedeutet dies, dass eigentlich alle Anwendungen, bei denen es auf geringe
Absorption ankommt (also inbesondere Anwendungen, die mit der Wellenleitung
in Zusammenhang stehen), fiir diesen Bereich nicht in Frage kommen. Es gibt
zwar in diesem Bereich noch Transmissionen bzw. Reflexionen, die deutlich ober-
halb von 0 sind, aber immer nur in Verbindung mit den hohen Absorptionen.
D.h. dieser Bereich kommt eigentlich nur fiir Anwendungen in Frage, bei denen
die Struktur des Spektrums eine Rolle spielt, aber nicht das Verschwinden der Ab-
sorption. Fiir eigentlich fast alle moglichen Anwendungen trifft dies jedoch nicht
zu. Somit ist insgesamt der Frequenzbereich um die Nullstelle der Dispersion fiir

eine Anwendung aufgrund der Absorption nur sehr eingeschrinkt verwendbar.

Da beim Vorhandensein einer Absorption die Skalierbarkeit der Systeme be-
ziiglich Grofe bzw. Energie verlorengeht, ist es natiirlich von besonderem Inter-
esse den Einfluss der Grofke der Einheitszelle auf die Spektren zu untersuchen.
(Bzw. dquivalent dazu kann man die Dispersionsrelation linear skalieren, was fiir
die Rechnungen so durchgefiihrt wurde und dquivalent zur einer Anderung der
Groke der Einheitszelle ist.) In Abb 6.8 ist ein Vergleich fiir den Fall der nieder-
frequenten Nullstelle von € bei w,q = 1,05, w, = 1,52 und w,q = 2 gezeigt.
(Dies entspricht grofer werdenden Einheitszellen). Bei beiden Polarisationen er-
kennt man, dass die Spektren bis zu dem Bereich, in dem die Absorption fiir die

jeweilige Zellengrofe relevant wird, sehr dhnlich verlaufen.

Die ungefihre Struktur der Spektren ist gleich, jedoch gibt es teilweise unter-
schiedliche Ausprigungen. Auffillig ist die Verschiebung des sehr schmalbandigen

niederfrequenten Minimums in der Transmission. Fiir das Spektrum mit der Null-
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Abbildung 6.8: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-
ten) in Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir quadratisch angeordnete
Zylinder aus Silber und verschiedene Grofen der Einheitszelle: Nullstelle der Di-
spersionsrelation bei w,q &~ 1,05 (durchgehende Linie. w,, = 1 entspricht ca.
3,62 eV), Nullstelle der Dispersionsrelation bei w,. ~ 1,52 (gestrichelte Linie.
wrer = 1 entspricht ca. 2,5 eV) und Nullstelle der Dispersionsrelation bei w;.; ~ 2
(punktierte Linie. w,; = 1 entspricht ca. 1,8 eV).

stelle der Dispersion bei w,.; = 1,05 liegt diese bei w,; = 0,28. Beim Spektrum
mit der Nullstelle bei w,¢; = 1,52 liegt dieses Minimum bei w,¢; = 0,41, und fiir
das Spektrum mit der Nullstelle bei w,o = 2 liegt das Minimum bei w,..; = 0, 54.
Betrachtet man die jeweilige Skalierung der verschiedenen Spektren, so zeigt sich,
dass es sich jeweils um etwa die gleiche absolute Frequenz handelt, die einer Ener-
gie von etwas mehr als 1 eV entspricht. Betrachtet man diese Frequenz in Abb.
6.1, so erkennt man, dass es sich dabei um den Bereich handelt, bei dem fiir klei-
ner werdende Frequenzen die Absorption stark ansteigt. Erstaunlich ist dabei also
eher, dass im Spektrum diese Frequenz nur als relativ schmalbandiges Minimum

auftritt und nicht einfach unterhalb dieser Frequenz alles absorbiert wird.

Andererseits fillt aber auch in diesem Bereich der Realteil von ¢ stark ab (d.h.
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der Betrag wichst stark). Das deutet darauf hin, dass die Feldverteilung immer
stiarker von einer gleichméfigen Verteilung wie ihm Fall des Vakuums abweicht
und die Felder mit kleinen Frequenzen stark aus den Zylindern gedringt werden.
Wird die Frequenz erhoht, werden die Felder weniger aus den Zylindern gedréngt.
Allerdings wird auch die Absorption immer kleiner. Lediglich im Bereich um 1 eV
dringen die Felder tief genug in den Kristall ein und es ist ausreichend Absorption
vorhanden, damit dies bemerkbar ist.

Bei der S-Polarisation sind diese Unterschiede etwas starker ausgeprégt als bei
der P-Polarisation, aber auch hier ist die unterste partielle Bandliicke bei w;.o =~
0,5 in allen Féllen gut zu erkennen. Lediglich im Bereich zwischen w,.; = 0,8
und w,; = 1 erkennt man Unterschiede, wie in den Lagen der scharfen Minima
unterhalb dieser Frequenzen.

Zusammenfassend kann also festgestellt werden, dass die Spektren sich in den
relativen Frequenzen trotz der Verschiebung der Dispersionrelation noch sehr
dhnlich sind. Der Hauptunterschied ist hierbei in der Lage der schmalen Minima
mit hoher Absorption in der S-Polarisation. Die partiellen Bandliicken unter-
halb von w,¢ = 0, 8 sind in beiden Polarisationsrichtungen deutlich ausgepragter
als im Fall eines einfachen nicht-dispersiven, nicht-absorbierenden Mediums mit
realistischem Wert fiir die Dielektrizitit. Bei hohen Frequenzen, bei denen die
Absorption wieder deutlich steigt, steigt auch generell die Absorption der Schich-
ten sehr stark an. Es wird kaum noch Licht transmittiert oder reflektiert, was fiir
praktische Anwendungen natiirlich unbrauchbar ist. Hier empfiehlt es sich also,
wirklich im Bereich der Dispersionskurve zu arbeiten, bei dem die Absorption
sehr gering ist. (Bei Silber liegt dieser Bereich zwischen 1 eV und 3,5 eV.) Be-
sonders interessant sind dabei der niederfrequente Abschnitt dieses Bereichs, da
dort sowohl die Absorption gering, also auch der Betrag des Realteils von ¢ sehr

grofs wird.
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6.3 Storstellen

Fiir die Anwendungen sind insbesondere immer wieder Systeme mit Storstellen
von Interesse, da diese es ermoglichen, Zustinde in der Bandliicke zu erhalten.
Diese Zustédnde entsprechen dabei den Zustdnden, bei denen sich das elektroma-
gnetische Feld um die Storstelle konzentriert und sich nicht in den “regulédren”
Photonischen Kristall ausbreiten kann. So kann man z.B. solche 1-dimensionalen
Storstellen in der Bandliicke zum verlustfreien Transport von Licht verwenden.
Das Feld selbst konzentriert sich um die 1-dimensionale Storstelle (den Leiter)
und kann sich im reguldren Kristall selbst nicht ausbreiten, d.h. es kann ver-
lustfrei entlang der Storstelle transportiert werden. Auch andere Konstellationen
sind fiir die Anwendungen von Interesse, um z.B. einzelne Bauelemente aus der
Halbleitertechnik im Optischen nachzubilden. Nachfolgend sollen nun die Ergeb-
nisse der Rechnungen mittels des FDFD-Verfahrens zu Storstellen, sowohl mit
einem “normalen” Dielektrikum, wie auch mit dem metallischen Aquivalent, ge-

zeigt werden.

6.3.1 1-dimensionale Storstelle
Einfaches Dielktrikum

Als erstes Storstellensystem wird hier die 1-dimensionale Storstelle betrachtet.
Diese Systeme sind insbesondere im Bereich der Wellenleitung von hohem In-
teresse, da diese 1-dimensionalen Storstellen einen mdglichen Leiter durch den
Photonischen Kristall darstellt. Insbesondere sind solche Systeme natiirlich von
Interesse, wenn der Photonische Kristall selbst eine Bandliicke besitzt, da sich
dann aufserhalb der Storstelle im Kristall keine Wellen ausbreiten kénnen. Ledig-
lich exponentiell abklingende Moden sind mdoglich. Solche 1-dimensionalen Stor-
stellen sind also fiir die Anwendung von entscheidender Bedeutung und sollen
deshalb auch mittels des FDFD-Verfahrens untersucht werden. Zur exemplari-
schen Untersuchung wird hierbei wieder ein 2-dimensionales System betrachtet.
Als konkretes Problem dient ein Photonischer Kristall mit einer eindimensionalen
Storstelle im 2-dimensionalen Photonischen Kristall mit quadratisch angeordne-
ten Zylindern, bei dem in z-Richtung eine Reihe Zylinder fehlt. Die Einheitszelle
des Systems kann man sich aus 5 einfachen Einheitszellen aufgebaut vorstellen,

die in z-Richtung nebeneinander angeordnet sind und von denen, bis auf die
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Abbildung 6.9: 2-dimensionale Struktur mit quadratisch angeordneten Zylindern
mit einer 1-dimensionalen Storstelle als Wellenleiter, acht Schichten. Abgebildet
sind hier eine Einheitszelle in z-Richtung und acht Einheitszellen in z-Richtung.

Mittlere, alle einen Zylinder enthalten und die mittlere Einheitszelle leer ist. Das
Verhéltnis von Radius des Zylinders und Dicke der einfachen Einheitszelle betrigt
0,2. Fiir die Zylinder ist ¢ = 8, 9.

Die Rechnung wurde mit einer Schichtdicke von acht Schichten durchgefiihrt
und mit einer reguldren Rechnung ohne Storstellen verglichen. Fiir die Rechnung
wurde ein 150 x 1 x30-Gitter verwendet (also quasi ein 30 x 1 x30-Gitter pro “einfa-
cher” Einheitszelle) und es wurden drei Vakuummoden in z-Richtung betrachtet.
Dabei erwartet man, dass durch die Storstelle eine Wellenleitung entsteht, also

Zustdnde auftauchen, die in der Bandstruktur in der Bandliicke liegen.

In Abb 6.10 wird ein Vergleich zwischen dem Spektrum des Systems mit Stor-
stelle sowie dem ungestorten System gezeigt. Dabei ist die durchgezogene Linie
die des Systems mit der 1-dimensionalen Storstelle. Das ungestorte Ausgangssy-

stem ist gestrichelt dargestellt.

Im Spektrum der S-Polarisation kann man sehr deutlich den Peak zwischen
Wreg = 0,6 und w,e; = 0,7 erkennen, der sehr ausgepriagt mitten in einer lokalen
Bandliicke der S-Polarisation liegt. Hierbei handelt es sich um ein typisches und

stark ausgeprigtes Beispiel fiir die oben erwdhnten “Leitungszustinde” in den
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S-Polarisation

Transmission

Frequenz [relative Einheiten]

P-Polarisation
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Abbildung 6.10: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-
ten) in Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir quadratisch angeordnete
Zylinder mit acht Schichten mit ¢ = 8,9 (gestrichelt) im Vergleich mit einer
Rechnung mit einer 1-dimensionalen Storstelle mit acht Schichten (durchgezoge-
ne Linie).

Bandliicken. Dieser Peak ist sogar so stark ausgepriagt, dass die Transmission
fast bis auf 1 ansteigt, d.h. fast vollstdndige Transmission vorliegt. Aufgrund der
Storstelle und des somit groferen bendtigten Gitters, wurde das Frequenzraster
grober gewdhlt als im einfachen Fall ohne Storstelle. Bei einem feineren Fre-
quenzraster ist zu erwarten, dass der Peak im Idealfall sogar bis auf 1 ansteigt.
Im unendlich ausgedehnten Fall kann die Welle sich nicht im Kristall ausbreiten.
Dies stellt natiirlich einen idealisierten Zustand dar, so dass im konkreten Fall
der Wert etwas unterhalb von 1 liegen kann.

Etwas ober- und unterhalb dieses Leitungszustandes verhélt sich das System
mit der Storstelle in etwa wie das ungestorte System. Allerdings erkennt man
zwischen ca. w,q = 0,8 und w,q = 0,9 Bereiche deutlicher Transmission, bei
denen im ungestorten System eine Bandliicke vorliegt. Diese Peaks in der Band-
liicke sind allerdings von der Transmission deutlich weniger ausgepriagt als der

Leitungszustand bei 0,6 < w, < 0,7. Jedoch erkennt man auch hier wiederum
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noch eine sehr stark ausgepriagte Transmission mit Werten bis ca. 0, 7. Insgesamt
unterscheiden sich die Spektren des gestorten und des ungestérten Systems im
Bereich 0,9 < w,o < 1,3 deutlich voneinander. So ist die Struktur des unge-
storten Systems in diesem Bereich nur ansatzweise wiederzuerkennen. Es konnte
auch bei w,; ~ 1 ein stark an der Storstelle lokalisierter Zustand in der Bandliicke
vorliegen, allerdings sind im Gegensatz zum Leitungszustand bei w,¢; = 0, 65 hier
die Réander der Bandliicke im gestérten System nicht wirklich erkennbar. Viel-
mehr liegt eine sehr deutliche Abweichung vom urspriinglichen System vor. Fiir
eine eventuelle Anwendung ist die typische starke Lokalisierung um die Storstel-
le allerdings nicht so entscheidend, wie die Tatsache, dass hier Zustdnde hoher
Transmission vorliegen, die im ungestorten Kristall (zumindestens fast) vollstin-
dig reflektiert werden. Zwischen w,, ~ 1,3 und w,, ~ 1,5 stimmen die Spek-
tren beider Systeme sehr gut iiberein. Bei w,, = 1,5 sieht man wiederum einen
Leitungszustand angedeutet. Wahrend im ungestorten System die Transmission
génzlich abfillt, steigt im System mit der Storstelle die Transmission auf einer

breiten Basis auf fast 1 an.

Bei der P-Polarisation scheint die ungefihre Struktur des Spektrums in et-
wa erhalten zu bleiben, allerdings etwas verschoben zu héheren Frequenzen. Ab
wre =~ 1, 2 unterscheiden sich die beiden Spektren substantiell. Es ist dabei, dhn-
lich wie bei der S-Polarisation, nicht eindeutig bei den Frequenzbereichen hoher
Transmission zwischen w,; = 1,2 und w,; = 1,3 von einem Leitungszustand
(im Sinne eines stark um die Storstelle lokalisierten Zustandes) zu sprechen, da
die Grundstruktur im gestorten System sich zu deutlich von der des ungestorten
Systems unterscheidet. Allerdings ist auch hier wieder fiir die meisten Anwen-
dungen entscheidend, dass es stark ausgeprigte Bereiche hoher Transmission in
der Bandliicke des ungestérten Systems gibt. Interessant ist hierbei sogar, dass
die Transmission auf einer sehr breiten Basis fast vollstdndig ist, d.h. man hat
nicht nur einen sehr schmalbandigen Bereich, der genutzt werden kann, sondern
die Frequenz kann sogar (bis auf einen schmalen Einbruch der Transmission)
in einem relativen Bereich von 5% Abweichung ohne merklichen Verlust variiert

werden.

Zusammenfassend erkennt man also in diesem System, insbesondere in der
S-Polarisation, typsiche Leitungszustinde (w,.e = 0,65 bzw. oberhalb von w,. &

0,8). In beiden Spektren ergeben sich ausgepriigte Bereiche, in denen in lokalen
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Bandliicken des ungestorten Systems deutlich ausgepréigte Transmissionen (héu-
fig sogar fast vollstindige Transmission) auftreten. Jedoch unterscheiden sich die
Spektren teilweise so stark voneinander, dass man nicht unbedingt von einem

“gestorten” Spektrum sprechen kann.

Silber-Zylinder

Fiihrt man eine analoge Rechnung fiir Zylinder aus Silber durch, so ergibt sich ein
deutlich unterscheidendes Ergebnis. In Abb. 6.11 und Abb. 6.12 sind die Spektren
der gestorten Systeme im Vergleich zu den ungestorten Systemen gezeigt. Dabei
geniigt es im Falle des absorbierenden Mediums wiederum nicht, nur die Trans-
mission abzubilden, da ansonsten nicht klar ist, ob der nicht-transmittierte Anteil
absorbiert oder reflektiert wird. Im Prinzip wiirde geniigen, entweder nur die Re-
flexion oder nur die Absorption (bzw. iiblicherweise 1— Transmission) anzugeben,
da sich die jeweils fehlende dritte Grofe aus den beiden anderen errechnen lasst
(Transmission + Reflexion + Absorption — 1). Allerdings sind der Ubersichtlich-
keit halber alle 3 Grofen dargestellt.

Fiir die S-Polarisation findet man hier dhnliche Spektren fiir den gestorten
und den ungestorten Fall, die sich jedoch in den Details deutlich unterscheiden.

Im Transmissionsspektrum der S-Polarisation erkennt man in beiden Fillen
das recht breite Minimum um w,¢ = 0,4 bis w, = 0, 5. Allerdings ist dieses im
Spektrum des Systems mit der 1-dimensionalen Stérstelle deutlich strukturierter
und es scheinen sich einzelne schwache Peaks innerhalb dieser Liicke auszubil-
den. Man erkennt in der Reflexion einen deutlichen Riickgang in diesem Bereich,
was eventuell auf einen “Leitungszustand” (wieder im Sinne eines stark um die
Storstelle lokalisierten Zustands) hindeutet. Allerdings erkennt man in der Ab-
sorption (bzw. in der Summe aus Transmission und Reflexion) deutlich, dass
gerade zwischen w,.; = 0,45 und w,, = 0,5 die Absorption stark ausgeprégt ist
(die Summe von Transmission und Reflexion sehr klein wird), was auf einen Zu-
stand hindeutet, der einen hohen Feldanteil innerhalb der Zylinder aufweist (also

keinen typischen an der Storstelle konzentrierten Zustand).
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Abbildung 6.11: Transmission (oben), Reflexion (Mitte) und Transmission + Re-
flexion (unten) der S-Polarisation in Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir
einfach quadratisch angeordnete Zylinder aus Silber ohne Storstelle (gestrichelte
Linie) und mit 1-dimensionaler Stérstelle (durchgezogene Linie). Beide Rechnun-
gen sind fiir acht Schichten durchgefiihrt. In beiden Fillen ist die Skalierung der
Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewéhlt, dass die niederfrequentere Null-
stelle bei wy.; = 1,19 liegt. D.h. w,¢; = 1 entspricht ca. 3,2 eV.
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Abbildung 6.12: Transmission (oben), Reflexion (Mitte) und Transmission + Re-
flexion (unten) der P-Polarisation in Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir
einfach quadratisch angeordnete Zylinder aus Silber ohne Storstelle (gestrichelte
Linie) und mit 1-dimensionaler Stérstelle (durchgezogene Linie). Beide Rechnun-
gen sind fiir acht Schichten durchgefiihrt. In beiden Fillen ist die Skalierung der
Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewéhlt, dass die niederfrequentere Null-
stelle bei w;.; = 1,19 liegt. D.h. w,¢; = 1 entspricht ca. 3,2 eV.
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Der néachste deutliche Unterschied im Transmissionsspektrum ist bei etwa
Wrer & 0,65 zu erkennen. Wihrend im ungestorten System hier quasi keine Trans-
mission auftritt, erkennt man im gestorten System hier eine starke Transmission.
Im Absorptionsspektrum zeigt sich, dass die verminderte Transmission in diesem
Bereich jedoch hauptsichlich auf eine sehr starke Absorption zuriickzufiihren ist
und nicht auf eine hohe Reflexion des Gitters. Im gestorten Fall findet in die-
sem Bereich fast keine Absorption statt. Insgesamt ist im Absorptionsspektrum
sehr auffillig, dass die schmalbandigen Bereiche starker Absorption unterhalb von
wre & 0,8 bei verschiedenen relativen Frequenzen auftreten, was die Vermutung
nahelegt, dass das Vorhandensein der Storstelle die konkrete Lokalisierung der
Felder bei den verschiedenen Frequenzen sehr stark beeinflusst, denn Absorption
kann nur stattfinden, wenn die Felder betrichtliche Teile innerhalb der Zylin-
der aufweisen. D.h. Bereiche im Spektrum mit sehr hoher Absorption bedeuten

immer auch, dass ein hoher Feldanteil innerhalb der Zylinder auftritt.

Abgesehen von den Absorptionspeaks unterhalb von w,.; = 0, 8 zeigt sich, dass
das Absorptionsverhalten des gestorten und des ungestorten Systems prinzipiell
vergleichbar ist. Die Unterschiede zeigen sich stark in der Lage der einzelnen
Bereiche starker Absorption bzw. in der konkreten Form, in der oberhalb von
Wrer & 0,8 die Absorption zunimmt. Der grobe Verlauf ist jedoch vergleichbar:
Bis etwa w,.; = 0, 8 gibt es, abgesehen von einzelnen Frequenzbereichen mit sehr
hoher Absorption, kaum Absorption. Ab w,¢ ~ 0,8 nimmt die Absorption stark

schwankend immer weiter zu bis zur fast vollstdndigen Absorption.

Fiir die P-Polarisation ergibt sich wieder ein etwas anderes Bild. Betrachtet
man das Transmissionsspektrum der P-Polarisation, so erkennt man, dass ober-
halb von w,.; = 0, 8 das gestorte und das ungestorte System fast gleich verlaufen.
Lediglich um w,¢ ~ 0, 8 ist eine kleiner Einbruch in der Transmission im System
mit der Storstelle zu erkennen. Unterhalb von w,..; =~ 0, 8 ist jedoch ein deutlicher
Unterschied der Spektren zu erkennen. Wihrend im ungestorten System nur ein
kleiner Frequenzbereich mit deutlicher Transmission um w,. =~ 0,5 vorliegt, ist
im gestorten System fiir 0,3 < w,; < 0,7 ein Bereich mit deutlicher Transmission
(um T = 0,5) zu erkennen. Auch hier hat man zwar nun Zusténde in Bereichen,
in denen vorher eine Bandliicke vorhanden war, aber ob man bei diesen Peaks in
der Transmission wirklich von einem typischen “Leitungszustand” sprechen kann,

ist anhand der Spektren nicht ohne weiteres zu kldren. Dazu ist die urspriingli-
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che Struktur des ungestorten Systems zu wenig ausgepragt. Es konnte sich dabei
um die gesuchten Art von Zustdnden handeln, aber es konnte auch einfach sein,
dass die ungestorten Peaks um w,; =~ 0, 8 sich verbreitert haben. Im Allgemeinen
erwartet man allerdings von den sogenannten “Leitungszustidnden”, dass diese re-
lativ schmalbandig sind, womit am ehesten noch der Peak bei ca. w,,; = 0,67
in Frage kommt. Da man beim FDFD-Verfahren nur Feldverteilungen fiir i.A.
sehr komplexe Uberlagerungen aus ein- und auslaufenden Moden erhilt, ist es
nicht trivial, Aussagen iiber die Feldverteilung bei einer einfachen einlaufenden
Welle zu machen, die es erlauben wiirden zu entscheiden, ob es sich um einen
stark an der Storstelle lokalisierten Zustand handelt. Allerdings stellt man im
Absorptionsspektrum fest, dass es bis w, & 1 eigentlich fast keine Absorption,
sowohl im ungestorten, wie auch im gestorten System gibt. D.h. diese Bereiche
hoher Transmission in der urspriinglichen Bandliicke sind fiir eventuelle Anwen-
dungen durchaus brauchbar, auch wenn die Felder eventuell nicht stark um die
Storstelle lokalisiert sind, so kénnen diese Frequenzbereiche sich trotzdem nicht
als ebene Welle im restlichen Kristall ausbreiten. Als etwas ungiinstig erweist sich
jedoch, dass in diesem Fall alle Transmission in den Bandliicken des ungestorten
Systems kleiner als 0, 6 sind, d.h. ein deutlicher Anteil Reflexion vorliegt, was auf

Probleme solcher Systeme beim Einkoppeln der Moden hindeutet.

Wie bereits erwahnt findet bis w, & 1 fast keine Absorption statt. Allerdings
sind sowohl im ungestorten wie auch im gestorten Spektrum kleine Bereiche mit
auftretender (wenn auch kleiner) Absorption zu erkennen. Auch hier sieht man
wieder ein dhnliches Verhalten wie bei der S-Polarisation. Die Frequenzen, bei de-
nen diese Absorptionen auftreten, verschieben sich, was wiederum auf deutlichen

Verdnderungen der Feldverteilung hindeutet.

Insgesamt erkennt man im Vergleich, dass die Spektren der Fehlstelle fiir das
einfache Dieletrikum deutlich eher dem entsprechen, was man erwarten wiirde
(schmalbandige Transmissionspeaks in den Minima/Bandliicken). Dies konnte
mit dem deutlich héheren Kontrast in ¢ fiir Silber zu tun haben, welches in dem
betrachteten Bereich fiir den Realteil von ¢ Werte von -20 bis -100 annehmen
kann. Somit ist unter Umstédnden eine Beschreibung als “gestortes System” nicht
mehr wirklich zutrifft. (Weiter besitzt auch nicht jedes gestorte System Zusténde
in der Bandliicke.) Um dies weiter zu untersuchen, kénnte man nun z.B. einen

kontinuierlichen Ubergang vom ungestdrten zum gestérten System betrachten.
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Dies wire zum Beispiel moglich, indem man den Radius der im gestorten System
fehlenden Zylinder, ausgehend vom ungestorten System, kontinuierlich verkleinert,
und beobachtet, wie sich die Spektren dabei verdndern. Eventuell kénnte man
auch eine Reihe grofer werdender Einheitszellen betrachten, d.h. statt einer 5 x 1
grofen “einfachen” Einheitszellen 7 x 1, 9 x 1, ... . Es ist zu erwarten, dass bei
einer Grofe von 5 x 1 einfachen Einheitszellen noch minimale Wechselwirkungen
zwischen den periodisch auftretenden Storstellen auftreten konnen, allerdings ist
auch zu erwarten, dass diese keinen deutlichen Einfluss auf die Losung haben, da
die meisten Moden, die sich im Kristall nicht ausbreiten konnen nach 4 Schichten
schon stark abgeklungen sind, weshalb zusammen mit dem hohen Zeitwaufwand

der Rechnungen auf diese verzichtet wurde.

Bei den Silber-Zylindern wird anhand der Absorptionsspektren (insbesondere
der S-Polarisation) auch deutlich, dass die Betrachtung als “gestértes” System
nur eingeschriankt moglich ist. Die stark verschobenen Bereiche der Absorption
(die auf stark in den Zylindern lokalisierte Felder hindeuten) zeigen, dass sich die
Feldverteilung vom einfachen Kristall zum Kristall mit 1-dimensionaler Storstelle

stark verdndert hat.

In beiden betrachteten Féllen konnte beobachtet werden, dass sich in der Tat
Zustinde in der Bandliicke ausbilden. Im Fall des normalen Dielektrikums ist dies
fiir beide Polarisationen zu beobachten, jedoch fiir die S-Polarisation am stérk-
sten ausgepragt. Fiir die P-Polaristion gibt es sogar breite Frequenzbereiche fast
vollsténdiger Transmission, was fiir eventuelle Anwendungen von besonderem In-
teresse ist, da hier auch bei vielen Schichten kaum Absorptionsverluste auftreten,
was insbesondere bei Anwendungen im Zusammenhang mit Wellenleitung von

entscheidender Bedeutung ist.

Fiir das System aus Silber-Zylindern sind in der S-Polarisation solche leiten-
den Zustdande in den Bandliicken nur schwach ausgebildet in der untersten breiten
Bandliicke zu finden. In diesen Bereichen tritt auch eine deutlich erkennbare Ab-
sorption auf. Fiir die P-Polarisation erkennt man andererseits, wo die moglichen
Vorteile der metallischen Systeme liegen konnen. Man hat eine extrem breite
Bandliicke von etwa w,.; = 0, 55 bis w,¢ = 0,75 und darin treten im Falle des Sy-
stems mit Storstelle deutlich Transmissionen auf (z.B. der Peak bei w,..; = 0, 66).
Aufgrund der starken Breite der Bandliicke ist zu vermuten, dass bei einer And-

wendung hier deutlich weniger Schichten fiir eine fast vollstindige Reflexion des
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ungestorten Systems bend6tigt werden als bei einem System aus einem einfachen
dielektrischen Material. Die Tatsache, dass die Transmission hier jedoch nicht
fast vollstindig ist, sollte sich in der Praxis durch eine geschickte Einkopplung
der Moden in das System umgehen lassen, da man auch erkennt, dass die fehlende
Transmission durch Reflexion und nicht durch Absorption zustande kommt.
Abschliefend sollte somit insbesondere anhand der P-Polarisation deutlich
werden, dass metallische Systeme eine deutliche und interessante Alternative zu
den herkémmlichen nicht-metallischen Systemen mit einem einfachen Dielektri-
kum ohne Dispersion (und Absorption) darstellen. Zwar kann auch hier wieder
der Bereich um die Nullstelle des Realteils der Dispersion aufgrund der hohen
Absorption in diesem Bereich nicht genutzt werden. Allerdings erkennt man auch
hier, wie im Fall des ungestorten Kristalls, dass der stark negative Wert des Re-
alteils sehr breite Bandliicken erzeugen kann, die in der Tat auch genutzt werden

konnen, ohne dass es zu einer merklichen Absorption kommt.

6.3.2 O0-dimensionale Storstelle

T
X

£

Abbildung 6.13: Einheitszelle eines 2-dimensionalen Photonischen Kristalls aus
quadratisch angeordneten Zylindern mit einer O-dimensionalen Storstelle.

Nicht nur die 1-dimensionalen Fehlstellen sind fiir mogliche Anwendungen

wichtig, auch 0-dimensionale Fehlstellen sind, sowohl fiir die Anwendung, wie
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auch fiir die Frage, wie sich Unregelméfigkeiten im Photonischen Kristall auf
dessen Eigenschaften auswirken, von Interesse. Da man eigentlich nie einen per-
fekten Photonischen Kristall erzeugen kann, ist die Frage entscheidend, wie sich
mogliche Gitterfehler auf das Verhalten des Kristalls auswirken kénnen. Eine sol-
che O-dimensionale Storstelle ist als Fehlstelle dabei eine der typischen méglichen
Fehler. Fiir manche Anwendungen kann auch hier wieder die gezielte Storstelle
von Interesse sein. Wenn man etwa einen gebundenen Atom-Photon-Zustand er-
zeugen will, so kann man das angeregte Atom an der Storstelle einbringen oder
man kann auch Licht an einem Ort (der Storstelle) stark konzentrieren oder bei
waagrechten Béndern sogar das Licht an der Storstelle “einschliefsen”. (Wie auch
bei 1-dimensionalen Storstellen kénnen bei bestimmten Frequenzen Losungen auf-

treten, bei denen sich das Feld stark um die Storstelle lokalisiert.)

Als System mit einer O-dimensionalen Storstelle soll hier wiederum das Aus-
gangssystem der quadratisch angeordneten Zylinder dienen. Man betrachtet nun
eine Superzelle bestehend aus 5 x 5 einfache Einheitszellen, wobei der mittlere
Zylinder entfernt wurde. In Abb. 6.13 ist die Einheitszelle der Superzelle abge-
bildet. Wie auch im Fall der 1-dimensionalen Storstelle, wurde dieses System
zunichst mit Zylindern aus einem einfachen dielektrischen Material mit € = 8,9
und anschliefsend mit Zylindern aus Silber betrachtet. Fiir die Berechnung wur-
de eine Schichtdicke von insgesamt 8 Superzellen gewéhlt. (Dies entspricht also
40 einfachen Einheitszellen.) Fiir die Diskretisierung der Superzelle wurde ein
130 x 1 x 130 Gitter gewdhlt. und es wurden 3 Vakuummoden in z-Richtung

verwendet.

Es ist darauf hinzuweisen, dass dies ein Beispiel ist, das mit der Transfer-
Matrix-Methode nicht mehr in auch nur anndhernd sinnvoller Weise zu berechnen
ist. Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, brach die Transfer-Matrix-Methode (sehr
optimistisch betrachtet) bei einer Anzahl von 40 Gitterpunkten in z-Richtung
zusammen. Das entspriache in diesem Fall etwa acht Punkten pro primitiver
Einheitszelle und es wiren deutlich zu wenige Gitterpunkte, um ein halbwegs
brauchbares Ergebnis zu bekommen. Aber auch bei der Verwendung von absor-
bierenden Materialien im Allgemeinen haben wir bereits gesehen, dass sich das
Transfer-Matrix-Verfahren wegen seiner Behandlung der exponentiellen Moden

als ausgesprochen ungeeignet erweist.
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Einfaches Dielektrikum

S-Polarisation

Transmission
Q0.5

It
0.8

Frequenz [relative Einheiten]
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Abbildung 6.14: Transmission der S-Polarisation (oben) und P-Polarisation (un-
ten) in Abhéngigkeit von relativen Frequenz fiir quadratisch angeordnete Zylinder
mit ¢ = 8,9 ohne Fehlstelle (gestrichelte Linie, 32 Schichten) und mit Fehlstelle
(durchgezogene Linie, 8 Einheitszellen Schichtdicke was 40 normalen Schichten
entspricht).

In Abb 6.14 sind die Transmissionsspektren der S- und P-Polarisation fiir das
System mit einer Fehlstelle im Vergleich zu dem System ohne Fehlstelle gezeigt.
Dabei wurde fiir die Vergleichsrechnung 32 Schichten verwendet, im Gegensatz zu
acht Schichten fiir das System mit Fehlstelle. Allerdings ist jede Schicht bei der
Rechnung fiir die Fehlstelle fiinf Zylinder dick. Acht Schichten entsprechen also
40 Schichten der einfachen Einheitszelle der Vergleichsrechnung. Da iiblicherweise
die Schichtdicke durch wiederholtes Verdoppeln der Schicht erzeugt wird, bietet es
sich an, eine Anzahl n von Schichtdicken zu wéhlen, die der Form 2" entspricht.
Deshalb wurden 32 Schichtdicken verwendet, was verhdltnisméafkig nahe an 40
Schichten kommt. Der Unterschied des Spektrums des ungestorten Kristalls fiir 32
und fiir 40 Schichten ist dabei eher im Detail zu suchen. Hauptséchlich dndert sich

die Oszillation in den Bereichen vorhandener Transmission. Diese Osziallation
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wird durch die Mehrfachreflexionen an den Enden der Schicht erzeugt. Insgesamt
ware auch bei der dickeren Schicht zu erwarten, dass die lokalen Bandliicken
tiefer ausgeprigt sind. Allerdings ist auch bei 32 Schichten die Transmission in
den lokalen Bandliicken so gering, dass sich keinen bedeutenden Unterschied mehr
ergibt.

Betrachtet man nun das Transmissionsspektrum fiir die Rechnung mit Fehl-
stelle, so erkennt man eine generelle Ubereinstimmung der Grundstruktur des
Spektrums mit der Grundstruktur des Spektrum des Kristalls ohne Fehlstelle.

Das ist auch zu erwarten, da es sich nur um eine geringe Variation handelt.

In beiden Polarisationen erkennt man sehr gut, dass im System mit der Fehl-
stelle Bereiche hoher Transmission nur auftauchen, wo auch im ungestorten Sy-
stem deutliche Transmission vorhanden ist. Dabei ist bei der P-Polarisation dieser
Bereich der Transmission im Bereich w,.; = 0,6 bis w,¢; = 0,7, vergleichbar mit

der 1-dimensionalen Storstelle, am wenigsten ausgeprégt.

Wie auch schon im Fall der 1-dimensionalen Storstelle ist es hier wieder wich-
tig, nach Transmissionen in den Bandliicken des ungestorten Systems zu suchen.
Bei der S-Polarisation erkennt man einige sehr schwach ausgeprigte Bandliicken-
zustiande im Bereich zwischen w,; = 0,8 und w,, = 0,9 und bereits stark aus-
geprigte Transmissionen zwischen w,o; = 1,2 und w, = 1, 3. Ebenso konnte der
Peak bei w,.; =~ 0,96 ein solcher Transmissionspeak stark am Rand der Bandliicke
sein. Der sehr stark ausgeprigte Leitungszustand der 1-dimensionalen Storstelle
in der Bandliicke zwischen w,; = 0,6 und w,¢ = 0, 7 ist hier komplett verschwun-

den.

Bei der P-Polarisation erkennt man im gestorten System Transmissionen in
der Bandliicke bei w,¢ =~ 0, 6. Dies sind die am deutlichsten ausgepréigten Trans-
missionen innerhalb der Bandliicken. Aufler diesen treten nur noch sehr schwach
ausgepragte Transmissionen in den Bandliicken auf (w,.; = 0,95, sowie zwischen
Wret = 1,2 und wye = 1, 3).

Insgesamt wird hier im Vergleich zu den Spektren der 1-dimensionalen Stor-
stelle deutlich, dass alle Transmissionen des gestorten Systems in den lokalen
Bandliicken des ungestorten Systems sehr schmalbandig sind und insgesamt eine
deutlich niedrigere Transmission-Werte aufweisen. Dies ist nicht weiter verwun-
derlich, da es sich im 1-dimensionalen Fall eher um “leitende” Storungen handelt,

d.h. die Welle kann sich dort eher in z-Richtung ausbreiten, wihrend sich hier
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zwischen zwei Storstellen immer vier Einheitszellen des ungestorten Photonischen
Kristalls befinden, in dem sich die Frequenzen der Bandliicke eben gerade nicht
durch Wellenleitung ausbreiten konnen. Dies begriindet, warum die allermeisten
Transmissionen in den Bandliicken Werte < 0,1 besitzen. Erstaunlich grofs sind
dabei die Transmissionen zwischen w,.; = 1,2 und w,,; = 1, 3 in der S-Polarisation
und um w, ~ 0,6 in der P-Polarisation, die Werte von etwa 0,5 erreichen.

Im Vergleich zur Rechnung mit der 1-dimensionalen Storstelle ist hier deutlich
besser der Fall eines gestorten Systems zu erkennen. Das Spektrum &ndert sich
vom ungestérten Photonischen Kristall zu dem mit Storstelle nur unwesentlich.
Einzelne Unterschiede sind zu erkennen, aber man erkennt im gestorten Spektrum
(im Gegensatz zum Fall der 1-dimensionalen Storstelle) sehr gut das ungestorte
Spektrum zusitzlich einiger Anderungen. Dies bedeutet auch auf die Frage hin,
wie stark sich Fehlstellen auf das Verhalten des Photonischen Kristalls, insbe-
sondere auf die Bandliicken auswirken, dass hier beim Fehlen jedes 25. Zylinders
die Grundstruktur des Spektrums erhalten bleibt, jedoch teilweise schon deut-
lich Transmissionen in den Bandliicken auftreten kénnen. Dabei weisen jedoch
unterschiedliche Bandliicken unterschiedlich starke Transmissionen auf. In den
allermeisten Fillen jedoch ist die Transmission durch den Kristall immer noch

fast zu vernachlissigen.

Silber-Zylinder

Nun sei der analoge Fall fiir Zylinder aus Silber betrachtet. Dabei wurde die
Einheitszelle so gewéhlt, dass die niederfrequente Nullstelle des Realteils von
g(w) bei wye &~ 1,08 liegt.

Fiir die S-Polarisation erkennt man deutliche Unterschiede zwischen der Rech-
nung mit und ohne Fehlstelle. Dabei sind bei der Rechnung mit Fehlstelle die
Minima der Transmission bei w, ~ 0,3 und w,, ~ 0,6 nicht vorhanden. Bei
diesen Minima findet im Gegensatz zum System ohne Storstelle keine starke Ab-
sorption statt. Stattdessen erkennt man im gestorten System, dass im Fall der
Storstelle im breiten Minimum der Transmission bei w,. = 0,45 eine starke Ab-
sorption auftritt (und auch ein kaum zu erkennender Peak bei der Transmission),
wihrend hier im ungestorten Fall fast vollstdndige Reflexion stattfindet. Auch im
Bereich bis w,¢ & 1,1 untercheiden sich die Spektren. Ab dieser Frequenz sorgt

die starke Absorption des Materials dafiir, das fast das gesamte eingestrahlte
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Licht absorbiert wird. Ein Fehlstellenzustand in der Bandliicke, wie im Falle des
einfachen Materials, ist hier nicht deutlich zu erkennen. Vielmehr erkennt man
hier wieder, dass die Frequenzen, bei denen starke Absorption stattfindet sich im
gestorten und im ungestorten System teilweise sehr deutlich unterscheiden. Dies
deutet wieder auf einen deutlichen Einfluss der Storstelle auf die Lokalisation der
Felder innerhalb des Kristalls hin. Die Unterschiede zeigen hier insgesamt, dass
das Reflexionsspektrum des gestorten Kristalls insgesamt sehr gut mit dem des
ungestorten iibereinstimmt. Grofter Unterschied ist hierbei der fast komplette
Einbruch der Reflexion bei w, =~ 0,45. Allerdings liegt hier plétzlich eine starke
Absorption vor. Das heifst es ist zu vermuten, dass durch die Storstelle hier eigent-
lich ein tiefes Eindringen des Lichts in den Kristall moglich ist. Allerdings fiihrt

diese durch die Absorption des Materials nicht zu einer deutlichen Transmission.

Fiir die P-Polarisation sind die Spektren mit und ohne Fehlstelle fast gleich.
Im Bereich zwischen w,.; = 0,8 und w,.; = 1 ist fiir die Rechnung mit Fehlstelle
eine insgesamt stiarkere Absorption zu beobachten, was aber durch die Tatsache zu
erkliren ist, dass bei der Rechnung mit der Fehlstelle 40 “einfachen” Einheitszellen
in z-Richtung auftreten, wihrend bei der Rechnung ohne die Fehlstelle lediglich
32 einfache Einheitszellen vorliegen. Die Schicht mit der Storstelle ist also etwas

dicker und somit ist auch zu erwarten, dass die Absorption etwas starker ist.

Auffilligster Hauptunterschied ist das schmalbandige Auftreten der Absorpti-
on (bzw. ein Abfallen in der Summe aus Transmission + Reflexion) bei w, = 0, 7.
Weiterhin tritt auch genau bei dieser Frequenz im Spektrum eine sehr schwache
Transmission in der Bandliicke des ungestorten Systems auf. Auch hier ist wieder
zu vermuten, dass es sich um eine Frequenz handelt, die sich eigentlich durch
die Storstelle im Kristall im Gegensatz zum ungestorten Fall deutlich ausbreiten
kann. Das fiihrt allerdings durch das nun tiefere Eindringen in den Photonischen

Kristall zu einer deutlichen Absorption.

Im Vergleich mit dem einfachen dielektrischen Material mit ¢ = 8,9 erkennt
man, dass bis zu relativ hohen Frequenzen fiir den Fall von Silber der Kristall in
der P-Polarisation breitbandig sehr stark bis nahezu vollstindig reflektierend ist.
(Auf einem breiten Frequenzbereich ist die Reflexion sogar ~ 1.) Fiir das Auftau-
chen transmittierender Zustinde in der Bandliicke ist Silber allerdings in diesem
Fall zumindestens nicht geeignet. Dazu eignet sich das einfache dispersions- und

absorptionsfreie dielektrische Material deutlich besser. Man erkennt zwar, dass es
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wohl Zustdnde gibt, die transmittieren wiirden, die allerdings dadurch eine deut-
liche Absorption erzeugen. D.h. es gibt diese Zustinde schon, aber die Absorption
des Materials verhindert, dass diese zu einer merklichen Transmission fiihren.
Insgesamt erkennt man fiir den Fall der O-dimensionalen Storstelle, dass hier
der Begriff “Storung” im Spektrum deutlich eher angebracht ist als im Fall der
1-dimensionalen Storstelle. Bei der 0-dimensionalen Storstelle kann man auch im
gestorten Spektrum die Ausgangsstruktur des ungestorten Spektrums noch deut-
lich erkennen. Zusétzlich tauchen auch die zu erwartenden Bereiche mit Transmis-
sionen innerhalb der Bandliicke des ungestorten Systems auf. Dies ist insbheson-
dere im Fall des normalen Dielektrikums zu erkennen. Im Fall der Silber-Zylinder
treten zwar ansatzweise ebenfalls solche Frequenzen mit Transmissionen in der
Bandliicke auf. Allerdings sind diese immer mit einer starken Absorption ver-
bunden, was das System fiir direkte Anwendungen dieser Transmissionen eher
unpraktikabel macht. Auffillig ist jedoch bei dem System aus Silber-Zylindern
die insgesamt sehr breitbandige, fast vollstindige Reflexion des Kristalls. Sie ist
jedoch keine Eigenschaft des gestorten Systems, sondern tritt auch schon im un-
gestorten System auf, nicht jedoch im Fall der 1-dimensionalen Stérung. Insge-
samt deuten die Rechnungen darauf hin, dass fiir praktische Anwendungen mit
0-dimensionalen Storstellen die metallischen Systeme eher ungeeignet erscheinen,
da gerade bei den interessanten Frequenzen in der Bandliicke auch starke Ab-
sorptionen auftreten. Hier bieten sich wohl fiir die meisten Anwendungen eher

die reguliren Dielektrika an.
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Abbildung 6.15: Transmission (oben), Reflexion (Mitte) und Transmission + Re-
flexion (unten) der S-Polarisation in Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir
quadratisch angeordnete Zylinder aus Silber ohne Fehlstelle (gestrichelte Linie,
32 Schichten) und mit Fehlstelle (durchgezogene Linie, 8 Einheitszellen Schicht-
dicke, was 40 normalen Schichten entspricht). In beiden Fillen ist die Skalierung
der Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewéhlt, dass die niederfrequentere
Nullstelle bei wy.; = 1,08 liegt. D.h. w, = 1 entspricht ca. 3,5 eV.
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Abbildung 6.16: Transmission (oben), Reflexion (Mitte) und Transmission + Re-
flexion (unten) der P-Polarisation in Abhéngigkeit von der relativen Frequenz fiir
quadratisch angeordnete Zylinder aus Silber ohne Fehlstelle (gestrichelte Linie,
32 Schichten) und mit Fehlstelle (durchgezogene Linie, 8 Einheitszellen Schicht-
dicke, was 40 normalen Schichten entspricht). In beiden Fillen ist die Skalierung
der Dispersion (bzw. der Einheitszelle) so gewéhlt, dass die niederfrequentere
Nullstelle bei w,.; = 1,08 liegt. D.h. w, = 1 entspricht ca. 3,5 eV.



6.4. ZUSAMMENFASSUNG 111

6.4 Zusammenfassung

In den drei betrachteten Fillen (einfaches (ungestortes) metallisches System, 1-
dimensionale Storstelle und 0-dimensionale Storstelle) konnte gezeigt werden, wo
das Potential fiir metallische Systeme in der Anwendung liegt (dort wo die Ab-
sorptionen noch beherrschbar sind, bzw. wo ausgeprigte Storstellen-Zustiande
auftreten), und wo auch Begrenzungen dieser Anwendungen auftreten (eigent-
lich iiberall wo die Absorption zu stark wird). Dabei waren hauptsichlich zwei
mogliche Unterschiede der Ausgangspunkt dieser Untersuchung. Zum einen die
Nullstelle des Realteils von e, was zu quasi beliebig grofem Kontrast im Photo-
nischen Kristall fiihrt, sowie die Ausnutzung des stark negativen Realteils von &
unterhalb der Nullstelle.

Dabei hat sich zunéchst gezeigt, dass der Kontrast um die Nullstelle fiir einen
schmalen Frequenzbereich zwar sehr hoch werden kann, allerdings kann dies in
den Anwendungen nicht wirklich ausgenutzt werden, da auch bei einer Schicht-
dicke von nur 8 Einheitszellen schon eine Absorption > 0,5 auftritt. Das heifst
fiir mogliche Anwendungen, dass nur solche iiberhaupt in Frage kommen, bei
denen sehr diinne Schichten bend6tigt werden und bei denen es nicht auf die voll-
standige Transmission ankommt. Dies schrinkt die moglichen Anwendungen sehr
stark ein. Anwendungen aus dem Bereich der Wellenleitung werden damit fast
vollstandig ausgeschlossen.

Im Gegensatz dazu zeigen die Rechnungen jedoch, dass der Bereich, in dem
die Absorption von Silber eher gering ist (1 €V bis 3,7 ¢V) und der Realteil von ¢
sehr stark negativ ist, durchaus fiir Anwendungen von Interesse sind. Der grofe
Betrag von ¢ erlaubt es dabei, in Kontrast-Bereiche vorzudringen, die mit den
reguldren Dielektrika nicht zu erreichen wéren. Dies zeigt sich auch in den berech-
neten Spektren. So sind die Spektren im Vergleich zum normalen Dielektrikum
stark deformiert. Es zeigen sich im Vergleich zu dem Dielektrikum mit ¢ = 8,9,
welches schon einem sehr stark dielektrischen Material entspricht, eine sehr starke
Verbreiterung der Bandliicken. Die Strukturen unterscheiden sich teilweise, aber
die lokalen Bandliicken, die in den Rechnungen fiir Silber aufgetreten sind, waren
im allgemeinen deutlich breiter als die auftretenden Bandliicken fiir das reguldre
Dielektrikum. Weiterhin zeigt sich, dass fiir diesen Energiebereich auch die Ab-
sorption beherrschbar ist. D.h. es tritt zwar teilweise schmalbandig Absorption

auf, aber bis zu einer Frequenz leicht unterhalb der niederfrequenten Nullstelle
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der Dispersion tritt die Absorption lediglich in begrenzten Frequenzbereichen auf.
Dort kann sie allerdings sehr groft werden.

Fiir das System der 1-dimensionalen Storstelle konnten sowohl im Fall des nor-
malen dielektrischen Materials, wie auch im Fall von Silber-Zylindern Frequenzen
mit Transmissionen in den lokalen Bandliicken des ungestorten Systems gefunden
werden. Allerdings hat sich in beiden Fillen auch gezeigt, dass die Abweichung
vom ungestorten System zum Teil doch betréchtlich sein konnen. Insbesondere in
der P-Polarisation fiir die Silber-Zylinder konnte man deutlich die starke Auswir-
kung der Materialeigenschaften von Silbers erkennen. Dort findet man zwischen
wWrer = 0,55 und w,¢; = 0,75 eine sehr breite Bandliicke im ungestorten System
mit einer deutlichen ausgepréigten Transmission im System der 1-dimensionalen
Storstelle, ohne dass dabei eine merkliche Transmission auftritt, was genau der
Erwartungen entspricht, die man in diese Systeme setzt. Es konnte hier also ge-
zeigt werden, dass es durch geeignete Wahl des Systems durchaus méglich ist, den
Vorteil der extrem breiten Bandliicke auch mit Transmissionen in dieser Band-
liicke im gestorten System zu kombinieren, ohne dass die Absorption dies wieder
zunichte macht.

Im System der O-dimensionalen Storstelle war sowohl im Fall des einfachen di-
elektrischen Materials, wie auch im Fall der Silber-Zylinder das ungestorte Spek-
trum zu erkennen. Es bildeten sich insbesondere im Fall des einfachen dielektri-
schen Materials wieder im gestorten System Transmissionen in den Bandliicken
des ungestorten Systems aus. Im Fall der Silber-Zylinder wurde deutlich, dass
die Frequenzen mit Transmissionen in den Bandliicken des ungestorten Systems
auch zu sehr starken Absorptionen fiihren. Dies ist dadurch zu erklaren, dass
diese Zusténde urspriinglich reflektiert wurden, nun aber deutlich in den Kristall
eindringen. Im Gegensatz zur 1-dimensionalen Storstelle gibt es hier jedoch kei-
nen ausgedehnten Bereich in z-Richtung, bei dem keine Silber-Zylinder vorliegen.
Deshalb tritt hier auch eine deutliche Konzentration der Felder in den Zylindern
auf. Das fiihrt zu einer deutlich Absorption. Bei der O-dimensionalen Storstelle
bietet sich aufgrund dieser Absorption, die bei den Storstellenzustdnden auftritt,
deshalb die Verwendung von Silber als Material weniger bzw. nur eingeschrinkt

an.



Kapitel 7

Zusammenfassung

7.1 Vergleich mit anderen Arbeiten

Abschliefsend soll ein Vergleich mit anderen Arbeiten auf dem Themengebiet der
metallischen Photonischen Kristalle durchgefiihrt werden. Dabei ist zu erwih-
nen, dass es auf diesem Gebiet nicht sehr viele theoretische Arbeiten gibt, da sich
aufgrund der auch in dieser Arbeit erwidhnten Probleme gezeigt hat, dass die me-
tallischen Systeme theoretisch sehr schwierig vollstéindig und exakt zu behandeln
sind. Eigentlich alle Arbeiten befassen sich mit den metallischen Systemen nur
unter mehr oder weniger starken Einschrinkungen. Meistens wird dabei insbe-
sondere das Problem der konkreten Absorption des Systems nicht behandelt, was
auch einen Vergleich mit den Ergebnissen dieser Arbeit erschwert, da es genau
um diese Betrachtungen geht. Aus diesemm Grund ist der Vergleich héufig recht
allgemein gehalten, da ein Vergleich der exakten Ergebnisse aufgrund der unter-
schiedlichen Fragestellung nicht mdéglich oder nicht sinnvoll ist. Stattdessen wird
auf die wichtigen Unterschiede in den Verfahren hingewiesen.

Einige der frithen Arbeiten in diesem Bereich stammen von Sigalas, Soukou-
lis, Chan und Ho [15], |16], die dispersive und auch absorbierende Materialien
mittels der Transfer-Matrix-Methode untersuchten. Wie in der vorliegenden Ar-
beit gezeigt wurde, ist die Transfer-Matrix-Methode jedoch in sich numerisch
instabil und kann nur fiir eine maximale Grofe des verwendeten Raumgitters be-
nutzt werden. Insbesondere fiir die Untersuchung der Absorption eines Systems
ist die Transfer-Matrix-Methode, wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wurde,

vollkommen ungeeignet, da es bei der Absorption genau um das Verhalten der ex-
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ponentiell abklingenden Moden handelt, die wie in Kapitel 4 dargestellt, kiinstlich
aus der Rechnung eliminiert werden mussten, damit die Transfer-Matrix-Methode

iiberhaupt brauchbare Ergebnisse liefern kann.

Fan, Villeneuve und Joannopoulos [21]| untersuchten metallische Systeme mit-
tels einer FDTD-Methode (Finite Difference, Time Domain. Nicht zu verwechseln
mit der hier vorgestellten FDFD-Methode). Dabei wurde das metallische System
als perfekter Leiter behandelt. Fiir eine volle realistische Betrachtung ist die-
se Annahme in den meisten Féllen allerdings nicht ausreichend. Insbesondere
nicht in den in der vorliegenden Arbeit besonders hervorgehobenen Bereichen
um die Plasmafrequenz. Allerdings konnte in [21] gezeigt werden, dass die Dia-
mantstruktur perfekter metallischer Systeme eine grofsere Bandliicke besitzt als
die iiblichen dielektrischen Systeme, was deutlich die Bedeutung der metallischen
Systeme zeigt. Im Vergleich mit [21] ermdglicht das in der vorliegenden Arbeit
verwendete Verfahren eine volle Beriicksichtigung der Dispersion und Absorption

und somit der exakten, nicht-idealisierten Material-Eigenschaften.

Arriaga, Ward und Pendry |28| diskutierten ein Verfahren zur Berechnung der
Bandstruktur dispersiver Systeme mittels eines linear mit der Systemgrofse skalie-
renden Verfahrens. Mittels diesen Verfahrens konnen allerdings nur Dispersionen
der Form ¢! — 1 = anf—%n behandelt werden. Der Nachteil dieses Verfah-
rens besteht zunichst darin, dass man keine numerische (z.B. durch Experimente
gegebene) Dispersion und Absorption verwenden kann. Es konnen lediglich typi-
sche Idealversionen wie e(w) = 1 — w(:iiﬁ/) betrachtet werden. Auch der Nach-
teil der Betrachtung von Bandstrukturen absorbierender Systeme (komplexes ¢)
kommt hier natiirlich zum Tragen, da korrekterweise komplexwertige Wellenvek-
toren und Frequenzen betrachtet werden miissten. Auch hier besteht der Vorteil
des in der vorliegenden Arbeit verwendeten Verfahrens darin, dass eine beliebige,
numerisch gegebene Absorption und Dispersion verwendet werden und auch auf
die Verwendung von Bandstrukturen verzichtet werden kann. (Dafiir betrachtet
man mit einem Transmissions-/Reflexions-/Absorptions-Spektrum jeweils nur ei-

ne Einstrahlrichtung auf den Photonischen Kristall)

1999 untersuchte Moroz [12] die Bandstrukturen metallischer Systeme, ins-
besondere mit der Betrachtung der Frequenzen nahe der Plasmafrequenz. Moroz
untersuchte mittels eines zur Korringa-Kohn-Rostocker (KKR) analogen Metho-

2
de Photonische Kristalle mit einer Dispersionsrelation e(w) = 1 — 24. Dabei ging
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er davon aus, dass in einem schmalen Frequenzband die Absorption sehr gering
ist. Bei der Berechnung wurde die Absorption komplett vernachléssigt. Bei Ver-
nachlissigung der Absorption zeigten sich in den Rechnungen sehr grofse Band-
liicken fiir einfache fce-Kristallstrukturen. Die Untersuchungen der vorliegenden
Arbeit zeigen jedoch, dass die Vernachléssigung der Absorption (zumindest fiir
Silber) nicht zuléssig ist. Durch die in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrte Be-
rechnung der Absorption mittels des FDFD-Verfahrens konnte gezeigt werden,
dass bei Testsystemen die Absorption um die Plasmafrequenz selbst bei wenigen
Schichtdicken bereits sehr stark ausgeprigt ist, was die potentielle Verwendung
der gefunden Bandliicken in den meisten Fillen leider ausschliefst und deutlich

zeigt, dass die Vernachlissigung der Absorption eigentlich nicht zuldssig ist.

Sakoda et al |17] haben eine Variante des Finite Difference, Time Domain
(FDTD) Verfahrens vorgestellt, bei dem im Unterschied zu [21] kein idealer Leiter
sondern eine Dispersionsrelation betrachtet wurde. Als Beispiel wurde auch hier
ein Drude-Verhalten in der Dispersion untersucht, allerdings mit dem Hinweis,
dass mit diesem Verfahren auch beliebige numerische Dispersionen untersucht
werden konnen (mittels eines selbst-konsistenten Verfahrens, wie auch schon all-
gemein fiir die ebenen-Wellen-Methoden besprochen). Auch diese Untersuchung
lasst die Frage nach dem Einfluss der Absorption auf das System offen, die mittels

des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens betrachtet werden kann.

Moreno, Erni und Hafner [20] haben ein weiteres Verfahren vorgestellt, die
“Multiple Multipole Method” (MMP). Mit diesem Verfahren kann, dhnlich wie in
[17], die Bandstruktur eines Kristalls mit einer beliebigen Dispersion berechnet
werden. Dieses Verfahren bietet allerdings deutliche Vorteile fiir nicht-sphérische
Systeme. Doch auch hier gilt die gleiche Einschrinkung wie bei [17|, denn auch
hier kann nur die Dispersion betrachtet werden. Die Absorption des Systems wird
wieder vernachlissigt. Die Rechnungen der vorliegenden Arbeit zeigen jedoch,
dass die Absorption sehr wohl in gewissen Frequenzbereichen im Photonischen

Kristall stark ausgeprigt sein kann.

Auch bei weiteren Arbeiten (wie z.B. [32]) stellen die Berechnungen der Band-
strukturen fiir eine beliebige Dispersion mittlerweile kein echtes Hindernis fiir die
Betrachtung metallischer Systeme dar, allerdings fehlt in diesen Betrachtungen je-
weils eine Behandlung der Absorption. Ahnlich wie in [32] wird diese Betrachtung

bestenfalls mittels einer zusdtzlichen Rechnung mit der Transfer-Matrix-Methode
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durchgefiihrt, die wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wurde insbesondere fiir
den Fall der Absorption nicht geeignet ist. Somit bildet das in der vorliegenden
Arbeit vorgestellte FDFD-Verfahren (Finite Difference Frequency Domain) die
Moglichkeit sowohl die Absorption als auch die Dispersion in einem stabilen Ver-
fahren zu betrachten und die durchgefiihrten Rechnungen zeigen auch deutlich,
dass die Absorption auch bei eigentlich niedriger Absorption im betrachteten

Frequenzbereich im Photonischen Kristall stark ausgeprigt sein kann.

7.2 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden verschiedene Verfahren zur Berechnung Photonischer
Kristalle und ihre Anwendbarkeit auf den Fall der metallischen Systeme vorge-
stellt und getestet. Ublich bei der Betrachtung Photonischer Kristalle sind dabei
die ebenen-Wellen-Verfahren. Es ist zwar auch méglich mittels selbst-konsistenter
Losungen das Problem der Dispersion in die Bandstruktur-Rechnung zu integrie-
ren (z.B. [32]), allerdings wird dabei der Einfluss der Absorption ignoriert. Die
in dieser Arbeit durchgefiihrten vollen Rechnungen mittels des FDFD-Verfahrens
haben jedoch gezeigt, dass dies keineswegs gerechtfertigt ist, da deutlich Absorp-
tionen auftauchen konnen (obwohl die Rechnungen auch zeigen, dass teilweise
breite Frequenzbereiche mit fast verschwindender Absorption auftreten). Zusétz-
lich stellt sich noch das Problem, dass diese Verfahren besonders dann effizient
sind, wenn £(Z) positiv definit ist. In den hier betrachteten Féllen ist dies aller-
dings nicht der Fall, da fiir das Metall im betrachteten Frequenzbereich ¢ < 0
und fiir das Vakuum e = 1 ist. Dies ist kein prinzipielles Problem, fiihrt jedoch
dazu, dass das Verfahren deutlich langsamer wird. Ebenfalls problematisch ist die
Betrachtung des Frequenzbereichs um die Nullstelle von e(w) fiir das Material, da
das Verfahren durch die auftauchenden Terme % fiir kleiner werdendes ¢ immer
schlechter konditioniert ist und somit numerisch immer schwieriger zu handhaben
ist.

Eine alternative Plane-Wave-Methode, die jedoch die gleichen oben beschrie-
benen Probleme aufweist, allerdings die Dispersion direkt in das Verfahren ein-
fiigt, wurde mittels des modifizierten Plane-Wave-Verfahrens aufgezeigt und gete-
stet. Allerdings fordert dieses Verfahren bei der unoptimierten Variante einen ex-

trem hohen Rechenzeitaufwand. Es wurde eine Testrechnung fiir ein (noch relativ
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einfaches) 3-dimensionales System mittels der modifizierten Plane-Wave-Methode
durchgefiihrt, allerdings war auch mit einer langen Rechenzeit (>4 Monate CPU-
Zeit) keine wirklich konvergierte (oder nur fiir bestimmte Béander konvergierte)

Losung zu erhalten.

Eine mogliche Verbesserung lége hier in der numerischen Bestimmung der Ei-
genwerte, die den numerischen Hauptaufwand darstellt. Hier hat man allerdings
das Problem, dass durch die explizite Einsetzung der Divergenzgleichung und das
Umstellen nach k£, und somit das Losen eines eigentlich quadratischen Problems,
die Matrix, deren Eigenwerte man berechnet, keine Symmetrie aufweist, die es
ermoglichen wiirde, das Problem effizienter zu berechnen. Hier konnte IRAM eine
Moglichkeit bieten, da man in der Regel nur wenige Eigenwerte und nur solche
auf der reellen Achse (und auch dort nur im Bereich der 1. Brillouin-Zone) bens-
tigt. Allerdings ist die System-Matrix hier dicht besetzt, was auch fiir Verfahren
wie IRAM ein schlechtes Skalierungsverhalten ergibt, da man Matrix-Vektor-
Produkte mit einer dicht besetzen Matrix berechnen muss. Auferdem konnte
kein geeigneter Preconditioner gefunden werden, der die Iteration hinreichend
schnell konvergieren liek. Durch eine Optimierung des Verfahrens wére hier eine
deutliche Rechenzeitverbesserung maoglich. Auf die Optimierung wurde in dieser
Arbeit jedoch verzichtet, da wie bereits im Vergleich mit den anderen Verfahren
gezeigt wurde, dass die Bandstrukturen auch mit anderen Verfahren einfacher
bestimmt werden konnen, allerdings wieder das grundlegende Problem der Be-

trachtung mittels der Bandstruktur auftritt.

Aufgrund der Absorption sind bei den metallischen Systemen Verfahren mit
Diskretisierung im Orts-Frequenz-Raum den ebenen-Wellen-Verfahren vorzuzie-
hen, da bei diesen Orts-Frequenzraum-Verfahren die Absorption, sowie die Di-
spersion direkt integriert werden kann. Das iiblicherweise bei Photonischen Kri-
stallen verwendete Verfahren dieser Art ist die Transfer-Matrix-Methode. In die-
ser Arbeit wurde gezeigt, dass die Transfer-Matrix-Methode zwar in gewissem
Rahmen funktioniert, aber aufgrund der im Verfahren vorhandenen numerischen
Instabilitdt nur fiir eine eingeschrinkte Anzahl von Gitterpunkten benutzt werden
kann. Diese numerische Instabilitéit ist der Nachteil, mit dem man sich die expli-
zite Form der Losbarkeit der Diskretisierung erkauft. Es konnte weiterhin gezeigt
werden, dass innerhalb der Iteration von Schicht zu Schicht durch die Einheits-

zelle die Felder bei der Transfer-Matrix-Methode exponentiell anwachsen, sobald
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eine Storung auftaucht (was beim Auftreffen auf eine dielektrische Struktur gege-
ben ist). Eine Betrachtung dieses Anwachsens fiir verschieden grofte Raumgitter
zeigt, dass auch hier ein exponentielles Wachstum vorliegt. Je feiner das Gitter in
z-Richtung gewahlt wird, desto stiarker ausgeprégt ist also diese Stérung am En-
de der Iteration durch die Einheitszelle. Mit dem Ansatz, dass man Anfangswert
und Endwert quasi austauscht und so rechnet, als hitte man riickwarts durch
die Einheitszelle iteriert kann man aus diesen aufklingenden Moden abklingende
Moden machen. Allerdings bricht die Invertierung, die man durch diesen Ansatz
durchfithren muss, ab einer gewissen Anzahl von Gitterpunkten zusammen, denn
die Konditionierung der zu invertierenden Matrix durch die (rein numerischen,
nicht physikalischen) exponentiell steigenden Moden immer schlechter wird. (Das
numerische Rauschen wird dabei immer gréfser, wihrend der eigentlich interessan-
te Anteil gleich grof bleibt, was die Invertierung des Systems ab einem gewissen
Wert fiir dieses Rauschen durch die exponentiellen Moden ab einer bestimm-
ten Anzahl Gitterpunkte zusammenbrechen ldsst.) In den Bereichen, in denen
diese Invertierung allerdings noch ausreichend funktioniert, liefert die Transfer-
Matrix-Methode mit dem FDFD-Verfahren iibereinstimmende Ergebnisse. Mit
der gegebenen Rechengenauigkeit (die bestimmt, ab wann die Invertierungen zu-
sammenbrechen) war es moglich mittels der Transfer-Matrix-Methode Gitter bis
zu einer Dicke von ca. 30 Gitterpunkten zu berechnen. Allerdings waren bei die-
sen Rechnungen die dielektrischen Strukturen, ab denen sich die exponentielle
Storung ausbreitet, in der Mitte der Einheitszelle. Hat man eine solche Stérung
durch ein Dielektrikum auch schon nahe am Rand der Einheitszelle, so ist zu er-

warten, dass das Verfahren schon mit deutlich weniger Gitterpunkten kollabiert.

Durch die oben beschriebene Behandlung der exponentiellen Moden ist es
auch nicht wirklich méglich absorbierende Systeme sinnvoll mit der Transfer-
Matrix-Methode zu betrachten, da sich die Absorption eben gerade in solchem
exponentiellen Verhalten der Felder widerspiegelt. Dieses Verhalten wird bei der
Transfer-Matrix-Methode kiinstlich beseitigt, was durch die numerische Instabili-
tét des expliziten Verfahrens numerische (nicht physikalische) Exponentialmoden
notig wird. Aus diesen Griinden ist es dringend erforderlich ein anderes Verfahren

fiir die Untersuchung metallischer Systeme zu verwenden.

In dieser Arbeit wurde mit dem FDFD-Verfahren eine Alternative zur Transfer-

Matrix-Methode auf die Photonischen Kristalle iibertragen, implementiert, gete-
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stet und angewandt. Mit Hilfe des FDFD-Verfahrens kann die numerische Insta-
bilitdt der Transfer-Matrix-Methode umgangen werden und im Prinzip konnen
beliebig grofse Probleme gelost werden es wurde auch gezeigt, dass Berechnun-
gen von Fehlstellen mit vergréfiter Einheitszelle durchfiihrbar sind, die mit der

Transfer-Matrix-Methode nicht (sinnvoll) méglich sind.

Es wurde dabei zunéchst anhand der Testrechnungen gezeigt, dass das FDFD-
Verfahren im Vergleich zur Transfer-Matrix-Methode funktioniert und die Ergeb-
nisse in den Bereichen, in denen die Verfahren vergleichbar sind, sehr gut iiber-
einstimmen. Der Nachteil des FDFD-Verfahrens gegeniiber der Transfer-Matrix-
Methode ist allerdings, dass man in der Transfer-Matrix-Methode zur Losung der
Maxwell-Gleichungen ein explizites (aber dafiir instabiles) Verfahren verwenden
kann, wihrend man fiir das FDFD-Verfahren tatsichlich Gleichungssysteme 16-
sen muss, die allerdings diinn besetzt sind. Es war hierbei bei noch vertretbarem
Rechenaufwand moglich, Einheitszellen mit 130 x 1 x 130 Gitterpunkten zu be-
rechnen. Es ist zu erwarten, dass mit effizienterer Losung der Gleichungssysteme

auch deutlich gréfere Systeme berechenbar sind.

Auch die Behandlung der Absorption ist in diesem Verfahren problemlos mog-
lich, da es fiir das Verfahren keine Rolle spielt, ob in der Numerik ebene Wellen
auftauchen oder nicht. Es zeigt sich sogar in den Testrechnungen des Verhaltens
einfacher Moden, dass das exponentielle Abklingen von Moden, die sich in einem
einfachen Material (¢(Z) = konst) nicht ausbreiten konnen, korrekt wiedergege-
ben wird. (Siehe dazu Tabelle 5.1)

Das Hauptaugenmerk lag darauf zu zeigen, dass das FDFD-Verfahren funk-
tioniert und im Gegensatz zu den sonst iiblichen Verfahren alle Anforderungen
an die Untersuchung metallischer Systeme erfiillt. Das Verfahren kann beziiglich
der Effizienz durch besser angepasste Losungsverfahren vermutlich noch weiter
beschleunigt werden. Um die grundlegende Frage zu kldren, ob metallische Syste-
me fiir Photonische Kristalle in Frage kommen, war die Rechengeschwindigkeit

bereits ausreichend.

Bei der grundlegenden Frage, warum metallische Systeme von Interesse sein
konnen, treten zwei Eigenschaften nahe der Plasmafrequenz auf, die gerade bei
Silber deutlich zu erkennen sind. Zunédchst hat man bei der Plasmafrequenz eine
Nullstelle im Realteil von e5(w), was dazu fiihrt, dass man in Systemen mit einem

nicht-dispersiven Material mit £; und dem Metall um die Plasmafrequenz in klei-
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nen Frequenzbereichen quasi beliebig grofe Kontrastwerte 826(1@ erreichen kann.

Ein hoher Kontrast begiinstigt die Ausbildung der Bandliicken (sofern diese nicht
aus Symmetriegriinden ausgeschlossen sind). Héufig treten Bandliicken erst bei
recht hohen Konstrastwerten auf, die teilweise mit normalen dielektrischen Ma-
terialien nicht erreicht werden konnen. Gerade in diesem Bereich beginnt die Ab-
sorption des Metalls allerdings stark zu steigen. Das wirft die Frage auf, ob dieser
Bereich um die Nullstelle fiir praktische Anwendungen noch praktikabel ist, oder
ob die Absorption dies zunichte macht. Die Rechnungen an den 2-dimensionalen
System (sowohl mit als auch ohne Storstellen) zeigen dabei sehr deutlich, dass,
obwohl bei der Nullstelle in der Dispersion von Silber die Absorption erst merklich
zu steigen beginnt, die Absorption durch den Kristall schon sehr stark ausgepragt
ist. Es wurde gezeigt, dass bereits bei acht Schichten ein Grofteil der einfallen-
den Welle absorbiert wird. Es ist zwar immer noch eine nennbare Transmission
vorhanden, allerdings ist fiir die meisten Anwendungen eine geringe Absorption
von Bedeutung. Somit zeigt sich, dass sich diese Eigenschaft des metallischen Sy-
stems, zumindestens im Fall von Silber, nur stark eingeschréinkt ausnutzen lasst.
Es ist zu vermuten, dass fiir andere Metalle dies sogar noch ungiinstiger ausfillt,
da Silber im Vergleich mit anderen Edelmetallen eher eine niedrige Absorption

um die Nullstelle in der Dispersion aufweist (|7]).

Aufer der Nullstelle im Realteil von e(w) ist jedoch noch interessant, dass
unterhalb der Plasmafrequenz der Realteil von ¢(w) sehr stark negative Werte
annehmen kann. Diese Werte sind vom Betrag zum Teil deutlich grofer (bis zu
einer Grofenordnung) als das, was man mit einfachen dielektrischen Materialien
erreichen kann. Weiterhin hat man in diesem Frequenzbereich eine zwar nicht ver-
schwindende, aber dennoch eher geringe Absorption von Silber. Dadurch kénnen
zwar nicht beliebig hohe Werte fiir den Kontrast der Materialien erreicht werden,
aber man erreicht Bereiche, die weit oberhalb von dem liegen, was man mit den
normalen dielektrischen Materialien erhélt. Bei der Untersuchung der verschie-
denen Systeme, sowohl mit als auch ohne Storstellen, zeigt sich prinzipiell, dass
im Gegensatz zur Nullstelle in £(w) dieser Frequenzbereich fiir die Anwendungen
von grofem Interesse ist. Es zeigt sich in den Testsystemen, dass die Absorption
der Systeme in einem breiten Frequenzbereich fast vollstindig verschwindet. Es
treten jedoch immer wieder gewisse Frequenzbereiche auf, bei denen die Absorp-

tion sehr grof werden kann. Fiir die Anwendungen sehr interessant ist jedoch,
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dass sich bei diesen Systemen die Bandliicken teilweise sehr stark verbreitern
und auch tiefer werden, ohne dass in diesem Bereich eine merkliche Absorption
auftreten muss. (In endlichen Systemen bleibt auch im Bereich der Bandliicke
eine minimale Transmission vorhanden.) Dies ist gerade, was man fiir die metal-
lischen Systeme zu finden hofft: Die durch den hohen Kontrast erzeugte starke
Verbreiterung von lokalen Bandliicken, ohne jedoch eine merkliche Absorption zu
erhalten. Somit ist gezeigt, dass die zumindest Silber prinzipiell eine praktische
Alternative zu den normalen dielektrischen Materialien darstellen, allerdings eher
nicht im allgemein betrachteten Bereich der Plasmafrequenz, sondern unterhalb

der Plasmafrequenz. (Bei Silber etwa von 1 eV bis 3.5 eV)

Zusitzlich wurden auch 1-dimensionale und 0O-dimensionale Storstellensyste-
me eines einfachen dielektrischen Materials (¢ = 8,9) und aus Silber betrachtet

und miteinander verglichen.

Die 1-dimensionale Storstelle ist etwas, das typischerweise in den Anwendun-
gen bei Wellenleitern o.4. auftritt. Der Grundgedanke ist dabei, dass man in
einen (idealisierter Weise unendlich ausgedehnten) Photonischen Kristall eine 1-
dimensionale Storstelle einbringt. Findet man nun Frequenzen, die sich in dieser
Storstelle ausbreiten konnen, die aber in einer totalen Bandliicke des ungestorten
Kristalls liegen, so kann sich die Welle nicht in den Kristall ausbreiten (bzw. wird
immer wieder zur Storstelle zuriickreflektiert) und bleibt somit vollstindig um
die Storstelle konzentriert. In den Rechnungen fiir die 1-dimensionale Storstelle
zeigt sich, dass sowohl fiir das normale dielektrische Material wie auch fiir Sil-
ber in den lokalen Bandliicken solche Frequenzen mit merklicher, teilweise sogar
sehr hoher Transmission auftreten, ohne dass dies mit einer merklichen Absorp-
tion verbunden sein muss. Insbesondere in der P-Polarisation des metallischen
Systems erkennt man sehr deutlich, wo die Stirken dieser Systeme liegen konnen.
So erhélt man sowohl eine sehr breite Bandliicke des ungestorten Systems, wie
auch einen stark ausgeprigten Peak in der Mitte dieser lokalen Bandliicke, ohne
merkliche Absorption. Es konnte also klar gezeigt werden, dass man auch im me-
tallischen System die gewiinschten Eigenschaften alle ohne merkliche Absorption
erhalten kann, jedoch mit stark verbreiterter lokaler Bandliicke. Fiir die Anwen-
dung bedeutet dies, dass eben metallische Systeme manche Bandliicke {iberhaupt
erst global 6ffnen (durch den hohen benétigten Kontrast), aber auch, dass bei

endlichen Schichten schon deutlich weniger Schichten benétigt werden um einen
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mit normalen Materialien vergleichbaren Effekt zu erzielen. Auch hier zeigt sich
wieder, dass metallische Systeme fiir diese Art von Anwendung bestens geeignet,

sind.

Die 0-dimensionale Storstelle tritt fiir Anwendungen hiufig auf, wenn man
Felder an einem Punkt stark konzentrieren oder “binden” will. In beiden Rech-
nungen erkennt man bei der 0-dimensionalen Storstelle eher das Spektrum des
ungestorten Systems wieder als bei den Rechnungen der 1-dimensionalen Storstel-
le. Auch hier treten wieder im gestorten Spektrum Frequenzen mit vorhandener,
wenn auch teilweise sehr geringer, Transmission auf. Es zeigt sich insbesondere
im metallischen System, dass die Transmissionen alle sehr gering sind. In eini-
gen Fillen zeigt sich, dass stattdessen bei diesen Frequenzen in der Bandliicke
die Absorption im Vergleich zum ungestorten System stark zunimmt. Dies zeigt,
dass hier prinzipiell zwar eine Frequenz vorliegt, die von Interesse wire, aber
durch das jetzt tiefe Eindringen in den Kristall und eine deutlich Konzentrati-
on auf die vorhandenen Zylinder wird die Absorption auch deutlich ausgepragt.
Bei der 1-dimensionalen Storstelle konnte sich das Feld entlang der Storstelle
ausbreiten, ohne sich dabei stark in den Zylindern konzentrieren zu miissen. Im
0-dimensionalen Fall ist dies nicht mehr moglich. Dies zeigt auch wo hier die ein-
geschrinkte Benutzbarkeit dieser Fille fiir metallische Systeme liegt. Es scheint
so, dass gerade die Frequenzen mit Transmissionen in den Bandliicken des unge-
storten Systems, auch zu einer deutlichen Absorption fithren. Praktisch bedeutet
dies, dass trotz der sehr breiten Bandliicke es unpraktisch ist, hohe Felder um die-
se Storstelle zu konzentrieren, da gerade diese Frequenzen sich bis zur Storstelle
sehr schlecht ausbreiten bzw. dann vom umliegenden Material nicht nur reflek-
tiert sondern auch deutlich absorbiert werden. Fiir Anwendungen dieses Typs

sind die metallischen Systeme also nur eher eingeschriankt verwendbar.

Insgesamt konnte gezeigt werden, dass Systeme mit Silber (als Beispiel fiir
metallische Systeme) fiir einige Anwendungen eine klare Alternative zu den ein-
fachen dielektrischen Materialien darstellen. Zum einen weil hier zum Teil deutlich
weniger Schichten fiir vergleichbare Effekte benétigt werden, zum anderen weil
mittels der metallischen Systeme Konstrastwerte erreicht werden kénnen, die mit
den dielektrischen Systemen iiberhaupt nicht zugénglich sind und das, ohne dass
die Absorption notwendigerweise diesen Vorteil wieder zunichte macht. Die me-

tallischen Systeme sind dabei nicht fiir alle Arten von Anwendung geeignet, aber
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in den Fillen in denen sie es sind, besitzen sie vielversprechende Eigenschaften.



Anhang A

Modifiziertes Plane-Wave-Verfahren

A.1 Verfahren

A.1.1 Formulierung als quadratische Eigenwertgleichung

Ausgangspunkt ist Gleichung (3.4)
w2 = 1 7 = e = N =
Cia+> (2)  Fr@)x(F+dxag]| =0, vder, (A1)
¢ 7 Ger £/ d-a 7

in der das doppelte Kreuzprodukt durch die Formel @ x (b x @) = (@-&)b— (@ - b)@

bestimmt wird:

Diese Gleichung schreibt man in eine Matrixgleichung in i} 5 um und erhélt

damit:

124
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(F+ ) x ((F+G) x i )

(ke + G (ke + Go)  (ky + G) (ke + Go) (ke + G (ke + Ga)
) (ky + Gy +Gy) (k. +G)(ky + Gy

= [ (ke + G (ky + Gy

(ke + Go) (ke + Ga)  (ky + GY) (ke + Gy) (k. + GL) (ke + Go)
+ (km + ch)(ky _'_ Gy) (ky _'_ G;)(ky + G?J) (kz + Glz)(ky _'_ GZ/)
(ke + G ) (k. + G2)  (ky + G (k. +G.) (ke + Gk +G2)

mit

5(@):{ 1, wenn G =0

0, sonst.
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(A.3)

(A.4)

(A.5)
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Zur iibersichtlicheren Schreibweise fithrt man die Matrix-Grofie S@ G ein:

Sa@ﬁE—&@—@WH—GJ@_@{—«k+@@%E+é»H (A.6)

(ke + Gy ) (ke + Gy)  (ky + G (ke + Gy) (k. + GL) (ke + Go)
+ | (ke + G (ky +Gy) (ky +G)(ky+Gy) (k. +GL)(ky + Gy) },
(ke + G (k. +G2)  (ky +G) (k. +G.) (ko + Gk +G2)

womit sich (A.4) auch kurz schreiben lisst als:

(]

Saatpg =0 VG eT. (A.7)

Q

el

Zusétzlich zu (A.4) muss aber auch noch die Divergenzgleichung
V-H=0 (A.8)

aus den Maxwell-Gleichungen (2.3a) gelten. Dies kann dazu verwendet werden,

() (v) (2) NI :
S w2, oder us ;. zu eliminieren. Das hat zwei Vor-
ek uk,G uk,G

teile. Man entfernt zum einen dadurch die unphysikalischen transversalen Moden

eine der Feldkomponenten

aus dem Losungsraum. Zum anderen verringert man die Anzahl der Gleichungen
und Unbekannten um 1/3 und somit verringert man sowohl den Speicherver-
brauch als auch die benotigte Rechenzeit. (Beides sogar um deutlich mehr als
1/3, da der Speicherverbrauch wie auch die benstigte Rechenzeit mit einer Ord-
nung O(N), N > 1 anwachsen.)

2
kG
tioniert analog, wenn man stattdessen ul(;y)é wahlt.

)

Rein willkiirlich wird hier die Komponente w2, gewédhlt. Das Verfahren funk-

(2)
Wm

dratische Eigenwertgleichung willkiirlich auf k, festgelegt haben. Wihlt man eine

kann hier nicht gewihlt werden, da wir uns bei der Betrachtung als qua-

andere k-Komponente, so muss die aus Gleichung (A.4) zu eliminierende Kompo-
nente von iy 5 anders gewahlt werden. Wichtig ist es, nicht die Komponente aus
der Gleichung zu entfernen, die man in k zum Umschreiben in eine quadratische

Eigenwertgleichung verwendet.)

Setzt man in (A.8) fiir H die Bloch-Form mit der Fourier-Entwicklung ein, so

erhalt man:
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(ks +G)uqﬂ (k, + Gy)u ;(;@ + (k, +G)uqﬂ_ . (A.9)

Ist k. + G, # 0 fiir alle G, so kann man Gleichung (A.9) nach u](;% umstellen. 1A,
heifst das, dass man bei der Wahl von k, solche Werte vermeiden muss, bei denen
sich k, als Summe ganzzahliger Vielfacher der x-Komponente der Basisvektoren
des reziproken Gitters schreiben lisst. Fiir ein festes k, handelt es sich dabei aber
immer nur um diskrete Punkte in k,. Man kann statt des betrachteten Punktes die
Rechnung fiir k, 4 € mit einem kleinen Wert fiir ¢ durchfiihren. Theoretisch kénnte
man in einem solchen Fall das ganze Verfahren symmetrisch so durchfiihren, dass
man statt nach k, in diesen Féllen nach k, auflost. Allerdings kann es natiirlich
auch vorkommen, dass sowohl k, als auch £, so gewiahlt sind, dass es jeweils ein
GG gibt, so dass k,+G, = 0 bzw. k,+G = 0 ist. (Zum Beispiel im trivialen Fall
k; = k, = 0.) Hat man ein kubisches Raumgitter, so bedeutet das, dass man mit
k. und K, lediglich den Mittelpunkt der 1. Brillouin-Zone und die Zonenrander
vermeiden muss. Fiir den weiteren Verlauf sei also nun einfach angenommen, dass
der Wert fiir k, keine Probleme bereitet. Andernfalls muss wie oben beschrieben
verfahren werden. Unter dieser Annahme folgt aus (A.9):
e R e e (A3
Betrachtet man (A.7) jetzt komponentenweise, so erhélt man fiir die Kompo-

nente &:

Do SiLi=0 VG el E=wy.z (A.11)

Gel 1=2,y,%

Fiir einen festen aber beliebigen Vektor G setzt man nun (A.10) in (A.11)

ein und erhalt damit

Zunichst betrachtet man nun den Fall £ = y und erhélt damit aus (A.12) die
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Gleichung:

Ersetzt man nun die entsprechenden Komponenten von S5 5 nach (A.6), so

wird die Gleichung zu:

ke + G, G-G

ko + G, (1 ,
y + Gy (g) (ky + GL)(ky + Gy)> u)
]' !
n (—) {(kz L)y 1 )
g Gr_d

ki + G,

Q

(ks + G (ky + Gy>}>u§gg] .

Ausmultiplizieren und Umordnen nach Potenzen von k. liefert schliefslich:
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OIZ[ ( i—jé(é—é’ﬂ(%) ﬁ{—(km—l—va)(kz—l—Gx)—GzGlz

Qu
m
ol

k, + G, ,
%+Gﬁm+amm+ew}

u) (A.14)

+< (E)é,_é {G’Z(k;y La,) - %(k: + Gl (K, + Gy>}
{

1
Tk, (_)
€)é_¢

Analog dazu betrachtet man nun noch den Fall, dass in (A.12) £ = z ist und

ky,+G »
k,+ G, — ky+Gy (ks +G;)}>u§;g.

man setzt die Definition (A.6) von S ein, formt die Terme um und sortiert das

Ergebnis nach Potenzen von k.. Daraus erhilt man:
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_ Gy Ryt Gy e ) W 2) ket G o)) )
0= / (Sé,é’ - kx T GZ.S@7G:/) UE,@ + (567(';‘, - k’x T GxSé7é/ ul;,é
Gel’
1 k,+ G
- <‘) {(’fy FEG P et G;>GZ}
Ger €/ a-a b+ G

Ahnlich wie beim reguliren Plane-Wave-Verfahren ist dieses unendlich-di-
mensionale Gleichungssystem immer noch exakt und ohne Niherung, allerdings
in dieser Form auch nicht losbar. Deshalb geht man analog zu dem reguliren
Plane-Wave-Verfahren vor und betrachtet nur noch eine endliche Anzahl an Vek-
toren G bzw. G mit der Begriindung, dass die Anteile in der Fourier-Zerlegung

fiir groke Normen von G bzw. G’ immer kleiner werden.

Damit erhilt man nun eine endliche Anzahl von Gleichungen, da man nur

eine endliche Anzahl an Vektoren G’ mit einer endlichen Anzahl an Unbekannten

u](;.yéz) betrachtet. Dies ist i.a. so, dass man fiir G und &' die gleiche Teilmenge

des Gitters I' betrachtet. Ist die Anzahl der betrachteten Gittervektoren n, so

erhiilt man 2n Unbekannte (n Unbekannte u%’g und n Unbekannte u/(;)é) und

2n Gleichungen (n Gleichungen (A.14) und n Gleichungen (A.15)). Fasst man

nun die Unbekannten ul(_f.yé bzw. ul(_;é in einem 2n-komponentigen Vektor u bzw.

)

up zusammen, so kann man das Gleichungssystem, das durch (A.14) und (A.15)
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aufgespannt wird, in der Form
0= Au + k.Bu — k*Cu (A.16)

schreiben, wobei A, B und C' (2n x 2n)-Matrizen sind, die durch die Gleichungen
(A.14) und (A.15) gegeben sind.

A.1.2 Losung des quadratischen Problems

Nachdem das Problem nun in eine Matrixgleichung in u mit bis zu quadratischen
Termen in k, formuliert wurde, muss man sich iiberlegen, wie man dieses System
geeignet 16sen kann bzw. wann dieses System nicht-triviale Losungen besitzt.

Ausgangspunkt ist also die Gleichung (A.16):

0= Au+ k,Bu — k*Cu. (A.17)

Fiihrt man hier nun eine neue Variable v := k,u ein, so wird das Gleichungs-

system zu:

—ku + v = 0

(A.18)
Au + Bv—-k,Cv = O.

Weiter macht man die Annahme, dass die Matrix C' invertierbar sei. Fiir den
allgemeinen Fall ist dies natiirlich nicht gegeben, aber praktisch spielt dies eher
keine Rolle und auf die Invertierbarkeit der Matrix C soll spiter noch gezielt
eingegangen werden. Fiir den Moment nehmen wir aber an, dass die Matrix in-

vertierbar sei. Dann kann man das Gleichungssystem umschreiben zu:

_kzu + v o= 0

A.19
C'Au + C'Bv—Fkpo = 0. ( )

Definiert man nun einen 4n-komponentigen Vektor X, der v und v in einem

Vektor zusammenfasst, so dass gilt

X:(“), (A.20)

dann kann man (A.19) auch als eine Matrixgleichung fiir eine 4n x 4n-Matrix
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betrachten:
—kzl[gn H2n
X=0
C1A C'B— kzﬂgn
0 H2n
& kL, | X =o0. (A.21)

Dieses homogene Gleichungssystem hat nun genau dann nicht-triviale, und

somit physikalisch interessante Losungen, wenn

det |U — k.I| = 0, (A.22)

U= (A.23)

ist.

Dies ist aber dquivalent zu der Aussage, dass k., ein Eigenwert der 4n x 4n-
Matrix U ist. Man hat sich also die Umstellung der fouriertransformierten Glei-
chung (2.5) dadurch erkauft, dass man die Eigenwerte einer groferen Matrix U
berechnen muss. Dies bedeutet eine deutliche Steigerung des Rechenaufwandes.
(Im Falle einer Verdopplung fiir ein allgemeines Eigenwertverfahren eine Ver-
achtfachung der Rechendauer, da Eigenwertberechnungen mit O(N?) skalieren.)
Allerdings erkauft man sich diese Umformung auch damit, dass man die iiblicher-
weise im System vorhandene Symmetrie, insbesondere auch die Hermitezitit des

Problems verliert.

Wie kommt diese Symmetriebrechung zustande? Zum einen dadurch, dass
die Umschreibung des Gleichungssystems mit quadratischem Anteil in &, in die
obige Form fiir die grobe Form der Matrix U sorgt. Wenn man die Matrizen
A, B und C in dem gegebenen Fall betrachtet (also die Faktoren vor k2, k!
und k?), erkennt man, dass diese Gleichungen keine allgemeinen Symmetrien

aufweisen. Dies liegt daran, dass man beim Auflosen der Divergenzgleichung (A.8)
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nach wuj 5 explizit eine Richtung wéhlt. Somit wird eine “Vorzugsrichtung” in die

Gleichungen eingefiihrt, die die vorhandene Symmetrie in  und y bricht.

A.1.3 Invertierbarkeit der Matrix C

Um zu verstehen, ob die Invertierbarkeit der Matrix C, die durch die Gleichungen
(A.14) und (A.15) gegeben ist, als gegeben angesehen werden kann, muss man
sich die Struktur der Gleichungen genauer ansehen. Allerdings fiihrt die Index-
struktur doch zu einer deutlich komplizierteren Gestalt als sie in der grundlegende
Struktur eigentlich vorhanden ist. Deshalb soll hier das Problem etwas vereinfacht
dargestellt werden, ohne jedoch etwas an der eigentlichen Struktur zu verdndern.
Um dies zu tun, seien hier die Vektoren G bzw. G’ willkiirlich als 1-dimensional
und ganzzahlig betrachtet und von -2 bis +2 gewihlt (damit die Matrizen nicht
zu groft werden). Man erkennt so schon die Struktur, in der sich das Problem
aufbaut. Auch werden der Einfachheit halber die Komponenten von k und G in
relativen Einheiten gegeben, so dass die Kompomenten von k zwischen -1 und 1
liegen und die Komponenten von G ganzzahlig werden. (Dies dient hier nur der
Ubersicht und um nicht zusitzliche Normierungsfaktoren mitfiihren zu miissen,

die auf die Invertierbarkeit keinerlei Einfluss haben.)

Betrachtet man nun zunéchst den physikalisch uninteressanten, aber formal

einfachen Fall eines konstanten Dielektrikums, dann gilt fiir die Fourier-Transformierte,

dass sie proportional zu §(G) ist. D.h., da in den Gleichungen immer die Ter-

é)é,_é als Faktor bei k2 auftauchen, dass nur Beitriige mit G = G vor-

kommen. Damit vereinfacht sich die Struktur wesentlich. Die konstante Fourier-

me (

Komponente, die als einzige iibrig bleibt, sei mit 551 bezeichnet, dann ist die

Matrix gegeben durch die Anwendung auf u; mit:

510 L 0 u

Cuj = (A.24)
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Da &, # 0 ist, ist C eine Diagonalmatrix und somit trivial invertierbar.

Im realistischeren Fall, in dem man keine Konstante Struktur hat, ist die
Struktur der Matrix C allerdings komplizierter. Betrachten wir also wieder die

1-dimensionale Vereinfachung in G und nummerieren GG von -2 bis 2. Die entspre-

chenden Fourierkomponenten von % nummerieren wir dementsprechend mit 5:%
o1

bis £ ,.

ka+Gl,

ka+Ga

0 sind, da, wie bereits bei der Herleitung des Verfahrens erwéhnt, k, nicht so

Fiir die Terme sei noch darauf hingewiesen, dass diese stets ungleich

gewahlt werden darf, dass fiir ein beliebiges G, gilt, dass k, + G, = 0 wird.

Deshalb kann auch der Zahler hier nicht null werden und es gilt immer % # 0.

C hat in diesem Fall die folgende Struktur:

&t &1 &5 000 0 0 0 0 0
gt gt &l el oo 0 0 0 0 0
&t et &t &l & 0 0 0 0 0
0 &' &t &' &l 0 0 0 0 0
0 0 &' &' &° 0 0 0 0 0
C =
0 0 0 0 0 &' EgpE2 ik 0 0
0 0 0 0 0 &'l g ajhsl ke 0
0 0 0 0 0 &' el g ety e
0.0 0 0 0 0 FlEg L g ey
0O 0 0 0 0 0 0 Eyllat? ik g

Die Matrix C' ist nun genau dann invertierbar, wenn det |C| # 0 ist. Da det

eine multilineare Abbildung ist, kann man Faktoren aus den Zeilen, bzw. Spalten
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vor die Determinante ziehen. Tut man dies insbesondere in der 6. Spalte mit dem
Faktor ﬁ, in der 7. mit ﬁ usw. bis zur 10. Spalte mit dem Faktor k#” und

dementsprechend in Zeile 6 mit dem Faktor k, — 2 bis Zeile 10 mit dem Faktor

k. + 2, so erhdlt man

(ky — 2)(ky — Dky(ky + 1) (ky + 2)

2
(ko — 2)(hy — Dby (ke + 1)k, +2) (1 = At IR (A.25)

det |C| =

mit dem Rest R. (Die Faktoren k, — 2, ..., k, + 2 sind alle ungleich 0.)

Daraus ergibt sich fuer R:

gt et el o 0o 0 0 0 0 0

R= . (A.26)

Man erkennt, dass die Matrix R in zwei identische Matrizen zerfallt. Somit
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kann die Determinante in zwei Determinanten aufgespaltet werden und mit

st el et 0o

R=|&" &' &' &5 & (A.27)

gilt:
det |C] = det |R| = det |R'|*. (A.28)

Damit ist nun det |C| = 0, genau dann, wenn det | R'| = 0 ist, was ausschliefs-
lich durch die Fourier-Transformierte der dielektrischen Struktur e gegeben ist.
La. ist C nicht invertierbar. In dem gegebenen Fall muss man zum Beispiel nur
eine Struktur betrachten, die nur die Komponente 52_1 besitzt und alle anderen
Fourier-Komponenten verschwinden. Dann ist det |R'| = 0 und somit die Matrix
C nicht invertierbar.

Praktisch spielt dies allerdings trotzdem fiir dieses Verfahren keine Rolle, da
die Strukturen, die man iiblicherweise betrachtet, so geschaffen sind, dass die
Matrix C' invertierbar ist. Zu verstehen ist dies anhand der Tatsache, dass bei
den iiblicherweise studierten Strukturen gerade die Komponente 50_1 recht grofs
ist und wir ja auch schon bei der Ndherung des Abschneidens hoherer Fourier-
Komponenten davon ausgehen, dass diese immer kleiner werden. Im Fall dass
50_1 so grok wird, dass R’ diagonaldominant wird (d.h. die Summe der Betrige
aller Eintrage einer Zeile aufkerhalb der Diagonalen sind kleiner als der Betrag des
Eintrags auf der Diagonalen), dann ist C' auch invertierbar, da Diagonaldominanz

ein hinreichendes Kriterium fiir die Invertierbarkeit quadratischer Matrizen ist.

A.1.4 Numerische Eigenwertberechnung

Das Problem bei einer effektiven Implementierung des gegebenen Problems ist,

dass man die Eigenwerte einer grofen Matrix (U aus (A.23)) bestimmen muss,
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die als Gesamtmatrix keine fiir die Berechnung der Eigenwerte brauchbaren Sym-
metrien besitzt. So sind die beiden oberen Blocke in Form der Nullmatrix und
der Identitat I zwar einfach, allerdings besitzen die unteren Blocke keine beson-
deren Kigenschaften, insbesondere ist die gesamte Matrix U als solche i.a. nicht
hermitesch.

Daraus folgt, dass man nur mit allgemeinen Verfahren der Eigenwertberech-
nung die Eigenwerte bestimmen kann. Das hat allerdings auch zur Folge, dass
damit die Berechnung der Eigenwerte sehr zeitaufwendig ist. Auch ist es im Rah-
men dieser Arbeit nicht gelungen, das Problem durch Koordinatentransformatio-
nen in eine Form zu bringen, die es erlauben wiirde, effizientere Algorithmen zur
Bestimmung der Eigenwerte zu verwenden.

Insbesondere sei darauf hingewiesen, dass bei diesem Verfahren bei entspre-
chend grofer Anzahl an Vektoren G die Matrix sehr leicht auf mehrere tausend
Zeilen/Spalten anwéichst. Man erhélt damit auch dieselbe Anzahl an Eigenwerten
(mit Mehrfachwertung von entarteten Eigenwerten), aber physikalisch relevant
sind nur die Eigenwerte, deren imaginirer Anteil verschwindet, da die anderen
Losungen auf- bzw. abklingenden Moden entsprechen. Auch von den Eigenwerten
auf der reellen Achse sind nur diejenigen interessant, die sich im Bereich der 1.
Brillouin-Zone befinden. Dies sind in der Regel sehr wenige (in der Gréfenord-
nung bis zu 10) bis gar keine (falls es fiir die gegebene Frequenz und die Werte

von k, und k, keine Losung gibt).

A.1.5 Skalierungseigenschaften

Weiterhin soll noch betrachtet werden, wie das modifizierte ebene-Wellen-Verfahren
mit zunehmender Anzahl ebener Wellen skaliert. Betrachtet man eine 3-dimensionale
Struktur und betrachtet in jede Raumrichtung einen cut-off N fiir E, so skaliert
die Anzahl der k-Vektoren mit O(N3). Da der untere Teil der Matrix allerdings
dicht besetzt ist, skaliert der Speicherbedarf der Matrix U mit dem Quadrat der
Anzahl der ebenen Wellen, also insgesamt mit O(NY).

Noch ungiingstiger sieht es jedoch aus, wenn man sich den Bedarf an Rechen-
zeit betrachtet, denn die allgemeinen Rechenverfahren, die verwendet werden,
skalieren mit der 3. Potenz der Groke des Systems, also insgesamt mit O(N?).

Anhand dieser Uberlegungen erkennt man sehr schnell, dass die praktische

Umsetzung dieses Verfahrens sehr begrenzt moglich ist, da sowohl der Speicher-
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bedarf, aber insbesondere die benétigte Rechenzeit extrem mit dem cut-off an-
steigen. Dadurch ist der Einsatz dieses Verfahrens nur begrenzt mdglich. Eine
Absorption ist auch hier (als Bandstruktur-Verfahren) aus den selben Griinden

wie beim normalen Plane-Wave-Verfahren nicht einfach zu betrachten.



Anhang B

FDFD-Verfahren

Das “Finite Difference Frequency Domain” (FDFD) Verfahren ist prinzipiell so
aufgebaut, dass man die Maxwell-Gleichungen in Integralform im Frequenzraum
diskretisiert und durch gegebenes k, und k, in z- und y-Richtung Bloch-Rand-
wertbedingungen vorgibt, wihrend man an den beiden Enden mit 2z = konst
explizit Kombination von Vakuum-Moden vorgibt. Durch diese Randwerte und
Randbedingungen ist dann die Losung innerhalb des betrachteten Raumbereichs
VON 2 = Zmin DIS 2 = Zpee eindeutig bestimmt und kann durch ein diinn be-
setztes Gleichungssystem berechnet werden. (Die Tatsache, dass die Gleichungen
diinn besetzt sind, ist wichtig fiir das Skalierungsverhalten.) Fiihrt man diese
Rechnungen mit verschiedenen linear unabhéngig vorgegebenen Anteilen an Ba-
sisfunktionen bei z = z,,;, und z = z,,,, durch, so kann man die Streumatrix des
Objekts in der Basis der Vakuum-Moden und somit Reflexion, Transmission und

gegebenenfalls Absorption des betrachteten Raumbereiches berechnen.

B.1 Transmission-Spektren

Ausgangspunkt sind auch hier die Maxwell-Gleichungen, die allerdings (teilweise)
in der integralen Form betrachtet werden. Die Maxwell-Gleichungen werden dann
auf einem Yee-Gitter [6] diskretisiert, d.h. man unterteilt das zu beschreibende
Raumgebiet in ein 3-dimensionales Gitter. Der Einfachheit halber gehen wir hier
davon aus, dass das Gitter in jeder Raumrichtung dquidistant ist. Die Gitterab-
stdnde in unterschiedlichen Raumrichtungen konnen jedoch unterschiedlich sein.

Dadurch hat man das Raumgebiet in Quader unterteilt.

139
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Abbildung B.1: Yee-Gitter. Dabei sitzen die elektrischen Felder auf den Kanten
der Quader und die magnetischen Felder senkrecht auf den Seitenflichen.

Bei der Diskretisierung der Maxwell-Gleichungen auf diesen Quadern geht
man nun davon aus, dass € jeweils in einem Quader konstant ist. Das elektrische
Feld betrachtet man jeweils auf der Mitte der Kanten der Quader entlang der
Kanten und die magnetischen Felder senkrecht auf den Seitenflichen der Quader
(Abb B.1). Diese Art der Quantisierung hat zwei Vorteile: Zum einen sind die
Felder so platziert, dass die Sprungbedingungen an der Grenzfliche zwischen zwei
Medien immer erfiillt sind, da es sich immer um die stetigen Feldkomponenten
handelt. Zum anderen sorgt diese Art der Diskretisierung dafiir, dass fiir w # 0
die Quellenfreiheit der Felder auch in der Diskretisierung gegeben ist. Deshalb be-
trachtet man nur die beiden {ibrigen Gleichungen in harmonischen Moden (daher

der Name ’'frequency domain’) in integraler Form:

7{ H-ds= /iweos(ﬂﬁ-dff (B.1)
0A A

7{ E-ds= —/wuoﬁ-dﬁ, (B.2)
0A A

wobei die Fliachen A fiir die Diskretisierung passend gewéhlt werden. Siehe
hierzu auch [30].
Man nummeriert nun die Felder E bzw. H mit (1,7, k) durch, wobei i, j bzw.

k die Quader jeweils in x-, y- bzw. z-Richtung durchnummerieren. Ebenso sei
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auch € nummeriert und h,, hy, h, sind die Lingen der Quader in die z-, y- bzw.

z-Richtung.

Abbildung B.2: Wahl der Fliche A senkrecht zu F,(i, j, k).

Zunéchst soll Gleichung (B.1) betrachtet werden. Dazu betrachtet man zu-
néchst eine Fliache senkrecht zu E, (siche Abb. B.2) und erhilt daraus die Glei-
chung fiir den Quader (i, j, k):

Hz(iv.jv k>h’2 - Hy(ivjv k)hy - HZ(ZLJ o 17 k)hz + Hy(iv.jv k— 1)hy (BS)

o (i, 4 K) (1, — LK) (6 k= 1)+ €5 — 1k — D)., B

Wie dabei die Quader am Randbereich der numerischen Box betrachtet wer-

den sollen, wird spéter geklart.

-H,(1.].k-1 )¢

E ik
/,,.)'l"—lz(i- 1.,k

Abbildung B.3: Wahl der Fliche A senkrecht zu E, (i, j, k).
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Analog erhélt man fiir eine Fliche senkrecht zu E, (7, j, k) (Abb. B.3):

H,(i,j,k)hy — H.(1,5,k)h, — Hp(i,j,k — 1)h, + H,(i — 1, 4, k)h. (B.4)

=iw thso(e(z',j, k)+e(i,jk—1)+e(i—1,5,k—1)4+¢e(i—1,7,k)E, (i, 7, k)

it | ,..--E’z’(iﬁ() ny{ llk]

Abbildung B.4: Wahl der Fliche A senkrecht zu F,.

Und schlieflich fiir eine Flache senkrecht auf E,(i, j, k) (Abb. B.4):

H,(i,§,k)hy — Hy(i,j, k)he — H,(i — 1,5, k)h, — Hy(i,j — 1,k)h, (B.5)

hyh, o . . . . . .
=iw y4 co(e(i,j, k) +e(i—1,4,k)+e(i— 1,5 — 1, k)+e(i,j — 1,k)E.(i, J, k).

Abbildung B.5: Wahl der Fliche A senkrecht zu H,(i, j, k).

Ebenso betrachtet man nun (B.2) fiir die Seitenflichen des Quaders (3, j, k).
Fiir die Seitenfliche senkrecht zu H,(i, j, k) (siche Abb. B.5) erhélt man:

E,(i,,k)hy + E.(i,§ + 1,k)h. — E,(i, j, k + 1)h, — E.(i, j, k)h.
= —iwB,(i, j, k)hyh.. (B.6)
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Abbildung B.6: Wahl der Fliche A senkrecht zu H,(i, j, k).

Analog dazu fiir die Fliche senkrecht zu H,, (siehe Abb B.6):

— — iwB, (i, j, k)hgh., (B.7)

.
R Hik) FE(+1.K
£ (11K)

Abbildung B.7: Wahl der Fliche A senkrecht zu H, (i, j, k).

sowie fiir die Fliche senkrecht zu H, (siche Abb. B.7):

Ey(i, j, k)ha + By(i + 1,4, k)hy — Eo(i, j + 1, k)hg — B, (i, j, k)h,
= — iwB. (i, j, k)hgh,. (B.8)

Man kann nun Gleichungen (B.6)-(B.8) in die Gleichungen (B.3)-(B.5) einset-
zen und umformen und erhélt damit die fiir das FDFD-Verfahren verwendeten

Feldgleichungen:
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E (z’,j,k)[— ”24hcy2 Z(a(i,j,k)+5(i,j,k—1)+5(i,j—1,k)+e(i,j—1,k:—1))
+2%+2%
, he
+ E(Zj—l—l,k:)[—Z—Z] + E(zy—l,k)[—h—y]
+ E(zj,k+1)[—%} + E(”,k—1)[——y}
+ By j,k)[—Z—j + Ey(z+1,j,k)[z—j (B.9)
s BGI-LR[E] ¢ B+ 1i- 18] -]
+ E(zgl{;)[—Z—z] + Ez(z’+1gk)[z—i]
+ E(z]k‘—l)[%} + E(z—l—ljk—l)[—%}
—0
B, (i, j k:)[— ”Z‘;h (5(@',]‘, k) 4 2(i gk — 1) +e(i — 1,7, k)+5(i—1,j,k—1)>
+2Z—Z+QZ—2
+ Ey(z,j,k+1)[—2—j v Bk —1) —Z—}
+ Ey(z+1,j,k)[—2—j + B(i—1,5k) —Z—}
+ E(i,j,k)[—Z—z] + Ez(z',j+1,k:)[2—z: (B.10)
+ Ez(i,j,k—n[%} + Ez(z',j+1,k:—1)[—%]
+ Ex(z',j,k)[—:—:] + Ew(i,j+1,k)[2—2]
+ Ex(z'—l,j,k)[Z—ﬂ + Em(z’—l,jJrl,k)[—Z—j
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E.(i,5,k) [ . wzyzhx <5(z’,j, k) +e(i— 1,5, k) +e(i,j—1,k) +e(i — 1,5 — 1, k))
+2% +2%
x Y
+ Ez(i+1,],k)[—Z—J + Ez(z—l,j,k)[—Z—i]
+ Ez(z,j—l—l,k)[—Z—ﬂ + EZ(Z,j—l,k)[—Z—ﬂ
+ Ex(i,j,k)[—%] + Ex(z',j,k:jtl)[%} (B.11)
+ Ex(z'—1,j,k)[2—ﬂ + Ex(i—l,j,k+1)[—2—ﬂ
B, ], k) [ - Z—] v OB k+1) [Z—}
+ Ey(z,j—1,k)[2—”j + Ey(z',j—l,kJrl)[—Z—j

= 0.

Damit man die Ubersicht behilt, welche Feldvektoren fiir die Gleichungen
relevant sind, veranschaulicht man sich die Feldvektoren, wie sie in den Glei-
chungen (B.9) - (B.11) auftauchen. Betrachtet man die Gleichungen jeweils als
Bestimmungsgleichung fiir die erste auftauchende Feldkomponente (also in (B.9)
fir £, (i, j, k), in (B.10) fir E,(4, j, k) und in (B.11) fiir £,(¢, 7, k)), so kann man in
Abb. B.8 erkennen, welche anderen Feldkompenenten diesen Vektor bestimmen.
(Dabei muss man Abb. B.8 gegebenenfalls so drehen, dass der schwarze Vek-
tor in die entsprechende Raumrichtung zeigt.) Dies ist wichtig, um die Randbe-
dingungen und den Aufbau des gesamten Gleichungssystems fiir den betrachteten

Raumbereich zu verstehen.

Anhand von Abb. B.8 kann man sich nun iiberlegen, wie eine numerische Box
aussehen muss, mittels der man die Felder komplett berechnen kann. Geht man
nun davon aus, dass man eine Box mit NV, Unterteilungen in z-Richtungen, N,
in y-Richtung und N, in 2-Richtung vorliegen hat, dann gelten fiir die inneren
Punkte dieser Box die Gleichungen, so wie sie in (B.9) - (B.11) gegeben sind.

Gesondert betrachten man allerdings die Punkte, die auf den Randflichen der
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/

Abbildung B.8: Die Feldkomonenten, die in den Gleichungen (B.9)-(B.11) auftau-
chen. Der zu bestimmende Vektor ist schwarz gezeichnet und die dazu benotigten
Vektoren grau.

numerischen Box sitzen.

Da ein Verfahren dhnlich der Transfer-Matrix-Methode angestrebt wird, bei
dem w, k; und k, vorgegeben sind, konnen wir an den z- bzw. y-Randflichen als

Randbedingungung einfach die Bloch-Bedingung verwenden:

E(F+ Lyjy@uyy) = eervlen B(7), (B.12)

wobei L/,

dieser Bedingung kann man die Feldvektoren, die in - oder in y-Richtung aufser-

die Ausdehnung der Einheitszelle in die Richtung €, ist. Mittels

halb der numerischen Box liegen, durch Felder in der Box beschreiben. An den
z-Randflachen hingegen, kann man die Blochbedingung nicht verwenden. Man
gibt stattdessen einfach explizit die Komponenten E, und FE, vor. Dabei fiihrt
man allerdings eine zusétzliche Schicht N, 41 ein, so dass man quasi eine Schicht
hat, bei der die Feldvektoren F, und E), genau auf der Randfliche der Box liegen.
(Die Feldkomponenten E, dieser Schicht N, + 1 miissen nicht betrachtet werden,
da sie lediglich fiir die Komponenten E, und E, der Schicht N,+1 von Bedeutung

wiren, die jedoch schon explizit gegeben sind).

Somit erhélt man nun 3N, N, N, — 2N, N, Feldkomponenten als Unbekannte.
(Die Felder £, und E, werden explizit auf der ersten z-Ebene vorgegeben und
sind somit keine Variablen, ebenso die Felder der Ebene N, + 1.) Ebenso erhilt
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/ /
/// — //// | —
_— /‘////
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z=0

Abbildung B.9: In der Mitte (grau) befindet sich die numerische Box und an
den beiden Randflichen in z-Richtung werden die betrachteten Vakuum-Moden
angeschlossen und in ein- und auslaufende Moden unterteilt.

man 3N, N, N, — 2N, N, Gleichungen aus (B.9) - (B.11). Alle in diesen Gleichun-
gen vorkommenden Feldkomponenten liegen in der numerischen Box. Somit hat
man insgesamt ein Gleichungssystem, das i.a. eindeutig gelost werden kann. (Auf
Ausnahmefille ist in Kaptiel 5 eingegangen worden.)

In Anlehnung an [31] kann man aus der Verwendung solcher numerischer Bo-
xen nun die Streumatrix des Systems berechnen. (Im Gegensatz zu [31] handelt
es sich hierbei jedoch nicht um Wellenhohlleiter-Probleme, was sich hauptséch-
lich darin dufert, dass die betrachtete numerische Box andere Randbedingungen
besitzt und die ein- und auslaufenden Moden hier Vakuum-Moden sind.) Dazu
betrachtet man einen gewissen Raumbereich, in dem sich die Struktur befindet,
die numerisch untersucht werden soll und weiterhin 2 Ebenen, die den Rand
der numerischen Simulation in z-Richtung vorgeben (Abb B.9). Man muss da-
bei die numerische Box so setzen, dass die Randflichen in z-Richtung bereits
im Vakuum liegen. Zum einen, weil man Vakuummoden anschlieft, zum andern
muss aber auch ein hinreichender Abstand zur betrachteten Struktur gegeben
sein, damit die abklingenden Moden keine Rolle bei den Anschlussbedingungen
an das Vakuum mehr spielen. Dies wird allerdings dadurch erleichtert, dass diese
Moden exponentiell abklingen. Deshalb kann sich i.a. der numerisch betrachtete
von dem physikalisch interessanten Raumbereich leicht unterscheiden, da der nu-
merisch betrachtete Raumbereich unter Umsténden aus den genannten Griinden

zusatzlich noch Vakuum an beiden z-Enden der Box besitzen kann.
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Um die Streumatrix nun zu berechnen, betrachtet man auf beiden Seiten
auferhalb der numerischen Box eine Anzahl N,,,; an Moden, die dann jeweils
einlaufend bzw. auslaufend sein konnen. Diese Moden sind Vakuum-Moden und
miissen so gewahlt werden, dass sie die Bloch-Bedingungen innerhalb der nume-
rischen Box in x und y-Richtung erfiillen. Man betrachtet i.a. an beiden Enden
der Box die gleichen Moden. Hier wiihlt man ebene Wellen fiir festes z als Moden

mit

EYP(2,y) = &, v0 ) =1 Nypoa, p=1,2 | (B.13)

wobei €, der Polarisationsvektor der ebenen Welle ist, der i.a. in einen Anteil
parallel und einen Anteil senkrecht zur Oberfliche der numerischen Box aufgeteilt
wird. (Im Falle senkrechten Einfalls ist diese Aufteilung willkiirlich und erfolgt
in z- bzw. y-Richtung.) Fiir jeden Wellenvektor der einfallenden Moden ergeben

sich zwei Polarisationen und fiir die Wellenvektoren der Vakuum-Moden gilt:

2

kW) =k, L
z +n I
2
EY) =k, +m,—,
Y Y Ly

mit n,,m, € N. Nun gibt man am Ende I der numerischen Box (z = 0) eine
Kombination

2
By, z=0=> Y ¢ B (x,y) (B.14)

v=1 1

S
Il

und am Ende /7 der numerischen Box (z = L,) eine Kombination

Ninod 2

Ewy,z=L)=Y_ > ELE?(2,y) (B.15)

v=1 p=1

der betrachteten Moden vor. Damit ist das Gleichungssystem der numerischen
Box losbar und es besteht die Aufgabe, aus der Losung die ein-, bzw. auslaufenden
Moden zu trennen. Kennt man nur die Anteile einer Mode auf einer Ebene, so

kann man nicht unterscheiden, wie sich diese in die ein- und auslaufenden Moden
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12 ‘ N, N+1
a q
A o
4+— —_—

Abbildung B.10: Durch Betrachten zweier benachbarter Ebenen kann man die
Moden in ein- und auslaufende Moden aufspalten.

aufteilen, da nur die Summe beider Moden bekannt ist. Betrachtet man allerdings
eine benachbarte Ebene, so kann man die Anteile in aus- und einlaufende Moden
aufteilen. (Abb B.10)

Auf der Seite I (z = 0) betrachtet man nun neben der Ebene (7, 7,1) auch
die Ebene (i,7,2). (Diese muss ebenfalls im Vakuum liegen. Gegenenfalls muss
die numerische Box geeignet vergrokert oder das Gitter verfeinert werden.) Auf
beiden Ebenen zerlegt man das berechnete Feld in die Vakuum-Moden, indem
man die numerischen Felder auf diese projeziert. (Fiir (7,7,1) muss dies nicht
getan werden, da die Aufspaltung vorgegeben wurde und somit bereits bekannt
ist.) Man erhélt also:

z gy wa mkd (1,7), a=1,2 |, (B.16)
wobei Eiai’d(z j) die diskretisierte Form von Ef} V) P(x,y) ist und whl) = Ly ist.
Bezeichnet man weiter die ein- bzw. auslaufenden Moden mit a » bzw. b{,p,
gilt:

DI I
wi) = aj,, +b,, (B.17)

Da es sich bei den Moden jetzt allerdings um Vakuum-Moden handelt, kann
man fiir diese Moden aus &%, k) und w k%) mittels w? = (K®)2¢? berechnen
und daraus, wie grof bei bekannten a, , und b, , und Ebenen-Abstand (Az = k)

N
2) . . .
wl(,,g sein miisste, namlich:

@ _ 1 _ik"Az | I~k Az
Wy = A€ + b, € : (B.18)
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Aus (B.17) und (B.18) kann man dann tatséchlich a/,, und b}, berechnen:

2 1) ;.
|l ek
Qyp = ) Q) (B.19)
? e—ikz Az __ eikz Az
2 1) P A
bI _ w’(/vl)J _ wl(/vl))el i ? B 20
v,p . (v) . (v) . ( . )
e—zkz Az __ ezkz Az
Analog dazu kann man auch a!f und b’ berechnen:
g v,p v,p
Nz Nz"rl —1 )
7 _wr(/,p )+ wﬁ,p Jemik Az
Uy = o) % (B.21)
’ e—ikz Az __ eikz Az
N. N.+1) ;1)
7o wl(fvp - wﬁ,p ik 0
byp = (B.22)

e—ikgy)Az _ eikgy)Az

A . . .
—ikz7 A% ist. was aber i.a. gewiihr-

Man muss hierbei darauf achten, dass ekt A #e
leistet werden kann, wenn man Az klein genug wihlt. (Az sollte iiblicherweise
schon wegen der Genauigkeit der Rechnung klein genug gewéhlt sein um die
Ungleichung zu erfiillen, da sonst die numerische Diskretisierung der Maxwell-

Gleichungen ebenfalls zu ungenau wird.)

Damit hat man die Moden an beiden Enden der numerischen Box in ein-
und auslaufende Moden aufgespalten. Nun fasst man die Moden noch in einem

4 Npoq-komponentigen Vektor zusammen

a = ((a;,), (a,3,)) (B.23)
b = ((b,), (b1,) (B.24)

und fiihrt die (komplexe) Streumatrix S ein, fiir die fiir jedes Paar ein- und

ausfallender Vektoren a.;, und by, gilt:
Saein = baus' (B25)

Damit erhilt man aus (B.25) mit a(Y) und b 4N,,,q Gleichungen

4Nmod

37 Sial) =0, i=1,. . AN (B.26)
j=1
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fiir die (4N0q)? Unbekannten S; ;. Wiederholt man das ganze Verfahren 4N,
mal mit linear unabhéngigen Vorgaben (fip) und (fi;), so erhilt man bei je-
der der Rechnungen jeweils die ein- und auslaufenden Vektoren a®, v, ...

4Nmod)

al , bNmoa) yund fiir jedes dieser Paare ein- und auslaufender Vektoren muss

die Streubedingung (B.25) gelten, also:

4Jvmod
> Sial? =0, =1, ANpea, k=1,...,4Npeq. (B.27)
j=1

Somit hat man (4N,,,4)? Gleichungen fiir die (4N,,04)? Unbekannten S;; und
kann damit die Streumatrix berechnen, aus der man wiederum sehr einfach die
Reflexion bzw. Transmission berechnen kann. Man nimmt einfach einen einfallen-
den Vektor a, der nur fiir die Komponente der einfallenden Welle 1 und sonst null
ist und erhélt somit durch Anwendung von (B.25) die Anteile der auslaufenden
Moden. Summiert man die Betrige der Quadrate der zuriicklaufenden Moden
(hier werden nur Moden beriicksichtigt, die im Vakuum auch eine echte Wellen-
ausbreitung besitzen), so erhélt man die Reflexion. Summiert man die Quadrate
der Betrdge der Moden, die am anderen Ende der numerischen Box auslaufen
(auch hier werden nur Moden beriicksichtigt, die im Vakuum eine echte Wellen-

ausbreitung besitzen), so erhilt man die Transmission.

B.2 Bandstruktur mittels des FDFD-Verfahrens

Weiterhin wére es fiir die Suche nach einer kompletten Bandliicke auch von Inter-
esse, Bandstrukturen berechnen zu konnen. Dies sollte mit dem FDFD-Verfahren
prinzipiell auch moglich sein, wurde aber nur ansatzweise durchgefiihrt und hier
nicht présentiert. Dazu kann man &hnlich vorgehen wie im Fall der Transfer-
Matrix-Methode. Dort bestimmt man die Transfermatrix, die die Felder in einer
Basis auf einer Seite mit den Felder in der gleichen Basis am anderen Ende der

Einheitszelle verkniipft, so dass gilt
Vg = T'Ula

wobei v; und vy die Felder an den Enden der Einheitszellen sind. Aus den Eigen-

werten mit Betrag 1 der Matrix 7" kann man dann k, berechnen.
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Im Fall des FDFD-Verfahrens kann man nun so vorgehen, dass man eine nu-
merische Box wihlt, deren eine Seitenfliche (I) am Rand der Einheitszelle und
deren zweite Seitenfliche (IT) auerhalb der Einheitszelle liegt. Im Gegensatz zum
FDFD-Verfahren, wie es hier vorgestellt wurde, wihlt man nun keine ebenen Wel-
len als Basisfunktionen, sondern Felder, bei denen das Feld an allen Punkten, bis
auf einen, verschwindet. Nimmt man den Basis-Satz aller Felder fiir alle N Git-
terpunkte, so hat man also 2N Basisfunktionen. Jetzt gibt man (2N) auf (I)
linear unabhéngige Linearkombinationen v((j)),z' =1,...,2N der Basisfunktionen
auf beiden Réndern der numerischen Box vor. (Am einfachsten verwendet man
fiir jede Rechnung nur Anteile jeweils einer Basisfunktion und auf dem anderen
Ende (II) der numerischen Box beliebige Linearkombinationen.) Jetzt betrach-
tet man die Felder auf dem Rand der Einheitszelle (II') und zerlegt diese in
die Basisfunktionen und erhilt somit die Vektoren v((?l,). Analog zum Fall der
Transfer-Matrix-Methode gilt nun, dass es eine 2N x 2N Matrix T' gibt, so dass
gilt:

@ _ @) .
Vi —TU(I), i=1,...,2N. (B.28)

Man erhélt somit fiir jedes ¢ 2N Gleichungen in den Komponenten von T
und somit fiir alle ¢ insgesamt (2N)? Gleichungen und kann somit die Matrix T’
berechnen. Ein Problem kann jedoch entstehen, da man nicht garantieren kann,
dass die Vektoren v((?l,) auch linear unabhéngig sind (und somit die Gleichung
(B.28) auch lgsbar ist). Im Fall, dass die v((?l,) linear abhéingig sind, muss man
unter Umsténden die vorgegebenen Randbedingungen, oder den Rand (II) der
numerischen Box anders wihlen. Hat man die Matrix T berechnet, so kann man,
wie im Fall der Transfer-Matrix-Methode, aus den Eigenwerten mit Betrag 1
den Wert k, berechnen. Allerdings hat man hier auch &hnliche Probleme wie bei
dem modifizierten Plane-Wave-Verfahren, ndmlich, dass man nicht einfach eine
Bandstruktur entlang einer beliebigen Linie in der Brillouin-Zone, sondern nur

entlang von Linien mit k, = konst und k, = konst bestimmen kann.
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